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Resumo

Nos dias de hoje vivemos num mundo visual no qual a representacao do conhe-
cimento e a sua disseminagao sao quase impossiveis de se realizar sem recorrer a
imagens. Com o avango da tecnologia, a utilizacao de visualizagoes para promo-
ver a aprendizagem pode ser aprimorada através de simulagoes com as quais se
podem criar representacoes simples e mais adequadas para ilustrar ideias com-
plexas e abstratas contidas nos textos. De um modo particular, a realizacao de
simulagoes em Probabilidades e Estatistica é fundamental pois facilita a compre-
ensao de conceitos de aleatoriedade e variacao de amostras, permite observar em
alguns minutos a evolucao temporal de um fenémeno que levaria horas, dias ou
anos em tempo real, além de permitir a repeticao de experiéncias aleatorias nas
mesmas condigoes e tantas vezes quantas se queira. Este facto incentivou-nos
a desenvolver no presente trabalho, com o auxilio do software R, uma aplicagao
Shiny para simular e ilustrar alguns conceitos e resultados de probabilidades e
estatistica a um nivel introdutoério.

O Shiny ¢ um pacote do RStudio que é uma interface do R que permite a
criacao de ferramentas, nomeadamente aplicagoes interativas, para tratamento de
dados de forma flexivel e acessivel para usuarios do R. A gratuidade do software
R, e 0 aspeto apelativo e facil utilizacdo das aplicagoes Shiny, sao uma vantagem
para a utilizacdo da aplicacdo que desenvolvemos por professores e alunos no

processo de ensino e aprendizagem de probabilidades e estatistica.

Palavras-chave

Simulagdes, visualizagoes, probabilidades e estatistica, software R, aplicacao

Shiny.
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Abstract

In our days, we live in a visual world in which the representation of knowledge
and its dissemination are almost impossible to perform without resorting to ima-
ges. With the development of technology, the use of visualizations to promote
learning can be improved through simulations with which simple and more ade-
quate representations can be created to to illustrate abstract and complex ideas
contained in texts. In particular, simulations are fundamental in Probability and
Statistics because they facilitate the undertanding of the concepts of randomness
and variation of samples, allow the observation, in few minutes, of the temporal
evolution of a phenomenon that would take hours, days or years in real time. Be-
sides this, they allow the repetition of random experiences in the same conditions
and as many times as we want. This fact encouraged us to develop in the present
work, with the support of software R, a Shiny application to simulate and illus-
trate some concepts and results of probabilities and statistics at an introductory
level.

Shiny is a package of RStudio, a R interface, that allows the development
of tools, namely interactive applications, for data processing in a flexible and
accessible way for the users of R. Being software R free of charge and the appealing
aspect and easy use of Shiny applications, make the application that we developed
advantageous for teachers and students to use in the teaching and learning process

of probabilities and statistics.

Keywords

Simulations, visualizations, probability and statistics, software R, Shiny appli-

cation.
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Introducao

Nos dias de hoje vivemos num mundo visual no qual a representacao do conhe-
cimento e a sua disseminacao sao quase impossiveis de se realizar sem recorrer
a imagens. Quando bem elaborada, uma imagem pode transmitir a informagao
pretendida de forma rapida, objetiva e direta, fazendo com que nos lembremos
dela por um longo periodo.

No campo educativo, segundo Mayer (2003), ao associarem-se imagens as
palavras torna-se mais facil aprofundar o conhecimento dos estudantes, uma vez
que a aquisi¢ao de conhecimentos se torna mais efetiva se este for transmitido a
partir de imagens e palavras do que apenas de palavras isoladas. Se o professor
se focar num sistema de verbalizagao entre ele e os alunos, utilizando apenas
palavras, estes terdo maior dificuldade em recordar o que foi dito pelo professor
pouco tempo apés a informacao ter sido transmitida. Tendo em consideracao que
a informacao se processa através dos canais verbal e visual, ao interligar as pa-
lavras a imagens proporciona-se ao estudante uma aprendizagem complementar,
isto porque uma nao substitui nem sobrepoe a outra. Pelo contrario, sao duas
formas de linguagem que coincidem e se diferenciam, sendo que uma pode ser
intérprete da outra, tornando-as dependentes entre si.

Considerando as vantagens decorrentes da utilizagao simultanea de imagens e
palavras, Magalhaes (2005) refere que enquanto sistema de representacao da pa-
lavra, a imagem implica um exercicio estruturado de capacidades de codificacao-
descodificacao, envolve diversos atos de compreensao oral e escrita, apela as ca-
pacidades sensoriais e cognitivas que estimulam a sensibilidade e promovem a
aprendizagem do aluno, facilita a memorizacao, ajuda o aluno a pensar, a imagi-
nar, a ativar a polissemia conotativa de conceitos, entre outros aspetos.

Apesar das suas potencialidades, esta metodologia nao é por si s6 capaz de
colmatar as dificuldades presentes na aquisicao eficiente de conhecimentos por
parte dos estudantes. Com o avancgo da tecnologia, os meios digitais vém desem-
penhando gradualmente o papel de ferramentas primordiais para o cumprimento
desta tarefa. Recorrendo-se ao computador, esta metodologia pode ser aprimo-
rada através de simulagoes com as quais se podem criar representacoes novas e
mais adequadas para ilustrar ideias complexas contidas nos textos, que com o

papel e o lapis seriam dificeis de concretizar.



As simulagoes permitem reproduzir virtualmente uma situacao real, tornando
possivel experimentar os efeitos de um determinado procedimento sem a sua
ocorréncia. Elas podem ser vistas como representacoes ou modelagoes de objetos
especificos, reais ou imaginarios, de sistemas ou fenémenos. Sao particularmente
uteis, quando a experiéncia original for impossivel de ser reproduzida. Assim,
este recurso permite ao estudante observar o comportamento de um determinado

fenémeno através de um modelo do mesmo.

De acordo com Guillermo et al. (2005) , as simulagdes podem trazer muitos be-
neficios na aprendizagem, tais como: garantem uma aprendizagem mais profunda
onde os estudantes simulam um problema complexo, desenvolvendo estratégias
e integrando habilidades; proporcionam um ambiente de baixo risco onde o es-
tudante adquire experiéncia, com situagoes dificeis sem consequéncias caras ou
irreversiveis, de modelos de alto custo; os estudantes sao emocionalmente mais
envolvidos quando mergulham em uma experiéncia real do mundo que o cerca;
fornecem uma experiéncia de aprendizagem que produz efeitos, porque servem

como uma ponte do ambiente para a realidade.

De um modo geral, pode-se dizer que as simulagoes potenciam em grande
medida a utilizacao de visualizagdes no ensino e aprendizagem. Esta visao ¢ de-
fendida por Hekcler et al. (2007) que destacam que as simula¢oes podem ser
consideradas como a solugao de iniimeros problemas que os professores enfren-
tam ao tentar explicar aos seus alunos fenémenos demasiado abstratos para serem
compreendidos exclusivamente através de uma descricao em palavras e demasi-
ado complicados para serem representados através de uma tunica figura. Elas
possibilitam também observar em alguns minutos a evolug¢ao temporal de um
fenomeno que levaria horas, dias ou anos em tempo real, além de permitirem ao
estudante repetir a observacao sempre que o desejar. Por este motivo, existe uma
crescente necessidade de se adotar esta ferramenta no ensino de probabilidades e

estatistica.

Na visao de Gordon e Gordon (2009) os conceitos de aleatoriedade e a va-
riagao entre as amostras podem ser melhor compreendidos com a realizacao de
simulagoes de experiéncias aleatorias. Segundo Fernandes et al. (2007) , a si-
mulacao também permite experimentar novos fenémenos variando as condigoes
e observando os resultados, proporcionando ao estudante uma experiéncia pro-

babilistica dificil de adquirir na vida real. Estes autores enumeram os seguintes



aspetos positivos que a simulacao apresenta para o ensino das probabilidades:

1. do ponto de vista representacional, os alunos podem pensar e formular

modelos concretos em vez de trabalhar com modelos tedricos;

2. o calculo vem muito facilitado ao passar do calculo tedrico de probabilidades

ou do calculo combinatério ao calculo de frequéncias para estimar uma
probabilidade;

3. a aprendizagem da modelagao probabilistica, ao implicar conceber uma
experiéncia e pensar num modelo antes de efetuar calculos sem sentido e

intencionalidade.

Nao podemos, no entanto, ver as simulagoes e visualizagoes como uma solucao
de todos os problemas de aprendizagem dos conceitos probabilisticos e estatisti-
cos, por parte dos estudantes. Gordon e Gordon (2009) consideram que é essencial
que, quando utilizadas na sala de aula, sejam apropriadas e pensadas para os es-
tudantes a que se dirigem, devendo-se garantir que as mensagens transmitidas
por estes métodos estejam de acordo com o processo cognitivo de cada um deles.
Exige-se assim uma especial atencao em relagdo ao perigo que acarreta o fato
dos alunos explorarem demasiado rapido os problemas, nao lhes sendo dada a
oportunidade para pensar cuidadosamente no trabalho realizado e passar com
confianca de um nivel de pensamento para outro. Quando cumpridos esses pres-
supostos, os benéficos da utilizacao destes métodos na sala de aula sao de certo
inquestionaveis.

Pensando nesses beneficios e aproveitando as potencialidades do software R e
RStudio, mais concretamente do pacote Shiny, propomo-nos neste trabalho de-
senvolver uma aplicacao de utilizacao facil por professores e alunos para o ensino
e aprendizagem de alguns conceitos e resultados de probabilidades e estatistica.
Para tal, dividimos este trabalho em dois capitulos que vamos passar a descrever
em detalhe.

O primeiro capitulo ¢ dedicado ao RStudio e ao pacote Shiny. Aqui fazemos
uma breve introducao destas ferramentas, aproveitando para descrever as suas
principais caracteristicas, fungoes e potencialidades.

No segundo capitulo apresentamos detalhadamente a estrutura e funciona-

mento da aplicagao Shiny desenvolvida. Aqui propomo-nos explorar as potencia-



lidades de utilizagao da aplicacao na sala de aula, para além de expor os conceitos
e resultados teodricos que justificam as simulagoes apresentadas.

Destacamos o trabalho de Gordon e Gordon (2009) como impulsionador para
o desenvolvimento da nossa aplicagao, que pode ser disponibilizada pelo autor
deste trabalho (nadab.jorge@outlook.pt), bem como todo o cédigo R que lhe
deu origem. Salientamos que o aspeto da aplicagdo pode variar com o browser

utilizado.



Capitulo 1

Breve introducao ao RStudio e ao pacote Shiny

1.1 Introducao

O software R foi criado em 1993 por Ross Thaka e Robert Gentleman (depar-
tamento de Estatistica da Universidade de Auckland, Nova Zelandia) e tem sido
continuamente desenvolvido através de contribui¢oes vindas de todo o mundo.
E uma linguagem de programacao, similar & linguagem S, e um ambiente para
computacao estatistica, que fornece uma variedade de técnicas estatisticas (mode-
lacao linear e nao linear, testes estatisticos classicos, andalise de séries temporais,
etc.) e graficas.

Apesar do R ser muitas vezes visto como um programa estatistico, ele é um
ambiente em que técnicas estatisticas sao implementadas, podendo ser estendido
facilmente através de pacotes. Existem oito pacotes que sdo fornecidos inicial-
mente com o R, mas existem muitos mais disponiveis através da familia CRAN
(Comprehensive R Archive Network) de sitios da internet, cobrindo uma vasta
area da estatistica moderna e do calculo probabilistico.

Duas das grandes vantagens do R sao a facilidade com que se podem produ-
zir graficos bem desenhados e com qualidade de publicagao, incluindo simbolos
matematicos e formulas, quando necesséario, e o fato de ser gratuito. Pode ser
descarregado na versao em portugués para Linuz, Windows e Mac OS X, em
https://www.r-project.org/.

As formas de interagir com o R sdo através das interfaces, como a mais ba-
sica RGui fornecida com o R ou a RStudio. A interface RStudio (https://
www.rstudio.com/) é um ambiente de desenvolvimento integrado para o R que
facilita a utilizacdo do R. Outra das vantagens do RStudio é a de permitir
construir de forma mais simples aplicagoes web interativas com o pacote Shiny
(https://shiny.rstudio.com/)).

De seguida explicaremos mais detalhadamente em que consiste o RStudio e o
pacote Shiny, fundamentais para correr a aplicagdo por nés desenvolvida e que

abordaremos no proximo capitulo.


https://www.r-project.org/
https://www.rstudio.com/
https://www.rstudio.com/
https://shiny.rstudio.com/

1.2 O RStudio

O RStudio é um ambiente de desenvolvimento integrado (Integrated Develop-
ment Environment - IDE) para o R que possibilita de forma simples a construcao
de aplicacbes. Para o correr é necessaria a versao 2.11.1 ou superior do R. In-
clui um editor de texto que suporta a edicao, execucao e visualizacao direta de
c6digo, possuindo ainda ferramentas que permitem instalar e atualizar os paco-
tes (os mesmos do R) bem como detetar e eliminar possiveis erros no cédigo da
aplicacao desenvolvida.

Lancado em 2011, o RStudio ¢ atualmente quase tao popular quanto o proprio
R. De acordo com o seu fundador e principal programador, J.J. Allaire, este é o
melhor software de cdédigo aberto para analise de dados, livremente disponivel
para qualquer pessoa com acesso a um computador. O seu foco estd na criacao
de ferramentas para tratamento de dados de forma flexivel e acessivel para usua-
rios do R e também para quem realiza o seu trabalho recorrendo a aplicativos,

relatorios, painéis graficos entre outros.
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Figura 1.1: Interface RStudio.

Na Figura [l podemos ver a interface RStudio, composta por quatro janelas,



que passamos a descrever. Em (1) temos a janela Source na qual podemos abrir os
scripts (codigos de programagao,do R, previamente escritos e salvos em arquivos
com extensdo .R) e criar novos scripts. Nesta janela ao editar o script é possivel
comentar ou nao automaticamente (sem necessidade de digitagdo) determinada
parte do cédigo utilizando a opgao Edit/Comment/Uncomment Lines, mantendo
o cursor na linha a ser executada ou selecionando o conjunto de linhas desejado.
Os comandos que compdem o script podem ser executados através do botao Run
disponivel no cimo desta janela.

A janela (2) é composta por trés separadores, dos quais destacamos dois, o
Environment e o History. No separador Environment ficam armazenados os
objetos e bases de dados criadas ou importadas e no separador History fica
o histérico de todos os scripts, fungoes e acgodes executadas, histérico esse que
também podem ser arquivado.

Na janela (3) temos a Console que é uma janela igual a janela padrao disponi-
bilizada com o R e por conseguinte tem as mesmas funcionalidades de execucao
dos comandos do R.

A dltima janela, a (4), tem quatro separadores dos quais ressaltamos o Plots
onde sao exibidos os graficos gerados por cédigos digitados na linha de comandos,
o Packages onde se pode ver que pacotes estao instalados, atualizar esses pacotes
ou instalar novos pacotes e o Help no qual o utilizador pode obter ajuda sobre o
funcionamento do RStudio.

De seguida iremos explorar as potencialidades do pacote "Shiny'para a cons-

trucao de aplicagoes interativas.

1.3 O pacote Shiny

O Shiny, é um pacote do R que facilita a construcao de aplicagoes web inte-
rativos, diretamente a partir do R, sem que seja necessario o utilizador possuir
conhecimentos sobre o desenvolvimento de aplicagoes. Possui as funcionalidades
Shiny Server e RStudio Connect, com as quais os utilizadores podem facilmente
compartilhar as suas aplicagdes com outras equipas e utilizadores, dando a estes a
capacidade de aceder a sofisticados algoritmos e modelos através da interatividade
familiar da web. Esta partilha de aplicagoes é feita via nuvem, intranet ou inter-

net e podem ser executadas mesmo em navegadores de smartphones, tornando-as



ideais para uso dentro e fora da sala de aula.

Este pacote, de codigo aberto, dispoe de oito exemplos que demonstram como

funciona e que permitem ao utilizador criar facilmente uma aplicacao "Shiny'através

destas ja existentes. Na Tabela podemos ver os exemplos disponiveis e as suas

funcionalidades.

Exemplo

Funcionalidade

runExample(“01_hello”)
runExample(“02_ text”)

‘03__reactivity”)
5404_mpg77)

(

(

runExample(

runExample(
runExample("05_ sliders")
runExample("06_ tabsets")
runExample("07_ widgets")
runExample("08__html")
runExample("09__upload")
runExample("10_ download")
runExample("11_timer")

um histograma

tabelas e quadros de dados

uma expressao reativa

varidveis globais

barras deslizantes

janelas com separadores

texto de ajuda e botodes de envio
aplicagdo Shiny construida em HTML
assistente de carregamento de ficheiros
assistente de descarregamento de ficheiros
um temporizador automatizado

Tabela 1.1: Exemplos de aplicacoes Shiny e suas funcionalidades.

Para ver as aplicagoes da Tabela I é preciso instalar o pacote Shiny. Pera

tal, basta estar ligado a internet, abrir uma sessao do R e executar o comando ins-

tall.packages("Shiny"). Seguidamente, para ver por exemplo a primeira aplicagio

referida na tabela, é so executar os seguintes comandos:

library(shiny)
runExample("01_hello")

Em geral, uma aplicagdo Shiny é constituida, por dois ficheiros:

1. o script de interface do utilizador ui.R - componente que lida com a expe-

riéncia do utilizador, isto é, define os detalhes da pagina (a aparéncia da

aplicagao), lista as opgoes e define os formatos de saida (ver Figura I2);

2. o script do servidor (server.R) - componente que faz todo o trabalho do R,

o que significa que manipula todos os dados de entrada e instrugdes dadas

para a aplicacao e devolve a saida os objetos a serem exibidos no navegador

(ver Figura [3).

Uma aplicagdo Shiny funciona como um conjunto de ferramentas desenhado

para realizar tarefas e trabalhos especificos no computador ou em outro meio.



) Rstudio

File Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help

Q|- - 05 - Addins -
@ uir @ serverR
a i Q /- C ReloadApp ~ ‘& -
1 # o
2 # This is the user—interface definition of a Shiny web application. You can
3 # run the application by clicking "Run App' above.
4 #
5 # Find out more about building applications with Shiny here:
6 #
7 #  http://shiny.rstudio.com/
8 #
9
10 Tibrary(shiny)
11
12 # Define UL for application that draws a histogram
13 shinyuI(fluidPage(theme = shinytheme("cerulean™),
14 navbarpPage ("MESTRADO app"”,
15
16 tabPanel("Jogos de sorte e azar”,
17
18 sidebarpanel(
19 selectInput("3G0", "Jog: , multiple = F, selected = NULL,
20 | 1ist("Moeda", "Dado","Cartas", "Roleta da Sorte"))
21
22 ),
23
24 sidebarpanel(
25 conditionalPanel(
26 condition = "input.JG0 == 'Dado’",
27 numericInput(“nd1","numero de lancamentos”,value = 0, min = 0, max = 1000000),
28
29 conditionalPanel(
30 condition = "input.ndl == '1'",
31 selectInput ("X","A - X1 (lancamento) multiple = F, selected = NULL,selectize = TRUE,
32 Tist(U1Y, "2, M3, U, M5, UeT))
33 ),
34 conditionalPanel(
35 condition = "input.ndl ==
36 selectInput ("x3", ¢ =", multiple = F, selected = NULL,selectize = TRUE,
37 Tist(
38
39 selectInput("Xx2", , multiple = F, selected = NULL,selectize = TRUE,
40 Tist(
41 conditionalPanel(
42 condition = "input.JGO == 'Moeda'",
43 numeri cInput ("nd11", "numero de lancamentos”,value = 0, min = 0, max = 1000000,
a4
a5
46 conditionalPanel(
a7 condition = "input.ndll == '1'",
48 selectInput("L","A - tossl (lancamento) =", multiple = F, selected = NULL,selectize = v
9 ¢ B >
sn
2046 | (Top Level) + R Script
Figura 1.2: Script de interface do utilizador ui.R.
) Rrstudio
File Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help
[: 2 - » - Addins ~
OJuiR ¥ ©serverk =
a a Q /- C ReloadApp ~ & - =
1 Tibrary(shiny) N
2 library(easyGgplot2)
3 TibraryCggplot2)
4 Tlibrary(ggpubr)
5
6 - shinyserver (functionCinput
7 #cartas
8- output$data.frame5 < renderTable({
9- if(input$1Go == "cartas")5{
10
11 - “cards’ <- function (jokers = FALSE, makespace = FALSE){
12 x <- c(2:10, "3, "Q", "K", "A"
13 y <= c("Club™, "Diamond”, "Heart", "spade")
14 res <- expand.grid(rank = x, suit = y)
15 - if (makespace) {
16 resSprobs <- rep(1l, dim(res)[1])/dim(res)[1]
17
18 return(res)
19
20 C<-cards (0, makespace=F)
21 data. frame(C)
22
23
24
25 #data. frame(C<-cards (0, makespace=F))
26 #ca<-input$tpo
27 # if (ca == "Padrao”){
28 #data. frame(cards (0))}
29 #else{
30 # data.frame(cards(1))}
31 i3]
32
33+  output$print90 <- renderPrint({
34 - if(input$1Go == "cartas"){
35
36
37
38~ ‘cards’ <- function (joke makespace = FALSE){
39 X <- c(2:10, , Q"
40 y < c("Club™, "Diamond “spade”)
41 res < expand.grid(rank = x, suit =y)
42+ if (makespace) {
43 resSprobs <- rep(1l, dim(res)[1])/dim(res)[1]
44
45 return(res)
46 }
47
48 C<-cards (0, makespace=T) v
@ S >
323 <function> input, output) 2 R Script ¢

Figura 1.3: Script do servidor server.R.
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Tem janelas e botoes que possibilitam a entrada de dados que sao interpretados
em codigo R e, posteriormente, enviadas de volta para a janela do navegador.
Os dados de entrada podem ser de diversos tipos, texto, ntmeros, etc., exis-
tindo suportes de saida em quase todas as formas familiares e necessarias para
o tratamento de informacao, incluindo figuras, tabelas, graficos e resumos. Nos
varios exemplos de aplicacoes Shiny que constam na Tabela [Tl ilustram os varios
suportes de saida disponiveis.

Em https://shiny.rstudio.com/tutorial/ podemos encontrar um conjunto
de tutoriais, na forma de video e de texto, que nos conduzem na construgao de
uma aplicacao Shiny.

Tendo em conta as potencialidades que as ferramentas do pacote Shiny apre-
sentam, desenvolvemos uma aplicagao para o ensino de probabilidade e estatistica,
ao nivel do ensino secundério e de cursos introdutérios nesta area. O proximo
capitulo sera dedicado a apresentagao da aplicacao por nés desenvolvida. Iremos
explorar todas as suas funcionalidades numa perspetiva de utilizagdo no processo
de ensino e aprendizagem. Ao longo deste processo iremos sempre apresentar os

conceitos e resultados tedricos subjacentes a cada uma das funcionalidades.


https://shiny.rstudio.com/tutorial/

Capitulo 2

Uma aplicacao Shiny para ensino das
probabilidades e estatistica

2.1 Introducgao

O ensino das probabilidades e estatistica assume um papel cada vez mais
importante por possibilitar o desenvolvimento da capacidade de tomar decisoes e
do espirito critico. Tal ird promover uma participacao activa, critica e esclarecida
por parte dos alunos em relagao a resultados que lhe sao apresentados no dia a
dia, muitas vezes através dos meios de comunicagao social.

Na perspetiva de Carvalho (2006), nas sociedades modernas um cidadao deve
ter conhecimento dos conceitos probabilisticos e estatisticos de modo a tornar-
se num ser critico em relacdo a informacgao disponivel, entender e comunicar
com base nessa informacao e tomar decisdes individuais e coletivas, uma vez
que grande parte da organizacao dessas mesmas sociedades é feita com base
nesses conhecimentos. Por sua vez, numa perspectiva curricular, Abrantes et al.
(1999) argumentam que os conceitos de estatistica e probabilidades ajudam a
compreender outros topicos matematicos ligados aos ntimeros, as medidas ou as
representagoes graficas e evidenciam diversas conexdes matematicas com nogoes
relativas a fragoes, percentagens, proporc¢oes ou numeros decimais, entre outras.

Apesar de cada vez mais se acentuar a importancia das probabilidades e es-
tatistica e das suas aplicacoes na sociedade e no desenvolvimento do raciocinio
matematico, no sistema educativo Portugués os programas que se encontram em
vigor no ano lectivo 2017/18, nomeadamente, o programa de Matematica do 3°
Ciclo do Ensino Bésico™ e os programas de Matematica A? e B® e do Ensino

Secundério, parecem nao lhes dar o devido valor. O tempo que os programas

1http://www.dge.mec.pt/sites/default/files/Basico/Metas/Matematica/programa
_matematica_basico.pdi

thtp://www.dge.mec.pt/sites/default/files/Secundario/Documentos/Documentos
_Disciplinas novo/Cursos_Cientifico Humanisticos/programa metas curriculares matematica
_a_secundario.pdf

3http://www.dge.mec.pt/sites/default/files/Secundario/Documentos/Documentos
_Disciplinas_novo/Curso_de_Artes_Visuais/matematica_b_10_novo.pdf el


http://www.dge.mec.pt/sites/default/files/Basico/Metas/Matematica/programa_matematica_basico.pdf
http://www.dge.mec.pt/sites/default/files/Basico/Metas/Matematica/programa_matematica_basico.pdf
http://www.dge.mec.pt/sites/default/files/Secundario/Documentos/Documentos_Disciplinas_novo/Cursos_Cientifico_Humanisticos/programa_metas_curriculares_matematica_a_secundario.pdf
http://www.dge.mec.pt/sites/default/files/Secundario/Documentos/Documentos_Disciplinas_novo/Cursos_Cientifico_Humanisticos/programa_metas_curriculares_matematica_a_secundario.pdf
http://www.dge.mec.pt/sites/default/files/Secundario/Documentos/Documentos_Disciplinas_novo/Cursos_Cientifico_Humanisticos/programa_metas_curriculares_matematica_a_secundario.pdf
http://www.dge.mec.pt/sites/default/files/Secundario/Documentos/Documentos_Disciplinas_novo/Curso_de_Artes_Visuais/matematica_b_10_novo.pdf
http://www.dge.mec.pt/sites/default/files/Secundario/Documentos/Documentos_Disciplinas_novo/Curso_de_Artes_Visuais/matematica_b_10_novo.pdf
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atribuem as tematicas de estatistica e de probabilidades, torna-as ainda margi-

nais aos curriculos, afastando-as facilmente para segundo plano Caldeira (2009).

No 3¢ Ciclo do Ensino Baésico a teméatica de Estatistica e Probabilidades te-
matica é abordada no tépico de organizacao e tratamento de dados, sendo que
no 7° ano se faz referéncia a organizacao e tratamento de dados, no 8° ano ao
planeamento estatistico e no 9° ano se introduz a nocao de probabilidade. De
acordo com o programa de matematica deste ciclo de estudo, ao longo deste pe-
riodo o aluno deve adquirir conhecimento de conceitos e representacoes de modo
a compreender e ser capaz de produzir informagcao estatistica e de a utilizar para
resolver problemas e tomar decisoes informadas. O mesmo refere também a ne-
cessidade do aluno desenvolver a compreensao da nocao de probabilidade, tanto

no seu aspeto teérico como experimental.

Ja no ensino secundario, a abordagem da estatistica e das probabilidades é feita
com o intuito de complementar as aprendizagens béasicas adquiridas no ensino ba-
sico, com algumas nocoes novas e ferramentas que nao podem ser compreendidas
nesse nivel de ensino. No 10° ano comega-se por introduzir as defini¢oes de varia-
vel estatistica, amostra, média, varidncia, desvio-padrao e percentil, analisam-se
as propriedades basicas destes conceitos e as respetivas interpretagoes em exem-
plos concretos. No 11° ano estudam-se as retas de minimos quadrados associadas
a uma sequéncia de pontos do plano. As coordenadas destes pontos podem em
particular representar os valores de uma amostra bivariada, o que permite a
aplicacao deste conceito ao estudo da correlacao de duas variaveis estatisticas
definidas numa mesma amostra. No 12° ano, aborda-se de um modo mais geral
a nocao de probabilidade, comegando por se introduzir a nocao de fun¢ao de
probabilidade definida no conjunto das partes de um conjunto finito relacionado
com situacdes de equiprobabilidade. E igualmente abordada a nocio de probabi-
lidade condicionada e de independéncia de acontecimentos, apresentando-se em

particular a lei dos grandes niimeros e o Teorema da probabilidade total.

Na maior parte dos casos, a transmissao destes conhecimentos na sala de aula
é feita por intermédio de calculos longos e trabalhosos que, além de exigirem um
elevado esfor¢o mental, podem tornar as aulas altamente desmotivadoras. Esta
pratica pode também limitar a capacidade dos alunos em desenvolver o racio-

cinio probabilistico e estatistico uma vez que, mesmo que consigam realizar os



calculos, estes podem apresentar grandes dificuldades em dar um significado aos
resultados obtidos. De acordo com o programa de matemética do ensino secun-
dario, é importante que o estudo da estatistica e das probabilidades contribua
para melhorar a capacidade dos estudantes para avaliar afirmagoes de caracter
probabilistico e estatistico, fornecendo-lhe ferramentas apropriadas para rejeitar
quer certos anuncios publicitarios quer noticias ou outras informacoes em que a
interpretacao de dados ou a realizacao da amostragem nao tenha sido correta.
Abre-se aqui uma oportunidade para a realizagao de atividades interdisciplinares,

individuais ou em grupo, incentivando-se veemente a utilizacdo do computador.

Quer no programa de matematica do 3° ciclo do ensino bésico, quer no pro-
grama do ensino secundario, ¢é feita uma alusao a utilizacao de meios tecnologicos
no decorrer das atividades letivas relacionadas ao ensino da estatistica e das pro-
babilidades. A partir do 3° ciclo do ensino basico, os professores sao encorajados
a fazer uso de simulagoes, quer seja com a maquina de calcular, quer seja com o
computador. As simulagoes sao um instrumento poderoso que com o desenvol-
vimento dos meios computacionais contribuem de forma decisiva para o estudo
de leis da probabilidade e calculo de probabilidades associadas a determinados
acontecimentos. Com este instrumento torna-se possivel estimar a probabilidade
de um acontecimento, através repeticao sucessiva da experiéncia aleatéria e e
posterior contabilizacao da proporcao de vezes que o acontecimento se realiza

nas sucessivas repeticoes, correspondendo isto a defini¢ao frequencista de proba-
bilidade.

A inclusao das tecnologias de informagao no ensino da estatistica e das proba-
bilidades permite aos alunos concentrar a sua atencao nos aspetos mais relevantes
como interpretar, organizar, discutir, argumentar e nao sobre os mais mecanicos

associados a sua realizacao.

E com o intuito de promover a inclusio de tecnologias como instrumentos fa-
cilitadores da aprendizagem no ensino da estatistica e das probabilidades que a
presente aplicacao Shiny foi desenvolvida. As simulagoes propostas nessa aplica-
¢ao podem auxiliar o professor na sala de aula e incentivar o trabalho colabora-
tivo entre os alunos, despoletando uma troca construtiva de opinioes entre estes.
Além de tornar a aula mais motivadora, levara os alunos a construir melhor o
conhecimento sobre fenémenos demasiado abstratos que seriam mais dificeis de

compreender apenas com os conceitos descritos durante as aulas tedricas. Ainda
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assim, defendemos que a aplicacdo deve ser utilizada apenas como uma ferra-
menta complementar devendo-se priorizar a realizacao de cédlculos analiticos e
construcao de tabelas e graficos utilizando os materiais de trabalho comuns.

No que se segue, iremos descrever com maior pormenor os separadores que
constituem a aplicagdo Shiny e como as simulagoes que estes contém podem
ser aplicadas na sala de aula, tendo sempre como preocupacgao a revisao dos
resultados tedricos fundamentais que estdao por tras. Os conceitos e resultados
aqui apresentados podem ser encontrados em Gongalves e Lopes (2000) e Pestana
e Velosa (2010).

2.2 A aplicacao Shiny desenvolvida

A aplicagdo Shiny por nds desenvolvida pode ser um auxilio no processo de
ensino e aprendizagem das probabilidades e estatistica, uma vez que simula e
ilustra alguns resultados referidos na literatura como de dificil percepcao pelos
alunos. Podera também proporcionar um conhecimento mais abrangente e efe-
tivo. Na Figura 0 podemos ver o aspeto da interface da aplicacao, disponivel a

partir do momento a que a ela acedemos.

MESTRADO app ~ Jogos de sorte e azar  Definigao frequencista de probabilidade  Lei dos Grandes Nimeros  Distribuiges de probabilidade  Distribuigges por amostragem

Jogo: A- Categoria (rank
9 aos(ank) Aqui pode simular a experiéncia aleatéria que consist

Cartas - 2 - e em retirar uma carta de um baralho de 52 cartas, ca
lcular a probabilidade dos acontecimentos aleatérios
A="sair a carta da categoria escolhida” e B="sair a ¢
B - Naipe (suite) arta do naipe escolhido” e de diversos i
obtidos a partir destes.

club (paus) -

Figura 2.1: A interface da aplicagdo Shiny.

Como se pode observar, pela Figura P, no topo da interface da aplicacao
existe uma barra de navegagdo na qual constam cinco separadores diferentes.
Em cada um destes separadores ilustra-se um resultado de probabilidades e es-
tatistica: no primeiro simulam-se experiéncias relacionadas com jogos de sorte e
azar e calculam-se probabilidade de acontecimentos relacionados com a experién-
cia em causa; no segundo ilustra-se a definicao frequencista de probabilidade; no
terceiro ilustra-se a lei dos grandes niimeros; no quarto ilustram-se graficamente
as caracteristicas de algumas distribuigoes de probabilidade; no tltimo simulam-
se as distribui¢coes por amostragem da soma e da média de variaveis aleatorias

reais independentes e identicamente distribuidas.



Ao clicar num dos separadores anteriores a aplicacdo apresenta alguns menus
dindmicos para entrada de dados, variando em func¢ao das caracteristicas de cada

simulagao, visiveis na Figura 2.

MESTRADO app  Jogosdesorteeazar  Definicdo frequencista de probabilidade  Lei dos Grandes Numeros  Distribuicdes de probabilidade  Distribuicdes por amostragem

Jogo: A-Categoria (rank
9 gonsCand) Aqui pode similar a experiéncia aleatéria que consist

Cartas - 2 - e em retirar uma carta de um baralho de 52 cartas, ca
lcular a probabilidade dos acontecimentos aleatérios

. ) A="sair a carta da categoria escolhida” e B="sair a ¢

B - Naipe (suite) arta do naipe escolhido” e de diversos acontecimentos

club (paus) . obtidos a partir destes.

MESTRADO app  JOGOS DE SORTE E AZAR

Jogo: A - Categoria (rank)

Cartas A 2 A

B - Naipe (suite)

obtidos a partir

club (paus) -

Figura 2.2: Alguns dos temas da interface da Aplicacdo Shiny.

O aspeto da interface pode ser alterado bastando para tal escolher um tema
diferente no menu Select theme que aparece na interface, existindo 17 diferentes
ao todo. Na Figura 222 podemos ver o aspeto com que fica a interface da aplicagao
ao selecionarmos alguns dos temas disponiveis.

Mais importante ainda que a diversidade de temas, é a linguagem R que esta
por tras desta interface. As simulagdes envolvidas em cada um dos separado-
res foram geradas com codigo R e respeitaram todas as condigbes exigidas nos
correspondentes resultados tedricos. Descartamos assim, a existéncia de simula-
¢oes viciadas ou com resultados pré-estabelecidos. No que se segue exploramos

detalhadamente e individualmente cada um dos separadores.

2.2.1 Jogos de sorte e azar

O aparecimento da teoria das probabilidades teve sobretudo a ver com o ob-
jetivo de dar uma explicagao racional a certos fendémenos observados em jogos
de dados e cartas, genericamente designados por jogos de sorte e azar. Estes fe-
noémenos sao hoje em dia chamados “fenémenos em massa”, isto é, propriedades
que aparecem quando jogamos um numero (suficientemente) grande de partidas.

As experiéncias aleatorias que estiveram na origem da Teoria das Probabi-
lidades, ligadas como ja referimos aos jogos de sorte e azar, apresentam duas

caracteristicas comuns:
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e numero finito de resultados possiveis;

e resultados individuais igualmente possiveis (hipdtese de equiprobabilidade

ou principio de simetria).

Como experiéncias nestas condigoes temos, por exemplo, o lancamento de uma
moeda ou de um dado equilibrado, a extracao de uma carta de uma baralho com
52 cartas, etc. No separador Jogos de sorte e azar da aplicagdo Shiny podemos
simular quatro experiéncias que verificam as condi¢bes anteriores, que incluem
retirar uma carta de um baralho com 52 cartas, lancar duas vezes um dado
equilibrado, langar duas vezes uma moeda equilibrada e observar a sec¢ao onde
cai a bola numa roleta. Na Figura ZZ3 podemos ver este separador com o menu

onde sao disponibilizadas as quatro experiéncias aleatorias.

MESTRADO app  Jogosdesorte e azar  Definigao frequencista de probabilidade  Lei dos Grandes Numeros  Distribuiges de probabilidade  Distribuigdes por amostragem

Jogo: A - Categoria (rank] . . PO P q
g goria (rank) Aqui pode simular a experiéncia aleatéria que consist

Cartas| - 2 - e em retirar uma carta de um baralho de 52 cartas, ca
lcular a probabilidade dos acontecimentos aleatdrios

Cartas A="sair a carta da categoria escolhida” e B="sair a c
BENaipsi(sulte) arta do naipe escolhido” e de diversos acontecimentos

Dado obtidos a partir destes.

club (paus v
Moeda (paus)

Roleta

Figura 2.3: Experiéncias simuladas no separador Jogos de sorte e azar.

A partir destas simulagoes é possivel determinar de forma imediata o espago de
resultados associado a experiéncia em causa. Recordamos que uma experiéncia
aleatéria é uma experiéncia que pode ser realizada infinitas vezes, mas o resultado
obtido sera sempre incerto desde que se realizem nas mesmas condigoes, contudo é
possivel conhecer todos os resultados possiveis de ocorrer antes da sua realizacao.

Para modelar matematicamente este tipo de experiéncias, a primeira etapa a
ser cumprida deve ser a definicio do conjunto de todos os resultados possiveis
de obter com a sua realizacdo, este conjunto é chamado espago de resultados ou
espacgo fundamental e sera denotado por 2. Cada um dos seus elementos w € €2
caracteriza completamente uma prova, ou seja, uma realizacao da experiéncia
aleatoéria.

Determinar de forma correta o espaco de resultados associado a uma experién-
cia aleatoria nem sempre é trivial para os alunos, por um lado devido a dificuldade
em idealizar a experiéncia e por outro pela enorme quantidade de calculos analiti-

cos que por vezes se precisa realizar. Este separador facilita essa tarefa, pois para



as quatro experiéncias possiveis de simular, a aplicagdo apresenta o espago de re-
sultados bem como o cardinal deste conjunto. De seguida veremos um exercicio

que pode ser resolvido facilmente com a aplicagdo Shiny.

Exercicio 2.2.1. Fazem-se dois lancamentos de um dado perfeito, o qual apre-

senta as faces numeradas de 1 a 6.
1. Determine o espaco de resultados associado a esta experiéncia aleatoria,
2. Defina o acontecimento:

(a) A =“saida do nimero 2 no primeiro lancamento';
(b) B =*“saida do nimero 4 no sequndo lan¢amento';

(c) “saida do nimero 2 no primeiro lan¢amento ou saida do nimero 4 no

sequndo lancamento”;

(d) “saida do nimero 2 no primeiro langamento e nao saida do nimero 4

no sequndo lancamento’.

Na Figura 24 podemos ver parte do espaco de resultados da experiéncia re-
ferida no exercicio anterior bem como a indicagdo do nimero de elementos que
o constituem. A partir da visualizacdo do espaco de resultados por parte dos
alunos, a definicao dos acontecimentos pedida no exercicio torna-se muito mais
simples.

Apés a definicao do espago de resultados, vimos que é possivel o aluno facil-
mente identificar subconjuntos deste mesmo espago, subconjuntos estes que repre-
sentam acontecimentos associados a experiéncia aleatéria em causa. Recordemos
que todo acontecimento associado a uma experiéncia aleatoria é identificado por
um subconjunto de 2. Deste modo, dois acontecimentos dir-se-ao equivalentes se
determinam o mesmo subconjunto de ).

Denotemos por P(2) o conjunto de partes de €, isto é, o conjunto de todos
os subconjuntos de €2, ou o conjunto de todos os acontecimentos possiveis de
associar a uma experiéncia aleatoria. Dado que perante uma certa experiéncia
aleatéria podem apenas interessar-nos certos acontecimentos, é facil perceber que
a classe de acontecimentos associada a uma experiéncia nao é necessariamente

P(Q2). Contudo, é imprescindivel garantir que uma tal classe de subconjuntos de
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MESTRADO app  Jogos de sorte eazar  Definicao frequencista de probabilidade  Lei dos Grandes Numeros  DistribuicGes de probabilid

Jogo: A - Primeiro langamento (X1)

Dado v 2 v

B - Segundo langamento (X2)

4 -

ESPACO DE RESULTADOS Numero de elementos do espago de
X1 X2 resultados
1 1 [1] 36
2 1
3 1
4 1
5 1
6 1
1 2
2 2
3 2
4 2
5 2
6 2

Figura 2.4: Espaco de resultados.

() seja estavel para as operagoes usuais de conjuntos, para que todos os aconte-
cimentos que nos interessam pertencam a essa classe. Um tal classe, que iremos

denotar por A, é uma o-algebra ou tribo de acontecimentos.

Definigao 2.1. Seja Q um conjunto e A uma classe de subconjuntos de §2. Di-

zemos que A é uma o-dlgebra ou tribo sobre ) se verifica os sequintes ariomas:
a) Q€ A,

b) VACQ, Ac A= Ac A;

[e.o]

c) Se{An}nein € uma sucessao qualquer de acontecimentos de A, entdo U A, €

A

n=1

Assim, ressaltamos novamente que as experiéncias aleatorias simuladas na
aplicagdo terao associado um {2 finito, logo nestes casos as reunioes numera-
veis reduzem-se a unioes finitas, e por conseguinte a o - algebra A, terd apenas

de verificar os axiomas a) e b) da defini¢ao anterior e o axioma c¢’) seguinte:

<) VA,Be A AUBEe A
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Notemos que no caso de € ser finito, podemos tomar 4 = P({2), embora em

muitas circunstancias baste tomar espagos de acontecimentos muito mais simples,

tais como {0, Q, A, A}.

Com a realizacao de um acontecimento torna-se necessario quantificar a possi-
bilidade da sua realizacao e obter o que se designa por probabilidade do aconte-
cimento. Tendo em conta as especificidades das experiéncias relacionadas com os

jogos de sorte e azar Laplace em 1812 deu a seguinte definicao de probabilidade.

Definicao 2.2. Se uma experiéncia aleatoria tiver um espago de resultados )
finito e os seus resultados elementares forem igualmente e provdveis, entdo a
probabilidade de A, um subconjunto de €2, se realizar ¢ igual ao quociente entre o
numero de casos favordveis a ocorréncia de A (nimero de elementos de A, #A),

e 0 numero de casos possiveis (nimero de elementos do espago de resultados €2,
#Q ). Assim,

numero de casos favoraveis a A #A

P(A) = = :
(4) numero de casos possiveis #Q

Esta definicdo de probabilidade estd incluida na definicio de probabilidade
devida a Kolmogorov (1933) que apresentamos a seguir apenas para o caso de )
finito.

Definicao 2.3. Seja 2 um espago de resultados finito associados a uma expe-
riéncia aleatoria. Chama-se medida de probabilidade a uma funcao P, definida

sobre A, que satisfaca os sequintes axiomas:
1. P(Q)=1.
2. Qualquer que seja o acontecimento A, existe P(A) > 0.

3. Se A, B sao acontecimentos disjuntos, AN B =), entdo

P(AUB) = P(A) + P(B).

Como consequéncias imediatas desta axiomatica obtemos as propriedades que

a seguir enunciamos e demonstramos.

Propriedade 2.2.1. A probabilidade do acontecimento impossivel € nula, isto €,
P(0) = 0.
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Demonstragido: Temos que QN =0e QU = Q, logo pelo Axioma B vem
P(Q)=PQuUD) = P(Q)+ P(0)

e pelo Axioma B resulta P(()) = 0. O

Propriedade 2.2.2. Se A e B sdo dois acontecimentos tais que A C B entdo
P(A)<P(B) e P(B—A)=P(B)—P(A).
Em particular, P(A) =1 — P(A).
Demonstragao: Como P é uma func¢ao nao negativa e
B=AU(B—-a) e AN(B—-A) =0,

logo pelo Axioma B vem

0 que prova o resultado. 0]

Em geral B— A= B — (AN B), logo pelo resultado anterior temos que
VA,Be€ A, P(B— A)=P(B)— P(ANB).
Propriedade 2.2.3. Se A e B sdo dos acontecimentos quaisquer
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AN B).

Demonstragio: Observa-se que AUB = (A— B)U(B— A)U(ANB). Pelo
facto de (A — B), (B — A) e (AN B) serem disjuntos dois a dois (a intersegao

entre si é ()), pelo o Axioma B temos
P(AUB)=PA-B)+P(B—-A)+ P(ANnDB).

Mas tendo em conta a Propriedade 222, P(A — B) = P(A) — P(AN B) e



P(B— A)=P(B)— P(BnA) logo,

P(AuB) = P(A-B)+P(B—-A)+P(ANB)
= P(A)—P(ANnB)+P(B)—P(BNA)+P(ANB)
= P(A)+ P(B)— P(BnA).

O

A definicdo de probabilidade de Laplace e as propriedades anteriores podem
ser vistas em pratica no separador Jogos de sorte e azar. Aqui, para as quatro ex-
periéncias, podemos calcular probabilidades de dois acontecimentos A e B, bem
com de outros acontecimentos compostos a partir destes. Para melhor visuali-
zarmos este fato completamos o Exercicio 222 com algumas questoes sobre o

calculo de probabilidades de acontecimentos.

Exercicio 2.2.2. 1. Calcule a probabilidade dos acontecimentos definidos no
Exercicio Z221.

2. Verifique que P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

A resposta as questoes anteriores é facilmente obtida com a aplicagdo, como
podemos ver pela Figura 23.

Os alunos podem usar agora este separador para confirmar os resultados obti-
dos. Além do mais, podem repetir o exercicio para muitos outros acontecimentos
diferentes e assim cimentar o seu conhecimento. Os professores podem aprovei-
tar os resultados obtidos pela aplicacao para questionar os alunos, por exemplo,
sobre propriedades dos acontecimentos aleatérios, como a de independéncia ou

incompatibilidade.

Se na experiéncia aleatoria do Exercicio 2221 soubermos que no primeiro lan-
camento saiu o numero 2, a probabilidade de sair o nimero 4 no segundo lan-
camento é diferente da anteriormente calculada, que era igual a 0.17, pois agora
nao precisamos de olhar para todos os resultados mas apenas para aqueles em
que no primeiro lancamento aparece o nimero 2. Esta probabilidade é designada

por probabilidade condicionada.
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ESPAGO DE RESULTADOS Numero de elementos do espago de PA)

0 58 resultados [1] ©.1686667

7 [ 36

P(B)
[1] ©.1666667

PAUB)

(1] 6.3055556

PANE)
1] 8.02777778

P(A-B)

PB-A)

[1] e.1388883

P(AIB)

1
1

1

1

1

1

2

2

2

2

2

2

3

3

3

3

3 1] e.1388889
3

4

4

4

4

4

4

5 [1] ©.1666667
5

5

5

5

P(BIA)

1] e.1666667

Figura 2.5: Célculo de algumas probabilidades.

Definigao 2.4. Seja B um acontecimento de A de probabilidade ndao nula, chama-

se probabilidade condicionada por B a fun¢io Pg, ou P(.|B) definida sobre A por

P(ANB)

VA € A Py(4) = PAIB) = —5 5=

onde P(A|B) lé-se probabilidade de A condicionada por B ou probabilidade de A
dado B.

Obviamente que P(A|B) nao tem que ser necessariamente igual a P(B|A),
apesar de no Exercicio 2221 constatarmos que o valor coincide para os aconteci-
mentos A e B, Figura Z8.

Em conclusao, este separador pode ser utilizado quer por professores que por
alunos para o ensino e aprendizagem dos conceitos basicos de probabilidades
que abordamos anteriormente. O fato de haver quatro experiéncias aleatorias
diferentes, para as quais é possivel definir varios acontecimentos e calcular as

suas probabilidades, aumenta a funcionalidade e abrangéncia deste separador.



P(AIB)

[1] e.1666667

P(BIA)

[1] ©.1666667

FOR- T TR SRR N )
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Figura 2.6: Probabilidade condicionada.

2.2.2 Definicao frequencista de probabilidade e Lei dos grandes ntiimeros

A teoria elementar (ou classica) das Probabilidades assenta fundamentalmente
na constatacao de que os fenémenos em causa apresentam as caracteristicas se-

guintes:

e cada vez que se realiza a experiéncia, obtém-se um resultado individual que

somos incapazes de prever com exatidao;

e repetindo a experiéncia em causa um nimero suficientemente grande de ve-
zes nas mesmas condigoes, os resultados obtidos apresentam, quando ana-

lisados em conjunto, grande regularidade estatistica.

Os fendémenos com as caracteristicas anteriores sao designados de fenémenos
aleatorios e a regularidade estatistica nao é mais do que a frequéncia relativa
de uma certo acontecimento estabilizar a volta de um valor constante, quando
realizamos a experiéncia um nimero suficientemente grande de vezes nas mesmas
condigoes.

A regularidade estatistica associada aos fendémenos aleatérios conduz a inter-
pretacao intuitiva de probabilidade como frequéncia-limite. Tal levou a defini¢ao
de probabilidade hoje designada por defini¢ao frequencista. O resultado que jus-

tifica tal aproximacao foi obtido por Bernoulli e serd enunciado de seguida.

Teorema 2.5. Sendo €& uma experiéncia aleatoria e A um acontecimento asso-
ciado a esta experiéncia, designemos por fn(A) a frequéncia relativa de A em n

realizagoes da experiéncia sempre nas mesmas condigoes. Tem-se
Ve >0, lim P(|f.(A)—p| <€) =1,
n—+oo
onde p € [0,1] € a probabilidade de A.
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Este resultado é a versao primaria da Lei dos Grandes Numeros. Existe outra
formulagao a que habitualmente se da o nome de Lei Fraca dos Grandes Nuimeros,

(ue passamos a enunciar.

Teorema 2.6. Seja { X, },>1 uma sucessio de v.a.r. independentes e identica-
mente distribuidas (i.i.d.) com E[X1] = p. Entao,

Ve >0, lim P(|X,—pl <e) =1,

n—-+4o0o
n
onde X,, = % E X;.
i=1

A Lei dos grandes nimeros de Bernoulli mostra, entre outras coisas, que a
sucessdo de médias amostrais X,, converge para o valor médio populacional s,
sob a hipdtese desse valor médio existir. O Teorema 23 é assim uma consequéncia
do Teorema 24, uma vez que se considerarmos X a variavel aleatoria indicatriz
do acontecimento A, de probabilidade P(A),

[ o, 1
T T 1o P, PA)

cujo valor médio é P(A), temos,

il il w1 —
= T A T T o, Py Bl = P(A),

n n— 00

fn(A)

P A .1s
onde — denota a convergéncia em probabilidade.
n—oo

A importancia da Lei dos grandes ntimeros na teoria das probabilidades é
incontestavel, alids Bernoulli chamava-lhe “o meu teorema de ouro”. Assim, de-
dicAmos na nossa aplicacao dois separadores para este resultado. No primeiro
destes separadores, chamado Definicao frequencista de probabilidade, ilustramos o
Teorema 23 com a simulacao de sucessivas realizagoes da experiéncia aleatéria
“lancamento de n moedas k vezes e observagao do nimero de caras obtido”, com
n=1,...,12e k=1,...,10000. Na Figura 20 podemos ver este separador mais
em pormenor.

Para além do utilizador poder escolher no separador Definicao frequencista de

probabilidade o nimero de moedas a lancar em cada lancamento, variando este



MESTRADO app Jogos de sorte e azar  Definigéo frequencista de probabilidade Lei dos Grandes Nimeros DistribuigSes de probabilidade Distribuiges por amostragem

Numero de moedas (1-12) 050 =

0

Nimero de langamentos

[0] 10000

Aqui pode observar a distribuicdo de frequéncias do nii
mero de caras que se obtém a0 lancar entre 1 a 12 moed
as um nimero escolhido de vezes. Permite comparar a fr
equéncia com que os acontecimentos associados a esta e

Frequéncia relativa

xperiéncia aleatéria ocorrem, no nimero de lancamentos
lhidos, com a sua probabilidad

Nimero de caras

Figura 2.7: Separador Definicdo frequencista de probabilidade.

de uma a doze moedas, também pode escolher entre 1 a 10000 lancamentos das
moedas. Apds a sua escolha, a aplicacdo apresenta o grafico de barras com as
frequéncias relativas associadas ao nimero de caras obtidas. No grafico podemos
ver que a medida que o nimero de langamentos aumenta o valor da frequéncia
relativa do acontecimento “sair x caras", com x = 0,1, 2, ..., aproxima-se do valor
da probabilidade com que este acontecimento ocorre. Tal, permite perceber o que
o Teorema P23 significa em termos praticos o que se torna uma mais valia na sala
de aula, uma vez que os alunos em geral tém dificuldade em perceber os resultados
tedricos e as suas intimeras aplicagdes. Alids, perceber bem esta aproximacao é
fundamental quando fazemos estimacao em Estatistica Inferencial, pois neste caso
a frequéncia relativa de um acontecimento é um estimador da probabilidade desse
acontecimento.

Gordon e Gordon (2009) referem mesmo que é muitas vezes pedido a estu-
dantes em cursos introdutoérios de estatistica para aceitarem muitas afirmagoes
e procedimentos, uma vez que as justificacoes matematicas sao demasiado so-
fisticadas para eles perceberem. Tal s6 reforca a utilidade das visualizagoes de
simulagoes, disponiveis numa aplicacdo como a nossa, para a melhor compreen-
sao de conceitos e resultados probabilisticos e estatisticos dificeis de visualizar e
compreender por parte dos alunos.

As potencialidades deste separador podem ser exploradas pelos alunos com
exemplos ou exercicios propostos pelo professor. Enunciamos a seguir em exer-
cicio que podera ser usado neste contexto, para conduzir o aluno até Lei dos

Grandes Numeros.

Exercicio 2.2.3. Considere a experiéncia aleatoria que consiste em lancar ao ar
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3 moedas equilibradas.

a Determine a probabilidade de acontecimento A= “saida de uma cara”.

b Utilize a aplica¢do Shiny, separador Definicdo frequencista de probabilidade,
para repetir esta experiéncia aleatoria 50 vezes. Qual é o valor da frequéncia

relativa de sair uma cara?

¢ Repita a alinea anterior para 500, 1000, 5000 e 10000 langamentos. Com-
pare as frequéncias relativas obtidas com a probabilidade obtida na alinea

a). O que conclui?

Obviamente que a experiéncia do exercicio anterior é uma experiéncia Bino-
mial, por conseguinte, se os alunos ja tiverem adquirido o conhecimento sobre a
distribui¢ao Binomial, a alinea a) pode ser resolvida através do célculo da proba-
bilidade de uma variavel aleatéria Binomial de parametros 3 e 0.5 tomar o valor
um. Deste modo o aluno chegara mais facilmente ao valor de 0.375 pretendido.

Na Figura 28 vé-se a resolucao da alinea b) na aplicacao.

MESTRADO app  Jogos de sorte e azar  Definigéo frequencista de probabilidade  Lei dos Grandes Nimeros  Distribuigdes de probabilidade  Distribuiges por amostragem

Nimero de moedas (1-12)

3 036 036

Nimero de langamentos

[50] 10000

Aqui pode observar a distribuicdo de frequéncias do ni
mero de caras que se obtém ao lancar entre 1 a 12 moed
as um nimero escolhido de vezes. Permite comparar a fr

Frequéncia relativa

equéncia com que os acontecimentos associados a esta e
xperiéncia aleatéria ocorrem, no nimero de lancamentos
escolhidos, com a sua probabilidade.

01 012

Nimero de caras

Figura 2.8: Frequéncias relativas do niimero de caras em 50 langamentos de 3 moedas equilibradas.

Este separador pode ainda servir como introdugao ao Teorema Limite Central,
uma vez que, para um grande nimero de langamentos, a medida que aumentamos
o numero de moedas comecamos a ver que a distribuicao de frequéncias comeca a
ter uma forma de sino semelhante ao modelo normal. Claro que o pequeno ntimero
de moedas lancadas nao ¢é suficiente para ilustrar a aproximacao da Binomial a

Normal, mas é sem duvida um indicador do que estara para vir.

No segundo destes separadores, intitulado Lei dos Grandes Ndmeros, ilustramos

o Teorema 8. A importancia deste separador é justificada por Gordon e Gordon



(2009) , que afirmam que um problema comum para muitos alunos é a natureza
nao intuitiva de probabilidade que faz com que nao consigam visualizar o que
acontece a longo prazo numa situacao aleatéria. Muito provavelmente porque
nao entendem o que significa a aleatoriedade, contudo as simulagoes graficas
para a Lei dos Grandes Numeros que mostram a diferenca entre o que acontece a
curto e a longo prazo podem ajudar a resolver este problema. Na Figura podemos

ver a estrutura deste separador.

MESTRADO app  Jogos de sorte e azar Definigéo frequencista de probabi

Lei dos Grandes Numeros Distribuicoes de probabilidade Distribuigdes por amostragem

Probabilidade de sucesso

0] 1

Nimero de repeticdes

0] 1000

Aqui pode obter uma ilustracio da Lei dos Grandes Nime
ros. Permite ver que a frequéncia relativa do aconteci
mento ocorrer sucesso tende para a sua probabilidade.

Frequéncias relativas de sucessos

2

Namero de repetigdes

Figura 2.9: Separador Lei dos Grandes Niimeros.

A regularidade estatistica associada aos fenémenos aleatorios que referimos ini-
cialmente pode assim ser ilustrada no separador Lei dos Grandes Nimeros. Para
percebemos melhor como funciona este separador consideremos o exemplo se-

guinte de Gongalves e Lopes (2000).

Exemplo 2.2.1. Consideremos a experiéncia aleatéria que consiste em efetuar
o lancamento de uma moeda de 1 Euro.

Em cada lancamento, ou prova, pode ocorrer a face cara ou coroa. Se esti-
vermos interessados em que sai face cara, entao esta serd o nosso “sucesso que
ocorre com probabilidade 0.5. No separador colocamos assim o botao Probabili-
dade de sucesso em 0.5. Podemos de seguida escolher o tamanho da sucessao de
langamentos, por exemplo 50, podendo este valor variar de 1 a 1000. O nimero
médio de ocorréncias de “face cara“ ao longo das realizagoes da experiéncia pode
agora ser visualizada graficamente na aplicacdo, como podemos ver na Figura
P1ma.

Seguidamente podemos aumentar o nimero de lancamentos, por exemplo para
500 ou mesmo 1000 (ver Figura 21).
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MESTRADO app ~ Jogos de sorte e azar  Definigéo frequencista de probabilidade  Lei dos Grandes Nimeros ~ Di icoes de il Di jigoes por

Probabilidade de sucesso

600 700 80 %00 1000

Aqui pode obter uma ilustracdo da Lei dos Grandes Nime
ros. Permite ver que a frequéncia relativa do aconteci
mento ocorrer sucesso tende para a sua probabilidade.

Frequéncias relativas de sucessos

000~

Nomero de repetiges

Figura 2.10: Simulagdo de 50 langamentos de uma moeda.
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Figura 2.11: Simulagdo de 500 e 1000 lancamentos de uma moeda.



Como podemos constatar, prolongando bastante o niimero de lancamentos, o
numero médio de ocorréncias de ocorréncias “face cara“ ao longo das realizagoes
da experiéncia vai estabilizando a volta de um valor constante, neste caso 0.5
porque a moeda é equilibrada, que corresponde ao valor esperado de uma variavel
de Bernoulli, ou indicatriz como inicialmente referimos.

Pelo exemplo anterior pudemos ver que este separador para além de poder
servir para ilustrar o Teorema P8, serve ainda para ilustrar a regularidade es-
tatistica associada aos fenémenos aleatorios. Muitos mais exemplos e exercicios
podem ser explorados com os alunos a partir de experiéncias de Bernoulli com
diferentes probabilidades de sucesso. Podemos, por exemplo, usar o grafico deste
separador para questionar os alunos sobre o fato de uma moeda ser equilibrada

ou nao.

2.2.3 Distribuigoes de probabilidade

O quarto separador da aplicacdo Shiny, Distribuicoes de probabilidade, como o
proprio nome indica ¢ dedicado as distribui¢oes de probabilidade em IR. Neste
separador é possivel escolher de entre 5 distribuigoes discretas - Binomial, Geomé-
trica, Hipergeométrica, Poisson, Uniforme - e sete distribui¢des continuas - Ex-
ponencial, Fisher-Snedcor, Gama, Normal, qui-quadrado, t-Student, Uniforme.
Os parametros destas distribui¢coes podem ser escolhidos de entre um leque de
valores possiveis, pelo utilizador. Apos a escolha da distribuicao e dos respetivos
pardmetros a aplicacdo apresenta os graficos da fungao de probabilidade (caso
discreto) ou da funcao densidade de probabilidade (caso continuo) e da fungao
de distribuicao.

Este separador permite deforma simples explorar as principais caracteristicas
das distribuigoes de probabilidade, caracteristicas estas que vao desde a sua forma
aos seus momentos, nomeadamente a média e o desvio padrao.

De seguida fazemos uma breve revisao das distribui¢oes de probabilidade em
IR disponiveis no separador Distribuicdes de probabilidade e do conceito de fungao

de distribui¢ao, funcao de probabilidade e funcao densidade de probabilidade.

Definig¢ao 2.7. A fungio de distribuicao de uma varidvel aleatdria real (v.a.r.)
X é
F(r)=P(X <z)=Pw: X(w) € (—o0,7]), z€lR.
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Uma funcao de distribuicao verifica as seguintes propriedades:
1. lim, oo F(z) <0 elim, o F(z) = 1;

2. F(x) é uma fun¢do nao decrescente;

3. F(z) é continua & direita para todo x € R.

E possivel demonstrar que toda a funcao real com as propriedades anteriores
¢ uma funcao de distribuicao, ou seja dada uma funcdo com as propriedades

anteriores, existe sempre uma v.a.r. da qual ela é funcao de distribuicao.

Teorema 2.8. O conjunto de pontos de descontinuidade de uma fun¢do de dis-
tribuicao, ou seja o conjunto dos pontos em que uma v.a.r. assume probabilidade

positiva, € finito ou, quando muito, infinito numerdvel.

O conjunto dos pontos de descontinuidade da funcdo de distribuicdo permite

classificar uma v.a.r. em discreta ou continua.

Definicao 2.9. X ¢ uma v.a.r. discreta se e s se existir um conjunto finito ou

infinito numerdvel de pontos S, o suporte da varidvel aleatoria, tal que

P(XeS)=> P(X=ux)=1

€S

A distribuicio de de uma v.a.r. discreta X chamamos funcio (massa) de
probabilidade de X, denotamo-la por f(z) e ndo é mais do que P(X = ), z € S.

A funcao de probabilidade tem as seguintes caracteristicas:

1. Vx € R, f(z) <0;

2. Zzes f(z) =1

A funcao de distribuicdo de uma v.a.r. discreta é dada por

Flz)=) P(X=a')=> f(a),
<z <z
continua, a direita para todo = € IR.
A distribui¢do de uma v.a.r. continua chamamos funcio densidade de proba-
bilidade.



Defini¢ao 2.10. Uma varidvel aleatoria é (absolutamente) continua se e sé se

existir uma fungao f, chamada fun¢iao densidade (de probabilidade), tal que a

F(z) = /_ ", zeR.

Assim, a menos de um conjunto de medida nula, a funcao densidade de pro-
babilidade ¢ a derivada da funcao de distribuicao.

As propriedades das func¢oes densidade de probabilidade decorrem das propri-
edades das fungoes de distribuicdo. Se f for uma funcao densidade de probabili-

dade entao:

1. f(xz) > 0, para todo z € RR;

2. fj;o f(z)dz = 1.

Apresentamos de seguida a expressao analitica da funcao de probabilidade
ou funcao densidade e da func¢do de distribuicao das distribui¢oes incluidas no
separador da aplicacao. Aproveitamos também para apresentar os graficos destas
funcoes obtidos com a aplicagao Shiny.

No que toca as distribuigoes discretas temos:

e Distribuicao uniforme discreta

Definicao 2.11. Dizemos que a v.a.r. discreta X de suporte S = {1,2,...,n}

seque uma distribuicio uniforme discreta sobre {1,2,....n},n € {N, se a

sua fungdo de probabilidade é dada por

Simbolicamente, escrevemos X ~ U{1,2,..,n}.

Se X é uma v.a.r. discreta com distribuicao uniforme tem-se que

1
Blx] ="
2
e
n?—1
Var X| =
ar[X] T
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A sua funcao de distribuicao é dada por

0 , T <1
Fla)=P(X<z)=q Y, % , mu<or<z+1, x=123.,n-1
1 , T >Mn.

[lustra-se na Figura ZI2 a funcao de probabilidade e a fun¢do de distribui-

¢ao de uma v.a.r. uniforme discreta de suporte S = {1,2,3,4}.

Fungéo de probabilidade Funcdo de Distribuicio
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Figura 2.12: Funcdo de probabilidade (esquerda) e funcéo de distribui¢do (direita) de uma v.a.r
X ~ U{1,2,3,4}.

e Distribuicao de Bernoulli. Distribuicao binomial

A distribuicao de Bernoulli esta associada a realizacao de uma experiéncia
aleatoria com dois resultados possiveis, denominados sucesso e insucesso,

com probabilidade de sucesso p.

Defini¢ao 2.12. Dizemos que uma v.a.r. discreta X de suporte S={0,1},
seque uma distribuicao de Bernoulli de parametro p, p €]0, 1], quando a sua

fungao de probabilidade é

fla)=P(X =) =p"(1 —p)' "ls(x)

e escrevemos X ~ Bernoulli(p).

A funcao de distribuicao de X é dada por



e tem-se

Var[X] =p(1 - p).

Quando se realizam n provas de Bernoulli independentes, estamos em
presenca de uma experiéncia binomial. Na experiéncia aleatéria binomial
interessa-nos a variavel aleatoria X que representa o nimero total de “su-

cessos” ocorridos nas n provas.

Defini¢ao 2.13. Uma v.a.r. X de suporte S = {1,2,....n}, nimero de
sucessos em n provas de Bernoulli, seque uma distribuicao binomial de
parametros n e p, n € IN, p €]0, 1], se a sua func¢ao de probabilidade é dada
por

flz) = P(X =) =" Cop®™(1 — p)" " lg(x),
onde "C,, denota as combinagoes de n, x a x.

Simbolicamente, escrevemos X ~ B(n,p).

A funcao de distribuicao correspondente é dada por

0 , <0
Fz)=P(X <z)={ Y "Cop"(1—p)"™ , 0<z<n,

x;=0

1 ., T>n

Apresentamos na Figura 213 o exemplo de uma distribui¢do binomial com

parametros n =5 e p = 0.5.

Notemos que a distribuicao binomial de parametros 1 e p nao é mais do
que a distribuicao de Bernoulli de parametro p, assim na nossa aplicacao a

distribuicao de Bernoulli esta definida com a distribui¢ao binomial.
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Fungéo de probabilidade Fungdo de Distribuicdo
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Figura 2.13: Funcao de probabilidade (esquerda) e funcdo de distribuigdo (direita) de uma v.a.r.
X ~ B(5,0.5).
e Distribuicao geométrica

A distribuicdo geométrica esta associada a experiéncias aleatérias em que
estamos interessados no nimero de provas de Bernoulli independentes a

realizar até a obtencao do primeiro sucesso.

Definicao 2.14. Dizemos que uma v.a.r. X de suporte S = {1,2,....,n},
numero de provas de Bernoulli independnetes até a obtencao do primeiro
sucesso, seque uma distribuicio geométrica de parametro p, p €0, 1[, se tem

funcao de probabilidade
f(z) = P(X =2)=(1-p)""p.
Simbolicamente, escrevemos X ~ G(p).

Se X ~ G(p) entao

E[X] = -,
p
IL—p
Var[X] = e
(§]
0 1
Flz)= P(X <) = P s

onde |z] denota a parte inteira de z.



0x)

Na Figura P14, estao representados os graficos da funcao de probabilidade
e da funcao de distribuicao de uma distribuicao geométrica de parametro

p = 0.6.

Fungdo de probabilidade Fung&o de Distribuigdo

F(x)

II._,
x

Figura 2.14: Funcao de probabilidade (esquerda) e func¢ao de distribuigdo (direita) de uma v.a.r.

X ~ G(0.6).

Distribuicao hipergeométrica

A distribuigao hipergeométrica é frequentemente utilizada quando se conta
o nimero de elementos de um conjunto finito constituido por objetos com

duas caracteristicas diferentes (por exemplo, defeituosos e nao defeituosos).

Consideremos uma populagdo com um nimero finito de N elementos dos
quais K possuem uma caracteristica C' e N — K do tipo C. Escolhe-se, ao
acaso, e sem reposi¢do, n dos N elementos, com n < N. A v.ar. X que
representa o nimero de objetos escolhidos do tipo C' tem uma distribuicao
hipergeométrica com, parametros N (tamanho da populacdo), K (tamanho
da amostra) e n (nimero de elementos com a caracteristica pretendida,

existente na populagao).

Esta distribuicdo pode ser vista como uma binomial, pelo facto de repre-
sentar o nimero de sucessos em n tentativas, cada uma com dois resultados
possiveis, sucesso e insucesso. No entanto, utiliza-se a distribuicao hiper-
geométrica quando o tamanho da populacao é finito e, as tentativas sao
dependentes com probabilidade de sucesso diferente a cada tentativa reali-

zada.

Definicao 2.15. A v.a.r. X, numero de sucessos contidos numa amos-

tra de tamanho n retirada ao acaso, sem reposicao, de uma populacao de N

35



elementos, dos quais K (K < N) constituem o sucesso, seque uma distribui-
¢ao hipergeométrica de parametros N, K en, e tem funcao de probabilidade
dada por

Ko, xN-K O, _

f(z) = Ve , r=max{0,n+ K — N}, ..., min K, n.

Simbolicamente, escrevemos X ~ H(N, K, n).

A distribuicao hipergeométrica tem como funcao de distribuicao

0 , = <max{0,n — (N — K)}
lz)
F(r)=P(X <xz)= Z% , max0,n — (N — K) <z < min{K,n}
i=0
1 , x>min{K, n}.

Com parametros N = 20, K = 10 e n = 5, ilustra-se na Figura 213 os gra-
ficos da funcao de probabilidade e da func¢ao de distribuicao da distribuicao

hipergeométrica.

Fungso de probabilidade Fungo de Distribuigio
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Figura 2.15: Funcao de probabilidade (esquerda) e funcao de distribuigdo (direita) de uma v.a.r.
X ~ Hipergeomtrica(20,10,5).

O valor esperado e a variancia de uma v.a.r X com distribui¢do hipergeo-

métrica de parametros N, K e n sao dados por

K
E[X]=np, p= N



Var[X] = np(1l - p)

<
I
2| =

e Distribuicao Poisson

A distribui¢ao de Poisson (nome dado em homenagem ao fisico francés
Simon Poisson (1781-1840)) esta associada a contagem do ntimero de acon-
tecimentos que ocorrem num intervalo de tempo ou numa regiao espacial,

sendo estes eventos independentes uns dos outros.

Definicao 2.16. Seja A\, A € R", o niimero médio de acontecimentos que
ocorrem num determinado intervalo de tempo, ou numa regidgo espacial,
diz-se que a v.a.r. X de suporte Ny, seque uma distribuicio de Poisson
com parametro \, quando a sua funcao de probabilidade é dada por

e AN

fla) = POX = 2) = ©— ol (o).

Simbolicamente, escrevemos X ~ P(\).

A expressao abaixo representa a funcao de distribuicao associada a esta

distribuicao

A Figura 2713 ilustra as fungoes de probabilidade e de distribuicao de uma

distribuicao de Poisson de parametro A\ = 4.

Quando X ~ P(\) entao

EX]|=VarX] =\
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Figura 2.16: Fungdo de probabilidade (esquerda) e fungdo de distribuigdo (direita) de uma v.a.r.
X ~ P(4).

Em relagao as distribui¢des continuas, apresentamos as seguintes:

o Uniforme continua

A distribuicao uniforme é utilizada para representar uma quantidade que
varia aleatoriamente num intervalo [a, b] com probabilidade constante para

quaisquer dois sub-intervalos de [a,b] de igual amplitude.

Definigao 2.17. A v.a.r. continua X seque uma distribuicio Uniforme
no intervalo [a,b], (a < b), se a sua fungio densidade de probabilidade se

apresenta na forma
1
().
f@) = 35— My (2)

Simbolicamente, escrevemos X ~ Ula,b).

Consequentemente, a sua funcao de distribuicao é dada por

0 , r<a
Fl@)=4q =2 , a<z<b
1 x> b.

Y

Na Figura 217 podemos observar a fun¢ao densidade de probabilidade e a
funcao de distribuicdo de uma v.a.r. com distribuicio uniforme continua

no intervalo [2,7].

Para este tipo de distribuicao temos que

a+b
BlX) =%




Fungéo densidade de probabilidade Fungéo de Distribuigéo
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Figura 2.17: Fungdo densidade de probabilidade (esquerda) e funcio de distribuicao (direita) de uma
var. X ~U[2,7].

e Normal

-

E uma das distribuicdes mais utilizadas em Probabilidades e Estatistica,
pelo facto de intimeras variaveis aleatorias que descrevem fenémenos, pro-
cessos fisicos ou caracteristicas humanas seguirem este tipo de distribuicao.
Outro factor que coloca esta distribuicao no grupo das mais importantes,
é o facto de que algumas variaveis aleatorias puderem ser aproximadas por

uma variavel aleatdoria Normal.

Definicao 2.18. Uma v.a.r. continua X seque uma distribuicio normal

com parametros p e o se a sua fungao densidade de probabilidade é

1 1liz—p\2
fz) = —=e2(5) 2€R, pcR, 0 € R".
V2mo?

Simbolicamente, escrevemos X ~ N(u, o).

A funcao de distribuicdo Normal é dada por

t—
_%( 2]

F(z) =dt, x e R.

1 xT
= — e
\V2mo? /oo

Através da Figura I8 observa-se que a funcao de probabilidade Normal

tem a forma de um sino e é simétrica em relagao a x = p.
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Fungéo densidade de probabilidade Fungéo de Distribuigdo

Figura 2.18: Fungdo densidade de probabilidade (esquerda) e funcio de distribuicao (direita) de uma

var. X ~ N(2,1).

Os parametros p e o representam, respetivamente, o valor esperado e o

desvio padrao.

Pelo facto de i e o0 puderem assumir uma infinidade nao numeravel de va-
lores (1 € R e 0 € RY), existe também uma infinidade ndo numerdvel de
distribui¢coes normais. Porém, para o calculo de probabilidades, qualquer
distribuicao normal pode ser transformada em uma normal padrdo, ou seja
uma normal com parametros constantes 4 = 0 e 0 = 1. Esta transforma-
¢ao recebe o nome de padronizagio e obtém-se subtraindo p a variavel e

dividindo por o,
X
=—

Z

Exponencial

A distribuicao exponencial é um tipo de distribuicdo que se utiliza para

representar o intervalo de tempo entre a ocorréncia de dois acontecimentos.

Definicao 2.19. Dizemos que uma v.a.r. X, seque uma distribuicdo ex-
ponencial com parametro A\, X > 0, quando a sua funcio densidade de

probabilidade € da forma

f(z) = Xe Mg (2).

Simbolicamente, escrevemos X ~ Exp(A).



Se X é uma v.a.r. tal que X ~ Exp()), entdo

1 1
E[X| = X,Var[X] =%

e a sua funcao de distribuicao vem

F(w):{o L 2<0

1—e? | 2>0.

Na Figura 219 ilustra-se a func¢do densidade e a funcao de distribuicao de

uma distribui¢ao exponencial com parametro A = 1.

Fungdo densidade de probabilidade Funcéo de Distribuicdo

Figura 2.19: Funcao densidade de probabilidade (esquerda) e fungdo de distribui¢do (direita) de uma
v.a. X ~ Exp(1).

o Gama

A distribuigdo gama de parametros @ > 0 e A > 0 pode ser vista como a
distribuicao da soma de « varidveis aleatorias exponenciais independentes

e todas com o mesmo parametro A.

Definicao 2.20. A v.a.r. X seque uma distribuicio gama de parametro «

e\, a>0, A>0 sea sua funcio densidade de probabilidade é da forma

e_’\xxo‘_lllR+ (x),

onde I'(«), € a fun¢io gama de Euler, i.e

+o0o
INa) = / e "z dr.
0
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Simbolicamente, escrevemos X ~ Gama(a, \).

A funcao de distribuicao da distribuigdo gama de parametros a e A é dada

/ flagdn =5 <f>x>’

onde v(a, fx) é a funcdo gama incompleta.

por

Se X ~ Gama(a, \) temos E[X] = $ e Var[X] = 3.

A funcado densidade de probabilidade e a funcao de distribuicdo de uma
distribuicao gama com parametros o = 4 e A = 1, tém a forma ilustrada

na Figura 220.

Fungéio densidade de probabilidade Funcéo de Distribuicdo

Figura 2.20: Funcao densidade de probabilidade (esquerda) e fungdo de distribui¢do (direita) de uma

v.ar. X ~ Gama(4,1).

Se considerarmos o = 1 na distribui¢do gama de parametros o e A a distri-

buigao obtida serd exponencial de pardmetro A > 0, isto é, X ~ Exzp(\).
Sea=45,ne€N el= %, a distribuicao gama coincide com a distribuicao
qui-quadrado que é definida a seguir.

Qui-quadrado

A soma de variaveis aleatorias normais padrao ao quadrado tem uma dis-

tribuicao qui-quadrado.

Definicao 2.21. Dizemos que a varidvel aleatoria X, seque uma distri-

buicdo qui-quadrado com n graus de liberdade se tem funcdo densidade de



probabilidade dada por

1 N2l .
f(.??) = 2]:\(%) (5) 67§H]0,+oo[(x)>

onde I' € a fungcdo gama de Fuler.

Simbolicamente, escrevemos'Y ~ x2.

Se X ~ x2 tem-se E[X] =n e Var[X]| = 2n.
Se n for um ndmero par positivo, a funcao de distribuicao tem a forma

oy

IEE RPN
F(x)zl—e’ﬁzﬁ(g) x> 0.

=0

Para valores de n impares, a funcao de distribuicao nao esta definida.

Na Figura 2221 ilustra-se a fungao de densidade de probabilidade e a fungao

de distribui¢do da distribui¢ao qui-quadrado com 5 graus de liberdade.

Fungdo densidade de probabilidade Fungao de Distribuigdo

Kx)

Figura 2.21: Fungdo densidade de probabilidade (esquerda) e fun¢do de distribuicdo (direita) da
distribuicdo qui-quadrado com 5 graus de liberdade.

e t-Student

O nome desta distribuicao deve-se aos trabalhos do estatistico inglés Wil-
liam Sealy Gosset "Student'. Tal como a distribui¢do qui-quadrado, a dis-
tribuicao t-Student possui um tnico parametro n, nimero de graus de li-

berdade, e a sua origem decorre da relagao entre as distribuicoes Normal

43



44

e qui-quadrado. Uma vez que, se Z ~ N(0,1) e Y ~ X? sdo v.ar. in-

dependentes, entdo —Z= segue uma distribuicao t-Student com n graus de

Y
liberdade.

n

Definicao 2.22. Dizemos que a v.a.r. X seque uma distribuicao t-Student

com n graus de liberdade se a sua funcao densidade é da forma

o= i (55) T eem

Simbolicamente, escrevemos X ~ t,

Na Figura 2222 podemos ver os graficos da funcao densidade de probabili-
dade e da fung¢ao de distribuicao da distribuicao t-Student com n = 4 graus
de liberdade.

Fungio densidade de probabilidade Fungdo de Distribuigdo

Figura 2.22: Funcdo densidade de probabilidade (esquerda) e fungéo de distribui¢do (direita) de uma

v.a.r. Y ~t4.

Quando n tende para infinito, a funcao densidade de probabilidade da dis-

tribuicao t-Student tende para a distribui¢ao normal padrao.

Para n = 1 o valor esperado da distribuicao t-Student nao existe, contudo,
se n > 1, E[X]| = 0. Quanto a varidncia, nao existe para valores de n < 2,

mas se n > 2, Var[X] = 5.

Fisher - Snedecor

O nome desta distribuicao foi atribuido em honra ao estatistico Ronal
Fisher. E usada em estatistica inferencial quando se comparam variancias

populacionais.



Definigao 2.23. Sejam X ~ X2 e Y ~ X2 duas varidveis Qui-quadrado
X/m
Y/n
seque uma distribuicio de Fisher-Snedecor com m e n graus de liberdade, e

independentes com m en graus de liberdade, a varidvel aleatoria W =

tem como funcdo de densidade

1

(E) &) W]ﬁo,m[(x)
—X

Simbolicamente, escrevemos W ~ F,, .

Na Figura 223 vemos os graficos da funcao densidade de probabilidade e
da funcao de distribuicao da distribuicao Fisher-Snedecor com 5 e 4 graus
de liberdade.

Fungéo densidade de probabilidade Fungéo de Distribuigdo

Figura 2.23: Fungao densidade de probabilidade (esquerda) e fungdo de distribui¢do (direita) de uma
va.r. W~ Fs4.

O valor esperado da distribuicdo de Fisher-Snedecor nao esta definido para

valores de n < 2, no entanto, se n > 2 E[X] = 5.

Para valores de n < 4 a variancia da distribui¢do de Fisher-Snedecor tam-
2n2(m+n—2)

bém nao estd definida. Para n > 4 tem-se Var[X]| = o o o

Feita a caracterizacao das distribui¢oes de probabilidade disponiveis na apli-
cagdo, podemos agora explorar um pouco mais as funcionalidades do separador
Distribuices de probabilidade, que poderao ajudar os alunos na compreensao das
principais caracteristicas de algumas distribui¢oes. Restringimo-nos as distribui-
¢oes Normal e Binomial pelo fato de serem as distribui¢oes mais abordadas no

ensino basico e secundario.
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Como a aplicacao permite obter representacoes graficas das distribuigoes de
probabilidade de forma simples e rapida, podemos pedir aos alunos que obtenham
os graficos para trés distribui¢oes normais diferentes, como as da Figura 2224, e

que indiquem quais as diferencas que observam.

Figura 2.24: Fungdo densidade (esquerda) e fungdo de distribuigdo (direita) de uma v.a.r. [a] -
X~ N(07 1)7[b] - X~ N(07 2)7[@ - X~ N(0,3)

Como as distribuicoes normais da Figura tém a mesma média e desvios
padrao diferentes, ao compara-las, [al], [b] e [c], é possivel concluir que em
numa distribui¢cao normal, quanto maior for o desvio padrao maior sera a varia-
bilidade da variavel em torno da média e, por esse motivo o sino da distribuicao
[c] é mais achatado que a [b], que por sua vez também é mais achatado que a
distribuicao [a]. Tal permite ainda perceber que ¢ é uma parametro de dispersao
ou de escala.

Pedindo de seguida ao aluno para considerar trés distribuigoes normais com
médias diferentes e igual desvio-padrao, como na Figura 2223, ele podera constatar
que o achamento da distribuicao nao se altera, porém, vai se movimentando ao
longo do das abcissas. Deste modo, o aluno percebera que o parametro p ¢ uma
parametro de localizacao da distribuicao e que a distribuicao é simétrica em torno
do eixo vertical por ele definido.

A partir de distribui¢des binomiais com pardmetros distintos, como na Figura
224, o aluno percebera que o valor do parametro p altera a simetria da distribui-
¢ao, sendo esta tao mais simétrica quanto mais proximo este parametro estiver de

0.5. Mais concretamente, nos graficos [a] e [b] podera observar que, dependendo



...............................

[c]

Figura 2.25: Fungdo densidade (esquerda) e fungdo de distribuigdo (direita) de uma v.a.r. [a] -
X ~ N(0,1), [b] - X ~ N(1,1), [c] - X ~ N(2,1).

do valor do pardmetro p, a distribui¢ao pode ser assimétrica positiva (enviesada a
esquerda) ou assimétrica negativa (enviesada a direita). No caso de [a] em que p
¢ menor que 0.5, a distribuicao é assimétrica positiva, enquanto que para p maior
que 0.5 a distribuigdo é assimétrica negativa como ilustra o grafico [b]. Quanto
mais afastado estiver de 0.5 (quer seja a esquerda ou a direita), mais enviesada
serd a distribuigdo, que se pode confirmar com mais graficos. A partir de [c] e
[d] o aluno poderd ainda observar que, qualquer que seja o valor do pardmetro n,
quando p for igual a 0.5, a distribuicdo binomial serd sempre simétrica.

Os graficos que resultam de manter o valor do parametro p constante e au-
mentar o valor do parametro n, permitirao aos alunos perceber que a fungao de
probabilidade binomial comega a ser parecida com a distribuicao normal, veri-
ficando mesmo que a parecenca é tanto melhor quanto mais proximo p estiver
de 0.5. Este exemplo simples podera servir de introducao ao Teorema Limite

Central que abordaremos na sec¢ao seguinte.

2.2.4 Distribuig¢oes por amostragem

Seja (X1,...,X,) uma amostra aleatéria de uma populagdo X com distribui-
¢ao G. As v.ar Xq,..., X, sado assim independentes e identicamente distribuidas
(i.i.d.) com distribuicido G, e as fungoes obtidas a partir delas sdo denominadas
estatisticas. Destacamos a estatistica mais importante na estatistica inferencial,

a média amostral X, = £ 3" | X;. O conhecimento da distribuicao desta estatis-
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c

Figura 2.26: Fungdo densidade (esquerda) e fungdo de distribuigdo (direita) de uma v.a.r. [a] -
X ~ B(10,0.1), [b] - X ~ B(5,0.8), [c] - X ~ B(10,0.5), [d] - X ~ B(5,0.5).

tica, denominada distribui¢do por amostragem ou distribuicao amostral, é assim

de extrema importancia.

A distribuicdo exata da média amostral, X, é conhecida quando G coincide
com algumas das distribui¢oes abordadas anteriormente. A sua obtengao resulta
sobretudo da propriedade de estabilidade para somas que algumas distribuigoes
tém, como a Normal. Tendo em conta que na maioria dos estudos as amostras
sao de grande dimensao, o que em geral mais interessa nao é a distribuicao exata
mas sim a distribuicao assintoética, quando n — +oo. O resultado fundamental

neste contexto é o Teorema Limite Central, que a seguir recordamos.

Teorema 2.24. Seja (X1, ...,X,) uma amostra aleatdria de uma popula¢io X,

com valor esperado E[X] = p e variancia Var(X) = o*. Entdo, a sucessio da

v.a.r. de termo geral Z, = S";\/@ converge em distribuicao, quando n — 400,
ovn

para uma varidvel aleatoria de lei N(0,1), isto €,

Sp —np N

n
onde S,, = Z X;, ou equivalentemente
i=1



X, —
Sn B4 72 N(O, 1),
— n—-+00

Vn

d . TR .
onde — denota a convergencia em distribuicao ou em lei.
n—-+0oo

O Teorema Limite Central, um dos mais célebres resultados da Teoria da
Probabilidade, diz-nos que, para n suficientemente grande, a lei da soma S,
(média X,) é bem aproximada pela mesma lei normal, independentemente do
tipo de lei comum as variaveis da amostra aleatoria.

Apesar da importancia e grande aplicabilidade do Teorema Limite Central ele
continua a constituir um ponto fraca da maioria dos alunos. A justificacao para
isto advem sobretudo da dificuldade que tém em compreender as distribuigoes
por amostragem. Diversos estudos tém analisado estas dificuldades por parte dos
alunos, (ver Chance et al. (2004), Jacob e Doerr (2014), Ko (2016) e referéncias
ai encontradas).

Gordon e Gordon (2009) referem que se o Teorema Limite Central for mera-
mente apresentado aos alunos sem alguma corroboracao, ele tera muito pouco
impacto neles e eles ndo desenvolverao qualquer entendimento sobre ele. Por sua
vez, no estudo de Ko (2016) é referido que a compreensao das distribuigoes por

amostragem se desenvolve ao longo dos seguintes 5 passos:

1. os alunos nao percebem a variabilidade amostral;

2. os alunos percebem a variabilidade amostral, mas confundem os dados

numa amostra e as estatisticas como dados;

3. os alunos prestam atencao a dispersao dos valores da estatistica mas nao a

sua tendéncia central;
4. prestam atencao a tendéncia central e a dispersao dos valores da estatistica;

5. prestam atencao a tendéncia central e a dispersao dos valores da estatistica
e compreendem a relagdo entre o tamanho da amostra e a variabilidade

amostral.

O uso de simulagoes graficas apropriadas, por sua vez, permite aos alunos

verem os resultados de repetidas amostras de uma populacao e a correspondente
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distribuicdo das médias amostrais e portanto aumenta a sua compreensao dos
conceitos e métodos estatisticos (Gordon e Gordon (2009)). Esta foi a motivagao
para as simulacgoes incluidas no separador Distribuicoes por amostragem.

No separador Distribuicdes por amostragem podemos simular dados de entre
cinco populacgoes, Binomial, Exponencial, Gama, Poisson, Normal, e ver a sua
representacao grafica. Suponhamos que escolhemos uma populagdo exponencial
de parametro 4. O histograma desta populagao é exibido como podemos ver pela

Figura 2227, bem como a média e o desvio padrao, = 0,25 e 0 = 0,0625.

MESTRADO app  Jogos de sorte e azar  Definigéo frequencista de probabildade dos Grandes Nimeros  Distribuigdes de probabil Distribuigées por amosragem

Distribuigoes: POPULAGAO A

Exponencial -

Estatistica

Media -

média

desvio padréo
Tamanho da amostra (11 0.0625

2] 1000

Figura 2.27: Populagdo exponencial de parametro 4.

As cinco populagbes que se podem escolher sdo bastante distintas, desde as
simétricas as mais assimétricas. De seguida podemos escolher a estatistica de
entre duas disponiveis, média e soma, a dimensao e o nimero de amostras ale-
atérias simples a serem extraidas da populacao. Na Figura podemos ver a
distribuicao por amostragem da média para 5000 amostras de dimensoes 5, 20 e
500, respetivamente.

Pode-se constatar na Figura que a forma da distribuicdo da média cla-
ramente nao é normal para amostras de dimensao muito pequena. No entanto,
quando o tamanho da amostra aumenta, a forma parece-se mais com a da nor-
mal, ilustrando-se assim o Teorema Limite Central. Pode-se aproveitar aqui para
explorar com os alunos as relagoes entre os parametros da populagao e os da es-
tatistica média, uma vez que a aplicagdo disponibiliza a média e o desvio padrao
das médias das varias amostras. Podemos ver pela Figura 2228, para as amostras
de dimensao 500, que a média das médias amostrais ¢ aproximadamente igual
a 0.25, o valor médio da populagao, e o desvio padrao aproximadamente igual
a 0.011, ou seja, ao desvio padrao da populacao a dividir por y/n, onde n é a

dimensao da amostra. Tal permite aos alunos verificar duas importantes carac-
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Figura 2.28: Distribui¢do por amostragem da média, com uma populagdo subjacente Exponencial de
pardmetro 4 e amostras de dimensao 5, 20 e 500, respetivamente.
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teristicas da distribuicio por amostragem da média X, que sio E[X,] = u e
Var[X,] = 0%/n, ou eqivalentemente, o desvio padrao de X, é igual a o/y/n,

com u a média da populacao e o o desvio padrao da populagao.



Conclusao

Neste trabalho, desenvolvemos uma aplicagao com o pacote Shiny do Rstudio,
interface do software R, para o ensino de alguns temas de probabilidades e esta-
tistica abordados desde o ensino secundario ao ensino superior. Esta aplicacao
permite verificar no processo de ensino e aprendizagem que a teoria concorda com
a realidade, tornado este processo a aprendizagem mais interessante e efetiva.

Estamos conscientes que existem muitas aplicagoes, facilmente encontradas na
internet, com simulacoes semelhantes as que apresentamos na nossa aplicagao,
contudo nao conhecemos nenhuma que agregue simultaneamente tantos conceitos
e resultados de probabilidades e estatistica em lingua portuguesa. Pensamos
assim que a nossa aplicagdo podera ser uma mais valia no ensino em Angola,
onde o autor deste trabalho leciona.

A aplicacao desenvolvida esta longe de estar terminada e serd um processo em

constante construcao.

23



o4



Referéncias

Abrantes, P., Serrazina, L., e Oliveira, I. (1999). A Matemdtica na educagao
basica. Ministério da Educacgao. Departamento da Educacao Bésica, 1¢
Edicao. Lisboa.

Caldeira, S. C. B. (2009). A estatistica e as probabilidades no ensino secunddrio:
andlise dos programas de Matemdtica A e B na perspetiva do professor
e dos alunos, (Dissertagdo de Mestrado ndo publicada). Universidade de
Lisboa, Faculdade de Ciéncias, Departamento de Estatistica e Ivestigagao
Operacional.

Carvalho, C. (2006). Olhares sobre a educagao estatistica em portugal. Simpdsio
internacional de pesquisa em educacao Matemdtica—SIPEMAT.

Chance, B., del Mas, R., e Garfield, J. (2004). Reasoning about sampling distribi-
tions. the challenge of developing statistical literacy, reasoning and thinking.
Springer, 295-323.

Fernandes, J. A., Bernabeu, C. B., Garcia, J. M. C., e Batanero, C. D. (2009).
A simulacgao em probabilidades e estatistica: potencialidades e limitacoes,
vol.1. Quadrante, XVIII, 161-183.

Gongalves, E., e Lopes, N. M. (2000). Probabilidades: Principios Tedricos.
Escolar Editora, Lisboa, 1¢ Edigao.

Gordon, S. P., e Gordon, F. S. (2009). Visualizing and understanding probability
and statistics: graphical simulations using excel, vol.19. PRIMUS(4), 346
369.

Guillermo, O. E. P., Tarouco, L. M. R., e Endres, L. A. M. a. (2005). O po-
der das simulagdes no ensino de hidraulica,vol.3. RENOTE: revista novas
tecnologias na educagdo. Porto Alegre(1).

Heckler, V., Saraiva, M. d. F. O., e Filho, K. d. S. O. (2007). Uso de simuladores,
imagens e animagoes como ferramentas auxiliares no ensino/aprendizagem
de optica, vol.29. Revista Brasileira de Ensino de Fisica(2), 267-273.

Jacob, B. L., e Doerr, H. M. (2014). Statistical reasoning with the sampling
distribuition. ICOTS9 Invited Paper - Refereed, New York USA.

Kerns, G. J. (2010). Introduction to Probability and Statistics Using R. ulu.com.

Ko, E.-S. (2016). Development of an understanding of a sampling distribution. in:
Ben-zvi d., makar k. (eds) the teaching and learning of statistics. Springer,
63-70.

95



o6

Magalhaes, C. (2005). A wtilizacio das imagens em contexto de ensino-
aprendizagem: um estudo de caso no 1° ciclo do ensino bdsico, (Tese de
doutoramento nao publicada). Universidade do Minho, Instituto de Estu-
dos da Crianca.

Mayer, R. E. (2003). The promise of multimedia learning: using the same
instructional design methods across different media, vol.13. Learning and
instruction(2), 125-139.

Pestana, D. D., e Velosa, S. F. (2010). Introducao a Probabilidades e a Estatistica.
Fundacao Calouste Gulbenkian, 4* Edic¢ao.

Varma, J. R., Virmani, V., et al. (2017). Shiny alternative for finance in the
classroom. Indian Institute of Management Ahmedabad, Research and Pu-
blication Department.

Vijayakumar, C. (2016). Rstudio: The futu(r)e of data science, vol.5. Open
Sourse Special: CIO Review - The Navigator for Enterprise Solutions, 10—
14.



	Lista de Figuras
	Lista de Tabelas
	Lista de Acrónimos
	Introdução
	Breve introdução ao RStudio e ao pacote Shiny
	Introdução
	O RStudio
	O pacote Shiny

	Uma aplicação Shiny para ensino das probabilidades e estatística
	Introdução
	A aplicação Shiny desenvolvida
	Jogos de sorte e azar
	Definição frequencista de probabilidade e Lei dos grandes números
	Distribuições de probabilidade
	Distribuições por amostragem


	Conclusão
	Bibliografia

