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Resumo

O Teorema do Limite Central garante que o tinico modelo estavel para somas com varidncia
finita é o modelo normal. Esta nocao de estabilidade tornou mais facil a modelagao de fenémenos
aditivos, uma vez que a acumulacdo de informagao, sob a forma de mais parcelas, apenas nos faz
mudar a localizacdo e a escala, mas permanecemos no mesmo modelo. Contudo, a convergéncia de
somas para uma normal dé-se quando nenhuma das parcelas tem um papel preponderante, ou seja,
quando as caudas da distribuicdo subjacente tem um peso moderado, que é explicitado através da
exigéncia da existéncia de segundo momento. Esta situagao altera-se quando as estatisticas ordinais
extremais tém algum protagonismo, o que acontece se o modelo distribucional de base tiver caudas
pesadas.

Neste trabalho investigamos o comportamento distribucional de somas e de estatisticas ordinais
extremais, em particular do méximo. Obtemos a distribui¢do exata de algumas somas de variaveis
aleatoérias reais independentes e do maximos de variaveis aleatorias independentes e identicamente
distribuidas. Analisamos o comportamento assintético das estatisticas ordinais centrais, regido
pelo Teorema do Limite Central, e das estatisticas ordinais extremais, nomeadamente do maximo,
regido pelo Teorema Limite Extremal. Enquadramos alguns dos assuntos abordados, como a média
amostral e as distribui¢bes amostrais, no ensino, com a andlise das dificuldades dos alunos nestes
temas e a andlise dos programas de Matematica do ensino secundario e de uma unidade curricular

de um curso de formacao de professores de Matematica em Angola.

Palavras-chave Distribuicdo amostral, soma de varidveis aleatérias independen-
tes, maximo de variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas, teorema do limite

central, teorema dos tipos extremos.
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Abstract

The Central Limit Theorem guarantees that the only stable model for sums with finite variance
is the normal model. This notion of stability has made it easier to model additive phenomena, since
accumulating information in the form of more terms only makes us change the location and the
scale, but we remain in the same model. However, the convergence of sums to a normal distribution
occurs when no terms have a preponderant role, in other words, when the tails of the underlying
distribution have a moderate weight, which is explained by the requirement of the existence of
second moment. This situation changes when extreme ordinal statistics play a key role, which
happens if the underlying distributional model is heavy tailed.

In this work we investigate the distributional behavior of sums and extreme ordinal statistics,
maximum in particular. We obtain the exact distribution of some sums of independent real random
variables and independent and of maximum of identically distributed random variables. We analyze
the asymptotic behavior of central ordinal statistics, governed by the Central Limit Theorem, and
the extremal ordinal statistics, namely maximum, governed by the Extremal Types Theorem. We
put into teaching context some of the subjects discussed, such as the sample mean and sampling
distributions, by analyzing students difficulties in these subjects and the Mathematic programs of

secondary school and a curricular unit of a teacher training course of Mathematics in Angola.

Keywords Sampling distribution, sum of independent random variables, maxima of
independent and identically distributed random variables, central limit theorem, extremal types

theorem.
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Introducao

Desde ha muito tempo que a Estatistica tem desempenhado um papel importante e crucial no
desenvolvimento das sociedades. Segundo Reis et al. (1999) existem duas boas razdes para se
estudar Estatistica, primeiro porque qualquer cidadao estd diariamente exposto a informacéo que
provem de estudos sociolégicos e de mercado, econémicos, de sondagens politicas ou mesmo de
pesquisas cientificas, resultantes de processos aleatérios. Segundo, porque muitos irdo deparar-se
com atividades profissionais que requerem o uso da Estatistica na resolugao de problemas.

A muita informacdo a que diariamente somos expostos traduz-se muitas vezes em dados que
resultam de medicdes associadas a fenoémenos aleatérios. Com a evolucdo da ciéncia as medicoes
sdo cada vez mais precisas, mas mesmo assim continua-se a procurar afinar cada vez mais esta
capacidade de medir com precisdo. Ora o Teorema do Limite Central veio mostrar que, em muitas
circunstancias, mais vale medir muitas vezes de forma imprecisa, e usar médias, do que medir
apenas uma vez, com grande esfor¢o de precisao.

O Teorema do Limite Central é um dos mais célebres resultados da Teoria da Probabilidade,
apresentando-nos condicoes suficientes que garantem que uma soma finita, ou uma média, de va-
ridveis aleatorias reais independentes e identicamente distribuidas, convenientemente normalizada,
segue aproximadamente uma lei normal.

O recurso a resultados assintéticos para resolugdo de problemas do dia a dia é dificil de compre-
ender uma vez que os dados que temos de analisar sdo sempre em nimero finito. Além do mais, ha
situagobes experimentais tdo caras em que dificilmente se aceita muitas repetigoes das experiéncias.
Nesses casos, tem que se investir no rigor de poucas medi¢des e ndo em muitas medigoes repetidas
mais grosseiras. Torna-se assim também importante perceber como se comporta a média quando
dispomos de amostras de pequena dimensao.

O modelo normal, cuja importancia pode ser justificada pelo Teorema do Limite Central, pode
ser usado como aproximagao em muitas situacgoes, admitindo que existe algum mecanismo aditivo
subjacente. E pois notério a modelacio de tantos fenémenos reais usando normais, contudo nem
tudo é normal. Existem situagoes na vida didria em que uma tnica observacio que se afasta da
tendéncia central dos dados poderd, pela sua magnitude, ser comparavel & acumulacdo de todas
as outras nao dominantes. Nestas situacoes as estatisticas ordinais extremais assumem primordial
importancia.

Propomo-nos neste trabalho, apresentar uma sintese dos principais resultados conhecidos para
somas de varidveis aleatérias independentes e para maximos de variaveis aleatérias independentes
e identicamente distribuidas. Daremos principal destaque ao Teorema do Limite Central e ao
Teorema dos Tipos Extremos. Faremos também uma anélise da bibliografia referente ao ensino
de alguns dos resultados apresentados, onde nos preocuparemos em perceber quais as principais
dificuldades apresentadas pelos alunos e quais as estratégias pedagdgicas a utilizar nestes casos.

Para tal, dividimos este trabalho em trés capitulos que vamos passar a descrever em detalhe.

No primeiro capitulo, estudamos o comportamento de somas de varidveis aleatorias reais in-
dependentes e identicamente distribuidas. Comegamos por definir na Seccao 1.2 alguns conceitos
importantes que nos serviram de suporte na demonstracdo dos resultados fundamentais, nome-
adamente os conceitos de convergéncia em lei ou em distribuicdo de uma sucessdo de variaveis
aleatoérias e de funcao caracteristica, e apresentamos as condigoes suficientes e necessarias que nos
garantem a equivaléncia entre a convergéncia em lei duma sucessdo de varidveis aleatérias e a

convergéncia das respetivas fungdes caracteristicas no Teorema da continuidade de Lévy-Cramér.



Definimos ainda nessa seccdo o conceito de varidveis aleatérias independentes e terminamos a sec-
¢ao com dois resultados que permitem caracterizar existéncia e determinar o valor de momentos
de uma varidvel aleatéria real a custa da respetiva funcao caracteristica.

Na seccao seguinte analisamos a distribuicao exata de somas onde determinamos a lei de al-
gumas somas de varidveis aleatorias reais independentes, bem como as suas particularidades e
aproveitamos para introduzir o conceito de varidveis aleatérias infinitamente divisiveis. Na tultima
seccao do primeiro capitulo provamos através daquele que é seguramente um dos mais ilustres re-
sultados da Teoria da probabilidade, o Teorema do Limite Central, que qualquer variavel aleatéria
infinitamente divisivel com segundo momento finito, depois de convenientemente padronizada, é
aproximadamente normal padrdao. Abordamos desta forma a distribuicdo assintética de somas na
Seccao 1.4 e apresentamos ainda alguns exemplos de aplicacdo do Teorema do Limite Central.

No segundo capitulo, procuramos entender as situagoes em que as estatisticas ordinais extre-
mais ganham protagonismo em detrimento das centrais, estudando para tal o comportamento do
maximo de variaveis aleatérias reais independentes e identicamente distribuidas. Na Seccao 2.3
determinamos a distribuicao exata do maximo e apresentamos alguns exemplos de aplicacdo da
distribuicdo na determinagdo do tempo de vida de vérios sistemas. Na Seccdo 2.4, analisamos o
comportamento assintético do maximo, regido pelo Teorema dos Tipos Extremos, e, uma vez que
as distribuigoes dos tipos extremos coincidem com a classe de distribuigoes estdaveis para maximos,
introduzimos o conceito de varidveis estdveis para maximos. Apresentamos ainda nesta seccio
o Teorema de Khintchine, fundamental para demonstrar o principal resultado deste capitulo, o
Teorema dos Tipos Extremos.

No terceiro capitulo, procuramos contextualizar no ensino alguns dos conceitos estudados ao
longo deste trabalho, sobretudo os relacionados com a média amostral. Tentamos perceber na
Seccao 3.2 qual a perspectiva de professores e alunos sobre a média e as distribuicdes amostrais
com uma andlise da literatura existente sobre esta tematica. Na Seccao 3.3, apresentamos algumas
estratégias didaticas, referidas na literatura, para a superacao das dificuldades encontradas. Final-
mente, na ultima sec¢do deste capitulo, que fecha o trabalho, fazemos um enquadramento destes
conteiidos no ensino, mais precisamente na realidade angolana, onde analisamos alguns programas

do ensino secundério e superior de Angola.

No inicio de cada capitulo é dada, em pormenor, informacao acerca dos resultados que fo-
caremos. Salientamos que todas as simulagbes efetuadas, para ilustrar os principais resulta-
dos deste trabalho, foram feitas no software R que pode ser obtido gratuitamente em https://

www.r-project.org/, encontrando-se em apéndice ao trabalho os comandos utilizados.


https://www.r-project.org/
https://www.r-project.org/

Capitulo 1

Comportamento de somas de variaveis
aleatérias reais independentes

1.1 Introducao

O estudo de somas de variaveis aleatérias reais é um assunto de extrema importancia em teoria
das probabilidades e suas aplicagdes. Destacamos a sua importancia no estudo das propriedades
de muitos estimadores que envolvem somas, nomeadamente a média e varidncia amostrais. Muitos
dos fendémenos que observamos diariamente tém subjacente algum mecanismo aditivo.

Neste capitulo comegamos por definir alguns conceitos e apresentar alguns resultados funda-
mentais para caraterizar as leis da soma de varidveis aleatérias reais independentes. Seguidamente
analisamos a distribuicdo exata de algumas somas, tendo sempre o cuidado de ilustrar graficamente
os resultados para as diferentes leis de probabilidade subjacentes. Provamos que as leis de Gama,
Cauchy, Normal, entre outras, sdo infinitamente divisiveis e que toda a lei estdvel para somas é
infinitamente divisivel.

Veremos que uma variavel aleatoria infinitamente divisivel com variancia finita depois de devida-
mente padronizada pode ser aproximada por uma varidvel aleatéria de lei normal padrdao. Obtemos
assim a distribuicao assintética de somas de variaveis aleatérias reais independentes e indentica-
mente distribuidas. Este resultado muito importante foi mola propulsora do desenvolvimento da
Teoria das probabilidades e ficou conhecido como Teorema do Limite Central. Garantimos assim
que desde que haja um mecanismo aditivo (satisfazendo certas propriedades) subjacente ao que
pretendemos modelar, basta avaliar o valor médio e o desvio padrao apropriados para caracterizar

o modelo normal que, em geral, é uma aproximagao adequada.

1.2 Conceitos e resultados fundamentais

Iremos de seguida apresentar alguns conceitos, como o de funcdo caracteristica, e enunciar al-
guns resultados que serdo extremamente tteis no estudo do comportamento de variaveis aleatérias,
em particular no estudo da lei da soma. Os conceitos e os resultados aqui apresentados podem ser
encontrados em Murteira (1990), Gongalves e Lopes (2000) e Pestana e Velosa (2010).

Aproveitamos para introduzir notagoes que serdo usadas ao longo deste trabalho.

Seja {X,}n>1 uma sucessdo de varidveis aleatérias reais (v.a.r.) definidas sobre um mesmo
espago de probabilidade (2, .4, P)E] e consideremos, para cada n € IN, Px_ e F'x_ a lei de probabi-
lidade e a fungao de distribuigdo (f.d.), respetivamente, de X,,. Consideremos ainda X uma v.a.r.
também definida sobre (2,4, P) de lei de probabilidade Px e f.d. Fx.

.~ . . c
Definigao 1.2.1. A sucessdo { X, }nen tende em lei para a v.a.r. X, e escreveremos X,, —— X,
n—-+o0o

se Fx, (x) converge para Fx(x), para todo o real z, ponto de continuidade de Fx.

LQ) representa o espaco fundamental ou conjunto de resultados possiveis associado a uma experiéncia
aleatéria, A a o-algebra ou tribo sobre Q2 e P a probabilidade sobre o espaco probabilizdvel (£2,.A).



Definicdo 1.2.2. A sucessio {G,(z)}nen de fungoes de distribuicio converge fracamente para a
fungdo de distribuicio G(x), simbolicamente G, (x) % G(x), selim, 1o Gp(x) = G(x), para
n—-+0oo

todo o real x, ponto de continuidade de G.

As defini¢Ges anteriores sdo equivalentes, uma vez que convergéncia em lei é convergéncia fraca
de uma sucessao de fungoes de distribuicao para uma fungao de distribuicao.

A convergéncia em lei, também denominada convergéncia em distribuicdo, de uma sucessao
de v.a.r. pode ser caracterizada também em termos da convergéncia das respetivas funcoes ca-
racteristicas, que é o nome que se dd em Teoria da Probabilidade as transformadas de Fourier,

formalmente definidas a seguir.

Definigao 1.2.3. Chamamos fungdo caracteristica da v.a.r. X, sobre (Q, A, P) e com valores em

(R, l’)’)E ou da sua lei de probabilidade Px, d aplicacio ®x de R em C definida por

Oy (t) = E[e"X], para todo t € R.

Notemos que a definigdo de funcdo caracteristica de uma v.a.r. pode ser estendida a vetores
aleatorios reais X = (X1,...,X,), passando-se neste caso a ter uma aplicagio ®x de R™ em C
definida por ®x (t) = E[e“XT], para todo ¢ € R", onde X denota o vetor transposto de X. Assim
sendo, todos os resultados desta sec¢ao permanecem validos, mutatis mutandis, se substituirmos a

v.a.r. X por um vetor aleatério real X = (Xq,..., Xp).

A férmula de Euler permite-nos escrever a funcéo caracteristica da v.a.r. X como
D x(t) = Elcos(tX)] +iE[sin(tX)], para todo t € R.

Desta igualdade resultam algumas das principais propriedades da funcao caracteristica de uma

v.a.r. enunciadas a seguir.

Teorema 1.2.1. Sendo ®x a func¢do caracteristica da v.a.r. X tem-se
1. &x(0)=1.
2. |®x(t)| <1 para todo t € R.

3. ®x é uma funcdo uniformemente continua em R.

4. Ox(t) = Ox(—t), para t € R, onde Z representa conjugado de z em C.

5. ®,x1p(t) = e ®x(at), para todo t,a,b € R.

Toda a lei de probabilidade em R possui fungao caracteristica e a fungao caracteristica de uma
lei de probabilidade caracteriza completamente essa lei como o prova o Teorema da unicidade
(Feller (1971)).

Teorema 1.2.2 (Teorema da unicidade).
Sejam X eY duas v.a.r. definidas sobre (Q, A, P) com valores em (R, B).
Se, para todo t € R, ®x(t) = Py (t), entdo X 4 Y, onde 2 denota a igualdade em distribuicdo,

ou equivalentemente Fx (x) = Fy (x) para todo x € R.

4



Lei de probabilidade Funcgao caracteristica

Binomial de parAmetros n € IN e p €]0, 1] (1 —p 4 pe)?
Poisson de pardmetro A > 0 GRS
Gama de pardmetros a >0e A >0 (ﬁ i
Cauchy de pardmetros « € R e A >0 eI =ATH
Normal de pardmetros 4 € R e o € Rt pit— 2]

Tabela 1.1: Funcgoes caracteristicas de algumas leis de probabilidade sobre R.

Na Tabela 1.1 podemos encontrar as respectivas fungoes caracteristicas de algumas leis usuais

sobre R. Destacamos os seguintes casos particulares da lei Gama:

e se a =1, a lei obtida denomina-se lei Exponencial de pardmetro A > 0 e serd denotada por

E(N);

esea=5,neNel= %7 a lei Gama coincide com a lei do Qui-quadrado com n graus de

liberdade, denotada por x?2;
e das leis de Cauchy e Normal

e se « =0e A\ =1 na lei de Cauchy obtemos a lei de Cauchy padrdo que ndo é mais do que a
lei t de Student com 1 grau de liberdade, que denotaremos por t;. Analogamente, se na lei

Normal considerarmos =0 e ¢ = 1 obtemos a lei Normal padrao, denotada por N(0,1).

Como ja referimos, a convergéncia em lei da sucessdo de v.a.r. pode ser caracterizada através
da convergéncia das respetivas fungdes caracteristicas. As condigdes necessarias e suficientes que
nos garantem a equivaléncia entre estas duas convergéncias sao dadas no Teorema da continuidade
de Lévy-Cramér. Este resultado foi originalmente estabelecido por Paul Lévy, mas Cramér deu-lhe
a forma definitiva, ao demonstrar que basta exigir a convergéncia de uma sucessao de fungoes
continuas para uma fungdo continua na vizinhanca da origem para que essa funcgio limite seja uma
funcado caracteristica e a convergéncia das func¢des caracteristicas implicar a convergéncia em lei da

correspondente sucessdo de v.a.r. para a v.a.r. que tem aquela funcao caracteristica.

Teorema 1.2.3 (Teorema da continuidade de Lévy-Cramér).

Se a sucessio de v.a.r. {X,}n>1 tende em lei para a v.a.r. X, entdo a sucessdo de fungdes
caracteristicas correspondente, {®x, },~,, converge para a fun¢io caracteristica de X.

Por outro lado, se {®x, (t)}n>1 f(;r uma sucessio de fungoes caracteristicas tal que existe
ngrfoo Oy (t) = P(t), e esta fungdo for continua na vizinhanca da origem, entio ®(t) é a fungdo

oy L
caracteristica de uma v.a.r. X e X,, —— X.
n—-+oo

A lei de probabilidade de uma v.ar. pode ser determinada & custa da respetiva fungdo carac-
teristica e pelo Teorema da continuidade o comportamento assintético em lei de uma sucessao de
variaveis aleatérias pode também ser caracterizado através da correspondente sucessao das fungoes
caracteristicas. A independéncia de varidveis aleatdrias pode igualmente ser caracterizada através

da nocao de funcao caracteristica como veremos de seguida.

2B denota a o—4lgebra de Borel em R



Teorema 1.2.4. As v.a.r. X1,Xs,..., X, sdo independentes se e somente se

n

ox(t) = [ ®x,(t;). para todo t = (t1,ta,...,t,) € R",

j=1
onde Ox designa a fungdo caracteristica do vetor aleatdrio X = (X1, Xs,...,X,) e O, a fungdo
caracteristica de X;, j =1,...,n.

O proximo resultado serd fundamental na determinagdo da lei da soma de varidveis aleatorias
reais independentes que iremos abordar na sec¢ao seguinte. Recordamos que as variaveis aleatérias
X1, Xo,...,X, sobre o mesmo espago de probabilidade (£2, A, P) e com valores em (R, B), de
leis de probabilidade Px,, Px,,...,Px, sdo independentes se para todo By € B,..., B, € BE,

Pixy,.x(IT=1 By) = 1j=1 Px; (B))-

Teorema 1.2.5. Se X1, Xs,..., X, sdo varidveis aleatorias reais independentes definidas sobre

um mesmo espago de probabilidade (0, A, P), entdo

s x; (t) = H ®x,(t), para todot € R.
j=1

O resultado anterior garante-nos que a funcéo caracteristica da soma de v.a.r. independentes é o
produto das respetivas fungoes caracteristicas. Salientamos que o reciproco deste resultado é falso.
Terminamos esta secgdo com dois resultados que nos permitem caracterizar a existéncia de

momentos de uma v.a.r. e determinar o seu valor a custa da respetiva fungdo caracteristica.

Teorema 1.2.6. Seja X uma v.a.r. definida sobre (2, A, P) e possuindo momento de ordem n.

Entao a fungdo caracteristica de X, ®x, € derivdvel pelo menos até a ordem n e tem-se
(IJgI;)(t) =F (ikae”X) , para todo t € R,
onde @g];), k > 1 representa a derivada de ordem k de ®x. Em particular,
o (0) = i*E (X*).

Teorema 1.2.7. Se ®x é n vezes derivdvel no ponto zero entdo X admite momentos até d ordem

n sen € par e até a ordem n — 1 sen € impar.

1.3 Distribuicao exata de algumas somas

Temos agora reunidas as condigoes necessarias para determinar a lei de algumas somas de
variaveis aleatorias reais independentes. O estudo das somas serd fundamental para percebermos
melhor o comportamento da estatistica mais usada, a média.

Os resultados que se seguem decorrem dos teoremas da soma e da unicidade , e dos

exemplos de fungbes caracteristicas apresentados na Tabela 1.1.

3B denota o Boreliano sobre o espaco de probabilidade.



Teorema 1.3.1. Sejam X1,...,X, v.a.r. independentes, tais que X; ~ B(mj,p), m; € N,
p€]0,1], 7 =1,...,n. Entdo,

n n
DX~ B (D myp |
j=1 Jj=1
onde B(s,t) denota a lei Binomial de pardmetros s e t.
Demonstragdo: Vimos na Tabela 1.1 que a fungéo caracteristica de X; ~ B(m;,p) é
Py, (t) = (1 —p+pe)™i paratodot€Re j=1,...,n.

Logo, como as v.a.r. Xq,...,X, sdo independentes, pelo Teorema vem

(1—p+pe™)™ = (1—p+pe)==""™  paratodot € R,

—.

Oy, x, (1) =

j=1

que é a funcdo caracteristica de uma varidvel aleatéria binomial de pardmetros 22;1 m; ep. O
resultado decorre agora do Teorema da unicidade . O

Tlustramos, na Figura EI, o resultado anterior com trés v.a.r. binomiais de paradmetros n = 5,
6e7ep=0.1. A cinza temos a distribui¢do de frequéncias resultante da soma das trés amostras
de dimensao 50000 simuladas a partir das respetivas distribui¢des binomiais e a preto a funcao de

probabilidade da v.a.r. Binomial de pardmetrosn =5+6+7 =18 e p=0.1.

025
|

0.05
|

s ________mm:.:___
o
4 5 6 7 8

Figura 1.1: Distribuicdo por amostragem da soma de trés v.a.r. binomiais independentes,
X1 ~ B(5,0.1), X2 ~ B(6,0.1) e X3 ~ B(7,0.1), (a cinza) e fun¢do de probabilidade Binomial de
pardmetros 18 e 0.1 (a preto).

O Teorema estabelece que a soma de variaveis aleatérias reais independentes seguindo leis
binomiais, com a mesma probabilidade de sucesso p, continua a ser uma v.a.r. com distribuicao
Binomial. Como consequéncia deste resultado, temos que qualquer v.a.r. binomial pode ser sempre
vista como a soma de v.a.r. de Bernoulli independentes, uma vez que a distribuigdo de Bernoulli

de parametro p nao é mais do que a distribuicdo Binomial de pardmetros 1 e p.



Corolario 1.3.1. Se X ~ B(n,p) comn € N e p €]0,1], entdo X 4 Z;;le, com as v.a.r.
Y; ~ Bernoulli(p), j =1,...,n, independentes.

Veremos de seguida que a soma de v.a.r. independentes com distribui¢cao de Poisson de para-

metro A > 0 também tem distribuicao de Poisson.

Teorema 1.3.2. Sejam Xi,...,X,, v.a.r. independentes, tais que X; ~ P(X;), A; > 0, j =

1,...,n. Entado,
n n
D X~PX N
j=1 j=1
onde P(s) denota a distribuicio de Poisson de parametro s.
Demonstragao: Tendo em conta que a funcao caracteristica de X;, j =1,...,n, é dada por
Ox,(t) = et (eit71)7 para todo t € R,

e que as v.a.r. Xi,...,X, sao independentes do Teorema obtemos

s x;, (t) = H ri(e" 1) = i )‘j(eit_l), para todo ¢ € R.
j=1

Esta é a funcdo caracteristica da lei de probabilidade de uma v.a.r. de Poisson de parametro

Z?:l Aj, 0 que conjuntamente com o Teorema da unicidade prova o resultado. O

Este resultado é ilustrado na Figura com trés v.a.r. de Poisson de parametros 1, 2 e 3.

g,mm i mmmm¢*_
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Figura 1.2: Distribuigdo por amostragem da soma de trés v.a.r. de Poisson independentes, X; ~ P(1),
X2 ~ P(2) e X3 ~ P(3), (a cinza) e funcao de probabilidade de Poisson de pardmetro 6 (a preto).

Como consequéncia do Teorema decorre que uma v.a.r. de Poisson pode ser decomposta

como a soma de tantas v.a.r. de Poisson independentes quantas se queira.

Corolario 1.3.2. Se X ~ P(\), A > 0, entio X 4 Z?Zle com as v.a.r. Y; ~ P(%),

j=1,...,n, independentes, para todo n € IN.



O préximo resultado dd-nos a distribui¢do da soma de v.a.r. independentes com lei Gama.

Teorema 1.3.3. Sejam Xi,...,X, v.a.r. independentes, tais que X; ~ I'(aj, ) com o > 0,
j=1,...,n, e A>0. Entao,

in ~T i()@',)\ s
j=1 j=1

onde I'(a,b) denota a lei Gama de parametros a >0 e b > 0.

Demonstragao: O resultado é consequéncia imediata do fato da funcdo caracteristica da v.a.r.

Xj,j=1,...,n, ser dada por

A\Y
Ox,(t) = (/\—it) , para todo t € R,

da funcao caracteristica da soma de v.a.r. independentes ser igual ao produto das respetivas fungoes
caracteristicas (Teorema ) e do Teorema da unicidade . g

Uma ilustracao deste resultado pode ser encontrada na Figura @
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Figura 1.3: Distribuicdo por amostragem da soma de trés v.a.r. gamas independentes, X; ~ I'(1, 3),
X2 ~T'(2,3) e X3 ~I'(3,3), (a cinza) e funcido densidade Gama de pardmetros 6 e 3 (a preto).

Também uma v.a.r. gama pode ser decomposta como a soma de tantas varidveis aleatérias

independentes com distribuicdo Gama quantas se queira.

Corolario 1.3.3. Se X ~ T'(a,\), entdo para todo n € N, X 4 Z?ZIYJ», com as v.a.r. Yj ~
r (%, )\) independentes.

Recordando que a lei Gama de pardmetros o« =1 e A > 0 nao é mais do que a lei Exponencial
de pardmetro A, temos como caso particular do Teorema que a soma de n v.a.r. exponenciais

independentes de pardmetro A > 0 tem lei Gama de pardmetros n, A, como enunciamos a seguir.



Corolério 1.3.4. Sejam X1,..., X, v.a.r. independentes com X; ~ E(N) para todo j =1,...,n.

FEntao,

> X ~T(n, ).
j=1

Sendo a lei do Qui-quadrado também um caso particular da lei Gama, uma vez que a lei
do Qui-quadrado com um grau de liberdade ndo é mais do que a lei Gama de parametros % e
%, temos novamente como consequéncia do Teorema que a distribuicdo da soma de n €
IN v.a.r. independentes de lei Qui-quadrado de pardmetro 1 ¢ Gama de parametros 4 e 2, ou

equivalentemente Qui-quadrado com n graus de liberdade.

Corolério 1.3.5. Sejam Xi,...,X, v.a.r. independentes com X; ~ x3, para todo j = 1,...,n.

FEntdo,

n
DX~
j=1

Atendendo agora a que se uma v.a.r. Z tem lei Normal padrio, Z ~ N(0,1), entdo Z2 ~ x?, o

préximo resultado é consequéncia imediata do anterior.

Corolério 1.3.6. Sejam Xi,...,X,, v.a.r. independentes com X; ~ N(p;,0;) para todo j =

n 2
X —
> (J J) ~ X
9j

j=1

1,...,n. Entdo,

onde N(p,0) denota a lei Normal de média pn € R e desvio padrio o € R™.

A extensdo do Corolario a soma de varidveis aleatorias independentes com lei do Qui-

quadrado com um numero de graus de liberdade nao necessariamente igual é apresentada a seguir.

Corolario 1.3.7. Sejam Xi,..., X, v.a.r. independentes tais que X; ~ anj, com m; > 1 para

todo j =1,...,n. Entdo,

n
2
Z Xj ~ XZ?:1 m;*

j=1

A soma de variaveis aleatérias de lei de Cauchy independentes continua a ser de Cauchy como

veremos de seguida e ilustramos na Figura @

Teorema 1.3.4. Sejam X1,...,X, v.a.r. independentes, tais que X; ~ C(aj,A;) comaj € R e

A;j>0,5=1,...,n. Entdo,
DX~ O 2 A
j=1 j=1 =1

onde C(a, \) denota a lei de Cauchy de pardmetros « € R e A > 0.

Demonstragao: Resulta da fungdo caracteristica da lei de Cauchy, apresentada na Tabela 1.1, e

dos Teoremas e . O

Os resultados seguintes sdo agora consequéncia do resultado anterior.
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Figura 1.4: Distribui¢do por amostragem da soma de trés v.a.r. de Cauchy independentes, X1 ~ C(1, 3),
X2~ C(2,2) e X3 ~(C(3,1), (a cinza) e funcdo densidade de Cauchy de pardmetros 6 e 6 (a preto).

Corolario 1.3.8. Se X ~ C(a, \), entdo X < Z?zl Y;, comasv.a.r. Y; ~C (O‘ A) ,i=1,...,n,

n’n

independentes, para todo n € IN.

Corolério 1.3.9. Sejam X, ..., X, v.a.r. independentes tais que X; ~ C(a, ) e S, = Z?Zl X;.
Entdo, X, = % ~ C(a, A).

Demonstragao: Basta notar que das propriedades da funcdo caracteristica temos, para todo
teR,

g, () = Bl

n
H GitXi/n
=1

= B

n

_ HE[eith/n]

_ (E[eitXl/n])n

eait—)\\ﬂ’
que é a funcgao caracteristica da lei de Cauchy de pardmetros « e . O

Este ultimo resultado diz-nos que a média de variaveis aleatdrias independentes e identicamente
distribuidas com lei de Cauchy continua a ter a mesma lei de Cauchy. Uma consequéncia desta
propriedade interessante é, por exemplo, que se o erro num certo processo de medicao tivesse uma
lei de Cauchy e se considerassemos a média de um nimero de medi¢des, ndo se poderia esperar
que a média fosse mais precisa que qualquer das medi¢oes individuais.

A lei de Cauchy relaciona-se assim com a lei Normal, uma vez que o quociente de duas v.a.r.

independentes de lei Normal padrao segue uma lei de Cauchy padrao. A lei Normal ou Gaussiana,

11



que ¢é a lei continua mais usada e sem divida das mais importantes, estd no cerne do resultado
mais importante da Teoria da Probabilidade, o Teorema do Limite Central, que abordaremos na
préxima secgao.

De seguida caracterizaremos a distribuicdo de somas envolvendo varidveis aleatérias normais

independentes.

Teorema 1.3.5. Sejam X1,..., X, v.a.r. independentes, tais que X; ~ N(uj,05), j =1,...,n.

FEntao,

onde N(p,0) denota a lei normal de parametros p € R e o € RT.
Demonstragao: Resulta da funcao caracteristica da lei normal, apresentada na Tabela 1.1, e dos

Teoremas e . O

A Figura @ ilustra este resultado com a soma de trés varidveis aleatérias normais independentes

com parametros distintos.

0.00
L

Figura 1.5: Distribui¢do por amostragem da soma de trés v.a.r. normais independentes, X1 ~ N(1,2),
X2~ N(2,3) e X3~ N(3,1), (a cinza) e fungdo densidade Normal de pardmetros 6 e v/14 (a preto).

Tendo em conta a propriedade 5 da funcao caracteristica enunciada no Teorema , o Teorema,
e o Teorema facilmente se prova que se X1,..., X, sdo v.a.r. independentes e tais que
X; ~ N (uj,o5),compu; e Reoj € RT, j=1,...,n, entdo

n n
DoaiX~ N Y ajuy,
=1 ;

n
Za?af , paratodoa; €R, j=1,...,n. (1.3.1)
j=1 j=1

Este resultado estabelece que toda a combinagdo linear de v.a.r. normais independentes é uma
variavel aleatéria com lei Normal. Consequentemente, qualquer varidvel aleatoria normal se pode

escrever como a soma de varidveis aleatérias normais independentes.

12



Corolario 1.3.10. Se X ~ N(u,0), entio X 4 Z?Zle, com as v.a.r. Y; ~ N(%,ﬁ),

7 =1,...,n, independentes, para todo n € IN.

Notemos que se considerarmos em ([L.3.1)) as constantes a; = %, para todo j = 1,...,n, obtemos

a distribui¢do da média de n v.a.r. normais independentes dada no préximo resultado.

Corolério 1.3.11. Sejam Xi,...,X, v.a.r. independentes, com X; ~ N(u;,0;), pj € R, o; €
R*, j=1,...,n. Entdo,

n

1 — 1 1
X”ZEZ;XjNN EZ;M’E
J= J=

Se no resultado anterior considerarmos que as variaveis aleatérias sdo independentes e identi-
camente distribuidas com lei Normal de pardmetros 1 € R e 0 € R, entdo obtemos, como caso

particular,

_ 1 &
X,=-Y X, ~N(u, .
w2 X1 Nl )

Este resultado diz-nos que no caso de uma populagao normal ha vantagem em considerar amostras
de dimensdo tao grande quanto economicamente vidvel, uma vez que X, terd um desvio padrdo
cada vez menor ﬁ, e portanto a probabilidade de se afastar do valor médio p serd cada vez
menor, tendo em conta a desigualdade de Chebycheff. Recordamos que no caso de uma populagao

de Cauchy tal nao acontece, alids nao se ganha em fazer a média de mais do que uma observacao,
. = d
pois X,, = X;.

Vimos até agora resultados, nomeadamente os Corolarios 1.3.2, 1.3.3, 1.3.8 e 1.3.10, onde a
variavel aleatéria em causa podia ser decomposta como a soma de tantas parcelas independentes
e identicamente distribuidas (i.i.d.) quantas se queira. Estas varidveis aleatérias ou distribuicoes,
Poisson, Gama, Cauchy e Normal, dizem-se infinitamente divisiveis e tém um papel importante na

teoria da adicao de variaveis aleatérias.

Definig¢ao 1.3.1. Uma v.a.r. X € infinitamente divisivel se e sé se para todo n € N, existirem

v.a.r. Yy tais que
n
d
X =D Yoy,
j=1

sendo 0s Yy, j = 1,...,n, réplicas independentes de Y,, ou seja v.a.r. independentes com distri-

buicdo igual a de Y.

Notemos que a lei Binomial nao ¢ infinitamente divisivel, nem o serd qualquer outra distribuicao
com suporte finito. Qualquer varidvel ou lei estdvel para somas é infinitamente divisivel, esta

constatacdo motiva-nos a definir formalmente a classe das v.a.r. estaveis para somas.

Definicao 1.3.2. Dizemos que a v.a.r. X, ou a sua lei, é estdvel para somas se todos 0s termos
da sucessdo de somas parciais de réplicas independentes de X forem do mesmo tipo. Por outras
palavras, denotando S, = 2?21 X, onde X; sdo réplicas independentes de X, para todo n € IN
existem ap, >0 eb, € R, a >0 e B €R tais que
Sn—b X -
n=bna X=8 (1.3.2)

ap «
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Tendo esta definicdo em consideracdo, destacamos o fato de no caso de {X;}jen ser uma

sucessao de variaveis aleatérias i.i.d. e S, = 2?21 X termos que

o se X; LX~ N(p,0) entdo S;:/%“ 4 Xk ou S"_(T\L/%\/E)“ 4 x;

d
Sn £ X,

n

o se X; X~ C(a, ) entao

Isto significa que a lei Normal e de Cauchy sao leis estdveis para somas uma vez que ambas verificam
a equagao de estabilidade ()

Na proxima sec¢ao iremos provar que qualquer v.a.r. infinitamente divisivel com variancia finita
depois de devidamente padronizada, ou seja centrada e reduzida, pode ser aproximada por uma

v.a.r. de lei normal padrao, N(0,1).

1.4 Distribuicao assintética de somas

Nesta seccao apresentamos um dos mais célebres resultados da Teoria da Probabilidade, que
nos remete a convergéncia de somas de v.a.r. para uma distribuicdo normal. Pela sua importancia

na teoria e em aplicac¢oes ficou conhecido como Teorema do Limite Central.

1.4.1 Teorema do Limite Central

O resultado a seguir apresenta-nos condicoes suficientes que garantem que uma soma finita de
varidveis aleatérias reais i.id. X;, j =1,...,n, S, = 2?21 X, convenientemente normalizada,
segue aproximadamente uma lei normal. Todos os teoremas deste tipo sao designados teoremas de

limite central e o que apresentamos de seguida data de 1920 e é devido a Lindeberg-Lévy.

Teorema 1.4.1 (Lindeberg-Lévy).
Seja {Xntnew uma sucessio de waridveis aleatdrias reais independentes definidas sobre um
espago de probabilidade (0, A, P), de mesma lei, de esperan¢a matemdtica p e desvio padrio o

finito. Entdo, a sucessdo de varidveis aleatorias reais de termo geral

Sn —np

ovn

tende em lei, quando n tende para 400, para uma varidvel aleatdria real de lei N(0,1), isto é,

Z, = (1.4.3)

L | —2
< .
P(Z, <x) p——— [m 2776 ( 5 ) dt, para todo v € R

Xn—p
(e

Demonstragao: Consideremos, para todon € N, Y,, = . Como Y,, é uma variavel aleatoria

real centrada e reduzida, isto é, E[Y,] = 0 e Var[Y,] = 1, a sua funcdo caracteristica, ®y, (t) =

E [eity”'], é duas vezes derivavel pelo Teorema 1.2.6. Assim temos que
o) (0) =iE[Y,] =0 e @3 (0) =i E[Y?] = 1.
Denotemos agora por ¢z a fungio caracteristica da variavel aleatdria real padronizada
Sp — 1 &
i S NG
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Como as v.a.r. Y1,Ys,...,Y, sdo varidveis aleatorias independentes e identicamente distribui-

das, pelas propriedades da fungdo caracteristica temos, para todo t € R,

1

o, (1)) i

Tendo agora em conta o desenvolvimento em série de MacLaurin de ordem 2 da funcdo carac-
teristica em ()7 podemos escrever

1 " t2 1\"
Oy, | —=t =|1—-— — .
[ YJ(\/H )] [ 2n+0(n>}
Donde podemos concluir que

lim &4 (t) =e 2 = Px(t), para todo t € R,

n—-+oo

com X ~ N(0,1), resultando a convergéncia em lei pretendida de Z,, para X do Teorema da
continuidade de Lévy-Cramer . (]

Notemos que na expressao () as constantes b, = nu € R e a,, = oy/n > 0 tém como efeito

puxar S, para 0, e estabilizar a dispersao usando a escala intrinseca o+/n, respectivamente.

O Teorema do Limite Central permite-nos considerar que, para n suficientemente grande, a lei
da soma S,, é bem aproximada pela mesma lei normal, independentemente do tipo de lei comum
a sucessdo de varidveis aleatorias reais X,,. Notemos que a hipdtese de varidncia finita aumenta
consideravelmente o conhecimento sobre o comportamento limite de \S,,, uma vez que para n elevado
esperamos agora que P(np—o+y/n < S, < nu+o+/n) = 0.68, P(np—20+y/n < S, < np+20/n) =
0.95 e P(np —30y/n < S, <nu+ 30/n) ~ 0.997.

Sendo que a média de n v.a.r. ndo é mais do que a soma das n v.a.r. multiplicada pela constante
1
n’

fato, uma média é uma soma, X, = % +...+ %, e consequentemente, nas condigoes do teorema,

o Teorema do limite central pode também ser trivialmente expresso em termos de médias. De

anterior, temos que

X, -EX X, —
nZBXa] Xk £ L N01).

Var[X.,] vno Tt

Na Figura @ ilustramos o Teorema do Limite Central com a soma de 10000 varidveis aleatérias
Exponenciais independentes de parametro A = 2. Consideramos amostras simuladas de dimensao
5000.

De seguida veremos alguns exemplos de aproximagao de distribuigoes usuais pela normal, como

consequéncia do Teorema do Limite Central.

Exemplo 1.4.1 (Aproximagao da Binomial pela Normal).
Sejam X1, Xs,...,X,, v.ar. independentes e tais que para todo j € IN, X; ~ Bernoulli(p),
p €J0,1[.
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Figura 1.6: Distribui¢do por amostragem da soma padronizada de 10000 v.a.r. i.i.d. com distribui¢do
Exponencial de pardmetro A = 2 (a cinza) e func¢do densidade normal padrao (a preto).

Pelo Corolario 1.3.1, a variavel S,, = Z?:l X segue a lei Binomial de pardmetros n € IN e

p €]0, 1], e sabemos que E[S,] = np e Var[S,] = np(1 — p) < +00. Logo, pelo Teorema do Limite

Central g
n £ 7~ N(0,1)
np(l —p) n=tee
e consequentemente o
X, —
n P L 7 N(01).

[p(l=p) mn—+o0

Podemos assim concluir que , para n suficientemente grande, a lei B(n,p) é bem aproximada
por uma lei N(np,/np(1 —p)). A Figura ﬁ ilustra este fato com uma distribui¢cdo binomial de

pardmetros n =50 e p = 0.4.

Exemplo 1.4.2 (Aproximagao da Poisson pela Normal).
Sejam X1, X,...,X,, v.a.r. independentes e tais que para todo j € N, X; ~ P(X), A > 0.
A v.ar. S, segue a lei de Poisson de pardmetro nA, pelo Teorema 1.12 Entao, como E[S,]| =

Var[S,] = n\ < 400, pelo Teorema do Limite Central

Sy —nA r

Z ~ N(0,1
m n—-+0o (0’ )
e —
Xn—A
Sno 2 £, Z~N(0,1).
A n—-+o0o

n

Assim, para n suficientemente grande, a lei P(n)) é também bem aproximada por uma lei
N(nA,vnM), como ilustra a Figura @ com uma lei P(50 x 2). Obviamente que qualquer lei P()\'),

N > 0, é bem aproximada por uma lei N (), v/)\), para \ suficientemente grande.

Com argumentacao andloga prova-se que qualquer variavel aleatéria infinitamente divisivel com

variancia finita pode ser aproximada por uma Normal com o mesmo valor médio e varidncia. Esta
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Figura 1.7: Funcdo de probabilidade B(50,0.4) (a cinza) e fun¢do densidade
N (50 x 0.4,4/50 x 0.4 x 0.6) = N (20, 3.4641) (a preto).
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Figura 1.8: Funcdo de probabilidade P(50 x 2) (a cinza) e fungdo densidade
N (50 x 2,+/50 x 2) = N(50,10) (a preto).

é uma das razdes por que o conceito de divisibilidade infinita tem grande importancia na Teoria
da Probabilidade.
Nos exemplos seguintes analisamos a aproximacao a normal para algumas varidveis infinita-

mente divisiveis vista anteriormente.
Exemplo 1.4.3 (Aproximagio da Gama pela Normal).
Se X ~ I'(a, A), entéo

X—a/x A

W_ﬁx—fmsz(m).
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Decorre do Corolario 1.3.3 da divisibilidade infinita da varidvel aleatéria Gama e do se ter E[X] = §
e Var[X] = 3.

Assim, para « > 0 suficientemente grande, a lei T'(a, A), a, A > 0 é bem aproximada por uma
lei N(a/A, v/a/N), como se ilustra na Figura @

0.10
|

0.02
|

Figura 1.9: Fungdo de probabilidade I'(50,2) (a cinza) e fungdo densidade
N(50/2,v/50/2) = N(25,3.5355) (a preto).

Como casos particulares do anterior temos:

Exemplo 1.4.4 (Aproximagao da Exponencial pela Normal).

Se X ~ &(N\), A > 0, entdo X;/g/A =AX —1)~ Z ~ N(0,1).

Exemplo 1.4.5 (Aproximagao da Qui-quadrado pela Normal).

Se X ~ x2, n € N, entdo )\(/;77 ~ Z ~ N(0,1).

Salientamos que a aproximacdo a normal ndo se tem no caso de varidveis de Cauchy, apesar de

estas serem infinitamente divisiveis, porque nao tém variancia finita.

O Teorema do Limite Central justifica a importdncia do modelo normal, que pode ser usado
como aproximacdo em muitas situagdes, admitindo que existe algum mecanismo aditivo subja-
cente. E pois notério a modelacdo de tantos fendmenos reais usando normais, contudo nem tudo é
normal. Existem situacoes na vida didria em que uma tnica observacao que se afasta da tendéncia
central dos dados podera, pela sua magnitude, ser comparavel a acumulacao de todas as outras
nao dominantes. Nestas situacOes as estatisticas ordinais extremais assumem primordial impor-
tancia. Todavia, quando nos focamos nos extremos a aproximacao pela normal deixa de ser uma
verdade irrefutavel. Para melhor percebermos esta situacao, consideremos os dados 'zaventem.txt’
correspondentes a velocidade méaxima diadria do vento em Zaventem registadas entre 1985 e 1992.
Estes 3225 dados estao disponiveis em https://lstat.kuleuven.be/Wiley/ (ver Beirlant et al.
(2004) e Gomes et al. (2013)). Na Figura podemos ver a distribuigdo de frequéncias das 3225

velocidades maximas didrias do vento em Zaventem.
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Figura 1.10: Velocidade maxima diiria dos ventos em Zaventem.

Constatamos pela Figura que os dados da velocidade méxima diaria dos ventos em Za-
ventem nao podem ser modelados por uma distribuicdo normal. Iremos deste modo, no préximo
capitulo, analisar o comportamento do maximo de variaveis aleatérias independentes e identica-

mente distribuidas.
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Capitulo 2

Comportamento do maximo de variaveis
aleatérias reais independentes e identicamente
distribuidas

2.1 Introducao

Como consequéncia do Teorema do Limite Central vimos, no capitulo anterior, que o tinico
modelo estavel para somas com varidncia finita é o modelo normal. Esta nocdo de estabilidade
tornou mais facil a modelacdo de fendomenos aditivos, uma vez que a acumulacdo de informacao,
sob a forma de mais parcelas, apenas nos faz mudar a localizacdo e a escala, mas permanecemos
no mesmo modelo. Contudo, a convergéncia de somas para uma normal di-se quando nenhuma
das parcelas tem um papel preponderante, ou seja, quando as caudas da distribuicdo subjacente
tem um peso moderado, que é explicitado através da exigéncia da existéncia de segundo momento.
Esta situacao altera-se quando as estatisticas ordinais extremais tém algum protagonismo, o que
acontece se o modelo distribucional de base tiver caudas pesadas.

Faz assim sentido investigar o comportamento distribucional de estatisticas ordinais extremais,
em particular do maximo e do minimo. A relevancia pratica do comportamento limite de maximos
e de minimos em questoes que vao desde cheias ou secas, maximos de ventos e localizacdo de
aeroportos ou resisténcia de estruturas de arranha-céus, maximos de ventos e marés ou de vagas
na construcao de diques ou de plataformas de exploracdo petrolifera, e questoes de fiabilidade de
materiais ou tempos de vida de seres vivos Pestana e Velosa (2010), justificam ainda mais o seu
estudo neste capitulo.

Comecamos por abordar o estudo das distribuigoes exatas de estatisticas ordinais, dando princi-
pal destaque para a distribuicdo do méximo de varidveis aleatérias independentes e identicamente
distribuidas. Seguidamente, abordaremos o seu comportamento assintotico. Veremos que o com-
portamento assintéotico das estatisticas ordinais centrais é regido pelo Teorema do Limite Central,
enquanto que as estatisticas ordinais extremais tém comportamento caraterizado pelo Teorema
Limite Extremal, que serd o resultado principal deste capitulo.

O estudo das estatisticas ordinais e, em particular a andlise do seu comportamento assintético
em lei, constitui um ramo importante da Estatistica designado Teoria dos Valores Extremos. Uma

das obras bésicas de referéncia desta area é Leadbetter et al. (1983).

2.2 Distribuicao exata do maximo

Consideremos agora que {X,},en é uma sucessdo de v.a.r. independentes e identicamente
distribuidas com f.d. comum F' e designemos por M, o maximo das n primeiras varidveis da
sucessao { X, }nen,

M, = max{Xy,..., X,,}, nel.

A funcao de distribuicdo do maximo M, é consequéncia imediata do fato das v.a.r. Xq,...,X,
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serem i.i.d., como se mostra a seguir
Fy, () = P(M, <)
= P(max{Xy,...,X,} <)

= P(X1§x7aXn§x)

= ﬁP(Xi <z)=F"(z), zeR. (2.2.1)

i=1

De forma analoga podemos obter a distribuicao do minimo das n primeiras variaveis da sucessao

{Xn}nen, mp = {X1,...,X,}, uma vez que este se relaciona com o méximo da seguinte forma
m, = —max{—Xi,...,—X,}. (2.2.2)

Por este motivo, em tudo o que se segue, iremos apenas focar-nos no estudo do comportamento

distribucional do méaximo.

De seguida veremos dois exemplos que ilustram a aplicacdo da distribuic¢do do méximo e do
minimo na determinacdo do tempo de vida de um sistema, cujo tempo de vida é uma fungao
exclusiva dos tempos de vida das suas n componentes. Estes exemplos ilustram a fiabilidade de
um sistema, ou seja, de um modo geral, o grau de confianca ou probabilidade que atribuimos ao
funcionamento sem falhas por parte de um sistema, em certo ambiente e durante um periodo de
tempo de pelo menos ¢y unidades (Morais (2007)). Estes exemplos podem ser encontrados em
Gomes et al. (2013).

Exemplo 2.2.1 (Tempo de vida de um sistema em série).

Consideremos um sistema em série com n componentes, esquematizado na Figura @, e deno-
temos por 7T; o tempo de vida da componente ¢ = 1,...,n. Seja Ts o tempo de vida do sistema

que depende (exclusivamente) das duragdes de vida das n componentes, i.e., de T1,...,T,.

Figura 2.1: Esquema de um sistema em série com n componentes.

Um sistema em série funciona se e s6 se funcionarem todas as suas m componentes e falha
quando uma das componentes falhar. Se assumirmos que os tempos de vida ndo negativos das
componentes, T;, i = 1,...,n, sdo varidveis aleatérias i.i.d. com f.d. comum Fr(t) = P(T; < t),

t=1,...,n, o tempo de vida do sistema em série corresponde a
Ts =min{Ty,...,T,}
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e tendo em conta (2.2.2) a sua fungdo de distribuigdo é dada por
Fr,(t) = P(—max{-Ti,...,—T,} <t)

= l—P(maX{—T17~-~7_Tn} 2 _t)

= 1—ﬁp(n>t)

i=1

n

= 1-JJa-P@T <)

i=1

= 1-(1-Fp@t)", t>0.

Do ponto de vista qualitativo a fiabilidade pode ser definida como a capacidade de um sis-
tema se manter funcional sem interrupgoes (pelo menos) até ao instante ¢ (Morais (2007)). Logo,

corresponde a fungao de sobrevivéncia (ou de fiabilidade) de Ty, i.e.,

Sro(t) = P(min{Ty,..., Ty} > t) =1 — Fr,(t) = (1 — Fp(t))", t>0.

Exemplo 2.2.2 (Tempo de vida de um sistema em paralelo).
Um sistema em paralelo, esquematizado na Figura @, contrariamente a um sistema em sé-
rie, funciona se e s6 se pelo menos uma das n componentes funcionar e falha quando todas as

componentes falharem.

Figura 2.2: Esquema de um sistema em paralelo com n componentes.

Se denotarmos por Tp o tempo de vida do sistema em paralelo e por T; os n tempos de vida i.i.d.

com f.d. comum F7 das suas componentes, o tempo de vida do sistema em paralelo corresponde a

Tp = max{T1,..., Ty}

e a f.d. de Tp é dada por

Fr.(t) = ﬁP(Ti <t)= ﬁFT(t) = FI(t), t>0.

i=1

Consequentemente a funcdo de fiabilidade de Tp, é dada por
Stp(t) = P(max{Th,..., T} <t)=1—Fp.(t)=1— F¢(t), t>0.
Consideremos agora que as n componentes tém um tempo de vida exponencial com pardmetro
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1/2, ou seja,

1—e 2 set>0

Fr(t) =

0 set <0

e por conseguinte Fr, (t) = (1 — e ¥/2)" t > 0.
Na Tabela 2.1 consideramos um sistema em paralelo com n € {3,5,10,20,100, 500,1000}

componentes e analisamos os valores de Fr,(t) = (1 — e %/?)", ¢t > 0, em instantes temporais
diferentes, para melhor compreendermos o comportamento do maximo de n v.a.r. independentes

e identicamente distribuidas.

n F2(1) F2(100)

3 6.092 x 102 1

5 9.43 x 1073 1

10 8.9 x107° 1

20 7.9 x 107 1
100 | 3.098 x 10~ 1
500 | 2.854 x 107293 1
1000 0 1

Tabela 2.1: Valores da f.d. do tempo de vida de um sistema em paralelo, Fr, (t) = Fp(t), parat =1e
100 e n € {3,5, 10, 20, 100, 500, 1000}.

A Tabela 2.1 evidencia o fato da distribui¢do exata do maximo depender da f.d. comum, que
em aplicagbes praticas é em geral desconhecida, e o fato de quando n — 400 a f.d. de M,, que
obtemos ser degenerada. A obtencdo de uma distribuigdo limite degenerada, ou seja como em
(2.2.3),

) 0 se F(z)<1
lim F"(z) = (2.2.3)
noee 1 se F(z) =1,
equivale a dizer que M,, converge quase certamente para xp, onde xp = sup{z : F(z) < 1} denota
o limite superior do suporte de F'. Na proxima sec¢ao iremos obter um resultado assintético mais
interessante e com maior aplicabilidade do que este.
A distribuicdo exata de uma qualquer estatistica ordinal (e.0.) pode facilmente ser obtida,
para tal consideremos a amostra aleatéria (Xi,...,X,) de X ordenada de forma crescente, que

denotaremos por
Xl:n SXQ:n S Sin S SXnn

X,;.n, representa a i-ésima e.o. (ascendente), X,., 0 maximo e Xi., o minimo. A f.d. de uma
e.0., Fx, () = P(Xin < ), z € R, exige que pelo menos i (quaisquer) das varidveis aleatérias
X} sejam menores ou iguais a x, por outras palavras que haja ¢ ou mais sucessos em n provas de
Bernoulli em que o sucesso é verificar X}, < z, com probabilidade p = P(X} < x) = F(x). Logo,

tendo em conta a fungdo de probabilidade Binomial de parametros n € IN e p €]0, 1], obtemos

Fyx, (@) = P(Xin <) = Y "CiFE@)[L - Pr(@)]" ", «€R, 1<i<n,
k=i

onde "CY, denota as combinagdes de n elementos k a k.

Tal como determindmos o tempo de vida de um sistema cujo tempo de vida é funcéo exclusiva
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dos tempos de vida das suas n componentes usando a distribui¢do do maximo e do minimo, podemos
também determinar o tempo de vida dum sistema usando a distribui¢do duma estatistica ordinal

qualquer. Estes sistemas sao denominados sistemas ¢ — de — n como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 2.2.3 (Tempo de vida de um sistema i — de — n).

Um sistema ¢ — de — n funciona se e s6 se pelo menos funcionarem ¢ das suas n componentes.
O tempo de vida de um sistema i — de — n corresponde assim & i-ésima estatistica ordinal de topo
associada & amostra (T7,...,T,) dos tempos das n componentes, isto é, a Ty, _;t1.,. Assumindo
que os tempos de vida Ti,...,T, sao varidveis aleatérias i.i.d. com f.d. comum Fr, a f.d. de

Ty —it1:n € dada por

FTnffH»l:n (t) = P(Tn—i+1:n < t)

= P(pelomenos n—i+1dasnvar. T; <t)

n

= > "G -Fr@®)]"F, t>0.
k=n—i+1

e a sua funcao de fiabilidade vem

ST7171+1:7L(t) = P(Tn—i-i-l:n > t)

= P(pelo menos i das n v.a.r. T; > t)

n

= Y "Gl - P[P, t>o0.
k=n—i+1

Obtivemos até agora a distribuicdo exata de uma estatistica ordinal, em particular do maximo
e consequentemente do minimo. Convém agora clarificar o que se entende por estatisticas ordinais
centrais e extremais para que melhor possamos perceber a ligacdo entre as estatisticas média, X,

e maximo M,,, Pestana e Velosa (2010).

Definigdo 2.2.1. Dizemos que X;(,)., € uma estatistica ordinal central se e sé se i(n), n —

n

i(n) —— +oo e W 5 4 €0, 1].
n—-+oo n—+oo

Dizemos que Xjn).n, € uma estatistica ordinal extremal se e s6 se @ —+> 1 (estatistica
n—-+oo

ordinal de mdzimos) ou se @ e 0 (estatistica ordinal de minimos).
n—-+0oo

Tendo em conta esta definigio temos, por exemplo, que X,., (miximo), X,_1., (segundo
méximo) e X,,_12., s80 estatisticas ordinais extremais, de méximos. Por outro lado, X7., (minimo)
Xo.,, (segundo minimo) e X7.,, sdo estatisticas ordinais extremais, de minimos. Como exemplos de
estatisticas ordinais centrais temos Xl(n;rl ) © X71(0.9n)+1:m, onde I(a), denota a parte inteira de
a € R.

Uma caracteristica importante das estatisticas ordinais é a sua relacdo com a média amostral
= 1w ‘

Xn =21 Xi. Notemos que
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é uma combinacao convexa das e.o., ou seja,
Xn = E wleim, (224)

onde as ponderagoes w; = %, 1 =1,...,n atribuem igual relevancia a todas as estatisticas ordinais.

A hipdétese sobre a existéncia de segundo momento finito, que consta no Teorema do Limite
Central, garante-nos que as e.o. “centrais” dominam as “extremais” (de méximos e de minimos),
assegurando assim que estas ultimas tém uma influéncia irrelevante no comportamento das somas.

Recordemos que o Teorema do Limite Central estabelece que existem constantes normalizadoras

ou constantes de atragao a,, = ﬁ = V‘ITT[XA >0eb, =p=E[X1] €R, neN, tais que
X, —b
n=o £ L Z~N(01),
(o7 n—-+oo

onde X, = S, /n, ou equivalentemente que todas as varidveis aleatérias i.i.d. com segundo mo-
mento finito estdo no dominio de atragdo da Normal. A distribuicdo Normal tem assim um vasto

dominio de atragao.

Considere-se uma sucessao {X, }nen de varidveis aleatérias i.i.d., com funcdo de distribuigdo
comum F’ e seja X uma varidvel aleatéria ndo degenerada, com funcgao de distribuigao G; se existem
Sp—bn

n

- . L .
sucessoes de constantes {an, fnen € {bn}neN, an > 0, by € R, tais que =2—= —+> X, diz-se que
v n——+0oo

F pertence ao dominio de atracgdo (para somas) de G.

Até ao momento considerdmos sempre a média aritmética simples dada em (), no entanto
podemos considerar médias ponderadas mais gerais, ou seja combinagdes convexas y ., w; X,
com ponderagdes w; > 0, tais que Y .~ w; = 1. Assim, trivialmente percebemos que qualquer e.o.

Xjin, 1 £ 7 < n, pode ser vista como uma média ponderada, uma vez que

n
Xj:n: E wiXi:'ru
i=1

com w; = 1 e w; = 0 para todo 7 # j.

Levanta-se naturalmente a questdo de se a sucessao de médias ponderadas, X;.,, n € IN, sujeita
a uma normalizagdo linear terd também como limite uma f.d. ndo degenerada, em particular o

maximo M,, = X,,.,, ou seja se existem constantes de atracdo a, > 0 e b, € R tais que

Mn_bn L

an n—-+oo

Y,

onde Y é uma v.a. nao degenerada. Procuramos assim saber se para M, sujeito a uma normalizacao

linear se teria como limite em (2.2.1) uma f.d. ndo degenerada, isto é, se
P(a, (M, —b,) < x) —— G(z) (2.2.5)
para alguma f.d. G nao degenerada e constantes de normalizagdo a,, > 0e b, € R, n € IN.

A resposta a questao anterior é dada na préxima secgdo com o Teorema dos Tipos Extremos,

formalmente demonstrado por Gnedenko (1943).
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2.3 Distribuicao assintética do maximo

A caracterizacao da classe de possiveis leis limite para o maximo das n primeiras variaveis de
uma sucessao { X, }new de varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas, sujeito
a uma normalizacdo linear, foi estabelecido num resultado que ficou conhecido por Teorema dos
Tipos Extremos. Este resultado impulsionador da Teoria Classica de Valores Extremos serd o

principal resultado desta seccao.

2.3.1 Teorema dos Tipos Extremos

Comecemos por notar que, atendendo a , () se pode escrever equivalentemente como
F™(anz + by) —2— G(z), (2.3.6)
n—+00

e quando tal acontece dizemos que F' pertence ao dominio de atragdo (para o mdximo) de G e
escrevemos F' € D(G).
A classe de possiveis fungdes de distribuicdo G limite em () pode ser restringida a trés

tipos distintos, como refere o Teorema dos Tipos Extremos a seguir enunciado.

Teorema 2.3.1 (Teorema dos Tipos Extremos). Se a sucessio {Xptnew de varidveis aleatdrias
i.i.d. verifica ) para sucessoes de constantes reais {an > 0}pen € {bn tnen, entdo G é do tipo

de uma das sequintes distribuicoes:
Tipo I (Gumbel): H(x) = exp(—e™), —o0 <z < +00;

0 sex <0
Tipo II (Fréchet): H(x) =
exp(—x~%) sex >0,a > 0;

—(=2)* <0,a>0
Tipo IIT (Weibull): H(z) = exp(—(—2)*) sex <0,a
sex > 0.

Este resultado, impulsionador da Teoria Classica de Valores Extremos, foi obtido por Fréchet
(1927), Fisher e Tippet (1928) e formalmente demonstrado por Gnedenko (1943). A demonstra-
¢ao deste resultado serd apresentada mais adiante, depois de introduzirmos alguns conceitos e
apresentarmos alguns resultados fundamentais & sua demonstragao.

As trés distribuigoes acima ficaram conhecidas como distribui¢oes de valores extremos, e quando
dizemos que G é uma distribuicdo do tipo extremo queremos rigorosamente dizer que G(z) =
H(ax + b), para algumas constantes a > 0, b € R e H uma distribui¢do de Gumbel, Fréchet
ou Weibull. Estas distribui¢oes apresentam comportamentos na cauda muito diferentes, como
podemos observar na Figura @

Constatamos pela Figura @ que a funcao densidade de probabilidade Weibull tem cauda curta
e rp é finito, a de Gumbel tem cauda exponencial e xr € finito ou infinito e a de Fréchet tem

cauda pesada com xp infinito.

Tal como a distribui¢cdo Normal que aparece como limite no Teorema do Limite Central é estavel
para somas também as distribuigoes de valores extremos sao estaveis para maximos. Mais ainda, a

classe de leis limite para o maximo de sucessoes i.i.d. apresentada no Teorema coincide com
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Figura 2.3: Distribuicdes de valores extremos (Gumbel, Fréchet e Weibull) com a = 1.

a classe das distribuigoes max-estaveis, isto é, fungoes de distribuicao G, tais que
G"(apz +b,) = G(x), (2.3.7)

para algumas constantes reais a, > 0 e b,, n € IN. A equagio de estabilidade para méaximos
() equivale a dizer que existem constantes a, > 0 e b,, n € IN, tais que Y";in’b" 4 Y, com
Y. =max{Y7,...,Y,} onde Y}, j =1,...,n, sdo réplicas independentes de ¥ ~ G.

Esta importante caracterizagao das leis limite do maximo de sucessoes i.i.d. é consequéncia
de (R.3.9) e de um resultado relativo a convergéncia de fungoes de distribuicdo, conhecido como

Teorema dos Tipos de Khintchine.

Teorema 2.3.2 (Khintchine). Seja {F,},>1 uma sucessdo de f.d. e G uma f.d. ndo degenerada,

sejam a, >0 e b, constantes tais que

Fo(anz + by) —2— G(x),
n——+00

entdo para alguma f.d. ndo degenerada G, e constantes oy, > 0, B, tem-se
w
Fo(apx + Bp) —— Gi(x)
n—-+oo

se e somente se

-1 -1
anan Ty e e Ay (Bu=ba) T b

para algumas constantes a > 0 e b, e neste caso

G.(z) = Glax + b).

Podemos agora formalizar o que anteriormente dissemos sobre a classe de leis limite para o
maximo de sucessoes i.i.d. apresentada no Teorema coincidir com a classe das distribuigoes

max-estaveis.
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Teorema 2.3.3. (i) Uma f.d. ndo degenerada G é max-estdvel se e sé se existe uma sucessGo
{Fp}nen de fungoes de distribuicio e constantes a, > 0 e b, tais que

Fo(tni + b)) —2— GV¥(z), (2.3.8)

n—-+oo

para cada k=1,2,....
(if) Em particular, se G é ndo degenerada, D(G) € nao vazio se e somente se G for maz-estdvel.

Entao também G € D(G). Assim a classe de f.d. nao degeneradas G que aparecem como leis limite

em ), coincide com a classe de f.d. maz-estdveis.

Como consequéncia dos resultados anteriores temos que uma f.d. nao degenerada G é max-

estavel se, para cada n = 2,3,..., a f.d. G"™ é do mesmo tipo de G, como veremos a seguir.

Coroldrio 2.3.1. Se G é maz-estdvel, entdo existem fungdes reais a(s) > 0 e b(s) definidas para

s >0 tais que
G®(a(s)xz +b(s)) = G(x), (2.3.9)

para todo x € R e s > 0.

Estao reunidas quase todas as condig¢oes para demonstrar o Teorema dos Tipos Extremos, resta
demonstrar que uma f.d. é max-estavel se e s6 se for do mesmo tipo de uma das distribui¢ées de

valores extremos. Para tal precisamos do seguinte lema sobre inversas de fungdes mondtonas.

Lema 2.3.1. (i) Seja v(x) uma fungio nio decrescente continua a direita. Se a > 0, b e ¢ sdo
constantes, e H(z) = (ax +b) — ¢, entdo H 1 (y) = a= (" (y + c) — b), onde ¥~ é a funcio
inversa no intervalo | inf{y(x)},sup{w(z)}[ definida como ¥~1(y) = inf{z : ¥ (z) > y}.

(ii) Para v como em (i), se )=t é continua, entdo = ((z)) = .

(iii) Se G é uma f.d. ndo degenerada, entdo existem constantesyy < y tais que G~ (y1) < G~ (y2)
sao bem definidas (e finitas).

Teorema 2.3.4. Toda a distribuicio maz-estdvel € de um dos tipos extremos definidos no Teorema

.s.]

Reciprocamente, cada distribuicio do tipo extremo é max-estdvel.

Demonstragao: Se G é max-estavel, entdao a igualdade () verifica-se para todo s > 0 e todo

z.S5e 0 < G(z) < 1de () obtemos
—slogG(a(s)x + b(s)) = —log G(x)
< —log(—logG(a(s)x + b(s))) —logs = —log(—log G(z)) (2.3.10)

Da propriedade de max-estabilidade com n = 2 podemos ver que G nao pode ter nenhum
salto em qualquer limite (superior ou inferior) finito do suporte. Assim, a fungdo ndo decrescente
P(z) = —log(—log G(x)) é tal que inf{y)(z)} = —oo, sup{y(x)} = +o00 e portanto temos uma
funcdo inversa U(y) = ¥~ ! definida para todo real y como no Lema . Podemos assim escrever
(2.3.10) como

Pla(s)a + b(s)) — logs = 1(x),
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de modo a que pelo Lema (1) se tenha

U(y + logs) — b(s)

a(s) =U(y).

Subtraindo agora em ambos os membros U(0) = W vem

U(y +logs) — Ulog s
a(s)

=U(y) - U(0),

e escrevendo z = log s, a(z) = a(e®), e U(y) = U(y) — U(0), temos

ou equivalentemente

para todo o real y e z.

Trocando agora y por z e vice-versa em () e subtraindo a equagao () da obtida,
resulta

Uly)(1 —a(2)) = U(x)(1 —a(y)). (2.3.12)

Dois casos sdo possiveis para a(z) e serdo analisados de seguida.

Caso 1: a(z) = 1 para todo z em () obtemos

Uy+2)=Uly) +U(z).

A tnica solucdo mondtona crescente para esta equacdo é simplesmente f](y) = py para algum

p >0, o que equivale a U(y) — U(0) = py ou

Como a funcéo inversa é continua, pelo Lema (1) temos

v =97 (Y(@)) = pi(a) +v
ou equivalentemente ¢ (z) = *2*. Mas ¢(z) = — log(—log G()) e portanto G(z) = exp{—e~(==¥)/r}
quando 0 < G(z) < 1.

Como G nao pode ter nenhum salto em qualquer limite (superior ou inferior) finito do suporte

e ¢ da forma anterior para todo x, entdao é uma f.d. de valores extremos do Tipo I.

Caso 2: a(z) # 1 para todo z em obtemos

U(z)
1—a(z)
U(y) = U(0), constante.

onde ¢ = # 0, uma vez que [7(2') = 0 implicaria U(y) = 0 para todo y, e portanto
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De obtemos agora
c(l—a(y +2)) — (1 —a(z)) = c(1 —a(y))a(z),

o que dé a(y + z) = a(y)a(z). Mas @ é monétona (de ())7 e as Unicas solugoes mondtonas
nao constantes para esta equagido funcional tém a forma a = e”Y para p # 0. Assim vem

Y—1(y) =U(y) = v +c(1 —e),

onde v = U(0). Como — log(—log G(x)) é crescente, U também o é, portanto temos de ter ¢ < 0
se p>0ec>0sep<0.Pelo Lema (ii) vem,

x=1v-1(x)) =v+c(l — e’”l’(m)) =v+c(l—(—logG(z))™"),

donde, para 0 < G(z) < 1,

G(z) = emp{— (1 - x;”>_1/p}.

Novamente, pela continuidade de G em qualquer limite finito do suporte, vemos que G é Tipo II

ou Tipo III, com a = % ou f%, consoante p > 0 (¢ < 0) ou p <0 (¢ >0).

O reciproco é 6bvio, uma vez que, por exemplo, para o Tipo I se tem
(eXp{_e—(az—i-b)})n — exp{_e—(ax+b—logn) }7

ou seja a equagao de max-estabilidade verifica-se. Expressoes semelhantes podem ser obtidas para
os Tipos II e III. O

A demonstracdo do resultado principal deste capitulo, o Teorema dos Tipos Extremos, é agora
quase imediata.
Demonstragdo: (Teorema dos Tipos Extremos) Se se verifica, o Teorema m mostra-nos
que G é max-estavel e portanto, pelo Teorema , é do tipo extremo. O
Mostramos no exemplo seguinte que a distribuigdo exponencial pertence ao dominio de atracao
Gumbel (Tipo I)

Exemplo 2.3.1 (Distribuigdo Exponencial).
Seja X; £ X ~ £(1). Entao

Fx, —mn(z) = Fx,  (r+Inn)=[1- e~ (@tln ”)]”]I]_lnn7+oo[(x)

e *\" x
= (1 > 0 —inntoof () —— exp —e” “Ij_ o joo[(T).

n n—-+oo

Existem assim constantes a, = 1 e b, = Inn, n € IN para as quais se verifica a convergéncia
m para uma f.d. limite de Gumbel. A distribui¢do exponencial pertence assim ao dominio de

atracdo de Gumbel (Tipo I).

A distribuicdo Normal também estd no dominio de atracdo de Gumbel.
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Vimos que o méximo de n varidveis aleatérias i.i.d. ndo é mais do que uma média ponderada e
obtivemos a sua distribuicdo exata e assintética. Apesar da importancia que esta estatistica tem,
a média aritmética simples continua a ser a estatistica amostral com mais relevo na inferéncia
estatistica. Por este motivo ela vai surgindo constantemente ao longo dos varios niveis de ensino,
contudo a prece¢do do seu comportamento por parte dos alunos nem sempre é a mais correta.
Iremos, no que se segue, tentar perceber quais sao as principais dificuldades dos alunos e professores

no ensino-aprendizagem do conceito de média e de alguns temas com ela relacionados.
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Capitulo 3
A média amostral no ensino

3.1 Introducao

Se (X1,...,X,) é uma amostra aleatéria de uma populagao X, entdo Xy, ..., X,, sdo varidveis
aleatérias independentes e identicamente distribuidas. A estatistica média, X, = %Z?:l X,
fundamental em inferéncia estatistica, tem, pelo Teorema do Limite Central, uma distribuicao
aproximadamente normal quando o tamanho da amostra é suficientemente grande, como vimos no
primeiro capitulo. As suas realizacoes, T = %Z?:l x;, resumem de forma simples conjuntos de
dados e por conseguinte aparece desde cedo nos curriculos escolares e é frequentemente usada pela
populacdo no seu dia a dia. O estudo da distribuicdo amostral da média consta dos programas da
grande maioria das unidades curriculares de probabilidade e estatistica no ensino superior.

A simplicidade de calculo de médias, conjuntamente com uma desvaloriza¢io sistemética do
contexto de muitas situagoes de ensino pode dar a alunos e professores a ilusdo que um conjunto
de competéncias é tudo o que é necessdrio para perceber o tépico (Jacobbe e Carvalho (2011)).

Investigagao sobre a compreensao da média por alunos tem sido umas das areas mais exploradas
na investigagdo em educagdo matematica e estatistica (Jacobbe e Carvalho (2011)), existindo uma
vasta literatura sobre esta temética.

Neste capitulo tentaremos perceber quais sdo as maiores dificuldades, apontadas na literatura,
que professores e alunos, dos varios niveis de ensino, sentem no ensino e aprendizagem do conceito

média e temas com ela relacionados, como a sua distribui¢do amostral.

3.2 Perspetiva de professores e alunos

O conhecimento de alguns conceitos de estatistica parecem ser senso comum, ou seja um conhe-
cimento resultante do processo de socializacao, construido com base em experiéncias subjetivas e
formulado em linguagem vulgar frequentemente ambigua. Este conhecimento muitas vezes nao se
traduz em conhecimento cientifico que é um conhecimento que requer uma formacao prévia para
a sua aquisicdo. A iliteracia estatistica é infelizmente uma realidade que afeta muitas vezes néo
s6 os alunos mas também os professores. Em Jacobbe e Carvalho (2011) podemos encontrar uma
vasta revisdo da literatura dos estudos realizados sobre a compreensao que os professores tém das
medidas de localizagdo ou de tendéncia central, média, mediana e moda.

Muitos erros comuns tém surgido a volta de conceitos béasicos de estatistica, nomeadamente das
medidas de localizagdo, média, mediana e moda. Dudewicz e Mishra (1988) destacam trabalhos
de grande qualidade onde estes conceitos s@o mal interpretados, como no livro de Kendall e Stu-
art (1969) onde sao feitas as seguintes afirmagoes: “Uma mnemonica 1til é observar que média,
mediana e moda ocorrem na mesma ordem (ou por ordem inversa) da que aparece no dicionario”
e “Numa populagdo simétrica, a média mediana e moda coincidem”. Estes erros facilmente pas-
sam para os alunos no processo de ensino aprendizagem, contribuindo para o uso erréneo destes
conceitos no dia a dia.

Num estudo de Jacobbe (2012), sobre o conhecimento que professores do primeiro ciclo, dos

Estados Unidos, tém sobre as medidas de localizacao, conclui-se que quando solicitados para des-

33



crever a diferenca entre média e mediana e para apresentar exemplos onde a mediana seja mais
informativa que a média, dois dos trés professores envolvidos no estudo tiveram dificuldades em
explicar o que estas medidas representam. Salienta ainda que os professores ndao possuem a ligacao
entre o procedimento para calcular a média e a mediana e o que estas medidas realmente envolvem
num contexto particular.

Uccellini (1996) exemplifica que se questionarmos um grupo de alunos do ensino bésico so-
bre qual a média dos valores 2, 8, 4, 6, 3 e 7, eles provavelmente responderao 5. Contudo, se
questionarmos os mesmos alunos sobre o que representa o niimero 5 em relagdo aos seis nimeros
apresentados, a resposta mais provavel serd uma explicacao do algoritmo para o calculo da média.
Isto demonstra que os alunos nao adquiriram uma compreensao conceptual da estatistica béasica.

Leavy e Loughlin (2006) indicam que existem dois tipos fundamentais de compreensao da média,
conceptual e processual. Conceptualmente a média é vista como ponto de equilibrio ou centro de
gravidade, representando o conjunto de dados. Processualmente é o valor no qual a soma dos
desvios numa direcao é igual a soma dos desvios na outra direcdo. Para os autores, interpretagoes
da média como distribui¢do equitativa dos dados, ou valor de equilibrio, onde os valores mais
altos compensam os valores mais baixos, demonstram compreensao conceptual do conceito. Como
interpretacoes incorretas da média, professores e alunos dao respostas baseadas no valor méximo,
valor minimo, num dado especifico, na mediana e na moda. Conclusoes semelhantes foram obtidas
por Goodchild (1988), Mokros e Russell (1995), Martins et al. (2009), Gattuso e Mary (1998),
entre muitos outros.

Em relagdo as distribuigoes amostrais, em particular a distribuicdo amostral da média, os
trabalhos de Chance et al. (2004) e Lunsford et al. (2006) destacam as seguintes dificuldades

sentidas por parte dos alunos:
1. nao compreendem que uma distribuicao amostral é a distribuicdo de uma estatistica;

2. nao percebem que uma distribuicao amostral da média é a distribuicao de todas as médias

possiveis para um dado tamanho de amostra aleatoriamente retirada duma populagao;

3. acreditam que a distribuicdo amostral se parece mais com a populagdo a medida que o

tamanho da amostra aumenta;

4. acham que as distribuigoes amostrais para amostras de pequena dimensao variam da mesma

forma que as distribuicbes amostrais para amostras com grande dimensao;

5. nao percebem que a medida que o tamanho da amostra aumenta, a variabilidade das médias

das amostras diminui;

6. confundem as situagoes a aplicar o Teorema do Limite Central ou seja, ndo percebem que a

aproximacgao pela Normal se aplica nalgumas situagoes mas nao em outras.

Estas dificuldades sdo essencialmente causadas pelas metodologias de ensino usadas, o deficiente
conhecimento matematico que alguns alunos acarretam, a sua experiéncia prévia com a estatistica,
a sua area de estudo e sobretudo pela falta de diversidade em atividades, como por exemplo
diferentes visualizagdes (ver Chance et al. (2004)).

Dada a importancia da utilizagdo da média, o seu conceito deve ser passado aos alunos de forma
clara e significativa, o que s6 sera possivel se os professores levarem em conta aspectos didaticos
que facilitem a interpretacao desta estatistica. A seguir veremos algumas estratégias que podem

ser usadas na sala de aulas para consolidar estes conceitos e superar as dificuldades sentidas.
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3.3 Estratégias de ensino e aprendizagem para superacao de

dificuldades

Diversos estudos mostram que os alunos podem até ser capazes de efetuar calculos estatisticos,
mas frequentemente ndo conseguem perceber o processo fundamental ou interpretar os resultados
por detras destes calculos. Portanto, as estratégias usadas para a transmissao desses contetidos
devem ser adequadas, de modo que a sua aprendizagem se possa tornar mais significativa.

Infelizmente, a compreensao de conceitos, como por exemplo da média, por parte de alguns
professores parece muito similar & compreenséo dos alunos (Jacobbe e Carvalho (2011)). Conse-
quentemente, a forma de comecar a ter um impacto na compreensdo dos alunos é de comecar a
investir na compreensao dos professores.

Para ajudar a minimizar as dificuldades existentes no processo de ensino e aprendizagem das
distribui¢des por amostragem, a literatura em educagdo sugere o uso de simulagdes (ver, por
exemplo, Glencross (1988), Lipson (2002), Aguinis e Branstetter (2007) e Lane (2015)). Muitos
destes trabalhos defendem que o uso da tecnologia permite que os alunos estejam diretamente
envolvidos com a construcao dos conceitos, focando-se em todo o processo, em vez de se centrarem
apenas nos resultados finais. Também defendemos que as simulagbes s@o importantes no ensino
das distribuicdes por amostragem, e nao sé, por este motivo no primeiro capitulo usdmos sempre
simulacoes para ilustrar as distribui¢oes amostrais da soma. Os comandos do R, que se encontram
no Apéndice A, podem assim ser utilizados na sala de aula para uma melhor percepc¢do por parte
dos alunos destes conceitos. Os parametros das distribui¢bes podem ser facilmente mudados e os
tamanhos das amostras também.

Glencross (1988) sugere uma atividade pratica e interativa que pode ser usada na sala de aula
para melhor compreensédo das distribui¢des por amostragem, envolvendo para além do computador
a manipulacio de objetos como bolas, tampas, etc. A atividade consiste primeiramente em ter
uma caixa com, por exemplo, bolas numeradas de acordo com uma distribuigdo de frequéncias

especifica. Seguidamente:

1. cada aluno escolhe, aleatoriamente e com reposi¢do, uma amostra de n = 2,5,10 bolas,

regista os nimeros obtidos e calcula a média da amostra;

2. o processo é repetido em toda a turma até que, por exemplo, 100 amostras sejam selecionadas.
Temos assim 100 médias amostrais para amostras de dimensao n = 2,5, 10. Estes resultados

podem ser apresentados em graficos para facil comparacao;

3. calcula-se a média e o desvio padrao das 100 médias amostrais para os diferentes tamanhos

de amostras e os resultados experimentais comparados com os resultados tedricos obtidos.

Salientamos que Glencross (1988) refere no ltimo ponto que os resultados experimentais sdo
comparados aos obtidos por aplicacio do Teorema do Limite Central. Tal é obviamente incorreto,
uma vez que para o tamanho das amostras escolhidas nao sera possivel ver a aproximacdo a normal,
sendo apenas visivel a distribuicdo por amostragem da média. Mais ainda, para o exemplo que
apresenta, que veremos de seguida, nao faz sentido evocar o Teorema do Limite Central pois é a

aditividade da lei normal que aqui estd em causa.

Exemplo 3.3.1. Consideremos uma caixa com 200 bolas, cada uma numerada de acordo com
a distribuicdo apresentada na Tabela 3.1. Esta distribuicdo de frequéncias é aproximadamente

Normal de média 10 e desvio padrao 3.93.
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Nejoj1(2|3(4|65|6 |7 ]|8]9]10]11
Fr 12|34 |7(9|12|15 |18 |19 |20 |19

Ne |12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20
Fr | 18 [ 15 | 12 | 9 7 4 3 2 1

Tabela 3.1: Numero das bolas com as respetivas frequéncias absolutas.

Os alunos retiram as bolas como descrito em cima e calculam a média de cada uma das amostras
obtidas de por exemplo dimenséao 2. Usando, por exemplo a folha de calculo Excel ou outro software
faz-se o grafico da distribuigao de frequéncias das médias obtidas. Incentiva-se os alunos a calcular
a média e o desvio padrdo da amostra de médias calculadas. Seguidamente os alunos podem
constatar pelo grafico que a distribuicao é aproximadamente Normal com média 10 e desvio padrao
3.93/V2 = 2.78.

O exercicio apresentado no exemplo anterior pode ser facilmente reproduzido com valores gera-
dos a partir de outras distribui¢des de probabilidade, bastando para tal usar alguns dos comandos

das simulagbes apresentadas nas figuras do capitulo um, disponiveis em anexo.

Para além das simulagoes, o professor deve seguir os seguintes principios como diretrizes para

o desenho de uma atividade de aprendizagem adequada (Glencross (1988)):

1. fornecer uma boa colecido de exemplos que exemplifiquem os conceitos;
2. assegurar-se de que o conceito se verifica em diferentes situagoes;

3. ter a certeza de que todas as varidveis envolvidas nos conceitos sao vistas a variar.

De modo a enquadrar os temas abordados no ensino, terminamos este capitulo com a analise
dos programas de Matematica do 12 e 22 ciclos do ensino secundério geral e do programa de
Estatistica Aplicada a Educagdo do Instituto Superior de Ciéncias de Educagdo da Huila, de
Angola. A escolha dos programas de Angola prende-se como o fato do autor deste trabalho ser

professor de Matematica neste pais e por conseguinte ser a realidade que melhor conhece.

3.4 Enquadramento no ensino

Nos tltimos anos temos assistido a uma expansao no ensino da estatistica em todos os niveis de
ensino, desde o primeiro ciclo ao ensino universitario. Tal deve-se, por um lado, ao reconhecimento
da importéncia da literacia estatistica, e por outro a disponibilidade de software, que permite

efetuar andlises estatisticas sofisticadas.

Ha muitos estudos que apresentam razoes importantes para o ensino e aprendizagem da estatis-
tica e probabilidades no contexto escolar, salientando que trabalhar temas de estatistica e proba-
bilidades motivantes e proporcionando métodos para lidar com a incerteza, ajudam a compreender
os argumentos estatisticos e a distinguir as utilizagGes corretas de procedimentos estatisticos de
utilizacoes incorretas ou falaciosas e permitem aplicagbes significativas da Matematica a todos os
niveis (Martins et al. (2009)).
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3.4.1 Matematica do 1° e 2° ciclos do ensino secundério geral de Angola

O ensino secundario em Angola é o nivel que sucede o ensino primario, resultantes da divisao
do subsistema do ensino geral, e que prepara os alunos para o ingresso no ensino superior ou no
mercado de trabalho imediatamente ou apés uma formacao profissional complementar. O ensino
secundario é dividido em dois ciclos fundamentais, o primeiro que compreende as 7%, 8 e¢ a 92
classes e o0 segundo ciclo que compreende as 10%, 112 e 122 classes. Os programas de Matematica
destes ciclos de estudos estdo disponiveis no Apéndice B. Vamos analisar apenas os programas
de Matematica das 72, 8% e 11? classes por serem as unicas classes onde sdo tratados temas de

Estatistica.

Estes programas sao elaborados pelo Instituto Nacional de Investigacao e Desenvolvimento da
Educagao (INIDE) do pais, com o objetivo de se alcancar as mesmas metas a nivel nacional. Os
programas de Matematica sdo concebidos de modo a oferecerem ao professor uma visdo global
com um roteiro proposto, ou seja em cada tema sdo colocados a disposicao do professor objetivos,
metodologias, meios de ensino, etc. O professor tem de ser suficientemente criativo e inovador ao
ponto de nao ficar preso apenas nas sugestoes metodoldgicas que sdo previamente concebidas nos

programas e adotar técnicas de acordo com o contexto dos seus alunos em relagdo aos temas.

No programa de Matemética da 7% classe a Estatistica aparece no segundo capitulo. O objetivo
principal deste capitulo é que os alunos sejam capazes recolher e organizar dados. Como pré-
requisito os alunos devem conhecer a moda e a média aritmética. Como podemos ver, o programa
ja sugere que os alunos tenham conhecimentos sobre conceitos que apesar de basicos podem ser

erradamente interpretados como vimos anteriormente.

Na 82 classe avanga-se um pouco mais na organizagio e representacio de dados, sendo abordados
os poligonos de frequéncia e pictogramas, mas nada mais. Constatamos que ha pouca exploracao

dos contetidos de Estatistica no 1° ciclo do ensino secundério em Angola.

Como ja referimos, os programas da 92, 102 e 12? classes nao abordam a Estatistica, analisamos
por isso no 2° ciclo do ensino secundario apenas o programa da 112 classe do curso de ciéncias
fisicas e biologicas. Na 11 classe, o capitulo cinco é dedicado a Estatistica Descritiva, onde no
seu ponto 5.3 se fazem consolidagOes gerais sobre a média, a mediana e a moda. O objetivo
principal do capitulo é que os alunos reconhecam a importancia da Estatistica no desenvolvimento
da capacidade de andlise, de critica e de intervencao nos problemas sociais do quotidiano. No
entanto, sabemos a luz da nossa pesquisa que isso s6 é possivel se os alunos aprenderem estes
conteudos de forma significativa e para tal é necessario que estes conceitos sejam transmitidos com
meios, métodos e técnicas adequadas. Constatamos que os meios de ensino que o programa da
112 classe sugere aos professores sdo o giz, apagador, quadro e régua. Mais uma vez notamos que
nestas circunstancias o espirito criativo do professor é fundamental para um ensino mais efetivo
sobre os conceitos estatisticos abordados. E fundamental nestes ciclos de estudos que os professores
estejam atentos as dificuldades que os alunos tém na compreenséo dos topicos basicos de estatistica

lecionados, algumas das quais foram destacadas na Secgao 3.2.

Ha estudos que referem que a forma de comegar a ter um impacto na compreensao dos alunos
é de comecar a investir na compreensao dos professores, como ji menciondmos anteriormente.
A formacdo de um professor de Matemaética deve assim incluir uma sélida componente tedrica e
pratica na area de Probabilidades e Estatistica. De seguida analisamos o programa, disponivel no
Apéndice B, de uma unidade curricular do curso de formacao de professores de Matemética em

Angola.
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3.4.2 Estatistica Aplicada a Educacao do Instituto Superior de Ciéncias de Edu-

cacao da Huila

O Instituto Superior de Ciéncias de Educacao da Huila (ISCED-Huila) é uma institui¢do uni-
versitaria estatal que se encontra situada na cidade de Lubango, capital da provincia da Huila a
sul de Angola e que foi criado em 1980. As atividades deste instituto séo essencialmente focadas na
formacao de professores do II ciclo do ensino secundério e da licenciatura. O ISCED-Huila dispoe
de catorze cursos de licenciatura e cinco de mestrado e ainda de um centro de investigacdo em
Educacao.

Nesta instituicao, a cadeira de Estatistica aplicada a Educacdo é uma unidade curricular obri-
gatéria com objetivos educativos e instrutivos. Dos objetivos desta cadeira destacamos o de desen-
volver nos futuros professores competéncias para as suas carreiras profissionais e de serem capazes
de explicar os conceitos bésicos associados a Estatistica e Teoria das probabilidades. Isso pressupoe
um ensino com métodos e técnicas sugestivas de modo que os futuros professores possam ter mais
alternativas didaticas e assim os alunos poderem ter uma aprendizagem mais significativa.

No ISCED-Huila os contetidos sobre as distribui¢des amostrais e alguns conceitos ligados a este
tema, estudados neste trabalho comecam a ser abordados na unidade IIT do 22 ano de licenciatura,
no segundo semestre. Nesta unidade, o programa da cadeira de Estatistica Aplicada a Educagao
mostra que se comeca a abordar alguns conceitos basicos como as medidas de tendéncia central,
nomeadamente a média, moda e a mediana, o que significa que os professores do II ciclo a serem
formados nesta instituicdo tém aqui a oportunidade de relembrar estes conceitos. Tal como o capi-
tulo III, os capitulos subsequentes também sugerem conceitos basicos como medidas de dispersao
tais como a variancia, o desvio padrao entre outras. As distribui¢cbes amostrais e o teorema do
limite central sdo abordados no capitulo IX do programa, apesar de ja no capitulo VII ser abordada
a aproximacao da distribuicido binomial pela distribuicdo normal. As simulagdes que apresentamos
no Apéndice A poderiam ser uma mais valia na lecionagdo destes temas e portanto na formacao
dos professores.

Destacamos o fato do programa desta unidade curricular propor métodos em que os professores
expoem os conteudos, apresentam exemplos mas sem levar em conta as simulagoes e atividades
praticas e interativas, que se levadas em conta, ajudarao os alunos a perceberem melhor os conceitos

e nao obstante estardo munidos de mais ferramentas para o futuro como professores.
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Conclusao

Na exposigao ora feita, apenas abordamos a distribui¢do da soma de varidveis aleatérias reais
independentes, onde o resultado principal é o Teorema do Limite Central Lindeberg-Lévy. No
entanto, destacamos o Teorema do Limite Central com a condi¢do de Liapunov para sucessoes de
variaveis aleatérias nao identicamente distribuidas. O Teorema do Limite Central com a condi¢ao
de Lindeberg que apenas exige que a sucessao de somas de varidncias truncadas seja uniformemente
limitada e o de Lindberg-Feller que demonstra que a condi¢do de Lindberg é ndo sé suficiente
como também necessaria. Por dltimo, destacamos o Teorema do Limite Central com condigoes de
permutabilidade das parcelas, ou seja um tipo de dependéncia fraca, de grande importancia na
teoria da amostragem.

Em relagdo a estatistica maximo, apenas abordamos a lei limite do maximo das n primeiras
variaveis de uma sucessao de varidveis aleatorias reais independentes e identicamente distribuidas.
Salientamos que em sucessoes dependentes, nomeadamente sucessoes estaciondrias, a introdugao de
condicoes de dependéncia permitiu, mutatis mutandis, aplicar a teoria de valores extremos obtida
em modelos i.i.d., em particular o Teorema dos Tipos Extremos.

A vasta literatura existente sobre a compreensdo da média e das distribui¢ées amostrais por
alunos e professores consciencializou-nos para o pouco que abordamos sobre este assunto e para
0 quao interessante é este tema. Ficou a vontade de realizarmos um estudo para perceber as

dificuldades sentidas pelos alunos e professores em Angola.
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Apéndice A
Comandos do R para reproduzir as figuras

A.1 Figura 1.1

set.seed(12345)
dim<-50000

ni<-5

n2<-6

n3<-7

p<-0.1
X1<-rbinom(dim,nl,p)
X2<-rbinom(dim,n2,p)
X3<-rbinom(dim,n3,p)

S<-X1+X2+X3

fr<-table(S)/dim

x<-as.numeric (names (fr))
g<-barplot(fr,col="gray99")
lines(g,dbinom(x,n1+n2+n3,p) ,type="h",1lwd=3)

A.2 Figura 1.2

set.seed(12345)
dim<-50000

lambdal<-1

lambda2<-2

lambda3<-3
X1<-rpois(dim,lambdal)
X2<-rpois(dim,lambda?2)
X3<-rpois(dim,lambda3)

S<-X1+X2+X3

fr<-table(S)/dim

x<-as.numeric (names(fr))

g<-barplot(fr,col="gray99")
lines(g,dpois(x,lambdal+lambda2+lambda3) ,type="h",1lwd=3)

A.3 Figura 1.3

set.seed(12345)
dim<-50000



alfail<-1

alfa2<-2

alfa3<-3

lambda<-3
X1<-rgamma(dim,alfal,lambda)
X2<-rgamma(dim,alfa2,lambda)
X3<-rgamma(dim,alfa3,lambda)

S<-X1+X2+X3
hist (S,probability=TRUE,col="gray99",xlab="",ylab="",main="")
curve (dgamma(x,alfal+alfa2+alfa3,lambda) ,add=T,1wd=3)

A.4 Figura 1.4

set.seed(12345)

dim<-50000

alfal<-1

alfa2<-2

alfa3<-3

lamdal<-3

lamda2<-2

lamda3<-1
X1<-rcauchy(dim,alfal,lamdal)
X2<-rcauchy(dim,alfa2,lamda?2)
X3<-rcauchy(dim,alfa3,lamda3)

S<-X1+X2+X3

cuts <- quantile(S,c(.05,.95))

hist(S[S>=cuts[1] & S<=cuts[2]],probability=TRUE,ylim=c(0,0.055),
col="gray99",xlab="",ylab="",main="")
curve(dcauchy(x,alfal+alfa2+alfa3,lamdal+lamda2+lamda3,log=FALSE) ,add=T,1wd=3)

A.5 Figura 1.5

set.seed(12345)
dim<-50000

mul<-1

mu2<-2

mu3<-3

sigmal<-2

sigma2<-3

sigma3<-1
X1<-rnorm(dim,mul,sigmal)
X2<-rnorm(dim,mu2,sigma2)

X3<-rnorm(dim,mu3,sigma3)
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S<-X1+X2+X3
hist (S, probability=TRUE,col="gray99",ylim=c(0,0.115),ylab="",xlab="",
main="")

curve (dnorm (x,mul+mu2+mu3,sqrt (sigmal~2+sigma2~2+sigma3~2)) ,add=TRUE, lwd=3)

A.6 Figura 1.6

set.seed(12345)
dim<-5000
numamostra<-10000
lamda<-2

mat<-matrix(,nrow=dim,ncol=numamostra)
y<-matrix(,nrow=1,ncol=numamostra)
for(i in 1:numamostra){
x<-rexp(dim,lamda)
mat[,i]<-x

y[il<-sum(mat[,i])

Z<-(y-dim*(1/lamda))/(sqrt(dim*(1/lamda~2)))
hist(Z, probability=TRUE, col="gray99",xlab="",ylab="",ylim=c(0,0.4) ,main="")
curve (dnorm(x) ,add=TRUE, 1wd=3)

A.7 Figura 1.7

set.seed(12345)
n<-50
p<-0.4

k<-seq(1,n,by=1)

plot(k,dbinom(k,n,p) ,type="n",xlab="",ylab="")
lines(k,dbinom(k,n,p) ,type="h",col="gray")

curve (dnorm(x,n*p, sqrt (n*p*(1-p))) ,add=TRUE,1wd=3)

A.8 Figura 1.8

set.seed(12345)
n<-50
lamda<-2

k<-seq(0, 2*n*lamda, by = 1)

plot(k,dpois(k,n*lamda) ,type="n",xlab="",ylab="")
lines(k,dpois(k,n*lamda) ,type="h",col="gray")

curve (dnorm(x,n*lamda, sqrt (n*lamda)) ,add=TRUE, 1lwd=3)

45



A.9 Figura 1.9

set.seed(12345)
dim<-5000
alfa<-50
lamda<-2

G<-rgamma(dim,alfa,lamda)
hist (G,probability=TRUE,col="gray99",ylab="",xlab="",
main="")

curve(dnorm(x,alfa/lamda,sqrt(alfa)/lamda) ,add=TRUE, 1wd=3)

A.10 Figura 2.3

library(evd)

x<-seq(-4,4,0.1)

plot(x,dgumbel (x,0,1) ,type="1", 1lty=3,ylab="Densidade",ylim=c(0,1))
lines(x,dfrechet(x,0,1,1),1wd=2.5,1ty=2)

lines(x, drweibull(x,0,1,1),1wd=2.5)
legend("topright",legend=c("Gumbel","Fréchet","Weibull") ,bty="n",
lwd=c(1,2.5,2.5),1ty=c(3,2,1))

46



Apéndice B
Programas

B.1 Matematica do 12 e 22 ciclos do ensino secundario geral

de Angola
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72, 82 E 92 CLASSES

INTRODUCAO GERAL DA MATEMATICA
NO 1° CICLO DO ENSINO SECUNDARIO

A disciplina de Matematica contribui para a realizacdo dos objectivos
gerais da formacao da jovem geracgdo através de meios especificos da ciéncia
Matematica.

Sendo assim, a Lei de Bases do sistema nacional define o sistema educativo
como um conjunto de estruturas e modalidades, através da qual se realiza a
educagdo tendente a formagdo harmoniosa e integral da personalidade, com
vista a consolidagao de uma sociedade progressiva e democratica.

Neste programa, os conteudos apresentam-se por classe, proporcionando
ao(a) professor(a) uma visao global, seguida com o roteiro proposto, isto é,
para cada subtema: pré-requisitos, objectos, conteidos, meios, sugestdes
metodoldgicas, tempo e instrumentos de avaliacao.

Das sugestdes dadas, o(a) professor(a) escolhera as que lhe parecam mais
oportunas e adequadas.

Neste programa desenvolveu-se um s6 subtema bdsico, dando assim ao(a)
professor(a) uma ideia de que como desenvolver a planificagdo da sua aula.



PROGRAMAS DE MATEMATICA

OBJECTIVOS GERAIS DA MATEMATICA
NO 1° CICLO DO ENSINO SECUNDARIO

O ensino da Matematica devera desenvolver nos alunos:
» A capacidade de utilizar a linguagem matematica para comunicar ideias;

» A capacidade de aplicar conhecimentos na resolu¢do de problemas do
quotidiano, da Matematica e de outras disciplinas;

» A capacidade de raciocinar e analisar;
» O conhecimento e compreensdo de conceitos e métodos;

» Uma atitude positiva em relacio a Matematica por promover a sua
autoconfianga na resolucdo de problemas matematicos;

» A perseveranca e o cuidado postos na realizacao das tarefas e a cooperacgao
no trabalho;

» As capacidades mentais gerais;
» A capacidade criadora e a imaginacao;

» O pensamento matematico na formagao politica, ideoldgica e intelectual.






72 Classe

Programa da Disciplina



72, 82 E 92 CLASSES

OBJECTIVOS DA MATEMATICA NA 72 CLASSE

» Reconhecer e aplicar as leis da formac¢do dos termos de uma sequéncia;

» Compreender e aplicar a decomposi¢do dos numeros em factores primos;
» Compreender e aplicar o M.d.c. e 0 M.m.c. de dois numeros;

» Conhecer e aplicar as poténcias de expoente inteiro de um nuimero inteiro;

» Conhecer e aplicar a sequéncia dos nimeros racionais representados sob
diversas formas;

» Compreender as operagdes com nimeros racionais;
» Determinar o valor numérico de expressdes com variaveis;

» Resolver equacdes utilizando os principios de equivaléncia das equagdes do
1° grau com uma incognita;

» Recolher e organizar informagdes;

» Compreender a construgao das tabelas de frequéncia e graficos circulares;
» Conhecer, em situagdes concretas, as posi¢oes relativas das rectas;

» Conhecer os triangulos;

» Conhecer as relagdes entre elementos dum triangulo;

» Conhecer os critérios de semelhanca e de igualdade dos triangulos;

» Compreender e aplicar conhecimentos da geometria na resolu¢do de
problemas geométricos;

» Compreender e aplicar as nog¢des de dreas e volumes de sélidos e de objectos
da vida real;

» Aplicar conhecimentos sobre os perimetros, dreas e volumes;

» Conhecer, em situagdes concretas, as posicoes relativas de rectas e de planas.



PROGRAMAS DE MATEMATICA

DESENVOLVIMENTO DOS CONTEUDOS POR TEMA

Tema A - Numeros e operacgoes

Subtema 1 - Amplia¢ao dos conhecimentos sobre:
1.1. Sequéncia de numeros;
1.2. M.d.c. e M.m.c. de dois ou mais nimeros.

Subtema 2 - Numeros racionais absolutos: *

2.1.
2.2.

2.3.
2.4.
2.5.
2.6.
2.7.

Multiplicagdo de niimeros racionais absolutos;
Propriedades comutativa, associativa e distributiva da
multiplicacdo em relacgdo a adi¢do e subtraccio;

Quadrado e cubo de um numero;

Poténcia de um namero;

Expressdes numéricas que envolvam os sinais +, - , x e ( );
Divisdao de nimeros racionais;

Expressdes numéricas que envolvam os sinais +, - , X, : e ().

Subtema 3 - Numeros inteiros relativos:

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.

Representacao dos numeros inteiros relativos;
Comparagao dos numeros inteiros relativos;

Valor absoluto de niimeros inteiros;

Adigdo e subtracgdo de nimeros inteiros relativos;
Multiplicagdo e divisdo de nimeros inteiros relativos.

Subtema 4 - Numeros racionais relativos. conjunto Q: *

4.1.
4.2.
4.3.
4.4.
4.5.
4.6.
4.7.
4.8.

Representacdo na recta dos niumeros racionais relativos;
Relagdo de ordem entre niimeros racionais relativos;
Adicao e subtraccao em Q;

Multiplicagdo e divisao em Q;

Valores aproximados de numeros racionais;
Propriedades das operagoes em Q;

Potenciacdo em Q (m, m € Q e k € /N);

Expressoes com varidveis.

Subtema 5 - Equagdes do 1° grau:

5.1.
5.2.
5.3.

Raiz ou solu¢ao de uma equacao;
Equagoes equivalentes;
Resolucao de equagdo do 1° grau com uma incégnita.

......................................................................... 65 Aulas



72, 82 E 92 CLASSES

Sugestoes metodologicas:

Ao abordar o tema A - Numeros e operacdes, o(a) professor(a) deve ter em
conta os pré-requisitos do(a) aluno(a). O tema parece vasto, mas a maioria dos
assuntos tratados sio do conhecimento do(a) aluno(a). O tema ¢é subdividido
em subtemas. Entre eles, uns sdo basicos e requerem um tratamento adequado,
e os temas basicos estdo apresentados com um asterisco. Sugere-se que, através
de exercicios e actividades, o(a) aluno(a) seja levado a evocar os assuntos ja
conhecidos. Assim, o(a) professor(a) ficara a saber quais os conhecimentos e
quais as dificuldades de aprendizagem.

Devera insistir particularmente nos conteudos que apresentam maior
dificuldades aos alunos.

O tratamento da sequéncia far-se-a a partir de situagoes simples como esta:
escreva de forma ordenada crescente ou decrescente os multiplos ou divisores de
um numero.

Tratar o M.d.c. e M.m.c. de dois ou mais numeros, partindo da interseccao dos
divisores comuns ou dos multiplos comuns, respectivamente.

Mais tarde, introduzir-se-a o calculo do M.d.c. e do M.m.c. de nimeros por
meio da decomposic¢do em factores primos.

A determinacao das areas de algumas figuras geométricas, divididas em partes
iguais, pode servir de base a descoberta da regra para multiplicar niimeros
representados por fracgoes.

A descoberta das propriedades das operagdes com os numeros racionais
absolutos podera fazer-se a partir de actividades ligadas ao calculo, que permitam
verificar as propriedades.

O calculo dos valores das expressdes numéricas podera ser feito do seguinte
modo: Antes da multiplicacdo, envolver apenas os sinais +, -,: e ().

Depois da multiplicagdo envolver +, -, x e (), depois de tratar a divisao, e logo
a seguir calcular as expressdes numéricas com +, -, X, : e ().

Introduzir a divisao por meio da propriedade da invariancia do quociente
quando o dividendo e o divisor sao multiplicados pelo mesmo nimero diferente
de zero.



PROGRAMAS DE MATEMATICA

Exemplo:

5:4=(5x7):(4x7)
6 7 (6x4) (7 4)
=(5x7):1

(6x4)

=(0)x(7)
6) (4)

Introduzir os numeros relativos inteiros, partindo de situacdes concretas,
que levem os alunos a corresponder a necessidade de utilizar nimeros novos.
Exemplos:

Pontos do globo terrestre situados acima do nivel médio do mar e abaixo do
nivel médio.

Com os valores das temperaturas abaixo de zero, os alunos podem, também,
realizar pequenos trabalhos escritos sobre a introdu¢do dos niumeros negativos
através de jogos (envolvendo ganhos e perdas, receitas e despesas, deslocamentos
para cima e para baixo, etc.).

Utilizar os pré-requisitos das operagcdes com os numeros inteiros relativos
e com os numeros racionais absolutos para introduzir os nimeros racionais
relativos.

As propriedades das operagdes com os numeros racionais serdo feitas em
paralelo com a verificagdo das propriedades das operacoes com os numeros
inteiros relativos.

O estudo das equagdes € o prolongamento do estudo de varidveis. Para estudar
as equagdes poderdo partir de uma situagdo problematica simples, como por
exemplo «qual o lado de um quadrado cujo perimetro e a drea se exprimem pelo
mesmo numero». Uma tal pergunta fara surgir uma equagdo que os alunos irdo
resolver por tentativas, discutindo e confrontando ideias.

A descoberta das regras para a resolucdo de equagdes pode também surgir
da comparacdo dos diferentes processos usados para encontrar as solucdes, por
exemplo da equagdo: 3x + 9 = 18.
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Poderao resolver também equagdes do tipo 1 x 1 = 3.

Se achar oportuna através da generalizacdo de um problema o(a) professor(a)
fara surgir os primeiros exemplos de equagdes literais.

Tema B - Estatistica

Subtema 1 - Aprofundamento dos conhecimentos da 6 Classe:
1.1. Recolha, organizacao e interpretacao de dados;
1.2. Tabelas;
1.3. Frequéncia absoluta;
1.4. Medidas de tendéncia central (moda, média e mediana);
1.5. Gréficos.

Subtema 2 - Frequéncias absolutas acumuladas.

Subtema 3 - Frequéncia relativa:
3.1. Graficos.

TemMPO ... 65 Aulas

Sugestoes metodologicas:
A Estatistica ¢ um conteiido novo nos nossos programas e requer uma atengao
particular.

A introdugdo dos seus conteidos deve merecer uma boa preparacao da parte
do(a) professor(a) para nao criar um desagrado que podera provocar o repudio
deste tema. Para motivar os alunos, deve partir de situacdes reais para cada
um dos conteudos (noticias de jornal, nimero de alunos fora do sistema em
relagcdo ao niumero total de individuos das respectivas faixas etarias, aumento do
custo da vida, as producgdes, as importacdes, as vendas, os aproveitamentos e as
reprovacoes dos alunos duma escola etc.).

Tema C - Geometria

Subtema 1 - Semelhanca de poligonos:
1.1. Ampliagdo e redugdo de figuras;
1.2. Razao de semelhanga;

12 —
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1.3. Nogao de poligonos semelhantes;
1.4. Semelhanca de tridngulos:
1.4.1. Critérios de semelhanca;
1.4.2. Razdo entre perimetros de triangulos semelhantes.

Subtema 2 - Angulos:
2.1. Angulos verticalmente opostos;
2.2. Angulos de lados paralelos;
2.3. Soma dos angulos internos de um triangulo; *
2.4. Angulo formado por duas rectas paralelas intersectadas por
uma secante. *

Subtema 3 - Tridngulos:
3.1. Relagdes entre os lados e os angulos;
3.2. Desigualdade triangular;
3.3. Critérios de igualdade de triangulos. *

Subtema 4 - Geometria no espaco:
4.1. Solidos com faces triangulares e quadrangulares.

Subtema 5 - Areas e volumes de solidos:
5.1. Area lateral e total de uma piramide;
5.2. Volume da pirdmide;
5.3. Area lateral e area total do cone;
5.4. Volume do cone.

TemMPO ..o 45 Aulas

Sugestoes metodologicas:

A abordagem intuitiva da nogdo de semelhanca podera ser feita recorrendo aos
exemplos de vida quotidiana, com objectos da mesma forma, mas de tamanho
diferente.

(Pratos de mesa, tigelas, pacotes de vinho, moedas, etc.). O(a) professor(a)
podera levar os alunos a chegar a nogao de semelhanga.

» A partir de medidas dos didmetros dos objectos semelhantes, chega-se a
razdo de semelhanca.
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» A desigualdade triangular podera ser estudada confrontando as medidas
dos lados de triangulos, comparando a soma das medidas de dois lados com
o terceiro e concluir-se-a4 que «em todo triangulo, o comprimento de um
lado é sempre menor ao comprimento da soma de dois outros». Com essa
conclusao, pode decidir-se se pode construir ou ndo um triangulo dados os
comprimentos dos trés lados.

> Os critérios de igualdade de tridngulos poderao ser dados de forma intuitiva
com base na construgdo de tridngulos. O(a) professor(a) tera de organizar
actividades de construgado de tridngulos, dando trés elementos, e comparar
os varios tridngulos obtidos.

» Os angulos verticalmente opostos tém que ser entendidos como angulos
opostos pelo vértice, cujos lados sdo prolongamentos de uns e dos outros.

» As relagdes entre os angulos de lados paralelos sdo tratadas com base na
experimentagao.

» A partir delas, os alunos poderao acompanhar a justificagdo das propriedades
relativas ao angulo externo e a soma dos dngulos internos de um triangulo.

» As nogdes destes angulos vao aparecer naturalmente.
Este tema pode tratar-se antes do Tema B e Estatistica.

Avaliacao:

No ensino, a avaliacdo assume caracter eminentemente formativo, devendo
favorecer a progressao pessoal e a autonomia como parte integrante do processo
ensino/aprendizagem, permitindo ao aluno implicar-se no proprio processo e
ao(a) professor(a) controlar melhor a sua pratica lectiva.

A avaliagdo do processo do(a) aluno(a) devera ser sistematica e continua, quer
em relacdo aos processos utilizados, quer em relagdo aos resultados obtidos.

A avaliagdo arealizar ao longo de cada ano deve ser prescrita e ndo deve assumir
um cardacter definitivo que discrimine desde logo o(a) aluno(a), impedindo de
alcangar sucesso no imediato e, porventura, no seu futuro escolar.
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Uma avalia¢do que contemple todos os dominios de aprendizagem e respeite
o ritmo do(a) aluno(a), implica uma escolha adequada de formas e instrumentos
de avaliagdo. Assim, podem constituir formas de avaliacao trabalhos individuais
ou de grupo, discussdes e debates, exposicdes, entrevistas, trabalhos de casa,
assim como o caderno diario.

Para avaliar a capacidade de resolucao de problemas, o(a) professor(a)
recolhera informagdes sobre os progressos verificados nas diferentes fases a
considerar durante o processo. Podera ser pedido aos alunos que entreguem
pequenos relatorios onde descrevem, nao so6 a sua resolugdo do problema, como
igualmente a descricdo de todo o processo percorrido, abordagem seguida,
dificuldades, avangos, recuos, razdes justificativas das opg¢des tomada, entre
outros.

A avaliacao da capacidade de comunicacao em Matematica faz-se observando
o modo como o(a) aluno(a) descreve processos, enuncia propriedades,
expressa conceitos, formula problemas, compreende e avalia ideias expressas
em Matematica, devendo o(a) professor(a) estar particularmente atento(a) ao
desenvolvimento da clareza, precisao e adequacao da linguagem utilizada. Devem
ser pedidas ao longo do ano frequentemente argumentagdes/descrigdes escritas e
orais relativas a processos matematicos seguidos pelos alunos.

Os trabalhos desenvolvidos deverdao ser igualmente considerados para a
avaliacdo. Esta podera ter em conta, quer produgdes realizadas em grupos, quer
trabalhos complementares individuais.

Tema A - Numeros e operacgoes
Subtema 1.1. Sequéncias de naumeros

Objectivo geral:
» Conhecer as leis da formac¢ao dos tenhas de uma sequéncia.

Pré-requisito:
» Conhecer os nimeros e as operagdes.

Objectivos especificos:

» Continuar o estudo de sequéncias simples de numeros de multiplos de
numeros;

» Descobrir a lei da formacao de sequéncia.
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Conteudo:
1. Sequéncias de numeros.

Meios:

» Quadro, giz e caderno.

Sugestoes metodologicas:

» Nas sequéncias de nimeros podem-se fazer perguntas do seguinte tipo:
“Como encontrar a lei de formagdo de uma sequéncia”

Instrumentos de avaliagao:
» Resolucdo de exercicios sobre as sequéncias.

Tema A - Numeros e operagoes
Subtema 2.3. Quadrado e cubo de um numero

Objectivo geral:
» Conhecer o quadrado e o cubo de um numero.

Pré-requisito:
» Conhece a multiplicagao.

Objectivos especificos:
> Elevar um nimero ao quadrado;

» Identificar o numero em que é dado o quadrado ou cubo.

Conteudo:
2. Quadrado e cubo de um numero.

Meios:
» Quadro, giz e caderno.

Sugestdes metodoldgicas:
» Escolher das sugestdes metodoldgicas do tema, as mais adequadas a este
conteudo.

TemPoO ... 2 Aulas

Instrumentos de avalia¢ao:
» Resolugdo de exercicios sobre as sequéncias.

—
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Tema A - Numeros e operacgoes
Subtema 2.4. Poténcia de um numero

Objectivo geral:
» Calcular a poténcia de um ntimero.

Pré-requisito:
» Conhecer os quadrados e cubos de um numero.

Objectivos especificos:
» Elevar qualquer nimero a uma poténcia;
» Reconhecer a poténcia e a base.

Conteudo:
3. Poténcia de um ntmero.

Meios:
» Quadro, giz e caderno.

Sugestoes metodoldgicas:
» Trabalhar da mesma forma que na elevagdo ao quadrado e ao cubo de um
numero.

Instrumentos de avaliac¢io:
» Prova oral e escrita sobre esta matéria.

Tema A - Numeros e operacgoes
Subtema 3 - Numeros inteiros relativos

Objectivo geral:
» Conhecer a sequéncia dos nimeros racionais sob diferentes formas.

Pré-requisitos:

» Conhecer nimeros inteiros positivos;

» Apresentar os nimeros inteiros numa recta numeérica;
» Conhecer o conceito de comparacao.
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Objectivos especificos:

» Definir nameros inteiros relativos;

» Representar numeros inteiros relativos;

»  Reconhecer numeros inteiros relativos;

» Representar na recta numérica nimeros relativos;

» Alterar a ordenacdo dos numeros relativos numa recta;
» Comparar dois ou mais numeros relativos;

> Ordenar uma série de numeros relativos.

Conteudos:
Numeros inteiros relativos;

2. Representar numeros relativos numa recta numérica;
TemMPO ..o 1 Aula

3.1. Comparagdo dos numeros inteiros relativos;
3.2. Ordenagao de nimeros inteiros relativos
TeMPO ..o 2 Aulas

Meios:
» Quadro, giz e caderno.

Sugestdes metodoldgicas:

» Escolha das sugestdes metodologicas do tema, as mais adequadas a este
conteudo.

» A comparag¢io e a ordenagao podem ser feitas escrevendo os niimeros numa
recta numerica.

Instrumentos de avaliac¢io:
» Observacao.
» Resolugdo de exercicios orais e escritos.

Tema B - Estatistica
Subtema 1.1. Recolha e organiza¢ao dos dados

Objectivo geral:
» Organizar dados numa tabela.

—
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Pré-requisito:
» Conhecer a moda e a média aritmética.

Objectivos especificos:
» Ordenar dados relativos a altura, idade e peso dos alunos;
» Colocar dados numa tabela.

Conteudo:
» Organiza¢ao de dados.

Meios:
» Metro e balanga.

Sugestoes metodoldgicas:

» A recolha dos dados relativos, por exemplo, a altura ou peso dos alunos,
tempo gasto de casa a escola, hora de televisdo a que assiste, bem como
outras recolhidas em jornadas, empresas, etc., poderdo constituir pontos de
partida para a realizagdo dos dados.

Tempo ... 3 Aulas

Instrumentos de avaliag¢ao:
» Observacao.
» Preenchimento de tabelas.

Tema C - Geometria
Subtema 2.2. Critérios de igualdade de triangulos

Objectivo geral:
»  Compreender os critérios de triangulos.

Pré-requisitos:
» Observacao;
» Provas orais e escritas.

Objectivos especificos:

» Reconhecer através dos dados, dois triangulos geometricamente iguais;

» Identificar angulos de dois triangulos geometricamente iguais;

» Reconhecer que dois tridngulos geometricamente iguais quando tém dois
lados e um angulo adjacente iguais.
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Conteudo:
1. Critérios de igualdade de tridngulos.

Meios:
» Régua, compasso, transferidor, quadro, giz e caderno.

Sugestoes metodoldgicas:

» Os critérios de igualdade de triangulos serdo dados de forma intuitiva com
base na construgado de triangulos;

» O(a) professor(a) pode pedir aos alunos para desenhar um triangulo dando
dois ou trés elementos, comparar varios triangulos obtidos;

» Os critérios de igualdade poderdo ser apresentados como condi¢des que,
garantindo as igualdades de triangulos, vao ser utilizadas frequentemente na
justificacdo de racionais sobre figuras.

Instrumentos de avaliag¢ao:
» Observacao.
» Provas orais e escritas.



82 Classe

Programa da Disciplina



22

72, 82 E 92 CLASSES

OBJECTIVOS GERAIS DA MATEMATICA NA 82 CLASSE

>

>

Compreender a notagdo cientifica de poténcias de 10;
Compreender a resolucdo de equagdes do 1° grau;

Compreender tabelas e graficos de fungdo do tipo x -> kx + b;
Conhecer a composi¢do e decomposicao de figuras geométricas;
Aplicar a composicao e a decomposicao de figuras geométricas;
Conhecer rectas perpendiculares a planos e planos perpendiculares;

Compreender tabelas e graficos relativos a situagdes representaveis por
funcoes;

Compreender a decomposi¢do de um triangulo rectangulo;

Compreender a recolha de dados.
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DESENVOLVIMENTO DOS CONTEUDOS POR TEMA
Tema A - 7.1. Numeros e operacdes

7.1.1. Poténcias:
» Poténcia de expoente inteiro negativo a™;
» Poténcia de base 10 de expoente inteiro negativo.

7.1.2. Operagdes com polinomios:
» Monomios e Polinomios;
» Adicao de monomios e polinomios;
» Simplificagdo de expressdes com parénteses;
> Multiplicagao de mondmios e polinémios;
» Disjun¢ao de condigdes e reunides de conjuntos;
» Casos notaveis da multiplicagdo de bindmios;
» Decomposicao de polinomios em factores.

7.1.3. Equagdes do 1° grau a uma incdégnita:
» Equagdes literais;
» Equagdes do 2° grau;
» Lei de Anulamento de produto.

Tempo ... 40 Aulas

Sugestoes metodologicas:

O conhecimento de poténcia de expoente inteiro permitird explicitar novas
relagdes entre nimeros, podendo propor varios exemplos como poténcia de base
10, como poténcia de base + ou ainda que enquadrem um nimero entre duas
poténcias consecutivas da mesma base.

Interessa-nos sobretudo o cédlculo com poténcias de base 10, a escrita de
numeros em notac¢do cientifica e a sua utilizacdo para interpretar e comparar
numeros e grandezas fisicas.

Para a introdugao do estudo de equagdes do grau superior ao 1° propde-se aos
alunos que resolvam uma equac¢io comegando com alguns problemas.

Os polinémios a usar deverao ser do primeiro e do segundo grau e apenas
numa variavel. A disjuncdo de condi¢des aparecera ligada a Lei do Anulamento
do produto, chamando-se a aten¢ao para o facto de que a disjungdo de condigdes
corresponde a reunido dos conjuntos solugao.
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A decomposic¢ao de polindmios em factores devera incidir sobre situagdes em
que seja apenas necessario por um factor em evidéncia ou utilizar directamente
um dos casos notaveis.

Tema B - 7.2. Func¢des

7.2.1. Nocao de correspondéncia;
7.2.2. Conceito de funcio;
7.2.3. Representacao de fungdes através de tabelas;
7.2.4. Funcdo definida por uma expressao analitica;
7.2.5. A proporcionalidade directa como fun¢do x = k x
» Grafico da fungaox = k
» Grafico da fungdiox = kx+Db

Tempo ... 18 Aulas

Sugestdes metodologicas:

Partindo de exemplos concretos, o(a) professor(a) esclarece o conceito de
funcao. Podera também apresentar fungdes recorrendo a diferentes tipos de
representacdo grafica, analitica e em linguagem corrente, procurando que os
alunos comecem a traduzir de uma linguagem para outra.

As fungdes ligadas a fisica, a geometria e a vida real ajudarao os alunos a
compreender a amplitude deste conceito.

Os alunos devem tragar varios graficos de fungdes do tipox * kxex = kx +
b e destacar o papel de k como o declive da respectiva recta.

Tema C - 7.3. Geometria

7.3.1. Decomposic¢io de figuras:
» Decomposi¢ao de um poligono em triangulos e quadrilateros;
» Decomposi¢ao de um triangulo por uma mediana;
» Decomposi¢do de um triangulo rectangulo pela altura relativa a
hipotenusa;
» Equivaléncia de poligonos; area do trapézio.

7.3.2. Teorema de Pitagoras:
» Demonstracdo e aplicagdes.

7.3.3. Perpendicularidade entre recta e plano.
Perpendicularidade de dois planos.

—
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7.3.4. Lugares geométricos: circunferéncia, circulo, superficie e esfera:
» Mediatriz de um segmento de recta;
» Circunferéncia;
» Conjungdo de condi¢des e intersec¢do de conjuntos.

7.3.5. Translagdes:
» Introduc¢do do conceito de translagao;
» Imagem de uma figura numa translagdo dada;
» Propriedades das translacoes.

7.3.6. Vectores:
» Nocdo de vector;
»  Composicao de translacoes; adi¢do de vectores.

Tempo ... 56 Aulas

Sugestoes metodologicas:

Nas primeiras actividades de composicio a apresentar, podera recordar
exemplos que se podem recortar. Pode decompor-se um triangulo noutros
triangulos. Construir um paralelogramo equivalente a um triangulo, um trapézio
e relacionar as formulas das dreas.

O Teorema de Pitdgoras pode verificar-se partindo da decomposi¢ao do
quadrado. E oportuno neste momentos o uso de termos como: hipotese, tese,
teorema e demonstragao.

A perpendicularidade entre rectas e planos e entre planos pode introduzir-se a
partir do exemplo de uma sala, uma mesa com pernas prismaticas, etc.

Os critérios de semelhanca de tridngulos também serdo dados de forma
intuitiva, com base na construcdo. Da semelhan¢a de triangulo podem tirar
conclusoes sobre o paralelismo.

As propriedades das translagdes serdo verificadas experimentalmente e usadas
para relacionar figuras entre si. O conceito de vector surgira naturalmente quando
se pretender uma translacao de uma figura sem apoio de uma quadricula.

Obs.: O Teorema de Pitagoras mantém-se na 8* Classe, pois ird so ser
trabalhado sobre a raiz de quadrados perfeitos.
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Tema D - 7.4. Estatistica

7.4.1. Organizacao e representacao de dados:
» Poligonos de frequéncia;
» Pictogramas.

7.4.2. Interpretacao da informacao.
Tempo ... 6 Aulas

Sugestoes metodologicas:

Devera propor-se uma actividade de organizagao, representacao e interpretacao
de dados, estudando casos diferentes, relacionados sempre que possivel com os
interesses dos alunos.

Sao de referir dois tipos de pictogramas:
»  Ampliagdo de uma figura;
» Repeti¢do de uma figura.

Os alunos deverao ser solicitados a comunicar sob diversas formas como por

exemplo: através de uma exposi¢ao oral, de um trabalho escrito, da organizagao
de um placard, etc.

26 -—
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OBJECTIVOS GERAIS DA MATEMATICA NA 92 CLASSE

» Ser capaz de distinguir os numeros racionais dos irracionais, relacionando-
os com dizimas infinitas.

» Relacionar numeros reais com as dizimas.

» Ser capaz de comparar nimeros reais.

» Ser capaz de representar niimeros reais numa recta real.
» Saber calcular em ‘R.

» Compreender os intervalos dos nimeros reais assim como a interseccao e a
reunido de intervalos.

» Conhecer os principios de equivaléncia para resolucao das equagdes do 1°
grau a duas incognitas.

» Ser capaz de interpretar geometricamente as solugdes.
» Conhecer sistemas de duas equagdes do 1° grau a duas incdgnitas.

» Conhecer os métodos de resolugdo do sistema de duas equagdes do 1° grau
a duas incdgnitas.

» Ser capaz de interpretar geometricamente o conjunto de solugao.

» Conhecer e saber resolver inequagdes do 12 grau a uma incégnita.

» Ser capaz de identificar se um niimero ¢ solu¢do de uma inequagao.

» Ser capaz de interpretar e de analisar as solu¢des de uma equagao do 2° grau.

» Conhecer as regras de resolu¢do da equagao do 2° grau nomeadamente a lei
de anualmente, a férmula resolvente.

» Ser capaz de decompor um binémio ou trindmio em factores com vista a
resolucdo de equacdes.

» Ser capaz de resolver inequagdes do 2° grau.
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Ser capaz de discutir e de apresentar argumentos, o processo usado na
resolugdo de um problema.

Reconhecer situagbes de proporcionalidade inversas apresentadas de
diferentes formas indicando a constante de proporcionalidade.

Saber ler e interpretar dados, construir tabelas e graficos relativos a situages
representaveis por fungdes da forma:

x—)%(_K>O e x>0)ex—ax+b

e relacionando os com os tipos de proporcionalidade estudadas.
Compreender tabelas e graficos a partir da observacao de dados.
Analisar informacgao contida em graficos que lhe sejam fornecidos.
Conhecer as razdes trigonométricas de um dado dngulo agudo.

Ser capaz de determinar uma razao trigonométrica de um angulo agudo
conhecendo outra.

Saber aplicar as formulas fundamentais das relagdes trigonométricas.

Ser capazes de procurar estratégia adequada para determinar distdncias dos
locais inacessiveis, altura de edificios.

Ser capaz de resolver problemas que envolvam razdes trigonométricas.
Compreender amplitudes de angulos ao centro.

Compreender relagées existentes entre arcos, cordas, tangente e raios.
Compreender as simetrias do circulo.

Conhecer as amplitudes dos dngulos internos e externos de poligonos
CONVeXos.
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DESENVOLVIMENTO DOS CONTEUDOS POR TEMA
Tema A - Aprofundamento de Estudo dos Numeros e Operagdes.
Subtema A1 - Numeros Reais*

A.1.1 - Dizimas e nameros irracionais
A.1.2 - A rectareal’

A.1.3 - Relagbes < e > em ‘R

A.1.4 - Célculos em ‘R

A.1.5 - Intervalos de nimeros reais

Subtema A2 - Equagées do 1° grau a duas incégnitas

A.2.1 - Resolugdo
A.2.2 - Interpretacdo geomeétrica

Subtema A3 - Sistema de duas equagdes do 1°- grau a duas incégnitas*

A.3.1 - Métodos de Resolugao:
A.3.1.1 - Método de substituicao
A.3.1.2 - Método de comparagao
A.3.1.3 - Método de reducdo ao coeficiente simétrico

Subtema A4 - Inequagao

A.4.1- Método de resolucao
A.4.2 - Conjuntos definidos por condigdes.

Subtema A5 - Equagdes do 2° grau*

A.5.1 - Resolugdo de equagdes do 2° grau:
A.5.1.1 - Resolu¢ao das equagdes do 2° grau incompleta e completa
A.5.1.2 - Férmula resolvente das equagdes do 2° grau
A.5.1.3 - Discussao da existéncia de solugdes de uma equagdo do 2° grau
A.5.1.4 - Propriedade das raizes
A.5.1.5 - Construgao da equagdo quadratica dada as suas raizes
A.5.1.6 - Equacao biquadratica, raizes ou solu¢do
A.5.1.7 - Resolu¢ao de equagdes quadraticas nos diferentes dominios
A.5.1.8 - Resolucao de inequagdes quadraticas simples
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Tempo ... 50 Aulas

Sugestdes metodologicas:
Para introduzir os nimeros reais, o professor podera partir de um pequeno
problema como o que a seguir se apresenta.

Qual é a medida de comprimento do diagonal dum quadrado cujo lado mede
um metro.

A resposta a este problema despertara nos alunos a necessidade de ampliacao
do dominio numérico.

Outra forma de trabalhar os niumeros reais é introduzi-los e relaciona-los com
dizimas infinitas nao periodicas.

Exemplos tais como:
I1;2,101001000..;5,123456789101112....

A marcagao de alguns numeros irracionais comoV2 , [1, ... e outros na recta
podera ainda ajudar o aluno a compreender este dominio numérico.

As equagdes do 1° grau a duas incognitas e os sistemas de duas equagdes a
duas incognitas, serao introduzidos a partir de problema da vida quotidiana que
os alunos irdo traduzir da linguagem corrente para linguagem matematica (e
reciprocamente).

O conhecimento das equagdes do 1 ° grau a duas incdgnitas assim como o
estudo da funcédo linear serdo considerados como pré-requisitos no estudo do
sistema de duas equag¢oes a duas incdgnitas. A verificacao do conjunto de solugdes
sera feita pela substituicdao dos valores de incdgnitas ou através da representagdo
grafica das rectas definidas nas equagdes.

O conjunto de solu¢des das inequagdes serd traduzido em intervalos com
apoio de graficos, que devem acompanhar todo este trabalho.

Uma revisao breve sobre as opera¢des dos conjuntos facilitara a compreensao
do estudo de conjuntos definidos por condi¢des. De modo igual o estudo das
equagdes do 2° grau devera ser antecedido com apresentagdo da extracgao de raiz
quadrada, uma vez que a radiagdo nao ¢ ainda do dominio dos alunos.
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As equagdes do 2° grau serdo resolvidas, numa primeira fase, por meio da
decomposicao em factores. A formula resolvente ndo sera demonstrada mas sera
apresentada como outro processo que permite a resolucdo das equagdes do 2°
grau.

Esta metodologia é particularmente recomendada nos caso em que a
decomposicao em factores nao é evidente.

Tema B - Proporcionalidade Inversa. Representacées graficas*

B.1 - Constante de proporcionalidade inversa.
B.2 - Tabelas e graficos K
B.3 - A proporcionalidade inversa como fun¢do X — X

B.4 - Andlise de graficos que traduzem situagdes da vida real
Tempo ... 10 Aulas

Sugestoes metodologicas:
A proporcionalidade inversa tratar-se-a da mesma forma como a directa.

Partindo de situa¢des da vida concreta corrente o conhecimento do conceito
de fungdes constituira uma nova concretiza¢ao deste conceito.

K . .
Para além do grafico da fungao X — X sugerimos que se analise e interprete

outros graficos que traduzam situagdes de vida real.
Tema C - Trigonometria do Triangulo Rectangulo

C.1 - Razoes trigonométricas de angulos agudos:*
Seno - cosseno -tangente

C.2 - Relagdes entre as razdes trigonométricas de um angulo agudo.*
2
Sen® a+cos® a=1

Sen a

12 a
& Cos a

C.3 - tabelas de valores naturais

TeMPO ..o 15 Aulas
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Sugestoes metodologicas:

Uma breve histéria do surgimento da trigonometria antes de iniciar o
tratamento do tema podera ser util para despertar o interesse do aluno. As nog¢des
basicas de trigonometria devem partir de no¢des concretas como a medicao de
sombra projectada por um edificio, o calculo da medida de altura de uma arvore
vista pelo alinhador. Para isso podera ser util propor trabalho fora da sala de aulas
e incentivar ndo s6 o uso mas até a construcao de novos instrumentos de medicao.
Como por exemplo um sextante rudimentar um compasso do agrimensor.

Tema D - Geometria: Circunferéncia e Poligonos, Rotacoes
Subtema D1 - Circunferéncia*

D.1.1 - Simetrias numa circunferéncia

D.1.2 - Cordas,arcos e dngulosao centro correspondentes numa Circunferéncia.

D.1.3 - Poligonos inscritos. Poligonos regulares.

D.1.4 - Soma das amplitudes dos angulos internos e soma das amplitudes dos
angulos externos de um poligono convexo.

D.1.5 - Areas de poligonos:

Subtema D2 -Areas e volumes de solidos
D.2.1-Area e volume duma Esfera
TeMPO ... 45 Aulas

Sugestdes metodologicas:

Ao estudar a circunferéncia e circulo pretende-se relacionar outros elementos
geométricos que lhes estdo directamente ligados como por exemplo: Angulos
ao centro excéntricos, cordas, tangentes, poiigonos inscritos. - propriedades e
relagdes.

As propriedades relativas a angulos ao centro, arcos e cordas, deverdo ser
verificadas experimentalmente, desta forma o aluno pode por si mesmo concluir
qual a relagdo entre a amplitude do dngulo inscrito e a do arco compreendido
entre os seus lados.

O estudo dos poligonos regulares permitira calcular areas e volumes de
solidos no espaco.
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A introducgao dos poligonos far-se-a pela construgdo dos poligonos regulares
habituais, como por exemplo: triangulo, quadrado, hexagono... Em seguida,
deve determinar-se a amplitude do angulo ao centro correspondente ao lado
(de um hexdgono, de um pentagono...).

A determinagdo da soma das amplitudes dos angulos internos e externos de
um poligono convexo far-se-a a partir da medigao das amplitudes dos dngulos.

O tratamento das areas e volumes de uma esfera, deve iniciar-se pela
resolu¢do de problemas sobre sdlidos geométricos de forma a permitir
interligar e sintetizar os conhecimentos ja adquiridos (teorema de Pitagoras,
proporcionalidade, drea e volumes).

A determina¢dao do volume de um tronco de cone ou piramide de bases
paralelas podera constituir um exemplo de uma nova situagdo a explorar.

No estudo da proporcionalidade inversa, para além da situacao de vida real,
poder-se-a fazer apelo a outros conhecimentos que o aluno ja adquiriu noutras

ciéncias, como por exemplo: a lei da atrac¢do universal.

Em cada caso sera identificada a constante de proporcionalidade e procurar-
se-a o seu significado de forma clara para os alunos.

A proporcionalidade inversa sendo uma func¢do, sera reconhecida nas
suas diferentes representacdes (graficas analiticas e por meio das tabelas)
convertendo-se sempre que necessario, de uma representacdo para as outras.

Deve trabalhar-se, essencialmente com os graficos no 1° quadrante.

No entanto, relacionando valores negativos pode falar-se em hipérbole.
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AVALIACAO

No ensino, a avaliacdo assume caracter eminentemente formativo, devendo
favorecer a progressao pessoal e a autonomia como parte integrante do processo
ensino/aprendizagem, permitindo ao aluno implicar-se no proprio processo e
ao(a) professor(a) controlar melhor a sua pratica lectiva.

A avaliagdo do processo do(a) aluno(a) devera ser sistematica e continua, quer
em relacdo aos processos utilizados, quer em relagdo aos resultados obtidos.

A avaliagao a realizar ao longo de cada ano deve ser prescrita e nao deve assumir
um cardacter definitivo que discrimine desde logo o(a) aluno(a), impedindo de
alcancar sucesso no imediato e, porventura, no seu futuro escolar.

Uma avaliagdo que contemple todos os dominios de aprendizagem e respeite
o ritmo do(a) aluno(a), implica uma escolha adequada de formas e instrumentos
de avaliacdo. Assim, podem constituir formas de avaliagao trabalhos individuais
ou de grupo, discussdes e debates, exposicodes, entrevistas, trabalhos de casa,
assim como o caderno diario.

Para avaliar a capacidade de resolugio de problemas, o(a) professor(a) recolhera
informagdes sobre os progressos verificados nas diferentes fases a considerar
durante o processo. Podera ser pedido aos alunos que entreguem pequenos
relatérios onde descrevem, ndo s6 a sua resolu¢ao do problema, como igualmente
a descricao de todo o processo percorrido, abordagem seguida, dificuldades,
avancgos, recuos, razoes justificativas das op¢des tomada, entre outros.

A avaliagdo da capacidade de comunicagdo em Matematica faz-se observando
o modo como o(a) aluno(a) descreve processos, enuncia propriedades,
expressa conceitos, formula problemas, compreende e avalia ideias expressas
em Matematica, devendo o(a) professor(a) estar particularmente atento(a) ao
desenvolvimento da clareza, precisdo e adequagao da linguagem utilizada.

Devem ser pedidas frequentemente, ao longo do ano, argumentagdes/descri¢oes
escritas e orais relativas a processos matematicos seguidos pelos alunos. Os
trabalhos desenvolvidos em grupos deverdo ser igualmente considerados para a
avaliacdo. Esta podera ter em conta, quer produgdes realizadas em grupos, quer
trabalhos complementares individuais.
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INTRODUCAO GERAL A DISCIPLINA
NO 2° CICLO DO ENSINO SECUNDARIO

A disciplina de Matematica contribui para a realiza¢ao dos objectivos gerais da
geracdo jovem, através da utilizagdo de meios especificos da ciéncia matematica.

Sendo assim, a Lei de Bases do Sistema de Educacado define o Sistema Educativo
como um conjunto de estruturas e modalidades, através das quais se realiza a
educagdo que proporciona a formagao harmoniosa e integral da personalidade,
com vista a consolida¢do de uma sociedade progressista e democratica.

Neste programa os conteudos apresentam-se por temas que proporcionam
ao professor uma visdo global e planificada. Assim, cada tema compreende uma
lista de itens, a saber: pré-requisitos, objectivos, conteidos, meios, sugestdes
metodologicas, gestao de tempo e instrumentos de avaliagdo.

Neste programa desenvolveu-se um subtema basico na planificagdo para
cada tema, dando desta maneira ao professor uma ideia de como desenvolver a
planificagdo da sua aula.

Das sugestoes dadas, o professor escolhera as que lhe parecam mais oportunas
e adequadas.



OBJECTIVOS GERAIS DA DISCIPLINA DE MATEMATICA

NO 2° CICLO DO ENSINO SECUNDARIO

O ensino da Matematica no 2.° ciclo, devera desenvolver nos alunos, os
seguintes objectivos:

1.

Consolidar e alargar os conhecimentos e capacidades adquiridas no Ensino
Primario e no 1° ciclo do Ensino Secundario.

. Contribuir para a criacdo de condi¢oes cientificas e intelectuais necessarias

no Ensino Superior.

. Introduzir intensamente nos alunos os métodos de pensamento do trabalho

cientifico.

. Apreciar o contributo da Matematica na evolucao cientifica.
. Usar correctamente o vocabuldrio especifico e a simbologia matematica.

. Aperfeicoar as capacidades de definir, demonstrar, reconhecer e sistematizar

problemas matematicos.

. Estudar sensivelmente as dificuldades de julgar com base nas capacidades

adquiridas.

. Criar as bases para o habito da pesquisa cientifica.



OBJECTIVOS GERAIS DA MATEMATICA DA 112 CLASSE
PARA A AREA DE CIENCIAS FISICAS E BIOLOGICAS

» Ampliar os conhecimentos dos alunos sobre angulos e medida de angulos
mediante a generalizacao do conceito de dngulo e a introdugdo do sistema
circular de medida de angulos;

» Conhecer as razdes trigonométricas para angulos agudos num triangulo
rectangulo e desenvolver a capacidade de aplicd-las no célculo de triangulos
e na solucao de problemas relacionados com a vida pratica;

» Conhecer a férmula fundamental da trigonetria (sen’a+cos’a=1) a

partir do triangulo rectangulo e ser capaz de utiliza-la na dedugao de outras

. - . 1 1 s
féormulas secunddrias, como sejam 1+ = ou g0+ —

2 2
1g°o seno cos” &
» Desenvolver a capacidade de deduzir e demonstrar diferentes expressoes
trigonométricas e habilidades de calculo com tabuas trigonométricas;

>

» Compreender o conceito da funcdo “seno” e as suas variantes mais
importantes, como a func¢ao da forma y = a senco, identifica-las a partir da
sua representacdo grafica e aplica-las na resolugao de problemas;

» Compreender as fungdes “co-seno’, “tangente” e “co-tangente”, assim como
as suas propriedades e representacao grafica, a partir dos conhecimentos e
capacidades adquiridas no estudo da funcao seno;

» Compreender equagdes trigonométricas;

» Reconhecer que o produto escalar de dois vectores no plano e no espaco ¢é
um numero e ndo um vector;

» Aplicar o produto escalar na demonstragdo das propriedades geométricas,
na dedugdo da férmula do desenvolvimento de cos(x-y), na resolugao de
triangulos ndo rectangulos, e a sua expressdo nas coordenadas dos vectores
em referencial ortonormado;

» Compreender conjuntos por condi¢des;

» Solucionar problemas sobre perpendicularidade, paralelismo e angulo no
plano e no espaco;



Explorarosconhecimentossobreprodutoescalareaplica-losnadeterminagio
da distancia de um ponto a um plano assim como a interpretagdo geométrica
da interseccdo de planos na resolucao de sistemas de equagdes;

Reconhecer os nimeros infinitamente grandes, infinitésimos e progressodes
aritméticas ou geométricas associadas a resoluc¢ao de problemas;

Interiorizar os conceitos de sucessdes quanto a monotonia, aos majorantes,
aos minorantes e ao limite;

Analisar termos que obedecem a uma condic¢ao dada;

o - 1Y
Fazer o estudo intuitivo da sucessao de termo geral (1 + —j num contexto
n

de modelagdo matematica. Primeira definicio do nimero E;

Dominar o conceito intuitivo de limite de uma sucessao, criando habilidades
de calculo;

Reconhecer o surgimento de indeterminagdes nas operagdes com limites de
sucessoes e dominar os procedimentos que conduzam ao levantamento de
tais indeterminacgdes;

Ampliar os conhecimentos ja adquiridos no dominio da estatistica em anos
anteriores, assim como reconhecer a suaimportancia para o desenvolvimento
da capacidade de analise, de critica e de intervencdao nos problemas sociais
da vida quotidiana;

Interpretar e comparar distribuicdes estatisticas, recorrendo as medidas de
localizagdo, de dispersao e a graficos;

Indicar situacdes em que a estatistica presta servicos relevantes, tais como
0 senso ou recenseamento populacional, a sondagem e outros, utilizando
diversos métodos cientificos e de analise dos dados obtidos.



ESQUEMA PROGRAMATICO (11* CLASSE)

Area de Ciéncias Fisicas e Biologicas

30 Semanas / Ano Escolar
4 Aulas / Semana
Total 120 aulas / Ano

1° TRIMESTRE
Tema 1 - Trigonometria 40 aulas
2° TRIMESTRE

Tema 1 - Trigonometria 5 aulas

Tema 2 - Produto escalar de dois vectores no plano e no espaco.
Perpendiculares de vectores e rectas. Interseccio de

planos e rectas no espaco 25 aulas

Tema 3 - Sucessoes 10 aulas
3° TRIMESTRE

Tema 3 - Sucessoes 5 aulas

Tema 4 - Limite de uma sucessao. Numero de Neper.
Inducdao matematica 20 aulas

Tema 5 - Estatistica 15 aulas



TEMAS / CONTEUDOS
Tema 1 - Trigonometria

1.1. Medidas de um angulo. Generalizacao da no¢ao de dngulo. As razdes
trigonométricas.

» Medida de um angulo.

« Generalizagdo da nogao de um angulo.

o As razdes trigonométricas para angulos agudos.

 Formulas e resultados de referéncia.

« Resolucao de triangulos.

1.2. As fungoes trigonométricas y = sen o/, y=cos en o, =tg ¢¢ para
quaisquer angulos. Equa¢des trigonométricas. Redugao ao 1° quadrante.
« As fungdes trigonométricas no circulo trigonométrico.
 As fungdes trigonométricas num referencial em que a amplitude do
angulo ¢ a abcissa.
Funcao seno.
Funcao co-seno.
Funcao tangente.
« Transformagoes dos graficos das func¢des trigonométricas.

1.3. Equacdes trigonométricas.
« Equagdes do tipo sen a=a
« Equagdes do tipo cos ax=a
« Equagdes do tipo 1g x=a
« Reducio ao 1° quadrante.

Tempo 45 aulas

Sugestdes metodoldgicas:

Para iniciar este tema, devem propor-se aos alunos problemas variados ligados
a situagdes concretas, onde apliquem métodos trigonométricos (problemas
ligados a sdlidos, moldes, navegagdo, topografia, histéria), de modo a que
percebam a importéncia da trigonometria para as varias ciéncias. Caso possuam
calculadoras, os alunos tém a possibilidade de se preocupar menos com os
calculos e mais com a compreensao do problema.



A menos que possuam calculadoras, os alunos nao devem trabalhar no calculo
de angulos e arcos generalizados, embora seja importante que conhecam alguns
valores exactos das fun¢des trigonométricas, para poder confirmar pontos do
tracado dos seus graficos.

Depois de compreendidas as relacdes referidas por observacdo no circulo
trigonométrico, deve evitar-se a realizagdo de exercicios repetitivos de puras
técnicas de calculo e rotina.

E importante que os alunos verifiquem que se mantém as relacdes:
senx

2 2 2 .
sen” +cos” x=1 tgx= e 1+18°x=—7— e que sejam usadas na

CoS X Cos” X
determinacdo de outras fung¢des trigonométricas.

O professor deve seleccionar, para resolu¢ao, as equagdes trigonométricas mais
simples, do tipo (kx)=sen a, cos(kx+a)=cos o e tg(kx)=tg .

Deve fazer-se referéncia ao seno e co-seno como funcoes reais de variavel real
e aos graficos dessas fungdes trigonométricas.



Tema 1 - Trigonometria para quaisquer angulos.

Subtema: As funcgdes trigonométricas y=sen o, y=cos o e y=1g

Objectivo(s) geral(ais):
» Compreender os conceitos das fungdes seno, co-seno e tangente para quaisquer
angulos.

Pré-requisitos:
» Conhecer as razdes trigonométricas de angulos agudos.
» Conhecer:

« Seno;

« Co-seno;

« Tangente, num triangulo rectangulo.

Objectivos Especificos Conteudos

- Identificar o seno, co-seno e a * As fungdes trigonométricas
tangente no circulo trigonométrico. y=sen o

- Determinar a seno e co-seno de um y=CO0S &
angulo qualquer. y=tg o

- Representar fungdes trigonométricas
num referencial em que a amplitude

R . . » Representacdo grafica das
do angulo ¢ a abcissa. P a0 g

fungdes trigonométricas e suas
transformacoes.

Meios:
» Giz, quadro, apagador, caderno.

Sugestoes metodologicas:

» Considerando aimportancia do tema para o desenvolvimento das capacidades
mentais do aluno, sugere-se iniciar por um problema em que se apliquem
numeros trigonomeétricos.

Tempo:
» 8 aulas.

Instrumentos de avaliacao:
» Exercicios escritos.



Tema 2 - Produto escalar de dois vectores no plano e no espaco.
Perpendiculares de vectores e rectas. Interseccio de planos e
rectas no espaco.

2.1. Produto escalar.
o O produto escalar de dois vectores no plano e no espago.
« Projeccdo de um vector sobre outro vector.
o Propriedades do produto escalar de dois vectores.
o Expressao do produto escalar nas coordenadas dos vectores.
« O produto escalar na defini¢ao de lugares geométricos.
« Produto escalar no espaco. Angulos de dois vectores no espaco.

2.2. Perpendicularidade de vectores e rectas. Conjuntos definidos por condigoes.
« Angulos de duas rectas no plano.
o Inclinagdo de uma recta do plano.
o Rectas perpendiculares no plano.
o Relacdo entre declives de duas rectas perpendiculares no plano.
« Distancia de um ponto a uma recta no plano.
« Bissectriz de um angulo.
« Equagdes de uma recta no espaco.
« Distancia de um ponto a uma recta no espaco.
 Determinagdo do dngulo de duas rectas no espago.

2.3. Planos. Interseccao de planos e rectas no espaco.
« Equacgao de um plano.
« Distidncia de um ponto a um plano.
o Planos paralelos.
« Planos perpendiculares.
« Angulos de dois planos.
o Angulos de uma recta com um plano.
« Intersec¢ao de planos e rectas no espago.

Tempo 25 aulas

Sugestdes metodologicas:

A nogdo de produto escalar e as suas aplicagdes ligadas a resolugdo de
problemas possibilitam ao aluno melhorar as suas capacidades de visualizagao
e de representagdo, aumentando a sua intuicdo geométrica. O professor deve
continuar a explorar as ligacdes da geometria a outros conteudos.

12 ——



O estudo dos vectores e da equacdo vectorial assegura a base para a aquisi¢ao
de novos conhecimentos pelos alunos. Deste modo, o professor tera maior
facilidade em transmitir o conhecimento das equagdes cartesianas.

Deve ser dedicada aten¢ao especial a analise e interpretacao de figuras planas e
mesmo tridimensionais, para que o aluno possa resolver problemas variados da
vida corrente, no dominio da engenharia, arquitectura e outros.

De igual modo, no estudo da geometria, é necessario que o professor esteja
seguro que o aluno nao se limite a simples manipulacao de condi¢des isoladas
em situagdes praticas, e que, pelo contrario, seja capaz de as interpretar, fazendo
com que a aprendizagem dos novos conceitos surja relacionada com a resolugdo
de problemas e como prolongamento da geometria ja estudada (o aluno, apos
esta unidade, ja podera justificar propriedades das figuras usando representagdes
em coordenadas).



Tema 2 - Produto escalar de dois vectores.

Subtema: Defini¢ao de produto escalar de dois vectores no plano e no espaco.

Objectivo(s) geral(ais):

» Conhecer produto escalar de dois vectores.

Pré-requisitos:

» Conhecer a defini¢do de vectores e suas componentes.

» Conhecer a definicdo de vector livre no plano e no espaco, no¢do de forca,

distancia e trabalho com auxilio da Fisica.
» Conhecer diferentes tipos de angulos.

Objectivos Especificos

Conteudos

- Reconhecer produto escalar de dois
vectores no plano e no espago como
um numero e ndo um vector.

- Compreender as aplica¢oes do
produto escalar

- Na demonstragio das propriedades
geomeétricas.

- Dedugao da férmula cos(x-y).

- Resolugdo de triangulos rectangulos.

- Expressoes nas coordenadas dos
vectores em referencial ortonormado

* Defini¢ao de produto escalar de dois
vectores no plano e no espago e suas
consequeéncias.

* Projec¢ao de um vector sobre outro
vector.

* Propriedades do produto escalar de
dois vectores.

14

Meios:

» Giz, quadro, apagador, caderno, régua, esquadro.

Sugestdes metodoldgicas:

» O professor pode comegar por apresentar um problema ligado a Fisica, para

cuja resolucdo seja necessaria a utilizagdo de vectores e angulos.

Tempo:
» 4 aulas

Instrumentos de avaliac¢ao:

» Tarefas individuais e exercicios escritos.




Tema 3 - Sucessoes.

3.1. Sucessdes. Sucessdes monotonas e sucessoes limitadas.
3.1.1. Defini¢do de uma sucessdao. Termos de uma sucessao.
« Representagdo geométrica de uma sucessao.
o Sucessoes definidas por recorréncia.
« Sucessoes monotonas.
« SucessoOes limitadas.
» Majorantes, minorantes e enquadramentos.

3.2. Progressdes aritméticas e progressoes geométricas.
3.2.1 Progressdo aritmética. Defini¢oes.
o Termo geral de uma progressao aritmética.
 Soma dos termos de uma progressdo aritmética.
« Monotonia de uma progressao aritmética.

3.2.2. Progressao geométrica. Defini¢oes.
« Termo geral de uma progressiao geométrica.
« Soma dos termos de uma progressdo geométrica.
« Monotonia de uma progressao geométrica.

Tempo 15 aulas

Sugestdes metodoldgicas:

O estudo das sucessoes ¢ util como meio de resposta a determinadas situagdes
problematicas da vida corrente, assim como no estudo de outras ciéncias. A
introdu¢do do conceito de sucessdo e das suas propriedades pode ser feita
recorrendo a problemas de cardcter geométrico, conforme se propde neste
programa.

O estudo das sucessdoes como fun¢des de variavel real natural, deve realizar-
se apenas depois de varios exemplos como modelo. A escrita de expressdes deve
ser processada como forma de representar as situacdes que se vio descrevendo. E
também necessario que se introduzam as nogoes de termo, de ordem, de razao, etc.

No plano, o aluno deve descobrir as relacdes entre as coordenadas de pontos
simétricos relativamente ao eixo das abcissas, ao eixo das ordenadas e a bissectriz
dos quadrantes impares.



Os alunos podem utilizar livremente a calculadora (caso possuam) como meio
auxiliar de resposta aos problemas que lhes sao apresentados e usarem formas
proprias de organizagao e expressao na modelagao das situagdes.
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Tema 3 - Sucessoes.

Subtema: Sucessdoes monotonas e sucessoes limitadas.

Objectivo(s) geral(ais):
» Conhecer a definicdo de sucessao. Determinar termos que obedecem a uma
condic¢ao dada.

Pré-requisitos:

» Conhecer o conceito de fun¢do como conceito geral.

» Determinar quando um conjunto de pares ordenados ¢ uma funcao.
» Representar graficamente uma fungao.

Objectivos Especificos Conteudos

- Interiorizar os conceitos de sucessdo | * Sucessdes mondtonas e sucessoes
quanto a monotonia, majorantes, | limitadas.
minorantes e limite.

- Identificar e calcular os termos de uma
sucessao.

Meios:
» Giz, quadro, apagador, régua, esquadro, caderno.

Sugestdes metodoldgicas:

» Pelo significado do conceito de sucessdo na definicao posterior de limite, é
essencial que os alunos compreendam claramente esta defini¢do, a partir da
representacido grafica de algumas funcgoes, determinando-se previamente os
pares ordenados.

» Algumas sugestdes de funcgoes:

1
y=x—1, y=—
X
y=x"+4
Tempo:
» 3 aulas

Instrumentos de avaliacao:
» Alguns exercicios do manual sobre o tema.
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Tema 4 - Limite de uma sucessao. Calculo de limite de sucessoes.
Numero de Neper. Inducao matematica.

4.1. Limite de uma sucessao.
4.1.1. Infinitamente grandes. Defini¢ao.

« Sucessdes infinitamente grandes e sucessdes monotonas.
« Sucessdes infinitamente grandes e sucessdes limitadas.

» Subsucessdo de uma sucessao.

« Infinitamente grandes de referéncia.

« Teoremas sobre infinitamente grandes.

4.1.2. Infinitésimos. Definicao.

 Infinitésimos de referéncia.
e Teoremas sobre infinitésimos.

4.1.3. Sucessdes convergentes. Definicao.

« Teoremas sobre sucessdes convergentes.

4.1.4. Classificacao das sucessoes.

4.2. Calculo de limite de sucessdes. Numero de Neper.
 Operagdes com sucessdes convergentes.

« Operagdes com sucessoes divergentes.

o0

(e o]
o Levantar algumas indeterminagdes (— € oo — wj

« Soma de todos os termos de uma progressao geométrica.
« O numero de Neper.
« O numero de Neper na Matematica Financeira.

4.3. Indu¢ao matematica.
« Principio de indugdo matematica.
« Extensao do principio de indugdo matematica.

Tempo

20 aulas



Sugestdes metodoldgicas:
O conceito de limite de uma sucessao servird de base para este capitulo,
ocupando sempre um lugar de destaque.

As maiores dificuldades dos alunos surgirao na compreensdo do conceito de
limite. O professor deve ser muito paciente ao longo destas primeiras aulas, de
modo a poder assegurar cabalmente a compreensao dos conceitos por parte dos
alunos.

E precisamente na elaboracdo do conceito de limite, donde surgirdo maiores
dificuldades para compreensao dos alunos. O professor deve ser muito paciente
ao longo destas primeiras aulas de modo a poder assegurar cabalmente a
compreensdo dos conceitos por parte dos seus alunos.

Assim, é necessario explicar constantemente o sentido dos quantificadores que
surgem nas defini¢des, especialmente o conceito para quase todo o n.

Apos a introducao das nogoes de sucessao como fungdo de variavel natural, de
ordem, de termo geral, etc., podem apresentar-se alguns exemplos de sucessdes
definidas pelo seu termo geral e, utilizando a calculadora grafica (caso possua) e
através de calculos e representacdes graficas de sequéncias de termos, chegar aos
conceitos de infinitamente grande, de infinitamente pequeno e de limite de uma
sucessao. Cada definicao deve ser enriquecida com exemplos e contra-exemplos
que esclarecam as ideias imediatas e corrijam eventuais concepg¢oes alternativas
e erradas. Desta maneira, cada estudante ganha confianca nos seus proprios
conhecimentos e compreende as novas aquisi¢des como complementares e que
facilitarao o aprofundamento das suas aptiddes para responder a situagdes cada
vez mais complexas.

Asdefini¢oes deverao ser introduzidas em linguagem muito simples, facilitando
assim as conclusdes a tirar em cada exemplo e contra-exemplo. Deverdo seguir-
se uma redac¢do em simbologia matematica e exercicios rapidos para testar as
defini¢cdes simbdlicas.



Tema 4 - Limite de uma sucessao.
Subtema: Calculo do limite de uma sucessao.

Objectivo(s) geral(ais):

» Conhecer o dominio do cdlculo com limite de uma sucessio e o
procedimento de levantamento das indeterminac¢des nas opera¢des com
sucessoes convergentes e divergentes.

Pré-requisitos:

» Nocdo de funcao.

» Nocao de sucessao.

» Sucessdes mondtonas.

» Sucessoes limitadas.

» Sucessdes convergentes.

Objectivos Especificos Conteudos

- Dominar o conceito intuitivo de limite | * Calculo do limite de sucessao.
de uma sucessao.

- Criar habilidades no dominio do
calculo com limites.

- Reconhecer e dominar os
procedimentos que conduzam ao
levantamento das indeterminac¢oes
surgidas nas operagdes com sucessoes
convergentes e divergentes.
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Meios:
» Giz, quadro, apagador, caderno.

Sugestdes metodologicas:
» Observar as orientagdes em anexo sobre o tema.

Tempo:
» 3 aulas

Instrumentos de avaliacao:
» Exercicios individuais e provas escritas.



Tema 5 - Estatistica.

5.1. O objecto da estatistica. Conceitos basicos.
« O objecto da estatistica.
o Interpretar e dar informagdes.
o A estatistica na modelacao matematica.
« Populagdo e amostra.
« Censo e sondagem.
o Estatistica descritiva e estatistica indutiva.
« Caracteres, atributos ou variaveis estatisticas.
o Variavel discreta e variavel.

5.2. Organizacgao e apresenta¢ao dos dados.
. Percentagens, estimativas e arredondamentos.
« Analise grafica de atributos quantitativos.
« Distribui¢do de frequéncia e representacao grafica. Variaveis discretas
e varidveis continuas.
o Separador de frequéncia.

5.3. Medidas de localizagao.
« A média, a mediana e a moda.
« Somatorios.
« Consolidagbes gerais sobre a média, a mediana e a moda.

5.4. Medidas de dispersao.
« Amplitude.
« Varidncia e desvio padrao.

5.5. Distribui¢des binomiais.
« Relacdo estatistica. Diagrama de dispersao.
o Ideia intuitiva de correlacao.
o Coeficiente de correlagdes linear.
o Recta de regressao.

Tempo 15 aulas
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Sugestdes metodoldgicas:

Algumas das nogdes que se tratam neste tema ja foram abordadas no 1° ciclo,
sendo por isso possivel em qualquer altura reinvestir nestes conhecimentos e
completa-los progressivamente pela sua importancia. Assim, o professor pode, se
o considerar vantajoso, tratar este tema de uma forma descontinua ao longo do
ano, nomeadamente sob forma de trabalho de projecto.

Para iniciar, os alunos podem recolher dados na turma, em revistas, em livros
ou junto de instituicdes, empresas ou servicos pl’lblicos, devendo, no entanto,
ter-se em conta a maturidade e sensibilidade dos alunos para os problemas
apresentados.

O professor deve acentuar que o principal objectivo da Estatistica Descritiva
¢ organizar os dados observados (amostra) e extrair-lhes as caracteristicas mais
importantes, resumindo a informacao neles contida (reducao de dados).

Os alunos devem construir tabelas de frequéncia associadas a dados
preferencialmente correspondentes a situacdes reais, construir e interpretar
graficos de barras, histogramas e graficos poligonais (caso continuo) e,
eventualmente em ambos os casos, construir graficos circulares e pictogramas.

Os alunos devem compreender e interpretar medidas de localiza¢do, em
particular as medidas de tendéncia central, assim como as medidas de dispersao.
Nao se pedem férmulas estatisticas além da média e do desvio padrao, devendo-
se utilizar as fungdes estatisticas das maquinas calculadoras (caso os alunos e o
professor a possuam) assim que os alunos tenham compreendido os conceitos
aos quais essas formulas se referem.

A mediana e os quartis devem ser definidos a partir da fun¢do cumulativa, ndo
devendo no entanto perder-se a interpretacao corrente. No caso da mediana, por
exemplo, sdo os valores que tém, a sua esquerda e a sua direita, 0 mesmo niimero
de observacao.

A partir do exemplo de nuvens de pontos, os alunos devem identificar o tipo
de correlacdo. Nao devem ser propostos exercicios que envolvam o calculo (a ndo
ser pela maquina), nem ¢ de exigir o conhecimento da formula do coeficiente de
correlagdo. Os alunos devem sim, a partir dos exemplos, saber verificar algumas
propriedades do coeficiente referido.



Tema 5 - Estatistica.

Subtema: Organizacao e apresentacao dos dados.

Objectivo(s) geral(ais): Reconhecer a importincia da estatistica no
desenvolvimento da capacidade de analise, de critica e de interven¢do nos
problemas sociais da vida quotidiana.

Pré-requisitos:

» Conhecer o objecto da estatistica e alguns conceitos basicos:
o Interpretar e dar informagdes.
o Populagdo e amostra.
« Censo e sondagem.

Objectivos Especificos

Conteudos

- Recolher e tratar dados.
- Interpretar e comparar distribuicdes

* Recolha, organizagdo e diferentes
formas de representacao de dados

estatisticas. estatisticos.

Meios:
» Quadro, giz, caderno, apagador, régua e esquadro.

Sugestdes metodoldgicas:
» Observar a pagina das orientacdes metodoldgicas sobre o tema e escolher as
que melhor convierem.

Tempo:
» 3 aulas

Instrumentos de avaliac¢ao:
» Trabalho individual e em grupo, prova escrita.



AVALIACAO

No ensino, a avaliacdo assume caracter eminentemente formativo, devendo
favorecer a progressdo pessoal e a autonomia como parte integrante do processo
de ensino e aprendizagem, permitindo ao aluno implicar-se no proprio processo
e ao professor controlar melhor a sua pratica lectiva. A avaliagdo do processo do
aluno devera ser sistematica e continua, quer em relagdo aos processos utilizados,
quer em relagdo aos resultados obtidos.

A avalia¢do a realizar ao longo de cada ano ndo deve ser prescritiva nem
assumir um caracter definitivo que descrimine desde logo o aluno, impedindo-o
de alcangar sucesso no imediato e, porventura, no médio prazo. Cabe ao
professor gerir, de acordo com as experiéncias de aprendizagem desenvolvidas,
os pardmetros enunciados.

Uma avaliacdo que complete todos os dominios de aprendizagem e respeite
o ritmo dos alunos implica uma escolha adequada de formas e instrumentos de
avaliagdo. Assim, podem constituir formas de avaliagdo os trabalhos individuais
ou de grupo, as discussdes e os debates, as exposi¢des, as entrevistas, os trabalhos
de casa, assim como a prépria estrutura do caderno diario.

Paraavaliar a capacidade de resolucao de problemas, o professor devera recolher
informagoes sobre os progressos verificados nas diferentes fases a considerar
durante o processo. Podera ser pedido aos alunos que entreguem pequenos
relatorios onde descrevam nao so a sua resolugdo do problema como igualmente
a descricao de todo o processo percorrido (primeira abordagem, seguida das
dificuldades, avancos, recuos, razdes justificativas das op¢des tomadas, etc...).

A avalia¢do da capacidade de comunicagdo em Matematica faz-se observando o
modo como oaluno descreve processos, enuncia propriedades, expressa conceitos,
formula problemas e compreende e avalia ideias expressas em Matematica,
devendo o professor estar particularmente atento ao desenvolvimento da clareza,
precisao e adequagdo da linguagem utilizada. Devem ser pedidas frequentemente
ao longo do ano argumentagoes e descrigdes escritas e orais, relativas a processos
matematicos seguidos pelos alunos.

Os trabalhos desenvolvidos em grupo deverdo ser igualmente considerados
para a avaliagdo. Esta podera ter em conta produgdes realizadas em grupo e
trabalhos complementares individuais.
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INSTITUTO SUPERIOR DE CIENCIAS DA EDUCAGAO DA HUILA
CURSOS TODOS )
CADEIRA: ESTATISTICA APLICADA A EDUCAGAO

PROGRAMA
OBJECTIVOSINSTRUTIVOS:

1. Explicar os conceitos basicos béasicos associados a Estatistica e a Teoria das

Probabilidades.

Distinguir as subdivisdes da Estatistica.

Representar graficamente conjuntos de dados. Interpretar graficos.

Interpretar tabelas e quadros.

Sintetizar e interpretar conjuntos de dados em medidas de tendéncia central,

de dispersdo, de posicéo, etc.

Dominar e efectuar procedimentos de célculo.

Avaliar riscos e decidir com base em probabilidades.

Modelar problemas caracterizados por incerteza.

Identificar e aplicar procedimentos técnicos na seleccdo e composicdo de

amostras.

10. Reconhecer e efectuar testes de hipotese, testes paramétricos e ndo
paramétricos.

11. Reconhecer e aplicar correlacéo e regressao linear.

arwN
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OBJECTIVOSEDUCATIVOS:

1. Cultivar e consolidar habitos de estudo, particularmente estudo independente.

2. Descrever aimportancia da aguisicéo de competéncias para as suas carreiras
profissionais.

3. Desenvolver acultura econométrica na andlise de fendmenos sociais.

DISTRIBUI QAO DE TEMPOS.
Tipologia: Semestral
Hor as de contacto: 3 horas semanais
Total detempos. 45 (duracdo de cada tempo: 45 minutos)
Total deHoras. 33,75 horas (2025 minutos)
Ano Curricular: 2°ano
Semestre: 2°
Tipo de unidade curricular: Obrigatéria
Docente responsavel
E-mail institucional:
Nivel: Licenciatura
Modo de ensino: Presencial
Lingua (s) de ensino: Portugués
Outros docentes que leccionam a unidade curricular




AVALIACOES:

- Avaliacao diagndstica: com o intuito de verificar se 0s alunos estdo, ou ndo, em posse
das competéncias necessarias para a aprendizagem dos contetidos da unidade curricular,
na primeirasemanade aulas, seréo aplicados testes (ou feitas perguntas) e, em funcéo dos
resultados, serdo feitas revisdes e dadas recomendacdes aos alunos sobre que contelidos
rever. Desta maneira, pretende-se assegurar o nivel de partida das aprendizagens.

- Avaliagdo formativa: ao longo das aulas serdo feitas avaliagbes de controlo, com o
objectivo de verificar se osalunos estéo, ou ndo, aal cancgar 0s objectivos previstos durante
0 desenvolvimento das actividades. Estas avaliagdes, sem prejuizo do Regulamento
Académico, serdo tidas em conta na classificacéo final.

- Avaliagdo sumativa: uma prova escrita de frequénciano final de cada semestre. um
exame escrito no final do ano académico. Caso o aluno néo ficar aprovado no exame
final, sera submetido a um exame oral /ou um exame de recurso.

De forma resumida apresentamos a seguir o0 sistema de avaliacdo de acordo o regime
académico do ISCED-Huila

M etodologias de ensino (Avaliacdo incluida)

E desenvolvimento da disciplina e tedrico e pratico. Os estudantes individuamente
confeccionaram traba hos de pesquisa que resolva um problema de impacto social, com
saida a perfil de profissonal.

Durante as aulas serdo redizadas conferéncias, aulas practicas, seminérios e laboratorios.

Ha duas modalidades de avaliagdo: continua e por exame fina. A avaliagdo continua
inclui a realizacdo de testes e/ou uma ou mais frequéncias ao longo do semestre,
podendo incluir a apresentagcdo de trabalhos e a resolucéo de trabalhos de casa. A
avaliagdo por exame final consiste narealizagdo do exame no final do semestre.

Demonstracdo da coeréncia das metodologias de ensino com os objectivos da
unidade curricular

A combinagdo do trabalho tedrico e prético € a chave para atingir os objectivos. Nas
aulasfar-se-aapresentacdo e desenvol vimento dos topicos que constituem os contelidos
programaticos da unidade curricular e as competéncias a adquirir pelos estudantes.
Estes devem ser incentivados a adoptar uma atitude participativa nas aulas e aresolver
astarefas propostas como trabalho independente (em casa), aplicando as metodol ogias
apresentadas nas aulas.

METODOLOGIA:

- Conferéncia: aula em que o professor expde contelidos, apresenta exemplos, esclarece
dividas e orienta exercicios. M étodos predominantes: exposi¢ao e elaboracdo conjunta.

- Aula prética: aula em que 0s alunos, sob orientacdo e acompanhamento do professor,
resolvem exercicios e problemas. M étodos predominantes:. elaboracdo conjuntaetrabaho
independente.



COMPETENCIASNECESSARIAS:

- Representar graficamente no sistema de coordenadas cartesianas.
- Efectuar operacdes aritméticas com nUmeros reais.

- Efectuar operacdes com conjuntos numeéricos.

MEIOS DE ENSINO:

- Cadculadora cientifica (com as seguintes funcionalidades: tratamento de dados
estatisticos).

- Computador (com software para tratamento de dados estatisticos).

UNIDADES:
Unidade |: Estatistica e analise exploratdria de dados
Objectivos do capitulo
Defini¢des sobre Estatistica
Dados, casos, variaveis e informagoes
Ordenando e contando os dados
Agrupando em classes
Analisando as informagdes tabuladas
Exercicios
Unidade I1: Gréficos
Objectivos do capitulo
Lendo as informagdes das figuras
Gréficos de ramo e folha
Histograma
Para dados n&o agrupados em classes
Para dados agrupados em classes
Diagramaou grafico de colunas
Diagrama ou gréfico de barras
Diagrama ou grafico de pareto
Diagrama ou gréfico de ogiva
Diagrama ou grafico boxplot
Gréafico ou diagrama de sectores
Grafico ou diagrama de dispersao
Graficos pictéricos ou pictogramas
Falhas na elaboracéo de graficos
Exercicios

Unidade I11: Medidas de Posi¢cdo Central

Objectivos do capitulo

Os centros dos dados

Meédias,
M édia aritmética simples para dados ndo agrupados
Media aritmética ponderada para tabul ados
M édia aritmética ponderada para dados agrupados em classes frequéncia
Meédia geométrica
Media harménica

Entendendo o uso da média harmonica

M ediana para dados n&o agrupados



M ediana para dados agrupados

Mediana para dados agrupados

M ediana para dados agrupados em classes

Vantagens e desvantagens da mediana
Moda

Outras formas de calcular a moda para dados agrupados em classes de

frequéncia

Formula de King para a moda

Formulas de Pearson para a moda

V antagens e desvantagens da moda
RelacOes entre média, moda e mediana
Exercicios

Unidade IV: Medidas de Disperséo
Objectivos do capitulo
Analisando a disperséo dos dados
Amplitude total
Desvio médio absoluto
Variancia
Desvio padréo
Desvio padréo e variéancia amostrais
Formula simplificada do desvio padréo
Medidas de disperséo para dados agrupados em classes de frequéncia
Significado do desvio padréo
Coeficiente de variancia
Exercicios
Unidade V: Medidas de ordenamento e forma
Objectivos do capitulo
Medidas de ordenamento
Sinos, assimetria e curtoses
Curvas achatadas ou alongadas
Curvas simétricas e assimétricas
Exercicios
Unidade VI: Probabilidade
Objectivos do capitulo
Lidando com multiplos eventos possiveis
Historia da probabilidade
Definicéo de probabilidade
Terminologia e conceitos
Unides e interseccdes
Excludentes e exaustivos
Principios basi cos de probabilidades
Representando probabilidades em diagramas de Venn
Principai s teoremas
Arranjos, permutagtes e combinagoes
Valores esperados e desvios
Desvio padréo com probabilidades
Arvores de decisio
O valor com ainformagéo perfeita
Exercicios



Unidade VII: Variaveis aleatorias e distribui¢des de probabilidades
Objectivos do capitulo
Entendendo as incertezas
Distribuic¢&o binomial
Média e variancia da distribuicdo binomial
Distribuicéo de Poisson
Utilidades e aplicagbes
Media e variancia de Poisson
Simplificando a distribui¢&o binomial através de Poisson
Distribuicdo Normal
Uso de tabel as padronizadas
Calculando probabilidades através de valores
Calculando valores através de probabilidades
Aproximagao da distribui¢cdo binomial pela distribui¢do normal
Diferentes distribui¢cdes ao mesmo tempo
Exercicios
Unidade VI1I: Amostragem
Objectivos do capitulo
Os porqués da amostragem
Populagdo e amostra
O estudo do tudo e a analise de uma parte
V antagens e desvantagens da amostragem e do censo
Como seleccionar amostras
Amostragem aleatoria simples
Amostragem com e sem reposi cao
Amostragem sistematica
Amostragem estratificada
Amostragem por conglomerados
M odel os ndo probabilisticos
Amostragem acidental ou por conveniéncia
Amostragem por julgamento
Amostragem intencional ou proposital
Amostragem por quotas
Exercicios
Unidade IX: Estimagao
Objectivos do capitulo
Teoria elementar da amostragem
Inferéncia estatistica e estimacéo
Estimativa pontual e intervalar
Distribuic¢bes amostrais e o teorema do limite central
Entendendo o erro inferencial
A lel dos grandes nimeros
Estimacdo da média de uma popul acéo
Inferéncia da média populacional — desvio padrdo populacional conhecido e
populagdo infinita
Inferéncia da média populacional — desvio padréo populacional desconhecido e
populagéo infinita
Amostragem de popul agdes finitas
Intervalos de confianca unilaterais
Estimagao de proporgdo em uma popul agéo



Determinacéo do tamanho da amostra
Variaveis quantitativas, desvio conhecido e populagdo infinita
Varidveis quantitativas, desvio desconhecido e populacéo infinita
Variaveis quantitativas, desvio conhecido e populagdo finita
Varidveis quantitativas, desvio desconhecido e populacéo finita
Variaveis qualitativas e populacdo finita
Variaveis qualitativas e populagéo finita
Exercicios
Unidade X: Testes paramétricos
Objectivos do capitulo
Estimacdo e hipoteses
Alegactes sobre parametros popul acionais ver sus estimativas amostrais
Os procedimentos dos testes de hipoteses
Teste bicaudal ou bilateral
Teste unicaudal ou unilateral
Tipos de erros associados aos testes de hipoteses
Teste de uma amostra para proporcéo
Testes com duas amostras
Teste de igualdade de médias popul acionais
Diferenca de médias populacionais
Igualdade de proporgdes populacionals
Duas amostras para diferenca de proporcoes
Exercicios
Unidade XI: Testes ndo paramétricos
Objectivos do capitulo
Populacdo com distribuicdes variadas e amostras pequenas
Teste do qui-quadrado
Teste do qui-quadrado paraindependéncia ou associacao
Teste dossinais
Teste de Wilcoxon
Teste de Mann-Whitney
Teste daMediana
Teste de Kruskal-Wallis
Exercicios
Unidade X11: Correlagéo e regressao linear
Objectivos do capitulo
Definindo regresséo e correlacéo
Andlise de regressao
M odel os matematicos ver sus model os estatisticos
Regressdo Linear Simples
Andlise de correlagdo
Faixadevariagdode r : -1<r<1
O coeficiente de determinagédo
Modelos ndo lineares
Testes de hipdtese aplicados aos model os de regresso e correlagdo
Erro padréo de estimativa
Erro padr&o do coeficiente angular
Erro de confianga do coeficiente angular
Intervalo de confianga do coeficiente angular
Teste de hipétese para a nulidade do coeficiente angular



Erro padréo do coeficiente de correlacéo
Intervalo de confianga do coeficiente de correlagdo
Intervalo de confianga para projeccéo
Andlise de variancia
Cuidados necessarios na andlise de regressdo e correlacdo
Exercicios

Unidade X1V: Séries e previsdes temporais

Objectivos do capitulo
Dados col ectados ao longo do tempo
Componentes de series temporais
Tendéncia com médias moveis
Médias moveis ssimples
Médias méveis ponderadas
Alisamento exponenciais
Tendéncias com model os de regressao
Sazonalidade
Sazonalidade em model os de médias méveis
Sazonalidade em model os de regressio
Exercicios

Unidade XV: Recursos do Exceal ou do SPSS
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