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Resumo

Na parte cientifica deste relatorio efetuamos o estudo dos nimeros reais e de alguns métodos
para obter boas aproximacoes racionais para os niUmeros irracionais. Para tal efetuamos algumas
experiéncias envolvendo nimeros irracionais. Apresentamos igualmente provas da irracionali-
dade de /2 e de 7. Para /2 apresentam-se duas provas, uma numérica e outra geométrica e
para 7 uma prova numérica.

Efetuado este percurso vemos como aproximar bem niimeros reais por niUmeros racionais, usando
dois conceitos, as Fracdes Continuas e a equacao de Pell-Fermat. Apresentamos os dois concei-
tos numa perspetiva histdrica, acompanhada de exemplos, seguindo-se a formalizacao e apre-
sentacdo de alguns resultados teoricos. Por Gltimo observamos as conexdes entre as Fracoes
Continuas e a Equacao de Pell-Fermat.

Na parte da PES, apresentamos uma planificacao para o 12° ano, subordinada ao tema Introducdo
ao cdlculo diferencial e subtema Limites de funcoes reais de varidvel real. E trés planificacoes
de noventa minutos e dois blocos de quarenta e cinco minutos para o 9° ano, subordinadas ao
tema unidade 5 Numeros reais. Inequacées.

Palavras-chave

Aproximacoes, Incomensurabilidade, Equacao de Pell-Fermat, Fracdes continuas, NUmeros irra-
cionais, nimeros racionais, Nimeros reais
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Abstract

On the scientific part of this report we have conducted a study of real numbers and some
methods to obtain the best rational approximations to irrational numbers. For this we have
carried out some experiences with irrational numbers. We also present proofs of /2 and =
irrationality: numeric and geometric proofs for /2, and a numeric proof for .

After this we explain how to obtain the best real numbers approximations to rational numbers
using two concepts: Continued Fractions and the Pell-Fermat Equation. We present the two
concepts in a historical perspective, accompanied by examples, followed by the formalization
and presentation of some theoretical results. Finally, we observe the connections between
Continued Fractions and the Pell-Fermat Equation.

For PES, we present a planning for the 12th year under the theme Introduction to differential
calculus and subtheme Limits of real functions of a real variable. We also include three ninety
minute blocks and two forty-five minute blocks planning for the 9th year under the unit five
theme “Real numbers - Inequalities”.

Keywords

Approximations, Incommensurability, Pell-Fermat equation, Continued fractions, Irrational num-
bers, Rational numbers, Real numbers
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Introducao

O Relatorio de Estagio (RE) encontra-se dividido em duas partes: uma sobre a parte cientifica
que surge como um desenvolvimento, natural, do trabalho realizado nas disciplinas de Seminario
de Investigacao Matematica | e I, e outra sobre a Pratica de Ensino Supervisionada (PES), que
resulta do trabalho ai efetuado, em particular a planificacao de aulas e consequente lecionacao.

No que concerne a parte cientifica, o tema escolhido surge das propostas sugeridas pela ori-
entadora cientifica, Professora Doutora Sandra Bento, ou que sugerissemos. Foi aceite um dos
temas sugeridos - os NUmeros Reais, o que sendo um tema global, permitiria focar o trabalho de
investigacdo em subtemas que se enquadrassem nos niveis de ensino que lecionamos, 9°ano e
122 ano. Ainda assim surgiram algumas dificuldades, nomeadamente como estabelecer conexdes
entre os assuntos investigados e a lecionacao das aulas. Tendo em consideracao os programas
e metas curriculares para os anos de escolaridade acima mencionados, podem os temas de-
senvolvidos nos seminarios e consequentemente neste RE, servir de complemento aos assuntos
abordados aquando da pratica letiva. Este complemento pode servir para um enriguecimento
do vocabulario matematico dos alunos, assim como para uma melhor percecao dos conceitos
introduzidos pelos manuais, e finalmente a capacidade de estabelecer conexdes entre os temas
estudados e o mundo dos nimeros reais, que possuem caracteristicas de alguma beleza.

Assim, no que a parte cientifica concerne, este relatorio encontra-se divido em dois capitu-
los, um onde efetuamos experiéncias computacionais e geométricas com nimeros reais, e outro
onde verificamos como aproximar bem nimeros reais por nimeros racionais. No primeiro, como
indica o titulo, procedemos a um passeio pelos nUmeros irracionais onde efetuamos algumas ex-
periéncias com estes niUmeros. Apresentamos alguns conceitos tais como comensurabilidade e
incomensurabilidade, as expressdes decimais e aproximacdes de nUmeros irracionais por niume-
ros racionais. Efetuamos o estudo dos nimeros, v/2 e 7. No segundo usamos dois conceitos,
Fracoes Continuas e Equacao de Pell-Fermat, onde comecamos por fazer um resumo histérico e
apresentacao de exemplos, finalizando com a formalizacao e apresentacao de alguns resultados
teoricos. Por Ultimo procedemos a conexao entre os dois conceitos e 0 modo como permitem a
aproximacao de raizes quadradas, de nUmeros que nao sejam quadrados perfeitos. Em particu-
lar usam-se fragdes continuas para encontrar a solucdo minima da equacao de Pell-Fermat.

Na parte relativa a PES, a mesma é composta de um conjunto de aulas, que de algum modo per-
mitem estabelecer uma ligacao entre o trabalho desenvolvido na parte cientifica e as mesmas.
Assim apresentamos uma aula do 12°ano, de noventa minutos, subordinada ao tema Introducéo
ao calculo diferencial e subtema Limites de funcées reais de varidvel real. E trés aulas, de
noventa minutos, e dois blocos de quarenta e cinco minutos, no 9° ano. Estas aulas referem-se
a unidade 5 Numeros reais. Inequacgées.






Capitulo 1

Experiéncias computacionais e geométricas com
numeros irracionais

Neste capitulo fazemos um percurso sobre os nimeros irracionais. Apresentamos o conceito de
comensurabilidade e incomensurabilidade, as expressdes decimais, a irracionalidade de raiz de
dois numa perspetiva numérica e geométrica, e de pi numa perspetiva numérica.

1.1 Comensurabilidade e Incomensurabilidade

Contar e medir, sao operacées com que nos deparamos na vida quotidiana. Quando controlamos
0 nosso peso, quando os pais medem a altura dos filhos em crescimento, o engenheiro quando
procede a projecao de uma nova ponte, o agricultor que mede a quantidade de sementes a
plantar, para obter determinada colheita. Todas as pessoas tém necessidade de contar e medir,
seja na sua profissao ou em situacoes do dia a dia. Vamos no argumento que se segue proceder
a formalizacao destes conceitos.

Consideremos um segmento de reta AB. Para que o possamos medir precisamos de um segmento
unitdrio, que por definicao tem medida igual a 1. Designemos por u esse segmento.

Se u couber ¢ vezes em AB a medida de AB é igual a q. Neste caso estamos perante um processo
de contagem. [3][4]

Pode acontecer que o segmento v nao caiba um nimero exato de vezes no segmento AB. Entao
a medida de AB nao sera um numero natural.

Procuremos entao um segmento de reta w que caiba ¢ vezes em u e p vezes no segmento AB.
Diremos entdo que AB e u sdo comensurdveis. A medida de w é a fracao é e a medida de AB

, ) R — . x
€ p vezes —, isto €, AB = b Agora estamos perante um processo de medicao. [3][4]
q q

Esta nocao de comensurabilidade reinou durante muito tempo, até ao século IV antes de Cristo.
Nesta época a escola liderada por Pitagoras sofreu uma enorme crise quando alguém, entre os
proprios discipulos de Pitagoras, observou que o lado e a diagonal de um quadrado sao segmentos
de reta incomensuraveis.

Proposicao 1.1.1.
O lado e a diagonal de um quadrado sGo segmentos de reta incomensurdveis.

Demonstracgéao:
Consideremos a seguinte figura



AYb———+F+—+—+—B

Fig. 1.1: Segmento u na diagonal e no lado do quadrado

Suponhamos que exista um segmento de reta u que caiba ¢ vezes no lado AB e p vezes na
diagonal AC do quadrado ABCD. Tomando AB como unidade de comprimento, a medida de
AC seraigual a P enquanto a medida de AB sera igual a 1.

q

2 2
Pelo Teorema de Pitagoras temos <p> =12+ 12 de onde p—Q =2 e p? = 2¢%. Mas esta ultima
q q

igualdade é absurda, pois na decomposicao de p? em fatores primos o expoente do fator 2 é par
enquanto em 2¢? € impar. [4] O

A existéncia de segmentos incomensuraveis significa que os nimeros naturais juntamente com
as fracdes sao insuficientes para medir todos os segmentos de reta. Assim ampliou-se o conceito
de niimero, introduzindo os chamados nimeros irracionais, de tal modo que, fixando uma uni-
dade de comprimento arbitraria, qualquer segmento de reta possa ter uma medida numérica.
Deste modo, quando o segmento considerado é comensuravel com a unidade escolhida a sua me-
dida € um numero racional, e pode exprimir-se como o quociente de nimeros inteiros. Quando
0 segmento é incomensuravel com a unidade escolhida dizemos que é um nimero irracional.



1.2 Expressbées decimais

Para efetuar calculos, a forma mais eficiente de representar os nimeros reais € por meio de
expressoes decimais.

Definicdo 1.2.1.

Uma expresséo decimal é um simbolo da forma o = ag,a1as...ay...

onde ay € Ny e ay,as, ..., ay, ... Sdo digitos , isto é, numeros inteiros tais que 0 < a,, < 9. Para
cada n € N, tem-se um digito a,,, chamado o n-ésimo digito da expressdo decimal o.. O nimero
natural ag chama-se a parte inteira de . [d]

Através da expressao decimal podemos aferir acerca do nimero que a mesma representa. As-
sim uma expressao decimal designa-se por dizima infinita periodica, quando os primeiros p di-
gitos apos a virgula se repetem indefinidamente na mesma ordem. Por exemplo 0,88888... e
0,737373..., sdo dizimas infinitas periodicas, 0,25 é uma dizima finita. Se nado existir nenhum
padrao de repeticao numa dizima infinita entao ela designa-se por dizima infinita nao periodica.

Analisemos agora um caso simples, mas simultaneamente intrigante. [10]

Proposicao 1.2.2.
0,9999... = 1

Demonstracéo 1:

Consideremos = = 0,99999... (1) e multipliquemos ambos os membros da igualdade por 10,
obtendo 10z = 9,99999... (2)

Calculemos agora a subtracao de (2) por (1)

102 = 9,99999...
—z =0,99999...
9r =9
Temos que 9z = 9 < = = 1. Logo 0,99999... =1 O

Demonstracéo 2:
Vamos usar a definicao de progressdo geométrica.

Definicdo 1.2.3.

Seja (a,,) uma sucessdo. Se o quociente entre cada termo e o seu termo anterior for cons-
tante (e diferente de zero). Entdo (a,,) denomina-se progressdo geométrica. A essa constante
denomina-se razdo da progressdo e representa-se por r.

A soma dos n primeiros termos de (a,,), denota-se por S,,, e parar # 0 e r # 1 & dada por
1—7r"
1y

a

Se|rf<lentdo S= lim S, = “
n—-+oo 1—1r

No exemplo
0,9999... =9 x (0,1 + 0,01 4 0,001 + ...)

temos uma progressao geométrica com r = 0.1

|T|2071 ,lOgO S = = =1



1.3 Aproximag¢des por humeros racionais

No argumento que se segue pretendemos dar sentido ao facto de /2 ser uma dizima infinita que
elevada ao quadrado é 2 [7]

Proposicao 1.3.1.
A raiz quadrada de 2 é aproximadamente 1,411421356

Demonstracdo:

Sendo a raiz quadrada de 2 uma dizima infinita. Entdo existe uma dizima infinita cujo quadrado
€ 2. Partindo desta afirmacao vejamos como podemos obter esta dizima e depois o que significa
a sua multiplicacao por si mesmo.

Gerar a dizima:

Terd que estar entre 1 e 2

17=1<2
22=4>2
Calculemos agora
1,12 =1,21
1,22 =1,44
1,32 =1,69
1,42 =1,96 < 2

1,52 =2,25 > 2

Assim /2 devera estar entre 1,4 e 1,5. Donde se conclui que a sua expansao decimal comeca
por 1,4

Calculemos agora

1,412 =1,9881 < 2
1,422 = 2,0164 > 2

Donde se conclui que o proximo digito € 1. Logo a sua expansao decimal é 1,41
Calculemos agora

1,411% = 1,99092
1,4122 =1,99374
1,413% =1,9657
1,414% = 1,9994 < 2
1,415% = 2,00223 > 2

Donde se conclui que o proximo digito é 4. Logo a sua expansao decimal é 1,414.
Calculemos agora

1,4141% = 1,99968
1,4142% = 1,99996 < 2
1,4143% = 2.00024 > 2

Donde se conclui que o proximo digito é 2. Logo a sua expansao decimal é 1, 4142.
Repetindo este processo podemos gerar quantos digitos quisermos. Supondo que efetuamos os
calculos para nove digitos e obtemos 1,41421356

6



Seja z a dizima assim construida, o que nos permite estar confiantes que 2% = 2? Procedamos
a construcdo da seguinte tabela:

12 = 1
1,42 = 11,9881
1,4142% = 1,99996164
1,414212 = 1,9999899241
1,414213%> = 1,99999409469
1,4142135%2 = 1,99999982368225
1,41421356% = 1,99999999933878736

Como pudemos observar pela tabela quantos mais digitos usarmos para v/2, mais noves obtemos
apos o ponto decimal quando multiplicamos o nimero por si mesmo.

Podemos conjeturar que, ao usarmos a expansao infinita de v/2, obtemos uma infinidade de
noves, depois de a multiplicarmos por si mesma. O

Proposicao 1.3.2.
1,9999... = 2

Demonstracgao:

Provamos na Proposicdo [1.2.2, que 0,99999... = 1, entdo de 1,99999... = 1 + 0,99999... e aten-
dendo a que 0,99999 = 1 vem que 1 + 1 = 2. Logo 1,99999... = 2.

Portanto existe uma dizima infinita cujo quadrado é 2. O



1.4 A irracionalidade de raiz quadrada de dois, uma prova nu-
mérica

B, e ir-

Um numero diz-se racional se puder escrever-se como o quociente de dois inteiros,
racional se tal nao for possivel. A demostracao que se segue é feita por reducao ao absurdo.
Queremos provar que /2 é irracional, vamos comecar por admitir que /2 € um nimero racional

e tentar extrair uma consequéncia absurda. [7]

Proposicdo 1.4.1.
\/2 é irracional.

Demonstracgéao:
Suponhamos, com vista a obtencdo de um absurdo, que se v/2 é racional. Podemos encontrar

, L . < . r
ndmeros inteiros p e ¢ tais que v2 = P Por outro lado a fracao Pe igual a uma outra, —, em
q q s

que 7 e s ndo sao simultaneamente pares. Portanto, se v/2 é irracional, podemos encontrar dois

. . ~ . . r
inteiros ndo simultaneamente pares, r e s tais que v2 = —.
S

Se 2 = f, entao 2 = é & 252 =12, Se 25 = r?, entdo 72 é par, o que implica que r é par.
Sendo r psar, entao r :82t para algum inteiro t¢.

Se 252 =12 e r = 2t entdo 252 = (2t)> = 42, Logo s% = 2¢2. Se s2 = 2{2, entdo s> é par, 0 que
implica que s é par. Absurdo

Como ao assumirmos que /2 é racional nos levou a concluir algo obviamente falso, a suposicao

tem de ser falsa, isto &, v/2 é irracional. O



1.5 A irracionalidade de raiz quadrada de dois, uma prova geo-

métrica

Vamos demonstrar por reducao ao absurdo com recurso a argumentos geométricos a irraciona-
lidade de raiz quadrada de 2. [(1]]

O nimero /2 é a medida da hipotenusa de um tridngulo retangulo isésceles com catetos iguais
al.

1

Fig. 1.2: Triangulo retangulo isosceles de lado 1 e hipotenusa /2

Suponhamos, com vista a obtencao de um absurdo, que /2 se pode exprimir como o quociente
de dois nimeros inteiros e sejam p e ¢ 0s menores inteiros tais que v/2 = P Nesta condicoes
q

¢ € 0 menor nimero inteiro tal que ¢v/2 é um inteiro.

Entao, ampliando o tridngulo retangulo com catetos iguais a 1 pelo fator ¢, obtemos o menor
triangulo retangulo cujos catetos e hipotenusa sdo nimeros inteiros, ¢ e ¢v/2 respectivamente.
Vejamos como a partir deste triangulo se pode construir um mais pequeno com a mesma pro-
priedade, o que é absurdo.

Construcao:

A B

Fig. 1.3: Triangulo retangulo isosceles

Por hipotese a medida dos seus trés lados AB, BC e AC sao todos nimeros inteiros positivos.
Com centro em C e raio AC tracamos um arco de circunferéncia que interseta o lado BC em
um ponto a que chamamos D.



A B

Fig. 1.4: Arco de circunferéncia que interseta a hipotenusa

Como AC e CD sao raios da mesma circunferéncia, entdo medem o mesmo. AC é um inteiro,
entdo C'D também é um inteiro. BD = BC — CD é um inteiro positivo.

Tracamos agora a reta perpendicular ao lado BC que passa por D. A reta interseta o lado AB
num ponto a que chamamos E. Tracamos o segmento de reta DF.

A 5 B

Fig. 1.5: Construcao de triangulo retangulo isosceles

O comprimento DE é um nimero inteiro, pois BD é um nimero inteiro.

Os segmentos de reta AE e DE sédo tangentes a um arco de circunferéncia desde o mesmo ponto
E, pelo que séo iguais. AE = DE. Como DE é um numero inteiro, entao AE também é um
nUmero inteiro.

O triangulo ABC é um triangulo retangulo isosceles, logo o angulo ABC mede 45°. Como o
triangulo BDE é um triangulo retangulo e o angulo CBA mede 45°, logo o angulo DEB mede
45°. Entao o triangulo BDE é um triangulo retangulo isosceles, onde BD e DE sao os catetos
iguais.

AB é um nUmero inteiro positivo, entdo BE = AB — AE é um nimero inteiro positivo. Isso
significa que o triangulo BDE é um triangulo isdsceles, cuja medida dos lados sdo nimeros
inteiros positivos, que € menor que o que chamamos anteriormente menor triangulo retangulo.
O que é absurdo, ja que o triangulo anterior era o menor. Em consequéncia a nossa hipotese
inicial que /2 era racional é falsa. Logo /2 é um nimero irracional.

10



1.6 Pi, uma breve historia

O aparecimento dos nimeros irracionais, contribui para estabelecer de forma rigorosa as rela-
cdes entre grandezas geométricas. E Eudoxo (408 a.C. - 355 a.C.) que, com a introducdo da
nocao de grandeza geométrica (comprimento area e volume), a definicdo de razao entre duas
grandezas da mesma espécie, sem associar valores numéricos a estas grandezas, a definicao da
igualdade de duas razdes chamada propor¢do, e também a nocdo de ordem entre grandezas,
deu rigor a essas relacoes. Assim no livro V' de Euclides, A Teoria das Propor¢des aplica-se tanto
as grandezas comensuraveis como as incomensuraveis.

A Teoria das Proporcdes esta na base do método da exaustao, desenvolvido por Eudoxo e desen-
volvido por Arquimedes (287 a. C. - 212 a.C.) para resolver problemas como o calculo de compri-
mentos de curvas, areas e volumes. No calculo do comprimento da circunferéncia encontra-se
um ndmero que nao se pode escrever na forma de razao. Vejamos a seguir como designar este
numero.

Para o efeito consideremos dois circulos em que o diametro do primeiro é k vezes o diametro do
segundo. Para algum k inteiro positivo, o perimetro do primeiro é igual a k vezes o perimetro do
segundo, ou seja, o quociente entre o perimetro e o diametro é o mesmo para todos os circulos.
Procedendo de forma analoga para as areas concluimos que o quociente entre a area do circulo
e o0 quadrado do raio é o mesmo para todos os circulos.

Temos agora a questdao: dado um circulo de raio r, perimetro P e area A, que relacao existe
entre o0s quocientes g e % ? Como justificacdo, observemos que dividindo um circulo num
numero elevado e par de partes iguais, a partir do centro, é possivel reordenar essas partes de
modo a obtermos algo muito proximo de um retangulo com altura r e largura igual a metade do
perimetro da circunferéncia. [[15][18]

S dididdd

Fig. 1.6: Divisao da circunferéncia em 16 partes iguais

Asua area é

Logo

A P A P

2 2Ty

A este valor, igual ao quociente entre o perimetro da circunferéncia e o seu diametro ou entre
a area do circulo e o quadrado do seu raio chamamos .

A seguir mostramos como obter o valor aproximado de , inscrevendo na circunferéncia um
poligono com n lados, onde n toma valores cada vez maiores. [[19]
0 argumento deve-se a Francois Viéte (1540-1603).
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A area de um quadrado inscrito numa circunferéncia de raio 1 é igual a 2.
Se se duplicar o nimero de lados, a area do octogono inscrito sera igual a

2
2 X —
V2
Se o poligono tiver 16 lados a area sera
2 2

e assim sucessivamente. Conclui-se que, uma vez que quanto mais se aumenta o nimero de
lados mais proxima esta a area do poligono proxima da do circulo, que é igual a 7, entao

2 2 2
2X — X X X ...
V2 /212 \/2+ 52

m =

(1.1)

Fig. 1.7: Poligonos inscritos na circunferéncia

A formula (i.1) resulta de considerar poligonos com 2" lados inscritos na circunferéncia de raio
1. A sua area tende para 7, quando n tende para infinito.
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1.7 Airracionalidade de pi, uma prova numérica

O numero 7 € irracional. Mas se tal facto é facilmente aceite, ja a sua demonstracao nao se
torna tao obvia. No argumento que se segue tomamos como referéncia a demonstracao de Ivan
Niven. [[16]

Teorema 1.7.1.
O numero = é irracional.

Mais uma vez se recorre a técnica de reducao ao absurdo para demonstrar que um nimero é
irracional. Neste caso a demonstracao tem a autoria de Ivan Niven. [[16] e parte do pressuposto
de que 7 € um nUmero racional para construir uma funcao. A aplicacdo do calculo diferencial e
integral a esta funcao vai permitir a demonstracao do resultado.

Demonstracdo:
Suponhamos, com vista a obtencdo de um absurdo, que = é um nimero racional. Para isso
consideremos dois nimeros inteiros a e b estritamente positivos tais que
a

=%

Seja f(z) a funcao polinomial de grau 2n definida por
f(x) = " (o~ ba)"

Podemos verificar que f(z) possui as seguintes propriedades:

f0)=0e f(r)=0 (1.2)

flx)>0 Vzelo,n[ (1.3)

n n

0 < f(x)sinx <

—— Veelox (1.4)

flx)=f(r—z) Vee R (1.5)
A verificacdo de (f.2)) é imediata.

Para verificar (1.3) basta observar que

z>0=2z2">0
e que
J:<7T(:>J;<%:>ba:<a:a—bx>0:(a—bx)”>0
Para verificar (1.4) observemos que
0<sinz <1 Vzel0,n|
logo por (f.3)
0< f(z)sinx < f(z) Vz €]0,7]

13



por outro lado, tem-se que z < © = z™ < 7". E também que b > 0 = bx > 0 Vz €]0, w[. Assim,

at+br>asa>a—br= (a—bx)" <a”

evem
1 n n
f(x) = =2"(a—bx)" < T ('1
n!
Entao
. nan
0 < flz)sine < —
n!

(¢ —a)"(a—b(s — )" _ (8 —ax)"(a—a+be) _ (&—a)"ba"

n! n! n!

Usando agora algum calculo diferencial e integral numa variavel podemos estabelecer e demons-
trar alguns resultados que permitirao fazer a demonstracao do Teorema.

Lema 1.7.2.
A derivada de qualquer ordem de f no ponto x = 0 é um numero inteiro, ou seja

fi0)e Z Vi>1

Demonstracgéao:
Recorrendo ao Binomio de Newton podemos desenvolver

(a—bx)" =a™ —a" bz + ... + ab? Lz — pran
Logo,

f(z) = l'x"(a" —a" Y+ . +ab e — b"z™) (1.6)
n!

Como nenhum dos termos tem grau inferior a n tem-se que = é fator de f(9(z) V i < n, logo
f90)=0 Vi<n

Suponhamos entdo que a ordem de derivacéo i é tal que n < i < 2n. Em (i.6) os monémios em
cada termo ficam definidos por
a =iy gt

n!
Ou seja, para cada 0 < j < n existe uma constante # < N tal que cada monémio em ({I.6) se
pode escrever como

kpnti

n!
Consideremos a ordem de derivacdo i nos trés casos i <n+j,i=n-+jei>n+ j:
Se i < n+ j, entdo todos os monémios em ([i.€) tém z como fator, logo

fO0)=0 Vi<n+j

14



Se i > n + j, entdo desaparecem todos os monoémios com grau inferior ou igual a i quando
se calcula a derivada de ordem i, e z é fator de todas as parcelas restantes que tenham grau
superior a i. Mais uma vez

fO0)=0 Vi>n+j
Nt

Por fim verifiquemos o caso i = n + j. Neste caso, apenas resta o termo —
n.

de ordem n + j vai ser

, cuja derivada

n+j)n+j—1)..x2x1xk (n+4j)k

n! n! €z

O
Lema 1.7.3.
FO@) = (1) fO(r—a) Vi>1
Demonstracgéao:
Inducao na ordem de derivacao i
i=1:  fla)=—f(r—2)
Por hipotese suponhamos que é valido para i = n e verifiquemos que é valido parai =n +1

/ /
FOH () = [f(n)(x):| _ {(_1)nf(n) (m— x)} = (1) fO D (7 — (p)di[ﬂ -] =
X
= (=)D (= 2)(=1) = ()" (7w — ) O
Lema 1.7.4. O nimero f)(r) é um inteiro ¥i > 1
Demonstracgéao:
Por aplicacdo do Lema e de seguida o Lema concluimos que:
FO@) = (=1 fD(0) € Z Vix1
O

Lema 1.7.5.
A funcéo definida por

verifica
F'(z) + F(x) = f(x)
e
F'(z)sinz — f(x)cosx é uma primitiva de f(x)sinx
Demonstracdo:

Provemos a igualdade

F'(@)+ F(x) = (f"(x) = fD(2) + fO@)..) + (f(2) = f (@) + fD() = fO(a)...) =
= f@)+ (f (@) = f (@) + (D) = fO@) + . = f(2) + 0+ 0+ ... + 0 = f(z)

Vamos agora verificar que F'(z)sinz — f(z) cosz é uma funcéo cuja derivada é f(z)sinz

15



%[F/(x)sinx— F(z)cosx] = F'(z)sinz + F (z) cos(z) — F (2) cosz + F(z)sinz =

= F'(2)sinz + F(z)sinz = (F“ () + F(z))sinz = f(z)sinz O

Lema 1.7.6.
O integral abaixo representa um numero inteiro.

/7T f(x)sinzdx
0

Demonstracdo:

/ f(z)sinzdz = [F (z)sinz — f(z)cosz]] =

0

= [F () sinm — F(r) cos 7] — [F (0)sin0 — F(0) cos 0] = F(x) — F(0)

Pelos Lemas e temos que F(r) e F(0) s&o inteiros, logo F(r) — F(0) é um nimero
inteiro. o

Lema 1.7.7.
Se x €]0, [, entdo

7.‘_n+1 am

0< / f(z)sinzdr <
0

n!

Demonstragao:
Por ([1.4), no intervalo referido, sabemos que

U ™, n,n n, n us n. n n+l, n
. Ta Ta Ta ™ a
0< / f(z)sinzdr < / dr = / ldx = [z]y =
0 0 0

n! n!
O

Finalizando, podemos recorrer a um critério de convergéncia das séries numéricas para deduzir

n+1l_n
. i a
lim =0
n—o00 n!

logo, existe ng € N tal que
7T7L0+1an0
— <1
no!

Sendo assim concluimos que quando n = ng na definicdo de f, vem
rTT
0< / f(x)sinzdr < 1
0

Pelo Lema resulta que existe um inteiro maior do que zero e menor do que um. O que
€ um absurdo. Como a Unica hipotese feita foi a de que = é um ndmero racional ela deve,
necessariamente, ser falsa. Portanto = € um numero irracional.

O
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Capitulo 2

Como aproximar bem numeros reais por numeros
racionais

Vimos no capitulo anterior algumas experiéncias computacionais e geométricas com nimeros
irracionais, nomeadamente o /2 e o 7. Vamos neste capitulo formalizar a ideia de aproximar
bem nUmeros reais por niUmeros racionais, isto €, vamos usar alguns argumentos para mostrar
que todo o nimero real pode ser bem aproximado por nUmeros racionais.

2.1 Fracdes Continuas

Nesta secao vamos proceder a introducao do conceito de fracdo continua e de como pode ser
utilizado na aproximacao de nimeros reais por nimeros racionais.

2.1.1 Aproximacoes por racionais

Considerando as inclusdbes N C Z C Q@ C R, a transicdo de Q C R é a mais dificil na medida
em que a representacao de um numero real esta diretamente ligada a nocao de nimero real.
Se um numero natural € um conceito intuitivo, ja um ndmero inteiro € um nimero natural com
com um sinal que pode ser de + ou - € um nimero racional é a razdo entre um nimero inteiro e
um natural ndo nulo.

Mas o que é um nimero real? Uma propriedade essencial de R é que todo o nimero real pode ser
bem aproximado por nimeros racionais. No seguinte argumento pretendemos dar uma resposta
a questao formulada. [{14]

Notacgdo: Dado z € R, definimos a parte inteira de = como o Unico inteiro || tal que
|z] <2 < |z]+1, e aparte fraciondria de x como {z} =z — |z] € [0, 1].

Assim para z € R, existe ke Ztalque 0 <z — k < 1.

Podemos entao escrever a representacao decimal de
x—k=0,a1a3...an..., a; €{0,1,...,9}
0 que significa que se
Tr = an + 10 X ap_1 + 100 X @p_s + ... + 10771 x aq

entao

E portanto temos como uma boa aproximacao racional de x

T'n

k
" 1o
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. T , 1 ,
Na medida em que o erro |z — (k + ﬁ) € menor que Ton Trata-se de um numero bem pe-
queno se n for grande. A representacao decimal de um nimero real fornece assim uma sequéncia

de aproximagoes por racionais cujos denominadores sao poténcias de 10.

Consideremos agora que dado qualquer = € R e qualquer ¢ € N, existe p € Z tal que

1
g § T < ]i
q q
Para tal tomemos p = | gz, e portanto
1 1 1
T — p‘ <- e |x-— ptl < -
q q q q

A representacao decimal de x equivale a dar essas aproximacoes para os denominadores ¢ que
sdo poténcias de 10.

Observacdo: As aproximacoes decimais podem nao ser tao boas como aquelas que resultam
de usar racionais com denominadores que nao sao poténcias de 10.

Consideremos o nimero real m = 3,1415926535.... Uma boa aproximacao para esse numero é

? = 3,142857142857.... Uma outra aproximacao, ainda melhor, é 355 = 3,1415929203539823....

113
ver exemplo 2

Notemos que

% < i < % e 3& < 1 3141592
7700 =" 100 "7 113| = 3000000 = |" T 1000000
22 355 . . - . ~ L -
Portanto — e —— sao melhores aproximacoes de = que aproximacoes decimais com denomi-

7
nadores muito grandes, sendo de facto aproximagoes muito boas atendendo ao tamanho dos

. . - , . . 22 355
denominadores envolvidos. Como chegamos entao aos numeros racionais - e 133 como boas
aproximacoes de x?

2.1.2 Arepresentacao de numeros reais por fracoes continuas

Antes de definir o conceito de fracdo continua e exemplificar a sua construcao listamos algumas
referéncias historicas a respeito da sua origem.

Jonh Wallis (1616-1703) no livro Arithemetica Infinitorium (1655) desenvolveu e apresentou a
identidade

4 3IX3IXHEXHEXTXTxI.

T 2x4x4x6x6x8x09..
O primeiro presidente da Royal Society, Lord Brouncker (1620-1684) transformou esta identi-
dade em

12
32
52

72
2+ —

SHES

2+
2+
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No livro Opera Mathematica (1695) Jonh Wallis, designou a identidade de Lord Brouncker por
fracdo continua. Foi a primeira vez que o termo "fracdo continua” foi usado. Christiann Huygens
(1629-1695) demonstrou uma aplicacdo pratica das fragdes continuas. Construiu um planetario
mecanico. Leonard Euler (1707-1783) mostrou que todo o nimero racional pode ser expresso
como uma fracdo continua. Joseph Louis Lagrange (1736-1813) demonstrou que as raizes irra-
cionais de equacdes quadraticas tém expansao na forma de fracao continua periodica.

Definicao 2.1.1 (Representacao por fracdes continuas de z).
Seja x um numero real. As fracbes continuas de x s@o construidas do seguinte modo: [2]

Definimos recursivamente

1
e, separaalgumn, o, ¢ Z any1 =——— VneN
(0%

n — On

Se, para algum n, «, = a, temos

def 1
T =09 =[ap;a1,a2,...,0,] = ag+ .
a1+
1
a2+
1
_|_7
an,
Caso contrdrio,
1
d
x = [ag; a1, ag, ...] ef ag + .
a + ———
as+ -

A representacao de niumeros reais por fragdes continuas fornece-nos sempre aproximacoes por
numeros racionais muito boas. Além disso ndo depende de nenhuma escolha artificial da base.

Descrevemos a seguir um algoritmo que permite obter a fracao continua de um nimero real z.

Algoritmo:

1) Se x > 1 siga para 2, se 0 < z < 1 siga para 3 (o procedimento é analogo para os reais
negativos)

2) Subtraia a z a sua parte inteira; se o resultado for zero, o processo para, sendo, siga para 3.
3) Inverta o nimero que se obtém e volte a 1. [{17]

Os numeros inteiros nao nulos que se vao obtendo ao longo do processo sdo os coeficientes da
fracdo continua do nimero real z.

19



Exemplo 1:

~ . 15
Vamos escrever a frac;ao continua para x = § =1,875

15 7 , 15
— —1=—, 1 é a parte inteira de —
8 8 P 8
8 1 , 8
- —1=—,1¢éaparte inteira de -
7 7 P 7

7 — 7 =0 termina o processo.

Subtrairam-se durante o processamento do algoritmo os nimeros 1 (duas vezes) e 7, assim

Exemplo 2:

Vamos escrever a fracao continua para = = 3, 1415926535...

1 ,
141592 —3=0,141592, invertendo ————— = 251331. rte inteira.
3, 5926535 — 3 =0, 592, invertendo 0. 141592 7,06251331. 7 e a parte inteira
1 , s
251331 — 7 = 251331, invertendo ———— =1 2. 15 € a parte inteira.
7,06251331 — 7 = 0,06251331, inv 0.06251331 5,996593 5 p intei
1 ,
1 2—15= 2, invertendo ——— =1 41 . 1 é a parte inteira.
5,996593 5=10,996593 0.9965032 ,003418385 p
. 1 , . .
1,003418385 — 1 = 0,003418385, invertendo —————— = 292, 535806. 292 € a parte inteira.

0,003418385

Subtrairam-se durante o processamento do algoritmo os nimeros 7, 15,1, 292 assim construimos
parte da fracdo continua de © como no exemplo 1. Como se trata de um nimero irracional o
processo ndo termina, no entanto a fracdo continua construida da uma boa aproximacao para

.

T =1[3;7,15,1,292,..]

1+
1
292 + —

Se o processo de construcao se limitar a uma ou trés iteracdes tem-se

122
T (37 =3+ - = = 3.1428571428571
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1 35

7w [37,15,1] = 34+ ———— = =2 — 3141592920354
1 113
7+
154 2
1
22| 1 314 355 1 3141592

Dl —<lr-lelrn - < — - 4
‘” 7|~ 700 ‘” 100 ‘” 113‘ 3000000 ‘” 1000000‘ (4]

Observacao: Recorde-se que estes nimeros racionais tinham ja sido identificados como melho-
res aproximacoes de m que as decimais.

Exemplo 3:
De seguida vejamos como obter a fracdo continua de um nimero racional recorrendo a um ar-
gumento geométrico. [f11]

, 9 . - ,
Dado o numero real % vejamos como obter a sua fracao continua.

Desenhamos um retangulo de dimensoes 16 e 9. Dentro do retangulo desenhamos quadrados
com o maior lado possivel, neste caso desenhamos um quadrado de lado 9. Na area que resta
desenhamos quadrados com o maior lado possivel, podemos desenhar um quadrado de lado 7.
Continuando o processo desenhamos na area livre quadrados com o maior lado possivel, de-
senhamos trés quadrados de lado 2. Finalmente podemos desenhar dois quadrados de lado 1.
Obtemos assim o esquema como na seguinte figura.

Fig. 2.1: Divisao de retangulo em quadrados

Afim de obtermos a fracdo continua comecamos pelo quadrado de maior para o de menor lado,
contando os quadrados que tenham o mesmo lado. Assim temos um quadrado de lado 9, um
quadrado de lado 7, trés quadrados de lado 2 e finalmente dois quadrados de lado 1.
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- - , 9 ,
Entdo a fracao continua para 6 €10;1,1,3,2]

2.1.3 Reduzidas de fracoes continuas

Definicdo 2.1.2.

Seja x = [ag; a1, a2,...]. Sejam p,, € Z e q, € N\{0} primos entre si tais que:
& = [aO; a1,0a2, ..., a’n]a n > 0.
qn
A fracédo Pr ¢ chamada de n-ésima reduzida ou convergente da fracdo continua de x.
qn

Note que se a representacao por fracdes continuas de z for finita entdo z é claramente racional.

Reciprocamente, se x = Pe Q, a sua representacao sera finita. Isto esta diretamente ligado

ao algoritmo de Euclides aplicado para determinar o maximo divisor comum de p e ¢, e os quo-

cientes que aparecem no algoritmo de Euclides sao os mesmos quocientes a,, que aparecem na
fracao continua de x. [14]

Exemplo 4:
Fracoes reduzidas do nimero 5, 387 usando os quocientes do algoritmo de Euclides.

5387 | 1000 | 387 | 226 | 161 | 65 | 31 | 3 | 1
5 2 1 1 2 2 | 10 | 3 | quociente
387 226 | 161 | 65 31 3 1 0 resto

Tabela 2.1: Algoritmo de Euclides em tabela

5,387 =5+
226
* 387
1
5,387 =5+
1
2+
161
* 5%
Reduzidas
p1 1
—=15:2|=5+ =
q1 15:2] 2
1
]2:[5;2,1]:5—%7
q2 1
2 —
+1
22

355 . .
e —, sao respetivamente as reduzi-

Observacdo: As fracdes obtidas em exemplo 2, =i

das h e bs de 7.
q1 qs3
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Proposicao 2.1.3.

Dada uma sequéncia (finita ou infinita) ag,a1,as.... € Z tal que a;, > 0 Vk > 1, definimos

sequéncias p,, € q,, por:

po=ao, @ =1,p1=aa1+1, g =a1
Pm+2 = Gm+2Pm+1 + Pm

Gm+2 = Gmt2qm+1 + Gm Ym >0

temos entéo: VYn > 0

x =lap;ai,as,...,an] =ap+ =—
a1+
a2+

Além disso, pn11qn — Pngni1 = (—1)". Yn >0

Demonstracgao:
A demonstracéo sera feita por inducao em n.
a
Para n = 0 temos [ao] = ag = — = 22
1 q0
1 apa 1
Paran = 1 temos [ag; a1] = ag + — = aoar+1 _ p1
ai ai q1
1 a as(apa 1)+a a
Paran = 2 temos [ag; ai, as] = ag + ———— = ap + ———— = 2(a0a1 +1) +ao _ azpr +po
1 ajaz +1 ajaz +1 a2q1 + qo
ay + ;
2

Suponhamos agora que a afirmacao é verdadeira para n, € provemos para n + 1

Por hipotese p, = anpn—1+pPn-2 € @n=0ngn-1+qn2

. Pn+1 Upt1Pn + Pn—1
[ao,al,ag,...,anH] = = =
dn+1 An+14n + qn—1

an+1(anpn71 +pn—2) +pn71 _ ApnAp+1Pn—1 +pn71 +pn72an+1 o

an—i—l(anQn—l + Qn—2) + qn—1 AnAn+1Q9n—1 + dn—1 + qn—20n+1

QpQn++1Pn—1 +pn71 +pn72an+1 Pn—1
ApPn—1 + +pn72
. An41 - An+1 .
T apa —1+qn-1+ gn—20a B n—1 B
n n+1Qn 1 dn—1 qn—2 n+1 ananl"'_ n +qn72
Ap+1 An+41
1
Gnp + a Pn-1 +pn72
n+1
= = |ag;ay,as,....,an +
1 Ap1
an + dn—1 + dn—2
Ap+1
Logo
Pn+1
—— = [ag; a1,a2, ..., Gpy1] = [ao;al,az, ey an +
QRJrl an+1

23
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Provemos agora a segunda afirmacao

Pn+1n — PnGnt1 = (—=1)", Vn >0

A prova sera feita por inducao em n
Paran =0

p1go — poqr = (apar + 1) x 1 — apay = agay +1 — apa; =1 = (—1)°

Suponhamos agora que a afirmacao é verdadeira para n e provemos para n + 1.
Por hipétese, p,11Gn — Pani1 = (—1)™.
Por deﬁnigéoy Dn+2 = An+42Dn+1 T Pn € Gn42 = Gnt2Gn+1 + Gn

Pn+24n+1 — Pn+1Gn+2 =

= (Ant2Pn+1 + Pn)dnt1 — (@nt2Qni1 + @n)Pns1 =
= Ont2Pn+1qn+1 T+ Pndnt+1 — Cnt2Qn+1Pntl — nPntl =

= Pnqn+1 — nPn+1 = _(anrlCIn _ann+1) = _(_1)n = (_1)n+1

Logo

Pn4+1dn — Pndn+1 = (_1)n

De seguida vamos provar que um namero real x pode ser aproximado pela n-ésima reduzida da
fracao continua de z e, reciprocamente, que existem racionais proximos de x que sdo reduzidas
da fracao continua de z.

Teorema 2.1.4.
Para todo n € N,

1 1
dn dndn+1 dn
além disso
1 1
T — pi < — ou ’ _ Pn+41 -
dn 2 dn dn+1 2 q, +1
Demonstracgéao:
Pn+1 7& _ Pn+1q, — Pndn+1 _ (_1)n _ 1
qn+1 dn gn+14n ndn+1 dnqn+1

Como z esta entre duas reduzidas consecutivas temos [[17]
1 1
<2
ndn+1 q;

Provemos agora a segunda parte do teorema, o que faremos por absurdo.

Se

_ Pn+1
Qn+1

, entao

>e’m

~ 242,
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1 1 1
_[Pas1 _Pn :‘x_pn +’$_pn+1 > Ly 1
InGn+1  |dnt1 Gn In nt1| 205 2q54
mas
11 1 N 1 1 1 0
UnGnr1 202 2201 262 2¢2.,  GnGny1
1 1 1 1
S (= ——)<0= = = Gn = Qn+1
\@Qn \/§Qn +1 \/§Qn \@Qn +1 " "
0 que é absurdo. 0

, . - oA . 1,
Por outro lado todo o nimero racional ~ proximo de x a uma distancia inferior a 202 € uma
q q

reduzida.

Teorema 2.1.5.

1 - , . - ;
Se |x — p‘ < 202 entdo £ é uma reduzida da fracéo continua de zx.
q q q
Demonstracdo:
Seja n tal que ¢, < ¢ < g,+1. Vamos supor que PP
q n

p 1
De [2] (prop. 3.15) |z —~| >

q dndn+1

Assim £ esta fora do intervalo de extremos 2 e 2+l [17]
dn dn+1

q
Temos duas possibilidades:

- 1 1 ,
a) se g > 41 entao |z — p’ > > — 0 que é absurdo.
q dnqn+1 2q
b) Se ¢ < nt1 , entao temos que
‘x_p‘zpn_p’_pnﬂ_pnzl_ L _Gn-g 1 1
q i q i1 Qo 99n  GnGnt1 Q@nnir 2Q0n  2G3
O que é absurdo. O
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2.2 Equacao de Pell-Fermat

“(...)toda a aritmética é apenas composta por quatro ou cinco operagées, que s@o: a adicdo,
a subtracdo, a multiplicacdo, a divisdo e a extracdo das raizes, que pode ser entendida como
uma espécie de divisdo(...)" [8]

Nesta secdo vamos abordar conceitos historicos usados para a extracao de raizes quadradas e a
formalizacao da teoria da Equacao de Pell-Fermat.

2.2.1 A raiz quadrada na Mesopotamia

Geometricamente o calculo de v/ D, pode ser encarado como a procura de um quadrado com
area D. [8]

Tomemos como exemplo /7

— T ——

Fig. 2.2: Quadrado de lado raiz quadrada de 7

Comecemos por incluir nesse quadrado o maior quadrado possivel com lado conhecido. Seja 2
o comprimento do lado desse quadrado.

Temos 2 como uma aproximacao grosseira de

VT~ 2.645751

«— T —1—

C 1

Fig. 2.3: Quadrado de lado 2 + ¢

A regidao em forma de «L» refletido, chamado de gnémon [8], € composta por dois retangulos
de lados 2 e ¢ e um pequeno quadrado de lado c. Sendo a sua area dada por

2(2c) + 2 =7-4=3
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No argumento que pretendemos usar vamos desprezar o quadrado de lado c.

2 3/4

—

v/11

Fig. 2.4: Quadrado de lado 2 + 3/4

Obtemos assim a aproximacao

. 3
2(2¢) = 3, ou seja ¢ ~ 1
Uma melhor aproximacéao de /7 ~ 2.645751 é
3 11
24+ ="=29
+ 1= 2 75
11/4

}d

Fig. 2.5: Quadrado de lado 11/4

Subtraimos de Zl o lado d do quadrado que compde a nova regiao em "L" refletido.

11\° 11 )
<Z> —7+2(Z>d—d
Desprezando o quadrado de lado d obtemos
112 11 11, 121 9
(Z) —7~2(Z)d<:> ?d~1—6—7@d~§

Obtemos assim como nova aproximacéo de /7 ~ 2.645751

119 233
T 270 N 2.647T72
4 88 88 647728
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Que é uma aproximacdo melhor.

; 233 ~ .~ .
Subtraimos agora de 25 o lado d do quadrado que compoe a nova regiao em «L» refletido.

233\ 2 233
=) =142 = )d-d?
(%) =72(%)

Desprezando o quadrado de lado d obtemos
233d 54289 7 d 81

~
~

82 ¢~ q1008 77 11008
Obtemos assim como nova aproximacao de /7 ~ 2.645751
233 81 108497

— — = ~ 2.645752
88 41008 41008 64575

Mais geralmente, seja o’ ~+/D, e a 0 maior natural tal que o’ > a. [0]

a C

vD

A
v

Fig. 2.6: Quadrado de lado raiz quadrada de D

Determinar a’ ndo é mais do que encontrar uma boa aproximacao de ¢, medida de um dos lados
da regidao em forma de «L» refletido que envolve o quadrado de lado a. Este gnémon tem area
igual a
D —a?
E composto por dois retangulos de lados a e ¢ e um quadrado de lado ¢. Logo
D —a?=2ac+c?

Desprezando o quadrado de lado ¢ obtemos

D —a?

2ac~ D —a’> & c~
2a

Resulta que um melhor valor para v/D (em relacdo a a) é obtido tomando para a aproximacao
de a + c a quantidade:

D—a2© D+ a?
a1 =
2a ! 2a

Recursivamente, podemos melhorar a aproximacao fazendo iteracées definidas por

a; =a—+

D+a?
2ap,

Ap+1 =
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2.2.2 0 algoritmo hindu

Vamos agora ver o algoritmo hindu para a extracdo de raizes quadradas. Este algoritmo foi
descoberto pelo matematico indiano Brahmagupta (598-670), sendo chamado de regra da com-
posicdo de Brahmagupta.

Teorema 2.2.1 (Regra da composicao de Brahmagupta).
Se (z1,y1) e (z2,y2) sdo solugbes da equacgdo x> — Dy? = 1, entdo

(73,y3) = (172 + Dy1y2, v1y2 + y172)
também é uma solucdo da equacdo. [21]

Demonstracgao:

Dado que (z1,y1) € (x2,y2) sao solucdo da equacdo, 2% — Dy? =l e x3 — Dy2 =1

entao,

1= (2F — Dyi)(23 — Dy3)

1= (1 — y1\/5)(x1 +y1\/5) X (xg — y2\/5)($2 + y2\/5)

& 1= (z122 + Dy1y2)2 — D(z1y2 + y1x2)2

S 1= a:% — Dy§ I

De entre as varias solucoes da equacao, existe uma a partir da qual podemos obter todas as
outras.

Definicdo 2.2.2.

Chama-se solugdo fundamental ou solu¢do minima de 2% — Dy? = 1, ao par ordenado (x1,y1),
onde x, e y; sGo os menores inteiros positivos que sdo solucdo da equacdo e que ndo sdo solug@o
trivial, ou seja, (x1,x2) # (1,0).

Exemplo:

Solugoes de 22 — 3y? = 1.

Por tentativa encontramos uma solucéo (2,1). Fazendo a composicao com ela propria, obtemos
a solucao

(2x243x1x1,2x1+1x2)=(7,4)
72 —3x42=49-48=1

Compondo agora (2,1) com (7,4) obtemos a solucao

(2x7T+3x1x4,2x4+1x7)=(26,15)
262 — 3 x 152 = 676 — 675 = 1

2.2.3 Equacao de Pell-Fermat

Usamos a designacao de Rodrigo Gondim [6], para nos referir a equacao de Pell. No entanto ha
registos historicos de que foi Euler (1707-1783) que atribuiu erradamente a Pell (1611-1685) um
método de resolucdo da equacdo. Sendo que a contribuicao de Pell resulta na publicacao de
alguns resultados parciais de Wallis e Brouncker. A solucao da equacao foi considerada primeiro
por Fermat, e uma solucao completa foi dada por Lagrange [12][b]. Os argumentos a seguir
expostos tém como referéncia base [[13].
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Definicao 2.2.3 (Equacao de Pell-Fermat).
Chama-se equacdo de Pell-Fermat a equacdo definida por

?—~Dy*=1,DeN e VvD¢N

Temos que os pares (—1,0) e (1,0) sao solucdo da equacao, chamadas solucées triviais. Procu-
ramos solucoes (z,y), com z,y € Z, que nao sejam triviais.

Vamos entdo verificar se a equacao tem solucdes para além das triviais e como proceder para
encontrar as solucdes. Para o efeito vamos considerar nimeros da forma

r+yVD, z,y €L

Proposicao 2.2.4.
Os numeros = + yv/ D tém uma Unica representacao.

Demonstracgao:
Se 21+ y1VD = x5 + y2VD, cOM 1, y1,22,y2 € Z

Entdo 2, = x5 € y; = yo. Subtraindo (y; — y2)vV'D = x5 — 21
Se Y1 = Y2 entao Ty — L1 = (.1/1 — yg)\/ﬁ = O, lOgO T1 = X2
~ T2 — X1 ,
se y; # yo entdo VD = = € Q. O que é absurdo. O

Y1 — Y2

Proposicédo 2.2.5.
SeDeN e D ¢ N, entdo /D é irracional.

Demonstracdo:
Com vista a obtencdo de um absurdo, vamos supor que VD = E, com mde(z,y) =1ey > 1,
Y
porque podemos simplificar os fatores comuns de modo que z e y sejam primos entre si.
2

Assim VD =~ = D = % e mde(z,y) =1 = mde(2?,y?) =1

Y Yy
Como y > 1 = y? > 1. Obtemos um absurdo uma vez que D € N O

Podemos definir uma funcdo norma no conjunto dos nimeros da forma z + yv/ D de tal modo
que as solucoes da equacao de Pell-Fermat sejam os elementos deste conjunto com norma 1.
Assim,

Definicdo 2.2.6 (Funcao Norma).
Seja Z|D] = {x + yv'D,z,y € 7}
Consideremos a funcé@o
N :Z|D| > Z
N(z+yvD) € 2% - Dy? = (z + yv/D)(z - yv/D)
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Provemos de seguida que a funcdo norma definida é multiplicativa.

Proposicao 2.2.7.
Dados = + y/D e u + vv/D entdo

N((z +yvVD)(u+vvVD)) = N(x +yvVD)N(u+vVD)

Demonstracdo:

N((z +yvVD)(u+vvVD)) = N(zu + zvvD + yuv/D + Dyv) =

= N((zu + Dyv) + (zv + yu)vVD) = (zu 4+ Dyv)? — D(zv + yu)? =
= (2u)? + 2Dayuv + (Dyv)? — D(zv)? — 2Dayuv — D(yu)? =

= (vu)? = D(2v)* — D(yu)® + (Dyv)?

N(@ + yVD)N(u+v/D) = (22 — Dy)(u? — De?) =
= (zu)? — D(av)? — D(yu)? + (Dyv)?
Logo
N((z +yVD)(u+vVD)) = N(x + yvVD)N(u+vvD)

Exemplo: (3 +2v/2)? =17 +12V/2
N17T+12v2) = N3 +2v2)?=32-2x2?2=12=1

Procurar solucdes da equacao de Pell-Fermat é procurar nimeros da forma z+y+/D, com .,y € Z
tais que
N(x—|—y\/5) =22 -Dy?=1

Proposicao 2.2.8.
Se z + yv/'D # 1 for solucdo, entdo todas as poténcias (x + yv/D)* também sdo solucdo Vk € N

Demonstracgao:

Se N(x +yvD) =1, para Vk € N, entao

N((z +yVD)¥) = N(z + yv/D)F = 1F = 1

Se z + yv/D # 1, entdo recorrendo ao Bindmio de Newton

(x+yVD)* =z + yuVD, i, yr € Z

x7 — Dy} = N((z +yvD)*) = 1. O

Exemplo: z 4+ y1V2 = (3 + 2v/2)"
x% — 2y,€ =1

(34+2v2)%2 =17+ 12V2
177 -2x122=1

Assim, se a equagao x? — Dy? tiver alguma solucdo (z,y), com, z,y € N, entao ela vai ter
infinitas solucodes.
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(z +yvD)* é da forma z; + yrVD, zp,yx € Z. Entdo vamos usar o Binémio de Newton para
calcular poténcias de elementos = + yv/D € Z[D].

k k
(x +yVD)F = zF + ( ) > 2" yvD + ( ) > 222D + ... = ap + ye VD

onde

i i L5 i S
T =" + xk_QyQD + xk_4y4D2 + .= ) xk_ijQJDJ
2 4 = 27

k—1
Y = F a:k_ly + b xk_gygD +..= Li: k xk_Qj_lijHDj
1 3 o 2j+1

Exemplo:
Dada a equacao de Pell-Fermat 22 — 2y? = 1, com = = 3 e y = 2. Calculemos a poténcia de
expoente 2 com o Bindmio de Newton.

13
2 o 0 2
fﬂ2z< y )mzzjy%]y ( ) )xOyODOJr(z >m0y2D32+22x29+817

=0

2—1J
2

2 2-2j-1, 2j+1 j 2 2-1, 110

= E T D) = T D°=2x3x2=12
Y2 <2j+1> Yy 1 Yy

=0

Vamos de seguida provar que se z2 — Dy? = 1 tiver alguma solucido entdo tem uma solucao
fundamental ou solucdo minima. E que qualquer solucdo é uma poténcia da solucdo minima.

Se existirem z,y € N com 22 — Dy? = 1, vamos considerar o menor elemento do conjunto

N[D] :{a:—&-y\/ﬁ,m,yEN,mZ—DyQ:l}

De facto o conjunto N[D] tem um menor elemento. Estamos a considerar que o conjunto € ndo
vazio, assim dado qualquer M > 0 se z + yvD < M, com z,y > 0, temos

M
r<MeyVD< M=y ——==y< M
Yy Y VD Y

Existe um ndmero finito de possibilidades para = e y tais que = + yv/D < M e num conjunto
finito existe um menor elemento.

Proposicédo 2.2.9.
Vo,y €N, 3k € N tal que = +yv/D = (x1 +y,v/D)*, com x1 + 31/ D o menor elemento de N[D]

Demonstracdo:
Como z1 +y1vVD > 1
3k € Ncom (z1 +y1vVD)* <z +yVD < (21 + y1vV/D)*H!

Multiplicando por (z; — y;v/D)*, temos

1< (z+yVD)(z1 —yVD)* <21 +yvVD
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Consideremos u + vv/D = (z + yvD)(x1 — y1v/D)*, entao
u + v\/ﬁ >1

u? — Dv?> = N(u+vvVD) =
N((z +yVD)(z1 = y1VD)¥) = N(z +yVD)N(z1 — y1vVD)"

= (2% = Dy?)(a? — Dy)F =1 x1F =1

Temos que u + vv/D da uma solucao da equacdo e v+ vv/D > 1

Se u? — Dv? =1eu+vVD < x; + y1V/D, absurdo porque z; + y;v/D é a solucdo minima.
Portanto u+vvD =1, logov=0eu =1

(z +yvVD)(z, — VD) =1 o x+yVD = (1 + y1VD)* O

As solucdes da equacao de Pell-Fermat fornecem "boas aproximacodes racionais” de v D.

Se z,y € Z séo tais que =2 — Dy? = 1, entdo (z — yv/D)(x + yv/D) = 1 e, portanto

T 1
5_\/5_31(%%/\/5)

N . . ~ I , . ~
A medida que z e y tomam valores cada vez maiores, a fracdo — da aproximacoes cada vez
Yy

melhores de v/D.

Vimos nos argumentos anteriores que as solucoes de Pell-Fermat fornecem boas aproximacoes
racionais de v/D. No argumento que se segue pretendemos mostrar que existem infinitos racio-
nais tao proximos de v/D quanto queiramos, que determinam infinitas solucdes da equacéo de
Pell-Fermat.

Teorema 2.2.10 (Dirichlet).
Dado o € R\Q existem infinitos (p,q) € Z x (N\{0}) com

Demonstracéo:

Na demonstracdo do teorema vamos usar o principio da casa dos pombos, que nos diz que se
tivermos n + 1 objetos para colocar em n caixas, entao pelo menos duas caixas ficam com dois
objetos.

Dado x € R, definimos a parte inteira de x como o Unico inteiro |z] tal que |z| <z < |z| +1,
e a parte fraciondria de x como {z} =z — [z| € [0, 1].

Seja N um inteiro positivo (grande). Consideremos os N + 1 nameros 0, {a}, {2a},....,{Na} €
[0, 1] e dividamos o intervalo [0, 1] em n partes iguais
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Usando o principio da casa dos pombos 30 <i<j <N e 1<k<N, tais que

i, oy e |5 5| = lta) = tiel <

Definamos agorapegcomo0<g=j—i< N e p=|ja| — [ia] €Z
Pela definicao de parte fracionaria

{jo} = {ia}] = jo = Lja] — (ia — [ia])| = |(j — )a — (Lja] — lia])| = lgo = p| < §

o 1 1 .
da definicao de g temos — < - = |ga — p| < —. Dividindo por ¢q obtemos o resultado preten-
q q

N
dido

Em [6], o autor afirma que a existéncia de infinitas solucdes para a equacdo de Pell-Fermat
€ consequéncia do Teorema de Dirichlet, remetendo a demonstracao deste resultado para um
artigo de M. Miranda no n°9 da revista FAMAT. Enuncia em alternativa a Proposicao que a seguir
apresentamos, sem a demonstrar. Aqui procedemos no entanto a demonstracao de i) = i) [[13],
uma vez que ela resulta dos argumentos anteriormente apresentados. A prova da implicacao
i1) = 4i1) requer o estudo de uma familia mais geral de equacdes onde se inclui a de Pell-Fermat.

Proposicao 2.2.11.
Seja D um inteiro que ndo é um quadrado. Entédo sGo equivalentes:

(i) Existem infinitos inteiros positivos z, y tais que x> — Dy? = 1;

(ii) Existem infinitos inteiros positivos x,y tais que

; 1
l_@‘<2;
Yy Yy

(iii) Existe m < 0 para o qual existem infinitos inteiros positivos x,y satisfazendo x> — Dy?> = m

Demonstracéo de i) = i):
Se z2 — Dy? = 1, com z, y inteiros positivos, entao

(x —yV'D)(z + yVD) = 1, ou seja

1
Y P
Y a:—l—y\/ﬁ

Como > 0, aplicamos médulos

1
z+yvVD

1 1 1
’x—y\/f)‘: < =

dividindo por y
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2.2.4 Curiosidades

Algumas equacdes de Pell-Fermat e respetivas solucdes minimas.

2 —60y% =1
2 —61y? =1
2 —62y? =1
2 — 96y =1
2?2 - 97y? =1
2 —98y? =1

31
r=3l,y=4 T ~ V60
1766319049
z = 1766319049, y = 226153980 226153930 V61
r=063,y=28 % ~ 62
4
r=49,y=5 39 ~ /96

T = 62809633,y = 6377352

z =99,y =10

99

—_— =

98

62809633
ZEOFTEO0 L/

6377352 o7
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2.3 Fragdes Continuas, Raizes Quadradas e Equac¢ao de Pell-Fermat

Nesta secao pretendemos estabelecer conexdes entre as fracdes continuas, a aproximacao de
raizes quadradas e a resolucao da Equacéo de Pell-Fermat. Assim nao procederemos a demons-
tracdo dos teoremas enunciados, uma vez que o nosso objetivo é o de estabelecer conexdes
entre os conceitos vistos nas secoes anteriores.

2.3.1 Fracao Continua da raiz quadrada de D e Equacao de Pell-Fermat
Notacgdo: Seja D € N e /D ¢ N. E seja a fracao continua de v'D
VD = [a;b1,b2, ..., by b1, Do,y oy by b1, by ey D -]
a by, ba, ..., by, chamamos periodo de tamanho m da fracio continua de v/D. Denotamos por
VD = [a;b1, b2, ..., by

Como visto na secéo .1.2, sabemos calcular a fraco continua de um nimero. Tomemos como
exemplo , com vista a demonstracdo do argumento exposto nesta secao, a fracao continua da
raiz quadrada de um nimero inteiro positivo que nao seja um quadrado perfeito. [20]

O ndmero /23 tem como fracdo continua
V23 = [4;1,3,1, 8]

Calculemos as primeiras fracoes reduzidas para v/23

4:1 4 ! 0
[4;1] = +I_I

19
4:1,3| =4+ ——= —
[773] + 1 4

1 —
Jr3
1 24
[4;1,3,1] =4 + ==

1 5

1+ —

1

34+ -

1 211
4;1,3,1,8] =4+ ————— =
[7a57] + 1 44

1+
1
3+ ——
1
1+
1 235
4:1,3,1,8,1] =4 = —
[77)77] + 1 49
14+
1
3+
1
1+ —
1
8+ —
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1 1
[4:1,3,1,8,1,3] =4 + _ 6

. ~ 101
1+
1
34+ ——m——
1
1+
1
8+ ——
1+
[4;1,3,1,8,1,3,1] =4 + ! _ 1l
(b A b B B A | - 1 - 240
1+
1
3+
1
I+ —
1
8+
1
1+ —
5 1
1

se £ é uma reduzida para vD, entio
q

P

2
N\/ﬁ,logop—zzD
q q

Na tabela seguinte podemos observar a lista de valores das diferencas p?> — Dq?, para as primeiras
reduzidas de /23

p q | p°—23¢
5 1 2
19 | 4 -7
24 | 5 1
211 | 44 7
235 | 49 2
916 | 191 7
1151 | 240 1

Tabela 2.2: Diferencas p® — 234>

Por observacao da Ultima coluna da tabela, o nimero 1 surge na 32 linha e reflete o facto de
242 — 23 x 52 =1
entdo a reduzida % do numero /23 fornece uma solucao (24,5) da equacao de Pell-Fermat.
22 —23y? =1

Este facto sugere uma conexao entre as reduzidas de v/ D e a equacao z? — Dy? =1

A fracdo continua de /23

V23 = [4T,3 L3

tem periodo 4, e a reduzida que fornece a solucao para a equacao de Pell-Fermat é

24
4;1,3,1] = —
41,31 = 5
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D | Fracao continua de v D Periodo
2 [[1;2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,.] 1
300 1;1,2,1,2,1,2,1,2, 1, ...] 2
5 | 2:4,4,4,4,4,4,4,4,4,4, ... 1
7 | [21,1,1,4,1,1,1,4,1,1,1,4] 4
11 | [3;3,6,3,6,3,6,3,6,3,6,...] 2
13 | [3;1,1,1,1,6,1,1,1,1,6,1,1,1,1,6, ...] 5
17 | [4:8,8,8,8,8,8,8,8,8,8,8, .. 1
19 | [4:2,1,3,1,2,8,2,1,3,1,2,8,2,1,3,1,2,8,2,1,..] 6
23 | [4;1,3,1,8,1,3,1,8,1,3,1,8,1,3,1,8,1,..] 4
29 | [5;2,1,1,2,10,2,1,1,2,10,2,1,1,2, 10, ..] 5
31 | [5:1,1,3,5,3,1,1,10,1,1,3,5,3,1,1,10, 1,1, ...] 8
37 | [6:12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12, ..] 1

Tabela 2.3: Fracdes continuas de algumas raizes quadradas

Examinando a tabela, podemos observar que as fracdes continuas de v/ D tém algumas caracte-
risticas especiais. Vejamos alguns exemplos.

V19 =[4;2,1,3,1,2,8] Periodo 6
V23 =1[4;1,3,1,8] Periodo 4
V29 = [5;2,1,1,2,10] Periodo 5

Para D = 23 a reduzida que é solucao da equacéo de Pell-Fermat é obtida a partir do periodo
removendo o Gltimo digito. Apresentamos na tabela seguinte os resultados para D = 73, D = 89,
eD=097.

VD | |a;by, by, bmey = g P’ — D¢’

V23 [4;173,1]:% 242 —23x 5% =1

V73 | [8;1,1,5,5,1,1] = % 1068% — 73 x 125% = —1
V79 [8;1,7,1]:% 802 —79x 9% =1

V97 | [9;1,5,1,1,1,1,1,1,5,1] = % 56047 — 97 x 5697 = —1

Tabela 2.4: Algumas reduzidas solucao da equacao de Pell-Fermat

Verificamos que nao obtemos solucoes para a equacao de Pell-Fermat em todos os casos, mas
encontramos uma solucdo para p?> — Dg? = 1 ou uma solucdo para p? — Dg?> = —1. Obtemos
um sinal de mais quando o periodo de /D ¢é par e um sinal de menos quando o periodo é impar
(notemos que na tabela acima removemos o ultimo digito do periodo).

Vamos proceder a formalizacdo da nossa observacdo, com o seguinte teorema.

Teorema 2.3.1.
SejaD €N e /D ¢ N. A fracdo continua de /D é

\/5 = [CL; bla b27 ) bmfh bm] e Seja 2 = [a; b1> b27 () bmfl]
q
Entéo (p,q) € a menor solucdo com positivos inteiros para a equagéo
p* = Dg¢* = (-1)™ [20]
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No argumento que segue vamos ver como proceder, quando para resolver z2 — Dy? = 1 obte-
mos uma solucdo para 22— Dy? = —1, ou seja, quando v D = [a; by, b2, ..., by—1, by] € m éimpar.

Vimos na secéo que qualquer solucdo, z;,y:, da equacdo z2 — Dy? = 1, se pode ob-
ter como uma poténcia da solucdo minima.

zr +ueVD = (21 + VD), k=1,2,3,... (2.1)

Suponhamos agora que (z1,y;) € solucdo da equagdo 22 — Dy? = —1
i — Dyi = (21 — Dy?)* = (-1)*

Entao se k for par, obtemos uma solucdo para a equacgao de Pell-Fermat 2 — Dy? = 1. Supondo
que m é impar na formula 2.1, entao (p,q) satisfaz p? — Dq?> = —1. Entao calculamos o quadrado

(p+aVD)? = (p* +¢*D) + 2pgv'D
encontrando assim a desejada solucao
(p*> 4+ ¢*D,2pq) para 22— Dy’ =1

Finalmente temos um modo eficiente de resolver a equacao de Pell-Fermat em todos os casos,
o que nos fornece um método para encontrar a solucdo minima.

Teorema 2.3.2 (Teorema das Fracées Continuas e Equacao de Pell-Fermat).
Seja a fracdo continua de /D

VD = [a:b1, b2, bm_1,bm] € seja S:[mbhbg,...,bm,l]

Entéo a solucdo minima com inteiros positivos para a equacdo de Pell-Fermat

(p,q) se m e par

20
(p® +¢*D,2pq) se m é impar (201

22 — Dy? = (—1)™ é dada por (T1,91) = {

Todas as outras solucdes sao dadas pela formula

zp +yeVD = (11 + yivD)F,  k=1,2,3,...

Finalizemos o nosso percurso pelas fracdes continuas e a equacao de Pell-Fermat com um exem-
plo.

Exemplo: Resolvamos a equacao de Pell-Fermat
22 —73y% =1
A fracado continua de /73 é
VT3 =[81,1,5,5,1,1,16]

Pelo Teorema omitimos o ultimo digito e calculamos a fracao
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1068
125

O periodo m € igual a 7, entdo o par (p, ¢) = (1068, 125) fornece uma solucdo para

=18;1,1,5,5,1,1]

10682 — 73 x 1252 = —1
Para encontrar a solucdo minima, pelo teorema calculamos

p? + ¢*>D = 10682 + 1252 x 73 = 2281249
2pg = 2 x 1068 x 125 = 267000

Entao a solucdo minima para

22— T3P =1 é (x,y)=(2281249,267000)
22812492 — 73 x 2670002 = 1

2.3.2 Curiosidades

Apresentamos algumas curiosidades sobre a fracao continua de v/D, onde D é um inteiro positivo
que nao seja um quadrado perfeito. [20]

\/5 = [Cl; bi,b2, ..., b1, bm]
Entao

by = 2a e
a lista de nameros b1, by, ..., b,,,_1 € simétrica, ou seja &€ uma capicua.

Consideremos, como exemplo, as duas fracdes continuas
V19 = [4;2,1,3,1,2,8]

V29 = [5;2,1,1,2,10)

Na primeira fracao 8 =2 x 4 e na segunda 10 =2 x 5

Na primeira fracao 21312 e na segunda fracao 2112

2.3.3 Conclusao

A teoria dos niUmeros é uma area da matematica que pode ter uma abordagem ludica e de
caracter experimental. Neste sentido as aprendizagens sobre os nimeros irracionais no ensino
basico e secundario podem ser motivadas com curiosidades nimericas obtidas a partir das teorias
de aproximacao de nimeros irracionais por nimeros racionais. Também o ensino de limites de
sucessdes pode ser enriquecido com exemplos daqui retirados. Este caracter experimental deve
ser no entanto complementado com definicoes e resultados enunciados com rigor cientifico.
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Capitulo 3

Pratica De Ensino Supervisionada

Neste terceiro capitulo faremos uma breve descricao do Estagio Pedagogico, a qual se segue a
apresentacao de um conjunto de aulas lecionadas durante o mesmo. A numeracao das aulas
apresentadas esta de acordo com a numeracao global de todas as aulas lecionadas.

3.1 Breve descricao do Estagio Pedagogico

Introducéao

A Pratica de Ensino Supervisionada, genericamente designada por “estagio pedagogico” ou “es-
tagio”, doravante designado por PES, com a duracdao de um ano letivo, teve inicio a um de
setembro de dois mil e treze e terminou a trinta de junho de dois mil e catorze. A realizacao do
mesmo teve lugar na Escola Secundaria Campos de Melo, situada na Covilha, sendo a orientadora
cooperante a Professora Maria Isaura Fazendeiro Mendes, a orientadora cientifica a Professora
Doutora Sandra Margarida Pinho da Cruz Bento e Diretor de curso o Professor Doutor Anténio
Jorge Gomes Bento.

0 nlcleo de estagio era constituido por mim e pelas colegas de estagio Regina Maria da Silva
Tomé e Maria Cristina Fernandes Martins.

Operacionalizacao

As turmas atribuidas a professora cooperante foram uma turma do 9° ano, uma do 12° ano do
curso Cientifico-Humanisticos de Ciéncias e Tecnologias e uma turma do 10° ano do curso pro-
fissional de Técnico de Organizacdao de Eventos. Foi com estas turmas que desenvolvemos a
Pratica de Ensino Supervisionada (PES). A planificacdo das nove aulas prevista no regulamento
especifico da PES, foi distribuida da seguinte forma: quatro aulas no 9° ano, quatro aulas no 12°
ano e uma aula no 10° ano, permitindo deste modo que adquirissemos uma maior experiéncia,
pela diversidade de aulas que tivemos de planear, pela analise dos varios programas de cada
ano e os diferentes ciclos envolvidos. Podemos também aferir a dinamica de cada turma devido
ao facto de serem turmas de ciclos diferentes e de um curso profissional, o que se tornou Util e
enriquecedor numa futura pratica letiva.

As turmas

A turma do 12° ano era composta, inicialmente por vinte e dois alunos. Mas devido a transfe-
réncias ou anulacao de matricula no final do ano letivo, ndo se manteve constante durante o
ano letivo. A turma do 9° ano inicialmente composta por vinte e trés alunos. Devido a uma
transferéncia no inicio do ano letivo manteve-se nos vinte e dois alunos. A turma do 10°ano era
inicialmente composta por vinte e um alunos. Ao longo do ano letivo devido a transferéncias,
anulacdo de matricula ou outros, manteve-se irregular.

Percurso
No inicio da PES fomos apresentados a professora cooperante, igualmente coordenadora de
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departamento. A orientadora cooperante apresentou-nos ao orgao de gestao da escola, ao sub-
coordenador de grupo, e aos restantes colegas do grupo de matematica. Fizemos uma visita pela
escola de modo a ficar a conhecer as instalagdes. Ao longo do ano letivo tomamos conhecimento
com colegas de outros grupos o que contribuiu para a nossa insercao no ambiente escolar. Assis-
timos as reunides de departamento, assim como as de grupo. Assistimos igualmente as reunioes
de conselho de turma. Nas reunides podemos ficar a conhecer os problemas debatidos em cada
reunidao e como proceder a sua resolucao em grupo, bem como as decisdes que se revelaram
necessarias. Paralelamente fomos desenvolvendo o nosso trabalho enquadrado na PES.

Planificacao de aulas

No primeiro periodo e de acordo com a distribuicao efetuada no inicio do ano letivo, procedi
a planificacdo de trés aulas, de noventa minutos, no 12° ano. Estas aulas referiam-se ao tema
Probabilidades e Combinatéria e subtema Andlise combinatoéria.

No segundo periodo procedi a planificacdo de uma aula do 12°ano, de noventa minutos, subordi-
nada ao tema Introducdo ao cdlculo diferencial e subtema Limites de funcées reais de varidvel
real. E duas aulas de noventa minutos mais dois blocos de quarenta e cinco minutos, no 9° ano.
Estas aulas referiam-se a unidade 5 Numeros reais. Inequacées.

No terceiro periodo planifiquei uma aula no 9°ano sobre o tema unidade 5 Numeros reais. Ine-
quacées. E uma aula do 10° ano, referente ao médulo A3: Programacado linear. Na preparacao
destas aulas teve-se em conta o programa da disciplina para os anos envolvidos, as competén-
cias transversais, assim como os objetivos que pretendia atingir com a aula. A preparacao das
aulas assistidas teve a supervisdao da professora cooperante assim como da orientadora cienti-
fica, as quais contribuiam com sugestdes de indole pedagogica ou cientifica, sugestoes de cariz
pratico e postura na sala de aula, tornando assim os planos de aulas mais enriquecidos e a sua
lecionacdo mais rica em termos pedagogicos e cientificos. Todas as aulas foram assistidas pela
professora cooperante, a qual no final da aula fazia uma analise critica sobre a conducao da
aula, aspetos a melhorar ao nivel de oralidade, ou outros que contribuissem para um melhor
desempenho em préximas aulas a lecionar. A orientadora cientifica assistiu a quatro das aulas
que lecionei duas no 12° ano e duas no 9° ano. No final da aula a orientadora cientifica fazia
igualmente uma analise critica com os aspetos positivos e negativos sobre a pratica letiva.
Ainda quanto a planificacdo das aulas, procedi a divisao de aulas no 9°ano, que resultaram nas
aulas 5, 6, 7-1 e 7-2 aqui apresentadas, apo6s concordancia da orientadora cientifica e professora
cooperante. Como factores que levaram ao nao cumprimento dos planos de aula realco o facto
de os mesmos serem ambiciosos o0 que os tornou um pouco extensos. Outros fatores a considerar
sdo: as caracteristicas da turma, os recursos de que o professor dispoe, entre outros. O que nao
torna possivel programar de uma forma milimétrica o que se vai fazer. Contudo deve haver um
esquema de trabalho que seja um fio condutor para a lecionagao da aula, devendo o professor
ter em conta situacoes inesperadas que ocorrem.

Reflexao sobre as aulas

Apds a planificacao das aulas tive a tarefa de proceder a sua lecionacdo. Aqui pretendo fazer
uma breve sintese dos aspetos, do meu ponto de vista, negativos e positivos. Assim como as-
petos negativos saliento o facto de nas aulas do 9° ano a gestao do tempo, para a planificacao
existente, nao ser a mais eficaz. Tal deve-se a dindmica da turma e ao seu processo de apre-
ender os conteldos o que nos leva a abrandar o ritmo da aula, tendo como consequéncia o ndao
cumprimento do plano de aula. Mas penso ser preferivel em certos conteldos a lecionacao da
aula ser mais demorada, e os alunos compreenderem e assimilarem. Como aspetos positivos das
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aulas do 9° ano saliento o facto dos planos de aula estarem bem estruturados, pese embora um
pouco ambiciosos, com vista a atingir os objetivos propostos para a aula. Este facto levou a que
tivesse cumprido em cinquenta porcento o plano de uma aula. Como aspetos positivos saliento
que nas aulas do 12° ano os planos de aula tivessem sido cumpridos quase na integra, sem que
os alunos tivessem deixado de compreender a matéria em causa, estando a meu ver os planos
bem estruturados. Como aspetos negativos os exemplo introdutdrios serem complexos, sendo
que deviam ser mais simples.

Atividades

No Decorrer da PES o nicleo de estagio participou ou dinamizou diversas atividades, que con-
tribuiram para que a vida na escola nao seja so a pratica letiva. Assim dinamizou-se a atividade
ESCMDesafios, no dia dez de janeiro de dois mil e catorze, que envolveu varios departamentos.
Esta atividade tinha como objetivo que os alunos em grupos e perante desafios, partindo da
escola, percorressem varios locais da cidade voltando a escola com os desafios realizados. De
frisar que esta atividade teve uma forte adesao dos alunos atendendo ao nimero de alunos ins-
critos. Procedeu-se igualmente as comemoracdes do dia do 7, que se realizaram no dia catorze
de marco de dois mil e catorze. A atividade que teve como objetivo dar a conhecer as maravilhas
que envolvem este nimero. No dia dos Departamentos, realizado no dia vinte e quatro de abril
de dois mil e catorze, o grupo de matematica e o nlcleo de estagio dinamizaram atividades,
jogos com fasforos, caricas e quebra-cabecas. Participaram quatro alunos no 10° Campeonato
Nacional de Jogos Matematicos, que se realizou no Fundao no dia catorze de marco de dois mil
e catorze, estando o nucleo de estagio representado por um dos seus membros.

Outras tarefas

Durante a realizacado da PES além das atividades mencionas, desempenhei funcdes de vigilante
na realizacao de testes, sempre que os alunos tinham faltado a sua realizacao na data marcada.
Procedi igualmente a substituicdao de colegas de grupo, uma vez no 12° ano outra no 11° ano.
Prestei apoio a professora cooperante em tarefas de indole logistico.

Conclusao

Embora ja tivesse alguma pratica de lecionacao no grupo 550-Informatica, e com todas as tarefas
inerentes, nomeadamente realizacdo de atas, vigilancia de exames, correcao de exames nacio-
nais de Aplicacdes Informaticas B do 12° ano, dinamizagao ou participacdo em atividades desen-
volvidas na escola, entre outras, foi com a realizacao da PES, agora no grupo 500-Matematica,
que adquiri os conhecimentos pedagogicos necessarios e também um enriquecimento dos co-
nhecimentos cientificos a realizacdo de uma boa pratica letiva. Isto €, embora esteja dotado
dos conhecimentos cientificos, foi através da PES que me valorizei em termos pedagogicos, para
que as aulas que venha a lecionar tenham todos os ingredientes necessarios a uma boa pratica
letiva. Para tal contribuiram a professora cooperante e a orientadora cientifica, através de con-
selhos, sugestdes, do mostrar como se faz. De realcar também a disponibilidade dos docentes
e pessoal nao docente da escola para ajudar em qualquer situacao que tive dificuldades.

A realizacao da PES, dado que o 9° ano e 12° ano sao anos com realizacao de exames nacionais,
ficou mais enriquecida uma vez que observei como proceder na preparacao dos alunos para a
realizacao dos exames tao importantes para eles e para o professor.

Penso que me encontro apto apds a realizacdo da PES, a desempenar fungdes docentes e con-
tribuir para o que as escolas se propdoem - desenvolver valores e atitudes nos alunos e contribuir
para o seu sucesso escolar.
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3.2 Planificacdo aula 4

@ GOVERNO DE MINISTERIO D EDUCACAD f"‘\‘
7 PORTUGAL | o '

S et
Direcdo Geral dos Estabelecimentos Escolares V
Direcao de servicos Regiao Centro

EscoLA SECUNDARIA CaMPOS MELD

Disciplina: Matematica A.
Tema Il: Introducao ao Calculo Diferencial Il.
Subtema: Limites de funcdes reais de variavel real.

Pré-requisitos:

» Funcoes e graficos do 10° ano.

- Funcao, grafico (grafico cartesiano de uma funcdo em referencial ortogonal) e repre-
sentacao grafica.

- Estudo intuitivo de propriedades das funcdes e dos seus graficos.
« Introducao ao calculo diferencial | do 11° ano.

- Descrever o comportamento de uma funcao nos ramos infinitos.

- Interpretar os resultados do estudo de uma funcao em diversos contextos.
« Sucessoes de nimeros reais.

- Identificar sucessdes de nUmeros reais a partir de situacoes diversas.

- Utilizar a calculadora no estudo de sucessdes para confirmar resultados e efetuar
conjeturas.

- Calcular limites de sucessoes e valorizar a sua importancia em diversas aplicacoes.

Data: 23/01/2014.

Duracao: Um bloco de 90 minutos.

Ano: 12° ano do curso Cientifico-Humanistico de Ciéncias e Tecnologia.

Turma: Turma A

Sumario: Limites de funcdes reais de variavel real. Definicdo de limite segundo Heine

Nota: Quando escrevemos no quadro, desenharmos ou projetarmos € suposto que os alunos
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passem para o caderno, a menos que algo seja dito em contrario.

Objetivos
Compreender a definicao de limite segundo Heine e a sua aplicacao no calculo de limites de
funcdes reais de variavel real.

Competéncias transversais

Neste tema sdo estudados conceitos que ja foram utilizados de forma intuitiva de forma mais
rigorosa, nomeadamente o conceito de limite, que é muito importante noutras disciplinas como
Fisica, Quimica, Economia e Geografia. Deve haver uma colaboracao entre o professor de Ma-
tematica e os das outras disciplinas. A utilizacdo de exemplos concretos dessas disciplinas ou
a lecionacao de algum aspeto numa dessas disciplinas para posterior aprofundamento na disci-
plina de Matematica sao algumas das possibilidades que se oferecem aos professores.

Materiais e recursos
Para os alunos: Calculadora e manual do aluno.
Para o professor: projetor e ter no seu computador instalado o emulador da calculadora.

Indicacbes metodologicas para a aula

Apos escrito o sumario no quadro falamos com os alunos sobre o conteldo da aula, em que vamos
proceder a introducao do conceito de limite segundo Heine, completando deste modo a nocao
intuitiva de limite.

Até ao momento, sempre que se falou em limites no estudo de funcdes, quer no estudo da
funcao exponencial, da funcdo logaritmo, ou mesmo, no 11° ano, no estudo de assintotas ou
derivadas, a abordagem foi sempre feita de forma intuitiva. Pretende-se dar significado mate-
matico a frase "f(x) tende para b quando z tende para a", que em escrita simbdlica se escreve:
lim f(z) =b

i/\gg antes vamos proceder a visualizacdo de um applet com a funcdo exponencial, funcao loga-
ritmica e sucessoes, observando intuitivamente os seus limites, assim como a realizacao de uma
tarefa.

Procedemos a projecao do applet (que os alunos nao irdo passar para o caderno) como na figura
seguinte:
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r —1/n ”.:1
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0
' -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
24

Usamos os varios seletores das varias fungdes e vamos intuitivamente ver qual o limite de cada
uma. Damos também énfase as sucessdes e aos seus limites.

De seguida dizemos que vamos proceder a realizacdo da tarefa, que tem por objetivo usar o
conceito intuitivo de limite, recorrendo ao estudo de sucessdes usando a calculadora para de-
terminar os valores dos termos das sucessoes e fazer conjeturas sobre os resultados obtidos.
Procede-se a distribuicao da tarefa 1, e que vamos proceder a realizacdo da mesma até ao
ponto cinco (inclusive). Sendo aqui introduzida a definicao de limite segundo Heine. Durante a
realizacao da tarefa acompanhamos os alunos na realizacao da mesma.

Em dialogo com os alunos dizemos que vamos proceder agora a formalizacdo da nocao de limite
segundo Heine. O que nos vai permitir calcular limites de funcbes reais de variavel real, recor-

rendo ao limite de sucessoes.

Definicao de limite segundo Heine

Dada uma fungdo f, diz-se que f(x) tende para b quando = tende
para a, e escreve-se lim f(x) = b, se a toda a sucessdo (z,) de
T—Fil

valores de x que tende para a por valores do dominio de f diferentes
de a, corresponde uma sucessiao (f(zy)) de valores de f(x) que

tende para b.

lim f(z) =b

E=ba

V(un) € Dy\{a} (un) >a = (f(un)) = b

46



Vamos agora proceder a algumas consideracoes sobre a definicao de limite segundo Heine.

Algumas consideracdes sobre a definicdo de
limite segundo Heine

1. Por exemplo se o dominio de uma fungdo f & [1,3|U{5} s6 faz
sentido escrever JIF“HI f(z) se a € [1,3], porque tem de existir pelo
menos uma sucessio que tenha todos os seus termos no dominio de
f e que tenda para a, por valores diferentes de a. Diz-se que a é

um ponto de acumulacdo do dominio de f.

Apesar de 5 pertencer ao dominio de f, n3o faz sentido escrever
lim f(x), porque n3o é possivel encontrar uma sucessao que tenha
L=k

todos os seus termos em Dy e que tenda para 5, por valores dife-
rentes de 5,
Diz-se que 5 é um ponto isolado do dominio de f

2. O limite de uma fungao, num ponte a, tem a ver com o com-

portamento da fung3o numa vizinhanca de a, e ndo com o valor da

funcdo no ponto a, pelo que pode acontecer lim f(x) ser diferente
L=l

de f(a).
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3. Pode acontecer que uma funcio [ n3o esteja definida num ponto

a, mas exista lim f(x)
T

Por exemplo, seja a fungdo f de dominio RN {1} definida por =

T

Para x # 1, tem-se =
I

1

z—1 T
graficode f é a reta de equacioy = =
1 (uma vez que o dominio de f é R\ {

quadro: exemplo 1

Prove segundo a definicao de Heine, que ilg}, flx) = 1—73 sendo f(z) = j; 7182.
Consideremos qualquer sucessao (u,) tal que u,, — 5
limf(un):limgungs _ 3x5—8 _ 15-8 :l
Up, 52 —12 25—12 13
Podemos entao concluir, segundo a definicao de Heine que ilan% f(z) = %

quadro: exemplo 2

. o . ~ , ) 20 +5 se xz<3
Prove recorrendo a definicao de Heine, que nao existe lim f(x)sendo f(z) =
z=3 2 —2 se >3

Consideremos duas sucessoes (u,,) e (v,) tal que u,, — 3 e v, — 3 e estudemos o limite das suas
imagens (f(un)( € (f(vn))

seja u, :3+E7un — 3" elim f(u,) = lim(u,?) —2=32-2=9-2=7

seja v, =3 — %,vn — 3~ elim f(v,) =lim(2v, +5) =2x3+5=6+5=11

Uma vez que lim f(u,) # lim f(v,) podemos concluir, pela definicao de Heine que nao existe
lim f(x) conseguimos duas sucessdes que tendem para o mesmo valor mas cujas imagens sao
valores diferentes.

quadro: exemplo 3

Dada a sucessao u,, = 5 + 1 e limf(u,) =3 entao lim f(z) = 3. Diga se é verdadeira ou falsa a
afirmacéo e porqué. " .

E falsa porque (u,) ndo é uma sucessao qualquer. E segundo a definicdo de Heine, dada uma
funcao f, diz-se que f(z) tende para b quando x tende para a, se a toda a sucessao (z,,) de
valores de x que tende para a por valores do dominio de f diferentes de a, corresponde uma
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sucessao (f(x,)) de valores de f(z) que tende para b

retomar resolucdo da tarefa 1

Em dialogo com os alunos dizemos que vamos proceder a realizacao do restante da tarefa.
Apds a realizacao da tarefa vamos proceder a realizacdo dos exercicios 171 e 172 da pagina 78
do manual.

Exercicio 171 Se (z,,) e (u,) sdo duas sucessdes que tendem para 2 por valores do dominio de
f diferentes de 2, e se (f(z,)) — 1 e (f(un)) — 3, que podes afirmar acerca de 1iH12 f(z)?
T—

Resolucao:
Nao existe, porque pela definicao de Heine se a toda a sucessao (z,,) de valores de x que tende
para a por valores do dominio de f diferentes de a, corresponde uma sucessao (f(z,)) de valores

de f(z) que tende para b. Logo (f(z,)) e (f(u,)) teriam de tender para o mesmo valor.

Exercicio 172 Se (z,) e (u,) sdo duas sucessoes que tendem para 1 por valores do dominio de
f diferentes de 1, e se (f(z,)) — 3 € f((un)) — 3, que podes afirmar acerca de 1im1 f(z)?
r—

Resolucao:

Se existir, € igual a 3. Mas pode nao existir. Porque pela definicdo de Heine se a toda a sucessao
(z,,) de valores de z que tende para a por valores do dominio de f diferentes de a, corresponde
uma sucessao (f(z,)) de valores de f(x) que tende para b. Embora (f(z,)) € f((u,)) tendam
para o mesmo valor, mas a definicao de Heine diz que é para toda a sucessdo e aqui temos sd

duas sucessoes.

De seguida em dialogo com os alunos dizemos que vamos ver um exemplo em que o valor de
lim f(z) pode ser obtido substituindo « por a na expressao de f(x).
r—a

quadro: exemplo 4

Desenhamos no quadro a seguinte figura:

yAL

flw) =2 —4
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Calcule lim1 flx)

xr—r
lim f(z) = lim (2? —4) =12 —4 = -3
rz—1 x—1
A seguir completamos a figura explicando aos alunos o significado de quando = — 1 os valores
das imagens f(z) — —3. Explicamos igualmente o significado de = — 1 por valores inferiores e
superiores a 1.

Procedamos agora a resolucdo do exercicio 174 da pagina 79 do manual.

Exercicio 174. Represente graficamente as funcdes f e g com as expressoes analiticas seguintes
e identifique o valor do limite no ponto indicado (repare que sao pontos que nao pertencem ao
dominio das funcoes):

2 —3x+2

a
) r—1

,r =1

Resolucao:

Desenhamos no quadro a seguinte figura.
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Como o valor de lim1 f(z) ndo pode ser obtido pelo calculo de f(1) pois 1 ndo pertence ao domi-
r—
nio da funcao f. No entanto, a observacdo da representacao grafica da funcdo sugere que esse

limite existe, sendo igual a -1, isto &, hm1 flx) =-1.
r—r
r—2
P {2

Resolucao:

Desenhamos no quadro a seguinte figura.

Como o valor de lim2 f(z) ndo pode ser obtido pelo calculo de f(2) pois 2 ndo pertence ao domi-
T—
nio da funcao f. No entanto, a observacao da representacao grafica da funcado sugere que esse

- . . 1 . . 1
limite existe, sendo igual a ——, isto €, lim f(z) = —-.
4 T—2 4

Exercicio Dado o seguinte grafico
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v

E a sucessao u,, = —n? + 2
Calcule lim f(u,)?

Resolucao:

Para resolver este exercicio precisamos de saber para onde tende (u,,)

Intuitivamente e pela expressao de (u,,) levamos os alunos a concluir que w«,, - —oco

Agora por visualizacao do grafico e intuitivamente levar os alunos a concluir que . ILmOo flup) =1
Devemos realcar que nao devemos visualizar o grafico e ver que f tende para —oné, mas sim (u,,)
é que tende para —oo.

Avaliacao/Refelexao

A avaliacao é efetuada por observacéo direta, procedendo-se ao preenchimento de uma grelha
de observacao de aula que contempla o comportamento, atitudes e valores, a sua participacao
na aula nomeadamente efetuar os exercicios propostos assim como o voluntariar-se para a sua
resolucao no quadro, quando para tal sejam solicitados.

TPC
Ficam como TPC os exercicios que nao sejam resolvidos na aula.

Apoio Bibliografico
[1] Programa de Matematica do Ensino Secundario 12° ano - Curso Cientifico-Humanistico de

Ciéncias e Tecnologia;

[2] Viegas C., Gomes F. & Lima Y. (2012). Xegmat12 - volume 1 - Matematica A 12° Ano. Texto
Editores, Lda.

[3] Jorge A., Alves C., Fonseca G. & Barbedo J. (2005). Infinito - Parte 1 - Matematica A 12°
Ano. Areal Editores.
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3.3 Planificacdo aula 5

g GOVERNO DE MINISTERIO DA EDUCAGAD f"‘\‘
%~ PORTUGAL | casics {.

{‘G\r.. |._'|:"-1'"

{

Direcao Geral dos Estabelecimentos Escolares
Direcao de servicos Regiao Centro

EscoLA SECUNDARIA CaMPOS MELO

Disciplina: Matematica.
Unidade 5: Numeros reais. Inequacoes.
Subtema: Numeros reais.

Pré-requisitos:

Conhecer os conjuntos dos nimeros naturais, inteiros e racionais.

Escrever nUmeros racionais como fragcdes de nimeros inteiros.

Saber que qualquer fracdo de nimeros inteiros representa um nimero inteiro ou uma
dizima finita ou uma dizima infinita periddica.

Identificar dizimas finitas e dizimas infinitas periddicas.

Data: 24/03/2014.

Duragdo: Um bloco de 90 minutos.

Ano: 9° ano.

Turma: Turma B

Sumario: Introducéo ao estudo dos nimeros reais.

Nota: Quando escrevemos no quadro, desenhamos ou projetamos é suposto que os alunos pas-
sem para o caderno, a menos que algo seja dito em contrario.

Objetivos:

» Representar nUmeros racionais por dizimas finitas ou dizimas infinitas periddicas.
+ Indicar o periodo de uma dizima infinita periddica.
« Identificar se um niimero é natural, inteiro ou racional.
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Competéncias transversais

0 estudo dos nimeros e operacdes, que surge em todos os ciclos, tem por base trés ideias funda-
mentais: promover a compreensao dos nimeros e operagdes, desenvolver o sentido de nimero
e desenvolver a fluéncia no calculo. As representacoes fracionaria e decimal dos numeros ra-
cionais surgem em paralelo. Em cada situacao o aluno deve ser capaz de usar a representacao
mais adequada, mas deve igualmente ser capaz de passar com facilidade de uma representacao
para outra. A representacao dos niUmeros na reta numérica adquire também uma importancia
significativa. O desenvolvimento do calculo mental, da capacidade de estimacdo e do uso de
valores aproximados sao objetivos igualmente valorizados.

Materiais e recursos
Para os alunos: Calculadora e manual do aluno.
Para o professor: projetor e ter no seu computador instalado o emulador da calculadora.

Indicacbes metodologicas para a aula

Apos escrito o sumario no quadro falamos com os alunos sobre o contetdo da aula, em que va-
mos proceder a introducao da unidade 5 (NUmeros reais. Inequacdes), mas que primeiro vamos
proceder a realizacdo de uma ficha diagnostico afim de aferirmos os pré-requisitos necessarios
a compreensao dos conceitos introduzidos na unidade.

Procedemos a distribuicao da ficha de diagnostico, a qual os alunos vao resolvendo podendo tra-
balhar a pares ou individualmente. Proceder-se-a a sua correcdo no quadro, sendo a correcao
efetuada pelo professor ou por alunos que se voluntariem para o efeito.

Em dialogo com os alunos, dizemos que o estudo dos nimeros e das operacdes tem sido feito de
forma progressiva de modo a consolidar e ampliar conhecimentos. Para o efeito questionamos
os alunos sobre o conjunto de nimeros que conhecem. Afim de consolidar o dialogo escrevemos

no quadro.

quadro:
N - conjunto dos nimeros naturais

Z - conjunto dos nUmeros inteiros

Q - conjunto dos nimeros racionais

Sera pedido aos alunos exemplos de nimeros de cada um dos conjuntos.

Vamos de seguida recordar conceitos sobre os nimeros racionais.
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» MNimeros racionais - s30 ndmeros que podem ser representados
por fragbes de ndmeros inteiros.

# Qualquer fracio de ndmeros inteiros representa um nimero inteiro
ou uma dizima finita ou uma dizima infinita periddica.

Midmeros inteiros - Dizimas finitas

Nidmeros racionais E ;
Dizimas finitas

Fraciondrios n3o inteirns{

Dizimas infinitas periddicas

Exercicio 1 Representa na forma de fracao irredutivel.

1.1. 0,5
1.2. 0,22
1.3. 1,5
1.4. 3,25
1.5. 1,28

Resolucao:

Na resolucao do exercicio chamamos a atencdo dos alunos que nao alteramos a expressao por-
que como estamos a dividir e multiplicar pelo mesmo valor é como se estivéssemos a multiplicar
por 1 (elemento neutro da multiplicacao). Chamamos igualmente a atencao para o conceito de
fracao irredutivel, assim como para o calculo do maximo divisor comum (m.d.c.).

1.1. Dado que a expressdo decimal do nimero tem uma casa decimal vamos multiplicar por 10

de forma a obter um nUmero inteiro, e dividimos por 10.
1 1, .. =
0,5 = %EO = 1% =3 dividindo ambos os membros da fracao por 5 (m.d.c.)
1.2. Dado que a expressao decimal do nimero tem duas casas decimais vamos multiplicar por
100 de forma a obter um numero inteiro, e dividimos por 100.
0,22 x 100 22 11 ... ~
0,22 = ~——— = — = — dividindo ambos os membros da fracao por 2 (m.d.c.)
100 100 50
1.3. Dado que a expressao decimal do nimero tem uma casa decimal vamos multiplicar por 10
de forma a obter um nimero inteiro, e dividimos por 10.
1,5 x 10 15 3 ... =
1,5 = % =10" 32 dividindo ambos os membros da fracao por 5 (m.d.c.)
1.4. Dado que a expressao decimal do numero tem duas casas decimais vamos multiplicar por
100 de forma a obter um nimero inteiro, e dividimos por 100.
3,25 x 100 325 13 . .. =
3,25 = 220X 0 222 _ 22 dividindo ambos os membros da fracdo por 25 (m.d.c.)
100 100 4
1.5. Dado que a expressao decimal do nimero tem duas casas decimais vamos multiplicar por
100 de forma a obter um numero inteiro, e dividimos por 100.
| og— L28x100 _ 128 _ 32

= — = — dividindo ambos os membros da fracao por 4 (m.d.c.)
100 100 25 ’

55



Exercicio 2 Representa na forma de dizima e, no caso de ela ser infinita, indica o anteperiodo
e o periodo.

2.1, 2
)
2.2. 2
12
2.3.
25
87
2.4, I
Resolucao:

Na resolucao do exercicio em que os alunos fazem uso da calculadora chamamos a atencéo para
as limitacdes das calculadoras em que no caso das dizimas infinitas apenas é visivel um nimero
finito de casas decimais.

134

2.1. 5= 26, 8. Dizima finita.
25 e e o o , ,
2.2, 5= 2,08(3). Dizima infinita periodica de anteperiodo 08 e periodo 3.
18 ;. -
2.3. — =0, 72. Dizima finita.
25
87 e e o - .
2.4, = 7,(90). Dizima infinita periodica de periodo 90.

I . , . 151
Exercicio 3 Considera o numero racional representado por 37

Sabe-se que % =4, (081).

Indica o algarismo correspondente a:
3.1. 12.% casa decimal;
3.2. 20° casa decimal;
3.4. 972 casa decimal;

Resolucao:

3.1. Atendendo a que o periodo é composto por trés algarismos e o quociente 12:3 tem resto
0, entdo a 122 casa decimal corresponde ao terceiro algarismo do periodo que é 1.

3.2. Atendendo a que o periodo é composto por trés algarismos e o quociente 20:3 tem resto
2, entdo a 20? casa decimal corresponde ao segundo algarismo do periodo que é 8.

3.4. Atendendo a que o periodo é composto por trés algarismos e o quociente 97:3 tem resto
1, entdo a 972 casa decimal corresponde ao primeiro algarismo do periodo que é 0.

Avaliacao/Refelexao
A avaliacao é efetuada por observacao direta, procedendo-se ao preenchimento de uma grelha
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de observacao de aula que contempla o comportamento, atitudes e valores, a sua participacao
na aula nomeadamente efetuar os exercicios propostos assim como o voluntariar-se para a sua
resolucao no quadro, quando para tal sejam solicitados.

TPC
Ficam como TPC os exercicios que nao sejam resolvidos na aula.

Apoio Bibliografico
[1] Programa de Matematica do Ensino Basico;

[2] Costa B., Rodrigues E. (2012). Novo Espaco - parte 2 - Matematica 9° Ano. Porto Editora.

[3] Ferreira P., Marques M. (2012). Projeto Desafios Matematica 9° Ano. Santillana, Constancia.
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3.4 Planificacdo aula 6

@ GOVERNO DE MINISTERIO D EDUCACAD f"‘\‘
7 PORTUGAL | o '

{"Dr.u'-"'“
Direcido Geral dos Estabelecimentos Escolares u
Direcao de servicos Regiao Centro

EscoLA SECUNDARIA CAMPOS MELO
Disciplina: Matematica.
Unidade 5: Numeros reais. Inequagoes.
Subtema: Numeros reais.
Pré-requisitos:
« Conhecer os conjuntos dos nimeros naturais, inteiros e racionais.

« Escrever nimeros racionais como fracoes de nimeros inteiros.

» Saber que qualquer fracdo de nUmeros inteiros representa um numero inteiro ou uma
dizima finita ou uma dizima infinita periodica.

« Identificar dizimas finitas e dizimas infinitas periodicas.
» Representar nimeros racionais na reta numérica.
» Comparar e ordenar nimeros racionais.

Data: 26/03/2014.

Duracao: Um bloco de 90 minutos.

Ano: 9° ano.

Turma: Turma B

Sumario: Nocao de nimero real e reta real.

Nota: Quando escrevemos no quadro, desenhamos ou projetamos é suposto que os alunos pas-
sem para o caderno, a menos que algo seja dito em contrario.

Objetivos:

» Representar nimeros reais na reta real.

« Identificar um nimero real (racional e irracional) como um nimero cuja representacéo
decimal € uma dizima finita ou infinita.
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Competéncias transversais

0 estudo dos nimeros e operacdes, que surge em todos os ciclos, tem por base trés ideias funda-
mentais: promover a compreensao dos niUmeros e operacgdes, desenvolver o sentido de nimero
e desenvolver a fluéncia no calculo. As representacoes fracionaria e decimal dos numeros ra-
cionais surgem em paralelo. Em cada situacao o aluno deve ser capaz de usar a representacao
mais adequada, mas deve igualmente ser capaz de passar com facilidade de uma representacao
para outra. A representacao dos nuUmeros na reta numérica adquire também uma importancia
significativa. O desenvolvimento do calculo mental, da capacidade de estimacdo e do uso de
valores aproximados sao objetivos igualmente valorizados.

Materiais e recursos
Para os alunos: Calculadora, manual do aluno, material de desenho e medida.
Para o professor: projetor e ter no seu computador instalado o emulador da calculadora.

Indicacbes metodologicas para a aula

Apos ter escrito o sumario no quadro, procede-se a correcao do trabalho de casa. Seguidamente
em dialogo com os alunos, relembramos o estudo que efetuaram sobre os nimeros racionais onde
foi visto que qualquer numero racional ou é inteiro ou pode ser representado por uma dizima
finita ou infinita periodica. Foi igualmente visto que ha uma correspondéncia entre os nimeros
racionais e os pontos da reta numérica.

Na reta numérica deve considerar-se a origem, a unidade e o sentido positivo.

quadro:

v

o +0

quadro:
Exemplo

Com a colaboracao dos alunos, vamos marcar na reta numérica os pontos correspondentes aos
1

. , L 5
seguintes numeros racionais: —2; 3 e —5
Relativamente ao nimero racional —2 marcamos duas unidades de medida para a esquerda da

origem, e obtemos o ponto A que tem abcissa —2

, . 1 . N
Numero racional 5= —0,5 com a ajuda do compasso marcamos a mediatriz dos pontos 0 e —1,
e obtemos o ponto C que tem abcissa —0,5

NUmero racional g =1+ %, a partir do ponto 1 marcamos uma reta que faca um angulo agudo
com a reta numérica, depois com o compasso marcamos uma distancia qualquer e repetimos
por 3 vezes no lado do angulo agudo. Une-se o Gltimo ponto obtido com o ponto 2, e depois
marcamos paralelas a reta tracada anteriormente que passem pelos pontos marcados com o

compasso, e obtemos o ponto B que tem abcissa 3
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quadro:

Sera que a qualquer ponto da reta corresponde um nimero racional?

Os alunos devem observar a seguinte figura no manual.

)

Y

Sabe-se que OABC é um quadrado de lado 1. Recorrendo ao teorema de Pitagoras conclui-se
que OB = /2.

Como OP = OB, tem-se que a abcissa do ponto P é /2. Mas /2 nao € um nimero racional.
v/2 é uma dizima infinita nao periédica.

NUmeros irracionais: Sdo nimeros representados por uma dizima infinita periodica.

Exemplo: /2 = 1.41421.... Em dialogo com os alunos pedimos mais exemplos de nimeros irra-
cionais.

Finitas Nidmeros racionais E

Dizimas Periddicas | E
[ .

Infinitas E

b

Nao periddicas - NOmeros irracionais =
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Os nUmeros irracionais tornam possivel que a cada ponto da reta se associe um nimero real.

Agora a reta numérica passa a chamar-se reta real, a cada ponto da reta real corresponde um
e um s6 nimero real e a cada nimero real corresponde um e um sé ponto da reta.

Exercicio 8 Que numero é representado pelo ponto P, em cada caso?

8.2.
8.1. 8.3.

Resolucao:

8.1.

A abcissa do ponto P é 2+ p, em que p € a medida do comprimento da hipotenusa de um trian-
gulo retangulo cujos catetos tém comprimento 1. Assim, p = v/11 + 11, logo p = v/2 e 0 nimero
correspondente ao ponto P é 2 + /2.

8.2,

A abcissa do ponto P é 3 — p, em que p é a medida do comprimento da hipotenusa de um trian-
gulo retangulo cujos catetos tem comprimento 2. Assim, p = v/22 + 22, logo p = /8 e 0 niUmero
correspondente ao ponto P é 3 — /8.

8.3.

B 2 2 15 17
A abcissa d to P S=s 4 == .
abcissa do ponto e5+3 3+3 3 5, (6)
TPC

Ficam como TPC os exercicios que nao sejam resolvidos na aula.

Apoio Bibliografico
[1] Programa de Matematica do Ensino Basico;

[2] Costa B., Rodrigues E. (2012). Novo Espaco - parte 2 - Matematica 9° Ano. Porto Editora.

[3] Ferreira P., Marques M. (2012). Projeto Desafios Matematica 9° Ano. Santillana, Constancia.
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3.5 Planificacdo aula 7-1

g GOVERNO DE MINISTERIO D EDUCACAD f"‘\‘
7 PORTUGAL | o '

Direcido Geral dos Estabelecimentos Escolares
Direcao de servicos Regiao Centro

EscoLA SECUNDARIA CAMPOS MELO

Disciplina: Matematica.
Unidade 5: Numeros reais. Inequacoes.
Subtema: Numeros reais.

Pré-requisitos:

Conhecer os conjuntos dos nimeros naturais, inteiros e racionais.

Escrever nUmeros racionais como fracoes de nimeros inteiros.

Saber que qualquer fracao representa um ndmero inteiro ou uma dizima finita ou uma
dizima infinita periodica.

Identificar dizimas finitas e dizimas infinitas periddicas.

Data: 27/03/2014.

Duragdo: Um temo de 45 minutos.

Ano: 9° ano.

Turma: Turma B

Sumario: Resolucdo da tarefa 1, pagina 50 do manual.

Nota: Quando escrevemos no quadro, desenhamos ou projetamos é suposto que os alunos pas-
sem para o caderno, a menos que algo seja dito em contrario.

Objetivos:

» Representar nUmeros racionais por dizimas finitas ou dizimas infinitas periddicas.
+ Indicar o periodo de uma dizima infinita periédica.
« Identificar se um niimero é natural, inteiro ou racional.
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Competéncias transversais

0 estudo dos nimeros e operacdes, que surge em todos os ciclos, tem por base trés ideias funda-
mentais: promover a compreensao dos niUmeros e operacgdes, desenvolver o sentido de nimero
e desenvolver a fluéncia no calculo. As representacoes fracionaria e decimal dos numeros ra-
cionais surgem em paralelo. Em cada situacao o aluno deve ser capaz de usar a representacao
mais adequada, mas deve igualmente ser capaz de passar com facilidade de uma representacao
para outra. A representacao dos nuUmeros na reta numérica adquire também uma importancia
significativa. O desenvolvimento do calculo mental, da capacidade de estimacdo e do uso de
valores aproximados sao objetivos igualmente valorizados.

Materiais e recursos
Para os alunos: Calculadora e manual do aluno.
Para o professor: projetor e ter no seu computador instalado o emulador da calculadora.

Indicacbes metodologicas para a aula
Apos escrito o sumario no quadro falamos com os alunos sobre o contetdo da aula, em que va-
mos proceder a resolucao da tarefa 1. A qual sera feita em pares ou em pequenos grupos.

Tarefa 1 (Livro adotado pag.50 [2].)

1. O Pedro partiu de uma base quadriculada como a da figura, e coloriu uma regidao dessa base.

1.1. Representa, em cada caso, por uma fracao na forma irredutivel, a parte da base quadri-
culada que foi colorida.

Resolucao:

1.1.2.(abordagem por colunas) A parte da base quadriculada que foi colorida é Z, em 4 colunas

. . o1
2 foram coloridas, que representada na forma irredutivel é 7

1.1.2.(abordagem por quadriculas) A parte da base quadriculada que foi colorida é %, que

. , , 1
representada na forma irredutivel é 3

1.1.4. A parte da base quadriculada que foi colorida € um triangulo retangulo cuja base tem
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. = . = . L. 3x3 9
dimensao 3 e a altura tem dimensao 3. Logo a area colorida é % =

9
3 9 3
Representa % = — = = ri .
epresenta 13- 24" 3 da base quadriculada
1.3. Representa a parte da base quadriculada que foi colorida por uma dizima e classifica-a.

Resolucao:

1:3:1

g
|

1.3.1. A parte da base quadriculada que foi colorida é % =0, 375, dizima finita.

1.3.3. A parte da base colorida é constituida por dois triangulos, como se pode verificar na
figura. E representa.

2x2 2X2 4 4 8
St _ata 5
12 12 12 24

da base quadriculada. Dizima infinita periddica de periodo 3.

Avaliacao/Refelexao

A avaliacao é efetuada por observacéo direta, procedendo-se ao preenchimento de uma grelha
de observacao de aula que contempla o comportamento, atitudes e valores, a sua participacao
na aula nomeadamente efetuar os exercicios propostos assim como o voluntariar-se para a sua

resolucao no quadro, quando para tal sejam solicitados.

TPC
Ficam como TPC os exercicios que nao sejam resolvidos na aula.

Apoio Bibliografico
[1] Programa de Matematica do Ensino Basico;

[2] Costa B., Rodrigues E. (2012). Novo Espaco - parte 2 - Matematica 9° Ano. Porto Editora.

[3] Ferreira P., Marques M. (2012). Projeto Desafios Matematica 9° Ano. Santillana, Constancia.
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Direcao Geral dos Estabelecimentos Escolares u
Direcao de servicos Regiao Centro

EscoLA SECUNDARIA CaMPOS MELO
plina: Matematica.

ade 5: NUmeros reais. Inequacoes.

Subtema: NUmeros reais.

Pré-requisitos:

Data

Conhecer os conjuntos dos nimeros naturais, inteiros e racionais.
Escrever nUmeros racionais como fracdes de nimeros inteiros.

Saber que qualquer fracdo de numeros inteiros representa um nimero inteiro ou uma
dizima finita ou uma dizima infinita periddica.

Identificar dizimas finitas e dizimas infinitas periodicas.
Representar nimeros racionais na reta numérica.
Comparar e ordenar nimeros racionais.

1 27/03/2014.

Duragdo: Um tempo de 45 minutos.

Ano:

9° ano.

Turma: Turma B

Sumario: Relacdes < (menor que) e > (maior que) em R.

Nota

: Quando escrevemos no quadro, desenhamos ou projetamos é suposto que os alunos pas-

sem para o caderno, a menos que algo seja dito em contrario.

Objetivos:

Representar niUmeros reais na reta real.

Identificar um numero real (racional e irracional) como um nimero cuja representacao
decimal é uma dizima finita ou infinita.
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o Comparar e ordenar nimeros reais.

Competéncias transversais

0 estudo dos nimeros e operacdes, que surge em todos os ciclos, tem por base trés ideias funda-
mentais: promover a compreensao dos nimeros e operacdes, desenvolver o sentido de nimero
e desenvolver a fluéncia no calculo. As representacdes fracionaria e decimal dos nimeros ra-
cionais surgem em paralelo. Em cada situacao o aluno deve ser capaz de usar a representacao
mais adequada, mas deve igualmente ser capaz de passar com facilidade de uma representacao
para outra. A representacdo dos nimeros na reta numérica adquire também uma importancia
significativa. O desenvolvimento do calculo mental, da capacidade de estimacdo e do uso de
valores aproximados sao objetivos igualmente valorizados.

Materiais e recursos
Para os alunos: Calculadora, manual do aluno, material de desenho e medida.
Para o professor: projetor e ter no seu computador instalado o emulador da calculadora.

Indicacbes metodologicas para a aula

Apds ter escrito o sumario no quadro, procede-se a correcao do trabalho de casa. Seguidamente
em dialogo com os alunos, relembramos que ha uma correspondéncia entre os niUmeros racionais
e os pontos da reta numeérica. Vamos agora proceder a introducao de relacdes entre nimeros
reais, mas antes vamos resolver a tarefa 2 do manual.

Tarefa 2 (Livro adotado pag.53 [2].)
1. Considera as figuras.

1.1. A partir da construcado e da informacao dada nas figuras, determina os valores correspon-
dentes de a e de b.

Resolucao:

0 valor correspondente a a € o comprimento da hipotenusa de um triangulo retangulo cujos
catetos tém comprimento 1. Assim, a = v/12 + 12, logo a = /2.

O valor correspondente a b é o comprimento da hipotenusa de um triangulo retangulo cujos

N . . 2
catetos tém comprimento 1 e v/2. Assim, b= \/12 + V2 =V1+2, logo b = /3.

1.2. Indica os nimeros reais correspondentes aos pontos A, B e C assinalados na reta real,
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sabendo que C pode ser representado por uma dizima com uma casa decimal.

Resolucao:

Os nimeros reais correspondentes aos pontos A, B e C sdo respectivamente, v/2, v3 e 1,5 a
. 15 3
sua abcissaé 1,5 = — = —.
’ 10 2

1.3. Ordena por ordem crescente, os nimeros reais.

3, V3eV2

Resolucdo:

Tendo em conta a representagao dos niimeros reais 3, v/3 e v/2 na reta real, pode-se concluir

que V2 < 3 < V3.

2. Observa a figura e indica os niUmeros reais correspondentes aos pontos assinalados.

Y

Resolucao:

ponto S. A abcissa do ponto S é a medida do comprimento da hipotenusa de um triangulo
retangulo cujos catetos tém comprimento 1 e 2.

Assim, h = /12 4 22, logo h = /5 e o nimero real correspondente ao ponto S é /5.

ponto 7. A abcissa do ponto T é 2 + t em que ¢ € a medida do comprimento da hipotenusa de
um triangulo retangulo cujos catetos tém comprimento 1.

Assim, h = /12 + 12, logo h = v/2 e o nimero real correspondente ao ponto 7" é 2 + /2.
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ponto N. A abcissa do ponto N é o nimero simétrico da medida da hipotenusa de um triangulo
retangulo cujos catetos tém comprimento 1.

Assim, h = /12 + 12, logo h = v/2 e o nimero real correspondente ao ponto N é —/2.

ponto M. A abcissa do ponto M é o nimero simétrico da medida da hipotenusa de um triangulo
retangulo cujos catetos tém comprimento 1 e 2.

Assim, h = /12 + 22, logo h = /5 e o nimero real correspondente ao ponto M é —/5.

Exercicio 10. Transforma em afirmacdes verdadeiras, completando os espacos com um dos
sinais < ou >.

10.1. —=... —4
10.2. 5,2...

7
10.3. -..V/5

3
10.4. V/3...1,(7)
10.5. —2,25../8
Resolucao:

7 7
10.1. —= > —4, pois = =
0 5 > —4, pois 5 3,5
21 .21
10.2. 5,2 < T pois 7z 5,25
10.3. g > /5, pois % =2,(3) e V5 = 2,236... (dizima infinita ndo periddica).
10.4. /3 < 1,(7), pois v/3 = 1, 73... (dizima infinita ndo periddica).
10.5. —2,25 < /8, pois —2,25 € um nimero negativo e /8 é um ndmero positivo.
Exercicio 13 Da exemplo de um ndmero real o tal que:
13.1. ? <a< V7
13.2. V14 <a< —V13
1

13.3.V26 <a< %

5
13.4.—2 <a< -2
Resolucao:

13.1. Recorrendo a calculadora, temos que:
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V7 = 2,6457... (dizima infinita nao periddica)
13

2 =26

5 b

. , , . 13
Assim, por exemplo, 2,62 € um numero real compreendido entre = e V7

13.2. Recorrendo a calculadora, temos que:

—v/14 = -3, 741... (dizima infinita ndo periddica)

—+/13 = —3,605... (dizima infinita ndo periddica)

Assim, por exemplo, —3,65 € um nimero real compreendido entre —/14 e —/13

13.3. Recorrendo a calculadora, temos que:
V26 = 5.0990... (dizima infinita ndo periddica)
31

i 5,1(6) (dizima infinita periddica)

. , , . 31
Assim, por exemplo, 5,1 € um numero real compreendido entre /26 e R

13.4 Recorrendo a calculadora, temos que:
3= —1,(6) (dizima infinita periodica)
—v/2 = —1,41423... (dizima infinita ndo periddica)

. . , . )
Assim, por exemplo, —1,5 € um numero real compreendido entre ~3 e —/2
Avaliacao/Reflexao
A avaliacao é efetuada por observacéo direta, procedendo-se ao preenchimento de uma grelha
de observacao de aula que contempla o comportamento, atitudes e valores, a sua participacao
na aula nomeadamente efetuar os exercicios propostos assim como o voluntariar-se para a sua

resolucao no quadro, quando para tal sejam solicitados.

TPC
Ficam como TPC os exercicios que nao sejam resolvidos na aula.

Apoio Bibliografico
[1] Programa de Matematica do Ensino Basico;

[2] Costa B., Rodrigues E. (2012). Novo Espaco - parte 2 - Matematica 9° Ano. Porto Editora.

[3] Ferreira P., Marques M. (2012). Projeto Desafios Matematica 9° Ano. Santillana, Constancia.
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3.7 Planificacdo aula 8

g GOVERNO DE MINISTERIO D EDUCACAD f"_‘\‘
7 PORTUGAL | o '

LG
Direcdo Geral dos Estabelecimentos Escolares u
Direcao de servicos Regiao Centro

EscoLA SECUNDARIA CAMPOS MELO

Disciplina: Matematica.
Unidade 5: Numeros reais. Inequacoes.
Subtema: Inequacoes.

Pré-requisitos:

Conhecer o conjunto dos niumeros reais.

Saber operar com nimeros reais.

Saber resolver equacoes do 1° grau a uma incognita.

Conhecer as relacées de ordem em R.

Identificar intervalos de niUmeros reais.

Data: 05/05/2014.

Duragdo: Um bloco de 90 minutos.

Ano: 9° ano.

Turma: Turma B

Sumario: Inequacdes. Resolucao de inequacoes.

Nota: Quando escrevemos no quadro, desenhamos ou projetamos é suposto que os alunos pas-
sem para o caderno, a menos que algo seja dito em contrario.

Objetivos:

» Compreender as nocdes de inequacao e de solucao de uma inequacao.
» Resolver inequacdes do 1° grau utilizando as regras de resolucao.
» Resolver e formular problemas envolvendo inequacoées.
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Competéncias transversais

As ideias algébricas aparecem logo no 1° ciclo no trabalho com sequéncias, ao estabelecerem-se
relagbes entre nimeros e entre nimeros e operagdes. No 2° ciclo, a Algebra ja aparece como
um tema matematico individualizado aprofundando-se o estudo de relacdes e regularidades.
Finalmente no 3° ciclo institucionaliza-se o uso da linguagem algébrica, trabalha-se com ex-
pressoes, equacodes, inequacoes e funcoes, procurando desenvolver no aluno a capacidade de
lidar com diversos tipos de relacdes matematicas e estudar situacdes de variacao em contextos
significativos.

Materiais e recursos
Para os alunos: Manual do aluno.
Para o professor: Projetor e quadro branco.

Indicacbes metodologicas para a aula
Apos o registo do sumario no quadro, enunciamos os objetivos da aula.

Definicao de inequacgéao

Em dialogo com os alunos vamos, proceder a introducao do conceito de inequacao, a qual sera
feita recorrendo ao estudo de um problema.

Quadro:
Problema: Adaptado de [3]
A D. Marta comprou uma t-shirt e uns calcées para o André. Os calcdes custaram 12 €.

Questionamos os alunos sobre qual a incégnita no problema e qual o valor total da compra.

Quadro:
x - preco da t-shirt.
Valor da compra: x + 12.

Questionamos os alunos sobre que tipo de expressao € x + 12. Sera uma equacao? Concluimos
que é uma expressao algébrica.
Seguidamente vamos determinar o preco da t-shirt, sabendo quanto a D. Marta pagou no total.

Quadro: A D. Marta pagou, no total, 30 €.
z+12=30
r+12=302xr=30—-12 & = 18.

O preco da t-shirt é de 18 €.

Em seguida é apresentada uma nova situacao aos alunos: A D. Marta gastou menos de 30 €.
Questionamos os alunos sobre se é possivel traduzir esta situacao por meio de uma equacao.
Conduzimos o dialogo para que tal ndo é possivel, uma vez que nao existe uma igualdade.
Sabemos apenas que o valor total da compra, representado por x + 12 foi inferior a 30 €.
Quadro:

A D. Marta gastou menos de 30 €.

x4+ 12 <30
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Dizemos que agora em vez do simbolo de igualdade, colocamos o simbolo de menor, <, obtendo-
se uma desigualdade.

Quadro:
Definicdo: Uma inequacao é uma desigualdade algébrica.

Observacao: Numa inequacao ha dois membros separados por um dos seguintes sinais: <, >,
souz

Exemplos de inequacdes: [3]
e 3>z
e b —7< 9+ 8.
* 2(y+2) >8y.
Exemplos que ndo sdo inequacées: [3]
e 4z — 1 = 9z + 3 nao € uma inequacao, pois nao é uma desigualdade.
e 54 7 < 12 ndo é uma inequacao, pois nao tem variavel.

Referimos que a terminologia usada nas equagdes mantém-se para as inequacoes.

Quadro:

5r —7 <9z + 8

1° membro: 5z — 7

2° membro: 9z + 8

Termos do 1° membro: 5x e —7
Termos do 2° membro: 9z e 8
Incognita: x

Solucdes de uma inequacao

Considerando a inequacao do problema anterior, vamos agora proceder ao calculo das suas so-
lucoes.

Quadro: z + 12 < 30 onde:
x - preco da t-shirt.
12 - valor dos calcées. 30 - a D. Marta pagou no total menos de 30 €.

Podera o valor 25 ser solucdo da inequacéo?

Substituindo a incognita, =, por 25, obtém-se:
25412 < 30 & 37 < 30.

Como 37 < 30 é falso, 25 ndo é solucdo da inequacdo = + 12 < 30.

10 sera solucao da inequacao?
Substituindo a incognita, z, por 10, obtém-se:
10412 < 30 & 22 < 30.
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Como 22 < 30 é verdadeiro, 10 é solucado da inequacéao.

7 sera solucado da inequagao?

Substituindo a incognita, x, por 7, obtém-se:
7412 < 30 < 19 < 30.

Como 19 < 30 é verdadeiro, 7 é solucao da inequacao.

Quadro:
Diz-se que um numero € solucdo de uma inequagao quando, ao substituir a incognita por esse
numero, se obtém uma afirmacao verdadeira.

Definicdo: O conjunto-solugdo de uma inequacao € o conjunto de todos os valores que, atri-
buidos a incognita satisfazem a desigualdade, isto €, dao origem a uma afirmacao verdadeira.

O conjunto-solucao (C.S.) da inequacao x + 12 < 30, fora do contexto do problema, pode ser
representado:
- em compreensao {z € R: z < 18}

- graficamente, na reta real
- sob a forma de intervalos de numeros reais: C.S. =] — oo; 18]
Em seguida vamos, determinar o conjunto-solucao no contexto do problema.

Quadro:

No contexto do problema, para ser solucao, a t-shirt teria custado menos de 18 € mas mais de
0€.

Conjunto-solucao:

- em compreensao {z € R: 0 < z < 18}

- sob a forma de intervalos de nimeros reais: C.S. = ]0; 18]

De seguida procedemos a resolucao de um exercicio para a verificacao da aprendizagem: Veri-
ficar se um dado nUmero € ou nao solucdo de uma inequacao.

Exercicio:[3] Verifica se o nUmero entre parénteses é ou nao solucao da respetiva inequacao.
a)r+8<10 (4)

b)6 —x<0 (7)

)3x—4>zx—Tx (-1)

Resolucao:
a)r +8 <10 & 4+8 <10 & 12 < 10. Afirmacéo falsa, logo 4 nao é solucdo da inequacao.

b)6 -2 <0&6—-7<0% —1<0. Afirmacédo verdadeira, logo 7 é solucdo da inequacao.

Q3x—4>2—-Tr&3x(-1)—4>-1-7x(-1)& -3—-4>-147< -7 > 6. Afirmacao
falsa, logo nao é solucao da inequacao.

73



Resolucao de inequagodes

Quadro:
Como resolver a inequacao = + 12 < 30?

Referimos que tal como nas equagdes, também na resolucao de uma inequacao se pretende
isolar a incégnita num dos membros da inequacao.

Quadro:
r+12-12<30-12< 2+ 0< 18 < 18

Principios de equivaléncia

# 52 numa inequagio adicionarmos (ou subtrairmos) o mesmo
nldmero 3 ambos 05 membros, obtéme-se uma inequacio equivalente
4 dada.

Exemplo 1: =

Regra Pritica

Numa inequagio muda-se um termo de um membro para o outro
trecando-lhe o sinal.

Exemplo 1; =

Exemplo 2: =

Quadro:

como resolver a inequacao 2z < 10?

Referimos que para isolar a incdgnita z, dividem-se ambos os membros da inequacao pelo coe-
ficiente de z.

Quadro:

2 10
2x<10®§<?®x<5
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# Se numa inequagio multiplicarmos (ou dividirmos) ambeos os mem-
bros por um mesme nimers , obtém-se uma inequacio equi-
valente & dada,

Exemplo 1: 20z > 5 4

Exemplo 2: :

Regra Pritica

Se o coeficiente da incégnita:

» estiver a multiplicar, passamo-lo para o cutre membro a dividir.
» estiver a dividir, passamo-lo para o outro membro a multiplicar.

Quadro:

como resolver a inequacao —8z < 24?7

Em dialogo com os alunos pedimos para resolverem a inequacao. Se os alunos resolverem sem
mudar o sentido da desigualdade, concretizamos com valores de modo a que os alunos verifi-
quem que o conjunto-solucao que obtiveram nao satisfaz a desigualdade.

Referimos que para isolar a incognita =, e como o coeficiente de x é negativo dividem-se ambos
os membros da inequacao pelo coeficiente de = e troca-se o sentido da desigualdade.

Quadro: 01
—8x<24<:>_—§>—8<:>x>—3

» Se numa inequacio multiplicarmes [ou dividirmes) ambos os mem-
bros por um mesmo nimers & trocarmos
sigualdade, obtém-se¢ uma inequacio equivalents & dada

Exemplo 1:

Exemplo 2:

Regra Pritica

Se o coeficiente da incignita:

& estiver a multiplicar, passama-le para o cutre membro a dividir,
trocando o sentido da desigualdade.

» estiver a dividir, passame-lo para o outre membeo a multiplicar,
trocands o sentido da desigualdade.

De seguida procedemos a resolucao de um exercicio, tendo com objetivo verificar a aprendiza-
gem: Resolucao de inequacoes.

Exercicio 35 (pag. 66 do manual adotado). Resolve as inequacdes e apresenta o resultado na
forma de intervalo de numeros reais.
35.1.52—-3>2+9

1
35.2. 3z < 3

35.3. -3z >6

75



Resolucao:
12

35.1. 5x732x+9<ﬁ>5x7x>9+3¢>4x>12@z2z¢>x23
O conjunto-solucéo é (3, +oo|
1 1

35.2. = -

3x < 3 S < 6

. - 1
O conjunto-solucao e ] —00, & [

6

35.3. —3ar>6<:>x<—§<:>a:<—2
O conjunto-solucéo é | — oo, —2|
Avaliacao/Reflexao
A avaliacao é efetuada por observacao direta, procedendo-se ao preenchimento de uma grelha
de observacao de aula que contempla o comportamento, atitudes e valores, a sua participacao
na aula nomeadamente efetuar os exercicios propostos assim como o voluntariar-se para a sua
resolucao no quadro, quando para tal sejam solicitados.
TPC
Ficam como TPC os exercicios que nao sejam resolvidos na aula e fazer as restantes alineas do

exercicio 35.

Apoio Bibliografico
[1] Programa de Matematica do Ensino Basico;

[2] Costa B., Rodrigues E. (2012). Novo Espaco - parte 2 - Matematica 9° Ano. Porto Editora.

[3] Ferreira P., Marques M. (2012). Projeto Desafios Matematica 9° Ano. Santillana, Constancia.
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Apéndice A
Anexos

A.1 Tarefa 1 e Resolucao Aula 4

MINISTERIO DA EDUCAGAD
E CIENCIA

@ GOVERNO DE
2 PORTUGAL

Direcao Geral dos Estabelecimentos Escolares
Direcao de servicos Regiao Centro

EscoLA SECUNDARIA CaMPOS MELO

Tarefa 1 12°ano
Assunto: Introducao ao Calculo Diferencial Il 2013/2014

Observe os graficos.

z+1 ser >3 r—1
1 1 =
§m+§ sex <3

1. De acordo com o conceito intuitivo que tem de limite indique, para cada funcao, se existe
ou nao limite quando x tende para 3.
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2. Para cada caso, escolha duas sucessoes (z,) e (y,) de valores de dominio da funcdo que
tendam para 3, a primeira por valores superiores e a segunda por valores inferiores e escreva

as expressoes dos termos gerais dessas sucessoes.

3. Estude numericamente, com a calculadora, para cada caso, a sucessao (f;(z,)),: =1,2,3,4

completando a tabela seguinte e tirando conclusées.

fi(zn) fo(@n) fa(@n) fa(zn)

n Tp =

1

5

10

50
100
1000

100000

4. Estude numericamente, com a calculadora, para cada caso, a sucessao (f;(y,)),i =1,2,3,4

completando a tabela seguinte e tirando conclusoes.
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n

Yn =

J1(yn)

J2(yn)

J3(yn)

fa(yn)

1

5

10

50

100

1000

100000

5. Compare os resultados obtidos em 3. e 4. e tente justificar a sua conjetura de 1.

6. Utilizando a definicao de limite segundo Heine e as propriedades que conhece de limites de

sucessOes prove a conjetura que fez acerca do limite da funcao f> no ponto de abcissa 3.
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7. Considere, a sua escolha, dois infinitamente grandes positivos (a,,) e (b,).
O que pode dizer de lim fy(a,,) e de lim f4(b,)?
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MINISTERID D EDUCACAD
ECIENCLA

@ GOVERNO DE
£~ PORTUGAL

Direcao Geral dos Estabelecimentos Escolares
Direcao de servicos Regiao Centro

EscoLA SECUNDARIA CAMPOS MELO

Tarefa 1 12°ano
Assunto: Introducao ao Calculo Diferencial Il 2013/2014

Proposta de resolugéao.

z+1 ser >3 r—1
lx-i-l sex <3 -
2 2

1. Observando os graficos, conclui-se que:

li = li =

lim f1() =3 € lim fo() =0

f3 € f4 nao tém limite quando x tende para 3.

2. Para fi, f2, f3 e f4 podemos considerar as mesmas duas sucessoes:
1
uma de termo geral x,, =3+ — e
n
1
outra de termo geral y, =3 — —.
n

3. Estude numericamente, com a calculadora, para cada caso, a sucessao f;(z,),i = 1,2,3,4
completando a tabela seguinte e tirando conclusoes.
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n Tn=3+1 Ji(zn) Ja(zn) f3(xn) fa(zn)
1 3+ % —4 8 1 5 3
5 34 ;=32 3,84 0,2 42 11
10 34 Tlo —3,1 3,41 0,1 4,1 21
50 3+ 5% — 3,02 3,0804 0,02 4,02 101
100 34 1o =301 3,0401 0,01 4,01 201
1000 34+ ﬁ — 3,001 3,004001 0,001 4,001 2001
100000 34 Soomos = 3,00001 3,0000400001 | 0,00001 | 4,00001 | 200001

Analisando agora os resultados podemos concluir que:
quando o n aumenta a sucessao (z,) que tende para 3 por valores maiores que 3

corresponde uma sucessao (f1(x,)) que parece tender para 3

uma sucessao (f2(x,)) que parece tender para 0
uma sucessao (f3(x,)) que parece tender para 4
finalmente uma sucessao (f4(z,)) que parece tender para +oo
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4, Estude numericamente, com a calculadora, para cada
completando a tabela seguinte e tirando conclusoes.

caso, a sucessao fi(yn),i = 1,2,3,4

n Yn =3 — S1(yn) f2(yn) fs(yn) fa(yn)
1 3 % —9 0 -1 1,5 1
5 3 % —2.8 2,24 0,2 1,9 9
1
10 _ L 2,61 0,1 1,95 19
n 2,9
50 3 o =298 2,9204 0,02 1,99 99
100 3 ﬁ — 2,99 2,9601 0,01 1,995 199
1000 3 ﬁ — 2,999 2,996001 10,001 1,9995 11999
100000 3 Sonpes = 29999 2,9999600001 | -0,00001 | 1,999995 | -199999

Analisando agora os resultados podemos concluir que:

quando o n aumenta a sucessao (y,) que tende para 3 por valores menores que 3
corresponde uma sucessao (f1(y,)) que parece tender para 3

uma sucessao (f2(y,)) que parece tender para 0

uma sucessao (f3(y,)) que parece tender para 2

finalmente uma sucessao (f4(y,)) que parece tender para —oo

5. Comparemos os resultados obtidos em 3. e 4., tentando justificar a conjetura de 1.

De facto tanto considerando (z,,) como considerando (y,,) as sucessoes (f1(x,)) e (f1(yn)) pare-
cem tender para o mesmo numero (3) que devera ser o valor para que tende f; quando = tende
para 3.

De facto tanto considerando (z,,) como considerando (y,,) as sucessoes (f2(x,)) € (f2(yn)) pare-
cem tender para o mesmo numero (0) que devera ser o valor para que tende f, quando x tende
para 3.

No caso de f5, f5(z,) tende para 4 e (f3(y,)) tende para 2 o que nos leva a querer que nao
existe }1_% fa(x)

No caso de f4, fs(z,) tende para +oo e (f4(y,)) tende para —oo 0 que nos leva a querer que
nao existe ilg}j fa(z).

6. Formalmente, segundo a definicao de Heine, diz-se que uma funcao f tem por limitebquando
x tende para a, se a qualquer sucessao (z,,) de valores de dominio da funcédo f, que tenda para
a por valores diferentes dea, corresponder uma sucessao (f(z,))a tender parab.

Utilizando esta definicao e as propriedades que conhecemos de limites de sucessdes vamos pro-
var que ig% fa(x) =0.

Provar que }135 f2(x) = 0 é provar que a qualquer sucessao (z,,) de valores do dominio da funcao
f2, que tenda para 3 por valores diferentes de 3, corresponde uma sucessao (f2(x,)) a tender
para 0.

(2 — 3)2

Temos fo(z,) = " _ (@ =3

Ty —3

= z,, — 3 (simplificacdo valida porque z, tende para 3
por valores diferentes de 3).
Mas z,, — 3 significa, por definicao, que (x,, — 3) — 0, logo provamos que (f>(x,)) tende para
0, como queriamos provar.
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7. lim f4(a,) = 1 e lim f4(b,) = 1, quaisquer que sejam (a,) e (b,). Podemos considerar por
exemplo: (a,)=ne(b,)=n+1
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A.2 Ficha Diagnoéstico e Resolucéo Aula 5

MINISTERIO D EDUCACAD
E CIENCLA

Elg GOVERNO DE
%~ PORTUGAL

Direcao Geral dos Estabelecimentos Escolares
Direcao de servicos Regiao Centro

EscoLA SECUNDARIA CaMPOS MELO

f_‘
(o)

Unidade - Numeros Reais. Inequac¢oes
Ficha de Trabalho 1 - Atividades diagnosticas

NUmeros racionais

13 9 6

. , 2
1. Considera os numeros: —; 4; 3 390 —10; 2

3 )

9°ano
2013/2014

1.1 Usando a calculadora, representa cada um dos nimeros sob a forma de dizima.
NOTA: O ecra da calculadora tem apenas espaco para um numero limitado de digitos.
Quando as dizimas sao infinitas, a calculadora efetua um arredondamento.

1.2 Separa as dizimas que sao finitas das que sao infinitas periodicas.

1.3 No caso das dizimas infinitas periddicas, indica o seu periodo.

Recorda:

N = {nimeros naturais}
7Z = {numeros inteiros}
Q = {nGmeros racionais}

2. Completa com € (pertence) ou ¢ (nao pertence).
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3 Investiga as fracdes com denominador 37.

1 2 3 4 5 ,
| —, =, =, — € — form ima.
3.1 Usando a calculadora, representa 37 370 377 37 e 37 sob a forma de dizima

. .- ;. 6
3.2 Sem usar a calculadora, conjetura como ficarao representados, na forma de dizima, 37 e
7

37

3.3 Usando a calculadora, representa %, % e % sob a forma de dizima.

Um numero néo racional
4 Dois segmentos de reta dizem-se comensuraveis quando existe um terceiro segmento que

cabe um numero inteiro de vezes neles os dois.
Por exemplo, [AB] e [CD] sao comensuraveis porque AB = 5u e CD = 3u.

Na Gréca Antiga, acreditava-se que dois segmentos de reta eram sempre comensuraveis, por
isso, um dos maiores desafios que os matematicos enfrentaram surgiu quando quiseram deter-
minar a medida da diagonal de um quadrado de lado igual a 1: descobriram que a diagonal nao
era comensuravel com o lado do quadrado!

Com a resolucédo deste problema, viria a nascer o primeiro nimero nao racional. A descoberta
de que existiam medidas ndo comensuraveis (ou incomensuraveis) revelou que os nimeros in-

teiros e os fracionarios nao eram suficientes para descrever a realidade.

Qual é a medida exata da diagonal de um quadrado de lado igual a 1?

88



MINISTERID DA EDUCAGAD
E CIENCLA

- GOVERNO DE
? PORTUGAL

Direcao Geral dos Estabelecimentos Escolares
Direcao de servicos Regiao Centro

EscoLA SECUNDARIA CAMPOS MELO

Unidade - Numeros Reais. Inequacgoes 9°ano
Ficha de Trabalho 1 - Atividades diagnosticas 2013/2014
Resolucao

Ndmeros racionais

4=4,0

3

— =1,625
8 9
9
— =0,4(09
s = 0.4(09)
~10 = —10,0

6

— =0, (857142)

7

1.2

Finitas: 4,0; 1,625; —10,0
Infinitas: 0, (6); 0,4(09); 0, (857142)
1.3

0, (6) tem periodo 6

0,4(09) tem periodo 09

0, (857142) tem periodo 857142
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N|Z|Q
9 |e|e| €
6 | ¢ | €| €
45 | ¢ | ¢ | €
0 ¢ | el e
3
3.1

1 2 3 4 )
— =0, (027 — =0, (054 — =0, (081 — =0, (108 — =0,(135
= =0,(027) S =0,(054) - =0,(081) = =0,(108) > =0,(13))

3.2 Por observacdo das dizimas calculadas no exercicio anterior os alunos devem concluir que
uma dizima se obtém da anterior somando 0,027.

6 7
— =0,(162) e — =0,(1
0,(162) & - = 0, (189)

37

3.3

38 39 40

22 =1,(027) = =1,(054) - =1,(081
37 = 1,(027) o2 =1,(054) = =1,(081)

Um numero nao racional
4

Por aplicacao do teorema de Pitagoras tem-se 12 + 12 = d> & 2 = d?> & d = +v/2,d > 0 entdo

d=2.
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