UNIVERSIDADE DA BEIRA INTERIOR
Covilha | Portugal

A Calculadora Grafica Casio no Estudo de Funcdes

em Cursos Profissionais

Paula Cristina Xavier Carrilho Freire

Relatoério de Estagio para obtencao do Grau de Mestre em

Ensino da Matematica no 3° Ciclo do Ensino Basico e no Ensino

Secundario
(2° ciclo de estudos)

Orientador: Prof. Doutor Helder Vilarinho

20 de Junho de 2011



Nt

UNIVERSIDADE DA BEIRA INTERIOR A Calculadora Grafica Casio no Estudo de Func6es em Cursos Profissionais

Covilha | Portugal

A minha Mae

Agradecimentos

Agradeco a Casio Portugal, em especial a Dra. Ana Margarida Dias, que me
ajudou a realizar com éxito as experiéncias com sensores e que me esclareceu, sempre
prontamente, todas as duvidas relacionadas com a calculadora. A Escola Bésica 2, 3
com Ensino Secundéario de Alvide, que me cedeu as suas instalagdes e algum material

necessario para a realizacao das experiéncias com sensores.

Agradeco ao meu orientador, o Prof. Doutor Helder Vilarinho, pela sua preciosa
orientacdo ao longo de todo o trabalho, estando sempre disponivel e sabendo sempre
compreender quais eram os melhores momentos para “exigir” um pouco mais. Sem a
sua amabilidade e compreensdo para que pudéssemos reunir virtualmente, teria sido

muito dificil levar a bom termo este projecto.

Agradeco ao meu marido a sua sabedoria para me ajudar naquilo que, sem ele,

ndo sei fazer.

Pagina i



Nt

UNIVERSIDADE DA BEIRA INTERIOR A Calculadora Grafica Casio no Estudo de Func6es em Cursos Profissionais

Covilha | Portugal

Resumo

Este trabalho trata do estudo de fungbes no ambito da disciplina de Matematica,
que integra a Componente de Formacdo Cientifica dos Cursos Profissionais de Nivel

Secundario.

Sdo apresentadas diversas tarefas para a sala de aula sobre as diferentes familias
de fungdes consideradas no programa desta disciplina. A exploracdo destas tarefas é

feita com recurso sistematico a calculadora gréafica Casio.
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0. Introducio

Com a alteracdo da escolaridade obrigatéria até ao 12° ano, cada vez mais 0s
cursos de caracter profissional sdo uma realidade. Estes cursos, quando concluidos, ddo
ao aluno uma carteira profissional na area do curso que concluiram. A acrescentar, ha
também o facto de os alunos poderem ingressar no ensino superior apés a conclusao do
seu curso profissional e a realizacdo das provas de ingresso. Assim, os Cursos
Profissionais tém, cada vez uma maior procura, quer pelos alunos que teriam algumas
dificuldades em concluir um curso secundéario cientifico, quer pelos alunos que
pretendem, mais cedo, estudar disciplinas que tenham por base uma componente mais

pratica.

Os alunos que frequentem os Cursos Profissionais tém disciplinas de Formacéo
Sécio-cultural, de Formacdo Cientifica e de Formagdo Técnica. A disciplina de
Matematica faz parte das que sdo de Formacdo Cientifica. Cada disciplina tem um
determinado nimero de horas. No que se refere a disciplina de Matematica, esse
namero pode variar, 100 ou 300 horas consoante o curso. Nos cursos de 300 horas os
alunos terdo que completar dez modulos: Al, Geometria; A2, Funcdes Polinomiais; A3,
Estatistica; A4, Funcgdes Periddicas; A5, Funcbes Racionais; A6, Taxa de variagdo; A7,
Probabilidade; A8, Modelos Discretos; A9, Fungdes de Crescimento e A10,
Optimizacdo. O meu trabalho foi pensado para estes alunos cujo nimero de horas da

disciplina de Matematica é de 300.

Apesar de ja haver muitos Cursos Profissionais a funcionar em muitas escolas,
ha, por enquanto, um escasso numero de manuais escolares que alunos e professores

possam utilizar para consulta.

De acordo com o Programa da Componente de Formacdo Cientifica da
Disciplina de Matematica dos Cursos Profissionais, da Direccdo Geral de Formacéo
Vocacional do Ministério da Educacdo (DGFV), a “utilizagdo das calculadoras graficas
¢ obrigatoria” especificando que: “ Nao € possivel atingir os objectivos deste programa
sem recorrer a dimensédo grafica, e essa dimensdo s6 é plenamente atingida quando 0s
estudantes tracam uma grande quantidade e variedade de graficos com apoio de
tecnologia adequada (calculadoras graficas e computadores) (...). E fundamental a

utilizacdo de sensores de recolha de dados acoplados a calculadoras gréficas ou
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computadores para, em algumas situacgoes, os estudantes tentarem identificar modelos
matematicos que permitam a sua interpretagdo” (DGFV, 2005). Decidi elaborar um
conjunto de actividades que vao ao encontro da pretensdo de desenvolver o caracter
intuitivo, que estimulem processos de pensamento e de pesquisa, partindo da seleccao
de estratégias em detrimento da aplicagdo de algoritmos complexos, utilizando a
calculadora grafica. Segundo o programa, “para estes estudantes ndo ¢ fundamental o
desenvolvimento de competéncias ao nivel do dominio das regras légicas e dos
simbolos. (...) O essencial da aprendizagem da Matematica deve ser procurado ao nivel
das ideias para a resolucdo de problemas e para as aplicagdes da Matematica, (...)

privilegiando mesmo caracteristicas tipicas do ensino experimental.”

N&o serd do ambito deste trabalho discutir o contetido do programa nem a sua

pertinéncia, mas sim, ir ao encontro dele.

“O conceito de funcdo ¢ uma ideia muito importante ¢ unificadora em
Matematica por ser uma representacdo de muitas situacdes reais. As calculadoras, 0s
sensores de recolha de dados (...), permitem que muito cedo o estudante possa fazer

uma abordagem das funcgdes sob os pontos de vista grafico, numérico e algébrico.

A riqueza das situagbes que as representacfes graficas de funcbes permitem

descrever favorece e estimula o raciocinio e a comunicagdo matemaética.

As aplicaces e as actividades de modelacdo matematica constituem a forma de
trabalho natural para a construcdo de todos 0s conceitos e processos e para a
demonstracdo do valor e uso das técnicas a eles associados. A resolucdo de problemas,
com apoio fundamentado e critico da tecnologia, mantém-se como centro de toda a

motivagdo para a matematica em cada actividade.” (DGFV, 2005).

Este trabalho pretende estudar algumas familias de funces, nomeadamente as
quadraticas, as racionais, as trigonométricas e as de crescimento, dando um “‘€nfase
natural as aplicacbes da Matematica noutras disciplinas com especial relevancia para
interesses profissionais”, dado que, ¢ “imprescindivel para estudantes que vao enfrentar
no seu trabalho profissional problemas concretos muito variados e terdo de saber

seleccionar as ferramentas matematicas relevantes para cada situacao” (DGFV, 2005).

Como nos manuais escolares ha uma informacao muito reduzida sobre a forma
de utilizacdo dos modelos graficos da méaquina de calcular Casio, achei que seria

interessante explorar esta maquina no estudo de determinadas caracteristicas das
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funcdes acima referidas, e ensinar os alunos a utiliza-la nalgumas vertentes. Ha a
salientar que estas actividades poderdo também ser desenvolvidas utilizando outras

marcas de maquinas calculadoras graficas que nédo a Casio.

Um dos meus principais objectivos é construir um conjunto de actividades que
serdo Uteis nas aulas de matemaética para os Cursos Profissionais. A Calculadora Grafica
Casio serd um instrumento imprescindivel que servird para modelar situagdes, explora-

las, tirar conclusdes e resolver problemas.

Tentarei, sempre que tal seja pertinente, levar os alunos a constatar que a
maquina de calcular tem limitacGes e que, por vezes, nos levam a tirar conclusfes que,

pelo facto de ndo serem provadas analiticamente sdo precipitadas e até erradas.

Durante este trabalho é pedido, por vezes, aos alunos para inferirem conclusées
gerais com base na observacdo de casos particulares. Estas conclusdes deverdo ser
sempre validadas e compiladas pelo professor nas aulas, tendo em consideragdo as
indicacdes metodoldgicas indicadas no programa.

De entre as tarefas propostas neste trabalho constam tarefas originais, mas
também tarefas adaptadas ou importadas das diferentes referéncias bibliogréaficas. Estas
ultimas surgem, usualmente, com o objectivo de fornecer recursos para a pratica e a

consolidacdo dos contetudos em estudo.

Apesar do programa (DGFV, 2005) remeter para a realizacdo de tarefas que se
encontram nas brochuras disponiveis em http://area.dgidc.min-edu.pt/mat-no-
sec/brochuras.htm pretendi que, neste trabalho, fossem exploradas novas tarefas. Dai a

muito restrita inclusdo das tarefas ai propostas.

Nas primeiras tarefas que serdo desenvolvidas havera uma explicacao aos alunos
mais pormenorizada sobre a calculadora. Ao longo do trabalho essa explica¢do s6 sera
feita quando forem usados novos menus ou novas potencialidades da calculadora. Para
facilitar a leitura assinalarei com um rectangulo todas as referéncias as teclas da

calculadora.

Quanto a organizacgdo, o trabalho estd dividido em capitulos que abordam o
estudo das funcBes quadréticas, das funcgdes racionais, das fungdes trigonométricas e das
funcBes de crescimento. Dentro de cada capitulo séo apresentadas tarefas que, partindo
sempre de uma situagdo problematica, pretendem conduzir os alunos as respectivas

conclusbes com recurso, na maioria das vezes, a calculadora grafica Casio. As tarefas
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sdo sempre apresentadas dentro de “caixas” e a sombreado uma proposta de resolugdo e
as respectivas conclusfes. No final de cada capitulo haverd sempre uma ficha de
trabalho e em anexo uma proposta de resolucdo. No final, e em anexo, fagco uma

compilacdo sobre alguns conceitos elementares sobre funcbes que serdo utilizados ao

longo do trabalho.
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1. Func¢oes Quadraticas

No desenvolvimento deste capitulo “Func¢des Quadraticas” tive como principal
preocupacdo que os alunos, perante duas situacdes concretas, uma que decorreu da
utilizacdo do sensor do movimento utilizando uma bola que salta, e outra envolvendo
rectingulos com o mesmo perimetro, fossem confrontados com funcfes que tinham
uma caracteristica em comum: serem ambas definidas através de polindmios do
segundo grau. Em ambos os casos, “as calculadoras e os sensores de recolha de dados
(...) permitem que muito cedo o estudante possa fazer uma abordagem das fung¢des sob

os pontos de vista grafico, numérico e algébrico.” (DGFV, 2005).

Depois dos alunos tomarem consciéncia do que é uma funcdo quadratica,
pretendi, através das tarefas propostas, que fizessem uma exploracdo deste tipo de
funcdo no que diz respeito a algumas das suas caracteristicas, tais como dominio,
contradominio, zeros, extremos, monotonia e, quanto ao seu gréfico, sobre o sentido da
concavidade, as coordenadas do vértice e o eixo de simetria. Além disso, para algumas
familias de funcdes quadraticas, os alunos terdo oportunidade de atestar a influéncia dos

diferentes pardmetros nos respectivos graficos.

Na maioria das vezes pretendi que os alunos utilizassem a calculadora grafica
para inferirem conclusdes. A utilizacdo de processos analiticos serviu, por vezes, para

validar ou completar as conclusfes obtidas através da calculadora grafica.

Nas tarefas 1, 2 e 3, partindo de uma experiéncia envolvendo um sensor do
movimento acoplado a calculadora, obtém-se e explora-se uma funcéo quadratica como
modelo para 0 movimento de uma bola que salta. Estas tarefas estdo necessariamente
ligadas entre si. Na tarefa 4 o modelo “quadratico” surge de uma familia de rectangulos
com o mesmo perimetro. As tarefas 5 e 6 pretendem estudar as caracteristicas graficas
de familias de funcbes quadraticas e a influéncia dos diversos parametros. A tarefa 7 ¢
uma ficha de trabalho.
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1.1 Tarefa 1- A Experiéncia da “bola que salta”’

TAREFA 1
Nesta actividade pretende-se estudar o comportamento de uma bola que salta. Esta

experiéncia tem como objectivo o estudo da fungdo quadratica y =ax® +bx+c, a=0.
Material

- Calculadora grafica CASIO FX 9860GII ou FX 9860GII SD

- Analisador de dados EA-200 da CASIO

- Sensor de movimento

- Cabo de ligagéo SB-62

- Bola de Basquetebol

Observacdes

Esta experiéncia deve ser feita num piso plano e regular.

Devera ser executada por trés pessoas: uma segura a bola, a outra o sensor e a terceira

dé& as instrucbes & maquina.

(Imagem obtida na Escola Basica 2, 3 com Ensino Secundario de Alvide no dia 03 de Fevereiro de 2011)

! Para a Tarefa 1 foi utilizado material bibliografico, ndo publicado, que é propriedade da Casio Portugal e da autoria de Ana
Margarida Dias (2010).
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Experiéncia passo a passo

1. Ligamos a calculadora ao analisador de dados com o cabo SB-62.

2. Ligamos o analisador de dados a corrente.

3. Ligamos as duas unidades (Analisador de dados e calculadora).

4. Entramos no D [Sin| (ECONZ2).

CONICS

7.
GRAFH ,D I

YNA TﬁBI.E IRECUR 1T
axne

EQUA |PRGM YUM

_.o_ﬁl

6. Utilizamos a opcao Wizard [F1] (op¢do “orientada™).

=

Controller

Fi:Setur ER-200
2:Setur Memory
F3:Proaram ConverlLer
F4:Start Samerling
F5:Grarh HAnalysis

7. Seleccionamos o sensor , neste caso € o sensor CASIO. Seleccionamos a opgao

“Motion”, utilizando o cursor.

Select Sensor
CASIO  :[F11]

VERMIER: [F21

CQSIG Sensors
Uoltase
Temrerature
Optical

l1crorFnone

8. Seleccionamos a unidade (“Meters”) e premimos [EXE]

Motion
5

9. Introduzimos o tempo total da experiéncia. Como é uma experiéncia de pouca

duragéo, podemos utilizar 4 segundos.

Input Total
Samrling Interwal

15994— Jddars

Select Unit
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10. A calculadora vai dar algumas informac@es do que até aqui foi feito. Se estiver tudo
bem, pressionamos , se pretendermos efectuar algumas alteracGes, pressionamos

para regressar ao ecra anterior.

SONIC:Motion
totalidsec

OK :[F1]
Cancel:[(F61]

11. Para iniciar a experiéncia, pressionamos EXE.

Complete!

s Save eLuP=|
3:Convert Prosram

12. Uma vez mais, devemos verificar se o sensor esta seleccionado, se o cabo esta bem

ligado a calculadora e se a experiéncia esta toda preparada. Pressionamos m

=I5 THE SEMSOR CONMNECTED?
#wCONMNECT LINK-CRELE FIRMLY?
wIS SAMPLING DONE?

Press: [EXE]

13. Quando todos o0s intervenientes estiverem preparados, pressionamos a tecla e,
simultaneamente, a bola é largada permanecendo a saltar, na vertical, sob o sensor que

se deve manter estatico.

Start samplina?

Press: [EXE]

14. E exibido o grafico da experiéncia.
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1.2 Tarefa 2 - Explorando o gréafico da “bola que salta”

TAREFA 2
I. Tendo por base o resultado da experiéncia da tarefa 1, responda as questdes.
1. Que propriedade esta representada no eixo das abcissas? Quais sdo as unidades?
2. Que propriedade esta representada no eixo das ordenadas? Quais sdo as unidades?

3. Se a experiéncia decorreu normalmente, a bola saltou sempre verticalmente, no
entanto, o grafico parece representar a bola a saltitar pelo chdo mas de forma invertida.

Porqué?

4. O que é que representam os pontos onde a funcdo atinge 0 maximo?
5. No decorrer da experiéncia, quantas vezes tocou a bola no chéo?

6. A que altura estava a bola do chdo quando foi “largada”?

I1. Como obter, na calculadora grafica, uma representacdo grafica da funcdo que nos

permita obter a altura a que a bola fica do ch&do em fungdo do tempo?

I11. Como obter, na calculadora grafica, uma representacdo grafica de um salto

completo da bola?
IVV. Como encontrar um modelo matematico referente a um salto completo?

V. Como trabalhar na calculadora grafica o modelo obtido?

Resolucéo:

l.

1. O tempo, em segundos.

2. A distancia da bola ao sensor, em metros.

3. Porque no eixo das abcissas esta representado o tempo durante o qual decorreu a
experiéncia e no eixo das ordenadas a distancia a que a bola vai estando do sensor a

medida que salta e ndo a distancia da bola ao chéo.
4. Representam o contacto da bola com o chéo.
5. Sete vezes.

6. 1,3058 (1,4036- 0,0978) metros.
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Il. Para enviarmos todos os dados para o (STAT), clicamos em
seguido de [F2 (LMEM) e de F1/(ALL).

[ IS

Store Samrle Data

W Time fList

" i
ALL [ZEL

Entramos no MENU| |2 (STAT) e observamos que nas listas seleccionadas, neste caso,
10 e 11, estdo os valores obtidos durante a experiéncia correspondentes a distancia da

bola em relacéo ao sensor, em fungéo do tempo.

Listi0[Listll JListia[Lst3]
+;

Para obtermos o grafico da funcdo que nos da a altura da bola em relacdo ao chdao em
funcdo do tempo, devemos criar uma nova lista que nos da a diferenca entre a altura
maxima da bola em relacdo ao chdo e todos os valores da lista. Para tal, colocamos o
cursor sobre a listal2 e escrevemos a fungdo diferenca entre 0 Maximo da lista 11 e
todos os valores da lista 11 seguindo 0s seguintes passos: entramos nas opgoes ,
(LIST), rodamos 0 menu em até encontrarmos o Maximo [F2. Escrevemos a
fungéo Max (List11)-List11 e executamos ([EXE)).

ListiD | Listl ] ) B Listl3 Listi0jListll | B Listid ListiD | Listl ] ) B List13

Para obtermos um novo grafico que nos da a distancia da bola ao chdo em funcéo do
tempo, pressionamos (GRPH), seleccionamos as listas em , voltamos ([EXIT]) e
desenharmos [F1]

SLatGrarhl

Gi-arh Twre  fxwline
MLisT tListlA
Freauency H
Mark TrFe L

Listl0 | Listll JLiztl@ ) List13 Listi0 | Listl ] | Listl@ | Lizt13

[GFHL [GFRE

GFHI
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I11. S6 é possivel seleccionar um so salto no MENU| D (ECON2), no qual foi feita a
experiéncia.

Para termos s6 um salto devemos, no MENU| D (ECON2), seleccionar a opgédo
LMEM seguida de [F2| (SEL). Com o cursor seleccionamos o salto desejado. Depois de

pressionar [EXE |devemos escolher as listas onde queremos guardar os resultados. Neste
caso, LISTA 13 e LISTA 14.

. ._“/
Store Samrle_Data
| Time iListl3
Lata sListld
- E

1]
ODuBSEC 1. 25HE

Nota: Vamos ter que repetir os passos feitos em Il. de modo a obtermos a funcéo que
nos da a altura a que a bola se encontra do chdo em funcdo do tempo, num sé salto,

neste caso, o primeiro salto completo.

Entramos no MENU| 2| (STAT) de modo a criar uma nova lista que nos dé a altura a que
a bola fica do chdo, em funcdo do tempo. Para tal, colocamos o cursor sobre a listal5 e

repetem-se 0s passos ja descritos anteriormente.

ListIU[ListIS[List1B

Maotio
I 0.1f 1.3588
2| 0.75| I.2663| 0. 0924
3 0. B| 1. 0962| 0. 2625
4l 0.85] 0.94BE| DUl a

[Hin JMaz Mean] Med R ST mE

Desenhamos um novo grafico onde consta a distancia da bola ao chdo em funcdo do
tempo. Pressionamos (GRPH), seleccionamos as listas em (Lista 13 e Lista 15),

pressionamos [EXIT], e representamos o grafico com [ F1| (GPH1).

StatGrarhl

Grarh Trre fzyline
HList PListl3
rEAuEnCy :
Mark Txre HE
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IV. Vamos procurar um modelo matematico adequado através de uma regressdo

quadrética. Partindo da Gltima imagem obtida na calculadora, seleccionamos |F1/ (CALC)
seguida de [F4 (x*2).

LluadFes

-4, 6238508

16.344419

-5, B293443

B, 39514827

MSE 3. 7184 -B4
[=

w=ax2+hx+

| Evnr NERP (e e a [ v [C5FT [bRat
Obtemos assim a regressdo quadratica y =—4,6x*+10,3x—5,0, cujos pardmetros a, b e

'Sl.'ll'_'u'lll
[}

¢ se encontram aproximados as décimas.

V. Para trabalharmos o modelo obtido na calculadora, guardamos a expressao no editor
de funcdes, pressionando (COPY).

Grarh Func
B4, Broaonnany

Seleccionamos o MENU| 5/ (GRAPH) e observamos que a funcdo obtida na regressao ja

la se encontra escrita para poder ser trabalhada.

Grarh Func 7=
=-d_ bramoe ey

Devemos seleccionar a funcdo e, de seguida, pressionamos (DRAW) para obter a

/N

i i

sua representacdo grafica.

1.3 Tarefa 3 - Interpretacdo do maximo e dos zeros do

modelo

TAREFA 3
1. Considere o modelo obtido em 1V. da tarefa 2. Qual € o méximo da funcdo?
Interprete o resultado no contexto do problema.

2. Determine os zeros da funcdo e interprete o resultado no contexto do problema.
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Resolugéo:

1. Representemos o grafico da funcdo e atraves da op¢do G_SOLV obtemos o

méximo [F2].

l_L 7 MAk
.-')r ll'\_ ROOT JMA [MIM PAICPTIISCT | [ =1. 119565213 ‘Y=0.1E5T1E0BEIE

O maximo da funcdo é 0,8 metros aproximadamente. Representa a altura a que a bola

subiu depois de ter batido no chdo uma vez.

2. Novamente na op¢do G_SOLV determinamos os zeros .

V=—4 EX7+10. 35-5 =—4. &XT+10, I5-5

FOoaT 0T

i
=1.521512269  ¥=0

ar
Fo0T [MAZ [MIN [FIFT [IScT [ @ =0."1 15581657 %¥=0

Os zeros séo 0,7 e 1,5 segundos aproximadamente. Significa que a bola bateu no chao
pela primeira e pela segunda vez, passados aproximadamente 0,7 e 1,5 segundos,

respectivamente, depois da experiéncia ter comecado.

1.4 Tarefa4 - Um problema com rectangulos

TAREFA 4

Considere a familia de rectangulos de perimetro 20 cm.

(%E é L ?@g —

/ \ / \ \ /}

£

(Imagem retirada de Alves, Barbedo, Fonseca, Jorge, 2007.)

1. Defina analiticamente a funcdo que da a area de cada um dos rectangulos em funcéo

da medida de um dos lados.
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2. Determine as dimensd@es e a area de um rectangulo cuja medida de um dos lados é:
2.1. 3 cm.
2.2.8cm.

3. Utilizando a calculadora grafica, determine as dimensdes do rectangulo de area

méaxima. Qual é o valor da area?

Resolugéo:
1. Sejam x e y as medidas, em cm, dos lados dos rectangulos considerados.

Sobre cada um dos rectangulos sabe-se que
2x+2y =20 X

& x+y=10 y

& y=10—-x

Chamando a funcdo que nos da a area, A, temos que:
A=Xxxy
< A=x(10-x)

< A=10x — X2

2.
2.1. Atendendo as condi¢6es do problema, o outro lado mede 7 cm (10-3=7).
Assim, a area pode ser calculada por dois processos diferentes:

* A=3x7=21cm?

** A=10x3—3%=21cm?

2.2. Atendendo as condi¢des do problema, o outro lado mede 2 cm (10-8=2).

Assim, a area pode ser calculada por dois processos diferentes:

* A=8x2=16 cm?.
** A=10x8-8° =16 cm® (ou A=10x2—2% =16 cm?, porque o valor de x representa

a medida de um qualquer lado).

3. Utilizando o ]IMENU| 5| (GRAPH) podemos obter o maximo da funcdo fazendo a

seguinte sequéncia na calculadora: Inserir a expressdo analitica da funcéo, , (para

ajustar a janela de visualizagao),EXIT], [F6|, [F5|e[F2.
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Gr-aFh Func =

1B LG [—1 /‘\ /‘\
Yy [—1

Yo [—1

YE: [—1 1

SEL DRAL RerMﬂx I '|'-II:F'T|ISl:T [

71= Iy 4},\
A ,

HMAR
=5 Y=g25

Pela observacéo do resultado obtido, podemos concluir que a area méxima é de 25 cm?
e que as dimensdes do rectangulo sdo x=5 cme y=10-5=5 cm, isto é, o rectangulo

gue tem area maxima € um quadrado.

Tal como nas tarefas 1, 2 e 3, também na tarefa 4, a expressdo analitica da funcdo que

representa a area € um polindmio de grau 2.

Defini¢do: Uma funcéo diz-se quadrética se for definida por um polinébmio do 2° grau,
isto €, se for do tipo

X — ax’ +bx+c com a,b,celIR e a=0.

O dominio de qualquer funcdo quadratica € IR.

Exemplos de fun¢des quadraticas:

A=10x-x2; f(x)=x*-5x+6; f,(x)=-3(x-1f ; f,(x)=x*-4

1.5 Tarefa 5 - Representacao grafica de funcdes quadraticas

TAREFA 5

Utilizando a calculadora grafica faca a representacdo grafica de cada uma das fungoes:

A=10x-x2; f(x)=x*-5x+6; f,(x)==3(x-1f ; f,(x)=x*-4

Nota: A escolha da janela de visualizagdo é fundamental. Sugere-se que seja utilizada a janela de visualizagao
standard (STD) ou a janela de visualizagdo inicial (INIT) . A utilizacdo do Zoom Automatico (pressionar a
tecla (ZOOM) e de seguida em (AUTO)) ajuda a descobrir a janela de visualizagdo mais adequada. Por

vezes, é preciso fazer ajustes na janela de visualizacdo obtida depois de ser feito 0 Zoom Automatico. Esses ajustes

podem ser feitos através da observacdo dos valores que sdo indicados na janela de visualizagéo.
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A Calculadora Grafica Casio no Estudo de Funcfes em Cursos Profissionais

Resolucgéo:

Inserimos as expressdes analiticas de cada uma das funces em estudo no [MENU
(GRAPH) e clicando em (DRAW), obtemos as respectivas representacées graficas.

Gr-arh Func  #W= Jiew Windaw
YW1810K-kE [—1
max_ :=11.
: — =calesl
Wi [—1] dot. 8.1
L=t [—1] Ymin i -2H
Wit [—1 max &30
SEL ORAW | | [THIT [TRIG[ETC EREIP CIHW
Grarh Func W= LJiew Windaw
W1BxE-Sk+E [—]
E_FI max_ :g.
: — scalesl
Wi [—1] dot. 8,1
L=t [—1] Wmin 1-3.1
Wi=H [—1 max 3.1
|[EEL_ [0 GTF EF{W AR [oRati| | [IHIT [TRTG[ETO SR W
Gr-arh Func  fW= 1w Windaw
N1t [—1]
WeB-3ik-1a2 [—] max_ G,
PFI scaletl
: — dot. 8.1
=t [—1] Ymin  §-3.
WG [—1 max 3.1
[EL_ [0 ST B ARR [oeeti | | [IRIT [TRTG[ETC ER W
GraFrh Func W= LTiew Window
1 [—1]
wZ: [—1] max =
WI8H2-4 [—] gc,%ledé -
E_F. [w] il
: — “min -18 I\\-f';
Wi [—1] max 1@
[ [ [FT F A [ | | et [T [=TE E (W

Estas funcBes sdo representadas graficamente por curvas a que se da o nome de

parabolas.

Definicdo: Uma parabola é o lugar geométrico dos pontos do plano gue estdo a mesma

distancia de uma recta, directriz, e de um ponto fixo, o foco.

Directriz
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Para o estudo das fung¢des quadraticas é importante considerar:
i. Concavidade da parabola
ii. Contradominio
iii. Vértice da parabola
iv. Eixo de simetria da parabola
v. Monotonia
vi. Extremos

vii. Zeros

Nota: Considerando a fungfo f definida por f(x)=ax*+bx+c,a,b,ceIR e a=0,
pode-se fazer
b2

2 2
f(x)=ax’ +bx+c=a +2x) +c=a x2+9x+—2——2 vo ol x4 2| oD
a a 4a° 4da 2a

b\ 4ac—b?
=al Xx+— | + .
2a 4a

Assim, a funcdo f pode-se escrever na forma

f(x)=a(x—h) +k,

2
_4ac—-b” (h).

em que h:—L e k
2a 4a

1.6 Tarefa 6 - Influéncia dos valores dos parametros na

representacao grafica de uma funcao quadratica

TAREFA 6
Ja sabemos que o dominio de uma funcéo quadratica é IR.
Utilizando a calculadora grafica vamos estudar a influéncia de cada um dos parametros
a, h e k no que diz respeito a:
i. Concavidade da parabola

ii. Contradominio
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iii. Vértice da parabola

iv. Eixo de simetria da parabola
v. Monotonia

vi. Extremos

vii. Zeros

1. Considere a familia de fungbes y = ax®, a = 0. Estude a influéncia do parametro a

no gréafico da fungéo.

Sugestdo para as questdes seguintes: Depois de responder a 1., ja sabe em que € que 0
valor do pardmetro a influencia o gréfico das funcdes e as questdes em estudo. Poderg,

para responder as questfes 2, 3 e 4, atribuir-lhe o valor 2 e o valor -2.

2. Considere a familia de fungbes y=a(x—h)*, a #0. Estude a influéncia do
parametro h no gréafico da funcao.

3. Considere a familia de fungbes y=ax’+k , a #0 . Estude a influéncia do
parametro k no grafico da funcéo.

4. Caracterize a familia de fungbes y=a(x—h)*+k, a #0 no que respeita as

questdes em estudo.

Resolucéo:

1. Podemos representar graficamente as funcgdes que se seguem fazendo a sequéncia de
comandos [MENU][5|, inserimos a express&o analitica das fungdes e [F6.

1 1
=2x* =-2x* | ==x* e =—=x%,
Y1 Y, Y3 3 Y, 3

Yoi [—1
YE i [—1
SEL DRAL

V1 [—1
N IE-2NE [—]
WEH [—1
NEE [—]
|EIM0EL JTVPELTYL K MEFI TR
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Grarh Func W=

1t [—1]

e [—1 \ /

WIEC LT e [—]

MER [—1

|EEMDEL ITYPEL: TV LEMEFIETT

Gr-arh Func =

1t [—1]

Y3 [—]

I [—]

Y4B 1+30xE [—] / \

SE-I. _Dﬁﬁhl

Conclusoes:
Quanto maior for o valor absoluto de a, menor sera a abertura da parabola, isto é, fica

“mais fechada”.

Quando a>0
i. A concavidade da parabola fica voltada para cima

ii. O contradominio é D' = [0,+o]

iii. O vértice é VV (0,0)

iv. O Eixo de simetria € a recta x=0

v. E decrescente em |-o0,0] e crescente em [0,+od|

vi. Tem como minimo o zero quando x=0

vii. Tem um Unico zero que é x=0

Quando a<0
i. A concavidade da parabola fica voltada para baixo

ii. O contradominio é D’ = ]-0,0]

iii. O vértice é V(0,0)

iv. O Eixo de simetria é arecta x=0

v. E crescente em |- o0,0] e decrescente em [0,+od]

vi. Tem como méximo o zero quando x =0

vii. Tem um Unico zero que é x=0

2. Comecando por atribuir a a o valor 2, podemos representar graficamente as seguintes
funcdes:

y,=2x%,  Yo=2(x-1fF e y,=2(x+3).
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Grarh Func W=

§ 182 [—1 \ /

gz [—1]

yS [—1]

WEs [—1]

|ESWIOEL JTVFELS YLK MEMU T

Grarh Func =

§1: [—1]

5 [—1] /

it [—1]

= [—1]

WSBZ(H-102 [—1

[=H —

EEMDEL JTYPESSTYL JGME M T

Grarh Func W=

Y3 [—1]
LEL [—1]
ht=H [—1]
YEEZCH+T 0 E [—]
SEL DRAL

O gréafico da fungdo Y. =2(X—1)2 obtém-se a partir do grafico da fungdo y, = 2x?
através duma translagédo horizontal segundo o vector de coordenadas (1, 0), isto &,
desloca-se na horizontal para a direita uma unidade.

O grafico da funcdo y, =2(x+3)* obtém-se a partir do grafico da funcdo y, = 2x°
através duma translacdo horizontal segundo o vector de coordenadas (—3, 0), isto e,

desloca-se na horizontal para a esquerda trés unidades.

Atribuindo agora a a o valor -2, podemos obter, respectivamente, os graficos das

seguintes funcdes:

g, =—2x2, ¥ =-2(x-1) e §s =—2(x+3)°.

[ A

O grafico da funcdo ¥, =—2(x —1)* obtém-se a partir do grafico da funcio §, = —2x

2

através duma translagédo horizontal segundo o vector de coordenadas (1, 0), isto é,

desloca-se na horizontal para a direita uma unidade.
O grafico da fungio ¥, = —2(x+3)° obtém-se a partir do grafico da funcio y, = —2x>
através duma translagdo horizontal segundo o vector de coordenadas (-3, 0), isto &,

desloca-se na horizontal para a esquerda trés unidades.
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3. Comecando por atribuir a a o valor 2, podemos representar graficamente as seguintes

funcoes:
2 2
y, = 2X°, y, =2x* -1 ey, =2x"+3.

Grarh_Func W=
Y1BZHE [—] \ /
g [—1
Yo [—1
Y5 [—1
SEL DRALI
GraFh Func W=
e [—1
Yo [—1
Yo [—1
YTEZHE-1 [—]
SEC 1 [Ram
Grarh Func Y=
Lt [—]
LE=H] [—]
L=t [—]
W7 [—]
"|'2X 243 [—]
I:IELJT'.'F-EJET'.'Lj:r-ﬁr-]l DRALS

O gréfico da fungdo y, =2x? —1 obtém-se a partir do grafico da fungdo y, = 2x?
através duma translacdo vertical segundo o vector de coordenadas (0, —1), isto e,
desloca-se na vertical uma unidade para baixo.

E possivel, através da representagdo grafica, constatar que a fungio y, = 2x? —1tem

dois zeros. O valor dos zeros pode ser determinado graficamente, obtendo a seguinte

sequéncia de imagens na calculadora pressionando as teclas 5, [F6, [F5|e F1.
EE?PH Fumc == [—1 r=2RE-1
e 2L\ |/ ]

N [—]
=H —_—

ESMI0EL JTYPESSTYLNGHME ] R ROOT [MA [MIH [FFT[TECT [ & =-0.70711067812 %=0

r=2ne—1

\|J
‘l’

=0.70710ET8I2  %¥=0

R T|

FOoaT

Como se observa, os valores obtidos para os zeros da fungéo sao aproximados. O valor
exacto dos zeros pode ser determinado analiticamente, fazendo

2x2—1=0<:>x2=1<:>x=i\/i.
2 2

O gréafico da fungdo y, = 2x* +3 obtém-se a partir do grafico da fungdo vy, = 2x?
através duma translacdo vertical segundo o vector de coordenadas (O : 3), isto €,

desloca-se na vertical trés unidades para cima.
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E possivel, através da representagio grafica, constatar que a fungio y, = 2x? +3 néo

tem zeros.

Atribuindo agora a a o valor -2, podemos obter, respectivamente, os gréaficos das

seguintes funcdes:

¥, =—2x%, ¥y, =-2x*-1 e Y5 =—2x*+3

[ 1

O gréfico da fungdo y, = -2x* —1 obtém-se a partir do gréafico da funcdo y, = —2x

2

através duma translagdo vertical segundo o vector de coordenadas (O, —1), isto é,
desloca-se na vertical uma unidade para baixo.
E possivel, através da representagdo grafica, constatar que a fungdo §, = —2x? —1 néo

tem zeros.

O gréfico da fungdo y, = —2x? +3 obtém-se a partir do grafico da fungdo y, = —2x>

através duma translagdo vertical segundo o vector de coordenadas (O, 3), isto &,

desloca-se na vertical trés unidades para cima.

E possivel, através da representacio grafica, constatar que a fungdo y, =—2x? +3tem

dois zeros. O valor dos zeros pode ser determinado graficamente, obtendo a seguinte

sequéncia de imagens na calculadora pressionando as teclas 5, [F6|, [F5|e F1.

Eggph Funmc == E=—2HE+3
i

N
YOE-2HE4T

[—]1]
[—]1]
[—]1]
= L1
RnT
00T [FA [MIM [FIET TS0 [ & =- 1. 33UUURTI ¥=0

N
[

=1. 22U uBETI

FOoaT

Como se observa os valores obtidos para os zeros da funcdo séo aproximados. O valor

exacto dos zeros pode ser determinado analiticamente, fazendo

—2x2+3=0<:>x=i\/§.
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4. Comecando por atribuir a a o valor 2, podemos representar graficamente as seguintes
funcoes:

y=2x2 . yo=2(x-1+3 e vy, =2(x+2)-1

Tendo por base os resultados obtidos nas alineas 2. e 3. podemos concluir que o gréfico
da funcdo y, =2(x—1)° +3 obtém-se a partir do grafico da fungio y, = 2x? através
duma translacéo diagonal segundo o vector de coordenadas (1, 3), isto é, desloca-se na

horizontal uma unidade para a direita e na vertical trés unidades para cima.

Do mesmo modo podemos concluir que o gréafico da funcéo Y,, = 2(X+ 2)2 —1 obtém-
se a partir do grafico da fungdo y, = 2x* através duma translagdo diagonal segundo o

vector de coordenadas (—2, —1), isto €, desloca-se na horizontal duas unidades para a

esquerda e na vertical uma unidade para baixo.

Uma vez mais, € possivel, através da representacdo grafica, constatar que a funcao
2 - .
Yo =2(x+2)° =1 tem dois zeros. O valor dos zeros pode ser determinado

graficamente, obtendo a seguinte sequéncia de imagens na calculadora pressionando as

teclas 5], FF6, [F5 e [F1.

N O R

FO0T [FA [MIFH [T [TE0T [ & =-2. 107106181 =0
VIA=Z0R+20 81

Gr-arh Func 4=
W

W ]
Y1EBZCH+20E-1 [—]

Wi
ZEL

K0T

RonT|

=- |.292693219 %=0

Como se observa os valores obtidos para os zeros da funcdo sdo aproximados. O valor

exacto dos zeros pode ser determinado analiticamente, fazendo
2 > 1 1
2(x+2f -1=0<(x+2) =5 ©Xx=2%,>.

Atribuindo agora a a o valor -2, podemos obter, respectivamente, os graficos das

seguintes funcdes:

91 =-2x° ' )79 = _2(X_1)2 +3 € ylo = _2(X+ 2)2 -1
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Novamente, tendo por base os resultados obtidos nas alineas 2. e 3. podemos concluir

que o grafico da fungdo Y, =—2(x—1)2 +3 obtém-se a partir do grafico da funcédo
¥, =—2x* através duma translagdo diagonal segundo o vector de coordenadas (1, 3),

isto é, desloca-se na horizontal uma unidade para a direita e na vertical trés unidades

para cima.

Através da representacdo grafica, constata-se que a fungdo Y, = —2(x —1)2 + 3 tem dois

zeros. O valor dos zeros pode ser determinado graficamente, obtendo a seguinte

sequéncia de imagens na calculadora pressionando as teclas 5, [F6, [F5 e [F1].

Gr-arh Func 4= A==ETE-12E+3
L=t [—1]
W [—]1]
e [—%

WOE-ZiH-132+3  [—

f \ R0
/ \ ROOT [FMAz [MIM [FIFT[ISCT | & =- 0. 224TYYETIY ¥=0

=—ZCR-T28+3

‘R RonT|

=da 2EHTUUETI  Y=0

Como se observa, os valores obtidos para 0s zeros da funcédo sdo aproximados.

O valor exacto dos zeros pode ser determinado analiticamente, fazendo
2 3
~2(x+1f +3=0= x=-1+ >

Finalmente, concluimos que o gréafico da funcéo ¥, =—2(x+2)2 —1 obtém-se a partir
do grafico da fungdo ¥, = —2x* através duma translacdo diagonal segundo o vector de

coordenadas (— 2, —1), isto é, desloca-se na horizontal duas unidades para a esquerda e

na vertical uma unidade para baixo. E possivel, através da representacdo gréafica,

constatar que a fungdo ¥,, = —2(x+2)* —1 nao tem zeros.

Conclusao:

O grafico de uma funcdo do tipo y =a(x—h)* +k com a =0 é uma parabola. Este
grafico pode obter-se a partir do grafico da funcdo y=ax® através duma translagio

diagonal segundo o vector de coordenadas (h, k). Quanto as questdes em estudo,

podemos concluir que:
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Se a>0
i. A concavidade da parabola esta voltada para cima

ii. O contradominio é D’ = [k,+oo]

iii. O vértice 6 V (h,k)

iv. O Eixo de simetria é arecta x=h

v. E decrescente em |- oo,k] e crescente em [k, +od|

vi. Tem como minimo o k quando x =h

vii. Tem um zero se k =0, dois zeros se k <0 e ndo tem zeros se k >0

Se a<0
i. A concavidade da parabola esta voltada para baixo

ii. O contradominio é D’ = |- o0,k]

iii. O vértice é V (h,k)

iv. O Eixo de simetria e arecta x =h

v. E crescente em |- oo,k ] e decrescente em [k, +od

vi. Tem como méximo o k quando x =h

vii. Tem um zero se k =0, dois zeros se k >0 e ndo tem zeros se k <0

1.7 Tarefa 7 - Ficha de trabalho

1. Escolha a opc¢do certa.
Sobre o gréfico da fungéo f(x)= —%(x—l)2 +3 podemos afirmar que é uma parabola

() cujo vértice tem de coordenadas (-1, 3).

() cujo vértice tem de coordenadas (1, 3).

() com a concavidade voltada para cima.

() que ndo intersecta 0 eixo Ox.
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2. Associe a cada um dos graficos de funcgdes a respectiva expressao analitica.

() ()

(1) (IV)

X

(A)  y=3x° (B) y=--x*-1

(C)  y=3(x+1) (D)  y=—(x+11+2

3. Determine a expressao analitica da funcdo cuja representacdo gréafica é a que se

segue: .

L 2o

Nas questdes seguintes, sempre que possivel, utilize a calculadora gréafica.
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4. Uma empresa produz carros telecomandados. O custo de x carros € dado pela funcéo,
C(x)=x* —12x+100, expressa em euros.

4.1. Para que o custo de fabrico seja de 100 euros, quantos carros terdo que ser
produzidos?
4.2. Quantos carros terdo que ser produzidos para que o0 custo seja inferior a 80
euros?
4.3. Qual é o valor minimo do custo da producao?
4.4. Sabe-se que o lucro corresponde a diferenca entre a receita realizada com a
venda dos carros e 0 custo da producéo.
4.4.1. Sabendo que, cada carro, é vendido por 30 euros, mostre que o lucro da
empresa no fabrico de x carros pode ser dado pela fungéo,
L(x) = —(x —21)" +341, expressa em euros.
4.4.2. Calcule o lucro da empresa quando vende 40 carros. Interprete o resultado
obtido.
4.4.3. Qual é o lucro obtido, sabendo que foram vendidos 20 carros?

4.4.4. Para que producdo 0s custos e as receitas se equilibram?

(Exercicio adaptado de Azevedo, Gongalves, Santos, 2007.)

5. O Jodo tem 200 m de rede e pretende construir uma vedacgéo

com a forma de um rectangulo de largura x metros e com uma
divisdo no meio, de modo a formar dois rectangulos interiores

geometricamente iguais.

5.1. Se o Jodo optar por um rectangulo de 70 m de

comprimento, qual seré a area de cada um dos rectangulos interiores?

5.2. Mostre que a area A do rectangulo em fungéo de x é dada por:
A(X)= 200x2— 3x° |

5.3. Entre que valores pode variar x ?

5.4. Quais séo as dimensdes do rectangulo de area maxima?

5.5. Quais devem ser as dimens6es do rectangulo para que a sua area seja 1600 m*?

(Exercicio adaptado de Guerreiro, Leite, Neves, Silva, 2004)
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2. Funcoes Racionais

Segundo o programa pretende-se que os alunos, “recorrendo essencialmente a
trabalho com a calculadora grafica, (...) tomem contacto com algumas das propriedades
das Fungdes Racionais” (DGFV, 2005). Por outro lado, “as aplicacOes e as actividades
de modelagdo matematica constituem a forma de trabalho a privilegiar para a construcéo
de todos os conceitos” (DGFV, 2005).

No inicio deste capitulo é proposta uma tarefa onde se recorre a uma funcéo

racional como modelo para descrever uma determinada situacéo.

A segunda tarefa apresentada pretende que os alunos tenham um olhar critico
para com os resultados graficos obtidos através da calculadora que, por vezes, nos

levam a precipitar conclusdes que poderdo ndo estar certas.

Na terceira tarefa, os alunos terdo oportunidade de utilizar o menu dindmico da

calculadora através do qual poderdo observar os efeitos que a alteragdo dos valores dos

R « a .
pardmetros a,becelR (a=0) da fungdo f(x)=b+—— provocam no dominio,
X—C

contradominio, monotonia, zeros e no respectivo grafico, nomeadamente nas suas

assimptotas.

A (ltima tarefa é uma ficha de trabalho com exercicios de consolidacdo de

conhecimentos e problemas inspirados em situacdes da realidade.

2.1 Tarefa 1l - Postes de electricidade

TAREFA 1
Num terreno terdo que ser colocados postes de electricidade alinhados ao longo de 2100
m. Os postes de electricidade ficardo a mesma distancia entre eles, como se mostra na

figura.
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1. Quantos postes de electricidade sdo necessarios se 0 espaco entre dois postes
consecutivos é de 70 m?

2. Quantos postes de electricidade sdo necessarios se 0 espaco entre dois postes de
electricidade consecutivos é de x m?

3. Se forem colocados 55 postes, qual sera a distancia entre eles? Apresente o resultado
aproximado as décimas.

4. De acordo com um estudo, a distancia aconselhavel entre os postes é de 62 m.

Quantos postes deverdo ser colocados para satisfazer essa indicacao?

Resolucéo

1. Fazendo %:30 e com base na observacdo da figura concluimos que, se o

espaco entre os postes de electricidade for de 70 m, sdo necessarios

2;80_ +1=31 postes de electricidade.

2. Tendo por base o raciocinio de 1. concluimos que o numero (N) de postes de

electricidade necessarios é dado pela expresséo

N = @+1, ou por uma que lhe é equivalente,
X

2100+ x

N em que X representa a distancia entre dois postes

consecutivos.

3. Na calculadora grafica fazemos a seguinte sequéncia de comandos: MENU , inserir

a expressao analitica da funcdo, , (para ajustarmos a janela de visualizacéo),

EX1T], [F5, [F8), [F2, inserimos o valor 55 e finalmente pressionamos [EXE.
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Grarh Func W= LTiew Window

WiBczlaE+H s [—]

N | | nax :

: — scalesl

q: [—1] dot.” :g.2695238

L=k [—1 Ymin =@

L= [—1] max  =5E0

ZEL [T IHIT |TRIG|STD Em|ﬁ!

I=0Z18B+E0 R

Enter Y-lalus
Rg=t= |

\-—‘———m =38, BABRBAEE” =55 e

Para serem colocados 55 postes de electricidade terdo de estar a distancia de 38,8

metros aproximadamente.
4. Ja com a representacdo grafica da funcdo na calculadora, fazemos a seguinte
sequéncia: [F5|, [F6|, [F1], inserimos o valor 62 e finalmente pressionamos [EXE,

YI=CZTERHR Y R

Enter H-lalue
HIEZ

W-CHL|
=62 ¥=3IRPETI09ETY

. CAL [R.CAL e [

A janela de visualizacdo terad que ser alterada para que possamos saber qual é a imagem
do 62.

=2 IO+

¥=CAL
=62 ‘f=34. 87096714

Para os postes de electricidade ficarem & distancia aconselhavel s6 poderdo ser

colocados 34.

Repare que a funcdo que nos da o numero de postes de electricidade em funcdo da
distancia entre eles é dada pelo quociente entre dois polinémios.
Definicdo: Uma funcéo diz-se racional se for definida por uma expressdo do tipo

f(x)=M em que P(X) e Q(x) sdo polindmios em x sendo Q(x) diferente do

Q(x)

polindbmio nulo.

P(x)

Definigio: O dominio de uma fungio racional f(x)=-—— & o conjunto dos niimeros

Q(x)

reais que ndo anulam o denominador da fraccéo, isto €,
D, ={xeIR:Q(x)=0}.
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Exemplos:
2X 2 3x° x* —X
fl(x): ' fz(x): 2 ' fa( ): ' fA(X):
x-1 X* -4 X+2 X

2.2 Tarefa 2 - Dominio de uma funcao racional

TAREFA 2

Sejam as funcdes referidas anteriormente:

2100+ X 2X 2 3x3 x3 —x
N(X):T; fl(X):m; fz(x):X2_4; f3(x)_ ; 1:4()():

Considere para dominio da funcéo N o conjunto IR\{0}.

1. Faca a representacdo gréafica de todas as funcdes usando a calculadora grafica.

2. Apenas com base na observacdo da representacdo grafica de cada uma das funcdes
faca uma previsdo de qual podera ser o dominio de cada uma delas.

3. Determine o dominio de cada uma das funcgdes representadas pela letra f.

4. Serd que ha alguma diferenca entre os resultados obtidos em 2. e 3.? Em caso

afirmativo tente explicar porqué, fazendo uma reflexdo critica.

Resolucéo

1. No [MENU] 5 , inserimos as expressdes analiticas das funcdes e pressionamos F6 para

se obterem os respectivos graficos. Para alterarmos a janela de visualizacdo, clicamos

em [SHIFT|[F3,

iew Window

mmin  i-18A8

max_ =106
C

aleil
11.58738158
i - SEE

max &

mo]5]
[[THIT[TRIG[=TO gyl (e

Gr-arh Func — #W=
ViESEsEE—-12 [—] ;
Vi [—1
wo [—1]
Y5 [—1
|ESM0EL JTPELSTYL XM e [T
Gr-arh Func  #%=

i [—1]
YRR HE—G ) [—]
MEH [—1
Y5 [—1
|[EEL [0 [T KW ARG [oF AL
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A Calculadora Grafica Casio no Estudo de Funcfes em Cursos Profissionais

Garh Func  fW= Jiew Windaw
Nl [—1]
et [—1] max_ .
Y IETE T2 [—] scaletl J_/_,f
\ﬁFIIIIIIIIIIIF=!I dot. 8,1
: — YWmin P -ZES.TT
W5 [—1 max 2F7,.83
[EEL_ [0 G B AR [oRati| | [EHIT [TRTG[ETC EREOP W
G-arh Func = LJiew Windaw
Nl [—1]
et [—1] max_ fg.
Niboeesowan  E—1 | | dstitie.a
—3 o H=N
Wmin  1-3.1 e
H — max  fF.1
SEL TRAW | | [THIT [TRIG[5T0 EREP W
2. Dy=IR\{0} ; D, =IR\{} ; D, =IR\{-2,2} ;
D; =IR
4
3.

D, ={xelIR:x—1=0f=IR\{l}

D, = {xelR:x*~420/= IR\ {-

O

D,, ={xeIR:x#0}=IR\{0}

 ={xeIR:x+2=0f{=IR\{-2}

porque

2,2} porque

porque

X—-120<= x=#1

D, =IR\{-2}

X240 X#-2 A X#2

X+2#0<=>x#=-2

4. Ha uma diferenca em relagdo ao dominio da fungdo f,, uma vez que, quando é

determinado analiticamente se conclui que € IR\{O} e através da observacdo gréafica

parece que é IR, pois ndo se vislumbra uma interrupgdo no gréafico da fungdo f,.

Vejamos uma situacdo similar mas em que a interrup¢do no grafico ndo seja coincidente

com um ponto que se encontre sobre o eixo das ordenadas.

3 p—
Por exemplo, fs(x):x—;'x
X_

* Obtencéo do dominio de f, analiticamente:

D, ={xelIR:x—2=0}=IR\{2}

porque

** Obtencéo do dominio de f, graficamente:

X—2#20<= x#2

H
ESMIOEL JTYPE]STYLEGMER] R

LIiew Windaw
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Mais uma vez, parece haver contradi¢cdo entre o resultado analitico e aquele que se
obtém pela observacéo do gréfico.

Vamos fazer uma alteracdo na janela de visualizacdo de modo a se poder observar a
“imagem” do 2. Para tal, clicamos em [SHIFT||F3.

Ainda ndo conseguimos concluir nada! Vejamos o que é que acontece quando
calculamos a “imagem” do 2 através da maquina de calcular seguindo os seguintes
passos: |F6| (G-SOLV); [F6 para rodar o menu; [F1] (Y-CALC); introduzimos o valor de
x que é 2 e finalmente EXE,

I A

Enter H-Ualue
#eA

Obtém-se um erro!

R S N T e ]

[ ¥-CAL|
W=l

=d EREOFR

Podemos assim constatar que a maquina “reconhece” que o 2 ndo tem imagem.

Sera que fazendo zoom do grafico se vé alguma interrupgdo na linha? Vejamos:

Parece que, de facto, se observa uma pequena interrupc¢éo na linha do gréafico quando o

valor de x é 2. Podemos confirmar a nossa conclusdo fazendo um zoom ainda maior.

L1 1o

A interrupgéo na linha do gréfico é agora mais evidente.

Concluséo:
Quando observamos as informagdes que uma maquina de calcular nos da devemos
utiliza-las de forma sempre critica. Acabamos de ver que, por vezes, nos podem levar a

tirar conclus6es precipitadas que podem ndo estar correctas.
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Quanto ao gréafico da fungdo f, ndo conseguimos observar a interrupgdo que devera

existir no grafico quando o valor de x € zero porque se sobrep@e a linha que representa o

eixo das ordenadas. Esta situacdo pode-se contornar se se ocultarem os eixos em [SHIFT]

MENU| . Vejamos:
Eackaround fHone T
Sketch Line :Horm
nale ERad
. E':'f" \/

Observamos aquilo de que estavamos a espera, a interrup¢do na linha do grafico. O zero

néo faz parte do dominio da funcéo f,.

Constatamos que as funcBes definidas na tarefa 2 sdo representadas graficamente por
curvas com 0s mais diversos aspectos.

Vamo-nos debrucar sobre fungdes racionais cujo numerador é definido por um
polinémio que, no méximo, tera grau um e cujo denominador € um polinébmio de grau

um. Assim, estudaremos com mais pormenor fungdes do tipo:

f(x)=M emque p,q,r,selR e r=0. (1)
rX+s

As funcdes N e f, sdo exemplos de fungbes com estas caracteristicas. Estas fungdes
(homogréficas) sdo representadas graficamente por curvas a que se da o nome de

hipérboles.

Defini¢do: Uma hipérbole é o lugar geométrico dos pontos do plano cujo médulo da
diferenca das distancias a dois pontos fixos é
constante e menor que a distancia entre eles.

Aos pontos fixos da-se o nome de focos da

hipérbole e podem-se representar por
F eF,.
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Efectuando a diviséo inteira do polindmio do numerador de f em (1) pelo polindbmio do

pPX+q rx+s

respectivo denominador

_pX_E P
r r
s
q_p_
.
Pode escrever-se que:

q—E rq— ps rq— ps
pX+q _ P r =E+;=£+r_zs_
rx+s r rx+s r r[x+s) r X+F

r

Obtendo-se para a fungédo f uma expressédo do tipo:

f(x):£+Ls emque p,reselR , r=0e k constante (k:rq_zps)

Fox+> r
r

Apenas para facilitar o estudo destas fungdes, vai-se considerar que a funcdo f se pode

representar por uma expressao do tipo:

f(x):b+iC emque a,becelRea=0.
X_

2.3 Tarefa 3 - Utilizacdo do menu dinamico da calculadora

TAREFA 3
. - < 1 : :
1. Utilizando a calculadora grafica estude a fungdo f(x)== no que diz respeito a:
X

i. Dominio

ii. Contradominio
iii. Monotonia

iv. Zeros

v. Assimptotas do grafico

2. Através do (MENU @ (DYNA) da calculadora grafica, estude a influéncia dos

parametros a, b e ¢ nas seguintes familias de funcdes:
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a
21. y==, aelR\{0}.
X

22.y=—2_  acIR\{0 ecelR.
X—C

Sugestdo: Como ja sabe em que é que os valores do parametro a influencia as questdes em estudo bem como os

respectivos graficos das funcdes, podera atribuir-lhe o valor 1.
a
23.y=b+—=— ,aclR\{0}, belRecelR.
X—C

Sugestao: Como ja sabe em que é que os valores dos parametros a e ¢ influenciam as questdes em estudo bem como

os respectivos gréaficos das funcdes, poderd atribuir-lhes o valor 1.

Resolucéo
1. Inserimos a expressao analitica da funcdo em estudo em [MENU| 5 (GRAPH) e

pressionamos |F6| para obtermos o gréafico.

Com base na observacdo do grafico podemos concluir que:
i. D, =IR\{0}
i. D=IR\{0}
iii. A funcéo e decrescente em ]—oo,O[ eem ]0,+oo[
iv. A fungdo néo tem zeros. Esta concluséo pode ser confirmada utilizando
a calculadora pressionando as teclas [F5, [F6| seguida de [F1.

L Hat. Found

= Presst [EXIT]

v. Assimptota vertical (A.V.) é a recta de equagdo x=0

Assimptota horizontal (A.H.) é a recta de equacdo y =0

2.

2.1.

* Comecemos por analisar as alteracfes sofridas quando o pardmetro a toma diferentes
valores positivos:

Inserimos a expressao analitica da fungdo em estudo no MENU @ (DYNA) e de seguida
pressionamos duas vezes.

Pagina 41



*%gg

UNIVERSIDADE DA BEIRA INTERIOR A Calculadora Grafica Casio no Estudo de Funcfes em Cursos Profissionais
Covilha | Portugal

Cwhamic Func:i= WI=A+H

W 1EA+H

V3

VEE

e

SEL ECL

Pressionamos |[F2 (SET) para definir diferentes valores para a constante a.
Podemos considerar para a o valor inicial 1, passando por todos os valores inteiros até

5, fazendo:

WT=A+H
Eynamic Selting

i :
Ster f1

Pressionamos e de seguida [F§/ (DYNA).
Podemos optar pela forma como os diferentes graficos vao surgindo através da opgéo

que controla a velocidade. Para isso, pressionamos a tecla (SPEED) e fazemos a
nossa escolha usando as teclas [F1], [F2} [F3] ou [F4. Pressionamos [EXE.

SFreed Confrol
Cwhamic Sereed @0 Ik
Fl:StoriGo Ik
F2:i5law >
FZiMormal 3
4:Fast E

e [ = [ B [ %

Vamos obter sucessivamente o0s seguintes graficos:

YI=A+TH YI=ATE YI=A+TH YI=ATE

. e B o
N Y N |

A=z A=3 Fi=4
=R+
\“““-—__
|

Através da observacdo dos graficos podemos concluir que o parametro a influencia a
curvatura da hipérbole sendo o afastamento entre os ramos da hipérbole tanto maior

guanto maior for o valor de a.

Quanto ao dominio, contradominio, monotonia, zeros e assimptotas do grafico nao se

verifica qualquer alteragéo.

** analisemos as alteragdes sofridas quando o pardmetro a toma diferentes valores

negativos:
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Voltamos a repetir o processo mas agora considerando para a o valor inicial -5,
passando por todos os valores inteiros até -1, fazendo:

V1=A+H
Lwhamic Selting

Start:-5
End -1

VVamos obter sucessivamente os seguintes graficos:

YI=HTE VI=HTE YI=HTE VI=ATE

] ] e Va

A=-5 A=-4 A=-3 A=-2

YI=A<H

|
T

Através da observacdo dos graficos podemos concluir que o parametro a, se for

F=-1

negativo, influencia a posicdo dos ramos da hipérbole, ocupando cada um destes os

quadrantes pares. Assim, hd uma alteracdo quanto a monotonia passando cada uma das

funcdes a ser crescente em ]»oo,O[ eem ]0,+oo[.

Concluséo:

A alteracdo do valor do pardmetro a ndo altera o dominio, que é IR\{O}; nem o
contradominio, que é IR\{O}; nem 0S zeros, que nao tem; nem as equacdes das
assimptotas do grafico, quesdéo x=0¢e y=0.

Quanto a monotonia a variacdo do parametro a vai influenciar a monotonia da funcéo:
se a>0 a funcio é decrescente em |-0,0[ e em ]0,+[; se a<0 a funio é
crescente em ]—oo,O[ e em ]0,+oo [ Também a curvatura e o afastamento dos ramos

da hipérbole varia: quanto maior for o valor absoluto de a, maior serd o afastamento

entre os dois ramos da hipérbole.
2.2. Como ja sabemos em que € que o valor do parametro a influencia as questdes em

estudo bem como o grafico da funcéo, vamos atribuir-lhe o valor 1. Assim, estudaremos

a familia de fungdes:

Pagina 43



UNIVERSIDADE DA BEIRA INTERIOR A Calculadora Gréfica Casio no Estudo de FungBes em Cursos Profissionais

Covilha | Portugal

Inserimos a expressdo analitica da funcdo em estudo no MENU @ (DYNA) e de
seguida pressionamos [EXE.

Cemamic Funcili=
N1E1+EH-C)

et

L=

Y5

ZEL RCL

Pressionamos [F2 (SET) para definir diferentes valores para a constante c.
Podemos considerar para ¢ o valor inicial -2, passando por todos os valores inteiros até

2, fazendo:

VI=1=7H-L2
Eynamic Setling

T :
Ster =1

Pressionamos e de seguida [F§/ (DYNA).
Mais uma vez, podemos optar pela forma como os diferentes graficos vado surgindo
através da op¢do que controla a velocidade.

Obtém-se sucessivamente os seguintes graficos:

WI=1=0E-C0 WI=Is0E-C2 WI=1=0E-C0 ¥1=1+(H—C)I Kxhh_f_*
;) l D l I3=IE’I—\‘l l c=1 l\
TI=1=05-C7

]

S

c=2

Com base na observacdo dos graficos podemos concluir que:

¢ | Dominio | Contradominio | Monotona decrescente |  Zeros AV. | AH.
= R\ IR\{0} }T_;i[;[em Niotem | x=—2 | ¥ =9
a Ry mg | TR o | et | V70
o) g | e | TR o | o |V
R T S LT I R
2| IR\2) IR\ {0} ]—fi<>22+[£[em Niotem | x=2 y=0
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Conclusao:

Com base na observacdo dos graficos, podemos concluir que as funcdes da familia

tém por dominio IR\{c}, por contradominio IR\{0}, so monétonas em |-co,c|[ e em
]c,+oo [ ndo tém zeros e as assimptotas dos graficos sdo as rectas de equacdo x=c e

y=0.

2.3. Vamos atribuir o valor 1 aos parametros a e c. Assim, estudaremos a familia de
funcdes:

1
=b+—.
i x—1

Inserimos a expressdo analitica da funcdo em estudo no [MENU @ (DYNA) e de
seguida pressionamos [EXE|

Funci¥= VI=E+]+THR-17
s—=12 Leenamic Uar 2B <k

Pressionamos |F2 (SET) para definir diferentes valores para a constante b.
Podemos considerar para b o valor inicial -2, passando por todos os valores inteiros até

2, fazendo:

VI=E+I+TE-17
Eynamic Setling

T :
Ster =1

Pressionamos e de seguida [F6| (DYNA). Continuamos a poder optar pela forma

como os diferentes graficos vao surgindo através da opcao que controla a velocidade.
Podemos optar pela janela de visualizagao (SHIFT] ) seguinte:

iew Window

Mmin i -6

max_ 6

=calesl

dot.  i18,B83523889
“Ymin i-6

max el

Obtém-se sucessivamente os seguintes graficos:
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Vi=EB+1<-0k-12 TI=E+1+0W-17 Vi=EB+1<-0k-12 TI=E+1+0W-17
i S
WI=E+1+Cx-12
S
o
Com base na observacdo dos graficos podemos concluir que:
b | Dominio | Contradominio dMonc’)tona Zeros AV. AH
ecrescente
]—oo,l[eem Tem um _
2| IR\{l} IR\{-2} 1 oo inico zero | X=1 | Y="2
}oo,l[eem Tem um _
1| IR\ IR\{~1} 1 too] inico zero | X=1 | ¥=-1
Fooi] eem N4&o tem .
0| IR\ IR\ {0} 1 too] er0s x=1 | y=0
]—oo,l[eem Tem um _
1] IR\{ IR\ {1} 1 too inico zero | X=1 | ¥=1
}oo,l[eem Tem um _
2 | IR\{L} IR\ {2} 1 too] inico zero | X=1 | ¥=2

Para cada uma das funcdes que se obtém atribuindo a b os valores -2, -1, 1 e 2 vamos

fazer um estudo quanto ao valor dos zeros. Também vamos ver qual € o comportamento

da calculadora quando se pede para indicar os zeros de uma fung¢ao que os néo tem.

Assim, vamos entrar no (GRAPH).

Para b =-2 obtemos a fungdo

Y1 :_2+i
X

VVamos inserir a expressdo analitica de y,. Premindo |F6| (DRAW) obtém-se:

Premindo a tecla [F5 (G-SOLV) tem-se a possibilidade de determinar os zeros clicando
na tecla [F1] (ROOT).

=137

\
-

K0T

\ VI=—Z+(1=C

]

FO0T [MA [MIH [FIFT[ISCT [ &

|
|

=0

—_—
1a5
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: ; ... 3
Podemos concluir que o zero é 1,5 , isto &, o

Apenas por observacdo da expressao analitica da fungdo ndo conseguimos concluir qual
é 0 zero da funcéo.
Caso queiramos obter analiticamente o zero da funcao teremos que igualar a expressdo
que a define a zero.
1 ~2(x-1)+1 ~2x+3
0 & _

—2+—=0 & 2T

0 & -2x+3=0 em IR\{l}
x—-1 x-1 x-1

Ficou assim determinado analiticamente o zero da fungao Y, .

Vamos determinar, apenas graficamente, 0s zeros das restantes funcdes.

Seguindo os passos indicados anteriormente para a determinacdo grafica dos zeros da
funcdo y,, vamos determinar os zeros de cada uma das fungdes quando se atribui a b os

valores -1,0,1¢e 2.

) i Representacao grafica com a
b Expressao analitica o Zeros
indicagéo dos zeros

Wa=—1+1+ix-12

Mot Found
1 B Press:i [EXIT]

0 Y, = h N&o tem

E=1+1s0R-17

R
1 y, =1+—— T\‘ 0

R T|

=0 =0

o=+ Is0E-10

H
| =

K0T
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Concluséo:

Com base na observacdo dos gréaficos e informagdes indicadas nas tabelas que se foram
construindo e ainda sabendo de que forma os parametros a e c influenciam as
caracteristicas que pretendemos estudar (dominio, contradominio, monotonia, zeros e

assimptotas do grafico), podemos concluir que as fun¢des da familia

y=b+i , a=0
X—C

tém por dominio IR\{c}, por contradominio IR\{b}, sdo monétonas em |}-oo,c[ e em
]c,+oo [ tém um zero se b =0 e as assimptotas dos graficos sdo as rectas de equagdes

x=ce y=hb.

2.4 Tarefa4 - Ficha de trabalho

1. Complete os espagos de modo a obter afirmag0es verdadeiras.

1.1. A equacdo da assimptota vertical do grafico da funcdo y = 5
X —

1.2. A equacgdo da assimptota horizontal do gréfico da fungédo y = 1 2 ¢ ......
X

1.3. O dominio da funcdo y = 1 +1¢é ...
X

1.4. A funcdo y :L—Btem: ...... zeros
Xx+1

2. Este exercicio tem trés questdes de escolha multipla. Seleccione a op¢do correcta de

entre as alternativas que lhe sdo apresentadas.

Sobre a fungéo g(x)= 5—X3 podemos concluir que:

2.1. A equacdo da assimptota horizontal do gréafico de g é:
() x=5 () y=0 () y=5 () x=3

Pagina 48



Nt

UNIVERSIDADE DA BEIRA INTERIOR A Calculadora Grafica Casio no Estudo de Func6es em Cursos Profissionais

Covilha | Portugal

2.2. A fungdo g tem como zeros:

() x=3 () x=5 () x=0 ( )n&o tem zeros

2.3. O dominio da funcéo g é:

() IR\{5} () IR\{-5} () R\ () IR
Nas questdes seguintes, sempre que possivel, utilize a calculadora gréfica.
3. Uma empresa fabrica e vende computadores.

3.1. A administracdo da empresa concluiu que, em média, um novo empregado, apos
t dias de pratica, pode montar, por dia, um nimero N de certos componentes, sendo
40t
N(t)= —l

3.1.1. No contexto do problema, indique o dominio da fungédo N.

3.1.2. Ao fim de 10 dias de pratica, quantos componentes consegue um

empregado montar, por dia?

3.1.3. Quantos dias de prética tera que ter um empregado para conseguir montar

35 componentes por dia?

3.2. O departamento de vendas verificou que o custo, em euros, da producdo de um
computador com uma determinada configuracdo, por cada x unidades produzidas é
dada, em funcéo de x, por:

C(X):M , X>1.

X
Diga, justificando, se as seguintes afirmacdes sao verdadeiras ou falsas.
3.2.1. O custo de um computador, se a empresa produzir 100 unidades é de 300
euros.
3.2.2 Terdo que ser produzidos 175 computadores para que o custo de cada um
ser de 260 euros.
3.2.3. Se forem produzidos muitos computadores, o custo de cada um pode vir a

ser de 200 euros.

(Exercicio adaptado de Guerreiro, Moura, Neves, 2004.)
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4. Uma turma de 20 alunos de um curso profissional decidiu alugar um barco para
passear na Linha de Cascais no Gltimo dia de aulas.

O aluguer do barco, que tem uma lotacéo de 50 pessoas, é de 1750 euros.

4.1. Quanto pagara cada aluno pelo passeio de barco?

4.2. Feitas as contas, constataram que o dia lhes saia muito caro. Decidiram,
assim, convidar colegas de outras turmas.
4.2.1. Qual sera o custo, C, por pessoa, de uma viagem em funcéo do nimero, n,
de novos convidados?
4.2.2. Qual serd o numero minimo de alunos participantes para que, o valor a

pagar por cada um nao ultrapasse os 38 euros?

(Exercicio adaptado de Silva, Soveral, 2005.)
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3. Funcoes Trigonométricas

No inicio deste capitulo sera feita uma revisdo dos conceitos basicos de
trigonometria, ja leccionados no ensino basico, e que serdo essenciais para o estudo das
fungdes trigonomeétricas. Para tal, sdo propostas trés tarefas, sendo que, na primeira
delas foi utilizada uma situagdo que envolve um exemplo de “céalculo de distancias

directamente inacessiveis” (DGFV, 2005).

Nas quatro tarefas seguintes os alunos irdo trabalhar a generalizacdo da noc¢éo de

angulo e arco, bem como o circulo trigonométrico.

De seguida serdo estudadas as funcges trigonométricas. A utilizacdo da
calculadora servira como base para tirar conclusdes acerca do dominio, contradominio,
zeros, periodo, existéncia de assimptotas do grafico, monotonia, paridade e extremos

das fungdes trigonométricas.

O “estudo das fungdes trigonométricas deve incluir a analise de algumas
situacbes de modelacdo matematica, recorrendo necessariamente a recolha de dados
concretos por meio de calculadoras graficas ou computadores acoplados a sensores
adequados” (DGFV, 2005). Assim, serdo apresentadas duas tarefas (10 e 11) onde se
estuda a intensidade do som emitido por um diapasdo, em funcdo do tempo. Nesta
actividade é utilizada uma caixa-de-ressonancia, um sensor de som e a calculadora

grafica de modo a obter a modelacdo matematica que descreve a situacgéo.

Depois dos alunos desenvolverem as tarefas inicias, € proposta uma ficha de
trabalho que contém tarefas que, por um lado, sdo de aplicagdo imediata dos conceitos
aprendidos e, por outro, envolvem modelos matematicos que descrevem situacdes como
a do movimento das marés e a da “roda gigante” das feiras. Tal como é recomendado no
programa, os alunos terdo que utilizar a calculadora gréfica para introduzir os dados
recolhidos de modo a encontrar e a explorar a regressdo sinusoidal que modela a

situacdo descrita.
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3.1 Tarefa 1 - Revisao de conceitos de trigonometria |

A palavra Trigonometria tem origem grega: Tri (trés), gono (angulo) e metrien
(medida). Etimologicamente, significa medida de triangulos. Trata-se, assim, do estudo
das relacOes entre os lados e os &ngulos de um triangulo.

Foi a atraccdo pelo movimento dos astros que impulsionou a evolucdo da
Trigonometria. Dai que, historicamente, a Trigonometria apareca desde muito cedo
associada a Astronomia. A Trigonometria esta, entre muitas coisas, também associada a

navegacao.

As razdes trigonométricas de um angulo agudo ja foram estudadas no ensino basico.

Vamos fazer uma breve revisao.

Consideremos um triangulo rectangulo [ABC], no qual est&o assinalados um angulo de

amplitude o e os nomes associados a cada um dos lados.

Hipotenusa

V

Cateto oposto a o N

N af
A f‘ B

Cateto adjacente a o

As razdes trigonométricas, ja estudadas, em relagdo a um angulo agudo o, sdo trés:
seno, co-seno e tangente e sédo o resultado de:

comprimento do cateto oposto
comprimento da hipotenusa

seno de o =Sena =

comprimento do cateto adjacente
comprimento da hipotenusa

Co-seno de o0 =COS & =

comprimento do cateto oposto
comprimento do cateto adjacente

tangente de o =tga =
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p Sena
Podemos relembrar também que, sendo cosa =0, tga =——.
CoOSo

E importante salientar que os resultados das razdes trigonométricas s6 dependem da
amplitude do angulo. Nao dependem das dimensdes do triangulo rectangulo. Este facto
deve-se a que, em tridngulos semelhantes, as medidas dos lados correspondentes s&o

proporcionais.

Na figura os triangulos [ABC] e [DBE] sdo semelhantes. Deste modo,

_ comprimento do cateto oposto AC _ DE

sena = : . ==,
comprimento da hipotenusa BC BE
cosg  SOmPrimento do cateto adjacente _ BA _ BD
comprimentoda hipotenusa ~ BC BE '
tgar = comprimento do cateto oposto  AC _ DE

~ comprimento do catetoadjacente  BA  BD

TAREFA 1
O Navio Escola Sagres serve para treinar 0s
futuros oficiais da Marinha. E identificado pelas
velas ostentando a cruz da Ordem de Cristo. Tem
de comprimento 90 metros.
Num determinado dia o Jodo observou o Navio

Escola Sagres a passear pelo rio Tejo, em linha recta,

paralela em relacdo a margem. (Navio Escola Sagres. Imagem retirada da
Wikipédia)
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Utilizando um sextante, que € um instrumento utilizado
na navegacao a vista e que permite determinar o angulo
entre duas semi-rectas com origem no observador, o Jodo
resolveu medir, em varios momentos, o angulo segundo

0 qual via as duas extremidades do navio. Reparou que,

NO momento em que o0 centro do navio se encontrava

. - ~ Sextante — Imagem retirada
mais proximo, o valor do angulo era de 33,65°. ( g
de http://www.sxc.hu)

Navio

V

Jodo
A que distancia do Jodo se encontrava o centro do Navio Escola Sagres, no momento

referido?
(Tarefa adaptada de Machado, 2002.)

Resolucéo:
Consideremos o triangulo rectangulo que resulta de desenhar a altura do triangulo
relativamente a base que representa a medida de metade do comprimento do Navio

Escola Sagres.

45 m

16,835°

Relativamente ao angulo de amplitude 16,835°, conhecemos a medida do cateto oposto
e pretendemos determinar a medida do cateto adjacente, d. Assim, a razéo

trigonomeétrica que devemos utilizar é a tangente.
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tg16,835°= — < d =——— < d ~ 149.
d 1g16,835°

Podemos concluir que o Navio Escola Sagres, naquele momento, se encontrava a

aproximadamente 149 metros da margem do rio Tejo.

3.2 Tarefa 2 - Reviséo de conceitos de trigonometria |1

Apesar dos alunos poderem recorrer a calculadora para obter os valores das diferentes
razBes trigonométricas, a tarefa seguinte trard maior significado aos valores de angulos
de amplitude especial, constituindo, deste modo, um enriquecimento cultural sobre o

tema.
TAREFA 2
Complete a seguinte tabela utilizando valores exactos:
a 30° 45° 60°
s€n o
cos a
tga

Sugestdo: Para determinar as razBes trigonométricas dos angulos de amplitude 30° e de 60° construa um
tridngulo equilétero cuja medida do lado seja de 1 unidade. No caso das razdes trigonométricas do angulo
de amplitude de 45°, construa um triangulo rectangulo isosceles cujos catetos medem 1 unidade.

No final utilize a calculadora para determinar estes valores e compare-0s com 0s resultados obtidos

anteriormente.

Resolucgéo:
Seja o triangulo [ABC] equilatero de lado 1 unidade e a altura [CD].

Cc

30

60

M| =
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2
CD=|1? —(%} = @ pelo Teorema de Pitagoras. Assim,

1 V3 E
sen300:3=E 005300=L=£ tg30°:i=i:£
1 2 1 2 V3 V3 3
2
V3 L V3
senGOO:L:E c0s600= 2 = 1 tg60°=—2-= /3.
1 2 1 2 1
2

Seja o triangulo [ABC], rectangulo em B, is6sceles e cujos catetos medem 1 unidade.

C

[ ] 45

B . A

AC =+1? +1% =+/2, pelo Teorema de Pitagoras. Assim,

sen45°:i=£ cos45°=i:£ tg45°:%:1.
J2 2 J2o 2 1
Finalmente,

o 30° 450 60°
1

sen a = Q ﬁ
2 2 2

COS a ﬁ Q 1
2 2 2

Como obter estes valores utilizando a calculadora gréafica:
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No [MENU| [1] (RUN-MAT), fazemos SET UP ( |SHIFT|, MENU| ) e escolhemos o
modo Math. Também nos devemos certificar que a unidade de medida de angulos que

est4 a ser utilizada é o grau (Deg). Primir EXE],

Tnrul Mode :Math
Mode H
Frac Eesull :dsoc

Func TrPe th=
Cra Tyre tConnect
Detriwalive fOff

Anale tRad 4

Hath [Cine

De seguida, devemos obter os valores pretendidos.

=in 3H =in 45 =in &H

4 4z 43
2 z z
0 0 0
[T [E7H [F3us [F3on BUMEIDEC Iy HadhinTy hUMEJDEL Jvraltin T
cos SH cos 45 cos GBH
i 4z 1
2 2 Z
] 0 0
HUMEIDEL Jv i LA THIESS R I UFTEIDE L db H1i LA TH HUMEIDEL Bt LA THIE—
Tan 238 tan 45 Tan &H
5 |y 1 A
3 [u]
[u]
PIUMEIDEL Bt A TR W /LI EACEL Jv HA LA MATH BUMEIDEL Jv t1 LA TR

Algumas referéncias sobre unidades de medida de amplitudes de angulos:

Grau: Uma das unidades de medida de angulos mais utilizada é o Grau. Provém dos
antigos Babilonios (sdo conhecidos documentos do século 1l a. C. que utilizam o grau
como unidade de medida da amplitude de um angulo) que supuseram gue, tendo o ano
360 dias, consideraram que o angulo correspondente ao percurso efectuado diariamente
pelo Sol em volta da Terra era de 1 Grau. (Amaral, Martinho, Pinto, 2003).

A unidade de medida, o Grau, é muito utilizada na astronomia, na geometria, na
navegagdo aérea e maritima, entre outras.

Quando se comeca a estudar Fungdes Trigonomeétricas, esta unidade de medida de
angulos pode ser substituida por uma outra que facilitara o seu estudo. A essa unidade

de medida de angulos da-se o nome de Radiano.
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Radiano: E a medida do angulo ao centro que corresponde a um
arco de circunferéncia de comprimento igual ao raio dessa
circunferéncia.

Uma circunferéncia de raio 1 tem de perimetro 2n. Pode-se dizer

que um angulo giro (360°) tem de amplitude 27 radianos, que um ... .

angulo raso (180°) tem de amplitude ~ radianos, que um angulo recto (90°) tem de

. T . . .
amplitude Eradlanos € assim sucessivamente.

Um radiano corresponde a, aproximadamente, 57,3° (1 rad = 32&}
T

3.3 Tarefa 3 - Revisao de conceitos de trigonometria I

TAREFA 3

Tendo em conta a relacdo entre radiano e grau, complete a seguinte tabela:

Nota: Mais uma vez, utilizando a calculadora gréfica, consegue-se obter os valores exactos das razdes

trigonométricas dos angulos indicados na tabela.

T T T

(x’ — — —

6 4 3
sen o
cos o
tg o

Resolucgéo:

Atendendo a que 180° correspondem a T rad,

30° =7 rad, 45° =7 rad, 60° =" rad.
6 4 3
Pode-se completar a tabela partindo da tabela de valores da tarefa 2.
T T T
(x —_— —_— —_—
6 4 3
1
sen o = ﬁ ﬁ
2 2 2
cos RE] V2 1
2 2 2
tga ? 1 \/§
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Para utilizarmos a calculadora grafica devemos, em [SHIFT|[MENU

, certificar-nos que a

unidade de medida de angulos € o radiano (Rad).

Trrut Mode :Hath
Mode tCamF
Frac Resull fd-c
Func TrFe fh=
C-aw TyrFe tCannect
i i T f
=in CMEED =in w3l =in T3
1 il i
2 z ]
0 0 0
HUMEIDEL Bt CAFA T I G I F1EICIEL v 1A LIMHTH HUMEIDEL Jv 1 CAFA THI
[ ] cos (mTdd Cos (mT3)
] Pird 1
z z 2
] 0 0
HUMEIDEL Jv v CAFATHIN G LI EICIEL v 1A LIMHTH HUMEIDEL Jr 1 LAFA THIN
Tan Cm+el Tan (m+d42 Tan (m+32
] 1 43
[u] 3 i ‘
PUMEIDEL Jv t4 LA TR W F/ L F1EICE L ) 1A AT H] PUMEIDEL Jv 6 LA TR

Generalizacdo da nocéo de angulo:

Uma semi-recta OA pode rodar em torno de O em dois sentidos diferentes.

\ + Sentido directo ou positivo

+

A

/ - Sentido retrogrado ou negativo

Ao sentido contrario dos ponteiros do relégio da-se o nome de sentido positivo ou

o9

directo. Ao sentido dos ponteiros do relégio da-se o nome de sentido negativo ou

retrogrado.
Quando a semi-recta OA roda, em qualquer dos sentidos, desde uma posicdo inicial
OA até uma posicdo final OB diz-se que gerou um angulo orientado, cujo lado origem

é OAe o lado extremidade OB.

Lado Extremidade
Lado Extremidade

Lado Origem A

¥
Lado Origem A
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3.4 Tarefa 4 - Generalizacdo da nocao de angulo e de arco

TAREFA 4

1. Suponha que a amplitude do angulo AOB, representado na figura ¢ de o rad.

B

OX

Indique a amplitude, em radianos, de cada um dos angulos representados nas seguintes

figuras.
Figura 1: Figura 2:
B B
0 - o -
Figura 3: Figura 4:
@/
B
A
X A 5 *
X x
Figura 5:
B
VA
3 %
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2. Tendo por base os resultados obtidos em 1., indique uma expressao que Ihe permita
indicar a amplitude de qualquer angulo que tenha como lado origem a semi-rectaOA e

como lado extremidade a semi-recta OB.

Resolucéo:

1.

Figural: a+2x Figura2: a+2x2x
Figura3: o —2x Figurad: a—2x2r

Figura 6: o —3x27z

2. a+kx2r , keZ

Se considerarmos um referencial cartesiano e nele representada uma circunferéncia de
raio 1 e centro na origem, obtemos o circulo trigonométrico. Convencionou-se que, no
circulo trigonométrico, todos os angulos tém origem no semi-eixo positivo Ox e que
para representar um angulo basta desenhar a semi-recta extremidade do angulo. Assim,

todos os arcos tém origem no ponto de coordenadas (1,0) e para representar um angulo

basta definir, na circunferéncia do referencial, o ponto extremidade do arco.

Os eixos coordenados dividem o plano em quatro regifes e a cada uma delas da-se o
nome de quadrante. Os angulos dizem-se pertencer ao 1°, 2°, 3° ou 4° quadrante, de
acordo com o quadrante a que pertence o lado extremidade. Quando o lado extremidade
se sobrepde a um dos eixos diz-se que o angulo ndo pertence a nenhum quadrante.

Y4

1# Quadrante
2° Quadrante

3 Quadrante 4° Quadrante
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3.5 Tarefa 5 - As razbes trigonométricas no circulo

trigonométrico

TAREFA 5
1. Com base na observacdo da Figura 1 e tendo em conta as defini¢cbes das razdes

y A

trigonométricas, complete:

sen g = csf¢=__ I P
v
Que conclusoes pode tirar? o i
.1\))1 X

-1

Figura 1
2. Para cada uma das figuras que se seguem, indique o sinal das razdes trigonomeétricas

Seno e Co-Seno.

<N RN D

Figura 2 Figura 3 Figura 4

Resolucgéo:
1.
X
send =2 = cosf=—=X
1 1
Conclui-se assim que o seno de um angulo é a ordenada do ponto da circunferéncia que

o define e que o co-seno é a sua abcissa.

Observamos que, sendo y a ordenada do ponto P e x a abcissa do ponto P, a definicdo de
seno e de co-seno de um angulo pode ser estendida a todos os angulos, deixando de

estar limitada apenas a angulos dos tridngulos rectangulos.
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2.
Figural: send >0 cos >0
Figura 2 : send >0 cos@ <0
Figura 3 : send <0 cos @ <0
Figura 4 : sen <0 cos >0
Sendo
sena  ordenada do pontoP v !
tga = = -
cosa  abcissa do pontoP i T
sf----2 T'J
1/
e atendendo a que os triangulos [OPC] e [OTQ] ¢ i Ja

-1 o] c 1 X
representados na figura sdo semelhantes, pode-se /

€SCrever que:

tgax

_PC_TQ_TQ_w5
RRAC SHCE

TQ

Assim, pode-se concluir que a tangente de o ¢ a ordenada do ponto T.

Na representacdo do circulo trigonométrico num referencial cartesiano, chama-se ao

eixo das ordenadas o eixo dos senos e ao eixo das abcissas 0 eixo dos co-senos.

Pode-se considerar que o eixo das tangentes € a recta de equagdo x =1.

3.6 Tarefa 6 - As razdes trigonométricas de angulos de

amplitudes especiais

TAREFA 6

Observe os seguintes circulos trigonométricos nos quais estdo representados angulos

com diversas amplitudes.
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>lg

=g
x
x

=3
|

T 57 Tz 11z T 3z 57 T V4 2 Ar 57 0 V4 - 3z 2
R 6 |6 |6 |4 4 N Y ) 3 |3 |3 2 2

sena

cosa

tga

Resolugéo:

a T 5z T 11z T 3z 57 &4 T 2r Ar 57 0 T P 3z 27
6 6 | 6 | 6 | 4 4 | 4 4 3 3 | 3 | 3 2 2

senot | L 1 I R T B2 F) V2| V2| VB3 | B V3| VB 1 0 1| o
2 2 2 2 2 2 T2 2| 2 2 T2 2

cosa | V3 V3| V3| V3 | V2 ] I B R O N I o | -1 |o |1
2 T2 2| 2 2 T2 2| 2 2 2

tga ? 7? ? 7? 1 _1 1 _1 V3 -V3| 3 -3 0 n.d. 0 n.d. 0

Nota: Mais uma vez, utilizando a calculadora gréfica, consegue-se obter os valores

exactos das razdes trigonométricas dos angulos indicados na tabela.

3.7 Tarefa 7 - Tarefa de consolidacao

TAREFA 7

Tendo em conta as tarefas 4 e 6, complete os seguintes espacos de modo a obter

afirmacdes verdadeiras.

( 57[) (87[) [ 197[)
sen| -— |= cos| — |= tg| -— |=
6 I 3 - 4

Utilize a calculadora grafica para confirmar os resultados obtidos.
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Resolucéo:

[87[) ( 27?) (27[] [7[) 1

COS| — |=coS| 2x+— |=C0S| — |=—COS| — |[=—=

3 3 3 3 2
19~ 3r 3T 3

tg| -—— |=tg| -47-— |=tg| -— |=tg| — |=1

g( 4) g( i 4j g( 4) g(4)

Para utilizarmos a calculadora grafica devemos, em [SHIFT|[MENU

, certificar-nos que a

unidade de medida de angulos é o radiano (Rad).

Lan (—19n+43

[a]

'
]

3.8 Tarefa 8 - Funcbes trigonométricas. Representacao
grafica da funcéo seno

Pode-se considerar que a correspondéncia entre a amplitude x de um éangulo (em
radianos) e a respectiva razdo trigonométrica (seno, co-seno ou tangente) dessa
amplitude x é univoca. Assim, esta correspondéncia representa uma funcdo. A estas

funcdes da-se o nome de Fungdes Trigonométricas.

O radiano representa um qualquer niamero real. Também o seno, o0 co-seno e a tangente
de um qualquer nimero real representam numeros reais, nos respectivos dominios.
Podemos assim considerar que as func¢des trigonomeétricas séo fungdes reais de variavel

real.

As funcdes trigonométricas que iremos estudar séo:

y,=senx; Yy, =C0SX e Y, =tg X nos respectivos dominios.
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TAREFA 8
Represente num referencial ortogonal o gréafico da funcdo y, =sen X no intervalo de
[— 2r, 27r],

1. sem utilizar a calculadora grafica.
Sugestdo: Represente alguns pontos cuja abcissa pertenca ao intervalo dado. Pode utilizar as imagens j& determinadas

na tarefa 6.

2. utilizando a calculadora grafica.

Resolucéo:

1. Vamos determinar as imagens de alguns valores para obtermos alguns pontos do

gréafico que a seguir se apresenta.

4 =175% | -1,5m | -125% =i —-075n | =0,5m | -0251 o 0257 0,51 0,751 ] 1251 1,51 1,751 in

2. Podemos escolher a janela de visualizacdo trigonométrica ( XE[—37Z, 37[] e

y €[-16; 16]). No 5|, escrever a expressao analitica da fungéo, premir
[F3|, precedido de [F2 (TRIG).

Grarh Func W=
Yi1B=in [—]

Atendendo a que na actividade é pedida a representacao da funcédo no intervalo

[— 27, 27r], devemos alterar a janela de visualizacao.

Tigw Window
Smin -6, 283185
max 16, 2531853 ’/_'\\ /_\\

max 1.6

INIT [TRIG|STD Emlﬁ!

A este tipo de grafico da-se o nome de “curva sinusoidal”.
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3.9 Tarefa 9 - Representacdo grafica das funcdes

trigonométricas e suas caracteristicas

TAREFA 9
Esta Tarefa deve ser resolvida, preferencialmente, usando a calculadora gréfica. Deve

escolher a janela de visualizacdo trigonométrica.

Considere as fungdes: y, =senX; Yy, =C0SX e y, =tgXx.

1. Represente graficamente cada uma das funcgdes.
2. Para cada uma das fungdes faga um estudo quanto a:
2.1. Dominio.
2.2. Contradominio.
2.3. Zeros.
2.4. Periodo.
2.5. Extremos.
2.6. Monotonia.
2.7. Paridade.

2.8. Existéncia de assimptotas do gréfico.

Resolucgéo:

1. No 5, escrever a expressdo analitica das fungdes, premir F3|

precedido de [F2|, para se obter a janela trigonométrica.

Y, =Sen X
i)
\/
Y, =COS X
AAY
(VAN
Ys =g X
/]
[
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2. Com base na observacéo das diferentes representagdes graficas podemos concluir

que:
2.1. D, = IR; D, = IR; Dyale\{%+k7z',keZ}
22. Dy, =[-11]; Dy, =[-11]; Dy, =IR

2.3. Zerosde y,=senX : x=kr,keZ
Zeros de y, =COS X : x=%+k;r,kez

Zerosde y,=tgx : Xx=kz, keZ

2.4. Periodode y, =senx: 2x
Periodo de y, =C0S X: 27
Periodo de y, =tgx: =

2.5. Extremos de Yy, =Ssen X

Tem como méximo 1 quando X = %+ 2kz, keZ

Tem como minimo -1 quando x = —% +2kz, keZ

Extremos de Y, = COS X
Tem como maximo 1 quando x=2kz, ke Z
Tem como minimo -1 quando x=7+2kz, ke Z
Extremos de y, =tgx
Né&o tem

2.6. Monotonia de Y, =sen X

y, é crescente em intervalos do tipo |:—%+2k7[,%+ 2k7[:|, keZ

Y, € decrescente em intervalos do tipo [% + 2k7z,37”+ 2k72'j|, kez

Monotonia de y, = C0S X
y, 6 crescente em intervalos do tipo [z +2kz, 27 +2kz ],k € Z
Y, é decrescente em intervalos do tipo [2k7z, T+ 2k7z], keZ

Monotonia de y, =tg X
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y, € crescente em intervalos do tipo }— % + 2k, %+ 2k7Z'|:, keZ

2.7. Paridade de y, =sen x
Yy, € uma fung&o impar porque o seu grafico e simétrico em relacéo a
origem do referencial.
Paridade de y, = cos X
Y, € uma funcg&o par porque o seu grafico e simétrico em relacéo ao eixo
das ordenadas.

Paridade de y, =tgx
y, € uma fung&o impar porque o seu gréafico é simétrico em relagdo a
origem do referencial.

2.8.  Apenas o grafico de y, =tgx tem assimptotas. S&o assimptotas verticais e tém

de equacéo x=%+k7z, keZ.

3.10 Tarefa 10 - Uma experiéncia sobre a intensidade do som

emitido por um diapasao®

TAREFA 10

Nesta tarefa pretende-se estudar a intensidade do som emitido por um diapasdo, em
funcdo do tempo. O diapasdo é um dispositivo muito utilizado em experiéncias de
acustica e também para afinar instrumentos musicais. Tem a forma de U, ligado a uma
barra vertical. Quando se bate com um pequeno martelo num dos ramos do U (diz-se

percutir o diapasao), o diapasdo emite um som que se diz simples ou puro.
Esta experiéncia tem como objectivo o estudo de uma funcéo sinusoidal.
Material

- Analisador de dados EA-200 (o microfone ja se encontra incorporado no equipamento)
- Calculadora CASIO FX-9860GII ou FX-9860GII SD

2 para a Tarefa 10 foi utilizado material bibliografico, ndo publicado, que é propriedade da Casio Portugal e da autoria de Ana
Margarida Dias (2010).
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- Diapaséo

- Caixa-de-ressonancia.

Observagoes
A caixa-de-ressonancia deve ser colocada o mais perto possivel do microfone o EA-
200.

Coloque o diapaséo a vibrar em frente ao microfone, utilizando o martelo.

(Imagem obtida na Escola Bésica 2, 3 com Ensino Secundario de Alvide no dia 03 de Fevereiro de 2011)

I. Experiéncia passo a passo

1. Ligamos a calculadora ao analisador de dados com o cabo SB-62.
2. Ligamos o analisador de dados a corrente.

3. Ligamos as duas unidades (Analisador de dados e calculadora).
4. Entramos no D [Sin| (ECON2).

Pzzzzzzz WRIN_WMENU 727227272
aknrquYnn ITnoLelkscuk T
CONICS |EaUA IPRGM ToR

I.!NK mm vsv T
S =G

5. Utilizamos a opc¢éo |F1| (Setup EA- 200)

B8 Controller

Fi:Setur ER-200
F2:Setur Memory
F3:Proaram ConverlLer
Fd4:Start Samplinsg
FS:Grarh Analysis

6. Utilizamos a op¢do Wizard [F1 (op¢do “orientada™)
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Controller

1:Setur EA-200
2:Setur Memory
F3:Proaram ConverlLer
Fd4:Start Samplinsg
F5:Grarh HAnalysis

7. Seleccionamos o sensor CASIO |F1| e escolhemos a opgdo “Microphone”, utilizando o

cursor.
CASIO Sensors
Select Sensor LUaltase
TemreraLure
CASIO  :[F1] OFtical
UERHMIER: [F21 [Motion

8. Seleccionamos o tipo de som que pretendemos recolher. Escolhemos a primeira
opgdo (Sound Wave) e premimos [EXE]

Microrhone

ound wave
FFT only

9. Introduzimos o tempo total da experiéncia. Neste caso vamos utilizar o tempo

minimo (0.01) (a sinusoidal fica mais “aberta™) e premimos [EXE|

Input Total
Samrling Interwal

B.81sec - lsec
t0.01

10. A calculadora vai dar algumas informacdes do que foi feito até aqui. Se estiver tudo
correcto, pressionamos (OK), se pretendermos efectuar algumas alteracoes,

pressionamos (Cancel), para regressarmos ao ecra anterior.

Microrhone:
total:B.81sec

OK :[F1]
Cancel:[(F61]

11. Para iniciar a experiéncia, pressionamos [EXE|. Uma vez mais, devemos verificar se
0 sensor esta seleccionado, se o cabo esta bem ligado a calculadora e se a experiéncia

esté toda preparada. Pressionamos [EXE|

=== EA-200 c=======
Comrlete! wIS THE SENSOR CONMECTED?

ﬁmﬁ% wCOMNMNECT LINK-CAELE FIRMLY?
soave selup= *I5 SAMPLING DONE?

U
3:Convert Prosram
Press: [EXE]

12. Antes de voltarmos a pressionar [EXE|, devemos colocar o diapasdo a vibrar,

utilizando o martelo.
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= FIICEeund TP 2EC
ER-200 R

Start samrlina?
-0, 131

Pres=zi [EXE] 0. 2un

Il. Um modelo matemético para a intensidade do som. Como encontrar a

regressao sinusoidal.

1. A regressao vai-se obter a partir do resultado obtido na experiéncia

2. Para ter acesso a regressdo, pressionamos a tecla (OPTN| seguida da tecla |[F4/ (CALC).
Temos disponiveis todas as regressdes. Vamos pressionando até encontrarmos a

regress&o sinusoidal (Sin) [F1.

TCesound 12 PEEC FIICEound T3 pEEC
- 0. 026 - 0. 026

-0. 131 -0. 131

1 ooon| -0 EI'II.II:I 5000 1oooo

[r=f=[5FER Sin LISt +

- 0.241

3. Devemos optar entre que valores pretendemos calcular a regresséo.

Para seleccionarmos o ponto inicial, colocamos o cursor nesse ponto. Pressionamos

EXE|. Seleccionamos o Ultimo ponto, colocando o cursor no Gltimo dado pretendido.

Pressionamos EXE]. (A tecla vai permitir fixar tanto o ponto inicial como o final).

-0. 131 -0. 131

-I:I-El-l"ll:I -I:I-El-l"ll:I
quoesec -0.0B1Zound Tl20esec 1ud. YyHz

4. S&o exibidos os valores dos parametros da regressao.
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6. Pressionando novamente a tecla [OPTN| seguida da tecla (CALC), obtém-se os

parametros da regressao.

o

=0.a7
1.
3

=-0, 442

d =-8,1198912

MSe=4,576%€ -85
»=a+ sin{bx+ci+d

7. Como se pretende guardar a expressdo no editor de funcBes, pressionamos
(COPY).

8. Seleccionamos o IMENU| 5 (GRAPH). A funcéo obtida na regressao ja la se encontra

escrita para poder ser trabalhada.

9. Devemos seleccionar a fungéo (SEL) e, de seguida, desenha-la pressionando
(DRAW).

AVAVAVAV/

3.11 Tarefa 11 - Amplitude e periodo do modelo

TAREFA 11
1. Que propriedade esta representada no eixo das abcissas? Quais sdo as unidades?

2. Determine a amplitude e o periodo do sinal visualizado na calculadora.

Resolucéo:
1. E o tempo, em segundos.
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2. Com base no resultado obtido para a regresséo sinusoidal em 11.6, escrevemos no
menu das fungdes MENU] B a fungéo y = 0,08sen (1991,55x —0,372) - 0,120 com o0s

pardmetros arredondados as centésimas. Obtemos o gréfico:

Fh_Func %=
H.AZsin (1991[—1]

T
B == [0 ]

A amplitude de uma funcgdo periodica é a diferenca entre os seus valores maximo e

minimo.

Para determinarmos a amplitude do sinal devemos determinar 0 maximo e o minimo da

fungéo em G-Solv, clicando em [F5, [F2 e [F3.

[RonT [MAZ [MIN [FIFT IscT [ © =9.1551912E-U__ %=-0.04

=g2. 552980THE-3 ¥=-0.2

A amplitude do sinal é de 0,16 (—0,04—(~0,2)).

Para determinarmos o periodo do sinal basta determinarmos dois méximos (ou dois

minimos).

=9.1551972E-4  Y=-0.04 =U. 1304y I98E-3 V=-0.04

O periodo do sinal é de, aproximadamente, 315x107° (4,13><10‘3—9,76><10*‘)

segundos.

3.12 Tarefa 12 - Ficha de trabalho:

1. Das seguintes opgdes indique a correcta:
() No 1°quadrante 0 seno € crescente e 0 co-seno também.
() A tangente é crescente no 2° quadrante e o seno é decrescente no 4°
guadrante.
() No 3°quadrante a tangente é decrescente.

() No 4°quadrante a tangente é crescente e 0 co-seno também.
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2. Das seguintes op¢0es indique a correcta:
() No primeiro quadrante o seno é positivo e a tangente € negativa.
( ) No terceiro quadrante 0 co-seno € negativo e a tangente € positiva.
( ) No quarto quadrante as raz@es trigonomeétricas sdo todas negativas.

( ) Nos quadrantes impares 0 seno € negativo.

3. Na figura esta representado o circulo trigonométrico e

»

um triangulo [OPR].
O ponto P desloca-se ao longo da circunferéncia, no 4

primeiro quadrante. a

O ponto R desloca-se ao longo do eixo Ox, de tal modo

que o triangulo [OPR] é sempre isosceles.

Sendo o a amplitude, em radianos, do angulo ROP, qual

das expressdes seguintes da a area do triangulo [OPR], em fung¢io de a ?

() 2senacosa () Sen a Cos «
1+sen acos a sen a(1+cos @)
() T () :

(Exercicio retirado do Teste Intermédio de Matematica A do 11° Ano de 19/Maio/2006)

Nas questdes seguintes, sempre que possivel, utilize a calculadora gréafica.

4. A funcdo d faz corresponder a cada segundo t a distancia, em metros, da cadeira 1 ao
solo, ap6s a roda comecar a girar. : . 3

A expressao analitica da funcdo d é dada por:
d(t)=7+ 53en(”—tj :
30

4.1. Determine analiticamente a distancia da cadeira 1 ao

solo, no instante em que comeca a rodar.

4.2. Passados 20 segundos, qual a distancia da cadeira 1 ao solo? (Apresente para
resultado o valor exacto e também o valor aproximado as décimas).

4.3. Faga a representacdo grafica da funcdo d nos primeiros trés minutos.

4.4. Indique quanto tempo demora a cadeira 1 a dar uma volta completa.

4.5. Nos trés minutos, quantas vezes a cadeira 1 esta a 9 metros do solo?
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4.6. Ao fim de quanto tempo, esté a cadeira 1, pela segunda vez, a distdncia maxima

do solo?

4.7. Qual ¢ a diferenca entre a distancia maxima e a distancia minima da cadeira 1 ao

solo?

(Exercicio adaptado de Amaral, Martinho, Pinto, 2003.)

5. O porto de Lisboa recebe, anualmente, mais de 400 mil passageiros. O canal de

acesso tem, de profundidade, 15,5 metros. Na zona acostavel verifica-se uma

profundidade média de 9 metros. (Informagao retirada de http:/www.portodelisboa.pt)

Porto de Lisboa

Imagem retirada de http://commons.wikimedia.org

A profundidade de um porto altera-se com as marés.

Numa determinada época do ano, para determinar as condi¢Ges de navegacdo de um

determinado porto, foi medida a profundidade das aguas. Alguns dos valores obtidos,

das 0 as 12 da manha de um determinado dia, estdo disponiveis na tabela:

Tempo (em horas) Profundidade (em metros)
0 7,3
1 1,7
2 8,3

25 8,9
4 9,6
5 10,1
7 9,3
8 8,1
11 7
12 7,3

Pagina 76



Nt

UNIVERSIDADE DA BEIRA INTERIOR A Calculadora Grafica Casio no Estudo de Funcfes em Cursos Profissionais

Covilha | Portugal

Na realizacdo desta actividade, salvo se houver alguma indicacdo em contrario, deve

apresentar os resultados aproximados as décimas. Se houver necessidade de efectuar

calculos intermédios devera fazé-los usando 3 casas decimais.

5.1.

5.2.

5.3.

5.1.1. Insira os dados em duas listas da calculadora e construa um grafico com os
pontos da tabela.

5.1.2. Encontre uma funcdo P(t), onde P representa a profundidade das marés
(em metros) e t o tempo (em horas), que sirva de modelo para esta situacao.
Sugestéo: utilize o modelo sinusoidal e escreva a funcéo obtida.

5.1.3. De acordo com o modelo encontrado em 5.1.2. qual terd sido a
profundidade da maré as 6 horas?

5.1.4. De acordo com o modelo encontrado em 5.1.2. determine a que horas a
profundidade da maré sera de 8 metros? Apresente o resultado em horas e

minutos arredondados as unidades.

Suponha que este modelo se mantém valido até as 14 horas desse dia.

5.2.1. Sabe-se que neste dia o barco “Nossa Sra. da Estrela”, que s6 navega em
seguranca se a profundidade da maré for superior a 7,5 metros, atracou no porto
as 8 horas para ser carregado.

A esta hora iniciou-se a operagdo de carregamento que demorou
aproximadamente 3 horas.

Poderd o barco partir em seguranca assim que terminar o carregamento? Em
caso negativo, sugira uma hora para o barco partir em seguranca.

5.2.2. O calado (distancia vertical entre a superficie da 4gua e a parte mais baixa
do barco) de uma determinada embarcacdo que entra carregada no porto é de 5,5
metros. A que altura do fundo do mar ficou a embarcacdo ancorada, sabendo que

ancorou por volta das 14 horas?

Designa-se por amplitude de uma maré, a diferenca vertical entre o nivel

atingido pela preia-mar (maré cheia) e a baixa-mar (maré vazia).

5.3.1. Qual foi a amplitude da maré no dia em que foram recolhidos os valores
da tabela?
5.3.2. A duracdo de uma maré € de, aproximadamente 6 horas. Segundo este

modelo quanto tempo durou uma maré neste dia?
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4. Funcgoes de Crescimento

Na introducdo de cada um dos tipos das funcBes de crescimento, exponencial,
logaritmica e logistica, tive como preocupacdo 0 enquadramento no programa e a
exploracdo de situagbes que, pelos temas que envolvem, motivem os alunos na

abordagem dos conceitos.

No que se refere as funcdes exponenciais, o desenvolvimento da tarefa da
“Distancia da Terra a Lua” permitiu “sugerir aos alunos prolongamentos do estudo que
possam ter feito das progressdes geométricas” (DGFV, 2005). Nesta tarefa os alunos

irdo utilizar o menu 8 (RECUR) da calculadora.

O conceito de logaritmo de um nimero surge de modo natural da necessidade da
resolucdo de uma equacao exponencial. As funcdes logaritmicas de base maior que um

séo posteriormente introduzidas e estudadas.

O estudo dos valores correspondentes ao “peso” de uma rapariga dos 2 aos 20
anos permitira aos alunos utilizar a funcdo logistica para modelar esta situacdo de

crescimento.

Usando as potencialidades da calculadora grafica serdo estudadas as funcbes de
crescimento, nomeadamente os graficos, as respectivas assimptotas, o dominio, o
contradominio, a monotonia e as coordenadas de intersec¢do com 0s eixos coordenados

das funcBes exponenciais e logaritmicas de base maior que um.

Sdo inimeras as situacdes que podem ser modeladas por funcdes de crescimento,
pelo que, serdo estabelecidas fortes conexdes com outras ciéncias e com situacdes da
realidade. Serdo exploradas diversas tarefas em que o recurso a calculadora permite

investigar os modelos matematicos adequados as situacdes apresentadas.

Algumas das tarefas apresentadas estimulam de modo particular o espirito
critico dos alunos, confrontando-os com a validade dos modelos matematicos
encontrados. Por vezes, um modelo matematico tem que ser ajustado perante a

introducdo de novas informagoes.
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4.1 FuncoOes exponenciais de base superior a um

4.1.1 Tarefal- Da TerraalLua

TAREFA 1
Imagine uma folha de papel com 1 mm de espessura “muito grande”, que se pode
dobrar “muitas vezes”.
1. Construa uma tabela na qual relacione o nimero de dobragens feitas com a espessura
que se vai obtendo, para as primeiras cinco dobragens, em km.
2. Indique a expressdo analitica da funcéo que relaciona o nimero de dobragens com a
espessura obtida, em km.
3. Utilize a calculadora gréfica para obter o nimero minimo de dobragens que terdo de

ser feitas para que a espessura do papel seja superior a distancia da Terra a Lua.

Informacéo: A Lua esté4 a aproximadamente 384 000 km de distancia da Terra

Resolucéo:
1. Convertendo a espessura da folha de papel para quilémetros.

1mm corresponde a 0,000001 km.

0,000001=10""

Numero de dobragens | Distancia obtida (em km)
1 2x107°
2 2x(2x107°) =2°x10"°
3 2x2?x107° =2°x10"°
4 2% x107°
5 2°x10°°

2. A expressdo que relaciona o numero n de dobragens com a espessura d que se obtém

é: d=2"x107"°.

3. Tendo em conta que a varidvel é discreta, deve-se usar o MENU| |8 (RECUR), de
seguida escolher o tipo de expressao pressionando e de seguida . Inserir a fungéo
d.

Pagina 79




UNIVERSIDADE DA BEIRA INTERIOR A Calculadora Grafica Casio no Estudo de Funcfes em Cursos Profissionais

Covilha | Portugal

Select Trre Fecursion
anBLZ i Hla™ -5 [—]

o
RUHMH STHT EHCT SSHT
GRHF‘H I:IYHH THBLE

F1: an=An+E
F2! an+1=Harn+BntC
F3: an+e=Har+1+Ban+- - -

ET0N ETOT N ETEF

A escolha da janela de visualizagdo SHIFT e a definicdo dos valores da variavel
também deve ser feita pressionando [F5| (SET) seguida de EXE|

Table Setlina 3

cale:
dol. 8. 32652539

1] H
max & 4EEEER
IHIT [TRIG[STD EREP GIHN

Voltamos novamente a visualizacdo da expressao. Pressionamos em (TABL) e de

seguida escolhemos um grafico de pontos (G-PLT) .

n an

&

I 2E-E
2 UE-E
3 BHE-E

5]
FORH E-ToH [GFLT

Apenas se visualizam 5 pontos do gréafico.

Utilizando as teclas [SHIFT] (Trace) e o cursor podemos ir observando qual é o

comportamento do grafico a medida que o nimero de dobragens vai aumentando.

an=L2 TR I HIETC-60 ERRIFSTYES I ET=3 ERELFATES L) EREIFSTES I3
L
b6, 4=6.UE-§ =23 n,4=B. IBBE0R =36 4=687119. U6 =38 4=a2148"11. 9063

FRELFAYES TRy

=33 4=549155. 8139

Podemos assim concluir que na 392 dobragem, a espessura do papel que se obtém é de

549 756 km aproximadamente, ultrapassando a distancia da Terra a Lua.

Note-se a dificuldade de encontrar uma janela de visualizacdo satisfatoria, facto
revelador da grande “velocidade” de crescimento das progressdes geométricas de razao

maior que um.

A funcdo definida na tarefa anterior tem por dominio IN, conjunto dos ndmeros

naturais. Noutro contexto, é possivel atribuir a variavel um qualquer valor real.
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Definicdo: A uma funcdo do tipo y=a* emque acIR” \{1} da-se o nome de funcéo

exponencial de base a.

Nota: Apenas vao ser estudadas funcdes exponenciais de base maior que 1.

4.1.2 Tarefa 2 - Caracterizacdo de uma funcéo exponencial de base 3

TAREFA 2
Considere a fungdo exponencial definida pela expressao: y =3*.

Partindo da representacdo gréafica, faca um estudo da funcao quanto a:

1. dominio, contradominio e zeros;
2. coordenadas dos pontos de intersec¢do com os eixos coordenados;
3. monotonia e sinal;

4. existéncia de assimptotas.

Resolucéo:

No MENU| 5 (GRAPH) inserir a expressdo analitica da fungdo e desenhar o respectiva

gréfico, pressionando em . A escolha da janela de visualizacdo pode ser a STD,

SHIFT}[F3 e 3.

Vamos ainda utilizar a tabela de valores que podera ser disponibilizada pela maquina de

calcular. No (TABL) pressionar [F6 (TABL).

Table Func W=

Podemos observar que a tabela disponibiliza apenas valores inteiros a partir do 1
(inclusive). Vamos tentar obter imagens de numeros negativos e de nimeros que nao

sejam inteiros.
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Na calculadora, voltar a observar a expressdo analitica da funcéo, pressionando EXIT|.
Em [F5 (SET), definimos os valores que pretendemos atribuir a x, por exemplo, de -2 a 2

e de 0,5em 0,5.

;able Setling u
[ 1
-1.5 O.1924

-
[T
Starti-2
End =2

Ster 168.5

-1 0.3333
-0.5 0.57713

1. E sempre possivel calcular o resultado de uma poténcia cuja base seja um numero

positivo. D =IR.
Com base na observacdo do gréafico e da tabela, podemos concluir que D'=IR".

Determinando na maguina de calcular os zeros da fungdo em G-Solv [F5)

/ Hat. Found

u Presst [EXIT]

[Fe00T MR [MTH [FIFT T=ET [ & E

podemos concluir que a funcdo ndo tem zeros. (O resultado de uma poténcia nunca é

zZero).
2. Como a funcéo ndo tem zeros, o grafico ndo intersecta o eixo das abcissas.

Usando a calculadora, podemos na opgdo G_Solv pressionar (Y-ICPT) para

saber quais as coordenadas do ponto de intersec¢do com o eixo das ordenadas.

/ W1=3"

F00T [FFA [MIM [FIFT [TSCT [ T =0 =1

=ICFT|

Assim, o grafico intersecta o eixo das ordenadas no ponto de coordenadas (0, 1).
3. A fungéo é monotona crescente e toma sempre valores positivos.
4. A funcdo ndo tem assimptotas verticais.

O grafico da funcdo tem uma assimptota horizontal que € a recta de equacdo y=0, uma

vez que, constatamos que lim 3*=0.

X—>—0
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4,1.3 Tarefa 3 - Caracterizacdo de uma funcdo exponencial de base

superior a um.

TAREFA 3
Recorrendo a calculadora gréfica, complete a seguinte tabela.

Sugestdo: Faca uma representagéo grafica de vérias fungbes do tipo Y = a”*, atribuindo a a diferentes valores,

desde que, sejam todos superiores a 1. Se necessario, faca ajustes na janela de visualizagdo por forma a obter uma

melhor percepcédo quanto ao comportamento dos respectivos graficos.

Complete a tabela:

Estudo da funcdo y=a*, a>1

Dominio

Contradominio

Zeros

Intersec¢do com o eixo das abcissas

Intersec¢do com o eixo das ordenadas

Sinal

Monotonia

Assimptotas do grafico

Resolucéo:
Estudo da funcdo y=a*, a>1
Dominio IR
Contradominio IR*
Zeros Né&o tem
Interseccdo com o eixo das abcissas O gréfico ndo intersecta o eixo das abcissas

Interseccdo com o eixo das ordenadas | No ponto de coordenadas (0, 1)

Sinal A funcéo é sempre positiva
Monotonia Crescente
Assimptotas do grafico y=0
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Defini¢do: Da-se 0 nome de nimero de Neper e representa-se por e ao valor para o

) 1y S ,
qual tende a sucessdo (1+— . Esse valor representa um nudmero irracional que é
n

aproximadamente 2,71828.
O numero de Neper aparece em muitos modelos matematicos associados a natureza
(desintegracdo radioactiva,...), a economia, a engenharia, a biologia, a sociologia, entre

outros.

4.1.4 Tarefa 4 - Ficha de trabalho

Nas questdes apresentadas, sempre que possivel, utilize a calculadora gréfica.

1. Um petroleiro, que navega no oceano Atlantico, encalhou numa rocha e sofreu um

rombo no casco, comecando a derramar crude.

Admita que a funcdo que nos da a area afectada, em quilémetros quadrados, de crude

espalhado as t horas do dia a seguir ao acidente é dada por:

Alt)=16e" , te[0,24]

1.1. Determine a area, em quilémetros quadrados, da mancha de crude espalhado

sobre 0 oceano as zero horas do dia a seguir ao acidente.

1.2. Determine a area, em quilometros quadrados, da mancha de crude espalhado
sobre 0 oceano a uma hora e trinta minutos da tarde do dia seguinte ao acidente.

Apresente o resultado arredondado as décimas.

1.3. Qual é o aumento da area de crude espalhado, em percentagem, por hora?

Apresente o valor aproximado as unidades.

1.4. Admita que a mancha de crude € circular, com centro no local onde o petroleiro

encalhou.

Sabendo que esse local se encontra a sete quilometros da costa, determine a que
horas, do dia a seguir ao do acidente, a mancha de crude atingira a costa. Apresente o
resultado em horas e minutos (minutos arredondados as unidades) e conserve nos

calculos intermédios trés casas decimais.

(Exercicio adaptado de Guerreiro, Leite, Neves, Pereira, Silva, 2007.)
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2. De entre os factores que aumentam o risco de acidente de automdvel estd o nimero

de horas a conduzir sem descansar.

Admitamos que a expressdo que traduz, em percentagem, o agravamento do risco de

acidente depois de t horas a conduzir sem interrup¢éo é:
rit)=2"'-1 , te[0,6].
2.1. Faca a representacéo grafica da funcao, indicando o respectivo contradominio.

2.2. Indique qual é o agravamento do risco de acidente ao fim de quatro horas a

conduzir sem interrupgao.

2.3. Suponha que um automobilista comeca a sua viagem as 9 horas de um
determinado dia. A que horas é que o agravamento do risco de acidente é de 50%
sabendo que o automobilista ndo parou para descansar? Apresente o resultado em

horas e minutos.

2.4. Qual é o tempo maximo de conducgdo, em horas e minutos, que garante que o

risco de acidente ndo seja agravado em mais de 20%?
(Exercicio adaptado de Gomes, Viegas, 2005)

4.2  Func0es logaritmicas de base superior a um

4.2.1 Tarefal - Logaritmo de um ndmero

TAREFA 1
Suponha que numa vila com 12000 habitantes, foi detectado um primeiro caso de uma
doenca contagiosa. Sabe-se que, atendendo as caracteristicas da doenca, o periodo de
contagio se verifica durante os primeiros 10 dias de manifestacdo da doenca e que, num
dia, cada pessoa contamina duas.
1. Indique uma expressdo que relacione o nimero d de doentes em fungdo do nimero x

de dias decorridos ap0s a detecgdo do primeiro caso.

2. Ao fim de quanto tempo € que se prevé que todos o0s habitantes da vila se encontrem
contagiados se ndo tiverem sido tomadas medidas para controlar a propagacdo da

doenca? Utilize a calculadora grafica.
(Exercicio adaptado de Costa, Resende, Rodrigues, 2005)
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Resolugéo:

1. Tendo em conta as caracteristicas de propagacdo da doenga podemos concluir que:
Ao fim do primeiro dia ha 3 pessoas contagiadas (caso inicial mais dois novos casos),

ao fim do segundo dia, hd 9 =3 pessoas contagiadas (3 doentes anteriores mais

6 = 2x3n0ovos casos), ao fim do terceiro dia, ha 27 =3° pessoas contagiadas (9 doentes

anteriores mais 18 = 2x 9 novos casos), e assim sucessivamente.
Podemos concluir que ao fim de x dias ha 3" pessoas contagiadas.
A expressdo pedida é: d(x)=3".

2. Pretendemos determinar o valor de x sabendo que 3* =12000

Usando a calculadora, pretendemos determinar o valor de x cuja imagem é 12000.

No [MENU| 5 (GRAPH) inserir a expressao analitica da funcéo e desenhar o respectiva

gréafico, pressionando em . A escolha da janela de visualizagdo pode ser a STD,

SHIFT), [F3, F3e EXE]

Havera necessidade de fazer uma alteracdo na janela de visualizacdo [SHIFT], . Para

obtermos 0 que se pretende e depois de se alterar a janela de visualizacdo, faz-se a

seguinte sequéncia de comandos [F5, [Fé], [F2, inserir o valor de y e [EXE]

LTigw Window ]
Mmin i
max_ 1@ Enter Y-lUalus
scalesl
qut 0. BT93558T Y 1z2aas
min ¢
max = 14088
-CAL [A-CAL [ d T _—~/

Y1=3TH

L]

W=CHL
=H. 54956933 Y=12000

Podemos concluir que ao fim de 9 dias toda a populacdo da Vila estara contagiada.
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Tendo em conta a Tarefa 4.2.1., nomeadamente a alinea 2. podemos concluir que, para

resolver a equagdo 3* =12000 sera preciso descobrir a que ndmero se deve elevar a
base 3 para se obter 12000. A esse numero da-se o nome de logaritmo na base 3 de
12000.

Definicdo: Da-se o nome de logaritmo de um nuUmero positivo x de base a,

aeIR"\{l} aumnlmeroy tal que a’ =X e escreve-se
log, x=y<a’=Xx.

Definicdo: Da-se o nome de funcao logaritmica, de dominio IR"a uma funcéo do tipo

y=log,x com aelR"\{l}

Note-se que a injectividade de f(y)=ay garante que a funcdo logaritmica esta bem

definida.

Nota: Apenas vao ser estudadas fungdes logaritmicas de base maior que 1.

4.2.2 Tarefa 2 - Caracterizacdo de uma funcéo logaritmica de base 2.

TAREFA 2
Considere a funcéo logaritmica definida pela expressdo: y=log, X.

Partindo de uma representacdo grafica, faca um estudo da funcéo quanto a:
1. dominio, contradominio e zeros;

2. coordenadas dos pontos de intersec¢do com 0s eixos coordenados;

3. monotonia e sinal;

4. existéncia de assimptotas do grafico.
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Resolugéo:

Na calculadora, no [MENU (GRAPH), usando as opg¢des de célculo devemos
seleccionar a opcdo logab seguindo a sequéncia: OPTN (CALC) (logab) e

introduzimos a fungdo, pressionamos [F6| para desenhar o gréfico.

Vamos ainda utilizar a tabela de valores que podera ser disponibilizada pela maquina de

calcular no (TABLE) e, de seguida, pressionar [F6]

Talsu le Func fh'=

=

3 |.58U8

Lonlan T
[AETE T

Y 2

Y4z
Yo

. __ 1
iSEL DEL Eﬁ TAEL Forr [P P [EvTT B-oon [GFLT

Podemos observar que a tabela apenas nos mostra valores inteiros a partir do 1
(inclusive). Vamos tentar obter imagens de nimeros negativos e de nimeros que ndo

sejam inteiros.

Na calculadora, pressionamos |F5 (SET), definimos os valores que pretendemos atribuir

a x, por exemplo, de -2a 2 e de 0,5em 0,5.

;able Setlina " v u i

"m ERRI:IR‘I 0 ERROK

- 1.5 EREOR 0.5 -1
-1 ERROR | 1]
IS 0.58u3

-2 1.5
Forr AP P [E0TT B-con [G-FLT [Forr WP [P [E0TT B-Con G FLT

Sher iB.5 -0.5 ERROK

1. O resultado de uma poténcia de base positiva é sempre um namero positivo. Tendo
em conta a definicdo de logaritmo sé é possivel calcular o logaritmo de um numero
positivo. Observando o gréafico da fungdo logaritmica e a correspondente tabela de

valores, podemos concluir que D=IR".

Para se averiguar qual € o contradominio da funcdo devemos aumentar a janela de

visualizag&o em F3|
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LIicw Window

max_:

scale:
dot. 8.3
Ymin f-1A@
i@

nazx
THIT [TRIG[ETD

IEIIIIZ v

Podemos concluir que para valores de x cada vez maiores, as suas imagens estdo-se a

aproximar de +oo, pelo que, D'= IR.

Determinando os zeros da funcéo em G-Solv [F5 [F1].

P

RO0T [MAX [MIFM |IFT[ISCT | [+ =1 v=0

Y1=logab(2, =)

\

concluimos que a funcéo tem o 1 como zero.
2. O gréfico intersecta o eixo das abcissas no ponto de coordenadas (1, 0)

Tendo em conta o dominio da funcéo, podemos concluir que o grafico ndo intersecta o

eixo das ordenadas.

3. A fungdo € monotona crescente, tomando valores positivos quando XE]].,-I-OO[ e

valores negativos quando X € ]0,1[.

4. A funcdo tem uma assimptota vertical que é a recta de equagdo x =0, uma vez que,

lim (log, x)=—o0.
x—0"

O grafico da funcdo ndo tem assimptotas horizontais.

4.2.3 Tarefa 3 - Caracterizacdo de uma funcdo logaritmica de base

superior a um.
Nota: Quando a base do logaritmo é o nimero de Neper e, diz-se logaritmo neperiano

e escreve-se In em vez de log,. Quando a base do logaritmo é 10, diz-se logaritmo

decimal e escreve-se log em vez de log,,.
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TAREFA 3

Recorrendo & calculadora grafica, compl

Sugestéo: Faca uma representacdo grafica de varias fungBes do tipo Y = Ioga X, atribuindo a a diferentes valores,

desde que, sejam todos superiores a 1. Se necessario

melhor percepgdo quanto ao comportamento dos respectivos graficos.

, faca ajustes na janela de visualizagéo por forma a obter uma

ete a seguinte tabela.

Complete a tabela:

Estudo da fungdo y =log, x, com a>1

Dominio

Contradominio

Zeros

Interseccdo com o eixo das abcissas

Interseccdo com o eixo das ordenadas

Sinal

Monotonia

Assimptotas do grafico

Resolucéo:

No MENU 5 e depois de inserir as expressdes analiticas das funcdes, deve-se escolher a

janela de visualizacdo em SHIFT F3 para que a parte do grafico que se observa seja

satisfatoria para tirar as conclusdes pedidas.

Atribuindo a a o valor 1,1 obtemos o grafico da funcdo y =log, , x:

Grarh Func iY= Lligw Window
Y1Bloay (KD [—1
max_ i
. — scaletl
w4 =13 dof.” 1@,47619847
LT [—] Ymin i-18
. __ max  5HE
SEL HI{E' DFHL THIT [TRIGETD

Atribuindo a a o valor e obtemos o grafi

codafungdo y=log, x < y=Inx:

Atribuindo a a o valor 10 e alterando a |

obtemos o grafico da fun¢do y = log,, x

anela de visualizagéo para (INIT)

< y=logx:
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-
Estudo da funcéo y =log, x, com a>1

Dominio D=IR"

Contradominio D'=IR

Zeros 1

Intersecgdo com o eixo das abcissas No ponto de coordenadas (0,1)

Interseccdo com o eixo das ordenadas N&o intersecta o eixo Oy

Sinal Negativa em ]0,1[ e positivaem ]1,+oo|
Monotonia Crescente
Assimptotas do grafico AH.ndoteme AV. x=0

4.2.4 Tarefa 4 - Ficha de trabalho

1. A escala de magnitudes de Richter é utilizada desde 1935 para se poder avaliar a

energia libertada em sismos com uma determinada magnitude.
A energia E libertada num sismo de magnitude M, relaciona-se segundo a lei:

logE=118+15M (aenergia E é medida em Joule).

Compare a energia libertada no sismo que ocorreu em 1755 em Lisboa com magnitude
de 8,6 com aquela que tera sido libertada no recente sismo de 11 de Marco de 2011 que

ocorreu em Tohoku no Japdo e que teve magnitude 9.

2. Considere as funcdes:
f(x)=log,(x)e g(x)=1+ f(x+2)
2.1. Tendo por base os conhecimentos que tem sobre transformacdes geomeétricas e
as conclusoes tiradas na Tarefa 3 da subsecc¢édo 4.2.3., indique o dominio e a equagéo
da assimptota do grafico da funcéo g.
2.2. Reescreva a fungdo g sem utilizar a funcdo f e responda as seguintes questes
utilizando a calculadora gréafica. Se precisar de fazer arredondamentos, utilize duas

casas decimais.
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2.2.1. Quais sdo as coordenadas dos pontos de intersec¢do do grafico de g com

0S eixos coordenados.

2.2.2. Qual é o objecto que tem -2 por imagem?

4.3 Funcao Logistica

“O crescimento ¢ um importante indicador do bem-estar de uma crianca ou

adolescente. Os factores nele implicados sd@o mdltiplos e vao desde a influéncia

genética, factores ambientais (nomeadamente a alimentacdo), factores de ordem

psicoldgica e um grande leque de doengas. (...) Na edicdo do Boletim de Satide Infantil

e Juvenil distribuida no inicio de 2005, foi incluida a ultima versdo das curvas de

crescimento” (DGS, 2006.)

4.3.1 Tarefal - Peso de uma rapariga dos 2 aos 20 anos

TAREFA 1

Uma rapariga que tenha crescido com o peso segundo a linha do percentil 25 (significa

que abaixo do seu peso estdo 25% das observacdes e que acima do seu peso estdo 75%

das observac@es) apresentou, dos 2 aos 20 anos, para 0 Seu peso, 0s valores referidos

na seguinte tabela:

Idade (em anos) | Peso (em kQ) Idade (em anos) | Peso (em kg)
2 11,5 12 36
3 13 13 40
4 14 14 43,5
5 16 15 46
6 18 16 48
7 20,5 17 49,5
8 23 18 51
9 25,5 19 51,5
10 28,5 20 52
11 32

(Informacéo recolhida de DGS, 2006.)
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Utilize a calculadora grafica para responder as seguintes questdes:

1. Insira os valores da tabela em listas do menu 2 (STAT) e represente o grafico de
pontos correspondente.

2. Obtenha uma regressao logistica que esteja associada a este conjunto de pontos.

3. Represente simultaneamente o grafico de pontos e o gréfico da funcéo logistica

obtida na alinea 2.. Compare as duas representacdes.

Resolucgéo:

1. No (STAT) inserimos os valores da tabela em duas listas, pressionamos
e e escolhemos o tipo de gréafico e as listas e clicamos . Finalmente
pressionamos em [F1].

SLatGrarhl
Grart TrFe  fScatter

Lizt | [List 2] List 3]List U
EZ0

2. Para obtermos a regressdo logistica, pressionamos a tecla [F1| seguida da tecla |[F6| duas

vezes. Finalmente pressionando [F1 e obtemos a regressao pretendida.

LogisticEes
a =T7.28

L35t [ COFY JORALS

A expressdo analitica da funcdo obtida através da regressdo €, com valores

aproximados, dada por:

61

Y =l 7.060%

na qual y representa o peso em kg e x a idade em anos.

3. Partindo da Gltima imagem obtida na alinea anterior, clicamos em [F6|.

L35t [

Constatamos que a linha se sobrepGe a grande maioria dos pontos que constam da
tabela.
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A funcdo logistica ajusta-se ao crescimento real de certas populacfes e a situacdes de
propagacao de fendmenos, quando se considera um longo periodo de tempo, dado que
apresenta uma fase de crescimento “lento” seguido de uma fase de crescimento

“acentuado” a qual se segue uma estabilizacao.

Definicdo: A expressao analitica de uma funcao logistica é dada por:

y- c
1+ae™

em que a, b e ¢ sdo constantes reais positivas e t € a variavel tempo.

4.3.2 Tarefa 2 - Ficha de trabalho

1. Realizou-se um estudo sobre o desenvolvimento de uma nova espécie frutifera, sendo
efectuada a primeira plantacdo no inicio de 1980 e acompanhada a sua evolucao,

registando-se na tabela seguinte o nimero de exemplares nos primeiros seis anos.

Anos decorridos apos a Numero de exemplares
primeira plantacao (em milhares)
0 1,75

1 2,8
2 4,38
3 6,68
4 9,8
5
6

13,67
17,99

1.1. Recorrendo a calculadora, utilize a regressdo exponencial para determinar o
modelo que melhor se ajusta ao conjunto de pontos que se encontra na tabela. Utilize
valores aproximados as centésimas para 0s parametros a e b.

Admitindo que o0 modelo obtido se mantém ajustado com o passar dos anos, estime

gue quantidade de exemplares se prevé que haja no inicio de 2012.

1.2. Suponha que houve uma recolha de dados durante mais anos que estdo

registados na tabela que se segue.
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Anos decorridos apos a Numero de exemplares
primeira plantacdo (em milhares)
7 22,24
8 25,96
9 28,90
10 31,03
11 32,48
12 33,43
13 34,03
14 34,40
15 34,64

1.2.1. Refaca a nuvem de pontos e compare-a com 0 modelo encontrado em 1.1.

Comente a afirmag¢do: “A expressdo encontrada em 1.1. continua a ser um bom

modelo para a situac¢do”.

1.2.2. Utilize a regressdo logistica para determinar o modelo que melhor reflecte

a situacdo que é apresentada na nova tabela. Apresente o valores aproximados

para 0s parametros a, b e c.

Reformule a previséo feita em 1.1. para a quantidade de exemplares que se prevé

que haja no inicio de 2012.

(Exercicio adaptado de Costa, Resende, Rodrigues, 2005).

2. No parque natural, foram plantadas, num certo momento, duas arvores, uma da

espécie P e outra da espécie C.

Admita que as alturas, em metros, da arvore da espécie P e da arvore da espécie C, x

anos depois de terem sido plantadas, sdo dadas, aproximadamente, por P(x ) e C(x ) :

Espécie P : P(x)

Espécie C : C(x)

10

©1412,5e70%

6

142,901

Com base nas func¢des apresentadas, alguém afirmou que:
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I) quando as arvores foram plantadas, a arvore da espécie P tinha menos 1,1m de altura
do que a arvore da espécie C;

I1) foram necessarios mais do que oito anos para que a arvore da espécie P ficasse mais
alta que a arvore da espécie C;

I11) com o decorrer do tempo, a diferenca entre as alturas das duas arvores tenderd a

igualar os 4 m.

Elabore uma pequena composicdo na qual refira se cada uma das afirmacdes, 1), 1) e
I11), esta, ou ndo, correcta, explicitando, para cada caso, uma razdo que fundamente a

Sua resposta.

(Exercicio retirado da Prova Escrita de Matematica B 13Fase 2009)
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5. Conclusoes

Findo o trabalho, penso que consegui atingir a missao a que me propus, que
tinha por principal objectivo gerar e compilar um conjunto de materiais sobre a
utilizacdo da calculadora gréfica Casio no estudo de diferentes familias de fungdes, no
ambito dos Cursos Profissionais. Sem parecer pretensioso, talvez estes recursos possam
vir a ser consultados, por Professores de Matematica e por alunos destes cursos. Tal

deixar-me-ia muito satisfeita.

A semelhanga da estrutura do Programa dos Cursos Profissionais, também este
trabalho foi efectuado por forma a permitir que cada capitulo possa ser utilizado de uma
forma independente e contendo, em cada um destes, tarefas exploratorias com as
respectivas propostas de resolucdo, bem como, propostas de trabalho que podem ser

desenvolvidas pelos alunos, na sala de aula, ou como trabalho de casa.

Quanto as experiéncias com sensores acoplados a calculadora, penso que estas
devem, sempre que houver os meios disponiveis, ser efectuadas em sala de aula, uma
vez que proporcionam aos alunos a possibilidade de identificar e interpretar modelos
matematicos. A experiéncia com o sensor do movimento para estudar 0 comportamento
de uma bola que salta € um pouco longa. Deste modo, o professor devera gerir

cuidadosamente a dinamica da aula para ndo levar a uma dispersao por parte dos alunos.

Havendo nos manuais escolares, escassez de informacéo na aplicacdo pratica da
calculadora gréfica Casio, tive o cuidado de mostrar, em cada momento, todos 0s passos
a efectuar na calculadora, para que o trabalho venha a ser Gtil também como manual de
utilizacdo desta calculadora no estudo pratico destas familias de funcdes. No entanto,

este trabalho pode estender-se a outras familias dada a sua muito facil utilizac&o.

Tendo em conta 0s objectivos do programa, a maquina de calcular é de uma
utilidade indiscutivel. Nao se deve, no entanto, deixar de ter um olhar critico perante os
resultados. Os alunos devem ser alertados para a importancia de tentar fazer uma
previsdo dos resultados, mesmo antes dos obterem na calculadora. Assim, poderdo, com

mais facilidade, detectar erros, quer sejam eles na colocacdo das expressdes, quer sejam
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na utilizagdo errada dos comandos, ou mesmo na observagdo das imagens da

calculadora, que pelo seu limite de resolucdo podem induzir em erro.
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/. Anexos

Anexo 1 - Propostas de resolucao das fichas de trabalho

Anexo 1.1 - Proposta de resolucdo da ficha de trabalho da funcdo

quadratica

1. Sendo y=a(x—h)* +k, a=0, 0 vértice tem de coordenadas (h, k). A opgao certa é

a segunda, isto é, (L, 3).

2. A associacdo podera ser feita tendo em conta o sentido da concavidade do gréfico e
as coordenadas do vértice da parabola.
Assim, os gréficos (1) e (111) s6 podem estar associados as expressdes (B) e (D), uma

vez que, se a concavidade estiver voltada para baixo, o valor de a na expressao

y =a(x—h)’* +k terd que ser negativo. Tendo em conta que as coordenadas do vértice
da parabola representada em (I), que séo, (0 , —1) , 0 respectivo grafico é o

correspondente a expressao definida em (B) e o (I11) a expresséo definida em (D).
Os gréficos (1) e (IV) sdo parabolas com a concavidade voltada para cima. O valor de a

na expressdo y =a(x—h)’ +k tera que ser positivo. Tendo em conta as coordenadas do
vértice da parabola representada em (1), que sdo, (0 , O), 0 respectivo grafico é o

correspondente a expressao definida em (A) e o (1V) a expressao definida em (C).

3. y=a(x—h)* +k, a=0 é aexpressdo analitica de uma parabola cujas coordenadas do
vértice sdo (h, k).

Assim, sendo (—2 : 2) as coordenadas do vértice tem-se:

y=a(x+2f+2.

Para determinarmos o valor de a podemos utilizar o ponto (0 , —1) sobre o qual se sabe

que pertence a parabola.

—1=a(0+2)2+2c>—3=4a<:>a=—%
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A expressao analitica da funcéo representada no gréfico é:

y=—%(x+2)2+2 .

4,
4.1. Devemos ter em consideracdo que o dominio da funcdo C, no contexto do
problema, € IN,. No entanto, na resolucéo da actividade, vamos estender o modelo para

uma funcdo C real de variavel real. Perante cada resposta, devemos ter sempre um

“olhar” critico tendo em conta o dominio da func¢éo C, no contexto do problema.
No IMENUJ 5| , utilizamos a opcdo G-Solv . Para alterar a janela de visualizagéo,

pressionar F3

Jiew Nincow K
max_ = Enter %Y-lalue
=calet 1A
dot. 1B.39682539 il |

‘Ymin =@
max = 5E0E
THIT [TRIG[ET0 GREP g

VI=HT-125+108 V=X T-1F5+100

#=CHL #=CHL

=0 V=100 =ld W=100

O custo de fabrico sera de 100 euros quer se produzam 12 carros quer ndo se produza
nenhum.

4.2. Utilizamos a opgéo G-Solv [F5,

raFh Func %Y=
18x2-12+188 [—1]
ZH2H [—]

w7}

s
e

IZECT IZECT

Terdo que ser produzidos entre dois e dez carros.
Tendo em conta o contexto do problema, conclui-se que o nimero de carros que terdo

de ser produzidos para que o custo seja inferior a 80 euros é de, 3,4, 5, 6, 7, 8 ou 9.

4.3. Utilizamos a opgdo G-Solv [F5].

FO0T JMAX [MIM PACPTISCT | [ =B ¥=BY

MIM
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O valor minimo do custo da produgdo é de 64 euros. Tal acontece quando s&o
produzidos 6 carros.

4.4.
4.4.1.

L(x)=30x — C(x) = 30x — x* +12x —100 = —x* + 42x —100 =
— —(x? — 42x+ 441)+ 441-100 = —(x — 21)¢ + 341,

442. No , utilizamos a opgdo G-Solv [F5. Para alterar a janela de

visualizagao, pressionar F3|.

LI e Window

: Enter H-lalue
=calet 1A
dot. i@,476196847 wida
“min i-1EA
max  =5EH £ i

THIT [TRIG [ETC ER TN " H
Wl=—Ch—2122+341

/_\ _

=un f=-20

Concluimos que quando se vendem 40 carros ha um prejuizo de 20 euros. Neste caso,

os valores do custo da producéo sdo superiores aos valores do lucro nas vendas.

4.4.3. Utilizamos a opgdo G-Solv [F5|

WI==CE=-2108+341

Enter H-lalue
wizZE
i Ny ¥=CAL

M zag v=3un

Se forem vendidos 20 carros, o lucro obtido sera de 340 euros.

4.4.4. Os custos e as receitas equilibram-se quando a sua diferenca € zero. Ora, a sua
diferenca representa o lucro.
Utilizamos a opgao G-Solv [F5|

TI=—CE-210T+341 T=—CH-Z128+341
..,/_\ RooT] /_\.., R0,
FEBaT [FiRs [MIH [FFT [Tt [ T 2. 5330 1UEBT =0 =39, UGG IB531 =0

Como os zeros da funcdo lucro ndo sdo numeros inteiros, podemos afirmar que, tendo

em conta o contexto do problema, 0s custos e as receitas nunca se equilibram. No

Pagina 103



Nt

UNIVERSIDADE DA BEIRA INTERIOR A Calculadora Grafica Casio no Estudo de Funcfes em Cursos Profissionais

Covilha | Portugal

entanto, podemos afirmar que na producdo de 2, 3, 39 ou 40 carros, ndo havera lucro

nem prejuizo significativos.

5.
5.1. 2x70+3x=200<=3x=60<=x=20

A érea de cada um dos rectangulos interiores € de

35x 20 = 700 m®.

5.2. Designando por ¢ o comprimento do rectangulo, podemos escrever:

20+3x:200<:>c:m
Assim,

_ _ 2
/\(X)::(:x X :;EEHZ__jii.x X =:EEK2§__E§5_.

2 2

5.3. O valor de x tem que ser superior a zero.

2c+3x=200 <= x = # O valor de x é tanto maior quanto menor for o valor de

. . . 2
c. Assim, x tem que ser inferior a %

5.4. No [MENU]| 5/, utilizamos a opcdo G-Solv . Para alterar a janela de visualizagé&o,

pressionar F3.

EHM
Y 1B

une _EW=
AR —IHE 2 [—]

Ro0T [MAs [MIN [FFT[TECT [ o

O valor de x para o qual a area do rectangulo é maxima € de, aproximadamente, 33,3 m.

A medida do comprimento é de, aproximadamente, w =50,05m.

O rectangulo de area maxima (aproximadamente 1666,7 m?) tem de largura 33,3 m e de

comprimento 50,05 m, aproximadamente.
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2
5.5. A(X)= M —1600.

Utilizamos a opgao G-Solv [Fg|

HW-CAL

=oE. EEEEEEET _ Y=1600

Ha duas soluges possiveis:

i) x=~26,7 m. A medida do comprimento sera de, aproximadamente,

200 —-3x 26,7 ~5995m.

200-3x40

i) x=40m. A medida do comprimento sera de 40 m

Anexo 1.2 - Proposta de resolucéo da ficha de trabalho da funcéo racional

1.

1.1. x=2

12. y=-2
1.3. IR\ {0}
14.1

2.

21.(X) y=5
22.(x) x=0

2.3.(x) IR\{3}

3.
3.1.

3.1.1. D, =IN, (No entanto, vamos considerar um modelo de dominio IR\{-2} e

teremos sempre em consideragdo o contexto do problema.
3.1.2. No MENU , utilizamos a opgdo G-Solv [F5. Para alterar a janela de

visualizag#o, pressionar F3|
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Gr-arh Func W= LT e Wincow

B B4R (2 [—1

max H
: — =caletlfd

N [—I1 || dot  :@,.39c82539

b=t [—] Ymin iH

it [—] max 5@

ZEL DEALS IMIT TRIGlSTD Em ﬁ! T-CAL [H-CAL | dls [

PI=dBETCR+ED

EnLer X-lalue

®el@
Vf L ¥-ChL
=10 v¥=33, 33333333

Um empregado consegue montar, por dia, 33 componentes ao fim de 10 dias de pratica.

3.1.3. Utilizamos a opgao G-Solv [Fg|.

TI=dBE-CE+ED

Enter Y-lalue
Vi35

W=CHL

=14 ¥=35

Outra forma de resolver esta questdo graficamente é fazendo a seguinte sequéncia na

maquina de calcular. Depois de construirmos os graficos, pressionamos [F5| duas vezes.

Grarh Func  fY= 1 =40E+ TE+ET
N BN A2 [—] \2=35
Y2B3 [—] o

5 — T
! : (ffr_ * Hﬁﬁﬂ’ ISECT
FonT [MAz [MIN [FFT[TECT[ | f=1u ¥=35

Um empregado consegue montar 35 componentes se tiver 14 dias de experiéncia

3.2.
3.2.1. No MENU , utilizamos a opgcdo G-Solv . Para alterar a janela de

visualizag#o, pressionar F3.

Fh_Func_ =YW=
2SR+l TSR+ —]

Enter H-lalue
wilea

A afirmacdo é falsa porque se forem produzidos 100 computadores, 0 custo de cada

unidade sera de 267,5 euros e nao de 300 euros.

3.2.2. Utilizamos a opgéo G-Solv [F5|

Enter %Y-lalue
R |
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A afirmacdo é verdadeira porque se o custo de cada computador for de 260 euros terdo

que ser produzidos 175 computadores.

3.2.3. Utilizamos a opgao G-Solv [F5|

Enter Y-lalue Hat Faound
apnls | Press:[EXIT]

Tentemos ver qual é a interseccdo do grafico da funcdo C com a recta de equacgédo

y =200. Depois de construirmos os graficos, pressionamos [F5 duas vezes.

’V ’l Mot Found
Pres=s: [EXIT]

|RIJIJT MR [MIH [FIFT[ISCT [ &

Podemos assim concluir que o custo de cada computador nunca chega a atingir o valor
de 200 euros.
Vejamos o seguinte:

C(x)= 250x+1750 _ 950 + 1750
X X

A recta de equacdo y =250 é assimptota do grafico da funcdo C. Podemos assim

concluir, tendo em atencdo a representacdo grafica da funcdo, que o custo de cada

computador nunca serd igual ou inferior a 250 euros, pelo que, a afirmacao € falsa.

4.

a1 220 _g75
20

Cada aluno tera de pagar 87,5 euros pelo passeio de barco.

4.2.
4.2.1. O custo C, por pessoa, em fungdo do nimero n de novos convidados sera dado
através da fungéo C = 1750 .

20+n

4.2.2. No MENU , utilizamos a opcado G-Solv . Para alterar a janela de
visualizacdo, pressionar [SHIFT] . Depois de construirmos os graficos, pressionamos
[F5| duas vezes.
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Grarh Func Y=
Y1B175E+(ZE+Ky [—]
YB35 [—]

ys [—]
Vi [—]
|ESMIDEL JTVFELS TYLE MM

1=
=

1
3

ESE’H CZEHED

[

=38

IZECT

O numero minimo de participantes devera ser de 47 (20+27) para que o valor a pagar,

por cada aluno, ndo ultrapasse os 38 euros.

Anexo 1.3 - Proposta de resolucdo da ficha de trabalho das funcdes

trigonométricas

1. Com base na observacdo das representacdes graficas de cada uma das funcOes

trigonométricas, tendo em conta que a unidade de escala no eixo das abcissas é Ee

quais sdo as amplitudes que pertencem a cada um dos quadrantes, podemos concluir

que:

(x)

No 4° quadrante a tangente é crescente e 0 co-seno também.

Utilizamos o MENU , no qual se inserem as expressdes analiticas das funcdes e se

obtém os respectivos graficos premindo .

Gr-arh Func %=

YWiB=in A [—]
i [—1
Yo [—1]
L=t [—1
SEL

AN

/N

ARV

v

Gr-arh Func %=

YiB=in A [—1]
WiBcos A [—]
MET [—1
WG [—1
| EFSMI0EL JTVPELSTYL EHMERI T
Gr-arh Func %=
Wi==in A [—1]
Wi=cos A [—1]
YIBtan [—]
MR [—1
| EFSMI0EL JTVPELSTYL EHMERI T

2. Tendo em conta o que foi dito no exercicio 1. e observando as representacdes graficas

das fungdes trigonométricas, podemos concluir que:

(x)

No terceiro quadrante o co-seno é negativo e a tangente é positiva.
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3. Consideremos a recta PQ perpendicular ao eixo
das abcissas, que passa pelo ponto P. E seja Q

0 ponto de interseccdo dessa recta com o

>

eixo das abcissas. o

CﬁxQ_P B 2><O_Q><sena

Aorr] = > i =CO0S & Sen or=Sen a Cos

(x) senacosa

4.
4.1. d(0)=7+5sen (%ooj =7 +5sen(0)=7

A cadeira 1 encontrava-se a 7 metros do chéo no instante em que comecou a rodar.

x20

42. d(20)=7+ 53en( j =7+ 55en(%} =7+ 53en(%) =7 +5x g ~11,3

V3

Passados 20 segundos a cadeira 1 encontrava-se a 7 +5><7 metros do chdo, isto é, a

11,3 metros aproximadamente.

4.3. Trés minutos sdo 180 segundos. No [MENUJ| 5/, inserimos a expressdo analitica da
fungdo. Para alterar a janela de visualizacéo, pressionamos [SHIFT]| [F3. Premir e
=)

Grarh Func V=
Y1B7+Ssin (k=300 —1
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(Note-se que a cadeira 1 volta a estar a 7 metros do solo antes de chegar & posigdo de

onde partiu.)

Passados 60 segundos a cadeira 1 volta a estar na posic¢do inicial. A cadeira 1 demora 1

minuto a dar uma volta completa.

4.5. Utilizamos a opgéo G-Solv [F5|

W.CAL JH-CAL ol |53

VvV

=3.929696413

#-CAL

¥=3

A cadeira 1 estd a 9 metros do chao seis vezes.

4.6. Utilizamos a opgéo G-Solv [F5,

+a=1h

\/

=2E. 01030359

AT \
\/ W-CAL
w=g

+I=1n

\/

=E3. 929696 |

ROOT JMAX JMIN [WIFTITISCT | [

e +osin, (mA+3E)

MAR

T1=T+5=1

¥=la

CHATIE]

MAx

AT \
\/ H-CAL
w=g

Ao fim de 75 segundos, isto €, ao fim de 1 minuto e 15 segundos, a cadeira 1 volta a

estar a distancia maxima do solo, pela segunda vez.

4.7. Utilizamos a opgéo G-Solv [F5,

ROOT [FMAz [MIH [FFT TS0 [ &

s r+5=sin, (nA+3E)

W=1d

HMak

=T+5=in (mA+3H)

MIM

A distancia maxima da cadeira 1 ao solo é de 12 metros e a distancia minima é de 2

metros.

A diferencia entre a distancia maxima e a distancia minima da cadeira 1 ao solo é de 10

metros.
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5.1.1. No MENUJ 2| (STAT) inserir os valores da tabela nas listas. Pressionamos

(GRPH). Em [F6| (SET) escolhemos o tipo de gréafico, seleccionamos as listas, clicamos

em e de seguida em [F1] (GPH1).

List 1]List a]List 3|t U

e[ T FiT)

1 T
1

1
Ta
Ha
;1

Mark Trre HE

3
1
3
]
I

| | e

5.1.2. Apos a imagem obtida em 5.1.1. pressionar [F1| para obter todas as regressdes que
a calculadora dispde. Rodamos o menu em e clicamos em para obtermos a

regressao sinusoidal (Sin).

SinFea
o a =1.49275579
L o b =0, 54438688
o c =-1.122T65T
o a =2, ATEEETTZ
o a MSe=, H2I2E 31T
L w=a- sinthz+ci+d
o [Lod [Exp [Fwur [sin [ T [CoFv kAt | | [Cod [Exp [Fur [sin [ &

A funcdo P(t)=15sen(0,5t —1,1)+8,5.

5.1.3. Na calculadora grafica, assim que surgir no ecrd a informacdo referente a funcéo

P(t)=15sen(0,5t —11)+8,5

SinFea
a =1.48275579
b =0, 544230628
c =-1.122T65T
d =5.4TEEETTE
MSe=@A,B232631T
w=g- sinthz+ci+d
[coFY [RaW

devemos pressionar em [F5| (COPY) seguido de para que a funcéo seja transferida
para 0 menu das fungdes. No MENU]| |5 , depois de ajustarmos a janela de visualizagao

utilizamos a opgdo G-Solv [F5|.

Fh Func W= Jiew indow i
148275579977 [—1
Enter H-lalue

KET/ R

[ET
Y1

Fl
g

¥-CAL
=B ¥=8. 120153743

As 6 horas, a profundidade da maré era de 9,7 metros, aproximadamente.

5.1.4. Utilizamos a opgéo G-Solv [F5|

Pagina 111



Nt

UNIVERSIDADE DA BEIRA INTERIOR A Calculadora Grafica Casio no Estudo de Funcfes em Cursos Profissionais

Covilha | Portugal

r WI=1.4EETon T T Ted TSl =1 452700 F T red TSl
Enter Y-lalue

- |
‘“-’r f-chAL -ChL
=1.4E0BITI2Y _ Y=B =B.Ua1237435 =B

(0,461>< 60=27,66~ 28}

0,427 x60 = 25,62 ~ 26

A profundidade da maré sera de 8 metros a 1 hora e 28 minutos e as 8 horas e 26
minutos, aproximadamente.

5.2.
5.2.1. Depois de ajustarmos a janela de visualizacdo em [SHIFT||F3 utilizamos a opg¢éo

G-Solv|F5|

VI=1. 4527039 T redT=1

Enter X-Ualues |1
_ _] will

=1 4827a5 T Ted T =1

Enter Y-lalue |
] WYiT.S ]

W-CAL

F-CAL
=11 ¥=T.011T16187

=

=13.3T4Bysoe V=15

(0,275x60=16,5~17)

O barco as 11 horas ndo pode partir em seguranca porgue a profundidade da maré é de 7
metros, aproximadamente, e 0 barco precisa de uma profundidade superior a 7,5 metros.

Sugerimos que o barco partisse as 12 horas e 20 minutos ou um pouco depois dessa
hora.

5.2.2. Utilizamos a opgdo G-Solv |F5|

Enter H-lalue |1
Hild

W-CAL
=iy ‘¥=H. BO | 595UE

A embarcacao ficou ancorada a aproximadamente, 3,3 (8,802-5,500) metros do fundo
do mar.
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5.3.

5.3.1. Utilizamos a opg¢édo G-Solv .

HMak MIM
R [FAz [FMIH [FFT[TECT [ 1 =U. UUOETSTT  W¥=9. 956823523 =10.71050105  ¥=6.99331 1983

A amplitude da maré nesse dia foi de, aproximadamente, 3,0 metros (9,959-6,993).

5.3.2. A duracdo de uma maré neste dia foi de, aproximadamente, 5,8 horas (10,711-
4,944).

Anexo 1.4 - Proposta de resolucdo da ficha de trabalho da funcdo

exponencial

1.
1.1. No [MENUJ 5/, inserimos a expressdo analitica da funcdo. Para alterar a janela de

visualizagAo, pressionamos F3|. Premir e [F6.

aleEI
53.1984?619

YI=1ge™ (8. 152

Enter HX-Ualue
wid

¥-CAL

A0)=16
As zero horas, do dia a seguir ao acidente, a area da mancha de crude espalhado sobre o

oceano foi de 16 km?.

1.2. No , utilizamos a opg&o G-Solv [F5|

YI=Tge™(8. 10

Enter X-Ualue
HilE.5

W-CAL
=13.5 W=61.118808UT
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A(135)=61,7188...~ 617
A uma hora e trinta minutos da tarde, do dia a seguir ao acidente, a area da mancha de

crude espalhado sobre o oceano foi de 61,7 km?*, aproximadamente.

Alt+1) 16
Alt) — 16e™"

1.3. = gUBIHOI _ 001 1105, ~11

O aumento da area de crude espalhado, por hora, é de aproximadamente 10%

(1—100% assim, 0,1 —10%).

1.4. A éarea afectada no instante em que o crude atinge a costa é 77 x 7% =497z km?

Alt) =497 < 16" = 497

No , utilizamos a opg&o G-Solv [F5|.

YI=Tge™(8. 10

Enter Y-Ualue
V49

W-CAL
=dd.E396I1UE2  V=153. 93804

No dia seguinte, aproximadamente as 22 horas e 38 minutos, (0,6396x60 =38,376) a

mancha de crude atingira a costa.

2.
2.1. No MENU] 5 , inserimos a expressdo analitica da funcdo. Para alterar a janela de

visualizagao, pressionamos [F3. Premir e [F6.

7

Para determinarmos o contradominio, vamos determinar a imagem do zero e a do seis.
Utilizamos a opgao G-Solv [F5|

Ti=F"H-1 Ti=F"E-1

Enter H-lUalue Enter H-lUalue
wid HIg
¥-CAL| ¥-CAL|

=0 ¥=0 =B =63

D'=[0,63].
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2.2. r(4)=2*-1=16-1=15%.
O agravamento do risco de acidente ao fim de quatro horas a conduzir, sem interrupcao,
é de 15%.

2.3. r(t)=50. Utilizar a opgéo G-Solv .

1=E"E-1

Enter Y-Ualue
Y3 5E
#=CHL

=5. 6722532 Y=50

O agravamento do risco de acidente € de 50% as 14 horas (9+5=14) e 40 minutos

(0,6724 x 60 = 40,344), aproximadamente.

2.4. r(t)=20. No , utilizar a opgéo G-Solv.

W1=2"E-1

Enter Y-Ualue
‘i zZe
H-CAL

=W.392317423  ¥sa20

O tempo méaximo de condugdo, sem parar, que garante que o risco de acidente ndo seja
agravado em mais de 20% é de 4 horas e 25 minutos (0,3923x60=23538),

aproximadamente.

Anexo 1.5 - Proposta de resolucdo da ficha de trabalho da funcdo
logaritmica
1.
Energia libertada no sismo de 1755:
log E =11,8+15x%8,6

< E =10%7
< E ~5x10* Joule

Energia libertada no sismo de 2011:
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logE=118+15x9
< E =10%3
< E~2x10%° Joule

Assim, a energia libertada no sismo de 2011 no Japdo foi aproximadamente 4 vezes

. . 2x10%
superior a libertada em 1755 em Lisboa —5 0% =4,
X

2.
2.1. O gréfico da funcdo g obtém-se a partir do gréafico de f através de uma deslocagéo
para a esquerda de 2 unidades seguida de outra vertical no sentido ascendente de uma

unidade.
A funcdo g tem por dominio ]—2,+oo[ e a assimptota do gréafico € a recta de equacédo

X=-2.

2.2. g(x)=1+log,(x+2). Utilizar o [B], inserir a expresséo analitica da fungéo e
clicar em [F6| (DRAW).

Fh Func Y=

1+logg(0+2)  [—1 L
I_H-_ — /
Vi [—] i
y5: [—]

[ UEL JTvPEds 1L EME I

2.2.1. Utilizamos a opgdo G-Solv [F5|

VI=1+1o9ab i3, Nz v1=1+1naa/b%3>”+3>
I l ! l
RoaT ¥=ICFT
W=- 1.66EEEEEET ‘=0 n=0 'f=1.630929154

As coordenadas do ponto de interseccdo do gréafico de g com o eixo das abcissas sao
(-1,67 ; 0) e com o eixo das ordenadas sdo (0 ; 1,63)

2.2.2. Utilizamos a opgdo G-Solv [F5|

[ Wi=1+1logab(3. ¥+20
Enter Y-Ualue
V-2 i

l L+ H=CAL
W=-1.962962963 Y=-2

O objecto que tem —2 por imagem € -1,96 aproximadamente.
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Anexo 1.6 - Proposta de resolucéo da ficha de trabalho da funcéo logistica

1.
1.1. No IMENU| 2| (STAT) inserimos os valores da tabela em duas listas, pressionamos

e e escolhemos o tipo de gréfico e as listas e clicamos [EXE|. Finalmente
pressionamos em .. Depois da terceira imagem, pressionamos |F1| para obter todas as
regressdes que a calculadora dispde. Escolhemos a exponencial (Exp) . Para

obtermos o grafico premimos em [F6| (DRAW).

List 1]List 2]List 3| List U StalhGrarhl
Grarh Tree  fScatler

ey [Lad [Exp [Fur ISin ]

el L LYl
[ (el lNalun]
ER T
LT [ ey T
M —J=J0000

[crlen] N |
[ e o | ]
CARICARLD

IO Nw
O GE S

e

——

[coFY [ORAW #04 [Led [Exp [Fur | Sk 2]

A funcdo exponencial que modela a situacéo apresentada é dada pela expressao:

y =1,91e%%%,
Para podermos responder a questdo, temos que guardar a expressdao no editor de
funcdes. Assim, quando tivermos a penultima imagem da sequéncia de imagens
anterior, pressionamos [F5 (COPY). Seleccionamos o [MENU] [5| (GRAPH). A fungéo

obtida na regressao ja la se encontra escrita para poder ser trabalhada. Utilizamos a
opgdo G-Solv |F5|

Gr-arh_Fun = i -
Yi81. 98938?29543[——]
: Enter H-lalue Ar-gument. ERFOR
w32 Press: [EXIT]

-CAL

=32 ‘¥=529990. YUEEHE

Seguindo 0 modelo encontrado, prevé-se que no ano 2012 haja aproximadamente
529 990 000 exemplares.
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1.2
1.2.1. Acrescentar no MENU| |2 (STAT) os novos valores da tabela e seguir 0s passos

descritos em 1.1. para escolhermos a regressao exponencial.

[Lizt 1 Just aJust aJust u

| T (T

A afirmacéo é falsa, como se observa na imagem obtida através da calculadora.

1.2.2. Depois da ultima imagem da alinea 1.2.1., pressionar para obter todas as

regressdes que a calculadora dispGe e escolher a logistica (Lgst).

Logi=ticReg
E =18.99

c =35.H
MSe=9. BBE4E - A&
w=C+il+ase™i-bxid

L35t [3 COFY [ORAL

A funcdo logistica que modela a situacdo apresentada é dada pela expressao:

3
1+19e %%

No ,utilizamos a opgdo G-Solv [F5|.

Ar-gument. ERROR
Fress:i[EXRIT]
.

y

isualizagdo.

%

] b -CAL
=32 ‘¥=35. 0023 | T4z

=

=30 BEEETTE4TaE0n e+

Seguindo 0 modelo encontrado, prevé-se que no ano 2012 haja aproximadamente

35 000 exemplares.

2. No MENU| 5] , inserimos as expressdes analiticas das fungdes. Para alterarmos a

janela de visualizagdo, pressionamos F3. Premimos e [F6. Depois dos

gréficos feitos, utilizamos a opcéo G-Solv .
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)

Hlew N}nguw W1=10+01+1%. 5™ (-1, 23
i5h
alefl
fH. 43658793
:-5 —]

2= I+2. e O-0, TEHD

I ¥-CHL
=0 =0, 0407407

¥-CAL
=0 Y=1.53BUE|S538

Quando a arvore da espécie P foi plantada media 0,74 m aproximadamente e a da
espécie C 1,54, isto €, a arvore da espécie P media menos 0,8 metros aproximadamente

que a arvores da espécie C e ndo 1,1, como refere a afirmacao I).

I1) Na opcdo G-Solv [F5 determinamos as coordenadas do ponto de interseccdo dos dois

graficos em F5 (ISCT).

Ml=18-+1
1

12.5e™
Kol -tol LS

1+ L—H, 23
+2. e (-0, 128

IZECT
=E. 29738322 Y=g.5udl 17819

A afirmacéo é falsa porque passados aproximadamente 6,3 anos ja a arvore da espécie P

estava mais alta do que a arvore da espécie C.

1)
No [MENU| [7| (TABLE) pressionamos a tecla (SET) para definirmos os valores da

variavel x e consequentemente 0s das respectivas imagens.

ble Func Y

Ta = Table Sellina
Y1E1A+C1+12, S5 H

H] bl we " ¥l e

[alal
e

YZR&-C1+2, 9= (—A ] 0.7407 1.5384 36 9.9684 5.7711
W | 0.9147 1.5796 31 9.9748 5.8015

Fi H 2 I.12U7 |.8285 38 9.98 5.8233

Ster =1 3 1.3155 |.984E BET] 9.9841 5.8421

" ¥l i
\‘ U1 9.9874 E.EEBBJ

Ul 9.9979 5.9USE
ug 9.9984 5.8511
I 9.9987 5.9571

E-con[GFLT

A afirmac&o é verdadeira. Através da observacao dos valores da tabela, constatamos que
com o decorrer do tempo, a diferenca entre as alturas das duas arvores tendera a igualar

0s4 m.
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Anexo 2 - Definigoes

Funcdo: E uma relagdo univoca entre dois conjuntos A e B, isto ¢, a cada elemento do
conjunto A (conjunto de partida) faz corresponder um e um sé elemento do conjunto B,

(conjunto de chegada).
Dominio de uma func&o: E o conjunto formado por todos os elementos de A.

Contradominio de uma funcéo: E o conjunto formado por todos, ou apenas alguns

elementos de B, que séo correspondentes aos elementos de A.
Objecto: E cada um dos elementos do dominio de uma funcéo.
Imagem: E cada um dos elementos do contradominio de uma funcéo.

Func&o real de variavel real: E uma funcdo que tem por dominio um subconjunto de

IR (nGmeros reais) e por conjunto de chegada IR.

Funcéo injectiva: Uma funcdo diz-se injectiva se a objectos diferentes corresponderem

sempre imagens diferentes.
Zero de uma func&o: E qualquer objecto que tenha por imagem o zero.

Sinal de uma funcéo: Uma funcdo diz-se positiva num determinado intervalo, se as
imagens de todos os elementos desse intervalo forem positivas. Uma funcdo diz-se
negativa num determinado intervalo, se as imagens de todos os elementos desse

intervalo forem negativas.

Monotonia de uma fungdo: Uma fungédo diz-se crescente num intervalo | se, para
quaisquer valores x; € Xz de I, se x, <X,, entdo a imagem de x; € menor ou igual a
imagem de x,. Uma funcdo diz-se decrescente num intervalo | se, para quaisquer

valores X1 e X de I, se x, < Xx,, entdo a imagem de x; € maior ou igual a imagem de Xa.
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Extremos de uma funcdo: Uma funcdo f de dominio D diz-se que tem méximo
absoluto num ponto a do seu dominio se f(x)< f(a), para todo o valor de xe D.
Diz-se que f(a) é o maximo absoluto e que a é um maximizante de f. Uma fungo f de
dominio D diz-se que tem minimo absoluto num ponto b do seu dominio se
f(x)> f(b), para todo o valor de x € D. Diz-se que f(b) é 0 minimo absoluto e que b

€ um minimizante de f.

Funcéo periodica: Uma funcdo f diz-se periddica de periodo p se, para todo o valor de

x do seu dominio, f(x)= f(x+ p).

Paridade de uma funcdo: Uma funcéo diz-se par se o seu grafico for simétrico em
relacdo ao eixo das ordenadas. Uma funcdo diz-se impar se o seu grafico for simétrico

em relacéo a origem do referencial.

Assimptotas do grafico de uma funcéo: A recta de equacdo x =aé uma assimptota
vertical do grafico da funcdo se, quando x se aproxima de a por valores superiores ou
por valores inferiores a a, as respectivas imagens tendem para +oco0ou para — oo, isto é,
muito perto de a, a curva do grafico comega a “confundir-se” com essa recta. A recta de
equacdo y=Db é uma assimptota horizontal do gréafico da funcdo se, quando x se
aproxima de +oo0u de —ooas imagens tendem para b, isto €, muito perto de +<oou de

— 00, a curva do grafico comega a “confundir-se” com essa recta.
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