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Abstract - This paper presents a technique of multivariate statistical analysis for detecting and identifying multiple
outliers in phototriangulation. A simulation involving a block of six photographs is presented as well as the obtained
results by the multivariate methods, during this simulation outliers are imposed in three observations,

Resumo - Este artigo apresenta uma técnica de andlise estatistica multivariada na detecgdio e identificagdo de multiplos
outliers em fototriangulagio. Uma simulagdo envolvendo um bloco de seis fotografias é apresentada bem como os resultados
obtidos pelo método multivariade quando sio impostos erros grosseiros em trés observagdes.

INTRODUCAO

Os estudos de deteccdo e identificagdo de outliers em
fototriangulagdo, tém sido em geral realizados com base nos
residuos padronizados. O método mais utilizado é conhecido
como data snooping de Baarda (Berberan, 1992; El-Hakim,
1981; Firkowski, 1986; Kubik & Wang, 1991; Mitishita,
1986; Ou, 1989).

Nos métodos que utilizam a anélise dos residuos
padronizados, a suposigdo fundamental é que as observagdes
contaminadas apresentam residuos padronizados de magni-
tudes significativamente altas. Porém, essa suposi¢do nem
sempre é verdadeira; constituindo-se entdio como uma
dificuldade desse método como forma de detectar e
identificar outliers. Esse problema surge em decorréncia do
ajustamento pelo método dos minimos quadrados, ji que
no processo de ajustamento o erro de uma observagdo ird
contaminar outras observagdes, no fendmeno conhecido em
analise estatistica como efeito smearing. Como
conseqiiéncia, fica comprometida a sensibilidade dos
residuos para andlise dos erros grosseiros nas observagoes.
A detecg¢do torna-se ainda mais complicada e menos
confidvel na presenga de multiplos outliers. Um outro
método envolvendo residuos padronizados, que tem sido
utilizado é o método de Pope (Pope, 1976) que consiste
basicamente numa simplificagdo do método de Baarda.

Nas andlises envolvendo multiplos outliers, o método
mais utilizado envolve a estimag@o robusta, sendo muito
utilizado, o danish method (Berberan, 1992; Clerici & Harris,
1980: Crosilla, 1983; Cross & Price, 1985; Davies & Gather,
1993; Patterson, 1985; Silva, 1987).

Com o crescente aumento da velocidade de
processamento dos computadores, as técnicas multivariadas
surgem como alternativa interessante no estudo de detecgédo
e identificagio de outliers. Particularmente o que se pretende
com esse trabalho é fornecer um método alternativo para a
detecgdo e identificagdo de multiplos outliers em
fototriangulagdo. O método a ser proposto utiliza como
ferramenta principal o método multivariado conhecido como

Andlise de Componentes Principais (ACP) (Aduol, 1987;
Dalmolin & Marques, 1993; Jackson & Mudholkar, 1979,
Johnson & Wichern, 1988; Morrison, 1976). O uso da ACP
permitird inicialmente construir um teste de hipétese
envolvendo a detecgdo de outliers, e em seguida pode-se
ainda, através da ACP, separar as provaveis observagdes
contaminadas por erros. De posse dessas observagdes
suspeitas, pode-se construir um teste t que finalmente
permitird identificar os outliers.

Além do desenvolvimento te6rico do método proposto,
apresenta-se um experimento envolvendo a detecgdo e
identificagdo de outliers em fototriangulagdo. Para isso
simulou-se um bloco de 6 fotografias, com 34 pontos
aerotriangulados e 150 pontos imagens, impondo-se que 3
das fotocoordenadas estejam contaminadas de erros
grosseiros.

FUNDAMENTOS TEORICOS DO METODO

Para mostrar o desenvolvimento do método, sera
utilizado para o ajustamento, o conhecido modelo Gauss-
Markov

Y=AX+V @))]

= vetor das observagdes (nx1);
matriz do modelo (nxu), de rank u;
vetor dos pardmetros (ux1);

= vetor dos residuos (nx1).

onde:

Il

[< ¢ > <
Il

Para o modelo de Gauss-Markov (1), tem-se que

E(¥)=AX 2
E(V)=0 (3)
Z, =%, = o’} 4)



onde: P = matriz dos pesos das observagdes (nxn);
o?= variincia da unidade de peso das observagdes.

O modelo estimado de (1) pode ser
A ra
Y=AX+¥Y (&)

A
onde;: X= estimativa de X;

A
V= estimativa de V.

Do modelo estimado (5), tem-se que

V=Y -AX ©)

onde a aplicagdo do método dos minimos quadrados
possibilita a obten¢do do vetor dos pardmetros estimados

X=(A"PAY'A'PY @

sendo A'=A' (transposta da matriz A).
Seja o vetor dos residuos estimados

V=[vV,...%]" (8)

| i - n

A A & A i .
onde v, V,, ..., v, sdon varidveis correlacionadas com

EV)=0e 3 =o?[P1-A(A'PAFA]  (9)

A~ O vetor das componentes principais (Aduol, 1987) de
V serd entio

A A
e=B. ' N

(10)
onde E,, é a matriz nxn cujas colunas sdo os autovetores
normalizados dos residuos estimados. Assim, £ e E, podem
ser escritos como
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sendo A, A,,.
estimados.
A padronizagdo dos residuos estimados conduz ao

vetor

.. A, 0s n autovalores da matriz dos residuos

A an A
Z= {2y DN (14)
sendo %, a matriz diagonal nxn cujos elementos diagonais
sdo as varidncias obtidas da matriz, %, dos residuos
estimados.

Para o vetor 2 tem-se que

A A
E (2)=0 (15)
e
1 Py Pia
& Py 1 P2
= Py= ‘ (16)
P, P, 1

ou seja, a matriz covaridncia de Z é a prépria matriz
correlagio de V.

No ajustamento do modelo (1), sendo k=n-uo
nimero de graus de liberdade; tem-se entdo entre os n
autovalores: A, A,, ..., A, , da matriz f)v, k autovalores nio-
nulos. A matriz dos k autovetores normalizados
correspondentes a esses k autovalores serd denotada porE,,,..
Portanto, o vetor das componentes principais do vetor Z ser4

determinado pela relagdo

d= E,'2 an
onde:
N
E(y)=0 (18)
Ny O ... ©
X 0 A, (0]
Ey= A, = : (19)
_0 (0] hK_

el el! elZ nl
A 2 el! ezz o eI'IZ
c= e E, = (11)
R ; i ;
- cn | eln e!n eI:l!l
Pode-se mostrar (Aduol, 1987) que
E(2)=0 (12)
A, O (0]
& O A, (o]
2, - = (13)
o 0 A,
L 2l

O vetor das k componentes principais padronizadas
do vetor 4 seré entdo

=12

$=A, .Y (20)

que pode ser colocado na forma

A -2 R A
$=A, .E,'.3, .V @1
onde:
E(s) =0 22)
€ N
=1, (23)
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sendo I, uma matriz ldenndae kxk.
Como o vetor s S representa as componentes principais
padronizadas, pode-se determinar, sob a hipdtese de
normalidade, a estatistica qui-quadrado
2 2 2 K
=8 +8,+.+8 = 3 §

(24)

comv=n-u-1=k-1 graus de liberdade
Voltando ao modelo estimado de Gauss-Markov (5),
o vetor V pode ser colocado na forma

=Q,PX (25)
onde
Q,=P'- A(A'PA)-A' (26)
Substituindo (25) em (21) resulta
=X B, 3 QY @7)

Seja W, a matriz diagonal cujos elementos diagonais
s30 os elementos da diagonal de Q,, entdo

=112 1 12
= — W, (28)
Va2
que substituindo em (27), resulta
I 12 =112
S=— A E, 'W, QPY (29)
ou ainda, fazendo
1
G=—ovo PQ\,WWE,J{A* (30)
Vo?
a (29) pode ser escrita na forma
=G'Y (31)

Na presenca de outliers, o vetor § poder4 ser decom-
posto segundo duas componentes

S=5,+8=G'(Y+8Y) (32)
sendo
85=G'dY (33)
a componente que contém o efeito do erro e
5=6GY (34)

a componente de s livre do efeito do erro. Evidentemente
que na auséncia de erros grosseiros tem-se 8Y = O e,
portanto, 8s = O, ficando entdo §= 8o

Sem a presenca de outliers a estatistica

K
X= X%

i=1 i

(33)

tem distribuigdo qui-quadrado com v = k - 1 graus de
liberdade e pardmetros
EX)=v ¢ V=2 (36)
Existindo outliers, a distribuigdo da estatistica x* é no-
centrada (Aduol, 1987; Koch, 1985) com parimetros
E(x'")=v+1, e Vx"H)=2(+1) 37
onde T, representa o parametro de ndo-centralidade da
distribuigdo.
Portanto, para um certo nivel de significincia a, o teste

para verificar a existéncia ou ndo de outliers pode ser
formulado através das hipéteses

o Hyrm
significativa)

H, : 7, # O (ou seja, a presenga de outliers é
significativa),

= O (ou seja, a presenga de outliers nio é

Sendo constatada a presenca de outliers, ou seja, se

K
X =3 > % ®

(38)

tem-se que grandes valores para a estatistica x implica em
grandes valores de | s |, Portanto, para o | s | . POde-se
identificar na i-ésima coluna da matriz G, os e}ementos que
correspondem aos coeficientes de s" A aplicagao do teste x*
¢ seqiiéncial, ou seja, constatada a existéncia de outlier,
elimina-se 0 | §, - repetmdo -S€ O pProcesso consecuti-
vamente até a estatistica X* ndo indicar mais a presenca de
outliers.
Considerando a matriz

& By - By
g, By = Er o By
G=| . " : ; (39)
_gin By o g, By, |

- . A s pom
entdo, se 0 maior valor de | 5| for o i-ésimo, tem-se que

i Tk g - (40)
onde, separando-se os elementos g;; da coluna i que
apresentam maior magnitude, ou seja, todos aqueles
elementos dessa coluna que superam os seus correspondentes
nas demais colunas.

Para reduzir o nlimero de observagdes separadas como
suspeitas através da analise da matriz G, pode-se utilizar um
teste de discordéncia de outliers, como é o caso do teste de
Ferguson (Barnett & Lewis, 1984) que utiliza a estatistica



1

n
% (x- ) @

ns-i i=1

—
]

onde: n = niimero de observagdes;
s = desvio padrdo da amostra;
X, = i-ésima observacao;

i = média conhecida da variavel.

Os valores criticos para T, podem ser encontrados na
referéncia (Barnett & Lewis, 1984). Esse teste é utilizado
para um ou mais outliers, sendo que na presenga de mais de
um outlier o mesmo deve ser aplicado consecutivamente.

Com a redugdo do niimero de observagdes suspeitas,
o préximo passo € identificar os outliers. Para isso deve-se
estimar o vicio de cada observagéo, utilizando-se de um novo
ajustamento, introduzindo um novo vetor de parimetros no
modelo (1), ou seja, o modelo é colocado na forma,

Y=AX + BW + V. @2)
onde: W = vetor rx1 dos r parimetros (r vicios que serdo
estimados);

B = matriz nxr adequada ao modelo, ou seja, serd
uma matriz contendo tantas colunas quanto for o nimero
de vicios a ser estimado, sendo cada coluna formada por n-
1 elementos nulos e apenas um elemento igual a 1. A
posi¢do de cada elemento unitdrio deve estar em
correspondéncia com a posigdo da observagdo que se quer
estimar o vicio.

O ajustamento do modelo (42) pelo método dos
minimos quadrados vai fornecer as estimativas dos vicios,
bem como as estimativas dos erros padroes dos mesmos.
Mas o simples fato de um vicio estimado parecer grande
ndo é suficiente para decidir se a observagio correspondente
é um outlier. Para isso ¢ necessario sujeitar esses vicios
estimados a um teste de hipdtese. Os vicios estimados
apresentam média zero, tendo distribui¢go normal com um
certo desvio padrdo desconhecido; entdo, para decidir se um
certo vicio estimado pode ser considerado significativo basta
padronizé-lo e em seguida aplicar um teste de hipétese
envolvendo a distribuigdo t de Student (Marques, 1982).

APLICACAO EM FOTOTRIANGULACAO

Para testar a metodologia descrita, realizou-se uma
fototriangulagdo, com a simulagao de um bloco composto
de seis fotografias, consistindo em 34 pontos
aerotriangulados e 150 pontos imagens,

As observagdes foram simuladas, considerando-se que
os erros das observagdes (fotocoordenadas) apresentam
comportamento normal com desvio padrio de 0,004 mm.
Com base na simulagdo realizada as fotocoordenadas fo-
ram consideradas isentas dos erros sisteméticos.

Como modelo matemético funcional utilizou-se as
Equagdes de Colinearidade, e o ajustamento simultdneo
realizado através do método por feixe de raios (bundle
method). Para o exemplo proposto, o ajustamento envolveu:

n°® de parimetros = 6x6 + 34x3 = 138;

n® de observagdes = 150x2 = 300.

103

Nao foram aplicadas injungdes iniciais, optando-se
dessa forma pelo ajustamento livre, utilizando como inversa
da matriz das equagdes normais a pseudo-inversa (Moura,
1981). Portanto, utilizando o ajustamento livre, o niimero
de graus de liberdade para o exemplo proposto é

k=n-u+d=300-138+7=169
onde: k =n° de graus de liberdade;
n = n°® de observagdes;

u = n° de parimetros;
d = deficiéncia de rank.

O modelo matemético funcional adotado, ou seja, as
Equagdes de Colinearidade (Lugnani, 1987; Merchant, 1979)
sdo
X-Xm,, + (Y -Ym, +(Z-Z)m,,

=0
X 'Xo)msl"'(Y'Yo)mn'i'(Z'Zn}m;)

F(x)=x-x,-c.

(XX +(Y - Yom,, + 2 -Zpm,
=0

Fy)=y-y,-¢.
X - X Jm, + (Y - Ym,, +(Z - Z )m,,
(43)
Linearizando o modelo (43), obtém-se
AX+L=V (44)

SF
onde: A =———representa amatriz dos coeficientes (300x138);
X

X= vetor das corregdes dos parimetros (138x1);

L =L, - L, (300x1), com L, = F(X,) sendo X, o
vetor dos valores aproximados dos pardmetros e L, o vetor
das observagdes;

V = vetor dos residuos (300x1).

A solugdo do sistema (44) foi obtida através do
ajustamento pelo método dos minimos quadrados,
utilizando-se de procedimento iterativo;

X=-(A'PA)* A'PL (45)

ou

X=-N*U (46)
onde P representa a matriz diagonal dos pesos (300x300) e
N* a pseudo-inversa da matriz das equagdes normais.

A Tabela 1 mostra resumidamente as observagoes
simuladas e os correspondentes nameros das fotos e dos
pontos.
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Foto Ponto Observagdo | Fotocoordenada

n° n® i observada (em mm)

1 18 1 x, = 105,99300
1 18 2 y, = 54,62100
4 10 158 X, = 15,65700
4 10 159 Vo= 63,92600
5 21 243 Xy, = - 84,79000
5 21 244 Y3 = - 47,66700
5 29 251 X, = - 11,98000
5 29 252 Yiss = - 80,92600
6 31 299 X, = -101,60400
6 31 300 Y150 = -104,87000

Tabela 1 - Observagdes simuladas.

Com a utilizagdo de um processo aleatdrio, foram
selecionadas 3 observagdes com o objetivo de contamina-
las com erros de magnitude entre -300 e +30c, sendo as
magnitudes também selecionadas por um processo aleatério.
Essa simulagdo resultou na selegdo das seguintes
observagdes e dos correspondentes erros (Tab.2).

- A P
Determinado o vetor s, calculou-se a estatistica x, ou
seja

655,5 48)

Para um nivel de significincia de 5%, determinou-se o valor
critico
o (168) =1992 (49)

Como x* > x? s (168), rejeita-se a hipotese H: 7, = O, ou
seja, a presenga de erro em uma ou mais observagdes
(outliers) ¢ significativa ao nivel de significancia de 5%.

No proximo passo, realizou-se uma anélise criteriosa
sobre a matriz G, como descrita em Fundamentos Tedricos
do Método, para selecionar os elementos g i suspeitos de
carregarem as observagdes contaminadas. Foram
selecionados 35 elementos desta matriz cujas posigdes
correspondem as observagdes de niimeros:

| 7 8 31 32 39 42 50 54

59v11(79 8800080s 92 11T 119 120 129

159 161 171 177 179 182 201 203 207
210 211 241 243 252 264 267 276

Para reduzir o nimero de observagdes suspeitas,
aplicou-se o teste de discordincia de outliers de Ferguson,
o qual utiliza a estatistica T (41). A estatistica T de Ferguson
mostrou-se significativa para 5 observagdes, ao nivel de
significdncia de 5% como mostra a Tabela 3.

N°da Erro Observagdo | Observagido + erro
observagdo| (em mm) | (em mm) (em mm)
159 -0,06578 63,92600 63,86022
243 - 0,08862 | - 84,79000 - 84,87862
252 0,03948 | - 80,92600 - 80,88652

Tabela 2 - Observagdes contaminadas por erros.

Efetuado o ajustamento livre (Moura, 1981),
determinou-se entdo o vetor das componentes principais
padronizadas para o modelo linearizado (44), sendo que para
esse modelo o vetor (31) é determinado por

N 1 -12 -112
g =— KA EBHW
Ve

v @7)

vV

A

A
§=aGvV

onde: § (169x1), G (300x169), \2(3001{1). Como se pode
notar o vetor das componentes principais padronizadas
estimadas ¢ constituido de 169 componentes, ou seja, igual
ao numero de graus de liberdade do modelo, correspondendo
aos autovalores ndo nulos.

Estatistica T(n) | Valor Critico | N° da observagio
(n=n° de obs.) (nivel = 5%) selecionada
T(35)= 7,89 4,2 243
T(34)= 5,17 4,2 159
T(33)= 4,92 42 252
T(32) = 4,50 42 117
TG1) = 4,63 4,2 8
T(30)= 3,81 4,2 ndo € significativg

Tabela 3 - Observagdes selecionadas pelo teste de Ferguson.

Na tiltima etapa procedeu-se & identificagdo dos outliers
entre as cinco observagdes selecionadas. Para isso,
inicialmente foi necessdrio estimar os vicios de cada uma
delas. A estimagéo foi feita através de um novo ajustamento
onde o modelo matemético linearlizado € do tipo,

AX + BW + L=V (50)
onde: B = matriz 300x5 dos coeficientes dos vicios;
W = vetor 5x1 dos vicios.

A
O vetor W estimado serd um vetor de parfimetros (vicios)
do tipo,



- =
Wy
A
\‘Mll}l
A A
wo=| &, (51)
A
Wau
A
w”l

Realizado o ajustamento, os vicios estimados e
respectivos erros padrdes encontram-se na Tabela 4.

N° da observagdo Vicio - \?ri Erro padrio
8 0,00309 0,00540
117 0,02193 0,02174
159 0,05206 0,01521
243 0,08879 0,00569
252 - 0,04049 0,00494

Tabela 4 - Vicios ¢ erros padrdes estimados.

Finalmente, calculou-se a estatistica t para cada vicio
estimado que através de teste de hipotese descrito em
Fundamentos Teéricos do Método, permitiu identificar os
outliers.

A Tabela 5 mostra o valor da estatistica t para cada
uma das cinco observagdes selecionadas e as conclusdes
obtidas. O teste de hipétese foi aplicado para um nivel de
significancia de 5%, sendo o nimero de graus de liberdade
dado por

v=n-u-r+d=164 (52)
onde r = nimero de vicios estimados.

O valor critico de t, para o teste bilateral, é dado por

(164)=1,97

t 0,025

N° da observagdo Estatistica t Conclusdo

8 0,57 nao é outlier
117 1,01 nao ¢ outlier
159 3,42 é outlier
243 15,59 é outlier
252 -8,20 ¢é outlier

Tabela 5 - Valores da estatistica t.

Como pode-se observar na Tabela 5, as tnicas
observagdes identificadas como outliers sdo as de niimeros:
159, 243 e 252, ou seja, exatamente aquelas que foram
contaminadas.

Os vicios finais estimados dessas trés observagdes fo-
ram obtidos efetuando-se um novo ajustamento, utilizando
um modelo do tipo (50), substituindo-se apenas o vetor W:
5X1, por outro de dimensdo 3x1, ou seja,

59

A
W, =

(53)

243

> 2> 2

252

e a matriz B:300x5 por outra matriz adequada B,: 300x3.
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O novo ajustamento, para o presente caso, forneceu
os vicios estimados finais como mostra a Tabela 6.

N° da observagio Vicio estimado
159 0,06625
243 0,08997
252 -0,04043

Tabela 6 - Vicios estimados finais.

Com os vicios estimados, pode-se ainda corrigir as
observagdes contaminadas e testar novamente se a existéncia
de outliers é significativa. Essa corregdo foi feita e calculou-
se novamente a estatistica x* obtendo-se

Portanto,

X < ¢ (168) = 1992

0,05

ou seja, o resultado da estatistica ndio € mais significativo;
portanto, as observagdes ndo contém outliers.

CONSIDERACOES FINAIS

O uso mais freqiiente de técnicas estatisticas
multivariadas so6 tem sido possivel gragas a evolugdo dos
computadores, principalmente no que diz respeito ao
aumento de velocidade de processamento e da capacidade
de armazenar informagdes. O que se pretendeu com esse
trabalho foi mostrar que as técnicas multivariadas podem
ser bastante tteis na detecgdo e identificagdo de multiplos
outliers em fototriangulagao. Os resultados do experimento
realizado mostram o potencial e eficiéncia do método da
Anidlise de Componentes Principais, na detecgio e
identifica¢do de erros observacionais em Ajustamento. Como
sugestao para estudos posteriores seria interessante pesquisar
o tempo de processamento do método multivariado quando
comparado com os métodos usuais e também a comparagio
de resultados para diferentes configuragdes em
fototriangulagéo.
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