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Introducao

Nos ultimos anos, a matriz de Pascal, cujas entradas sao os coeficientes binomiais, vem
sendo muito estudada e varios artigos tém sido publicados a seu respeito. Isto se deve a
algumas aplicagoes desta matriz que tém surgido e a sua riqueza tedrica.

Neste trabalho, propomo-nos a discutir alguns destes aspectos da matriz de Pascal.

O primeiro capitulo apresenta a conexao entre a matriz de Pascal (P) e a matriz de
criagao (H), mostrando que P = e, Além disso, algumas identidades de combinatéria
sao mostradas.

O segundo capitulo estabelece relagoes entre P e outras matrizes conhecidas, como
matrizes de Vandermonde, Companheira e de Stirling. Propriedades destas matrizes
também sao abordadas.

O terceiro capitulo é dedicado a apresentar relagoes da matriz P com as seqiiéncias
de polinomios de Hermite, Bernoulli e Bernstein. Essas conexoes nos permitirao obter
propriedades interessantes de tais familias de polinomios.

Estes trés primeiros capitulos foram desenvolvidos a partir de uma leitura critica dos
artigos [1] e [6].

No quarto capitulo, dedicamo-nos a analisar os artigos [10] e [11]. Estes artigos
propoem um procedimento para resolver sistemas lineares envolvendo a matriz de Pas-
cal simétrica em O(nlogn) operagoes, usando uma fatoracao de P que envolve matrizes
de Toeplitz e matrizes diagonais. Métodos de Algebra Linear Computacional para efe-
tuagao de produtos matriz-vetor envolvendo matrizes de Toeplitz sao discutidos. Falamos
também sobre a aplicagao destas idéias a outras situacoes, que envolvem produto matriz-
vetor.

No quinto capitulo propomos um algoritmo para computacao rapida de curvas de
Bézier. Este algoritmo usa as relagoes obtidas entre a matriz de Pascal e os polindmios de
Bernstein, vistas no capitulo 3, juntamente com as ferramentas desenvolvidas no capitulo
4.

No final da monografia, apresentamos quatro apéndices que visam complementar o
contetdo do trabalho: sistemas de E.D.O.’s e exponenciais de matrizes, teoremas classicos,
formula de somatorio de Euler-Maclaurin e Transformada Rapida de Fourier de ordem

qualquer.



Capitulo 1

Matriz de Pascal

A Matriz de Pascal nxn que sera abordada durante todo este trabalho possui as

seguintes entradas:

1
, paraiZ=j.
[Plij = (]) P g i,j=0,1,2,...,n— 1.

0 , Ppara as demais.
A seguir, introduziremos alguns conceitos preliminares que farao a Matriz de Pascal

surgir de uma forma diferente da que muitos conhecem, que é através de férmulas de

analise combinatoria.

1.1 Matriz de Criacao

Definicao 1.1 Seja H = 2 . . H é chamada de Matriz de Criagao.

n—1 0

Observacao: Nossa convencao para os vetores da base canonica de R" sera

T T T
eo=(10..0),es=(01..0), sen=(00.. 1) Além diso,
definimos e; = 0, Vi > n.

Das defini¢oes acima, segue diretamente que He; = (i + 1)e;4q,7=0,1,...,n — 1.

Definicao 1.2 Sejam i, € N*. A poténcia fatorial, (i + 7)), é o produto (i +7)(i+j —
D...(i4+2)(+1).

Afirmagdo 1.1 Seja j € N tal que 0 < j <n—1. Entio Hle; = (i + j)Dey;.



Demonstragao: H'e; = H"'He; = (i + 1)H' 'e;yy = (i + 1)H ™ 2He; = (1 + 1) (i +
)H e 0=...=(+1)(i+2)...(i+ j)eir; = (i +5)De,.

Afirmacao 1.2 H" =0, ou seja, a Matriz de Criagcdao € nilpotente.

Demonstragao: Como He; = (i + 1)e; 1,
H60:€1, H260:H€1:262,H3€0:2H€2:2‘363, cey H"60:12nen:0
H"el = H"(Heo) = Hn+160 =0.

H61 H260 Hn+260
Hrey =H" =+ ) =H" = = 0.
e () = (7)o

H"‘leo 1
H"e, = H" = H> ey = 0.
Cnt 12.n—-1) (-1 0

Ou seja, o produto de H™ por todos os vetores da base canonica resulta no vetor nulo.

Logo, H™ ¢ a matriz nula.
Corolério 1.1 Vj > n, H’ = 0.

A Matriz de Criagao também pode ser vista como uma matriz de derivagao de polindmios.

Seja p(t) = ag + ait + ... + a,_1t"* um polinémio de grau n — 1 com coeficientes

reais. Se representarmos p(t) como ( ag Gy ... Gp_y ), o vetor de coeficientes de p(t),
teremos que ( ay ai ... Qp_i )H = ( a; 2as 3az ... (n—1a,—1 0 )
Tal resultado é exatamente a represent?lgéo vetorial dos coeficientes do polinomio
ar + 2ast + 3ast? + ...+ (n — Dap_it"2 = d—ZZ.
d’p
Da mesma forma, temos que 2 ¢ representado exatamente pelo vetor
( ag a1 ... Qp_1 ) H? e, assim, sucessivamente.

Note que H? = 0,Vj > n, o que significa que as derivadas de ordem maior ou igual a

n de p(t) sdo o polinomio nulo.

1.2 Matriz de Pascal, via Matriz de Criacao

Considere a seguinte equacao diferencial:

d
a?

em que H é a matriz de criacao n X n definida na segao 1.1.

(t) = Hy(t)v Yo = y(0)> te R,

Conforme a teoria desenvolvida no Apéndice A, tal equagao possui uma tnica solucao
para o vetor inicial yo, que é y(t) = ef'yy. A matriz exponencial ¢! denotaremos por
P(t). Portanto,



Mas note que tal série corresponde a um somatério finito, pois H’ = 0, para todo j > n

conforme o Corolario 1.1. Logo,

Algumas propriedades de P(t):

n—1
Hk
k= 0

(2) P(m) = = (eH)m =P™ Vm € R.
(3) (S+ﬂ P+t = pspt = P(s)P(t), Vs, t € R.
(4) P(0)=ef'=T= P(-1+1)=P(-1)P(1)=P(-1)P=1= P(-1)= P

Teorema 1.1 P(1) € a matriz de Pascal.

Demonstragao: P(1) =efl = i
k=0
Vejamos o que acontece a cada termo deste somatorio. Seja k tal que 0 < k < n — 1:

H* 1 1
Kl lek = lek_l 0O+ Degrr (1+1err -+ (n—=241)epop1 0

Utilizando o resultado da Afirmacao 1.1 para cada coluna da matriz, chegamos a:

HEY 1
ST O+1)O0+1+k—1%begp - (n=2+1)n—-2+1+k—-1)*De, 5.0 0

De forma geral, temos que a coluna j de

1
FUHDUH1I+E=1)E ey, = (J+1)(

Hk
Portanto, a coluna j de Z

' + ( n—l — +n—j +n
(9)6J++<9 ])€]+n 1 (j . ])€J+n_3++(j . )€j+n:
J J J
(?)ej+...+(J (n )enl—( 0 (J)
J J

(coluna j da matriz de Pascal




. 7 ! , para i > j.
Teorema 1.2 As entradas de P(t) sao [P(t)];; = j

0 , para os demais.
1,7 =0,1,2,....,n—1., para t # 0.

[y

n— tk t2H2 tn—lHn—l
Demonstragao: Sabemos que P(t) = —HY =T 4+tH+ —— 4 .. .+ —.
prt k! 2! (n—1)!
k
Note que as fragoes -7 determinam, cada uma, as entradas de cada subdiagonal de P:
0
(o) 0
1 1
() Qo

HO=1=

(n-) (hon) 0
e assim sucessivamente.

t'
Logo, [P(t)]i; = J

0 , caso contrario.

Corolériol.2z<z>< A>:21_J<?>,i2j.
= \ ¥ J J

Demonstragao: Usando o teorema acima, junto com a propriedade P(2) = P2 obtém-se

, paraiZ=j.

a identidade desejada.

Definicao 1.3 Sejam A, B € R™". A e B sdo matrizes similares quando A = MBM ™!,

para alguma matriz inversivel M .
Afirmacao 1.3 Matrizes similares possuem os mesmos autovalores.

Demonstragao: Sejam A e B duas matrizes similares e x um autovetor de A associado
a A\. Entdo, Az = \x = MBM 'z = \x = B(M'z) = A(M'z). Como z # 0

entdo M~z # 0 entao M ~'x # 0 e, portanto, A também é autovalor de B, associado ao

autovetor M ~1z.
[ ]

A préxima afirmagdo mostra que P(t) é similar a P, Vi # 0. Conseqiientemente, P(t)

e P possuirao os mesmos autovalores.



Afirmacgao 1.4 P(t) = D(t)PD(t)~', Vt # 0, em que [D(¢)];; = { Yo, parsi=) ‘
- 0 , caso contrdrio.
1,7 =0,1,2,...,n—1.
Demonstragao: t # 0= D(t)PD(t)™' =
40 (8) 0 e 0 40
_ t (é) G t _
I .0 .
e ("al) ("7 - G =y
0 t°(0) 0 0
_ t ) 0 _
’ : : 0
o )\ oegy ey e
t°(7) 0 0
1(1 0(1
o e e
: : . 0
() () e 000
|

Note que P(t) é nao singular, ¥Vt # 0, pois P(t) possui determinante 1, por se tratar
de uma matriz triangular inferior com todas as entradas da diagonal principal iguais a 1.

Observe também segue que P(t)H = HP(t), pois P(t) é um polinémio em H.

Definicao 1.4 A matriz PPT € dita matriz de Pascal simétrica.

~ , o L+
Afirmagao 1.5 As entradas da matriz de Pascal simétrica sao: (PPT);; = ( ! . J )
J

Demonstragao: (PPT),; ZP,k ZP”f

Suponha j = mm{z J}- Como P é triangular mferlor se k > j, Py Pj, = 0. Logo,

e = () () () (i)+-~+(§) ()= W00
._+<;:) (0)- ()7 ) e 3 (1) (2, = (1) e s

a identidade (5.27), conhecida como convolugao de Vandermonde).

Como, PPT ¢ simétrica, se i < j, (PPT);; = (PP?);; = < ! —il_j ) = ( ! +.j )
¢ J



Observacao: A afirmacdo acima analisada nos elementos da diagonal de PPT, mostra

(L) -(2)-veom

1 21
em que ¢; = 1 ( ) Numeros desta forma sao chamados de nimeros de Catalan.
; .

que:

]



Capitulo 2

Matrizes Relacionadas a Matriz de

Pascal

Neste capitulo, abordamos algumas importantes relacoes envolvendo a matriz de Pas-
cal com alguns outros tipos de matrizes como matrizes de Vandermonde, matrizes com-

panheiras e matrizes de Stirling.

2.1 Matrizes Fundamentais para y’(t) = Ay(t)

d
Definicao 2.1 Uma matriz ¥(t) € R™™ ¢é fundamental para o problema d—?Z = Ay(t),

d
y:R— R" AecR™™ se a‘lf(t) = AV(t), t € R, ¥(0) = ¥, nao singular.
- . " dy
Observagao: Em outras palavras, cada coluna de ¥(t) é solu¢ao para i Ay(t). O
fato de Ug ser ndo singular implica que as n colunas de ¥(t) = e4*¥, (tinica solucio

do sistema para alguma matriz inicial V) sdo linearmente independentes e, conforme

teorema do Apéndice A, geram todo espaco das solugoes de d—i = Ay(t).

. ~ . . )
Fagamos algumas consideragdes sobre matrizes fundamentais para — = Hy(t), no

dt

caso que H é a matriz de criacao.

d
Afirmacao 2.1 Seja ®(t) uma matriz fundamental para d—i = Hy(t). Entao, se ¥y €
ndo singular, ¥(t) = ®(t)®, Wy, definida para t € R, é fundamental.
d

d
Demonstragao: ®(¢) fundamental = %W(t) = E@(t)q)al\lfo = HO(t)®y ' Wy = HU(t).

d
Corolario 2.1 P(t) = ef'* é uma matriz fundamental para d_:Z = Hy(t).



Demonstragao: Seja V(t) uma matriz fundamental qualquer. Entao, ¥(t) = P(t)V,.
Como Py = I, P(t) = U(t)¥,;'Py. Logo, P(t) é fandamental.

d
Afirmagao 2.2 Se a fungao vetorial y(t) € solug¢do para d—@; = Hy(t), entao
U(t) = (y(t) Py(t) ... P""Yy(t)) é uma matriz fundamental, se ¥(0) for nao singular.

Demonstracao: Como y(t) é solucao do sistema, entao y(t) = e'yy, para algum y, € R".

d
Entdo PFy(t) = Prefllyy = effFelityy = eH+0ys = y(t + k). Portanto, EPky(t) =

S+ R) = /(¢ + k) = Hy(t + k) = HPy(1).

2.2 Matriz de Vandermonde

Definicao 2.2 Uma matriz W € R™" ¢ chamada matriz de Vandermonde ! se ela possui

a sequinte estrutura:

1 1 1
X1 X2 Tn
W = x? r3 ... 22 , X1y, Ty € R
n—1 n—1 n—1
L1 Lo L

Observacao: A matriz de Vandermonde é muito utilizada para o problema de inter-
polacao polinomial, ou seja, dados n pares (x;,y;), 1 < ¢ < n, queremos um polinémio de
grau menor ou igual a n — 1, p(z) = ag + a1x + ... + a,_12" 1, tal que p(z;) = y;. Os

coeficientes sao encontrados resolvendo o sistema:

n—1

Qo + a1 4+ ...+ Ap—1T1 = U
= [ao aj ... an_l] W = [yl Y2 yn]
ap+ a1y + ...+ a2 =y,

No apéndice sobre teoremas cldssicos, mostraremos que W ¢ nao singular, se z; # z;,

para i # j, o que garante a unicidade do polinomio interpolador, neste caso.

Nascido em Paris, Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796) era misico e quimico e trabal-
hou com Bézout e Lavoisier. Sua principal contribuicao para a Matemadtica foi o estudo da teoria de

determinantes.
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T
Considere a funcao vetorial £(t) = ( 1t ¢ ... ! ) . Note que &(t) satisfaz a

d
equagao diferencial Y y(t), com & = eg, pois:

dt
0 1 0
1 . t
e =| 2 - e 2 = Ze)
n _. 1 0 t";l (n — i)tH

Definamos agora a seguinte matriz de Vandermonde:

wit)= (&) Pe) P(t) . Prg(r) ) = ey eM0Hey e oMl N ) =

1 1 1

t t+1 t4+n—1
:(5(15) Et+1) £(t+2) ,_.g(t+n—1))= .

@+ L (1)

Como £(t) é solugao para % = Hy(t), pela Afirmagao 2.2, W (t) serd matriz funda-
mental para tal equagao diferencial, visto que W (0) é nao singular.

Sabemos que W (t) = P(t)W(0). Logo, PW(t) = PP(t)W(0) = P(t + 1)W(0) =
W(t + 1) e, portanto, P = W (t + 1)W(t)~!. Note que obtemos uma matriz constante
como produto de duas matrizes que dependem de t.

Analisemos, agora, as matrizes fundamentais para o problema

d
Podemos checar que, se ®(t) é fundamental, entdo, para todo inteiro j, ®(t)T PIW (t)

é uma matriz constante, pois

i((I)(t)TPjW(t)) = %ija) + @(t)TdeZ—t(t) =

at —®(t)" HPIW (t) + ®(t)" PITHW (t)

Como P/H = HP’ (pois P é um polinémio em H), segue que %(@(t)TPjW(t)) =0.

Reciprocamente, podemos demonstrar a seguinte afirmagao:

Afirmagao 2.3 Se [®(t)]T PIW (t) é constante para algum j € Z, entdo ®(t) é funda-

mental para o problema acima.

11



T
Demonstragao: %[@(t)TPjW(t)] =0 & d@;tt) PIW(t) + @(t)TdeIZit(t) =0«
T
O piyw o) — oy PEW () < Wo () 0 wiorar(poyra),
Como P/H = HP’ ouseja, H' (P))T = (P))THT e W(t) e P7 sao inversiveis, segue que
dot) _ p
= HT®(t).
[

Se tomarmos j = 0 e ®(t) = W(t)~7, teremos o produto ®(t)T P/W () constante
(a matriz identidade) e, portanto, W (¢)~7 é uma matriz fundamental para %q)(t) =
—HT®(t).

Para j = 1, obtemos a matriz constante F := W (¢)"!PTWW (¢). Como F é a mesma para
todo t, podemos tomar ¢t = 0. Como vimos anteriormente, a igualdade P = W (1) (0)~*

é valida. Portanto,

F=W(@)'PW(t)=W(O) "W (@OW(0)'W(0) =W (0)'W(l)

Note que, pela constru¢ao da matriz de Vandermonde, as colunas de W (1), exceto a
ultima, sdo as mesmas de W (0) deslocadas uma posigao para a esquerda. Segue entao
que as n — 1 colunas de F' sao e;, 1 = 1,2,...,n — 1, os vetores da base canonica de R".

Temos entao que

0 0 ag

1 0 o
F =

0 1 0 apo

0 ... ... 1 a1

Por ter esta estrutura, F' é chamada de matriz companheira (ou matriz de Frobenius).
No apéndice sobre teoremos classicos, teremos demonstrado que det(F—AI) = (—1)"(A\"—
U A AL = A2 — L —a ) — ).

Com isto, podemos determinar as entradas da tltima coluna de F. Como F' =
=W(t)"1PW(t), entao det(F — \I) = det(W (t) 1 PW (t) — W(t) "X (AW (t)) =
= det(W(t)"1 (P = X)W (t)) = det(W (t) ") det(P — X )det(W (t)) = det(W (t)™")
det(W (t))det(P — X ) = det(W (t)"'W (t))det(P — X) = det(P — X). Mas P é uma

matriz triangular inferior com 1’s na diagonal e, logo, seu polinomio caracteristico é
det(P— M) =(1-X\)"
Agora, pelo binémio de Newton,

n

(1—-N)"= ; (Z)ln‘i(—)\)i =

12



_ (g)(_x)o + (?)(—)\)1 + (Z)(—w M- (nfl)(—x)"—l + (Z)(—)\)” _
= (=1)°N° (g)+(—1)1A1 (?)+(—1)2>\2 (Z)‘l‘ A (=D A (ni‘ 1)+(—1)")\" (Z) =

Ou seja, F' =

Além de determinar todas as entradas da matriz companheira F, podemos também

encontrar a sua inversa. Consideremos, primeiramente, a matriz de permutacao

01
0

J:<en_1 €pn_2 ... €1 eo>=

0

Lema 2.1 W(j)J = D(-1)W(1 —n — j), para todo j € Z, em que D(—1) é a matriz

diagonal citada na Afirmacao 1.4.
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+1 ) +n—1 0 1 0
Demonstragao: W (j)J = / g ’ :
G (G+n—1)"" 1 0
1 1 1 (—1)°
j+n—1 J+1 J _ (=1)!
G+n—Dmt Gt gt (=p™
1 1 1
1—n—j 2 —n— -
J J J = D(-)W (1 —n—j)

Afirmacgao 2.4 F~' = JFJ.

Demonstragao: Sabemos que F' = W (0)~'PW(0). Portanto, F~! = W(0)~'P~'W(0).
Também temos que P~! = P(—1) = D(—1)PD(—1)"! (Afirmagao 1.4). Mas note que
D(~1)"' = D(~1). Logo, F~' = W(0)"'P~'W(0) = W(0)"'D(~1)PD(~1)W(0) =
JW(1 —n)'PW(1—n)J =JFJ.

Outra matriz constante que é produto de matrizes varidveis é log(F'). Considere a
matriz M := W (t)"'HW (t).

Afirmagao 2.5 M = log(F).

Demonstragao: eM = WO THW({) — i (W(t>_1]fw(t)>k
Para cada k € N, temos: = |
(W) THW () _ (WO HW@)(WE) T HW(@))... (W) HW() W(t)_likw
k! k! k!
Logo, eV HWW) = 1y (4)-1 LZ—: Z—f] W(t)=W(t)'PW(t) = M = W(t) ' PW(t) =
F = M =log(F). B
|

Afirmacao 2.6 M =—-JMJ

14



Demonstragao: Pelo Lema 2.1, W(0)J = D(=1)W(1 —n) e, como J~! = J, W(0) =
D(-=1)W (1 —n)J.
Logo, M = W (0)"*HW (0) = JW(1 —n)"[D(=1)HD(-1)]W (1 — n)J. Mas,

1 0 1
-1 1 . -1
D(-1)HD(-1) =
(=) n—10 (=)

0 1
—1 —1 _

(=) (n=1) 0 (=)
0
-1

=—H.
—(n—1) 0

Portanto, M = —J[W (1 —n)""HW (1 —n)]J = —JMJ.

2.3 Matriz de Stirling

2.3.1 Numeros de Stirling da Segunda Espécie

i
Representados pelo simbolo .
J
7 coisas em j subconjuntos nao-vazios.

}, eles denotam o niimero de maneiras de particionar

Exemplo: 5 =7, pois

{17 27374} = {1’ 273} U{4} = {173’4} U{2} = {1’ 274} U{3} = {2’ 374} U{l} =
{12} U{3, 4} = {1, 3} U{2. 4} = {1,4; U{2,3}.

Vejamos o que acontece para valores pequenos de j. Quando j = 0, convencionamos

que existe uma unica forma de particionar um conjunto vazio em zero conjuntos nao-

0
vazios, ou seja, { = 1; e que um conjunto nao-vazio nao pode ser particionado em
0

?

zero subconjuntos nao-vazios, ou seja, { =0, para ¢ > 0.
0

15



H& apenas uma forma de colocar ¢ elementos em um tinico conjunto nao-vazio. Logo,

7 0
{ ) } = 1. Por outro lado, { ) } = 0, pois um conjunto com zero elementos ¢é vazio.

0
Para j = 2, claro que { ) } = 0. Se um conjunto de ¢ > 0 elementos for dividido em 2

subconjuntos nao-vazios, um deles contém o tltimo elemento e algum subconjunto dos ¢—1
primeiros elementos (inclusive pode ser o conjunto vazio). H4 2°~! formas de escolher esse
subconjunto, ja que cada elemento estd ou nao (2 possibilidades) no subconjunto. Mas

nao podemos colocar os ¢ — 1 elementos restantes, pois queremos dividir em duas partes

- . , . ¢ - .
nao-vazias. Portanto, subtraimos 1 e, assim, obtemos =20=1 — 1 parai > 0.
2

i
Uma modifica¢ao neste argumento nos levara a uma relagao de recorréncia para { . } ,
J
para todo 7 > 1: dado um conjunto de ¢ > 0 objetos, a serem divididos em j partes nao-
1—1
j—1
colocamos em algum subconjunto nao-vazio dos ¢ — 1 primeiros objetos. No tltimo caso,
1—1 1—1
ha j { . } possibilidades pois cada uma das { .
J J
1 — 1 primeiros objetos em j partes nao-vazias fornece j subconjuntos aos quais o i-ésimo

vazias, ou o tltimo fica em um conjunto sozinho ( { } maneiras possiveis ) , Ol O

} maneiras de distribuir os

objeto pode se agregar. Logo, obtemos uma férmula recursiva para os nimeros de Stirling

da segunda espécie:

A seguir, provaremos uma identidade dos numeros de Stirling da segunda espécie
que mostra que eles sao os coeficientes da expansao de poténcias comuns em poténcias
fatoriais.

Teorema 2.1 ' = Z { . } t9) para todoi > 0, em que t9) = t(t—1)(t—2) ... (t—j+1)
J

5=0
denota a poténcia fatorial.

~ .. . ? . .
Demonstragao: Primeiramente, convencionemos que { } =0,se1>0ej <0e

0 — 1.

Para ¢« = 0, a identidade vale:

0 ° (o
t0=1=1-t(0):{ }tOZZ{ }t(o),
0 = LJ

16



i—1 .
. 1—1 . . .
Suponha que para i — 1 temos ti~! = Z { . } tU). Logo, t' =t - ¢! =

j=0 J
1—1 2_1
=0

Note que t - t(J = ¢+ +7- tU p01st9+1 J) (t — 7).

f{fj} {5 e8] -
Z{} el () { e
l(?‘a{{t ) {7 )]

} = 0, segue que

CIRNNN
&)

+

S )

Ela é chamada matriz de Stirling?. Nosso objetivo aqui é estabeler conexoes desta
matriz com outras matrizes ja discutidas anteriormente.

Vamos construir a matriz de Stirling 4 x 4 (até i, j = 3).
i

Da defini¢ao dos ntimeros de Stirling da segunda espécie, segue direto que { . } =0,
J

para j > 1, pois cada um dos j subconjuntos deve ter pelo menos 1 elemento, o que
excederia os 7 elementos disponiveis. Portanto, a matriz de Stirling sera triangular inferior,
qualquer que seja sua dimensao.

. } = 1, pois a unica forma de parti-
7

cionar ¢ elementos em ¢ subconjuntos nao-vazios ¢ dividir-los em conjuntos unitarios.

Podemos concluir rapidamente também que {

2James Stirling (1692-1770) foi um importante matematico escocés do século XVIIIL. Seus principais
legados foram a conhecida férmula de Stirling (n! &~ v/27n (%)n) e os numeros de Stirling de primeira e

segunda espécies.

17



0 )
Conforme foi convencionado anteriormente, 0 } =1le { 0 } =0, para 7 > 0.

As outras entradas podem ser calculadas pela férmula de recorréncia:

.{j
.{j

&t
-

It
it

}
}

IEARRS
()
Rinke

hig

L)

Devido a identidade obtida no Teorema 2.3, segue que:

U

1.

3.

—l
RN W NN =D O

S——

{

—_—— —— — —

W W W NN w = w o

—N——

}

1
0
t
t) = t2 = 2
(1) . {
1
tn—l .

n—1

X

1

}

{

o O O =
= = = O
w = o O

0
n—1

n—1

}

_ o O O

S

Logo, a matriz de Vandermonde W (t), definida neste capitulo, satisfaz:

J/

£(©) (t+n—1)0
) t+n—1)"
Wit) =5 ( : )
=1 (t+n—1)""b
V()

18
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Uma matriz como V' (t) chamaremos de matriz tipo- Vandermonde. Note que, como S

é triangular superior com todas as entradas da diagonal iguais a 1, det(S) = 1 e, portanto,

detW (t) = detV (t),Vt € R.

Como detW (t) # 0, a matriz tipo-Vandermonde é nao-singular.
As entradas de V(t) sao [V(#)];; = (t +7)®. Quando t = 0, [V(0)];; = ;@ =
j(G—=1)...(j —i+1). Logo, para i > j, [V(0)];; = 0 e concluimos que V'(0) é triangular

superior.

Afirmacao 2.7 iV) = j!(;.), j=0,i>7.
| 1 1 Gi—1). (i—j+1(—i) .
Demonstracao: j'(;) = 4! ! ! i=1)...G=j+(i—J) — 6

G-y - (i—j)

|
Definindo a matriz Dy := diag(0!,1!,2!,..., (n — 1)!) e utilizando a afirmagao acima,
obtemos que:
0 ... (n-10O 0! ©) ("h
V(0) = : = KPR = DyPt
(n — 1) (n—1)! (n-)

Como W (0) = SV(0), segue que W(0) = SD;P” e, assim, obtemos uma fatoragao
LDU para a matriz de Vandermonde W (0).

2.4 Forma de Jordan da Matriz de Pascal

Nesta secao, estabeleceremos uma relagao mais profunda entre as matrizes de Pascal
e de Stirling, que envolve a forma de Jordan da matriz de Pascal.

Note que o unico autovalor de P é 1, pois é uma matriz triangular inferior com todas
as entradas da diagonal iguais a 1.

Os autovetores de P podem ser determinados pela resolucao do sistema abaixo:

(8) Zo )
Pr=z% : : _
(nal) e (Z:i) Tnp—1 Tpn—1
( (8)550 = o
()70 + (o = =
&9 @ + Qu + Qo2 = 2
\ (nal)gjo + (nzl)xl + + (Z:})xn—l = Tp_1




Dai podemos concluir que zg = 21 = ... = x,_9 = 0 e x,_1; pode assumir qualquer
valor. Logo, todos autovetores de P possuem a mesma direcao, que é a do vetor da base
T
canonica €,,_1 = ( 0O ... 01 ) .

Portanto, P é similar a matriz de Jordan

10 0
1
Jp =
0
0 1 1

Voltemos um pouco & matriz tipo-Vandermonde V (t). Suas entradas sdo poténcias

fatoriais e, considerando a identidade abaixo,

t+1DD -0 =t 4+1) -t (t—F+2)—tt—1)...(t—j+1)=
tt—1)...(t—5+2)]- [t+1)—(t—j+D] =4[t —-1)...(t —j+2)] =4tV
= (t+ 1)V —0) = jt=1),

obtemos a equagao matricial V(¢ + 1) — V(t) = HV ().
Em particular, para t = 0, V(1) = V(0) + HV(0) e, entao, V(1)V(0) ' =T+ H.

Ja vimos anteriormente que SV (t) = W (t). Derivando ambos os lados, obtemos

d
dt

Mas sabemos que a matriz de Vandermonde W (t) é uma matriz que respeita a relacao

d
fundamental £W(t) = HW (t). Logo,

Ly = 5—1%14/(15).

d
dt
Esta ultima equacao diferencial possui solugao V (t) = S~tPtSV(0), pois

—V(t)=ST"THW(t) = STTHSV ().

d _1pt _ o-1 d t _ Q-1 d Ht —
(STIPISV(0) = 571 (P)SV(0) = 57— (") SV(0) =

S=LHeHSV(0) = STLHPISV(0) = STLHPW(0) = STLHW () = STTHSV ().

Para t = 1, segue que V(1)V(0)~! = S71PS. Logo, I + H = S™'PS e, portanto,
D;'S™'PSDy =1+ Dy HDy.
As entradas da matriz D;lH Dy := H estao calculadas abaixo:
3 0 0!
1 0 1!

2=

(n—1)!
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B o 10 1o
—(n—ll)! (m—=1)! 0 10
1 0 0
~ 1 . e
Logo, (SDy)'PSD; = I + H = = Jp, ou seja, a matriz de
0 ... 1 1

Stirling normalizada S Dy é uma matriz de mudanca de base que transforma similarmente

a matriz de Pascal P na matriz de Jordan Jp.
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Capitulo 3
Sequéncias de Polinomios

Uma seqiiéncia de polinomios consiste em um conjunto de fungoes polinomiais inde-
xadas pelos niimeros naturais, em que os indices correspondem ao grau de cada polinomio.
Nas proximas segoes, falaremos sobre algumas famosas seqiiéncias (Hermite, Bernoulli
e Bernstein), colocando propriedades importantes de cada uma delas e tentando relacioné-

las com a matriz de Pascal, que é o nosso principal objetivo.

3.1 Polinomios de Hermite

A seguir, definimos os polinémios de Hermite !, demonstramos algumas de suas pro-
priedades e depois buscamos relagoes que nos permitam fazer uma associagado com a matriz

de criacao e a matriz de Pascal.

Definicao 3.1 Os polinomios definidos pela formula

po2dh 2
Hi(t) := (-1) e? —xe 2 k=0,1,2,...,
sao denominados polinomios de Hermite. Para k = —1, definimos H_1 =0, o qual serd

util para uma relacao de recorréncia que mostraremos posteriormente.

Nao ha sé esta definicao para polinomios de Hermite. Por exemplo, uma definicao
usada pelos fisicos, que é aplicada a mecanica quantican na qual a formula dos polinémios

de Hermite muda para:

2 dF
a©

!Charles Hermite (1822-1901) foi um matemético francés que desenvolveu pesquisa em varias dreas

Hy(t) := (—1)Fe  k=0,1,2,...

como teoria de numeros, formas quadraticas, polinémios ortogonais, funcoes elipticas e algebra. Um de

seus principais feitos foi provar que e, a base natural dos logaritmos, é um ntmero transcendente.
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A primeira definigdo (com a qual trabalharemos, pois traz propriedades mais inter-
essantes para nosso estudo) é mais utilizada por quem trabalha com probabilidade pois
1 t2

—26_7 é funcao de densidade de probabilidade para a distribuicdo normal com valor
™

esperado 0 e variancia 1.

Exemplos: Pelo célculo direto, obtemos:
Ho(t) = 1, Hi(t) = t, Hao(t) = 1 — 1, Hs(t) = 3 — 3t, Hy(t) = t* — 6t> + 3, Hs(t) =
t* — 10t + 15¢.

3 B T
P N — H1()
- N |
—— Ha
: / N ]
1.5F / \\ .
1+ // \\
0.5 / \ —
0
-0.5F 4
-1 —
-1.5F .
-2 ! ! ! ! ! ! ! ! ! -
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.1: Gréfico dos 4 primeiros polinomios de Hermite nao constantes no intervalo
[—1,1].

De maneira geral (e como pode ser visto nos 6 primeiros exemplos), o coeficiente lider
dos polindmios de Hermite é sempre 1, Hg, é sempre funcao par e Hog, 1 é sempre funcao

impar, para todo k € N.

Observacao: No apéndice de teoremas classicos demonstramos que os polinomios de Her-
o0

2
mite sao ortogonais em relacao ao produto interno definido por < f, g >= e T f(t)g(t)dt.

—0o0
A seguir, demonstramos importantes identidades envolvendo os polinomios de Her-
mite.

Teorema 3.1 Os polinomios de Hermite satisfazem as identidades:
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(i) Hyar(t) = tHy(t) — kHyp (), k > 0.
(i) Hypor(t) = tHy(t) — HL(£), k > 0.

Demonstragao: (i) Esta demonstragao envolve alguns conceitos de Andlise Linear que

estao fora do nosso contexto. Para o leitor interessado, recomendamos (8], pp. 518, 519.

(ii) Comecemos com a férmula de definigdo dos polinémios de Hermite:

k
— Rz dh o
Hk(t) = (—1) €2 %6 2.
dF t2 t2
Ela pode ser reescrita como %e_? = (—1)*e~ 2 Hy(t). Derivando, temos:
dk—l—l t2

e = (=1)F[—tH(t) + H)(H)]e™ 7.

dtk—i-l

Por outro lado, usando a definigdo para Hyy1(t):

dk+1 2 bl 2 ,
7T = (=1)"e T Hypyi(t) = Hpya(t) = tHy(t) — Hi(t).

dtk+1 €

Corolério 3.1 %Hk(t) =kHy_1(t)

Demonstragao: Do Teorema 3.1, segue que tHy(t) — kHy_1(t) = Hy1(t) = tHi(t) —
d d

—H(t). L —Hy(t) = kHp_1(1).
7 Hk(t). Logo, — Hi(t) k-1(t)

A identidade do Corolario 3.1 nos permite fazer uma conexao entre os polinomios de
Hermite e o estudo de matrizes feito até aqui.
Seja h(t) = ( Ho(t) Hi(t) ... H,_1(t) ) o vetor dos polinémios de Hermite. Pelo

corolério, segue a identidade matricial:

d
—h(t) = Hh(?).

d
Ou seja, h(t) satisfaz a relagao fundamental %y(t) = Hy(t) e, entdo, h(t) = P(t)h(0).
O que também podemos afirmar por essa relagao é que h(t+1) = Ph(t) e h(t+n) = P™h(t),
para todo n € N.
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3.2 Polinomios de Bernoulli

Definicao 3.2 Os polinomios que satisfazem as sequintes relagoes:

d

! 1 , sek=0
©Bult) = kBk_l(t),/ Bu(t)dt {
0

JkeN,
0, sek>0

sao chamados polinomios de Bernoulli.

Exemplos: A seguir calculamos, pela defini¢ao, os trés primeiros polinomios de Bernoulli:
(0) Bo(t) = co, co € R;

1 1
1= / B(](t)dt = / C(]dt = Cot
0 0

1 1
Mas, 0 = / By (t)dt = / (t+c1)dt = 2
0 = 2

Portanto, By (t) =t

1
:C():>CO:B(](T,> = 1.
0

1 1 1 1
t‘ = tame=—n
O+Cl 0 2+Cl C1 5

d
! ! 12 ! 1
Mas, 0 = / By(t)dt = / (t* —t — +co)dt = [— - = +02t} =0 =—.
0 0 3 2 0 6

1
Logo, By(t) =t —t + G

Os 4 polinémios seguintes sao:
3 1
(3) Bs(t) =3 — —t2 + —t;

2 2 )
(4) By(t) =t* — 26> +-* — 30
5 5 1
5) Bs(t) =t — =t* 4+ =3 — =t
Be(t) =1 — 3t5 + ¢4 (A —
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4 y T

\ — B1(t)

— B2(t)

— B3(t)
3+ — B4(t) i
2r \\ B

\
\
\§
n N l
§
ot i R — — — ——

A+ -
ot 4

_3 ! ! ! ! ! ! ! ! !
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.2: Grafico dos 4 primeiros polinomios de Bernoulli nao constantes no intervalo
[—1,1].

Teorema 3.2 O polinomio de Bernoulli de grau k € unico.

Demonstracao: Serd feita por inducao:

Para k = 0, sabemos que By(t) = 1 é o tinico polinémio de Bernoulli de grau zero.
Agora suponha que o unico polinomio de Bernoulli de grau k seja

d
Bi(t) = apt® + ap_1t* 1 + ...+ ait + ap. Temos que %Bk+1(t> = (k+ 1)Bg(t). Portanto,

Bjar (t) = (k+1) /(aktk—i—ak_ltk_l—i-. - Aayttag)dt = (k+1) (it’f“ o D2 gt + C) =

k+1 2
Et Doy B0 Gy tyagt 4 (6 1)C

Seja ¢xr1 = (k4 1)C. Para mostrar que By, 1(t) é tinico, basta mostrar que ¢4 é nico.

! ! k4 1)ay_ k41
Como 0 = / By (t)dt = / {akt’““ + %tk +o 4+ %F + (k+ 1)aot] di+
0 0

1 1
/ Cre1dt, segue que cppq = —/ [apt™™ + ... 4+ (k + 1)aot]dt, que representa um tinico
0 0

valor real. Logo, Byy1(t) é tinico.
[

Observacao: Na demonstragao acima, chegamos a uma férmula recursiva para os polinémios
de Bernoulli. Dado By(t) = apt® + ap_1t* 71 + .. 4 ayt + ag, obtemos
(]{7 + 1)@1

k+1)ag- '
wt’%. . .+7t2+(k+1)a0t—/ [at™ . +(k+1)agt]dt.
0

Bk+1(t) = akth’l—i— L 9
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Olhando para a férmula, nota-se também que que o polindomio de grau k sempre terd

coeficiente lider a; = 1, pois By(t) = 1.

Definicao 3.3 Os niumeros de Bernoulli sdo os polinomios de Bernoulli avaliados em

t=0: By(0) := B,

Observagoes: e De maneira geral, assim como nos exemplos vistos, Bs,+1(0) = 0, para
n > 1.
e Uma aplicacao importante dos nimeros de Bernoulli a Andalise Numérica sera apresen-

tada no Apéndice C: a férmula de somatério de Euler-Maclaurin.

Os n primeiros ntimeros de Bernoulli sao as entradas doTvetor de polinémios de
Bernoulli definido por b(t) := ( Bo(t) Bi(t) ... Bu_1(t) ) , em t=0. Em relacdo

a este vetor, segue direto da Definicao 3.2 as identidades:

jtb() Hb(t), /0 b(t)dt = eo.

As duas igualdades acima garantem dois fatos:

(1) b(t) satisfaz a relacao % (t) = Hy(t) e, portanto, b(t) = P(t)b(0).

(2) eo = /0 1b(t)dt: /0 1P(t)b(0)dt: /0 1P(t)dt-b(0).

Definindo L = / P(t)dt, segue que eg = Lb(0).
0

Calculemos agora a matriz L:

1n 1 i i n 1 Hk
t)dt = dt t —dt t"dt =
/ /0 Z / / (k+ 1)

Veja que, por L ser soma da matriz identidade com poténcias de H, ela é triangular

inferior com as entradas da diagonal principal iguais a 1 e, portanto, nao-singular.
Outra conclusao que podemos tirar a respeito de L é que HL = LH, pois L é um
polinomio em H.

Abaixo, definimos outra matriz:

L := D(=1)LD(-1)"* = D(=1)LD(-1) = -

— (k+1)!
& D(-1)HD(-1)D(-1)HD(~1)...D(-1)HD(~1) = [D(~1)HD(-1)}*
- (k+1)! a T

k=0
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em que D(—1) = diag((—1)%, (=1)%,...,(=1)""1). Observando que D(—1)HD(-1) =

—H, temos

-1
-3

Também podemos checar, sem muita dificuldade, que I — H L=rpPL

H)k—i—l H2 H3 (_H)n—l (_H)n
I—HL=1 7:] H+ ———+4... .
+Z k1 1) R TE T o TR
n—1 H)k

Mas, como (—H)" = 0, temos [ — HL = Z =P(-1)=P L

Agora estabeleceremos uma relagao entre as matrlzes L, L e P mostrando que L = PL.

Mas, para isto, sao necessarios alguns resultados preliminares.
Afirmacao 3.1 P— LH =1.

n—1 Hk n—
Demonstracao: P = Z ,L

Hn= 1 Hn
—. Como H" = 0, segue que P — LH = [.
(n—1)! n'

Afirmacio 3.2 (L — PL)H = 0.

Demonstracao: Sabemos que I — HL =P Logo, P — PHL = I. Pela Afirmacao 3.1,
temos que P — LH = P — PHL e, portanto, LH = PHL = PLH = (L — PL)H = 0.

Lema 3.1 (i) Sen € impar entio (,",) — (") + ...+ (=1)"3(}) + (=1)"2(}) = 0.

n—2

(it) Sen € par entio (") — (") +...+(=1)"2() + (-1)"2(]) = 2.

m = (i
(2o) +- (D2 0) + (CDm2(0) = () = (L) +- -+ () = () =0

Demonstragao: (i) Basta notar que (nfk) =

(nil) o

) e, como n é impar,

(ii) Usaremos o binomio de Newton:
(z+a)"=(P)a"+ ()a"ra+ (5)a"2a® + ...+ (" )za" "t + (D)am

Se x =1ea=—1, segue que: " '

O=@1-1"= @) -1+ () -1"(=D+...+ (") - 1-(=)"+ O =

M=)+ -+ -+ ( ), pois n é par Como (") + ( ) = 2, temos que

(2) = (L) + o = () + (1) = () = (o) + - ")+ (D)) =2
[
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Afirmacao 3.3 L — PL é um polinomio em H de grau menor ou igual a n — 2.

n—1 n—1
— Hk -H k
Demonstracao: PL = (Z ) ( (-H) ) ot H" V4 pp o H" 2+ 4 poHP,
0

A1
1 1 —1)72 1)1
e QUE Pt = ] g i o+ En—>1)! +( n>! _
1 n! n! —1)"2p) ,
w (=1 2(n—2)! +“'+<<n)ﬁ+(—1)”‘} =
TG = () e )+ (e,

Usando a identidade do Lema 3.1, segue que, independente dzjaul paridade de n,
() = (o) e CLP () 4 (D] = 1= py =

n—2
~ H* 1 1
Portanto, L — PL = E 7+—Hn_1) — (—H”_l—l—p _QH”_2—|—...+p0]) =
’ | | | "
(k:o (k+1)!  nl n!

[\

3

Hk
< (k+1)!

+ PuoH" 2+ .. +pol.

B
Il

Agora podemos estabelecer a seguinte relagao:
Teorema 3.3 L = PL.

Demonstragao: Sabemos que (L — PZ))H =0eL—PLé polinomio em H de grau

menor ou igual a n — 2. Logo, (L — PZ)H possui grau menor que n. Mas o polinomio
minimo de H é H". Portanto L — PL = 0.

Como L = D(=1)LD(=1)7!, segue que L = PL = PD(—1)LD(—1) e obtém-se a
identidade
LD(—1) = PD(-1)L.

Analisaremos agora a inversa da matriz L (j& vimos que L é nao-singular). Para tanto,
usaremos um coroldrio do teorema de Cayley-Hamilton (ambos demonstrados no apédice
sobre teoremas cldssicos):

n—1

Afirmacao 3.4 L' = —H*.
k=0

Demonstracao: Pelo Coroldrio B.1, a matriz L™ deve ser um polinomio em L que,

por sua vez, ¢ um polinomio em H. Portanto, L=! é um polinémio em H. Seja L™ =
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n—1

Zaka. Das relagoes Lb(0) = ep e Hle; = (i + j)We;,; (esta tiltima nos mostra que
k=0

HFey = kley), obtemos:

-1
ZBkek = b(O) = Zakaeo Zakk"ek
k=0

B
Dai segue que B, = aik! e, entao, ap = T Poratanto, L™! = Z Hk.

Afirmagao 3.5 b(t) = L7IE(t), ou seja, a matriz L™ transforma a base das poténcias

monomiais na base dos polinomios de Bernoulli.

Demonstracao: Das relagoes utilizadas para demonstrar a afirmacao anterior e mais
b(t) = P'(0), segue que:

b(t) = P'b(0) = P'L~"eg = L™ Pleg = L~ 1Zk'H’“e =L Ztke = L7E(1).
k=0

A seguir, demonstramos algumas propriedades bem conhecidas dos polinémios de
Bernoulli. Tais demonstracoes faremos apenas lancando mao da teoria matricial desen-

volvida até aqui.
Afirmagao 3.6 Bi(1 —t) = (—1)*By(t).

Demonstragao: Multiplicando a igualdade b(t) = L1£(t) por D(—1), nos dois lados,

obtemos:
D(—1)b(t) = D(—1)L'&(1).

Mas, LD(—1) = PD(—1)L = D(-1) = L=*PD(—1)L. Logo,
D(=1)b(t) = L' PD(-1)&(¢).

Agora, usando as igualdades D(—1)£(t) = &(—t), P&{(—t) = £(1 —t) e, novamente, b(t) =
L7YE(t), segue que:

D(—=1)b(t) = L' P&(—t) = L7H(1 —t) = b(1 — ).

Tomando a igualdade em cada coordenada, obtemos a relacao desejada.
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Observacao: Em particular, se tomarmos ¢t = 0, temos D(—1)b(0) = b(1) e, como
D(=1)"' = D(-1), b(0) = D(-1)b(1). Usando o fato que b(1) = Pb(0), obtemos
D(—1)Pb(0) = b(0), o que mostra que b(0), o vetor dos ntimeros de Bernoulli, é autovetor

da matriz D(—1)P, associado ao autovalor 1.

J
Afirmagdo 3.7 By(j+1)— By =k-» t*7' jeN.

=0
Demonstracao: Antes de provar esta igualdade, precisamos mostrar que I + HL = P
(H=PL?—L1:
Sabemos que L = P"'Le I-HL = P~'. Logo, [-HP~'L = P~'. Como P! é polinémio
em H HP~' = P7'H. Segueentaioque [-P'HL =P '= P-HL=1= P=I+HL.
Agora, usando também que b(t) = L7'E(t) e b(t + 1) = Pb(t), obtemos:
b(t+1)—=0b(t) = Pb(t)—b(t) = (P—1)b(t) = (P—-1)L71E(t) = (PL™'— L7Y)E(t) = HE(t).
A igualdade b(t + 1) — b(t) = HE(t), tomando t = 0,1,...,7, remete-nos ao seguinte

sistema.
(bG+1) — bG) = HEG)
b(j) — b(i—1) = HE(G—-1)

b2) — b(1) = HE()

[ (1) — b(0) = H{(0)
E, somando as equagoes, obtemos:
1
0 .
b(j+1)—b(0) = HEO) +EW)+.. +6G-D+GN =H | | . [+ +| 7 |]=
0 jn—l
j 0
0 j
;t 1>t
J t=0
H ;t = 2.y ¢!
: t=0

j . :
tn—l J
; (n—1)y "
t=0

Tomando a igualdade em cada _coordenada, obtém-se a relacao desejada.

3.2.1 Matriz de Bernoulli

Definigio 3.4 A matriz B(t):= ( b(t) Pblt) ... P"b(r) ) =
= () bt+1) ... b(t+n—1) ) ¢ amatriz de Bernoull
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Podemos relacionar a matriz de Bernoulli com a Matriz de Vandermonde W (t) ja
definida anteriormente.

Por termos b(t) = L7'¢(t) (£(t) = Lb(t)), concluimos que W (t) pode ser reescrita
como

W(t) = LB(t).

As matrizes F' (matriz companheira) e M do Capitulo 3 também podem ser reescritas
em termos de B(t):
(1) F:=W(t)"'PW(t) = B(t)"'L~'PLB(t) = B(t)"*PL™'LB(t) = B(t)"'PB(t);
(2) M:=W(t)""HW(t) = B(t)"'L~'HLB(t) = B(t)"'"HL™'LB(t) = B(t)"'HB(t).

Nas igualdades acima foi usado o fato que P e L~! comutam, pois ambas sao polinomios
em H.

Se definirmos Q := W (t)"'LW(t), fazendo um raciocinio andlogo, obtemos Q =
B(t)"'LB(t) e podemos observar também que
QM = B(t)"'LB(t)B(t)"'HB(t) = B(t)"'LHB(t) = B(t)""(P—I)B(t) = B(t)"'PB(t)—
B(t)"'B(t)=F — 1.

3.3 Polinomios de Bernstein

Definigcao 3.5 A matriz tal que

(;)tj(l — )", parai>=j.

0 , para as demazs.

[BE(t)]ij = {

¢ a matriz de Bernstein 2.

Afirmagao 3.8 B.(t) = PD(t)P~".

Demonstragao: PD(t)P~! = P7tP!D(t) P~
Pela Afirmagao 1.4, P!~ = P(1—t) = D(1-t)PD(1-t) ' e P'D(t)P™' = P(t)D(t) P! =
D(t)PD(t)"*D(t)P~' = D(t). Portanto,

2Sergei Natanovich Bernstein nasceu em 1880, na Ucrdnia, e morreu em 1968, na antiga Unido
Soviética. Suas principais areas de atuacao foram andlise numérica, na qual trabalhou com a teoria
de melhor aproximagao de fungoes e interpolacao, e probabilidade, a qual tentou axiomatizar, estudou
a lei dos grandes ntmeros e os processos de Markov. Também buscou aplicagoes da probabilidade a

genética
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(D(1 — ]P[D(1 — )] D(t) = bt y
(1 -ty
@ 0 0 v 10
NG t ;
: : 0 ..
(") () - GO T
0 (1 . t)O 0 0 tO 1
| Qa-vr Qa-e o
: : 0
o T E ) L (o TS I L R (i TO ) Lo
(o) (1 —1)°t° 0 o 0
_ (o) (1 = 1)2° ()1 =) :
: : ) 0
("SH@ =m0 (YA =i L (P (L = iyt

Definicao 3.6 As entradas [B.(t)];; := Bi(t) sao os polinomios de Bernstein.

Exemplo: Matriz de Bernstein 3 x 3:

1 0 0
B.(t) = 1—t t 0
(1—1)% 2t(1 —¢t) 2

Segue entao que os polindmios de Bernstein até o segundo grau sao:
By(t) = 1;

BA{(t) =1—t,BNt) = &

Bi(t) = (1 — )%, Bi(t) = 2t(1 — t), B3(t) = t*.

tn—l

tn—l
T

Tais polindmios sao muito 1teis no estudo das curvas de Bézier. Uma curva de Bézier

qualquer de grau n (B"(t)) tem sua trajetoria descrita por
B"(t) =) Bi()P:
i=0
em que P; sao os chamados pontos de controle.
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— Be0,1(t)

— Bed,1(t)
0.9 — Be2,0(t) 7
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061 |
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011 -
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Figura 3.3: Gréfico dos polindmios de Bernstein de primeiro e segundo graus no intervalo
[0, 1].

As curvas de Bézier foram, a principio, desenvolvidas para modelar as formas aerodina-
micas de automoveis modernos mas, hoje em dia, tém intimeras aplicagoes, principalmente
nos softwares de computagao grafica.

No capitulo 5, proporemos um algoritmo para computar curvas de Bézier usando a
identidade da Afirmacao 3.8. Este algoritmo usard também o que desenvolveremos no
capitulo 4, para acelerar o calculo das curvas.

Voltando aos polinomios de Bernstein, veremos que a definicao matricial dada a eles
nos permitirda demonstrar algumas interessantes propriedades.

Uma delas é a formula que os expressa como combinacao linear das poténcias mono-
miais.

i N
Afirmacao 3.9 Bj(t) = Z(—l)k_j(l) ( ) k.
k—=j k) \J

Demonstracao: Das defini¢oes 3.5 e 3.6, segue que:
Bi(t) = e/ Be(t)e; = e/ PD(t)P~'e; =

(=1)°=°() 0 . 0
— TPD(t) (_1)1:_0(0) (_1)1:_1(1) 0 e; =

(=01 (=) (=)
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= el PD(t)

Il

3
=N
I
<

I

~
=

|

=
=

J
N\
X .
~_
VR
.
~

T
Introduzimos agora o vetor e := ( 11 ...1 ) . Vé-se claramente que D(t)e =
§(1).
Uma relagao que dé os vetores £(t) em termos de B,(t) pode ser conseguida da seguinte
forma:

B.(t)Pe = PD(t)P™'Pe = PD(t)e = P&(t) = £(t +1).
Como £(1) = e, segue que:
Be(t)Pe = Be(t)PE(1) = Be(t)€(2) = £(t + 1) = Be(t)S(2).

A seguir, colocamos mais algumas propriedades dos polinomios de Bernstein.

Afirmacgao 3.10 Z B]i- (t) =1, ou seja, 0s polindmios de Bernstein de grau i constituem
=0
uma particao da unidade.

Demonstragao: Note que B.(t)Pe; = t/ Pe;, pois

0
t2(2) 0 0
B.(t)Pe; = PD(t)e; = tD@ tl@ o o= 0 | =wpe,
: : .. 0 t](;)
) £ G :
v

Esta relacdo nos conta que Pe; (a j-ésima coluna da matriz de Pascal) é autovetor de

B.(t) associado ao autovalor t/. Em particular, para j = 0:

1 1
Be(t)PG() = tOPGQ = Be(t) =
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Tomando a igualdade em cada coordena, obtém-se a relacao desejada.

Afirmagao 3.11 Bj(ct) = B,i(c)Bf(t) (propriedade de subdivisdo).
k=0

Demonstragao: B.(c)B.(t) = PD(c )P_IPD( YP~t = PD(c)D(t)P~! = PD(ct)P~!

Be(ct) = Be(ct) = Be(c)B.(t) = Bi(ct) ZBk )BE(t)
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Capitulo 4

Algoritmo de complexidade O(nlogn)
para resolucao de sistemas do tipo

Pascal simétrico

Nesta se¢ao exploraremos os artigos de Xiang, Linzhang e Jituan ([10] e [11]) que
propoe um algoritmo rapido (O(nlogn)) para resolugao de sistemas do tipo Pz = b, em

que P é a matriz de Pascal simétrica que possui as seguintes entradas:

[P]ij:<lﬂ>, i i=0,....n—1.

1

4.1 Sistema Pz =b

Sabemos, pela Afirmacao 1.4, que

Pl=P(-1)= gmg((—l)o, (—1v)1 ...,(—1)"‘1)1P -diag((—1)°, (=1)', ..., (=)™ h).

D(-1)

Assim,
Pr=be PPTr=besz=(PPY " bo2r=P P e
o= [D(-1)PD(-1)]'[D(=1)PD(-1)]b < = = D(—1)PT [D(-1)]> PD(-1)b <
1

= D(-1)PT"PD(-1)b.

Pela formula acima, notamos que se acharmos uma maneira rapida de avaliar o produto
D(=1)PTPD(—1)b, obteremos um algoritmo répido para o sistema Pz = b.

O primeiro passo nesta direcao sera provar o seguinte teorema:
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T
Teorema 4.1 P = diag(dy)Tdiag(dy), em que di = (0! ... (n=1) ) , dy =

1 0

11 1 T } 1

o T o) P om
L L L 1

(n=1)!  (n—=2)!" (n-=3)!

Demonstragao: diag(d,)Tdiag(ds) =

0! y i
| i
1 1 1 1
(n—1)! - (m-2)! ol (n—1)
0! S
_ 1! 1'10' 0!11! -
1 1 1
(n—1)! (=Dl (n—2) " 0l(n—1)!
0! 0
0'0! (0)
1! 1 1 1
_ 1'_0' W _ (0) (1) _p
(n—1)! (n—1)! (n—1)! n—1 n—1 n—1
(n—=1)10"  (n—2)11 " 0l(n—-1)! ( 0 ) ( 1 ) T (n—l)

Com esta nova relacao envolvendo a matriz de Pascal podemos reescrever a solugao

do sistema Px = b como
x = D(—1)PT"PD(—1)b = D(—1)(diad(d,)Tdiag(ds))" (diag(d,)Tdiag(dy))D(—1)b =
= D(—l)(diag(d2))TTT(di@g(dl))Tdiag(dl)Tdmg(dz)D(—1)b
= 2 = D(—1)diag(dy)T" (diag(d,))*Tdiag(ds) D(—1)b.

Como produto matriz-vetor envolvendo matriz-diagonal pode ser rapidamente com-
putado (em n operagdes) basta acharmos uma estratégia para computar o produto matriz-

vetor envolvendo 7' e T7. E disto que trata a préxima secao.

4.2 Produtos envolvendo matrizes de Toeplitz

Para chegarmos a um algoritmo rapido para avaliar produtos matriz-vetor envolvendo
matrizes de Toeplitz, que serao definidas mais adiante, precisaremos estudar primeira-

mente as matrizes denominadas circulantes.
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Definicao 4.1 Uma matriz H,(h) € R"*" € dita circulante se possui a sequinte estrutura:
Hah) = (b Ruh R2h ... Ry7'h ),

em que

Rn:<€1 €y ... €Ep_1 60): 0

(matriz de permutagdo).

T
Exemplo: h = ( 1 2 3 ) = H3(h) =

w N =

2
1
2

_ W W

No que segue, mostraremos que toda matriz circulante ¢ similar a uma matriz diagonal

por uma mudanca de base determinada por

1 1 1 1
- 1wy w? wrt
1 wn—l g("—l) g"_1)2
2T 2T
(denominada matriz de Fourier), em que w, = cos— + isen—.
n n

T
Lema 4.1 Seja h = ( ho hi... hn ) € R". Entio H,(h) = hol + R, + ...+
hn_le_l.

Demonstragao: Primeiramente, introduzimos a seguinte notagao: se j = k(modn), entao

k = (j)n. Note que R,, = ( ey €@ - Elnin ) e,parajtalque 0 < j <n—1, R =
( €Ghn €litln - Elitn—1)n ) Entao, (hol+hi1Rn+.. . +h,_ 1R )e; = hoej+hi Ryej+
ho
cocthn Ry = hoegy, e, A hni€in), = ( € -+ E(tn—1)n )
b1
RIh = H,(h)e;. Logo, a j-ésima coluna de hol + ...+ h,_1R"™! é igual & j-ésima coluna
de H,(h), 0 < j<n—1,ouseja, hol +...+ h, R = H,(h).

Lema 4.2 F,R, = D, F,, em que D, = diag(1,wy,...,w" ).

n
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Demonstragao: [F,R,]i; = [F.(k, )] [ra(:,7)] = ( 1wk w2 R )ej+1 =

1 1
k(j+1) k, kj kT w% k, \T wﬁ; T .
Wn = wnwnj = wnek . = (wnek) . = [Dn(k7)] [Fn(7j)] =
gn—l)j Wr(zn_l)J

(D Fo ks

Teorema 4.2 H,(h) = F;*diag(F,h)F,.

Demonstragao: Seja D,, = diag(1,w,...,w"'). Pelo Lema 4.2, temos que F,R,F;' =

n—1 n—1
D,.. Entao, pelo lema 4.1, F,H,(h)F;' = F, <Z hkRZ> F1 = thFnRZFn_l =
k=0 k=0

n—1

n—1
S R R F ) = S IDE = 60, e a0 ) — o b s 6t g1
k=0 k=0

claro que p(D,,) é diagonal, pois é soma e produto de matrizes diagonais. Além disso,

[p(D)]er = p(WF) = ho + hw® + ... + hy_ WY = [E,h];. Portanto, F,H,(h)F;' =
diag(F,h) e, entao, H,(h) = F *diag(F,h)F,.

A igualdade que acabamos de demonstrar é ttil para efetuar o produto matriz-vetor
envolvendo matrizes circulantes, devido a rapidez do algoritmo de Cooley-Tukey para
efetuar produtos envolvendo matrizes de Fourier.

Tal algoritmo é conhecido como transformada rdpida de Fourier (FFT - fast Fourier
transfrom) e permite efetuar F,x, © € R", em O(nlogn) operagoes. A riqueza deste
algoritmo é tao grande que separamos um apéndice (Apéndice D) para melhor exploré-la.

Dado x € R" e H,(h) € R"" uma matriz circulante, calculamos H,,(h)x da seguinte
forma

x «— F,x via FFT, O(nlogn) operagoes
b« F,h via FFT, O(nlogn) operagoes
x «— diag(b)xz, O(n) operagoes
x « F. 'z via IFFT, O(nlogn) operacdes
Observacao: IFFT é a transformada rapida de Fourier inversa, que também tem custo

O(nlogn) para ser efetuada.

Definigao 4.2 Uma matriz n x n T(a) = (ty;) € dita de Toeplitz se existe um vetor

T
a:<a_n+1 ... a1 Qap ap ... CLn_1> talque[T]jk:ak_j,Vk,j:(),...,n—l.
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Observacao: Em outras palavras, a definicao acima quer dizer que T é constante ao
longo de suas diagonais.
Por exemplo, se a = ( G_9 G_1 Gy ap Qs ) teremos a matriz de Toeplitz 3 X 3

associada
Qo ay Qs

T@) =1\ a1 a o
a_s a_q ag
Para avaliar produtos de matrizes de Toeplitz por vetores, é comum o uso da técnica
que descreveremos a seguir.
Dada uma matriz de Toeplitz T' € R"*", construimos uma matriz circulante Cr €
RCr=Dx2n=1) ta] que T = C7p(0 : n — 1,0 : n — 1). Por exemplo, se T é como acima,

obtemos
Qo ay a9 a_o2 QA_q

a_1 Qo aq a9 a_9
CT = a_9 Q_1 Qo ap ag

a9 a_9 aA_1 Qo aq

aq a9 a_o2 Q_q Qo
De maneira geral, dada uma matriz de Toeplitz T'(a), construimos a matriz circulante
a(0:—n+1)
aln—1:1)

de permutacao definida na secio anterior. E claro que Cp(0:n—1,0:n — 1) = T(a).

Cr = ( ¢ Rnpc ...R™ ¢ ) = H,(c), em que ¢ = ( ) e R,,¢é a matriz

Agora, para efetuarmos o produto matriz-vetor Tz, em que T' € R™*" é de Toeplitz e
x = ( To X1 ... Ty )T, definimos C como acabamos de fazer e T = ( To ... Tp_1
e efetuamos z = CrZ pelo algoritmo apresentado anteriormente (efetuando duas FFT’s,
uma [FFT e um produto diagonal-vetor).

Uma vez calculado z é facil ver que

Tx=2z(0:n-1).

4.2.1 Algoritmo

No que se segue, apresentamos um algoritmo em MATLAB que efetua o produto T'x

em que T é de Toeplitz, conforme apresentado na secao anterior.

function y = FastToep(T,v)

n = length(T);
v = [v’,zeros(n-1,1)’]";
d =T(,1);

dl = T(1,n:-1:2);
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d = [d,d1]’;
z=ifft (f£t(d) . xfft(v));
y = z(1:n);

4.3 Aplicacao ao sistema Pascal simétrico
Conforme mostramos na secao 4.1, o problema Pz = b é solucionado por
r = D(—1)diag(dy)T" diag(d,)*Tdiag(ds)D(—1)b,

em que 7' é a matriz de Toeplitz obtida no Teorema 4.1.
A seguir, apresentamos um algoritmo que calcula z aproveitando as estruturas das

matrizes diagonais e de Toeplitz e utilizando o algoritmo que acabamos de expor:

function x = FastalgPascal(b)
n = length(b);
x=b;
for i=2:2:n
x(i) = -x(1);
end
d(1) = 1;
for i=1:n-1

d(i+1) = d(i)*i;

end

d=d’;

x = x./d;
t1 = 1./d;

t2 = [1,zeros(1,n-1)]7;
T = toeplitz(tl,t2);
FastToep(T,x);

x= (d.”2).*x;

T=T’;

X

x=FastToep(T,x);
x=x./d;
for i=2:2:n

x(1) = -x(i);

end

42



4.4 Aplicacoes a outras situacoes

Nas se¢oOes anteriores, estudamos varias técnicas de Algebra Linear com o objetivo de
resolver sistemas lineares envolvendo a matriz de Pascal simétrica. Mas é facil ver que
pequenas modificagoes no algoritmo que acabamos de apresentar podem resolver outros

problemas com a mesma complexidade:

e Sistemas envolvendo a matriz de Pascal triangular inferior: Pelas decom-
posicoes anteriores da matriz de Pascal P, sabemos que a solugao do sistema Px = b
é

x = D(—1)diag(dy)Tdiag(ds) D(—1)b,
em que D(—1) = diag((—1)°, (=1)!,..., (=1)"1) e diag(d,), diag(dy) e T sdo as matrizes
descritas no Teorema 4.1.
Como podemos efetuar o produto matriz de Toeplitz-vetor em O(nlogn) operagoes, con-

forme descrito na segao 4.2, podemos resolver o sistema acima em O(nlogn) operagoes.

e Produtos matriz-vetor com matrizes de Pascal: Para efetuarmos os produtos

Pz e Px em O(nlogn) operagoes basta, novamente usarmos as decomposigoes anteriores:

Pz = diag(d,)T'diag(dy)x, Px = PPTa = diag(dy)Tdiag(ds)*T " diag(dy)x.

4.5 Analise de condicionamento

Através de uma decomposicao da matriz de Pascal triangular inferior envolvendo ma-
trizes de Toeplitz e diagonais (veja Teorema 4.1) conseguimos, nas se¢oes passadas, de-
senvolver algoritmos que resolvam problemas envolvendo matrizes de Pascal em O(nlogn)
operacoes.

Estes algoritmos, porém, sao muito imprecisos. Considere, por exemplo, o problema

de resolver o sistema linear Px = b em que

11 1 1 4
. 12 3 4 10
P - s b =

1 3 6 10 20

1 4 10 20 35

T
A solucao exata para o problema é z* = ( 1 1 11 ) , enquanto a obtida pelo algo-

ritmo apresentado na secao 4.3 foi

T
(1.00000000000001 0.99999999999998 1.00000000000002 0.99999999999999) )
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o que ¢ inaceitavel para um sistema tao pequeno.
Isso se deve ao fato dos vetores d;, dy e da matriz T do Teorema 4.1 possuirem entradas
de magnitudes muito diferentes.

Em termos de nimero de condicionamento temos, por exemplo, que

ko(diag(dy)) = ||diag(dy)||2||diag(dy) 1||2 = \/)\max (diag(dy)? \/)\max ((diag(dy)~1)?) =

DRV —

pois os autovalores de diag(d;)? sao (1!)%, (2!)?,

1 1 1
(n—1)12° (n—2)12> " "> 1I*

Observamos que nao é necessario n ser um nimero grande para termos rks(diag(d;)) =

n—l

., (n—1)!% e os autovalores de (diag(d;)™*)?

sao

(n — 1)! ser grande.

Além disso, as entradas do tipo 1 <k <n—1, sao interpretadas como zero pelo

1
Kl
computador, conforme n cresce, o que acarreta em imprecisoes nas operacoes feitas.
Visando corrigir este problema, apresentaremos, na préxima se¢ao, uma decomposi¢ao
da matriz de Pascal muito similar a do Teorema 4.1, diferindo apenas por um escalamento

nas entradas das matrizes envolvidas.

4.6 Pré-Condicionamento de P

Teorema 4.3 Vt # 0 P = diag(d,(t))T(t)diag(ds(t)), em que

aw= (o 1)

t tn—l
1t =t \T
dy(t) = = =
2(1) <0' 1! (n—1) )
e
1 0
< 1
2
= § 1
tnfl tn72 tn73 1
(n—=1)!  (n—=2)! (n—-3)!
Demonstracao
diag(dy (1)) T'(t)diag(dx(t)) =
0! 3 w
1 t 1 t
t 1! o! 1 -
(n_l)[ ¢n—1 ¢n—2 i ¢n—1
tn—1 (n=1)! (n—=2)t " 0 (n—1)!
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oo
1 t t
_ T 10! or! o
(n_l)[ 1 tn—1 n—1
tn—1 (n—1)100  (n—2)11! """ OY(n—1)!
Ot 0
o0 (o)
1! 1! 1 1
o om 6 O
= " . ol = P.
(n—1)! (n—1)! (n—1)! (n—l) (n—l) (n—l)
(n—DI0!  (m—2)11 " 0l(n—1)! 0 1 o \n-1

No que segue, buscaremos o parametro t > 1 de modo que as entradas das matrizes

dy(t) e T'(t), que sdo da forma

sejam as mais proximas possiveis, em grandeza. Ou seja, queremos t tal que o quociente
do maximo de f(m) pelo minimo de f(m) seja o menor possivel.
Observe que uma escolha de t tal que 0 < t < 1 agravaria o fato das entradas das

matrizes serem muito préximas de zero. Por isso, buscamos ¢ > 1.

Definicao 4.3 Dado o € R,
(i) o chio de a € dado por |a] = max{n € Z:n < a},
(ii) o teto de o € dado por [a] = min{n € Z:n >

Lema 4.3 (i) f(m) = —; ¢ ndo decrescente para m tal que m < [t] <t.
m!

(ii) f(m) € nao crescente para m tal que t < [t] < m.

Demonstracao:
. tm—1 m ™! tm '
i) fm—-1)= m—1) = mm—1) S me(m),pmsmét.
tm 1 tm tm+1
(ii) f(m) = _ﬂ—>7|:f(m+1),poism+l>t.

“ml om+1m! T (m+1)

Baseado neste lema e separando o problema em casos, buscaremos o melhor valor para
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Caso l: t =>n—1.
Pelo Lema 4.3, temos que f(m) é nao decrescente e, portanto,
tn—l fmam tn—l
min — O:L mazr — —1)= = = .

Logo, neste caso, devemos selecionar t =n — 1.

Caso 2: 1 <t<n—1.

Se m é tal que 0 < m < t, entao, pelo lema,
] Frmaz 1t

T o (DT

fmin = f(l) = 1vfma:c = f('_tJ) =

E no caso em que t < m < n — 1, temos

tn—l t'ﬂ fma:c
fmin = f(n—1) = Mafmax = f([t]) = (TeN! = Fonin -
_ 1)
(e
£lt) t(n —1)!

No que segue, denotaremos f;(t) = . O préximo teorema

7 € L2(8) = — et
| ([t et (feE
nos fornece um resultado importante que fard com que procuremos o parametro ¢ apenas

no intervalo [1,n — 1].

tt]
Teorema 4.4 (i) fi(t) = T ¢ crescente, para t > 0;

|!

Mt (n —1)!
(ii) fa(t) = ﬁ ¢ nao crescente, para t > 0.
Além disso, f1(t) € continua e fo(t) é descontinua apenas nos inteiros.
Demonstracgao:
(i) Observamos que parat € (k,k+1),k=1,...,n—2, a fungao é diferencidvel, pois se

) (k—=1)!

fi(t) é crescente em cada intervalo do tipo acima.

ot o od ! :
trata do polindmio o Além disto, 7 = ——— >0, pois t > 0. Portanto,

Um rapido cédlculo nos mostra que essa funcao é continua nos pontos inteiros do

dominio:
9 ! Kk Kk
i _ _ _
e 8] ek (k=10 (E—D!  k(k—1)
B S e A ¥ e =S AT
Logo,
li li L K
tl_r)%fl(t) = tl_)mkw == fi(k).

Isto termina a demonstracao de (i).
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tMtl(n —1)!

(ii) Se t € (n —2,n — 1], afirmamos que e = 1. De fato,
=1 " (n—-1) _ .
[tlen=t  (n— 1)kt T
Agora, set € (k,k+ 1), k=1,...,n— 3, temos que
tn =1 " n-1)!  (n—1)

1
[t (k+ Dt (k4 1)gnk2

que é diferencidvel, pois é uma funcao racional com denominador diferente de zero.
Além disto,

d (n—1)! (=D e
dt ((k+1)!tn—k—2) = (k+1)@t (n—k=2) —

=Dt L

(h+ 1) — D ynk-1
—_—— <0 ~——
>0 >0

Portanto, fs(t) é decrescente em cada sub-intervalo da forma acima.

Agora vamos provar que fo(t) é descontinua nos inteiros, mas que os pulos de de-

scontinuidade sao decrescentes:

=1l =1 k=1

e T B S A1 I ¥ SN
thtl(n —1 thtl(n — 1))
e lim (n ) = lim L =

t—kt [ﬂ‘t" 1 t—k+ (k+ 1)ln—1 a

k*(n —1)! ko Kf(n—1!  kFf(n—1)!

TR DT k1 kRl ke

<1
thtl(n — 1))
T ot L
t—k— t—l !tn_l

Portanto,

lim fg(t) > thrlg fg(t),

t—k—

ou seja, os pulos de descontinuidade sao decrescentes.

Lema 4.4 n" > (n!)?, paran € N tal que n > 1.

Demonstracao: Serd feita por inducao em n.

Para n=1 é obviamente valido pois
' = (1)
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Suponha vélido para n — 1, ou seja,

(n—1)"" > ((n—1H*

N 1
Entao n® = nn™ ! > nn —1)""t>n((n -2 =n <£> =—m?>n)?2=n">

(n!)2.

|
Coroldrio 4.1 O parametro t procurado estd no intervalo [1,n — 1].
max —1 -l
Demonstracao: Para t > n — 1, sabemos que min J = (n ) .
(n _ 1)n—1
Mas SCES filn —1) = fi(t),Vt € [1,n — 1], pelo Teorema 4.4.
n—1)!
L (n—1)! .
Além disso, NCE > (n—1)! = fo(1) = fo(t),Vt € [1,n — 1], em que a primeira
n—1)!
desigualdade decorre do Lema 4.4 e a segunda decorre do Teorema 4.4.
|

Conforme vimos, dependendo do valor de ¢t em [1,n—1], os inteiros m (0 < m < n—1)

fmaw

podem cair em qualquer um dos dois sub-casos analisados no caso 2 e o quociente 7
min

pode ser tanto fi(t) quanto fo(t).

Portanto, procuraremos t tal que o infimo do méximo entre f;(t) e f2(t) seja atingido,

=g (inf (mae (L T, |

Por causa do Teorema 4.4, é facil ver que, caso exista t € [1,n—1] tal que f1(t) = fa(?)

ou seja

este é o t procurado.
De fato,

o te[Lt]= fit) < filt) = fo(t) < fo(t) = maz(f1(1), fo(1)) = fo(t) > fo();

o te[tn—1]= fo(t) < fod) = f(f) < fot) = maz(fi(t), f2(1) = fi(t) > f1(F)

A figura 4.1 ilustra o que acabamos de analisar:

Analisemos algumas propriedades envolvendo f; e fs:

L A1) =1, fo(1) = (n = Dl = f1(1) < f2(1);

(n—1)"1!

e A -1 = 1= fila— 1) > fn - 1)

2. filn—1) =
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4.5

3.5

25

N
T

Figura 4.1: Gréfico das fungoes fi e fo para n = 4 com o ponto de interse¢ao destacado

(onde o infimo do méximo entre as fungoes é atingido).

Observamos que, caso ambas as fungoes fossem continuas, a intersecao entre os graficos
procurada existiria em decorréncia do teorema do valor intermediario do calculo elementar.
Mas, conforme vimos no Teorema 4.4, f; é descontinua nos inteiros.

Este problema nos inteiros fard com que busquemos ¢ em intervalos da forma (k, k+1).

n—2 (n _ 1)'

L 45 te(kk+1)=1t= .
—ema (k,k+1) kit 1

Demonstragao: t é tal que fi(t) = f(t). Como t € (k, k + 1), temos que

T (n —1)! IR S S (b )]
KL (k4 Dt 7 (n—1)!  ¢n2 B k+1 -
|
Teorema 4.5 t € (k,k+1) = k=] "7/(n—1)!].
. . ) — 1)
Pelo lema anterior, se t é tal que k < t < k+ 1 entdo t" 2 = % Logo, como t"72 ¢
crescente ( y
n—1)!
< 2 < (B+ )"
Fr1 kD

Mas isto implica que
n—1D)!'<k+D"" ¢ (n—D!'>(k+1DE" 2>k
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Portanto,
k = maz{m € Njm"™' < (n — 1)1} = maz{m € Njm < "/(n —1)!}
— Y0l
|

Vamos calcular o ¢t é6timo para alguns valores de n. Quando n = 2, o valor de ¢
procurado é 1. Quando n = 3, fi(1) =1, fo(1) = 2, fo(1") = 1. Logo, o valor 6timo é
1. Observe que, neste caso, fa(1) > fi1(1) > fo(17). Quando n =4, fi(1) =1, fo(1) =6,
f2(17) =35 f1(2) =2, f2(2) = 1.5, f2(27) = 1. Logo, o valor 6timo de ¢ satisfaz

isto é, t = V3.
Serd que existem outros inteiros n, n > 4, tais que, para algum 1 < k < n — 2,

fa(k) > fi(k) > fo(k*)? Note que isso acontece se, e somente se,

EFtim — 1) kK kF(n—1)!

AR A R QA VA

(k+ 1D Er—1t = k! = kgt
ou seja,

< (n—D0 ek +k"2> (n— 1)

Observe que, se k > (n — 1)/2, entao

n—1

(n—1)""
5 :

2n—1

kn—l Z ( )n—l

Mas, pelo Lema 4.4,
(=1 (=12
on—1 — on—1 :
Como, para n > 3, 2"~! < (n — 1)!, conclui-se que k"' > (n — 1)!.

Logo, se k satisfizer a desigualdade acima, k < (n —1)/2.

Por outro lado, k deve ser maior que (n — 1)/e, porque

n—1 e
(——

)L+

—1
Ly Ly ] <
(&

n—1

n—1

< /2m(n—1)( < (n—1)),

(&

pela desigualdade de Stirling.
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Assim, se existe inteiro n, n > 4, tal que k"' < (n — 1)l e k"1 + k"2 > (n — 1)!, para
algum inteiro k, 1 < k < n — 2, entao

n—1 n—1
<k<
2

Calculamos em MATLAB os valores de n entre 5 e 10000 para os quais existia algum
k tal que fo(k) > fi(k) > fo(k™). Os valores encontrados estao na Tabela 4.1.

n k
14 6
38 15
73 28
526 | 195
3170 | 1168
5907 | 2175
7035 | 2590
7533 | 3194
7536 | 3401

Tabela 4.1: k"' < (n—Dle k" 1+ k"2 > (n—1)!

Para cada valor de n na tabela, o valor 6timo para t é o valor respectivo de k.

Para os outros valores de n, 5 < n < 10000, o valor étimo ¢ dado por
i«: n—2 (n - 1)!
V. k+1
em que k= | "/(n—1!].

Segue abaixo o cdédigo em MATLAB que foi usado para fazer tais testes:

pares=[];
x=1:4;

for n=5:10000
x=[x n];
kO=floor(n/exp(1));
ki=floor(n/2);
for k=k0:kl
y=k./x;
w=prod(y);
z=(1+1/k) *w;
if w<=1& z>=1
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pares=[pares;n k];
end
end

end

Vamos ilustrar a melhora alcan¢ada com o scaling proposto fazendo o produto Pz (em
que P é a matriz de Pascal triangular inferior) através de dois algoritmos: um efetuando

o produto através da decomposicao simples apresentada no Teorema 4.1 e o outro com a

n—2 (TL B 1)'

decomposicao escalada com o parametro o = k+1fOs®&g&®cMamn®%%

algoritmos seguem abaixo:

function f = produto_direto_pascal(x)
n= length(x);

d(1)=1;

for i= 1:n-1

d(i+1) = d(i)*i;

end

d=d’;
x=x./d;

t1 = 1./d;

t2 = [1,zeros(1,n-1)]17;
T =toeplitz(tl,t2);

X

f

FastToep(T,x);

d.*x;

function f = produto_direto_pascal_escalado(x)
n= length(x);
s=1:n-1;
r=s.”(1/(n-1));
alpha=prod(r) ;
k=floor (alpha);
alpha=alphax(alpha/(k+1))~(1/(n-2));
d(1) = 1;
beta=1/alpha;
for i= 1:n-1
d(i+1) = d(i)*ixbeta;

end
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d=d’;

x=x./d;

t1 = 1./4d;

t2 = [1,zeros(1,n-1)]17;
T =toeplitz(tl,t2);

x = FastToep(T,x);

d.*x;

Os vetores-teste foram z = ones(n,1). Chamamos de y; o vetor calculado pelo

primeiro algoritmo (sem escalamento) e ys o vetor calculado pelo segundo. A seguir

apresentamos uma tabela com os erros || Pz — y1]|2 e ||Px — yalo-

Tabela 4.2: Comparacao dos erros entre os dois algoritmos.

n | [Pz —uyill2 | [[Pz—yall
10 | 9.6800e-011 | 2.4315e-013
20 2.3635 | 2.3850e-010
30 | 1.5544e+4015 | 1.3202e-007
40 | 2.7212e4030 | 2.1982e-004
50 | 6.3665e+045 0.3190
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Capitulo 5

Curvas de Bézier: aplicacao da

matriz de Pascal

As curvas de Bézier sao ferramentas muito usadas por quem trabalha na drea de CAD
(computer aided design). Através delas podem ser projetadas, com bastante versatilidade,
formas aerodinamicas de carros e navios, por exemplo.

Estas curvas foram desenvolvidas, no inicio da década de 60, por dois franceses: Pierre
Bézier (engenheiro, trabalhava para a Renault) e Paul de Casteljau (matemaético e fisico,
trabalhava para a Citroén). N&ao houve colaboracao entre os dois, pois as companhias
mantinham sigilo sobre os trabalhos desenvolvidos.

Tratam-se de curvas definidas a partir de pontos Py, P, ..., P, € R? (ou R?) chamados
de pontos de controle. A poligonal PyP; ... P, é chamada de poligono de controle.

Bézier definiu a curva B,,(t), que futuramente levaria seu nome, pela equagao paramétrica
B.(t)=Y _PB!(t),  te[0,1],
i=0

em que BI'(t) = (7)t/(1 —t)"~" s@o os polindmios de Bernstein, jé estudados no Capitulo
3. Em [4], de autoria do préprio Bézier, pode ser visto como ele chegou a tal formulagao.
Apesar de levarem o nome de Bézier, o processo mais utilizado para construir as curvas

B, (t) é o algoritmo de Casteljau, que serd discutido na préxima segao.

5.1 Algoritmo de Casteljau

Explicaremos o processo de construcao de curvas de Bézier, através do algoritmo de
Casteljau, com 4 pontos, para facilitar o entendimento. Observamos que o caso geral é
totalmente andlogo.

Dados Py, Py, P, P3 € R? (ou R3), para cada t, defina os pontos
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P
pY
P

(1—t)Py +tP,
(1 —=t)P, + tP,
(1 —=t)P, + tPs,

que estao sobre os segmentos Py Py, PP, e P,Ps, respectivamente:

Pod" “.P:}
Figura 5.1: Construgao dos pontos Po(l), Pl(l) e P2(1).

Da mesma forma, defina

P M
LT P
A LR « PO
o" ," Pl ---.:\P2
-
l'l' ‘Q
e, -
Do, *p @
PO “" PU ~‘s
" MR
PO" s.P3

Figura 5.2: Construgao dos pontos PO(Q) e Pl(z).

Por fim, defina

]
PP ,
."':ﬂ"'--.'_. --------- .
SO T~
R IR P1( e T . s P2(1)
" '¢ . - - \§
1' P 'é * .
P W PO () .
0"‘ 0 N
P, K
Od' ‘.P:}

Figura 5.3: Construgao do ponto PO(3 .
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5.1.1 Custo Computacional

Baseado no processo que acabamos de descrever, podemos generalizar a construcao
para n + 1 pontos Py, P, ..., P,, dividindo-a em etapas e calculando o custo computa-

cional, em nimero de operagoes:

e Etapa 1: Calculo dos pontos Po(l), . .,P,Sl_)lz 1 subtragao, 1 adigao e 2 produtos por
escalar para cada coordenada de cada ponto = 4 operagoes elementares para cada coor-
denada de cada ponto = 8 operagoes para cada ponto = 8(n—1) operagoes para obtengao

dos pontos.
e Etapa k, 1 < k < n: cédlculo dos pontos Po(k), ce Prik_)k: 8(n — k) operagoes.

Somando o custo computacional em cada etapa, temos que o custo total é

-1
8(n—1)+8(n—2)—|—...+8-2+8-1:8((n—1)+(n—2)+...+2+1):8%:
4n? — 4n =~ O(n?) operagoes elementares.

5.1.2 Algoritmo

Abaixo, exibimos um coédigo em MATLAB que computa curvas de Bézier. O dado
de entrada é uma matriz cuja primeira coluna sao as abcissas dos pontos de controle e a

segunda coluna sao as ordenadas.

function f=cast(A)

[a,bl=size(A);
t=linspace(0,1,50);
n=length(t);

for i = 1:a
b1(i,1)=A(1i,1);

end

for j=1:n
for r = 2:a
for i = 1l:a-r+1
bi(i,r) = (1-t(j))*b1(i,r-1) + t(j)*b1(i+l,r-1);
end

end
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x(j)=b1(1,a);

end

for i=1:a
b2(i,1)=A(1,2);

end

for j=1:n
for r=2:a
for i = 1l:a-r+1
b2(i,r) = (1-t(j))*b2(i,r-1) + t(j)*b2(i+1,r-1);
end
end
y(j)=b2(1,a);

end

5.2 Algoritmo envolvendo a matriz de Pascal

Pelo que acabamos de descrever, o custo do algoritmo de Casteljau para computar uma
curva de Bézier definida a partir dos pontos de controle Py, Py, ..., P, é O(n?) operacoes,
para cada t. Através da teoria que desenvolvemos neste trabalho podemos reduzir a
complexidade do célculo das curvas para O(nlogn), como segue.

Sabemos que as equagoes paramétricas para a curva de Bézier definida por P; = (z;,v;),

0 <1< nsao . .
o(t) =Y B ()i, y(t) =Y Bl (.
Usando a matriz de Bernsteirll_z?e(t) definida na ZS_eogéo 3.3, obtemos
w(t) = e, Be(t) @, y(t) = e, Be(t)

T T
— —
emquex:<x0 Ty ... ,’L‘n> ey:<y0 Yy ... yn>
Pela Afirmacao 3.8

z(t) = el PDt)P'T, y(t) = eI PD(t)P~ 'y
e, pela Afirmacao 1.4,
x(t) = eI PD(t)D(—1)PD(-1)Z, y(t) = el PD(t)D(—-1)PD(-1)Y .

Portanto, para cada t € [0, 1], z(t) e y(t) podem ser computadas através de 3 produtos
matriz-vetor por matrizes diagonais e 2 produtos matriz-vetor pela matriz de Pascal, que

podem ser feitos em O(nlogn) operagoes.
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5.2.1 Algoritmos

Abaixo, colocamos os codigos para computar curvas de Bézier usando o que descreve-

mos na ultima se¢ao.

function f = curva_bezier(A)
[a,b] = size(A);

ma=50;

t =linspace(0,1,ma);

n = a;

calculo_bezier(t,A(:,1),n);

X

y

calculo_bezier(t,A(:,2),n);

r=1:n-1;
s=wrev(r);
g=s./r;

g=[1 ql;
pa=cumprod(q) ;
p=pa’;

X=X*D;

y=y*p;

function f = calculo_bezier(t,x,n)
for i=2:2:n
x(1) = -x(i);
end
x = produto_direto_pascal_escalado(x);
for i=2:2:n
x(1) = -x(i);
end
ma=length(t);
s=0:n-1,;
v=zeros (ma,n) ;
for i=1l:ma
v(i,:)=t(i). s;

v(i,:) = v(i,:).*x’;
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end

f=v;

Observacoes: e As linhas de 9 a 14 do primeiro cédigo constroem, de maneira rapida,
a ultima linha da matriz de Pascal (el P), que depois serd multiplicada pelo produto
D(t)D(—1)PD(—1), que programamos separadamente, chamando-o de “calculo-bezier”.
e O programa “calculo-bezier” efetua, para todo ¢, o produto D(t)D(—1)PD(—1) de uma

vez s6, tornando a computacao destes dados mais eficiente.

5.3 Exemplos e comparacoes

Nesta secao, colocaremos exemplos bem simples de curvas de Bézier e discutiremos
como cada um dos algoritmos listados nas segoes anteriores (de Casteljau e o que envolve
a matriz de Pascal) se comportaram.

Em cada exemplo, calcularemos os valores de B, (t) na malha uniforme de 51 pontos
do intervalo [0,1] (em MATLAB, ¢t = linspace(0,1,50)). Os pontos de controle serdo
geradas por uma matriz randomica n x 2 (em MATLAB, A = rand(n,2)). t; e ty sdo
vetores que mostram o tempo de computacao (dado pela funcao etime do MATLAB) em
10 testes de cada um dos algoritmos, Casteljau e com matriz de Pascal, respectivamente.
Apos todos estes dados em cada teste, exibiremos a plotagem dos resultados dados por

cada algoritmo.

5.3.1 n=10

A =
0.4966 0.7271
0.8998 0.3093
0.8216 0.8385
0.6449 0.5681
0.8180 0.3704
0.6602 0.7027
0.3420 0.5466
0.2897 0.4449
0.3412 0.6946
0.5341 0.6213
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t1

t2

0.0026 0.0189

0.0015 0.0055

0.0014 0.0056

0.0014 0.0057

0.0020 0.0057

0.0014 0.0060

0.0014 0.0061

0.0014 0.0058

0.0017 0.0055

0.0014 0.0055
072} 072} i
0.66 0.66 E
0.62 0.62 4
06f 0.6 E
056 _ 0561 i

Figura 5.4: Curva gerada pelo algoritmo

de Casteljau
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Figura 5.5: Curva gerada pelo algoritmo

com a matriz de Pascal
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5.3.2

ct

P O O O O O O O O O O O O O O O o o o o o

n=20

. 7948
.9568
.5226
.8801
.1730
.9797
.2714
.2523
.8757
L7373
.1365
.0118
.8939
.1991
.2987
.6614
.2844
.4692
.0648
.9883

.0055
.0045
.0045
.0045
.0045
.0045
.0045
.0046
.0045
.0045

O O O O O O O o o o

O O O O O O O O O O O O O O o o o o o o

.5828
.4235
.5155
.3340
.4329
.2259
.5798
. 7604
.5298
.6405
.2091
.3798
. 7833
.6808
.4611
.5678
. 7942
.0592
.6029
.0503

t2

O O O O O O O o o o

.0114
.0064
.0068
.0066
.0074
.0069
.0066
.0065
.0065
.0065
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0.7

0.6

05

0.4

03

0.2

0.1

Figura 5.6: Curva gerada pelo algoritmo

de Casteljau

5.3.3 n=30

A =

O O O O O O O O O O O O O O O o o o o o

.9501
.2311
.6068
.4860
.8913
. 7621
.4565
.0185
.8214
L4447
.6154
.7919
.9218
. 7382
.1763
.4057
.93556
.9169
.4103
.8936

O O O O O O O O O O O O O O o o o o o o

.0153
. 7468
.4451
.9318
.4660
.4186
.8462
.52562
.2026
.6721
.8381
.0196
.6813
.3795
.8318
.5028
.7095
.4289
.3046
.1897
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0.6

0.5

0.4r

031

0.2

0.1

Figura 5.7: Curva gerada pelo algoritmo

com a matriz de Pascal



0.0579 0.1934
0.3529 0.6822
0.8132 0.3028
0.0099 0.5417
0.1389 0.1509
0.2028 0.6979
0.1987 0.3784
0.6038 0.8600
0.2722 0.8537
0.1988 0.5936
t2 =
tl =
0.0184
0.0185
0.0083
0.0097
0.0082
0.0091
0.0080
0.0091
0.0077
0.0091
0.0077
0.0093
0.0077
0.0092
0.0080
0.0090
0.0078
0.0092
0.0077
0.0090

0.8

0.7 7

0.6 4

0.4 7

0.3 4

0.2 7

01 7

Figura 5.8: Curva gerada pelo algoritmo

de Casteljau
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0.8

0.71

0.6

0.5

0.4r

0.3

0.2r-

011

Figura 5.9: Curva gerada pelo algoritmo

com a matriz de Pascal



5.3.4 n=40

O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O o o o o o o o

.4154
.3050
.8744
.0150
. 7680
.9708
.9901
. 7889
.4387
.4983
.2140
.6435
.3200
.9601
. 7266
.4120
. 7446
.2679
.4399
.9334
.6833
.2126
.8392
.6288
.1338
.2071
.6072
.6299
.3705
.5751
.4514
.0439
.0272
.3127

O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O o o o o o o o o o

.6085
.0158
.0164
.1901
.5869
.0576
.3676
.6315
L7176
.6927
.0841
.4544
.4418
.3533
.1536
.6756
.6992
L7275
.4784
.5548
.1210
.4508
.7159
.8928
.2731
.2548
.8656
.2324
.8049
.9084
.2319
.2393
.0498
.0784
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0.0129 0.6408

0.3840 0.1909

0.6831 0.8439

0.0928 0.1739

0.0353 0.1708

0.6124 0.9943

tl = t2 =

0.0165 0.0188
0.0155 0.0090
0.0154 0.0088
0.0156 0.0086
0.0159 0.0089
0.0156 0.0094
0.0154 0.0089
0.0154 0.0089
0.0155 0.0095
0.0155 0.0092

0.9r-

0.8

0.7r

06

0.5

0.4

Figura 5.10: Curva gerada pelo algo- Figura 5.11: Curva gerada pelo algo-

ritmo de Casteljau ritmo com a matriz de Pascal

5.3.5 Comparacgoes

Pelo que podemos perceber nos testes feitos acima, o algoritmo envolvendo a matriz
de Pascal se torna mais rapido conforme o niimero de pontos de controle cresce. Isso se
deve ao fato do custo computacional dele ser de O(nlogn) operagoes, contra O(n?) do

algoritmo de Casteljau.
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Porém, conforme a quantidade de pontos aumenta, o algoritmo com a matriz de Pascal
se torna instavel, conforme pode ser visto no exemplo n = 40. Isto se deve ao fato de,
apesar de ter sido feito o melhor escalamento possivel no capitulo passado, as matrizes
envolvidas na decomposicao de P ainda sao mal condicionadas.

Fica entao aberta a possibilidade de melhorar ainda mais este algoritmo para melhor
computacao de sistemas envolvendo as matrizes de Pascal. Se isso for feito, sem aumentar
a complexidade do algoritmo que usamos anteriormente, poderemos ter um algoritmo

rapido e estavel para computagao de curvas de Bézier de ordem n, com n qualquer.
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Apeéendice A

Equacoes Diferenciais Ordinarias e

Exponenciais de Matrizes

A.1 Sistemas de E.D.O.’s

Nesta se¢ao, propomo-nos a discutir alguns resultados importantes sobre a teoria
bésica das equacoes diferenciais ordinarias. Tais resultados complementam a discussao
sobre o surgimento da matriz de Pascal, através da Matriz de Criacao, tema abordado no

Capitulo 1.

Teorema A.1 § ={y: R — C" | y € func¢ao diferencidvel}, com as operagoes de soma

e produto por escalar usuais, é espaco vetorial sobre C.

Demonstragao: Procederemos da seguinte forma: primeiro, mostraremos que F(R,C™)

= {y: R — C" | y é fungao} é espaco vetorial sobre C, com as operagoes de soma e

produto por escalar usuais, e, depois, que & C F(R, C") é subespago vetorial de F'(R, C").

(1) F(R,C™) é espago vetorial sobre C:
Dados y1,y2 € F(R,C") a soma usual é definida por:

(11 + 42) (1) == 1 (t) + ya(t).

Note que (F(R,C"),+) é grupo abeliano, pois:
(@) (y1 +92)(y) = yu(t) + y2(t) = y2(t) + y1(t) = (y2 + y1)(t) (comutatividade).

(b) (Y1 +y2) () +us(t) = (1(t) +42(8) +ys(t) = ya(t) + (w2(t) +ys(t)) = v2(8) + (y2+ys) (¢)
(associatividade).

(c¢) A fungao f(t) = | : | é o elemento neutro.
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(d) A fungao (—1) -y é o simétrico de y, Yy € F(R,C").
Dado c € C e y € F(R,C"), o produto por escalar usual é definido por:

(c-y)(t) = c-y(b).

Seguem as seguintes propriedades:

(a) 1-y(t) =y(t).

(b) (cr-e2) - y(t) = c1- (c2-y(t)).

(©) ¢ [y + 1) ()] = ¢ (1(t) + 12(t) = ¢ 41 (t) + ¢ ya2(2).
(d) (1 +c2) - y(t) = c1-y(t) + c2 - y(b).

Portanto, F/(R,C™) é espago vetorial sobre R.

(2) & é subespaco vetorial de FI(R,C™):

(a) & é nao vazio. A funcdo nula, por exemplo, estd em .

(b) y1(t),y2(t) € S = (y1 + y2)(t) = y1(t) + y2(t) € I, pois a soma de duas funcoes
diferencidveis também é diferenciavel.

(c)yt) e, keC=k- %y(t) = %(/{; -y(t)) = k -y é diferenciavel = k -y € .

Lema A.1 Se f é uma fung¢do continua em (a,b) e, para algum ¢ € (a,b), f(c) # 0,
entao existe § > 0 tal que f(t) #0 parat € (c —§,c+ ).

Demonstragao: Seja ¢ = |f(c)|, que é maior que zero. Como f é continua, existe § > 0
tal que [t —c| <0 = [f(t) = f(o)] < [f(¢)]. Como |f(c)| = [f()] < [f(t) = flc)| <
IF@L ()l = [f O] <[f(e)] = [f(#)] > 0. Logo, f(t) # 0, para t € (¢ —d,c+0).

—(t) = ky(t
Teorema A.2 Se x € F(R,C) ¢ solug¢ao da equagao diferencial dt( ) y(t)

y(0) = 0

Lk
numero complexo fizo, entio x(t) =0, Vt € R.

Demonstragao: Suponha que x(ty) # 0, para algum tq € (0,00). x(t) é diferenciavel e,
portanto, é continua. Pelo Lema A.1, (30 > 0) x(t) # 0, para t € (to — 9, to + 0).

Seja (m, M) C (0,00) o intervalo maximal que contém t, tal que z(t) # 0, para t €
(m, M).

Note que (m, M) é intervalo aberto pois, caso contrério, se x(m) # 0 (ou (M) # 0), pelo

Lema A.1, existiria ¢’ > 0 tal que ¢ € (m — ¢ ,m +¢') = x(t) # 0. Isso contradiz o fato

de (m, M) ser maximal. Assim, x(m) =0 (e x(M) = 0). Sejam ¢ € (m, M) e s > 0 tais
dx 1 dx
—t:kx(t):>— =k, parat € R.

em < c<c+s <M. Por hipétese, -
o ) PP o0t
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Supondo que x(t) ), temos que

= ib(t
/c+s / + /C-I—s Mdt ks = ots [ ( )+2b/( )H ( ) — Zb(t)}dt =
)
)

i e b —aline
+ ! ) cts 1/ 9 c+s
ks = — / +b2(t) alt—l—z/c 20 1020 dt:k:s:>§log|x(t)| . +
iarc anﬁﬁs 1 et s) : iarc anb(c+8) —jarc anw =ks

tan gyl =hs ;‘21 20 +[ TPy t a(c)} hs =

- l |$(C + 3)| 2Z(arctan( b((ztz))) —arctan Z(—?)) o erS = |ZE'(C + S) |262i(arctan 2(&13 —arctan Z((z))) _

|z(c)|? N

2’“|f€( ).
Quando ¢ — m, temos que |z(c)| — |z(m)| = 0. Dai, concluimos que z(c + m) = 0.

Absurdo, pois m <m+s < M = z(m + s) # 0. Logo, z(t) =0, Vt € (0, +00).

Da mesma forma, prova-se que z(t) =0, Vt € (—00,0). Portanto, z(t) =0, vt € R.
]

Teorema A.3 Seja A € R™™ uma matriz diagonalizavel em C™™. Entdo o sistema

lz’nea&“
€T

SL’(O) = ZL’QE(C”

tem solucao x : R — C™ e € unica.

Demonstracao: Existéncia: Como A ¢ diagonalizével, suponha A = PDP~! sendo

D = diag(\y,...,\,) a matriz dos autovalores de A e P = ( V... Uy ) a matriz dos

autovetores v; associados a \;.

e)qt >\1€)\1t
: _1 . dz .

Sejam ¢ = P~ 'zgex(t) = P - c. Logo, pr =P - c=

eAnt )\ 6>\nt
>\1 e)qt e)qt
P c=PD c=
)\n e)\nt e)\nt
e}\lt

. dz

AP ¢ = Azx(t). Ou seja, pri Ax(t).

oAt

Logo, como x(0) = PIP'xy = xy, x(t) ¢ solucao do sistema.

Unicidade: Suponha z(t) e y(t) solugbes para o sistema linear.

Seja z(t) = x(t) —y(t). Logo, z(0) = (0) —y(0) = xg—xo = 0. Note que % = Z—j — % =
Az(t) —y(t)) = Az(t).

. . dz ) dP~ 'z .
A=PDP™' = Ax(t) = PDP~'2(t) = = = PDP~'2(t) = =—— = DP"'(t).
Fagamos uma troca de varidvel: seja w(t) = P~'2(t). Logo, d—qf = Dw(t) e
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w1 (t) wy(t) A1 wy(t)
w(t) = : = : = : : =
wy (1) w! (t) An wy(t)
_ { wi(t) = () { wit) = Aawa(t)
w1(0) = 0 w,(0) = 0
Temos entao n equagoes diferenciais com valor inicial zero e, pelo Teorema A.2, w4 (t) =
o= wy(t) =0.
0 0
z=Pw=2=P| : = 2(t) = :
0 0

E, como z(t) = z(t) — y(t), z(t) = y(t).

Logo, a solugao ¢ unica.

|
dy
— = ky(t t
Teorema A.4 A equacao diferencial dt y(®) + f(¢) ,emque f: R — C €
y(0) = yo

uma funcgao continua e k € C possuit uma unica solugao y : R — C.

Demonstracao: Existéncia: Multiplicando ambos os lados da equacao por e %, obtemos:

dy d
Y oty (1) = M (1) = () = M),
Agora basta integrar ambos os lados em relacao a t:

e My(t) — y(0) = / e F f(s)ds = y(t) = ekt/ e * f(s)ds + yoe.

0 0
Unicidade: Suponha que z(t) e z(t) sejam solugoes para equagao diferencial. Entao,
dx dz

e R (O - SO ()
z(0) = yo 2(0) = o
Defina w(t) = z(t) — z(t),Vt € R.
Segue entao que Ccli—qf = %(x(t) — z(t)) = Ccll—f — % = kx(t) + f(t) — kz(t) — f(t) =

k(xz(t) — 2(t)) = kw(t) e w(0) = 2(0) — 2(0) = yo — yo = 0.
Pelo Teorema A.2; temos que w(t) = 0,Vt € R. Ou seja, z(t) — z(t) = 0 = z(t) = 2(¢).

Teorema A.5 Seja A € R™"™ uma matriz nao-diagonalizavel em C"*™. Entao a solu¢do

dx
do sistema linear dat Ax(?)

JI(O) = JIQGC”

existe e € unica.
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Demonstracao: Se A nao é diagonalizdvel, ela possui a decomposicao A = PJP~! em

que J é uma forma de Jordan de A.

Veja que fi—f = PJP 'x(t) = P—lfl—f = JP'x(t).
d
Fagamos uma mudanga de varidvel: seja y(t) = P~ lz(t). Logo,d—‘z = P‘ld—f. Ou seja,
dy
— = Jy(t
o = Jy(t)

Portanto, podemos supor que A é uma matriz de Jordan, pois sempre podemos fazer a
mudanca de varidvel descrita acima e obtermos uma equacao diferencial com uma matriz

de Jordan.

E mais: podemos supor que A é uma matriz de Jordan com um tnico bloco. Pois,

Ji
se A= , sendo Jy, ..., J, blocos de Jordan,
Jp
T1
dx dx; . ) , ) -
" = Ar & i = J;x; em que x; = : e, para cada i, x; é um vetor de dimensao
Lp
igual a ordem de J;.
Al
ax
) N dx
Seja entdao A = . e = Ax(t), com z(0) =
Qp
A
( dx

d—tl = Azy(t) + 2o(t)

d

T2 () + as(t)
do dt
— = Ax(t) & :
dt dx

5{1 = Ap_1(t) + z0(2)

dx

- =\ o (t

\ dt o ( )

day,
Pela ultima igualdade temos n A1, (t) e 2,(0) = a,. Logo, x,(t) = a,e™.

Afirmacao: z,_1(t) = apte* + a,_ M. Verificacao:

d
E(anteﬁ%—an_le”) = apeM+AapteN + Aa,_1eN = NapteM +a,_1eM) +a,eMt = Ar,_y (B)+

x,t. Também temos x,_1(0) = a,_1.
2

t
Afirmagao: z,_»(t) = anie)‘t + an_1teM + a,_se. Verificacio:
2

dz,,_ t
o 2 — ta,eM + Aanae’\t + ap_1e™M + Aap_1teN + Nap_oeM = Aty0 + Ty €

Tp—2 (O) = Ap—2.
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Segue também que z,,_1(t) e x,_»(t) sdo unicas, pelo Teorema A.4.
k

n ztk %
Hipotese de Indugao: Suponha z,,_, = E C(Lki) , para k € N.
—1
i=0
k+1 k+1—i
Ayl
T tN n— = — M’ is:
emos entao que Tp_(441) E (k: . Z,>!e pois
k41 k1 k
d tk-i—l i tk-i—l i a tk i
Y At n—i t _ A e e t).
dtz(kJrl—z Zk+1—z +;(/€—2)'6 Tn-(1) + Tn-k(?)

Temos entao que a hlpotese de inducao ¢é valida para qualquer £ tal que 0 < k < n — 1.

Portanto, a solugao do sistema existe para cada coordenada e é tinica (pelo Teorema A.4).

|
d
. / ) )
Corolario A.1 Se x € tal que dt , em que A € R™™ entao x = 0.
z(0) = 0

Demonstracgao: x = 0 verifica trivialmente o sistema e a condicao inicial e, pelos teore-

mas anteriores, a solucao é unica. Logo, x = 0 é tnica solucao.

dx

— = Ax(t
Corolario A.2 Sex é tal que dt z(t)
LL’(O) = 1x9 €R"

, em que A € R™™ entdo z(t) € R",

vt € R.

Demonstragao: Sabemos que, para o sistema acima, existe uma tnica solucao z : R —
C™. Suponha que z(t) = r(t) 4+ is(t), em que r(t), s(t) € R",Vt € R. Vamos mostrar que
s=0.

2(t) = Ax(t),z(0) = zo = 7'(t) +is'(t) = Ar(t) + iA(s(t)),r(0) = z0,s(0) = 0 =
r'(t) = Ar(t),r(0) = o

S(t) = As(t),s(0)=0

Mas, pelo corolédrio anterior, o sistema s'(t) = As(t), s(0) = 0 possui tnica solugao s =0

e isto conclui a demonstracao.

d
Teorema A.6 Seja W = {z € F(R,C") df =

de F(R,C") e Dim(W)=n.

Ax(t)}. Entao W é subespago vetorial

Demonstragao: Primeiro mostraremos que W é subespago vetorial de F'(R,C"): Note
que W C F(R,C").
0: R —C»
t +—  (0,...,0)
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Lowy—0=A.00)=0ew.

dt
d d d d d
e Sejam x1, 1o € W = % = Axq(t) e % = Axy(t) = £($1(t) +x9(t)) = %_‘_%

o Seja z1(t) e We k e C.

d d

% = Az, (t) = k% = k- Awy(t) = — (k- a1(t) = Ak~ 21(0) = k- wi(t) € W.
Logo, W é subespago vetorial de V.
Agora calculemos a dimensao de W.
Suponha vy, v, ..., v, vetores linearmente independentes (base de C").
Sejam x4 (t), x2(t), ..., z,(t) tais que

dﬂ?l dZL’Q dxn

— = Ax(t — = Axy(t — = Az,(t

dt nt) |} n) dt ()

r1(0) = v 29(0) = w9 zn(0) = v,
Para todo t, ajxq(t) + asxe(t) + . .. + apz,(t) = 0 = a;x1(0) + agz2(0) + ... + a,2,(0) =
0= ajv1 +agve + ...+ a,v, =0=0a; =as = ... =a, =0 (pois vy, vg, ..., v, sao Li.).
Logo, x1(t), xa(t), ..., x,(f) sdo linearmente independentes. Segue entdo que a dimensao
de W é, no minimo, n.
d
. )
Agora seja x € W e 2(0) = v, sendo v um vetor qualquer de C™: dt )
z(0) = v

Note que v = a1v; + . .. + a,v,, ou seja, £(0) = a;x1(0) + ... + a,x,(0).
Segue entao que x(t) = ajxq(t) +asxs(t) +. ..+ apnz,(t), sendo aq, as, . . ., a, as constantes

consideradas acima, pois tal combinacao verifica a condicao inicial e

d day,

—=a— +...+ n—p = a1 Az (t) + ...+ a Az, () = Alarz1(t) + ... + apzn(t)) =
Az(t). Como, pelos Teoremas A.3 e A.5, z(t) é unica, conclui-se que Vx(t) € W, x(t) é

combinagao de x1(t), ..., x,(t). Portanto, dim(W) = n.

A.2 Exponenciais de Matrizes

A matriz de Pascal foi definida no Capitulo 1 como eff. Esta secio é dedicada a

mostrar que a exponencial de qualquer matriz converge e que —et = AeAt.
dt

Quando nos referirmos a alguma norma matricial, fica subentendido que é uma norma
que satisfaz a regra do produto, ou seja, ||[AB|| < ||A]l - [|B||, para quaisquer matrizes A
e B.

Além disto, usaremos fortemente o fato que R™*™ é um espaco métrico completo, isto
é, os conceitos de seqiiéncias convergentes e seqiiéncias de Cauchy se equivalem neste

espago.

Teorema A.7 (Critério de Cauchy para séries): ZAk converge <> para todo € > 0,
k=0
existe ng € N tal que ||Apt1 + Apso + ...+ Anpypl| < e, quaisquer que sejam n > ng e
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p € N.

J

Demonstragao: Note que || A, 11+ Anio+. . .+ Anp]| = [Snap—Sull, em que S; = Z Ay
k=0

Como R™™ é um espago completo, (S;);en serd convergente se, e somente se, for de

Cauchy, ou seja, (Ve > 0)(3ng € N)||.S,1p — Sull < €, para todo natural p.

|
At)? (At)3 =L (At
Definicao A.1 Seja A € R™" et € R. et := T+ At + ( 2‘) + ( 3') +...= Z (
’ ) k=0
- I . — (At)*
Observacao: Defina a seqiiéncia das somas parciais S,, = Z A
e (A AR IIAkII |t*] IIAIIk J
m>n=IS=Sull = | 3 = 2 | < > T S )
k 1 k=n+1 k=n+1 k=n+1

=n+
(1Al - D"
|am — ay|, em que a; = Z o . Note que (a;) é uma seqiiéncia de valores reais e
k=0
convergente, pois lim a; = el Entao, segue que (a;) também é de Cauchy, ou seja,
1— 00

(Ing € N)(VYm,n > ng)|a, — a,| < €. Logo, para os mesmos ¢, m e n, ||S, — Syl < € e,
pelo critério de Cauchy (Teorema A.7), S,, é convergente.

(o]
Definicao A.2 Uma série matricial ZAk ¢ dita absolutamente convergente quando
k=0

o
Z ||Ax|| € convergente.
k=0

Teorema A.8 Toda série absolutamente convergente é convergente.

o0 o
Demonstragao: Seja E A}, uma série absolutamente convergente. Como E | Ag|| con-
k=0

verge, pelo Teorema 1.7, para todo € > 0 existe ng € N tal que ||A,11| +- + ||An+p|| <e,
Vp € N. Mas, por |.|| ser uma norma matricial, ||A,41 + ... + An+p|| < || Anaa +

| An4p|| < € e, aplicando novamente o teorema, segue que g Ay, converge.
k=0

0 pk+2pk
Lema A.2 Seja A € R™*". Entdo Z o

k=0

¢ uma série convergente em R™™, para

|h] < 1.
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Ak+2hk A2 A4
Demonstragao: i + |h| H +...
k=0
A’““h’“ IIAII2 AP [IA]
Como|h|<1Z _+§+I STy Pyt T
Ak+2hk
el Al —1—|A]|. Como Z ‘ é uma seqiiéncia crescente e limitada superiormente,
% Ak+2 hk
ela converge. Entao, i ¢é absolutamente convergente e, portanto, convergente.

k=0

Lema A.3 Sejam A, B € R"™". Se AB = BA, entdo e**8 = e4eB.

- — Ak " B* "\ A" B*  [(A°B° A'B®  A"B!
Demonstracao: <Z ﬁ) (Z ﬁ) = Z T (Wﬁ)+(ﬁﬁ + WT)+

k=0 k=0 r+s=0

AZ BO N Al Bl N AO B2 A" BO N An—l B_l N N A_l Bn—l N A_OE
2! 0! 1! 1‘ 0! 2! n 0 (n—1!1 7 1 (n=1)! 0 n!
0 1 2 n—1 1 n n _
AkBO k AkBl k ( )AkBZ k n )Aan 1-k (k)Aan k
Z +Z +> et +Z TR +> e
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
AF . B* (A+ B)° (A+B)* K (A+B)*
Como A e B comutam, <Z F) <Z F) = 0l +.. .+ o = Z 0
k=0 k=0 k=0
— AF — B* — (A+ B) A B _ _A+B
j(Zﬁ) <Zﬁ>: Tiee =e .
k=0 k=0 k=0
[ |

d
Teorema A.9 Seja A € R™". Entdo Eem = AeAt.

Demonstracao: Pelo Lema A.3, eAt+h) = At . ¢4k pois At - Ah = Ah - At. Calculemos

a derivada de e4t

d Y. eA(t+h) —€At . €At' Ah_eAt o AteAh_] D €Ah—] B
L e (e W
I Ah A%h I A*h A’h

_ LAt T; _ _ [ — At q; _ _— e
= i (h+ YT A B £%<A+ STRET )

A%h A3h? A2 A3h
At . A . A0 A
e [A+;lllg(l)(2l + i —i—...)}—e {A—i_flg%h(% + i + . )]

0 pAk+2pk

é uma série convergente para valores proximos de zero,

Mas, pelo Lema A.2, Z o
k=0 '

A% A3h d at
ou seja, hm h (5 + E +.. ) = 0 e, portanto, Ee = Ae
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Corolario A.3 A equagao diferencial % = Ay(t), y(0) = yo € R", y : R — R" ¢

A € R™™ possui tinica solugio y(t) = ety.

dt dt dt

— (A-0)*
y(0) = e*Vyy = <I+Z( k,) )yozlyozyo.
k=1 '

Como vimos pelos Teoremas 1.3 e 1.5, a solucao de tal sistema é tinica. Logo y(t) = ey,

Demonstragao: &y = ieAtyO = (ie“‘t> Yo = Aeflyy = Ay(t).

¢ a tnica solugao.
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Apeéendice B
Teoremas Classicos

Este apéndice visa complementar algumas informagoes do corpo do trabalho. As
demonstragoes que serao feitas aqui foram colocadas a parte para nao interfeir na parte

principal do texto.

Teorema B.1 Toda matriz de Vandermonde com x; # x;, para i # j € ndo singular.

1 1 - 1
_ . T ) NN Tn .
Demonstragao: Seja W = _ o _ uma matriz de Vandermonde.
DAt
Vamos provar, por indugdo na dimensao da matriz, que det(W) = H (), — ),
nzk>j>1
Vn > 2.
1 1 .
Paran=2: W = = det(W) = x9 — 21 # 0, pois x1 # xa.
1 T2
1 1 1
. . ~ T To R Tn
Hipétese de indugao: Suponha det(W,,) = _ o _ = H (x) — ;).
: : - : n>k>j>1
ot bt !

1 1 . 1 1

T T2 ... Tpn  Tpp
Seja Wn+1 =

A N R

n mn n n

! T2 Tn x"+1 n+1xn+1
Por cofatores, segue que det(W,11) = ], det(W,) + ... , que é um polinémio de grau
n em T,1.
Note que tal polinomio se anula em z,.y = z;,7 = 1,2, ..., n, pois terfamos colunas iguais
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na matriz W, .1, o que anularia o determinante.
Como o coeficiente lider do polindémio é det(W,,), podemos decompor det(W,1) da

seguinte forma:

det(Wn-i-l) = det(Wn)(xnﬂ-l - xn)(xn-i-l - xn—l) s (xn-i-l - xl) = H (xk - xj)'
n1>k>j>1
Logo, Vn > 2, det(W,,) = H (x —x;) # 0, pois z; # x;, para i # j.
nzk>j>1
Portanto, qualquer matriz de Vandermonde é nao singular.
|

Teorema B.2 Seja F = F(ag,aq, ..
det(F — )\I) = (_1)n(>\n — an_l)\"_l — an_g)\"_z — ... al)\ — (I(]).

., Qp_1) uma matriz companheira. Entao

Demonstragao: A demonstracao sera feita por indugao na dimensao da matriz.

Qo -A Qg
= F -\ = =
aq 1 a; — A

= det(F2 — )\I) = (—1)2()\2 — A — CLQ).

0
Paran = 2: F2:<1

- 0 Qo
1 - ay
Hipotese de inducgao: Para n € N, temos F,, — A\[ =
0 1 —A Ap—2
0 el e 1 Ap—1 — A
Suponha que det(F,, — A ) = (=1)"(A" — @, 1 A" 1 — a, 2A"2 — ... — g\ — ap).
—A 0 Qo
1 - aq
Para n + 1 teremos: F,,.1 — A\ =
0 1 —A Ap—1
1 a,— X\
Fazendo a expansao por cofatores na primeira coluna:
_)\ ai O Qo
1 —>\ —)\ e a9
det(Frpp1 — M) ==X\ -1 =
- aq 1 =X 0
1 =X 1
- A —1-(=1)"q,
-\
0 Ay — A 1
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Pela hipotese de indugao, obtemos uma expressao para o primeiro determinante e o se-
gundo ¢ claramente 1:
det(Fpy1 — M) = = X(=1)"(A" —a A" — ... —ap A —ay) — (—=1)"tag = (—=1)" (=1 —

ap A" — ag\? — a1\ — ag).
|

Teorema B.3 Os polinomios de Hermite constituem uma seqiiéncia ortogonal em relagcao
o0

2
ao produto interno < f,g >= / e_%f(t)g(t)dt, com ||H,||*> = n!\V/2r.

—00

o0

Demonstracao: < H,,, H,, >= /

—1)"/ Hm(t)%e_t?dt.

Suponhamos agora m < n e fagamos a integrac;éo por partes

< H,, Hy >= (—1)" [Hm(t) L i / H,, ( dtn 1( ‘f)dt].

& 2 2 d"

o0 [e.9]

dtn 1

Analisemos o primeiro termo: a derivada de ordem n — 1 de e -4 nada mais é que um
polindomio multiplicado por e‘é e isto tudo estd multiplicado pelo polinémio H,,(t), o
que torna o primeiro termo todo um polinomio multiplicado por e_% Logo, quando
|t| — 00, o primeiro termo se anula, pois a fungao exponencial cresce mais rapidamente
que a polinomial, para valores grande de t. Entao nos resta:

o] dn—l

H. H, :-1”“/ o 0 (e=%)dt.
< Hyp Hy 5= (~1) (e

— 00

Repetindo o mesmo processo num total de m vezes, obtemos

n—m 2
< Hyp, Hy >= ”*m/ H(0) e,

em que H{"(t) designa a m-ésima derivada de H,,(t). Mas HS™ (t) = m!, pois H,, é um

polinémio de grau m com coeficiente lider igual a 1. Entao,

o gnmm 2

< H,, H, >= (—1)"+mm!/ dtn_m(e_T)dt.

>:07

2
. e A .. 2
é um polinomio multiplicado por e~ = e quando [t| — oo o termo se

Suponha agora m < n. Logo,

dn—m—l

< Hm; Hn >= (—1>n+mm' (W(G_T)

) dn—m—l 2
PoO1s W(e t2)

anula.

Portanto, H,, e H, sdo ortogonais, quando m # n. E, se m = n,
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% H,p (£) Hy (1)dt :/ e Hy(t)(~1)"es e~ dt =



o0

t2
<H, H, >= (—1)2"n!/ e~ zdt =nlv2r.

—0o0
|

Teorema B.4 (Cayley-Hamilton) Toda matriz é um zero do seu polindmio caracteristico.

Demonstragao: Seja A € R" " e p,(t) = det(t] — A) o seu polindomio caracteristico.

Pelas propriedades de determinante, sabemos que p4(f) é um polinémio em ¢ monico

(coeficiente lider é 1) e de grau n:
palt) =t" 4+ an_1t"M 4 ..+ agt + ag.

Defina, para t tal que pa(t) # 0 (ou seja, tI — A é inversivel), J(t) como sendo a adjunta
classica de tI — A, ou seja, a matriz dos cofatores de tI — A. Por ser uma matriz de

cofatores, J(t) possui, grau n — 1:
J(t) = Jp1t" 7+ Ty ot" 2 Jit -+,

em que J; sao matrizes independentes de t.
Claramente, (tI — A)J(t) = det(t] — A)I, pois para toda matriz inversivel A € R™*",
-1 — adj(A) LOgO
det(A) ’
(tI — A)J(t) = det(t] — A)] < (tI — A)(Jp 1 t" 4+ Ty ot™ 2+ ...+ Jit ... Jy) = (t" +
an_lt"_l + ...+ (th + (10)[ =4 Jn_ltn + (Jn_g - AJn_l)tn_l + (Jn_g - AJn_g)tn_2 + ...+
(JO — AJl)t + (—AJ()) = It" + an_llt"_l + ... (Illt + CLQI.

Igualando os coeficientes das poténcias de t:

' Joy = 1
Jn—2 - AJn—l = an—ll
Jp—3 — AJn—2 = ap_ol

J(]—AJ1 = CL1[

L —AJ() = CLQI
Multiplicando as equacoes por A", A"~1 ... A, I, respectivamente:
(
A, = A"

An_ljn_g —A"J,1 = an_lA”‘l
An—2Jn_3 _ An_ljn_g — an—2An_2

AJO_A2J1 = CLlA
—AJ() = CLQI

\
Enfim, somando as equacoes matriciais, chegamos a 0 = A" +a,, 1 A" '+ ...+ a1 A+apl,

ou seja, pa(A) = 0.
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Corolario B.1 Seja A € R™" wma matriz inversivel. FEntdo a inversa de A é um

polinomio em A.

Demonstragao: Seja det(t]—A) = "4 a, 1" +. . . +at+ag o polindmio caracteristico
de A. Avaliando-no em t=0, obtemos ay = det(—A) = (—1)"det(A) # 0, pois A é
inversivel. Agora, usando o teorema de Cayley-Hamilton, segue que A" + a,,_1 A" +

...+ a1A+ apl = 0. Portanto, (—1)""det(A)] = A" + a, A" + ... + a1 A, ou seja,
I— A (At 4 a, A2+t asA+ arl)
(—1)n+ldet(A)

. Logo,

P A 4 a, A2+ as A+ ayl
h (—1)"1det(A) '
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Apéndice C

Formula de Somatoério de
Euler-Maclaurin: aplicacao de

numeros de Bernoulli

Nesta se¢ao, expomos uma aplicagao importante dos polinomios e niimeros de Bernoulli
(secao 3.2) em Andlise Numérica. Eles estao ligados ao erro gerado pelo célculo da in-
tegral de uma funcao pelo método do trapézio repetido. Tal erro aparece na conhecida
Férmula de Somatoério de Euler-Maclaurin.

Primeiramente, revisemos o método do trapézio de integracao numérica: dada f €
Cla, b], aproximamos sua integral pela drea do trapézio com bases f(a) e f(b) e altura

b — a (como na Figura C.1):

f(b)

f(a)

Figura C.1: Aproximacao da integral de uma funcao pelo método do trapézio.

Tal aproximacao pode nao ser tao boa quanto a desejada. Nestes casos, pode ser

aplicado o método do trapézio repetido: divide-se o intervalo [a,b] em N subintervalos
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. . . a . , , .
iguais, cada um destes com comprimento h = N e aplica-se o método do trapézio para

cada subintervalo (veja a Figura C.2). A aproximacao para ff f(x)dx sera, portanto:

b
/ f(:ﬂ)d$%h[@+f(a+h)+...~l—f(b—h)+& =:T(h)

2

f(b)

f(a)

Figura C.2: Aproximacao da integral de uma funcao pelo método do trapézio repetido

com o intervalo [a,b] dividido em 5 subintervalos.

Agora considere uma funcao g € C*™*2[0,1]. Note que:

1 1 1
/ g(t)dt = / 1-g(t)dt = / B (t)g(t)dt.
0 0 0
Da integracao por partes, segue que:
1 1
[ st = Bwan - [ B @
0 0

1
Mas By =t — 5 © By.(t) = kBg_1(t), para k > 0. Logo:

[ ot = 20220 - [ g = O - [Emngo] +

0

T [132<t>g'<t>]0+ | gBsa -

MO0 g o) + |8 0)] - [ gm0 o

0 0
Desta forma, os numeros de Bernoulli aparecem no calculo de integrais definidas.

Note que temos que avaliar os polinomios de Bernoulli em ¢ = 1. Mas, felizmente, pela

Afirmacao 3.6, sabemos que

(=1)*Bi(1 — 1) = Byt

~—
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Entao conhecemos By (1) pela defini¢do dos nimeros de Bernoulli (Bg(0)). Lembrando
que os numeros de Bernoulli de indice impar maior que 1 sao iguais a zero temos, para

algum m natural:

[ steyie = SR > Gl (0 = g0 4

em que r'pyy; = —

1 1
Gy, P00

Analisemos a integral deste termo restante:

/1 B (t)g(2m+1) (t)dt _ /1 Bém—&—Q(t) g2m+1(t)dt _
; 2m+1  2m+2

1 Y 1 Byt
[WH paa(tg® V)| — [ S g

1
BZm+2(0) B2m+2(0)
A Z2m+2 V) (2m+2) Hdt = Z2m+2 ) (2m+1) 1) — (2m+1) 1
gora,/o om + 2 g () T 9mt2 [9 ( ) g (0)] €, 10go,

1 1 1
/0 Boyir (£)g*m 0 () dt = {Qm n 2(B2m+2(t) — Bomt2(0))g®m ) (t) T

1
1
—/0 m(&mw(t) — Bomt2(0)) g2 (t)dt
Mas, Boyia(1) = Bania(0) e, portanto,

1 1
mi1 = ———— | [Bamsa(t) — Bomsa]g®" 2 (t)dt
Tmtl (2m+2>!/0[2+2() am+2]9 (t)

A fim de simplificar tal termo, usaremos o teorema do valor médio para integrais e,

para isto, teremos que provar que Bay,i2(t) — Bapyo nao troca de sinal em |0, 1].

(=1)"Bgp1 >0 , para 0<t< %
Lema C.1 Vm € N, ¢ (=1)"(Bgy(t) — Ba) >0 , para 0 <t < 1.
(—1)m+1Bgm > 0.

Demonstracgao: Faremos a prova por inducao:

e m =1: (=1)'Bi(t) > 0, o que é verdadeiro para 0 < ¢ < %, pois By (t) =t — 3.
Suponha que, para m > 1, (—1)™Bay,_1(t) > 0, para todo ¢ € (0, 3). Entdo

o< (0" [ Bunstorte = L [ ibano) = Bunlde = 5 Bantt) - Bl

1
0, 5} . Pela Afirmagao 3.6, para indices pares, By (t) é simétrico em relagao a reta

Entéio, para { € [1,1), CV 5 ) = Bon) = X By (1= 1) — By =

vVt €

2 2m 2m
1
[Boy, () — Bapl, para © € <O, 5} Logo, (—1)™[Bam(t) — Bam] > 0, Vt € (0,1).

sNl= —

t
(-1)
2m
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1 1 1
Ainda, como / Boy,(t)dt = 0 entao (—1)™ By, = (—1)™ [/ Bo, (t)dt — / Bgmdt:| =
0 0 0

1
(=1)™ / Boy(t) — By dt que é, conseqiientemente, maior que zero.
0

Portanto, acabamos de mostrar que, se tivermos (—1)™ By, 1(t) > 0, parat € (0, 3), con-

>0,

seguimos as outras desigualdades. Logo, basta provarmos que (—1)"% By 41)—
para t € (0,3).
Pela Afirmacao 3.6, para indices impares, Bk(%) = 0 e sabemos também que B (0) = 0.

Suponha, por absurdo, que Bay+1(t) troca de sinal em (0,1). Entdo hd um ponto de

inflexao neste intervalo, isto é,

d2

ﬁBWn—l—l(t)

= 0, pata algum ¢, € (0, %)

t=to

2

d
Mas, ﬁBmH(t) = (2m + 1)2mBg,,_1(to), ou seja, B, _1(tg) = 0, para algum
t=to

to € (0, %), o que contraria a hipétese de inducao. Logo, Bay,+1(t) nao troca de sinal em
0,4).

d .
Além disso, seu sinal serd o mesmo de £32m+1(t), em t = 0, pois, como Ba,,+1(0) = 0,

se a derivada for negativa, By,,.1(t) serda decresente em ¢ = 0 e se tornard negativo e, da

mesma forma, se a derivada for positiva, Ba,,.1(t) serd positivo em (0, %)

%Bgm+1(t) = (2m+1)By,,(0) = (2m+1)By,,,. Como (—1)™"! By, > 0, temos
—

=0
que (—1)" ! By (t) > 0, Vt € (0, 3).

Agora,

Teorema C.1 (Teorema do valor médio para integrais): Suponha que g € continua em

la,b] e que f € integrdvel e nao-negativa em [a,b]. Entao

b b
/ g(t) f(t)dt = g(¢) / F(t)dt

Demonstragao: Como g é continua no intervalo compacto [a, b], ela admite méximo e

para algum & € [a,b].

minimo neste intervalo. Por f ser nao-negativa, segue que

i o] 10 < 9010 < | max )] - 10 % < a1

tela,b] tela,b]

o] | e [Cstrom< [gesoo] [ s

Logo, existe £ € [a, b] tal que / g(t)f(t)dt = g(f)/ f(t)de.

a

e, entao,
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Coroldrio C.1 Suponha que g € continua em [a,b], que f € integrdvel e ndo troca de

sinal em [a,b]. Entao
b b
[ swswa =) [ s

para algum & € |a, b].

Demonstracao: Se f é nao-negativa, ja estd demonstrado.

Agora, se f é ndo positiva em [a,b], —f serd nao negativa e, pelo Teorema C.1,

[ st =~ ( [ sr-snar) = -gte) [ s =ot [ sion

para algum & € [a, b].

Voltando a discussao sobre a formula de somatorio de Euler-Maclaurin, temos que

| sttt = SO IEL L Y 0) < g0 4

1 1
- - _ (2m+2)
em e i1 =~ [ Baialt) = Banalo ™7 (1)
Mas, como Ba,,12(t) — Bami2 nao troca de sinal em [0, 1], podemos aplicar o coroldrio
anterior: .
1
=~ __m+2) B t)— B dt =
T'm+1 (2m+2>!9 (5)/0 [Bom+2(t) om+2]
(2m+2) 1 (2m+2)
g &) / 1 g (&) Bam+2
=z > Ba,,12(t)dt — tBa,, = —
(2m + 2)! { 0 +2(0) 2]y (2m + 2)!
Portanto,

[ o= TSI 4 S 0 0) g0 - g

para algum & € [0, 1].

Esta é a Formula de Somatdrio de Euler-Maclaurin para o intervalo [0, 1]. Para um

N 1 2
intervalo do tipo [0, N], N € N, basta notar que / g(t)dt = / g(t)dt +/ g(t)dt +
0 0 1

N
S+ / g(t)dt e aplicar o mesmo raciocinio que obteremos:
N-1

%g(())—l—g(l)—{—...—l-g(N—1)“‘%9(]\[) =
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em que & é algum ponto do intervalo [i — 1,7].

2m+2

gD — gD (0) + <292m+2> €z>> )

Para conectarmos tal férmula com a regra do trapézio, fazemos a seguinte mudanca

de coordenadas:

_ N b
[0, N] — [a, b] :t'—>a+ht,h:bTa,dx:hdt,/ g(t)dt:/ f(z)—dx
0 a

As derivadas de g(t) em (x) podem ser reescritas em termos de f(x) se observarmos

que g(t) = f(a+ ht) = f(z) e aplicarmos a regra da cadeia:

g(t)=nf'(x), eVi:gO(t) = b'fV(x).

E, fazendo as devidas substituigoes, (*) se torna:

SF(@) 4 Flat )+ o+ f(b—h)+ ¢ /f Ly

B B Y
+Z 21 WAL (FE=D(b)— fD (0))+ 72’””) p2mt? (Zf(2m+2)(5i)>,ﬁiE[a—F(i—l)h,a—l—ih].
i=1

(2m +2)!

Enﬁm, multiplicando tudo por h, obtemos o erro do método de integragao do trapézio

repetido:

b
| #ayis / o dx+2 G0 = £ )+

Bom s (= o | |
—l—ﬁh? +3 (; fe +2)(ﬁi)) ,Bi € [a+ (i —1)h,a+ih).
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Apeéendice D

Transformada Rapida de Fourier de

Ordem Qualquer

Este apéndice visa complementar o Capitulo 4, no qual a Transformada Rapida de
Fourier (FFT) foi fundamental para desenvolvermos algoritmos rapidos para resolver pro-
belmas envolvendo a matriz de Pascal.

Textos em matematica aplicada normalmente abordam a FF'T para os casos em que a
dimensao da matriz é uma poteéncia de 2. Neste apéndice iremos além, mostrando como

a Transformada é formulada para matrizes de Fourier de dimensao qualquer.

D.1 Definicao

Dado x € CV, 2z = ( z(0) ... z(N-1) ) sua transformada discreta de Fourier é
dada por
N-1
.k
X(n) =Y a(k)e >, (D.1)
k=0
n=20,...,N—1. Em geral, a computacao dos dados acima é muito pesada. Para diminuir

o custo computacional, apresentamos, a seguir, o algoritmo conhecido como transformada
rapida de Fourier (FET - fast Fourier transform), desenvolvido por Cooley e Tukey, em
1965.

D.2 Formulacao Matricial

27

Denotemos, na equacao (D.1), (k) = xo(k) e e= ¥ = . Entao, (1) se torna

X(n)=Y zo(k)Wm, (D.2)
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n=20,...,N—1. Para o caso N = 4, por exemplo, é possivel reescrever a expressao

acima matricialmente:

S

0
1
2
3

wo wo wo wo 20(0

) (
V| W W W W ||
) (
) (

-

wo w2 w* we Z0
wo w3 wé w? xo(3

S

( )
( ) (D.3)
( )
( )

Examinando esta igualdade, notamos que, a principio, sao necessarias N? multi-
plicagoes e N (N — 1) adigoes complexas para obtermos X (n). O algoritmo FFT é famoso
por reduzir substancialmente esta quantidade de operagoes.

Com N = 4, pela identidade de niimeros complexos W™ = JWnk(mod n) - reegerevemos
(D.3) como

X(0) 11 1 1 0(0)
X | _ |1 whowow zo(1) (D.4)
X(2) 1 W2 WO W2 | | z(2)
X(3) T w? w2 owt 0(3)

O préximo passo é fatorar a matriz quadrada em (D.4) em duas outras matrizes:

X(0) 1 W° 0 0 10 W' 0 20(0)
X(2) 1 W2 0 0 01 0 W°|| (1) D)
X(1) 0 1 w10 w2 o 0(2)
X(3) 0 1 w3 lo1 0o W2|| )

A justificativa tedrica para esta fatoracao serd dada mais adiante. Agora, é importante
notarmos apenas que o produto das matrizes em (D.5) resulta na matriz em (D.4), exceto
pelas linhas 1 e 2 (as linhas estdo numeradas de 0 a 3), que estdo trocadas entre si. O

resultado final com as linhas trocadas denotaremos por

>

(0) ]
(2)
|
(3) |

o

1
3

S

X(n) =

Examinaremos agora o nimero de multiplicagoes e adi¢oes necessarias para computar

X (n). Primeiramente, seja

x1(0) 10 wWo o x0(0)

(o primeiro produto matriz-vetor em (D.6)).
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Para computar z1(0) = z4(0) + W%((2) sdo necessdrias uma multiplicagao e uma
adi¢do complexas (W° nio estd escrito como 1, com o objetivo de desenvolvermos um
resultado geral). z1(1) precisa da mesma quantidade de operagoes do que x1(0). Para

computar z1(2), é preciso efetuar apenas uma adicao complexa pois, como W0 = —W?,

21(2) = 20(0) + W?2x0(2) = 10(0) — W2(2),

e o produto W0%(2) ja foi efetuado no calculo de z1(0). Pela mesma razao, z;(3) é
determinado por apenas uma adi¢cao complexa.

Agora, pela equacao (D.5), temos que efetuar mais um produto matriz-vetor:

X(0) 1 W° 0 0 21(0) ] 25(0) ]
X (2 1 W2 0 0 1 1
@ | a1 | | w0 o
X(1) 0 0 1 Wt 71(2) 75(2)
| X(3) | 0 0 1 WP [ x1(3) | 72(3) |
x9(0) é determinado por uma adigao e uma multiplicagdo complexas:
ZL’Q(O) = $1(O) + Wol'l(l)
75(1) é computado por apenas uma adigao, pois W9 = —WW?2. Por razao similar, z»(2)

por uma multiplicagdo e uma adigao e x5(3) por uma adicao.

Portanto, para o caso N = 4, pela FF'T foram necessarias 4 multiplicagoes e 8 adigoes
complexas enquanto, pela equacao (D.3), seriam necessarias 16 multiplicagoes e 12 adigdes
complexas. Isso se deve, principlamente, ao fato de a fatoragao matricial em (D.6) envolver
matrizes com muitos zeros.

De forma um pouco mais geral, para N = 27, v € N, o algoritmo FFT consiste
em, simplesmente, fatorar uma matriz N x N em 7 matrizes, cada uma N x N, de
forma a reduzir o nimero de operagoes. Se estendermos o resultado do exemplo anterior
(N = 4) para o caso geral, a FFT vai requerer % = 4 multiplicacoes e Ny = 8 adigoes
complexas, enquanto o método direto precisard computar N? multiplicagoes e N(N — 1)
adicoes complexas.

Se assumirmos que o custo computacional é proporcional a quantidade de multi-

plicagoes, a razao de custo computacional entre o método direto e a FFT ¢é de

N? 2N
Mo
=
S6 hé um pequeno problema no processo que acabamos de descrever: obtemos X (n) =
X(0) X(0)
X (2 X(1) .
em vez de = X(n). Para resolvermos isto, escrevemos os argumentos
X(1) X(2)
X(3) X(3)
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0, 1, 2 e 3 em notacao bindria e depois invertemos os digitos:

[ x) ] [ x(00) ] [ Xx00) | [ Xx(0) ]
X = X@) | _ | X@o) | | x(01) | _ | X1 | _ X(n)
X(1) X(01) X(10) X(2) '

| X(3) | | x(11) | x| [ xX3) |

Veremos, mais adinate, que esta inversao de bits funciona no caso geral.

D.3 Grafo de Fluxo de Sinais

Convertemos o processo descrito anteriormente em um grafo. Representamos o vetor
de dados de coordenadas z¢(k) em uma coluna de nés no lado esquerdo do grafo. A

segunda coluna do grafo serd as entradas x;(k) e a terceira coluna serd xs(k).

Xo(k) X,(K) Xa(k)xz o

Figura D.1: Grafo de fluxo de sinais para o caso N =4

O grafo deve ser interpretado da seguinte forma: cada né recebe duas linhas de trans-
missao de nés anteriores. Essas linhas transmitem a informagao do né anterior multipli-
cada pelo fator WP, indicado abaixo das setas. As linhas que nao tiverem indicado WP
devemos assumir que o dado é multiplicado por 1. Os dados de cada linha de transmissao
sao combinados aditivamente no né que vai as receber.

Para ilustrar, analisemos o né x(2). Ele recebe as linhas vindas de z(0) e de z((2),

esta tltima multiplicada por W?2:
21(2) = 20(0) + W?xo(2)

que era o que tinhamos obtido anteriormente.
O grafo de fluxo de sinais é um método conciso de descrever as operagoes necessarias

para computar a FFT de um conjunto de dados.
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D.4 Desenvolvimento tedrico da FFT para o caso N =
27

Nas segoes anteriores, desenvolvemos, sem muito rigor, o algoritmo FFT (com N = 4)
para computar rapidamente a transformada discreta de Fourier de um conjunto de dados.
Agora, daremos um suporte tedrico para tal método. Comecaremos com os casos N = 4
e N = 8, para haver uma familiarizagao com a notagao que usaremos para a obtencao do
algoritmo para N = 27.

Consideremos a transformada discreta de Fourier dada pela equacao (D.2):

X(n) =Y xo(k)Wwn* n=0,1,...,N—1, (D.8)

—27i

em que W = e ™~ . Vamos representar os inteiros n e k em notagao binaria. Quando
N =4 (’Y = 2)’
k=0,1,2,3 — k = (k1, ko) = 00,01, 10, 11

n=0,1,2,3 — n = (ny,n9) = 00,01, 10, 11

Uma forma de representar k£ e n em fungao de suas representagoes binarias é:
k= 2k1+k0,n:2n1 +n0, (Dg)

em que ko, k1, ng € ny podem assumir valores 0 e 1.

Usando a identidades em (D.9) podemos reescrever (D.8), para o caso N = 4, como
11
X(n1,no) =YY wolhy, ko)W Emtmo)@katho) (D.10)
ko=0 k1 =0

Notemos que o tnico somatério em (D.8) foi substituido por v = 2 somatdrios em
(D.10).

O termo W Zni+no)(2ki+ko) pode ser simplificado:

W(2n1+no)(2k21+k‘o) _ W(2n1+n0)2k1 W(2n1+n0)k0 _

— [W4n1k1]W2nok1 W(2n1+n0)ko _ W2n0k1 W(2n1+n0)k0’

pois Wikt = [(¢=5 )1kt = 1]k = 1,

Portanto, (D.10) pode ser reescrita:

1 1
X(nl, no) = Z [Z l’o(kfl, k‘())Wznokl] W(2n1+n0)k0 (Dll)

ko=0 Lk1=0

92



Esta tltima equacao é a fundamentacao para o algoritmo FFT . Consideremos cada

um dos somatérios separadamente. Primeiro, reescrevemos o somatorio entre colchetes:

=

7’L0, k’o Z k’l, k’o W2n0k1 (D12)

Notemos que (D.12) representa 4 equagoes, pois ng e ko assumem valores 0 e 1. Sepa-

rando cada equacao, temos:

x1(07 0) = Io(o, O) + Io(l, O>WO
x1(07 1) = Io(o, 1) + Io(l, 1>W0 (D 13)
21(1,0) = (0, 0) + (1, 0) W2 ‘
I1(17 1) = xO(Ov 1) + 1'0(1, 1)W2
As equagoOes acima podem ser escritas de forma matricial
x1(0,0) 10 wWo o 20(0,0)
x1(0,1) 101 0 wo x0(0,1) (D.14)
21(1,0) 10 W2 o 20(1,0) '
x1(1,1) 01 0 WwW?2 xo(1,1)

Esta igualdade é a mesma que em (D.6), com 0, 1, 2, 3 escritos em notacao bindria.

Similarmente, se escrevermos a soma externa em (D.11) como

1
2(ng, m1) Z 1 (ng, ko) W Zrtnolko (D.15)
ko=0
e coloca-la na forma matricial, teremos
x2(0,0) 1 WP 0 0 x1(0,0)
x2(0,1) _ 1 W2 0 0 x1(0,1) (D.16)
x9(1,0) 0 0 1 wt x1(1,0)
x9(1,1) o 0 1 ws x1(1,1)

que, a propoésito, é a mesma expressao de (D.7). Pelas equagoes (D.11), (D.12) e (D.15),
concluimos que X(ny,ng) = wa(ng,n1) e este resultado final é exatamente o obtido na
se¢cao anterior, com o mesmo problema de bits trocados.

As mesmas equagoes, (D.11), (D.12) e (D.15), representam a formulacao original de
Cooley-Tukey do algoritmo FFT para N = 4.

Analisemos agora o algoritmo para N = 8 = 23. Neste caso,
n:4n2+2n1+n0,k:4k2—|—2k1+k0, (Dl?)

em que n; e k; assumem valores 0 e 1. Neste caso, (D.8) se torna

1

1 1
X n27n1’n0 Z Z Z To k?g, kla kO (4n2+2n1+n0)(4k2+2k1+k0). (D18)
ko=0 k1=0 k2=0
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27

Reescrevendo a poténcia de W = e~ s, obtemos W (472+2n1+n0)(4ha+2k1+ko) —

W(4n2+2n1+n0)(4k2)W(4n2+2n1+n0)(2k1)W(4n2+2n1+n0)(k0) 67 como W8 — 1’

W(4n2+2n1+n0)(4k‘2) — [W8(2n2k‘2)][WS(nlkg)]W4nok2 — W4n0k‘2
(D.19)

W(4n2+2n1+n0)(2k1) — [W8(n2k1)]W(2n1+no)(2k1) — W(2n1+n0)(2k1) .
Entao, (D.18) pode ser expressa como

1 1 1
X(nz’ ni, no) = Z Z Z l’o(k‘z, k1, kO)W4N()k2W2n1+n()(2k1)W(4n2+2n1+no)(ko) (D.QO)

ko=0 k1=0 k2=0

Definindo )
l’l(no,k’l,k’o) = Z l‘o(kg,kl,ko)w4nok2, (D21)
ka=0
1
[L‘Q(TL(), ny, ]{50) = Z T (no, ]{51, ko)W(2n1+nO)(2k1), (D22)
k1=0
1
ZT3 (’n,(], ny, ng) = Z T2 (’n,(], ny, ko)W(4n2+2n1+n0)(k0), (D23)
ko=0
X (ng,n1,n0) = x3(n0, N1, N2), (D.24)

podemos explicitar a fatoragao matricial para o caso N = 8. Em vez disso, expomos a

seguir o grafo de fluxo de sinais, para este caso:

X,(0) X,(0)
X,(0) > O > > X‘sﬁ) )— ————— >-e X(0)
w° w
7 x0 R .
xh > > ST )
w \ /
we \ ’

Xi(7) WX WX

X7 /

y
Y

e
y
!
x
S

Figura D.2: Grafo de fluxo de sinais para o caso N = 8, em que a tltima coluna consiste

na inversao de bits descrita anteriormente.
Analisemos agora o caso geral para poténcias de 2: 27, v € N. Neste caso, n e k
podem ser representados como

n = 27_1717_1 -+ 27_2717_2 + ...+ 2?11 —+ No,

(D.25)
]{7 = 27_1/{37_1 —+ 27_2]{77_2 + ...+ 2]{31 -+ ]{50,
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em que n;, k; assumem Oou 1,2=0,...,n — 1.

Com esta respresentagao, reescrevemos (D.8) como
11 1
X(n,y_l,n,y_g,...,no) = Z Z Z x(k«/_l,k«/_Q’...kO)Wp’ (D26)
ko=0k1=0  ky_1=0
em que p= (27" "y +27 2, o+ ...+ n9) (27 ko +27 %k, 0+ ...+ ko). Além disso,

WP = W@ 142720y ot An0) (27 ey 1) P17 (27 iy 1427 g ot 4n0) (20 Pk —2)

o W(2”71n.Y,1+2“’72nv,2+...+n0)(k0).

(D.27)
Consideremos o primeiro termo em (D.27):
W(Q'Y*lnwf1+2'V*2nwfg+...+no)(2771k«hl) _ [W27(2772an1k«/71)][W27(2773nw—2k771)] o
_1 o (D.28)
.”[WW(mk%l)][W?V (nckwfl)] = [I/VQW (nokwfl)]’
pois W2 = WV = (e ¥ )N = 1.
Da mesma forma, o segundo termo em (D.27) se torna
W(2V71nwf1+2'V*2nwfg+...+n0)(27’2k772) _ [W2'V(2'V*3nwf1k«,72)][W27(2774nq72k772)] o
(D.29)

L [W2771(n1k‘-\,72)] [W2’y—2(n0k7_2>] — W(2n1+n0)2W*2kq72.

Notemos que, conforme vamos avangando nos termos em (D.27), vai restando mais
um fator que nao se cancela pela condicao W?' = 1. O processo continua até o ultimo

termo, o qual ndo possui nenhum cancelamento. Portanto, reescrevemos (D.26) como

11 1
X(1y-1, M2, -, 1) = Z Z e Z xo(ky—1, ky—2, ..., ko) W2 (roks1).
ko=0k1=0  ky_1=0 (D.30)

‘W(2n1+n0)27*2k.y,2 o W(2“f*1n.y71+2“f*2n772+...+n0)k0.

Separando os somatorios e nomeando cada um deles, temos

1

Zl,’l(’n,(], ]{ny_g, ceey ]{50) = Z 1’0(]{?«{_1, ]fﬁ/_g, ooy ko)W@Wil)(nok'yfl)
k~r—1=0
1
ZL’Q(TLQ, ny, k’-y_g, RN k’o) = X1 (TLQ, k‘py_g, Ceey ko)W(2n1+nO)(2772k772)
Fr-2=0 (D.31)
1
ry(no, N, ... Nym1) = Z Toy—1(no, N1, .. ., feg )W (37 1427zt o) (ko)
ko=0
X(’n,«/_l, Ny—2,... ,n0> = Zlf«,(no, ny,... ,n«/_l).

Este conjunto de equagoes representa a formulacao original de Cooley-Tukey para a

FFT com N = 27. Vejamos quantas operagoes sao necessarias para computar as igual-

dades em (D.31). Analisemos a primeira equagao: x1(ng, ky—2, ..., ko) = To(ky—1, ky—2, ..., ko)
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W00 ey Ky gy k)W = g (kg g, ko) 2o (Ky—, Ky, ., ko)
1

y—1 ~ :
- W2 "m0 Esta representa, na verdade, N = 27 equagdes, pois ng, ky_a, ..., ko assumem,
cada um, os valores 0 e 1. Como pode-se perceber, cada z1(ng, ky—1,. .., ko) serd dado
por uma multiplicagdo e uma adigdo complexas. Entdo, a principio, x1(no, ky_1, ..., ko)

sera computado com N multiplicacoes e N adi¢oes. Como todas as outras equagoes sao
computadas da mesma forma, podemos concluir que o conjunto de equagoes em (D.31)
precisara de N+ adigoes e N+ multiplicagoes para serem computadas.

O numero de multiplicagoes ainda poe ser reduzido: considerando a identidade com-
plexa WPHe = WPW 2 = WP(e V)2 = WPe™™ = WP(cos(—7) + isen(—m)) = WP,
podemos reduzir pela metade a quantidade de multiplicagoes complexas, como fizemos na
abordagem matricial para o caso N = 4.

N
Portanto, para computar a FFT de um vetor, sao necessarias um total de 77 + Nvy =
Nloga N

5 + Nlogs N operacoes.

D.5 FFT para N =rir

Na secao anterior, desenvolvemos o algoritmo de Cooley-Tukey para N = 27, em que
v € N. A exigéncia de N ser desta forma pode ser muito restritiva. Por tal motivo,
analisaremos o caso para N = riry...r, qualquer. Para nos familiarizarmos com a
notagao, comegaremos com N = riry. Por um lema que serd demonstrado para o caso

eral, na proxima secao, podemos escrever os indices n e k em (D.7) como
) )
n—n171+n0,n0—0,1,...,71—1,n1 —0,1,...,72—1;

k:k1r2+k0,k0:0,1,...,r2—1,k1 :0,1,...,7’1—1.
Com estas nota(;ées, reescrevernos (D8) como

ri—1
Z l’o(kfl, k‘())Wnlez] Wnk(). (D32)

k1=0

ro—1

X(?’Ll,no) = Z

ko=0

Mas W12 pode ser simplificado:
Wnkﬂz _ W(n1r1+n0)k1r2 _ Wnlrlklrzwnoklrg — [errz]nlkl Wnolez — WnoleZ (D33)

pois Wrrz = WN =1,

Substituindo (D.33) em (D.32), separando e nomeando cada somatdrio, temos o seguinte

96



conjunto de equacoes:

ri—1

x1(ng, ko) = Z zo(ky, ko) Wokir2

ro—1
. D.34
To(no,n1) = Z x1(no, ko)W("”H"O)kO ( )

ko=0
X(nl, no) = $2(n0>n1)

Como no caso base 2, o resultado x5(ng, n1) vem em ordem trocada. O algoritmo FFT
para N = ryry consiste, entao, nas 3 relagoes em (D.34).
Vejamos um exemplo para N = 16 em base 4, ou seja, N = 16 = 4 - 4. Escrevemos as

variaveis n e k como

n:4n1+n07n17n0 20717273; (D35)
k= 4k + ko k1 ko = 0,1,2.3,

Entao, o conjunto de equagoes em (D.34) se torna

3
T (n(), k’o Z k’l, k’Q)W4n0k1

3
2(n0, M) E 1(ng, ko) W natnolk

X(nlu no) = xz(nm n1)

D.6 FFT para N =riry..

Para analisarmos este caso, devemos provar o seguinte lema:

Lema: Seja N = ryry...7r,. Entao, dado n € N tal que 0 < n < N, existem
g, N1y «-vy Npq tais que 0 < ng <71, 0 <y <79, ..., 0 < Ny <7Tppen =
’)’Lm_l(’l"l’l"g .. .’f’m_l) + ’flm_g(’f’l’l"g .. .’f’m_g) + ...+ nir; + ng.

Demonstragao: Dividindo n por rq, pelo algoritmo de Euclides, existem ¢;,n¢ € N, com

ng < r1, tais que N = ¢ir1 + ng. Pelo mesmo argumento, efetuando a divisao de ¢; por
ro, existem go,n; € N, com ny < ry tais que q; = gor2 + ny. Continuando o processo de

dividir ¢;_ por r;, j = 3...,m, obteremos o seguinte conjunto de euqagoes:
n=aqr +no, No <T1;

Q1= @22 + 1y, Ny < Ty

Im—2 = m—1Tm—-1 + Nm—2, Nm—2 < T'm—1;

Am—1 = GmTm T Nn—1, Nm—1 < T'my-
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Substituindo cada g; na equacao imediantamente acima, teremos 1 = ¢ m—1 ... 7271 +
N1 (r172  «  Te1) + N2 (1172 . . . Pp2) + ...+ 0171 + 1. E claro que ¢, = 0, pois, caso

contrario, terifamos n > N, o que seria absurdo.

Segue deste lema que podemos escrever n e k como

n="nm1(rre.. . Tm_1) + m_o(ra...rm_1) + ... +n11m1 + ng

(D.36)
k= ]{Zm_l(’f’grg...’f’m) +km_2(7’37’4...7"m) 4+ ... +l€17’m—|—]€0

em que

ni_le,l,...,ri—l,l glgm,
ki:(],l,...,rm_i—l,(]éiSm—l.
k foi composto desta forma usando no lema a ordem trocada dos fatores r; de N, ou
seja, N =1,m_1...T2T7.
Agora, reescrevemos (D.8) como

Tm Tm—1 T1

X(nm_l, Nm—2, ... ,nl,’)’l,o) = Z Z e Z l’o(k’m_l, k‘m_g, ceey k‘())Wnk (D37)

ko=0 k1=0 km—1=0

Notemos que
Wnk — Wn[km,1(7‘27‘3...7‘m)+...+k0} (D38)

e o primeiro termo acima se expande em

Wrkm—1(rars..rm)  — P/ [m-1(rirz.rm-1)+.+4nollkm-1(r2rs...rm)]
— [W’r‘l’r‘z...Tm][nmfl(7‘27‘3~~~7‘m71)}km71 Wnokmfl(TQ...Tm) : (D39)
Como Wmrz-rm = W& =1, (D.39) pode ser reescrita como
Wnkmfl(rgrg...rm) _ Wnokmfl(rz...rm). (D40)

Agora, substituindo (D.40) em (D.35), temos:

X(”m—la Nm—2,...,MN1, nO) - Z Z Ce Z l’o(k?m_l, k’m_g, RN kO)Wnokmfﬂm...rm) X

ko ki Fon—1
S W —2(r3..rm)+ ..+ ko]
(D.41)
A soma sobre k,, ;1 é apenas uma funcao de ng, k,,_2, ..., ko. Portanto, definimos um
novo vetor:
21(n0, k2, - ko) = > wo(kmo1, ..., ko) Wokmi2rm), (D.42)
km—1
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Entao, (D.41) é reescrita como

X(?’Lm_l, Nm—2,...,N71, ’)’LQ) = Z Z e Z le'l(’l’l,o, k‘m_g, RN ko)Wn[kmfz(rg...rm)-}—...—i—ko].

ko k1 km—2

(D.43)

Por argumentos anédlogos aos usados para o primeiro termo em (D.38), obtemos

Wnk7n,2(r3r4...rm) — W(TL1T1+’/L0)]€77L72(7‘37‘4...7‘m) . (D44)

Definindo o vetor

1'2(77,0, ny, km—?n SRR kO) = Z I (nOa km—Za ) kQ)w(n1T1+no)km72(T’37’4...T’m)’ (D45)

km—2

Reescrevemos (D.43) como

X(”m—la cee ,TLO) = Z Z . Z ZL'Q(’I’LQ, Ny, ..., k‘m_g, cee k‘())Wn[km73(r4rsmrm)+"'+k0}

ko k1 km—3

(D.46)
Se continuarmos reduzindo (D.46) desta forma, obteremos o seguinte conjunto recur-

sivo de equagoes:

xi(n(bnh‘“7ni—17km—i—17"'7k0> = E xi—l(n(bnl?"'7ni—27km—i7”’7k0)x
Km—_i )
XW[”ifl(TITZ~~~7‘i71)+~~~+n0}kmfi(7’i+1---T‘m)
(D.47)
1=1,2,...,m. Os resultados finais sao dados por
X(nm_l, e ,no) = I’m(no, Ce ,nm_l).

As expressoes em (D.47) sdo uma extensao de Bergland [3] para o algoritmo de Cooley-
Tukey. Lembremos que cada z; tem N entradas para serem calculadas. Cada entrada de
x1, por exemplo, precisa de 1 multiplicacoes e r; adigdes complexas para serem computa-
dos e, portanto, sao necessarias Nr; multiplicagoes e Nr; adigoes para computar o vetor
x1. Assim também acontece com os outros vetores: cada x; requer Nr; multiplicacoes e
Nr; adicoes para ser computado.

Portanto, o processo que acabamos de descrever precisa de 2N(ry + 179 + ... + 1)

—27i

operacoes para ser efetuado, sem considerar as possiveis simetrias da exponencial e ™8 =
W.

A FFT é muito usada em processamento de sinais de acustica e imagens, por exemplo.
Além disso, é uma ferramenta importante em Algebra Linear Computacional, como pude-
mos perceber no Capitulo 4, ao estudarmos produtos matriz-vetor envolvendo matrizes
de Toeplitz.
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D.7 A notacao O grande

Introduzida em 1894, esta notacao é uma ferramenta importante para andlise do custo
computacional de algoritmos.

Dizemos que f(N) = O(g(N)) se existe constante C' € R tal que
|f(N)| < Clg(N)], VN e N.

Pelo que vimos, o custo da FFT para o caso N = 27, em ntimero de operacoes, é de
f(N) = gNlog2 N. Logo, este custo ¢ O(N log, N), tomando C' = g e g(N) = Nlog, N
acima.

Para o caso N = ryry...r,,, este custo depende de 7,,;, € "maz- Para todo N cujo 7,

€ Tmae da decomposi¢ao sao os mesmos, o custo é da mesma ordem.

Sabemos que este custo é de 2N(ry + ...+ 1,,). Observe que ", < N = riry...7p
e, portanto, m < log, ~ N. Além disso, r1 4+ ...+ T < Mz < Tmaz log, . N. Logo, o

custo da FFT no caso N =71...7, é de 2N(ry +... +7p) = O(Nlog, ~N).
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Consideracoes Finais

Neste trabalho, apresentamos varias situagoes em que a matriz de Pascal surge, desde
relacgoes tedricas com outras matrizes e familias de polinomios até aplicacoes a curvas de
Bézier, importante ramo da Computacao Grafica.

Além disso, exploramos aspectos computacionais da matriz de Pascal, apresentando
uma forma rapida de resolugao de sistemas lineares envolvendo-a. Boa parte da busca
pelo melhor parametro que estabilize os problemas de mal-condicionamento nas matrizes
envolvidas na decomposicao de P foi feita pelo autor deste trabalho e seu orientador. A
aplicagao da matriz de Pascal a computacao das curvas de Bézier também ¢ idéia do autor
e seu orientador.

Ainda ha muito trabalho a ser feito envolvendo a matriz de Pascal. Cada vez mais ela
tem surgido em problemas de Matematica aplicada. Por exemplo, em resolucao numeérica
de equagbes diferenciais ordindrias (veja [2]), acustica, engenharia elétrica, etc. O algo-
ritmo que desenvolvemos no Capitulo 4 é aplicdvel a varias dessas situacoes e a outras
que possam surgir. Ha, porém, uma necessidade de melhor estabilizacao do que foi feito
no Capitulo 4, como pudemos perceber quando aplicamos o que foi desenvolvido a com-

putacao das curvas de Bézier e isto também é um trabalho interessante para o futuro.
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