UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA -
PRQGRAMA DE POS-GRADUAGAO EM ENGENHARIA ELETRICA

APLICAGAO DO POSICIONAMENTO PARCIAL
DE AUTOESTRUTURA AO PROBLEMA DE REGULACAO
SOB RESTRIGCOES NAS VARIAVEIS DE CONTROLE

DISSERTACAO SUBMETIDA A UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA
CATARINA PARA A OBTENCAO DO GRAU DE MESTRE EM ENGENHARIA
ELETRICA ‘ :

oo

JOAO MANOEL GOMES DA SILVA JUNIOR

FLORIANOP(_)LIS, ABRIL DE 1994



Biblioteca Universitaria |
___ UFsc”

APLICACAO DO POSICIONAMENTO PARCIAL DE AUTOESTRUTURA
AO PROBLEMA DE REGULAQAO.SOB RESTRICOES
NAS VARIAVEIS DE CONTROLE

JOAO MANOEL GOMES DA SILVA JUNIOR
ESTA DISSERTACAO FOI JULGADA ADEQUADA PARA A OBTENGCAO DO
TITULO DE
MESTRE EM ENGENHARIA ELETRICA

AREA DE CONCENTRAGAO SISTEMAS DE CONTROLE,
E APROVADA EM SUA FORMA FINAL PELO PROGRAMA DE
POS-GRADUACAO

ProWo“DﬁBONA CASTELAN NETO, Dr.

Orientador

1tk Sdgaden
Prof. ROBERTO D¥ SOUZA SALGADO, Ph.D.

Coordenador do Curso de Pés-Graduagdo em Engenharia Elétrica

BANCA EXAMINADORA: W

Prof. Emmp BONA CASTELAN NETO, Dr.

Orientador

Prof. JOSE E )%Do RIBEIRO CURY, Dr.

Co-orientador

/;WZJ f/ / %/Zégéza‘

~(Prof. BASILIO E. A. MILANI, Dr.

RICO, MSc.




il

A meus pais, minha irma

e thed avo.



v

Ao meu amior, Silvia.



Agradecimentos

Ao professor Eugénio de Bona Castelan Neto, pela dedicagdo e competéncia com que

orientou este trabalho e pela amizade desenvolvida entre nés durante este periodo.

Ao professor José Cury, pelos conhecimentos transmitidos, que foram fundamentais na

elaboragdo desta dissertagao.

Aos companheiros e amigos Tong Jiao e Flavio Soares, pela amizade e convivéncia

didria destes dois iltimos anos.

Aos colegas e amigos Ardo Fischman e Alexandre Sanfelice Bazanella, pela troca de
idéias.

A todos colegas do pés-graduagio (sobretudo ao pessoal das "baias”), pela amizade,
companherismo e pelos momentos de descontragao.

Aos meus pais Lisete e Jodo Manoel, ao meu avé Jodo e a minha mana Isabela pelo
amor, incentivo para seguir na busca de novos conhecimentos e apoio incondicional, sobretudo
nos mormentos mais dificeis. A minha namorada Silvia, que foi além disso amiga e compa-

nheira, pelo amor, dedicagdo, apoio e que mesmo estando a distancia sempre esteve presente

compartilhando minhas preocupagoes e meus sucessos.
A CAPES e ao povo brasileiro pelo financiamento deste trabalho.

A Deus.



Resumo

O objetivo deste trabalho é o estudo do problema de regulacio de sistemas lineares sob
restricdes nas variaveis de controle. O tratamento deste problema é baseado na propriedade
de invaridncia positiva e na aplicagdo de uma lei de controle do tipo realimentacao de estados.
Em particular, é estudado o caso em que as restri¢des definem uma regido poliedral no espaco
de controle. Pela natureza da lei de controle, tem-se entdo, correspondentemente, a defini¢ao
de uma regiso poliedral no espago de estados. A solugio do problema pode ser obtida fazendo-
se com que esta regido seja positivamente invariante em relagao ao sistema em malha fechada.
Para tanto, devem ser resolvidas duas relagdes matriciais, conhecidas por relages de invariancia

positiva.

Neste trabalho, a satisfagdo das relagdes de invaridncia positiva pata a solugdo do
problema é equivalente & manutengdo, em malha fechada, de um certo nimero de autovalores
e autovetores do sistema em malha aberta. Assim sendo, é explorada a utilizagio explicita do
posicionamento parcial de autoestrutura na resolugdo do problema. E proposta entdo, uma
metodologia de resolugio a partir da utilizacdo de um sistema de ordem reduzida. Dentro
deste contexto, alguns métodos e algoritmos ji existentes para a solugdo do problema sio
reformulados para tratd-lo através de um sistema de ordem reduzida. Sao analisadas entao, as
vantagens da metodologia proposta e como alguns problemas das abordagens originais podem

ser superados por sua utilizagao.

vi



Abstract

The purpose of this work is to study the regulation problem of linear linear systems
subject to control constraints. The treatment of the problem is based on positive invariance
property and the aplication of a state feedback control law. In particular, the case in wich
constraints define a polyhedral region in the control space is studied. By the nature of the
control law, we have, equivalently, a polyhedral region in the state space. A solution of this
problem can be obtained if we made this region positively invariant with respect to the closed
loop system. For that, two matricial relations must be solved. These two relations are called

positive invariance relations.

In this work, the satisfaction of positive invariance relations are equivalent to inain-
tenance, in the closed loop system, of a part of the open loop eigenvalues and .associated
eigenvectors. In this way, we explore the explict use of partial eigenstructure assignment te-
chniques to solve the underlying problem. Then, a reduced order framework is proposed to
deal with control constrained problem in linear systems. Ih this context, some methods and
algorithms of the related literature are reformulated and an analysis of the advantages of the

purposed methodology and how some technical limitations can be orvercome is carried out.
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Introducgao

A teoria de controle moderna tem, nas dltimas décadas, voltado-se péra a abordagem
de problemas existentes no ambiente industrial que, tendo em vista sua complexidade e a busca
de indices de desempenho, rendimento e prodﬁtividade cada vez mais exigentes, a abordagem
classica de controle j4 nio é capaz de resolver em sua plenitude. Aliado a isto, aplicagdes
envolvendo equipamentos de alta tecnologia e confiabilidade, como é o caso da indistria bélica
e aeroespacial, exigem, cada vez mais, estratégias de controle que levem em conta todas as
particularidades dos sistemas com o intuito de garantir alta precisao nas respostas, bem como

imunidade a falhas e comportamentos nao previstos.

Neste sentido, destaca-se o interesse pelo estudo dos sistemas multivaridveis. Técnicas
e algoritmos de controle sdo estudados a fim de garantir e atender necessidades de controle
tais como: estabilidade, desacoplamento, descentralizagio, robustez e rejei¢io a perturbacoes.
Estes algoritmos pressupdem, em geral, a aplicagdo de sinais de controle lineares e sem qualquer

tipo de restrigoes.

Nos sistemas fisicos reais, entretanto, restriges de ordem tecnolégica e de seguranga
se fazem presentes. Estas restri¢bes se traduzem na possibilidade de aplicagdo de sinais de
controle limitados entre valores maximos e minimos e também em limitacdes sobre as varidveis
de estado do sistema. Entre outros exemplos, podemos citar: as valvulas, que apresentam
uma abertura maxima e uma minima; amplificadores, que devem operar dentro das fronteiras
da tensio de alimentacio; atuadores de aquecimento ou resfriamento, cuja poténcia maxima
entregue ou retirada do sistema nio pode ultrapassar valores pré-estabelecidos a fim de ndo
serem danificados; conversores de poténcia, os quais sé podem acionar mdquinas dentro do
limite maximo de poténcia para o qual foram projetados; restri¢des de torque e velocidade em

maquinas elétricas devido a aspectos construtivos.

Entretanto, o que se tem utilizado na pratica até entéo, é o projeto de leis de contiole
lineares que ignoram, a priori, este tipo de restrigoes. Cohstata-se que o controle assim con-
cebido nio se comporta satisfatoriamente quando o sistema é submetido a fortes perturbagoes

ou fortes mudangas de referéncia. Este comportamento néo satisfatorio é decorrente dos ajus-



tes heuristicos aplicados a posteriori do projeto do controladot, freqiientemente utilizados na
inddstria, tais como: o controle saturado e o controle dual (aplicagio de uma lei de controle
mais fraca se o estado corrente do sistema estd muito afastado do ponto de equilibrio). Estes
métodos, que nio consideram as restrigdes a priori, levam o sistema e o controlador, inicial-
mente projetados para uma operagio linear, a se comportarem de uma maneira ndo linear.
Dessa forma, a analise de estabilidade feita ndo é mais valida e o sistema pode vir a apresentar

ciclos-limite, pontos de equilibrio parasitas, e até mesmo tornar-se instavel.

A partir da tltima década, estudos comegaram a ser desenvolvidos de forma a integrar
as restri¢bes sobre as varidveis de controle e de estado no projeto dos controladores. Primeira-
mente, pensou-se em integrar o problema no contexto do controle étimo [21] [22] [39]. Contudob,
a aplicagdo de técnicas de controle 6timo levam fregiientemente a algoritmos de controle nio
lineares muito dificeis de serem implementados. Outra abordagem, que tem sido a mais uti-
lizada nos wltimos trabalhos na &rea, é a que explora o conceito de dominios positivamente
invariantes [32] [36]. Este conceito pode ser considerado como uma extensao do conceito de

dominios produzidos por funcdes de Lyapunov.

Relativamente a um sistema dinadmico, um dominio de estados positivamente invariante
caracteriza-se pela propriedade de que, para qualquer condicio inicial pertencente a0 dominio,
no tempo ¢ = to, a trajetéria do sistema permanece dentro do dominio para t > to. Particular-
mente, se o sistema é linear e o dominio é do tipo poliedral, sua invariincia positiva é obtida
pela satisfacio de duas relagdes matriciais conhecidas como relagdes de invaridncia positiva [2]
[6] [55].

Assumindo-se entio que as restrigdes definem um dominio poliedral no espago de con-
trole, teremos, pela utilizagdo de uma lei de controle do tipo realimentacido de estados, um
poliedro correspondente no espago de estados definindo o dominio de comportamento linear
do sistema em malha fechada. Neste caso, um objetivo a ser atingido pode ser o de manter
a trajetéria do sistema em malha fechada confinada dentro deste dominio poliedral de com-
portamento linear. Para isto, a solugdo do problema podé ser obtida fazendo-se com que este
dominio seja positivamente invariante em relagdo ao sistema em malha fechada. Por esta abor-
dagem, a satisfagdo das relagdes matriciais de invaridncia positiva implicam na manutencao,
no sistema em malha fechada, de um certo niimero de autovalores e autovetores do sistema em
malha aberta [14]. Surge assim, a hecessidade de se utilizar técnicas de posicionamento parcial

de autoestrutura para a resolugéo deste problema.

O objetivo deste trabalho consiste entao, no estudo do problema de regulagdo sob res-
tricoes nas variaveis de controle (PRRVC) pela construgao de dominios poliedrais positivamente

invariantes em relagio ao sistema controlado. Em particular, ter-se-a interesse na obtencao de



leis de controle do tipo realimentacio de estados que, para tm dado conjunto de condicdes -
iniciais admissiveis, garantam o respeito linear as restrigdes (ndo haja saturagdo do sinal de
controle) conjuntamente com a estabilidade asssintética do sistema em malha fechada. O enfo- |
que central da dissertagéo estard na utilizagao explicita do conceito de posicionamento parcial
de autoestrutura na resolugio do PRRVC. Serd mostrado como é possivel o tratamento do pro-
blema através do uso de um sistema de ordem reduzida associado & autoestrutura do sistema
que sera efetivamente alterada. Esta abordagem trara algumas vantagens gerais no tratamento
do problema bem como possibilitard a realizagdo de melhorias em metodologias j4 propostas

na literatura.
Esta dissertagio estd entdo, assim organizada:

No capitulo 1 é apresentado, de forma genérica, o problema de regulagéo sob as varidveis |
de controle. A partir disto, justifica-se a abordagem do problema pela utilizagdo do conceito de
invaridncia positiva. Sera estudada entdo, a propriedade de invaridncia positiva de conjuntos
poliedrais. A partir disto, serd visto que a utilizagio de uma lei de controle por realimentagéo
de estados permitird que a solugdo das relagdes de invariancia positiva possa ser obtida através

de um posicionamento parcial de autoestrutura.

_ Assim, o capitulo 2 é dedicado ao estudo e a formalizacio tedrica do posicionamento '
parcial de autoestrutura. Para tanto, serdo utilizados elementos da teoria de controle geométrica
[58], cujos principais conceitos sio descritos no apéndice A. Sugere-se ao leitor que néo esteja
familiarizado com a abordagem geométrica, a leitura do apéndice A anteriormente a deste -
capitulo. | "

No capitulo 3 é mostrado como o problema de controle sob restricdes nas varidveis de
controle (PRRVC) pode ser tratado através de um sistema de ordem reduzida. Em particular,
é visto que o PRRVC pode ser resolvido por uma escolha apropriada da autoestrutura do
sistema reduzido. No apéndice B é apresentado de forma resumida um estudo sobre os graus

de liberdade envolvidos em um posicionamento de autoestrutira genérico.

Por fim, seguindo-se com a metodologia de tratar o problema a partir de um sistema de
ordem reduzida, sio apresentados, no capitulo 4, métodos para a solugdo do PRRVC baseados
em algoritmos de otimizagdo. Neste caso, serd visto como formular programas lineares e nao

lineares para a resolugio do PRRVC, utilizando-se um sistema de ordem reduzida.



Capitulo 1

A Propriedade de Invariancia POSItlva
e o Problema de Regulacao sob
Restricoes nas Variaveis de Controle

1.1 Introducao

Na pratica, a disponibilidade de energia para o controle de sistemas nao é infinita;
as limitacdes de ordem tecnolégica e/ou de seguranca permitem apenas a aplicagdo de sinais
de controle que devem respeitar certos limites. Em geral, estas restri¢bes definem dominios
poliedrais convexos no espago de controle. A trajetéria do sinal de controle deve entdo, estar
necessariamente contida neste dominio, seja pela aplicagio de uma lei de controle linear ou nao

linear (uma lei de controle saturada, por exemplo).

Neste capitulo serd apresentado, inicialmente, o problema de regulacio sob a presenca
de restricdes nas varidveis de controle. A abordagem escolhida para o tratamento do problema
passara pela utilizagdo da propriedade de invaridncia positiva. Serd feito entdo, um estudo
sobre esta propriedade e, em seguida, serd visto sua aplicacdo na solugdo do problema. A lei
de controle a ser considerada é do tipo realimentagio de estados. Dessa forma, ao dominio
delimitado pelas restrigdes no espago de controle, corresponderd um dominio no espago de
estados, no qual a trajetéria do estado do sistema deverd estar confinada. Assim, serd visto
que a solugao do problema pode ser obtida fazendo-se com que este dominio seja positivamente

invariante em relagio ao sistema em malha fechada.



1.2 Sistemas Sujeitos & Restri¢oes no Controle

Seja o sistema linear, continuo e invariante no tempo, descrito pela equacdo dinamica:
&(t) = Az(t) + Bu(t) (1.1)

onde A: X > X,B:U > X,z2€Xeu€lU. Uéo espago de controle e X é o espago de

estados.

Suponhamos agora que o vetor de controle, u(t), esteja restrito a uma dada regido D no
espago de controle. Consideremos, por exemplo, que limitagdes fisicas nos atuadores do sistema
nio permitem a aplicagio de um sinal de controle qualquer. O valor de u(t) a ser aplicado ao

sistema deve, necessariamente, pertencer ao dominio D:
ut)eDcU , Vt

Neste caso, diz-se que o sistema (1.1) estd sujeito a restrigdes no controle.

Em geral, as restricdes fisicas sobre o controle se traduzem pela possibilidade de

aplicagdo de sinais entie limites maximos e minimos:

Umnin S u(t) S Urnaz . ) (12) V

Dessa forma, a regiio D define um poliedro no espago de controle. Por exemplo, se o
sistema possui duas entradas de controle sujeitas 3 restrigdes do tipo (1.2), a regido D tem a
forma de um retangulo. No caso de 3 entradas D toma a forma de um paralelepipedo e com

mais de 3 entradas pode-se dizer que temos hiperparalelepipedos.

Suponhamos agora que u(t) é calculda pot uma lei de controle, a principio, qualquer.
Seja entdo ¢, (t,u(to), o), a fungdo de transigdo ou trajetdria do sinal de controle. Ela mostra
como o sinal de controle a partir do tempo t = o, evolui até u(t) no instante ¢ > ?o. Logo, em
um sistema com restrigdes no controle tem-se, necessatiamente, a trajetéria do sinal de controle

confinada a regido D:

du(t,u(to),to) € D
Muitas vezes é desejavel que a trajetéria esteja totalmente contida no interior de D,
int(D); geralmente este fato estd associado a um comportamento linear da lei de controle. Uma

lei de controle saturada, por exemplo, apresenta parte de sua trajetéria na fronteira de D, §(D).

Na se¢do seguinte apresentaremos o conceito de invariéncia positiva, o qual esta rela-

cionado com o confinamento de trajetérias a dominios especificos.



u2maa:

Utmin Utmaz U1

U2min

Figura 1.1: Dominio D
1.3 Dominios Positivamente Invariantes

Para o estudo da propriedade de invariincia positiva consideremos o sistema linear,

auténomo, continuo e invariante no tempo descrito pela equagdo dinamica:
i(t) = Aoz(t) . (1.3)

onder:X-eX,:veX,Xé%”-.

Seja ¢(t, z(to), to) = ¢(t, o) a funcdo trajetéria do sistema (1.3). Esta funcdo mostra,

a cada instante de tempo, t > o, a evolugao do sistema a partir da condigéo inicial zo = z(to).

Considere-se agora um conjunto nio vazio (2, contido no espago de estados:

Nckx (1.4)
Este conjunto pode ser limitado ou néo, conforme as definicdes abaixo:

Definicdo 1.1 (Conjunto Nao Limitado) : Um conjunto @ C X ¢ dito ser ndo limitado

na diregdo dada pelo vetor © € Q, se para todo escalar a, tem-se que ax € Q, ou seja:

JzeQtal quear €N, YVa>0



Definigéo 1.2 (Conjunto Limitado) : Um conjunto @ C X €

qualquer vetor z € (2, eziste um escalat o, tal que azx & Q:

Vz e = 3a tal que az ¢ Q

7

dito ser limitado se para

(a)

(b)

Figura 1.2: (a)Poliedro limitado; (b)Poliedro néo limitado

O conjunto de trajetérias de (1.3) que emanam de §) é notado po:

8(t,Q) £ {¢(t,z0) ; 0 €Q} , V20

(1.5)

Estamos entdo em condigdes de apresentar a defini¢do de um conjunto positivamente

invariante em relagio ao sistema (1.3).

Definicio 1.3 (Conjunto Positivamente Invariante) /[36]

O conjunto ndo vazio ) € um conjunto positivamente invari

ante do sistema (1.3) se,

para toda condigdo inicial pertencente a ), as trajetdrias correspondentes permanecem em (1,

ou seja, o sistema (1.3) apresenta a seguinte propriedade:

#(t,2) € Q

(1.6)



O conjunto ) pode, particularmente, ser um subespago, um cone [50] ou poliedro.
No caso de ser um subespaco, a invaridncia positiva de Q é equivalente a sua Ao—invaridncia
(vide apéndice A). Neste trabalho, teremos interesse especial no estudo de conjuntos Q do tipo

poliedral.

1552
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Figura 1.3: Propriedade de invariahcia positiva

De uma maneira geral, a invaridncia positiva de um conjunto {2 ndo implica a con-
vergéncia assintética das trajetérias para a origem. Se o sistema em questao é estavel, ele

admite dominios positivamente invariantes do tipo:
R(V(z),c)={z e X;V(z)<c, c¢>0} )
com V(z) sendo uma fungdo de Lyapunov qualquer associada ao sistema (1.3).

Assim, todo sistema dinamico estivel admite dominios positivamente invariantes. A
fronteira dos dominios do tipo (1.7) sdo determinados pelas curvas de nivel V(z) = ¢ > 0
[43](57]. A forma destes dominios vai depender entdo, da fungdo de Lyapunov escolhida. Em
particular, se V(x) = 7 Pz, com P definida positiva, estes conjuntos assumirao uma forma

hiperhelipsoidal.

Na aplicagdo ao problema de controle sob restrigdes serd de interesse principal o estudo
de conjuntos poliedrais positivamente invariantes, pois as restrigdes impostas delimitam, em
geral, regides poliedrais no espago de controle e de estados. No sentido de otimizar o conjunto
de condicdes iniciais, para as quais se possa garantir a estabilidade e o respeito as restrigdes

de controle, devemos buscar conjuntos positivamente invariantes de mesma natureza que os



o :

impostos pelas restrigdes. Baseados neste fato, apresentatemos na segio seguinte resultados

relativos a invaridncia positiva de dominios poliedrais.

1.4 Invariancia Positiva de Dominios Poliedrais

Nesta segdo serdo apresentados resultados bdsicos relativos & invaridncia positiva de
dominios poliedrais. Inicialmente serdo vistas propriedades genéricas a poliedros convexos e,

em seguida, a particularizagao dos resultados para poliedros simétricos e dissimétricos.

1.4.1 Poliedros Convexos

Defini¢io 1.4 (Poliedro Convexo) : Todo poliedro ndo vazio de R" pode ser caracterizado

por uma matriz Q € RI*™ e por um vetor p € N9, podendo ser definido por:
A n
R(Q,p) ={z € R ; Qz < p}

O

Observemos que a regido R(Q,p) é delimitada por um conjunto de g hiperplanos do

tipo g;x = p;, onde ¢; representa a i-ésima linha de Q.

A invariancia positiva de R(Q, p) pode ser caracterizada em termos das trajetérias do

sistema (1.3) pela seguinte propriedade:

Propriedade 1.1 : O poliedro convezo R(Q,p) é um conjunio positivamente invariante do

sistema (1.3) se e somente se:

Qz, < p = Q6A0t$0 <p, Voo € R(Q,P) , Vi2>0

a

No entanto, a formulacio de condigbes algébricas que descrevam esta propriedade é
fundamental para sua aplicagio em teoria de controle. Para tanto, sdo fundamentais os conceitos
de matriz essencialmente ndo negativa e M-matriz. Estas definigdes, bem como as propriedades
associadas a estas matrizes, serao utilizadas na formulagao das condigbes necessarias e suficientes

para a invaridncia positiva de dominios poliedrais.
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Definigdo 1.5 (Matriz essencialmente nao negativa) [5{] [45] : Uma matriz N € ™"

€ essencialmente ndo negativa se:

N;>0, Vi#i, 1<i,j<n
(1]

'Definigio 1.6 (M-matriz) [3] [{1] : Uma imatriz A € R™" tal que para todo i # j, Aij <0,

¢ uma M-matriz se e somente se todos seus autovalores possuem parte real positiva.

Propriedade 1.2 [3] [{1] : A € R com Ay; < 0 € uma M-matriz se e somente se existe
um vetor x > 0 (z; > 0, para todo i =1,...,n) tal que Az > 0.

O
Assim, se N é uma matriz essencialmente nio negativa e existe um vetor z > 0 tal que
Nz < 0, entdao —N é uma M-matriz.
A proposigio seguinte fornece uina condigdo algébrica riécesséria e suficiente para que

R(Q, p) seja um poliedro positivamente invariante do sistema (1.3).

Proposigio 1.1 (Invaridncia Positiva de R(Q,p)) [14] : O poliedro R(Q,p) é um con-
junto positivamente invariante do sistema (13) se e somente se existe uma matriz essencial-

mente ndo negativa H € R9*9 tal que:

HQ = QAo . (1.8)
Hp < 0 (1.9)
O

Suponhamos agora que a origem, z = 0, pertence ao interior de R(Q, p)- Neste caso, as
componentes do vetor p sdo estritamente positivas (p > 0). Podemos mostrar que a invaridncia
positiva de R(Q, p) é equivalente ao néo crescimento, ao longo das trajetérias do sistema (1.3),

da funcio escalar semidefinida nio negativa [8]: |
v(z) = m@lx{(—@)—o} (1.10)

p
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O lema seguinte fornece uma condigio necessaria e suficiente para a existéncia de uma

matriz H € R9*9 que satisfaca a relagio (1.8).

Lema 1.1 [14] : Uma condi¢io necessdria e suficiente para a existéncia de uma matriz H €

R9*9 que satisfaca HQ = QAo € que KerQ seja um espago Ag — invariante.

Demonstragao:

Necessidade: A partir da condicio HQ = QAo, se z € R é tal que Qz = 0, entio
QAoz = 0; por conseguinte, ¢ = Aoz € Ker ) para todo z € Ker Q). Logo, Ker @ é um

subespago Ao-invariante. Em notagio geométrica, tem-se: AgKer Q C Ker Q.

Suficiéncia: Se Ker @ é Ag-invariante, entdo: Vz € R ; Qz =0 = QAoz = 0.
Esta implicagdo é equivalente a:

Ker Q C Ker QAg . (1.11)

O subespago ortogonal e complementar de Ker @ em R" é gerado pelos vetores coluna de QT
e o subespago ortogonal e complementar de Ker QA em R é gerado pelos vetores coluna de
[QAo)T [47]. A condigdo (1.11) implica:

Im{[QAl["} C Im{Q"}

Logo, cada vetor linha de QAo pode ser escrito como uma combinagéo linear dos vetores linha
de @:
[QAo)i = [Hi.. Hig]Q@ , parai=1,...,q : (1.12)

Assim, obtem-se (1.8) por concatenagio das g condigdes. (1.12).
' a

v Sob a hipétese de que posto(Q) = g < n; a relagdo (1.8) pode ser interpretada como
uma equagio de projegio candnica (vide apéndice A). Neste caso, como Ker@) é um subespago
Ao—invariante, Q representa a matriz de projegdo candnica de Ag no espago quociente X'/ KerQ
e H representa o mapa induzido por Ay em Ker(@. Em particular, se posto(Q)) = n temos
ICerQ = 0 e conseqilentemente sempre existird uma matriz H que satisfaz a relagéo (1.8), que '

neste caso serd equivalente a uma relagio de similaridade [18].

O sistema (1.3) é de interesse especial quando representa um sistema do tipo (1.1)
controlado por uma lei de retroagio de estados. Neste caso, a condigio de Ao-invaridncia de

KerQ é equivalente a (A, B)-invaridncia de Ker@.

Analisando-se a equagao (1.9), podemos concluir que, sob a hipétese de que p > 0, —H

é uma M-matriz, pois H é uma matriz essencialmente ndo-negativa e existe um vetor p > 0
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tal que Hp < 0. Dessa forma, podemos deduzir algumas propriedades sobre os autovalores
de H (vide [3] [41]). Em particular, se a inequagéo ¢ estritamente verificada, H < 0, —H é
uma M -matriz ndo singular e, portanto, os autovalores de H tém suas partes reais estritamente

nega_tivas. Por conseqiiéncia, o sistema que descreve a dindmica induzida no espago quociente
X/KerQ:
i) =Hy(t) , com y(t) = Qa(t)

é assintoticamente estavel.
1.4.2 Poliedros Simétricos
Definigdo 1.7 (Poliedro Simétrico) : Um poliedro simétrico S(G,w) é definido por:

S(G,w) = {zeR"; —w< Gz Lw}

onde Ge R, we R, w#0 comw; >0 parai=1,...,9.

(]

As condicdes algébricas para a invaridncia positiva de poliedros simétricos, sdo dadas
~ pela proposigdo seguinte, que pode ser entendida como uma especializagido da proposigao 1.1
[14]. |

Proposicio 1.2 [8] [18] : S(G,w) € um poliedro positivamente invariante de (1.3) se e so-

mente se existe uma matriz H € R9*9 tal que:

HG = GAo | O (L13)

Ao < 0 | (1.14)

r o) Hy o para 1= . ]
comH,]-—{ \Hy| para i#] , (5,7)=1,...,m.

0

Temos que H é uma matriz essencialmente nio negativa que satisfaz: Hw <0, com w
tendo todas suas componentes nao negativas (w > 0). Entdo, H é uma —M-matriz e todos os

elementos de sua diagonal principal sdo nio-positivos [3] [41]:

Hi=H; <0
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Se o elemento H;; é nulo, entio todos os elementos da linha correspondente sdo também
nulos: H;; = 0. Em particular, se a inequagdo (1.14) é estritamente verificada, todos os

elementos da diagonal principal de H sio estritamente negativos:

A

Hw<0= H; <0

Pode ser mostrado [14] que a invarincia positiva de S(G, w), com w > 0, é equivalente
20 ndo crescimento, ao longo das trajerdrias do sistema (1.3), da fungao escalar semi-definida
positiva: ‘ _ . :
- g [Jl(Gz)i] : L
v(z) = r?:alx{ o . | (1.15)
assim 9(z(t)) <0, Ve(t) e X eVt>0. |

A fungdo v(z) é uma semi-norma generalizada do tipo L, [23]. Podemos chamé-la de

fung¢do ou semi-norma poliedral.

Se posto(G) < n, a semi-norma poliedral v(z) se anula para todo valor de z € KerG.
Isto determina a caracteristica semi-definida positiva de v(z). Por outro lado, se S(G,w) é
positivamente invariante e posto(G) = n, v(x) = 0 se e somente se z = 0. Neste caso, como
v(z(t)) <0, Vz(t) € X e posto(G) = n, a norma poliedral, v(z), é uma fun¢éo de Lyapunov
do sistema (1.3). Se sua derivada, 9(z) <0 Vz # 0, o sistema (1.3) é assintoticamente estavel

e a norma poliedral é contrativa ao longo de suas trajetérias.

Dado um poliedro simétrico, podemos sempre trabalhar coin sua forma normalizada:
Su(G,w) = S(Gny1,) 2 {z e R"; —1, < MGz < 1,} (1.16)

onde M é uma matriz diagonal com m;; = w; > 0; 1, é um vetor de dimensao g clijas compo-

nentes sio todas iguais a 1; e G, & MG
Se S(G,w) é poliedro positivamente invariante em relago a (13) temos que S(Gn,1,)
também o é, pois sio representagdes matematicas diferentes para o mesmo poliedro. Dessa

maneira, pela proposigao 1.2, existe uma matriz H, tal que:

H,G. = GnAo | (1.17)
1, <0 (1.18)
Substituindo-se G,, por M~1@ na equagio (1.18) e utilizando o fato de que HG = G Aq,
obtém-se:

H=MHM1 (1.19)
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por outro lado, como M = diag(w;), e w; > 0, podemos escrever que MH,M~'v < 0e

conseqiientemente:

H=MH, M (1.20)

Trabalhando com o poliedro em sua forma normalizada, pode-se expressar e interpretar
a relagio (1.18) através do conceito de norma logaritmica (ou medida infinita de matriz) [35]

[57], too(+). Dada uma matriz P temos que:
fioo (P) = max{pi; + > Ipisl}
Assim, a relagéo (1.18) pode ser reescrita cotio:

foo(Hn) <0 (i.21)

A seguir, apresentaremos algumas propriedade relativas 2 medida infinita de uma ma-

triz que nos permitirao tirar algumas concluses a respeito da relagao (1.18).

Propriedade 1.3 [57] : A medida infinita poo(-) de uma matriz P tem as sequintes proprie-
dades:

(i) —||Plloo £ —poo(=P) < peo(P) < [[Plloo
(1) peo(aP) = ape(P) Va2 0
(i13) poo(P + Q) < poo(P) + 1oo(Q)

(1) poo(—P) < Re(X) < pio(P), onde Re()) € a parte real de qualquer autovalor de P.

O

Pelo item (iv) da propriedade (1.3), se a relagdo (1.18) é satisfeita, os autovalores de
H,, terio todos suas partes reais ndo-positivas. Como H, é similar de H, esta é uma outra

maneira de verificar que a dinamica induzida no espago quociente (X /Ker G):
g(t) = Hy(t) , com y(t) = Gz(t)

é estavel se a relagio (1.18) é satisfeita. Em particular, se esta ¢ estritamente verificada temos
garantida a estabilidade assintética. Esta conclusdo, como j fora visto na secdo anterior,

poderia ter sido obtida a partir da utilizagio do conceito de M-matriz.
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1.4.3 Poliedros Dissimétricos

Definicao 1.8 (Poliedro Dissimétrico) : Um poliedro dissimétrico S(G, wm,wnr) € definido
por:

(G, wm,wir) & {z € R ; —wn < Gz < war)
onde G € R, Wy, wpyr € NI, W, wnr # 0 com Wi, wni >0 parai =1,...,9.
0
As condigbes para a invariancia positiva de um poliedro dissimétrico em relagdo a (1.3)

sao dadas pela seguinte proposigao:

Proposicio 1.3 [8] : S(G,wm,wnm) € um poliedro positivamente invariante de (1.3) se e

somente se existe uma matriz H € 199 tal que:

HG = GAo | (122)
f{[“’“] <0 | (129
wm
3 ~ 7+ 2 H;; pard i=j . ._
onde: ﬁ = [ H* H- ] com I{U - maxH,-j,O para 2¢] y L, = 1,-..,g_
cH=50 5 A i
A 0 a- 2 0 para t=j i1 ...g

i max —H;;,0 pare 1#j

Note que este resultado pode ser visto como um caso particular da proposi¢ao 1.1 para

e Wy,
também que H = H* — A~ e define-se HE O+ + H.

. , e G ~ Wrr
poliedros convexos genéricos com @) = s H=Hep= . Neste caso, observa-se

A relagio (1.22) &, pelo lema (1.1), equivalente a Ag—invaridncia de KerG. Serd mos-
trado agora que, analogamente aos poliedros simétricos, a relagao (1.23) implica a estabilidade

da matriz H, ou seja, o espectro de H est4 contido no semiplano esquerdo do plano complexo

(c(H)CC™).
A relagdo (1.22) pode ser reescrita em duas ineguagdes:
Htwy + H w, (1.24)
Hwy+H'wy <0 (1.25)

IA
=]
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Somando-se (1.24) e (1.25), tem-se que:

(HY + H Ywy + (HY + H )w,, 0-
(B + H ) (wy +wm) < 0
H(wy +wn) <0 (1.26)

IA

Definamos agora uma matriz M diagonal, tal que os elementos de sua diagonal séo dados por

(wari + Wmi) (M = diag((wpr + wp);)) e matrizes ﬂ: e f{; da seguinte maneira:

Y & M7'H*M
i; & MH M

Como todos elementos de M sdo nio negativos, podemos definir:

H, & Br—A: =M'H*M-M'H M=M"HM
B, & Br+H =M'H*M+M A M=M"'HM

A partir da equagio (1.26) e pela constrigao de M, podemos escrever que:

\

MY A+ )M, < 0

1, <0 (1.27)
A relagdo (1.27) é equivalente a:
poo(Hn) <0 (1.28)

Pelo item (iv) da propriedade (1.3), se a relagio (1.18) é satisfeita, os autovalores de H, terdo
todos suas partes reais nao-positivas. Como H, ¢ similar de H, tém-se que a dinamica induzida

no espago quociente (X /Ker G):
i) = Hy(t) . com y(t) = Ga(?)

é estavel se a relagio (1.23) é satisfeita. Em particular, se esta é estritamente verificada temos

garantida a estabilidade assintotica.

Como no caso anterior, a invariancia positiva de S(G,wa,wn) é equivalente ao nédo
crescimento, ao longo das trajetérias do sistema, da fungdo semi-definida positiva:

o(z) = roax {max(|(G~T)i| I(G$)|i)}

=1 (wm)i’ (W)

No decorrer do trabalho, as equagdes do tipo (1.8), (1.14) e (1.22) serdo referenciadas
como primeira relagdo de invaridncia positiva e as relagdes (1.9), (1.14) e (1.22), como segunda
relagio de invaridncia positiva. Na observagdo a seguir, sera visto como ficam estas relagdes

para o caso de termos um sistema discreto no tempo.
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(a)

Figura 1.4: (a)Poliedro simétrico; (b)Poliedro dissimétrico

(b)

T2

Observagao 1.1 (Invaridncia Positiva no Caso Discreto) : Para o caso de um sistema

discreto no tempo dado por

z(k + 1) = Aoz(k)

(1.29)

as relagdes de invaridncia positiva para domintios poliedrais sao semelhantes as vistas para o caso

do sistema ser continuo no tempo (1.3). A primeira relagdo de invaridncia € a mesma, havendo

uma pequena modificagdo na sequnda relagdo de invaridncia positiva. O estudo detalhado para

este caso pode ser encontrado em [2] [4] [5] [5] [29]. Vejamos, resumidamente, como ficam

estas relagies para cada um dos tipos de poliedros vistos acima.

e Poliedros Convexos R(Q,p):

HQ
Hp
com H;; >0 Vi,j.
e Poliedros Simétricos S(G,w):
HG
|H|w

IA

<

QAo

GAg

w

(1.30)
(1.31)

(1.32)
(1.33)

com Hi; >0 Vi,j e onde |H| corresponde a uma matriz cujas componentes sdo iguais ao

mddulo das componetes de H.
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No caso continuo, foi visto que a relagdo (1.14) é equivalente a que todos os autovalores de
H sejam estdveis. Para mostrar este fato, pode-se utilizar o conceito de M —matriz ou as
propriedades da norma logaritmica de uma matriz. Analogamente ao caso continuo, serd
mostrado agora que, para o caso discreto, a sequnda felano de invaridncia positiva (1.33)
€ equivalente a que todos o autovalores de H sejam estdveis, ou seja, estejam contidos

dentro do circulo de raio unitdrio no plano complezo. Utilizaremos para isto o conceito

e as propriedades da norma infinita de uma matriz, || - ||so. Dada uma matriz P € ™"
temos que: _ .
[P n n ' P .
1Plleo = max 3 {|pi;l} (1.34)
J=1 '

e || Pl = o(P) 2 max{|X;(P)}; 1 <i < n}, onde ¢ € o raio espectral de P [19] € \; ¢

um dos autovalores da matriz P.

Definindo M = diag(w;), e como w; > 0, podemos escrever que:
|H| = |MH,M™!| = M|H,|M™* (1.35) -
Aplicando a equagdo (1.85) em (1.33) temos que:
|H,|1, <1, v ‘ (1.36)
mas pela defini¢io de norma infinitd, (1.36) € equivalente a: |
[ Halloo <1 (1.37)

e, consegiientemente o(H) < ||H,|lo < 1, € como H, € similar de H, temos que todos os

autovalores de H estdo contidos no circulo de raio unitdrio no plano complezo.

Poliedros Dissimétricos S(G,war, wy,):

HG = GAo (1.38)
ﬁ[“””] < [“_’M] | (1.39)
W Wy -

. [ HY H- H}; £ I{)ij e g'j ig R

“”"H=[H— H+}e g-af 0 s Hy >0 Ci_1
W7 —H; se Hj;<0 S

Da mesma maneira que no caso continuo, so que dgora utilizando o conceito de norma

infinita, é possivel mostrar que a relagio (1.39) implica que todos os autovalores de H

estejam contidos dentro do circulo de raio unitdrio e, portanto, sejam estdveis.
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1.5 TUtilizacao da Propriedade de Invaridncia Positiva
no Problema de Regulagao sob Restrigoes nas Va-
ridveis de Controle (PRRVC)

Nesta se¢do serd analisado o problema de regulagdo sob restrigées nas as vairidveis de
controle, que sera abreviado por PRRVC. Em particular, a lei de controle considerada serd a
realimentacio de estados. Neste caso, a solugdo do problema pode ser obtida pela construgao
de uma matriz de realimentacio de estados que garanta a invaridncia positiva de um dominio
poliedral no espago de estados. A abordagem do problema seré feita considerando-se o caso
continuo, sendo que a extensio para o caso discreto é imediata. As diferengas bésicas entre o
caso continuo e o discreto estio na segunda relagio de invaridncia positiva (vide observagéo 1.1)
e na regido de estabilidade no plano complexo (no caso continuo deve ser considerado o circulo
de raio unitario). Para isto, consideremos o seguinte sistema linear, continuo e invariante no
tempo: |

&(t) = Az(t) + Bu(t) (1.40)
ondeA:XHXeB:L{—+X,a:GX,uEU,XééRn,Ué%meopaf(A,B)ésupostoser

estabilizavel.

O vetor de. controle, u, estd submetido a restri¢oes lineares, que definemn o seguinte

poliedro simétrico, {2, no espago de controle:
)= {u e R™ ;o =Umin S U S umax} ' (141)

com (Umaz )iy (Umin)i > 0 para ¢ = 1,...,m (todas as componentes de Uz € Umin S30 positivas

e diferentes de zero).

Consideremos também um conjunto de estados iniciais admissiveis do tipo poliedral
para o sistema (1.40):
‘ Do(K,w) = {z € R"; Kz < w} (1.42)

Seja agora a lei de controle por realiinentacio de estados: _
u(l) = Fz(t) , com F:R®" — ®™ (1.43)

Temos dessa maneira, um poliedro correspondente no espago de estados, S(F, umaz, um,-n),

dado por:
S(Fa umax,umin) = {117 € R —Umin S Fz S umax}‘ (144)

ou, equivalentemente, em notagdo geométrica:

S(F, Umaz, Umin) = F710 (1.45)
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Quando sujeito a restrigdes de entrada do tipo acima (1.41), o sistema (1.40) sob a lei
de controle dada por (1.43) é chamado de um sistema dindmico localmente linear. O modelo

linear em malha fechada:
= (A+ BF)z(t) (1.46)

é véalido apenas para estados pertencentes & S(F,Umaz,Umin). Fora de S(F,Umaz,Umin) um
vetor de entradas admissiveis pode ser aplicado usando uma lei de controle do tipo saturagao
[28] [50], formulada como:

(umaz)i 3 s€ (F.’l)), > (umax)i
Ui = (sat(F:c)); = (17‘7:)5 y S€ —(umin)i < (F(II), S (umaz)i (147)
—(umin)i 5, se (Fz)i < —(Umin)i

o que implicard em um comportamento néo linear do sistema. Neste caso, a andlise e a garantia

de estabilidade do sistema em malha fechada nao sao triviais [42] [50] [51] .

Neste trabalho o interesse estd concentrado no calculo de uma lei de controle linear do
tipo (1.43) tal que as restrigdes (1.41) sejam respeitadas sem a saturacéo do sinal de controle e
o sistema em malha fechada seja assintoticamente estdvel. Para tanto, devemos calcular uma
matriz de realimentacio de estados, F', tal que para todo estado inicial, £(0) = zo, pertencente
a um dominio de estados iniciais admissivei, zo € Dy, o vetor de estados‘ seja levado para
a origem (ponto de equilibrio do sistema) linearmente e sua trajetdria esteja confinada em

S(F, Umaz, Umin)- A resolugio do problema pode entao ser obtida se :

e Os autovalores do sistema em malha fechada, o(A + BF), estdo contidos na regido de

estabilidade do plano complexo.
¢ Existe um conjunto E, positivamente invariante em relagéo a (1.46), tal que:

DO g E (_-_- S(F, umax,umin)

Na literatura sio encontradas basicamente duas abordagens para a construgédo do

dominio E:

12) E ¢é considerado como sendo Dy [4][56].
A solugio neste caso, consiste em encontrar um par (H, F') que verifique simultaneamente .
as equagbes de invaridncia positiva:

HD, = Do(A+ BF) (1.48)
i [ “m“] < 0 (1.49)

Umin
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A1/

S(F’ Umins Umax /

Figura 1.5: Dominios Do, E, S(F; Umaz, timin)

com a restrigio adicional de que Do(K,w) C S(F,Umaez,Umin). Isto pode ser feito
utilizando-se algoritmos de otimizagdo, particularmente de programacéo linear, haja visto

que as equagOes matriciais envolvidas sdo lineares.

E é considerado como sendo S(F,Upaz, Umin) [9][14] [29].

Sendo E considerado como S(F, Umaz, Umin), devemos pela proposigdo 1.3 encontrar uma

matriz F' e uma matriz H, tais que sejain satisfeitas as equacdes de invariancia positiva:

HF = F(A+BF) (1.50)
ﬁ[i‘l’f‘?f} <0 | (1.51)

e além disso que garantam que Do(K,w) C S(F, u’max,ﬁm;h).

Observemos que a equagao (1.50) é ndo linear, uma vez que suas incégnitas sdo os ele-
mentos de H e F. Assim, uma solugdo para o problema pode ser obtida formulando-se

um problema de otimizagéo néo linear [9].

Em particular, no presente trabalho sera explorada a segunda abordagem.
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Pelo lema (1.1), a igualdade (1.50) pode ser interpretada em termos da (A + BF)—in-

varidncia do Ker F' [14]. Se I satisfaz esta propriedade, podemos escrever a seguinte equagao:

[A.JF— 4 —OB] [’:l)J ] = [g} com w; = F; (1.52)

As frequéncias \; do sistema S(A, B, F) e as diregdes v; associadas sio necessariamente

autovalores e autovetores generalizados do sistema em malha aberta, pois:
(/\;I — A)'v,' - Bw,- = (A,I - A)v,- - BF'U,' = 0' (153) '

e como v; € Ker F,

(M —A)p; =0 (1.54)
Assim, a invaridncia positiva de S(F, Umaz, Umin) 56 pode ser garantida com estabili-
dade, se mantivermos ao menos (n — m) autovalores estiveis em malha aberta no sistema em

malha fechada, pois esta é a dimensdo minima do Ker F.

Em [14] preocupou-se, inicialmente, em modificar, através da realimentacio de estados,
apenas os autovalores instaveis do sistema (1.40). A autoestrutura a ser posicionada deve
entdo garantir conjuntamente as relagdes (1.48), (1.49) e a estabilidade do sistema em malha
fechada (1.46). Considerando-se (r) como o nimero de autovalores instéveis do sistema, foram

analisados dois casos:

1. r < m: é garantida a invaridncia positiva de S(F),tmaz,Umin) conjuntamente com a
estabilidade assintética do sistema em malha fechada. Neste caso a dimensao de Ker F

éigual a (n —r).

2. r > m: neste caso nio é possivel garantir a invariancia positiva de S(F, Umaz, Umin) € a
estabilidade do sistema conjuntamente. Entao, uma técnica alternativa a solugao consiste
em garantir a invaridncia positiva de um poliedro S(F,Umaz, tmin) C S(F, Umazs Umin ),
que ser3 considerado um conjunto de condigoes iniciais admissiveis para o modelo linear
(1.46). Neste caso, podemos construir um poliedro S(F, Umaz, Umin) que tenha (n — m) )
pares de faces determinadas pelas linhas de F' e é ndo limitado em (n — r) diregSes

associadas a autovalores estiveis em malha aberta [14].

De uma forma mais genérica, podemos modificar nio apenas os pélos instaveis como
também alguns pélos estaveis em malha aberta a fim de obtermos uma melhoria na dinamica
do sistema. Chamaremos estes pélos estaveis que serdo modificados de pélos ”pseudo-estaveis”.

Assim (r) serd o nimero de pélos instaveis mais o numero de pdlos ”pseudo-estaveis”.
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Veremos entao, no capitulo 3 que, para resolver o problema de invaridncia positiva de
um poliedro S(F, Umaz,Umin) OU S(F, Umag, Umin), depara-se com um problema de posiciona-
mento parcial de autoestrutura, onde (n — r) autovetores e autovalores em malha aberta serao

mantidos no sistema em malha fechada.
1.6 Conclusao

Restricdes de ordem tecnolégica e de seguranga em sistemas fisicos requerem que a
trajetéria do sinal de controle esteja contida em uma dada regido D no espago de controle.
Esta regido, em geral, toma a forma poliedral. A propriedade que garante o confinamento de
uma trajetéria a um dado conjunto é chamada de invaridncia positiva. Assim sendo, analisou-se

neste capitulo a propriedade de invaridncia positiva de dominios poliedrais.

Para que um conjunto seja positivamente invariante em relagio a um dado sistema

linear, deve-se satisfazer duas relagbes matriciais, dadas geneficamente por (1.8) e (1.9).

Particularmente para o caso em que a lei de controle é do tipo realimentagao de estados,
definiu-se o problema de regulagio sob restri¢bes nas varidveis de controle, PRRVC. Neste
caso, o poliedro delimitado pelas restrigdes corresponde a um poliedro no espago de estados,
S(F, Umin, Umaz). A solugdo para este problema pode ser obtida garantindo-se a estabilidade em
malha fechada do sistema e a construgio de um dominio positivamente invariante que contenha

um dominio de estados iniciais admissiveis D,, contido em S(F, Umaz, Umin)-

Neste trabalho serd explorada a abordagem pela qual a lei de controle é projetada
de forma a fazer o poliedro S(F,umaz, Umin) positivamente invariante em relagdo ao sistema
em malha fechada. Para isto, se faz necessaria a (A + BF)-tnvaridncia do Ker F. Logo, a
resolugio da 12 relacio de invaridncia positiva, neste caso, é equivalente a manutencao, no
sisterna em malha fechada, de ao menos (n — m) autovalores do sistema em malha aberta.
Este fato sugere a idéia de um posicionamento parcial de autoestrutura. Em alguns casos, a
invariancia positiva de S(F, Umaz, Umin) Dd0 pode ser obtida conjuntamente com a estabilidade
assintética do sistema em malha fechada, devendo entdo, ser construido um poliedro limitado

em iim nimero maior de diregdes.

O préximo capitulo serd dedicado ao estudo do problema de posicionamento parcial de

autoestrutura, o qual servird de base para os algoritmos a serem apresentados nos capitulos 3

e 4.



Capitulo 2

Sobre Posicionamento Parcial de
Autoestrutura

2.1 Introducgao

As técnicas de posicionamento de autoestrutura por realimentacio de estados e de
saida vém sendo, através dos anos, aplicadas com sucesso em varios problemas de controle de
sistemas lineares. Em geral, quando utiliza-se este tipo de abordagem, a estabilizacao e/ou
melhora do comportamento dinamico do sistema é obtida através do deslocamento de todos
os polos do sistema, associando-se a estes, explicita ou implicitamente, um novo conjunto de
autovetores [17][38]. Para sistemas de ordem elevada o célculo de matrizes de realimentagio de
estados que fagam o posicionamento de todos os pélos do sistema torna-se muito oneroso e pouco
confidvel computacionalmente [44]. Assim, no caso em que existem poucos pdlos instdveis ou
de dindmica nio satisfatoria em malha aberta, torna-se interessante trabalhar com algoritmos
que posicionem apenas estes polos, deixando a autoestrutura restante do sistema inalterada,

caracterizando assim, um posicionamento parcial de attoestrutura.

Outra motivagdo para o estudo do posicionamento parcial de autoestrutura, como foi
visto no capitulo 1, é no tratamento do problema de regulagio sob restrigdes de controle utili-
zando a propriedade de invariancia positiva. Neste caso, utiliza-se uma lei do tipo realimentagao
de estados para a construgido de um poliedro do tipo S(F, umin, Umes) Positivamente invariante
em relagio ao sistema em malha fechada. A satisfacio da primeira relagio de invaridncia posi-
tiva (1.50) requer a manutencdo em malha fechada de um determinado ntimero de autovalores

e autovetores do sistema em malha aberta [14] [26).

Embora importante para a solugio dos problemas acima, poucos trabalhos abordam

diretamente o posicionamento parcial de autoestrutura. Dentre eles podemos citar o trabalho de
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Saad [44], que aplica um algoritmo por projegio ao caso monovariavel, e o artigo de Nichols [40],
que faz ima generalizagio do algoritmo anterior ao caso multivariavel e considera o problema de
sensibilidade dos autovalores do sistema a variagdes paramétricas. Além disso, a formalizagao
tedrica e a caracterizagdo algébrica da solugdo do problema néo sdo devidamente abordadas

nesses trabalhos.

O objetivo do presente capitulo sera entao, tratar formalmente o problema de posicio-
namento parcial de autoestrutura e mostrar como sua solugéo algébrica pode ser obtida pela
utilizacio de um sistema de ordem reduzida [25] {27]. Na secéo 2, a defini¢do do posicionamento
parcial e uma condigdo necessaria e suficiente para sua obtengdo serdo apresentadas segundo a
abordagem geométrica de Wonham [58]. A seguir, na segéo 3, serd apresentado um algoritmo
matricial. A idéia bésica deste algoritmo é o de projegdo a nivel geométrico, o que possibilita
realizar os calculos utilizando-se um sistema de ordem reduzida. Na secdo 4, serd mostrado
como é possivel determinar a dinamica do sinal de controle por um posicionamento parcial de
autoestrutura. Por fim, serd apresentado um exemplo ilustrativo de aplicagdo do algoritmo

proposto.

2.2 Aspectos Geométricos

Nesta se¢io formalizaremos o conceito de posicionamento parcial de autoestrutura
utilizando elementos da teoria de controle geométrico. A idéia bésica a ser explorada é a de
particionar o espago de estados em dois subespagos corﬁplementares e garantir que o espectro
da restri¢io do sistema a um destes subespacos seja mantido inalterado pela aplicagdo da

realimentacio de estados.

~ Consideremos novamente o sistema linear, continio e invariante no tempo:
#(t) = Az(t) + Bu(t) | (21

onde A: X 5 XeB:U—X, zeX,ucl,X 2R UER™

Seja o espectro de A dado pelo conjunto simétrico em relagao ao eixo real: a(A) =
{oq, 0, ..., }. Associado a o(A), temos um conjunto de autovetores generalizados, linear-

mente independentes, {1, us, ..., Un}.

Seja agora uma lei de controle por realimentagao de estados, u(t) = F z(t), de forma

que o sistema em malha fechada seja dado por:

&(t) = (A+ BF)z(t) - (2.2)
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Definigio 2.1 (Posicionamento Parcial de Autoestrutura) : Se para um subespago V, C
X, de dimensdo (n — 1) e A — invariante, o espectro da restrigio de A ao subespaco V, e 0s
autovetores de A contidos em V,, nio se alteram com a aplicagio de F , diz-se entdo, que F

posiciona parcialmente a autoestrutura do sistema em malha fechada com relagdo a V,.

a

Em outras palavras, I’ é tal que o sistema (2.2) tem seu espectro dado pelo conjunto
simétrico em relagéo ao eixo real,{a, a2, .., Qn_r, Ai, Az,..., A } & seus autovetores correspon-

dentes sdo dados pelo conjunto {uy,uz,. .., Un—r;V1;-- ., v, }, ou seja:
o(A|V,) =0(A4+ BF|V,) ={ai,03,...,001} (2.3)
AV, = (A + BF)V, = V,A, (2.4)
onde V, = [uy, ug,...,Un—,] € A, & a representagao matricial do mapa A|V, na forma candnica
de Jordan. |

A partir da definigdo apresentada acima, podemos enunciar ima proposigao que fornece

uma condigio necesséria e suficiente para o posicionamento de autoestrutura.

Proposigao 2.1 : Para V, como na definigdo (2. 1), F posiciona parcialmente a autoestrutura

de A com relagio a V, se e somente se (BF) |V, =0.

Demonstragao:

Necessidade:

Para que (A + BF)V, = AV, = A,V, devemos ter hecessariamente BFV,=0. -

Suficiéncia: Notemos inicialmente que se (BF)|V, = 0, V, é também (A + BF) —
invariante. Considerando a representacio do sistema realimentado em uma base conveniente,
(A 4+ BF') pode ser escrita como:

wewn= [ Qo [0 G

onde A;; e (BF);; sio respectivamente as representagoes matriciais de A | V, e (BF ) | Vo

enquanto Ay, e (BF)z; sao respectivamente as representacdes matriciais dos mapas induzidos

por A e BF no espago quociente X/V . Se (BF) |V, = 0 temos que:
Ay App+ BFy, ]

A+BF:[ 0 Ay + BFy
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o(A+ BF) = 6(A11) U 0(As; + BFy,)
a(A|V,) =o(A+BF|V,) = (A1)

Sejam agora V, e A, como definidos anteriormente, temos entio que: AV, = V,A,. E,
como (BF)|V, =0, (A+ BF)V, = V,A,. Assim fica caracterizado o posicionamento parcial de
autoestrutura de acordo com a definigao (2.1). ' '

-

Consideraremos a partir de agora, sem perda de generalidade, que B é ménico, ou

seja, sias representagdes matriciais sdo de posto completo. Neste caso, é vdilida a seguinte

observagio.
Observacgao 2.1 : Se B € médnico uma condi;da equivalente a (BF) |V, =0 é V, C Ker F.

0.

Formularemos a seguir uma proposicio que garantird a livre alocagdo de parte do
espectro do mapa induzido por A no espago quociente X /V, no caso particular de um po-
siclonamento parcial de autoestrutura. Esta proposicdo dara entdo, a condigdo para a livre
alocagdo de autoestrutura de um sistema de ordem reduzida, associado ao mapa induzido por
A no espago quociente X'/V,, a ser vista nas segbes seguintes. Este resultado pode ser visto
como uma variagdo do resultado obtido em [46] relativo & alocagio do espectro de um sistema

qualquer.

Proposigio 2.2 : SejaV, um subespago A—invariante e o subespago & = (Vo4 < A|lImB >).
Entdo, para uma F tal que V, C Ker F, o espectro de (A + BF) se decompée em: |

o(A+ BF) =a(A|V,) U o(A+ BF || §/V,) Uo(A+ BF | X/6)

onde, o espectro de (A + BF) ”entre” § ¢ V,, o(A+ BF || §/V,), ¢ livremente alocdvel por F
e o espectro de (A + BF) "entre” X e 6, o(A+ BF || X/6) € fizo. '

Demonstragao:

Notemos inicialmente que § é (A+BF)—invariante, pois tanto V, quanto < A | ImiB >
0 s30.

Bs
0

(A]6). Definindo Ps : 6 — 6/V, como a projegao candnica de § em 6/V, e B; = P;sB; temos:

Como ImB C 6, em uma base conveniente temos B = [ ] ‘Consideremos entao

§/V, = Ps6 = Ps(Vot < A | ImB >)
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Por definigio, PsV, = 0, dessa forma:

Ps(Vo+ < A|ImB >) = Ps(< (Al§) | TmBs >) = Ps(TmBs-+(A|6)TmBs+. . .+(A|§)" ' TmBs)

Como Ps(A|6) = (A]6)Ps (equagio de projegio candnica) tefnos que:

§/V, = Im(PsBs) + (A|§)Im(PsBs) + ...+ (A]8)"'Im(PsBs) =< (A|§) | ImB;s >

Logo (A6, Bs) é controldvel e, portanto, o(A[6 + BsFs) é livremente aloczivell por
F& : 5I/Va ——>Z/{ :

Mas, definindo-se F': 6 — U, F} = FsPs, tem-se:

(A[6 + BsF5)Ps = A|6P; + BsFsPs = Ps(A|6) + PsBsFs = Ps(A|§ + BsFy)

Portanto (A|6 + BsFs) = (A6 + BsFs).

Seja agora F' : X — U, tal que F|6 = Fs. Temos que V, C KerF;, pois FzV, =
FsPsV, = 0. Portanto, pela proposigio (2.1) temos:

o((A+ BF)S) = o(AV,) U o(AT5 ¥ BoF)

Consideremos agora a projecdo candnica P : X — X/6:
(A¥ BF)P = P(A+ BF) = PA= Ay;P

com Ay/s sedo o mapa induzido por A no espago quociente X /8, pois Im(BF) C ImB C$
e P6 = 0. Assim o(A+ BF) = o(Axs) para toda F. Portanto, como o(Al6 + BsFs) =
o(A+ BF || §/V,) e s(A+ BF) = o(A+ BF || X/6) e pela proposigao (2.1):

o(A+ BF) = a(A|V,) Ua(A+ BF || §/V,) U a(A+ BF || X/6)

com o(A + BF || §/V,) liviemente alocivel por F e o(A+ BF || X/§) fixo, poié denota um
conjunto de autovalores ndo controlaveis.
O

A partir da proposi¢do acima podemos concluir o seguinte:

1. Se o sistema (A, B) é controldvel, § = X=<A | ImB > e o espectro do mapa induzido

por A em X/V,, Axv,, é liviemente alocdvel por F.

2. Se (A, B) é nao-controlavel podemos ter dois casos:
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(a) Os modos nao controldveis estio todos contidos em o(A|V,). Neste caso, o espectro

do mapa induzido por A em X'/V,, é liviemente alocivel por F'.

(b) Existem modos ndo controléveis em o(Ax,v,). Assim, o(A+BF || §/V,) é livremente
alocavel por F' e o(A+ BF' || X/6) é fixo. Entretanto, os autovetores associados a
g(A+ BF || X/é) podem ser realocados {38].

2.3 Caracterizagao Algébrica

Apresentaremos agora um resultado que mostra a equivaléncia entre o posicionamento

parcial de autoestrutura e a verificagdo de uma equagio de projecdo canodnica.

Proposigao 2.3 Uma matriz F de retroagdo de estados posiciona parcialmente a autoestrutura

do sistema (2.1) com a relagio a V, se e somente se existe uma matriz & € R™" tal que:
LF =F(A+ BF) (2.5)

com V, £ KerF C Ker F.

Demonstragao:

Necessidade:  Pela proposigao 2.1 e considerando a observagio 2.1, se F posiciona
parcialmente a autoestrutura de A, entdo existe um subespago A — invariante, ¥V, C KerF.
Dessa forma, V, é também (A + BF) — invariante. Definindo V, £ KerF, pelo lema (1.1)

existe ¥ tal que a relacdo (2.5) é satisfeita.

Suficiéncia: Se existe uma matriz ¥ tal que a relagio (2.5) é satisfeita, temos, pelo

lema (1.1), que V, 2 KerF é (A + BF) — invariante. Portanto, como V, C KerF temos a

condigdo para o posicionamento parcial de autoestrutura dada pela proposicio (2.1) é satisfeita.
a

Observemos que se posto(F) é completo, a equagio (2.5) é uma equagio de projegéo
candnica (vide apéndice A) onde: F é a projecéo canbnicade X em X' /V, e 5 é 0 mapa induzido

por F no espago quociente X /V,.

Como KerF C Ker F, é sempre possivel escolher F = [ g ] , sendo Q € R(—m)* No
caso particular em que V, = KerF', podemos formular o seguinte corolario:
Corolério 2.1 : Eriste H € ™™ tal que a igualdade:

HF = F(A + BF) (2.6)
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seja satisfeita, se e somente se F posiciona parcialmente a autoestrutura de A com relagdo a

Vo.

O

Como visto no capitulo 1, as eqtiagdes (2.5) e (2.6) aparecem explicitamente quando
desejamos construir poliedros do tipo S(F, Umaz, Umin), positivamente invariantes em relacdo

ao sistema em malha fechada , contidos no dominio de comportamento linear do sistema,
S(]:) umamyumin) g S(F7 Umazy umin)-

Considerando agora o modelo linear em malha fechada (2.2) e a equagdo (2.6) e pré-

multiplicando-se (2.2) por F' temos que:

a(t) = Hu(t) | 2.7)

A equagio acima mostra que, no caso particular em que V, = Ker F, a dinidmica
da varidvel de controle é completamente definida pelo sistema auténomo(2.7). Dessa forma,
algumas propriedades desejaveis para a dindmica da varidvel de controle podem ser obtidas por
uma escolha apropriada do par (H, F). Também é possivel determinar uma equagio dindmica
similar no caso V, C Ker F. Na segdo 5, veremos em detalhes como satisfazer especificagoes
sobre o sinal de controle a partir de um posicionamento parcial de autoestrutura. Antes disso,
serd visto na segio seguinte, um algoritmo matricial para a sintese de leis de controle do
tipo realimentagido de estados que posicionem parcialmente a atitoestrutura do sistema a ser

controlado.

2.4 Aspectos Algoritmicos

A idéia bésica do algoritmo que sera apresentado é evidenciar A|V, e o mapa induzido
no espaco X /V,, A, pela escolha de uma base apropriada para o espago de estados. Logo apés,

faz-se um posicionamento de autoestrutura sobre um sistema de ordem reduzida.

2.4.1 Obtencao de um Sisteina de Or'(iefn Rediizida

Seja uma matriz U = [ U, | U, ] tal que suas colunas formem iuima base para o espago
de estados, sendo: U, € R™(™ ") uma base para o subespaco V, e U, € R™" uma base para
um subespaco V, tal que V,® V, = & £ gn, VY, é um isomorfismo do espago quociente X /V,.
Assumamos agora que deseja-se fazer um posicionamento patcial da autoestrutura do sistema

com relagdo a V,.
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Seja entdo a matriz J € R™" a inversa da matriz U:

J=[UO|U,J-1=[§;’] | (29)

Fazendo uma mudanga de base no sistema (2.1) [18], a partir da matriz U temos que

o vetor de estados na nova base é dado por

z=[ﬁ]x=Jx | (2.9)

A nova representacao do sistema na base gerada pelas colunas da matriz U fica:

6] =[5 2] [26]+[ 3]0 o0
onde:

® z, é a projecio do vetor de estados z ho subespaco V, ao longo do subespago V,;
e 2, é a projegdo do vetor de estados z no subespaco V, ao longo do subespaco V,;
e A, € RO-"x("=7) ¢ yma representacio matricial do mapa A | V,;

e A, € R™ é uma representagio matricial do mapa induzido por A no espago quociente

X[V, e
. a | B, Jo
ae[2]-[1]s
Nota-se que o(A) = o(A,) U 0(A,) e que a dinAmica de z, estd desacoplada de z,, dependendo
apenas de A,, que por sua vez esta associada aos pélos qtie serdo modificados.

- Assuimindo-se, sem perda de generalidade, que o posto de B é completo, para que

V, C Ker F, devemos ter:
FU:F[UolUr] = [Om*(n—r)'Fr] - (211)
onde Fy é a representagao matricial de F' na base dada pelas colutias de U.

Logo, o sistema em malha fechada na base dada fica:

)= [4 wran) o] o

Podemos entéo, isolar o seguinte sistema de ordem reduzida de interesse para o posi-

cionamento parcial de autoestrutura:

(1) = Az, (t) + Bou(t) (2.13)
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onde A, € R e B, € R™™. A partir de agora o sistema (2.2) serd também referenciado como

sistema total oti sistema na base original.

Pela proposigio 2.2, se o sistema (2.1) é controldvel, o sistema reduzido também o
serd . Nosso problema resume-se entéo, a posicionar arbitrariamente os pdlos e autovetores do
sistema reduzido utilizando-se uma matriz de realimentagio de estados F,, tal que em malha
fechada tenhamos:

£(t) = (A + BoF)2 (1) (2.14)

No caso de termos algum modo nio control4vel no sistema reduzido, podemos ainda,

conforme a observacio 2, reposicionar o autovetor associado.

Deve-se salientar que qualquer matriz de base, {U, | U,], que coloque o sisterna na forma
(2.10) pode ser utilizada. Particularmente, sugerimos a utilizagdo de uma base ortonormal ou

uma base de autovetores da seguinte maneira:
Base de Autovetores[18]:

Seja V, € R~ uma matriz cujas colunas sdo autovetores correspondentes aos
autovalores que devem ficar inalterados pela aplicagdo da lei u = Fz. Dessa forma pode-se
dizer que as colunas de V, geram um subespagco A—invariante, V,. Seja agora uma matriz

V. € R™" cujas colunas sio autovetores correspondentes aos autovalores a serem posicionados.

Utilizando a matriz V = [V, | V, ]| para fazer uma transformagio de similaridade que

coloque a matriz de estados do sistema (2.1) na forma de candnica de Jordan, temos:

11 4 _ | Ao O(n—r)x&'r '
A=VTAV = [ AT (2.15)

com A, € RO-D=1) ¢ A€ R

Seja: L
V_iz[Go] | C (2.16)

onde G, e G, sio matrizes cujas linhas sao autovetores pela esquerda da matriz A.

Fazendo a transformacao de varidvel
z = [ g: ] T (2.17)
o sistema em malha aberta toma a seguinte forma:

[81-0% R[] (5]
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. B, | |G
onde: [Br]_[Gr-]B
O sistema reduzido em malha fechada é dado por:
Z(t) = (Ar + B, F.)z(t) (2.19)

e a matriz de retroagio de estados na base original é dada por:

F= [Omson | F ] [ o ] - F,G, (2.20)

Base Ortonormal[40] [44]:

Sejam as matrizes Q, € ™" e Q, € R™ tal que suas colunas formem bases

ortonormais para os subespagos V, e V, respectivamente.Temos entao:
R=[Q.|1Q,] comQ"Q=QQ" = I, - (2.21)

Utilizando Q para fazer uma mudanca de base no sistema (2.1) estaremos colocando a

matriz A numa forma triangular superior:

, R R
R=QTAQ=[ ° -2] 2.22
Or*(n—r) Rr ( )
onde R, € R(+-"*n=r) ¢ B € R™".
| Seja:
Q" | |
z = [ QOT ] r=0Q%x (2.23)

A representacio do sistema em malha aberta na base formada pelas colunas de @ toma
zo(t) | _ | Ko By 1 [ () B, |
[ &(t) ] B [ 0 R ] [ a0 |1 B | (2.24)

com[ga]=[g°;]3

O sistema reduzido em malha fechada é dado por:

a seguinte forma:

z(t) = (R, + BrFr)zr(t) (2'25)

e a matriz de retroacio de estados na base original é dada pot:

. ” QOT _ T :
F= [Opunor) | Fr ] X = F,Q" (2.26)
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Observemos que a base ortonormal e a representagio do sistema como em (2.10) po-
dem ser facilmente obtidas a partir de uma decomposi¢io de Schur da matriz A original [40]
[44]. No caso dos blocos de Schur nao estarem na ordem desejada é sempre possivel fazer um

reordenamento dos mesmos através de Rotacdes de Givens ou Transformagoes de Householder
[20](40].

A utilizacdo de uma base de autovetores, pode parecer, a priori; uma escolha mais 6bvia
e intuitiva. Entretanto, o uso de uma base ortonormal, obtida através de uma decomposicio
de Schur, tem a vantagem de fornecer uma metodologia sistematica, numericamente estavel e
eficiente computacionalmente [20][40] . Em paricular, nio é necessaria nenhuma inversao matri-
cial para a transformacéo de similaridade [18] e o célculo de autovalores ¢é feito de uma maneira
‘numericamente robusta. Frente a estas vantagens, as demonstragbes e desenvolvimentos seréo
feitos, a partir de agora, utilizando-se bases ortornormais, obtidas a partir da decomposigao de

Schur da matriz A do sistema.

2.4.2 Obtencio da Lei de Controle

No caso de um posicionamento parcial de autoestrutiira, devemos computar uma matriz

de realimentacio de estados F, para o sistema reduzido (2.13).

Pelo visto para o posicionamento de autoestrutura genérico (vide apéndice B), devemos
entio, uma vez especificado um autovalor a ser posicionado em malha fechada, escolher um

autovetor para o sistema reduzido no subespago de transmissdo reduzido definido por:
I,(A) 2 (M = A,) ' ImB, o (2.27)

e F. é entao calculado por: ,
F, =W, v (2.28)
onde W, e V, sio respectivamente a matriz de dire¢des de entrada e a matriz de autovetores

para o sistema de ordem reduzida.
Algebricamente (vide apéndice B) a seguinte equagdo deve ser verificada:
[\, — A, | B.] [ - ] =0 (2.29)

com v,,w sendo respectivamente o autovetor do sistema reduzido correspondente ao autovalor

)\, e a diregio de entrada a ele associada.

Uma vez calculada F,, vimos na secdo 2.4.1 que a F que faz o posicionamento parcial

de autoestrutura no sistema total (2.1) é dada por:

F = [0pitnr) | FJUT (2.30)
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e os autovetores so sistema total em malha fechada (2.2) associados a KerF, serdo, como ja

visto, mantidos como em malha aberta.

2.4.3 Relagio entre os autovetores do sistema total e do sistema
reduzido

Suponhamos A e v respectivamente um autovalor e um autovetor correspondente para

o sistema em malha fechada total (2.2).

Seja, por exemplo, a mudanca de base utilizando uma matriz ortogonal @ = [Qo | @~

como descrito na se¢do precedente, tal que:

r

A=QAeQT e B=Q [ g" ] (2.31)

_ Ao A2
com AQ - [ Or*(n-—r) Ar ]

O autovetor v na nova base pode ser escrito como:

' T
FR AL

onde v, é a projecao de v em V, ao longo do subespago V,; e v, é a projecao de v em V, ao

longo do subespago V,;

Substituindo (2.31) em uma equagio andloga a (2.29) para o sistema como um todo,
podemos escrever que: ~
: B v
T 0 —
i -aneart ~a| B[] s

com w sendo a direcido de entrada correspondente ao autovetor v do sistema como um todo,

com w = Fv. . \

i, o = B [ 4] =0

w
. T
Al n—r) = Ao A ‘—Bo oY
THe{n—r r T r w

Como Ker@ = 0 (pois @ é de posto completo), pata qile a equagio (2.32) seja satisfeita

devemos ter:
1.

(M, — A,)QTv = Bw
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e temos entao que:

(M, — A))v, = Bow (2.33)
da onde podemos concluir que v, é autovetor do sistema reduzido, e w = Fv = Fv,, pois
V, C Ker F.

Qv
Mper) = Ao | A2 | = B,J| QTv | =0
w

(Mner — A)QTv + A2QT v = Bow
e temos entao que:
(AIn_',- - AO)UO + Az’vr = Bow (234)

Conclui-se entdo, que encontrado um autovetor no sistema reduzido, v,, pela equagado
(2.33) pode-se, através da relagdo (2.34) encontrar v,. O autovetor correspondente para o

sistema total v, é obtido por:

o=@ 10| 2|

2.4.4 Algoritmo Genérico

A partir do visto acima, podemos formular o seguinte algoritmo genérico para o posi-

cionamento parcial de autoestrutura:

1. Determinar uma matriz [ U, | U,] onde U, é uma base para o subespago associado aos
autovalores que devem permanecer inalterados e U, é ima base para o subespaco cujos

autovalores associados deseja-se modificar.

9. Fazer uma tranformagio de similaridade no sistema (2.1) usando como nova base as

colunas de [ U, | U, ], obtendo-se o sistema na forma (2.10).

3. Calcular uma matriz reahmentagao de estado F que posicione a autoestrutura do sistema

reduzido (2.13) como desejado.

4. Obter a matriz F' na base original: F = [Opu(n—r) | Fr [l Uo | Ur 1.

No passo 3, o projeto de F, deve ser orientado no sentido de satisfazer certas espe-
cificagdes. Em [40], tem-se por objetivo a insensibilidade dos autovalores do sistema frente a
perturbagdes paramétricas. Em particular, se sdo dadas especificagoes sobre o comportamento

dindmico do sinal de controle, F, pode ser calculada a fim de satisfazé-las, como veremos a

seguir.
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2.5 Sintese de leis de Controle Utilizando Posiciona-
mento Parcial de Autoestrutura

Nesta secéo serd visto como é possivel a definicdo da dindmica do sinal de controle,
v = Fz, a partir de um posicionamento parcial de autoestrutura. O interesse em definir a
dinamica de controle fica evidenciado no tratamento do problema de regulagdo com restrigdes
sobre o controle. A exigéncia de que o sinal de controle respeite certos limites pode ser entendida

como uma especificagio sobre sua trajetéria e, portanto, da dindmica a ele associada.

Lembrando que temos (r) autovalores/autovetores a serem posicionados, e (m) entradas

de controle, dividiremos a abordagem em 2 casos:

Caso r < m:

Consideremos o sistema reduzido em malha fechada (2.14). Escolhamos (r) colunas de
B, e formemos a matriz B, tal que o par (A, By;) seja controldvel. Em geral, escolhe-se colunas
linearmente.independentes a fim de evitar redundancia de conttole. As entradas de controle
associadas as colunas escolhidas de B, (B,;) é que serdo efetivamente utilizadas no controle.
As demais (m —r) entradas serdo consideradas inativas e, portanto, assumirdo valor zero. Pela
proposicao 2.1, a dimenséo de Ker F' deve ser igual a (n—r) (nimero de autovalores /autovetores
que permanecerdo inalterados). Assim, sem perda de generalidade, podemos sempre assumir
que (m —r) linhas de F; e correspondentemente de F' séo nulas. Logo:

N N Al Fy
Br = Br Br ; = F,,. = 2.35
[ ! | 2] “ [ O(m—r)*i ] ot [ O(m—r)*r ] ( )

No caso em que r = m, temos que F,; = F, e 4y = u, ndo havendo assim entradas inativas.
Em malha fechada podemos reescrever o sistema teduzido como:
z.r = (Ar + BriFrl)zr . . (236)
Chamando de W,; € ™", a matriz de direcdes de entrada escolhida para o sistema
reduzido (2.36) e V, € R™" a matriz de autovetores associada, podemos escrever: Fi,V, = W,1.

Seja A, a representagio de (A, + By F,1) na forma candnica de Jordan: (A, +B,1Fr)V; = V. A,.
Definindo H, 2 WA W3, temos:

H,F,y = F,i(A, 4+ Br1Fu) (2.37)

Notemos que, (2.37) é uma equagio de similaridade.
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Multiplicando-se ambos os lados da equagéo (2.36) pot F; e utilizando-se (2.37), obtém-

se o seguinte sistema auténomo que define a dinémica do sinal de controle:
i (t) = Houy(t) (2.38)

Observemos que a matriz H, é definida a partir das diregdes de entrada W, e dos
autovalores do sistema reduzido em malha fechada:
Wi }

2.39) .
O(m—r)*rv ( )

w.=|

Assim, podemos dizer que a dindmica do sinal de controle fica completamente determinada pela
escolha de uma matriz H, apropriada, ou equivalentemente, da autoestrutura a ser conferida

ao sistema reduzido em malha fechada.

Casor>m

Neste caso, podemos assumir que posto(B;) = ¢ < m <. Escolhamos entdo, ¢ colunas

de B, linearmente independentes a fim de formar uma matriz B,;, como no caso anterior.

Consideremos uma matriz G, € RU~9*" de posto completo, e definamos a seguinte

matriz: i
_ rl
(]
Dessa forma KerF C Ker F.
Seja uma matriz W, € ™" tal que FV, = W,, definida da seguinte m;meira:
o [ W, Wz
we= [ i
e definamos a matriz : ' . .
o | 23 24

tal que ¥ = WTA,I/V,'I, com A, sendo a representagio na forma candnica de Jordan do sistema

reduzido (2.36). Podemos entao escrever que:
Ly Y Fy | | Fy L LB
[ 2 24] { G ] = [ G, ](A’”’B“Fﬂ)  (240)

A matriz ¥ é entdo, similar a (A, +Br1 ). Multiplicando-se ambos os lados da equagao
(2.36) por F e utilizando-se (2.40), obtem-se a seguinte equagio envolvendo a dindmica do sinal

de controle: )

PN R
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Observa-se que neste caso a dinimica de controle:

w(t) = Tyu(t) + LG, 2(1) - (2.42)
é influenciada diretamente pelo vetor de estados, ndo sendo desctita como um sistema autdhomo

No capitulo 3 serd mostrado que as equagdes (2.37) e (2.40) sdo equivalentes a (2.6) e
(2.5) respectivamente. Isso garantird que a construgio de um poliedro limitado, positivamente
em relagdo ao sistema reduzido, correspondera a um poliedro ndo limitado para o sistema

nominal em malha fechada.

A fim de ilustrar a aplicagio da metodologia descrita, veremos agora im exemplo:

2.6 Exemplo

Seja o sistema linear (2.1) descrito pelas seguintes matrizes:

—0.0366 0.0271 0.0188 —0.4555
0.0482 —1.01 0.0024 —4.0208
0.1002 0.2855 —0.707 1.3229

0 0 i 0

A=

0.4220 0.1761

3.0447 —-7.5922

~5.52 4.99
0 .0

B =

A partir de uma decomposigio de Schur da matriz A, obtemos:

0.3329  0.4360 —0.6246 —0.5558
| —0.9278  0.2824 —0.2329 -0.0724
Q= ~0.0534 —0.6935 —0.6902  0.1997
0.1599  0.4992 -0.2814  0.8037

As matrizes do sistema na base dada pelas colunas de Q ficam:

-

—0.3340 1.8471 —1.3044  2.8270
0 —1.9809 0.0993 —1.5363
0 0 —0.1898 0.3168
0 0 —0.7273  0.7510

Aq =

—2.3804  6.8358 ]
4.8719 —5.5280
2.8371 —1.7857
~1.5572  1.4480

Bg =
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Pela decomposi¢ao de Schur, os autovalores de A sdo: A\j = —1.9809, A\, = —0.3340,
A3 = 0.2806-+70.0954 e Ay = 0.2806—750.0954. Vamos entio, fazer um posicionamento parcial de
autoestrutura deslocando o par de autovalores complexos conjugados instaveis para a; = —1.5 €
az = —0.5, de tal forma que os modos referentes a a1 e a, estejam desacoplados de u; (segunda

entrada de controle) e u; (primeira entrada de controle) respectivamente.

A partir das matrizes acima formamos o segtinte sistema reduzido:

5 = —0.1898 0.3168 . 2.8371 -1.7857
"1 —0.7273 0.7510 —1.5572  1.4480 |

A dindmica desejada para a varidvel de controle é entéo:

=% 3w

cofno_ H, = WA, W1, devemos ter:
, 10
W, = [ 01 }

Utilizando o método de Moore paia calcular uma matriz de realimentagio de estados
F,.:

v o | —6:5362 1.4084
"7 | —2.5550 —0.1883

onde as colunas de W, sio as direcdes de entrada escolhidas que satisfazem as condigdes de

desacoplamento exigidas, e as colunas de V; sdo os autovetores associados obtidos pela equagao
— -1
Urj = (/\jI,. - Ar) B,w,j.

A partir das duas matrizes acima e aplicando a eqitago (2.28) obtemos:

Fo= —-0.0390 —0.2917
T 0.5291 —1.3536

e assim, a F que faz o posicionamento parcial no sistema inicial é obtida através da equacio
(2.26):

P 0.1865  0.0302 —0.0313 —0.2234
— | 0.4218 —0.0253 -0.6355 —1.2368

Poderiamos ter escolhido, ao invés da base ortonormal, a seguinte base de autovetores:

-0.0417 0.3329 0.4344 0.0451
—0.8804 —-0.9278 0.8077  0.2784

0.4216 —0.0534 —0.0592 —0.0539
—0.2128  0.1599 —0.2475 -—0.1080

V =
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Dessa maneira teriamos:

—1.9809 0 0 0

A= 0 —0.3340 0 0
0 0 0.2806 0.0954

0 0 —0.0954 0.2806

;= 0.2806 0.0954 - —12.0583 7.9116
" | —0.0954 0.2806 54.0295 —38.4354 | ¢

v | 235520 55834 . _ [ 0.1625 0.0426
"7 | —66.3340 21.2861 | ' 77 T | 0.5065 0.1798

2.7 Conclusao

Neste capitulo definiu-se o posicionamento parcial de autoestrutura & luz da teoria
geométrica. Formulou-se uma condigdo geométrica necessaria e suficiente para garantir o po-
sicionamento parcial de autoestrutura em um dado sistema linear. Mostrou-se que o posicio-
namento parcial de autoestrutura é equivalente & solugio de uma equagio algébrica ndo linear
do mesmo tipo que uma primeira relagio de invaridncia positiva, vista no capitulo anterior. A
partir disto apresentou-se uma metodologia para a solugédo do problema. Resumindo a meto-
dologia, formulou-se um algoritmo matricial. A idéia basica explorada neste algoritmo foi a
de resolver um problema de posicionamento geral de autoestrutura para um sistema de ordem
reduzida. Este sistema é obtido por uma projecio do sistema proposto em um subespago as-
sociado aos autovalores em malha aberta que devem ser reposicionados. A utilizacdo de um
sistema reduzido obtido através de uma decomposi¢io de Schur, tem a vantagem de minimi-
zar consideravelmente problemas numéricos inerentes ac posicionaimento de autoestrutura em

sistemas de ordem elevada.

Como aplicagio, mostrou-se como é possivel projetar a dinadmica do sinal de controle
a partir de um posicionamento parcial de autoestrutura. Em particular, as defini¢des e os
resultados apresentados neste capitulo, sdo de grande importancia na resolugio do problema

de regulacio sob restrigdes nas varidveis de controle, a ser abordado nos préximos capitulos.



| Capitulo 3

Resolucao do PRRVC Utilizando
Posicionamento Parcial de
Autoestrutura

3.1 Introdugao

Vérios trabalhos recentes tém utilizado a propriedade de invariancia positiva de dominios
poliedrais no tratamento de problemas de regulacio de sistemas lineares sob restri¢des nas
varidveis de controle (vide entre outros [7] [9] [14] [31] [56]). Neste séntido, diferentes aborda-
gens sao utilizadas para a resolugio das equagdes de invariancia positiva em relagéo a um dado
sistema linear. Emi particular, quando a lei de controle utilizada é do tipo realimentagédo de esta-
dos e estamos interessados na invariincia positiva de poliedros do tipo S(F, Umin, Umaz), temos 3
abordagens principais: por posicionamento parcial de autoestrutura [14] [26]; por programacao

nio-linear [9]; por programagao linear (31].

Como visto no capitulo 1, a resolugio da 12 equagio de invaridncia positiva (1.50) é
equivalente & (A + BF)-invaridncia de Ker F, correspondendo & manutengdo de no minimo
(n — m) autovalores/autovetores do sistema em malha aberta. Isto equivale a obter-se uma
matriz de realimentacio de estados F' que posicione parcialmente a autoestrutura do sistema
em relagdo a um subespago V, 2 Ker F [27]. Dessa forma, a matriz F' pode ser calculada
a partir da utilizagdo de um sistema de ordem reduzida conforme mostrado no capitulo 2.
Entretanto, nas abordagens existentes para o célculo de poliedros positivamente invariantes do
tipo S(F, Umin, Umaz) a0 é feito o uso explicito desta caracteristica do problema. As formulagdes

dos algoritmos tém sido feitas sempre considerando-se o sistema como um todo.

Neste capitulo estaremos interessados, inicialmente, em mostrar como é possivel a re-

solugio do problema de regulagio sob restricdes nas varidveis de controle, utilizando-se um

42
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sistema de ordem reduzida e posicionamento parcial de autoestrutura. Neste sentido, sera mos-
trado que a resolugao das equagdes de invariancia positiva para o sistema como um todo é
equivalente & resolugao de equacdes andlogas para o sistema de ordem reduzida. Este sistema,
co e , . A . .. .
como ja visto, é obtido pela projecio do sistema original em um subespago associado a au-
toestrutura instivel ou cuja dindmica deseje-se alterar. A partir disto, propde-se um algoritmo
genérico, utilizando o sistema de ordem reduzida, para a resolugdo do PRRVC. A seguir, sera
mostrado como é possivel, a partir de uma escolha apropriada da autoestrutura do sistema

de ordem reduzida em malha fechada, resolver o Problema de Regulagdo sob Restri¢ées nas
Varidveis de Controle (PRRVC).

3.2 A Invariancia Positiva no Sistema de Ordem Redu-
zida

Considerando-se novamente o sistema em malha fechada:

i(t) = (A+ BF)a(t) (3.1)

As testrigdes no vetor de controle sio representadas no espago de estados pelo poliedro:

S(F, Umazy Umin) = {T € R"; —tmin < FT < Unaz} - (3.2)

A fim de solucionar o PRRVC, desejamos que o poliedro S(F, Umaz, ¥min) Seja positi-
vamente invariante em relagio ao sistema (3.1). Para tanto, devemos satisfazer a (A + BF)-
invaridncia de Ker F, mantendo ao menos (n — m) autovetores/autovalores como em malha
aberta. Dessa forma, Vz € Ker F, tem-se que as restri¢gdes de controle sdo respeitadas, pois
u = Fz = 0. Logo, S(F,%min,Umaez) € um poliedro néo limitado nas dire¢des associadas a
Ker F e limitado nas diregdes associadas a (R"/Ker F). E importante relembrar que, para

garantir a estabilidade do sistema em malha fechada, estes (n —m) autovalores sejam estaveis.

Tomando-se Vg 2 Ker F , devemos fazer um posicionamento parcial de autoestrutura
em relagdo a Vy. Isto equivale, como visto no capitulo 2, a calcular uma matriz de realimentacao
de estados F, para um sistema de ordem reduzida, obtido pela projegdo, segundo Vg, do sistema
original em um subespago V; coinplementar a Vo. Assim temos o sistema reduzido em malha
fechada:

5(8) = (Ar + B.F)z(0) | (33)

A trajetéria do sistema (3.3), ¢,(¢,2.(to),t0) = ¢+(t,2:(0)), é dada pela projegéo da
trajetéria de estado ¢(t,(0)) do sistema (3.1) no subespago V,, ao longo de V..
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Seguindo o mesmo raciocinio, a projegio do poliedro S(F, tpin, Umaz) NO subespaco V,

é dada entao, por um poliedro limitado S(F}, tmin, Umaz) (pois Y, é isomorfo de (R*/Ker F)) .

Dessa forma, se a trajetéria ¢(t, z(0)) estd confinada em S(F, min,Umaz), a trajetéria
é(t, 2,(0)) estard contida em S(F}, Umin, Umaz). Graficainente , podemos exemplificar este fato
para o caso tridimensional, supondo V, de dimenséo 1 e V, de dimenséo 2, com V, ortogonal a
Vo. Neste caso, o poliedro S(F, Umin,Umaz) € representado por um ”tubo” de se¢do poliedral,

aberto nas diregdes associadas a Ker F = V,, como mostrada na figura (3.1).

V,
4
2o
X(0)
r
(f)({,x(b))
/—-’—\/
_ 1 . -
/ \\———4
' P ir(o)
P 7
A L~ /.
F \\ ,//’d> 'z"'(o))
Zor

Figura 3.1: O poliedro S(F, Umqz, Umin) € sua projecio S(Fy, Uﬁax, Unmin )

Este raciocinio sugere entio, que seja possivel a constitgdo de um poliedro positiva-

mente invariante S(F, Umaz, Umin) em relagdo a (3.1), a partir da garantia de invariancia positiva
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de um poliedro S(Fy, Umaz, Umin) €M relagao a (3.3). A fim de demonstrar este fato, veremos
a seguir, uma proposigdo que mostra a equivaléncia entre a satisfagio da primeira equagio
de invaridncia positiva para o sistema original e a satisfacio de uma equagio analoga para o

sistema de ordem reduzida.

 Proposigao 3.1 :
HF = F(A+ BF) (3.4)

se e somente se

HF. = F.(A, + B,F,) . (3.5)

Demonstragao:

A demonstracio desta proposigao serd feita utilizando-se uma base ortonormal [ Q, | Q-
onde Q, é uma base para o subespago V, e Q, é uma base para o subespago V. Neste caso,
basta fazermos uma transformagio de Schur na matriz A. Demonstracao analoga pode ser
feita utilizando-se uma base de Jordan ou qualquer outra base que coloque o sistema na forma
(2.10).

Necessidade: Como Ker F = V,; podemos escrever que:
F=F[Q. Q- 1=[0]F] | (3.6)

Usando (3.6) em (3.4) podemos escrever:

H[Olm[gﬂﬂoim[ ](A+B[0|F][QT])

H[(”Ff][g‘;]=[0_|Fr1([g§]A[QolQr]+[ ]B[OlF])[QT]

[OIHF,1=[0|FT1<[%"»ﬁf]f[ﬁj]tow,])

_ Vg A»o AZ + BoFr
donde devemos ter:
HF, = F,(A, + B,F,) : (3.8) .

Podemos dizer, a partir de (3.7), que (3.5) corresponde a escrita de (3.4) na base reptesentada

pelas colunas de Q.
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Suficiéncia: Pés multiplicando-se ambos os lados da equagio ('3.5) por QT teimos:
HE.Qf = F.(A.Q] + B.F.Q7)
como F = F,QT e B, = QT B temos:
HF = F,(A,QT + QT BF)
por outro lado,

QFA=A,QT
logo teimos
HF = F.QT(A+ BF)
HF = F(A+ BF)
(}

™ | <0 temos o seguinte corolario.

min

No caso em que H satisfaz a desigualdade H [

Corolario 3.1 : S(F, Unin, Umez) € um poliedro positivamente invariante do sistema (3 1) se

e somente se S(Fy, Umin, Umaz) € um poliedro positivamente invariante do sistema (3.3).

0

Podemos entdo, a partir do coroldrio acima, formular o seguinte algoritmo genérico

patra a resolugido do PRRVC:

Algoritmo Para a Resolugdo do PRRVC Utilizando um Sistema de Ordem
Reduzida [15]

e Passo 1: Fazer uma decomposicio de Schur na matriz A do sistema, com um possivel
reordenamento dos blocos da diagonal, a fim de obter a matriz @ = [@, | @;]. Isolar

ento, o sistema de ordem reduzida.

¢ Passo 2: Escolher uma metodologia apropriada para computar F, de maneira obter
S(Fy, Umag, Umin) Positivamente invariante em relacio ao sistema reduzido em malha fe-

chada (e, quando necessério, satisfazer outros requerimentos de controle).

e Passo 3: Computar F = F,QT.
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Dessa forma, a resolugio do PRRVC pode ser feita trabalhando-se com um sistema de
ordem reduzida. As principais vantagens genéricas do procedimento acima estido relacionadas
com as boas propriedades numéricas da decomposigdo de Schur, e pelo fato de se trabalhar com
um sistema dimensionalmente menor , o que fard com que problemas numéricos associados a

ordem do sistema sejam minimizados.

A seguir, veremos como é possivel, a partir de uma escolha adequada da autoestrutura,
executar o passo 2 do algoritmo proposto e resolver o PRRVC. No capitulo 4 serao utilizadas

técnicas de otimizagdo para realizar este mesmo passo.

3.3 Abordagem por Posicionamento Parcial de Autoes-
trutura

E sabido que, por uma escolha adequada da autoestrutura do sistema, podemos conferir
propriedades particulares ao sistema em malha fechada tais como: insensibilidade 4 variagoes
paramétricas, robustez, desacoplamentos, rejeicao a perturbagdes entre outras [17]. Em par-
ticular, por uma escolha adequada de aiutovalores e autovetores, podemos sempre encontrar
um matriz H e uma matriz I tal que as relagdes de invaridncia positiva (1.50) e (1.51) sejam

satisfeitas em relacio ao sistema em malha fechada (3.1).

Em [14], é proposta uma escolha de diregdes de entrada e autovetores que levam a
obtengio da invaridncia positiva de um poliedro S(F, Umin, Umaz), com H na forma canonica
de Jordan no caso em que r < m. Para o caso em que r > m, uma escolha similar leva
a obten¢do de H em uma forma triangular superior e & invaridncia positiva de um poliedro

S(f, umimumaz) - S(F’ umimumaa:)-

Implicitamente, este algoritmo faz um posiciohamento parcial de autoestrutura no
sistema (3.1). Veremos entdo agora, como é possivel o tratamento do problema através da

escolha de direcdes de entrada e autovetores diretamente no sistema de ordem reduzida.
Seja o sistema linear representado por:
&(t) = Az(t) + Bouo(t) , parat>0 (3.9)

com: z(t) € R", wuo(t) € R™, A€ R™", By e R™™, m <n e posto(By) = m.

Para nosso desenvolvimento inicial, consideremos que o vetor de contiole, uo, estd

submetido a restrigdes lineares que definem o seguinte poliedro simétrico, §, no espago de
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controle:
Qo ={uweR"; -1, <Sus<1,}, com SR (3.10)

Como visto no capitulo 1, todo conjunto de restrigdes simétricas englobando a origem, pode

ser colocado nesta forma por uma escolha adequada das linhas da matriz S.
Sob a agido de uma re‘;roagéo de estados linear constante:
uo(t) = Fpz(t) , com Fp € R™" (3.11)
“a evolugdo do sistema em malha fechada é descrita por:
H(1) = (A + BoFo)a(t) (3.12)
Temos entdo um poliedro correspondente no espago de estados, S(SFp, 1), dado por:
S(SFo,1p)={zeR" : =1, < SFx < 1,} (3.13)

ou, em notagdo geométrica,

S(SF(),lm) = (SFO)—IQO (314)

Assumamos agora que S € R™™ e posto(S) = m. Facamos agora uma troca de

varidveis de entrada do tipo:

u(t) = Suo(t) (3.15)

A equagio do sistema em malha aberta e em malha fechada podem entdo ser reescritas

comao:

i(t) = Az(t) + Bu(t) | (3.16)
i(t) = (A+ BF)z(t) | (3.17)
com: B=ByS e F=SF
Com a aplicagio da lei de controle dada agora por:
u(t) = Fz(t) (3.18)
as restricoes representadas em (3.10) e (3.13) sdo simplificadas para:

Q={ueld; -1, <u<in}, parat>0 (3.19)

S(F,1,) = {z € R ; 1, < Fz < 1,,) (3.20)
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ou, geometricamente:

S(F,1,) = F-1Q (3.21)

Assim, S(F,1,,) é positivamente invariante em telagio ao sistema (3.17) se e somente

se S(SFy,1,) = S(Fo,S™'1,,) é positivamente invariante em relagio ao sistema (3.12).

Hipétese 3.1 : O sistema em malha aberta (3.16) € estabilizdvel [18] e possui possui (r) auto-
valores instdveis ou cuja dindmica se queira alterar controldveis. Os outros (n —r) autovalores

sdo supostos estdveis e permanecerdo inalterados pela aplicagdo da lei de controle, u(t) = Fz(t).

O

Dessa forma, podemos montar o sistema de ordem reduzida associado aos (r) autova-

lores instaveis e/ou de dinamica nio satisfatéria.

5(t) = (i) + Bout) (3.22)

Dividiremos a apresentacio da solugdo para o PRRVC em 2 casos, como feito em [14]:

3.3.1 Casor<m

Como visto na segao 1.5, a condigdo r < m é necessiria para a existéncia de uma
matriz de retroagao de estados, F, para a qual o sistema ein malha fechada é estivel e admite
S(F,1,,) como poliedro positivamente invariante. A proposi¢ao seguinte garante que se r < m

é sempre possivel construir esta matriz.

Proposigio 3.2 [14] : No caso em que r < m € sempre possivel, sob a hipdtese 3.1, de
construir uma matriz de retroagdo de estados F' tal que o sistema em malha fechada seja estdvel
e admita S(F,1,,) como dominio positivamente invariante. De forma equivalente, S(SF,,1,,)

com F, = S~'F ¢ poliedro positivamente invariante do sistema (3.12).

Demosntragao:

Pelo corolario 3.1 temos que a invariancia positiva de S(F,1,,) em relagdo a (3.1) é
equivalente a invaridncia positiva de S(F,,1,,) em relagio ao sistema de ordem reduzida (3.3).

Assim, a demonstragao desta propriedade, diferentemente da apresentada em [14], serd feita
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utilizando-se o sistema de ordem reduzida. Esta prova tera cariter coristrutivo, podendo ser
entendida como um algoritmo para a obtengdo de uma matriz F, e, conseqlientemente, da F'

que ira resolver o PRRVC. O procedimento é dividido em duas partes:

Parte 1: Os (r) pélos do sistema reduzido em malha fechada, notados por A, = g + joy sdo
escolhidos simples, distintos entre si e diferentes dos valores préprios em malha aberta de

forma tal que a condigio espectral abaixo seja satisfeita:
pr < —IUII (323)

Parte 2: Sendo r < m, devemos escolher (r) colunas de B,. Neste caso, estaremos utilizando
apenas (r) entradas para fazer o posicionamento da autoestrutura do sistema. As demais

k = (m —r) entradas serdo consideradas inativas, ou seja, assumirdo valor nulo.

Tomemos agora W, de forma que suas colunas sejam vetores da base candnica de dimensédo
(m) e suas k-ésimas componentes correspondentes as k-ésimas colunas de B, que nao serao

consideradas para efeitos de controle, sejam nulas.

Para facilitar, assumamos que apenas as (r) primeiras varidveis de controle serdo utilizadas
(consideraremos que as (r) primeiras colunas de B, sio escolhidas). Neste caso W, toma

a seguinte forma:

W, = T 3.24
[ O(m-r)*%' ] ( )

Notemos que esta hipdtese é perfeitamente concebivel, uma vez que sempire podemos
reordenar convenientemente as colunas de B. Caso nao se deseje fazer este reordenamento,
as (m —r) linhas de W, que devemos ter nulas néo serdo necessariamente as ultimas, mas

os resultados obtidos serdo equivalentes.

A partir de W, dado por (3.24), calcula-se a matriz de autovetores V, pelo método de

Moore (vide cap.2 e apéndice B). Temos entdo por construgao:

v
Fo=| ' 3.25
[ O(m-—r)*r ( )

Consideremos agora a matriz A, como a representagio de (A, + B, F;) na forma canénica

de Jordan. Podemos escrever:

AV =V (A, + B,F,) (3.26)

Assim, se escolhemos a matriz H coino:

H=[m°] - - (@327)
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oride h € R(m="1*(m=7) pode ser escolhido como qualquer imatriz diagonal de elementos

nao positivos, temos que a primeira equagio de invariancia positiva (1.50) é verificada,

pois: o |
[ 0 A ] [ O(m—f)*r ] B [ O(m—r)sr } (4r + B, F,) (3.28)
ou seja,
HF, = F,(A, + B,F,) (3.29)

Como os autovalores do sistema reduzido foram escolhidos de forma a respeitar a relagio
(3.23) temos que: ’ _ '
H1,, <0 (3.30)

Com isto é verificada a segunda relagio de invaridncia positiva (1.51) e temos a in-
variancia positiva do poliedro S(F;,1,,) em relacdo ao sistema (3.3). Temos entdo que
F = [Opm-ryum | Fx] *[ Vi | V. |7 e, pelo corolario 3.1, é garantida a invaridncia positiva

do poliedro S(F,1,,) em relagdo ao sistema (3.1).

Convém notar que, como temos sempre (m — r) entradas inativas, (m — r) linhas de F;
e de F serao nulas. Por conseguinte, teremos (m — r) restricbes em ) que sempre serao

respeitadas.

3.3.2 Casor>m

Uma vez que a dimensao minima de Ker F' é igual a (n—m), e devemos ter V, L Ker F
associado a (n — r) autovalores de malha aberta que serdo mantidos no sistema em malha
fechada, ndo é possivel a construcdo de um poliedro S(F,1,,) positivamente invariante em
relagio ao sistema em malha fechada e a estabilizagio do miesmo sistema quando temos os
r > m autovalores a serem alterados instaveis. A solugdo do problema pode entdo ser obtida
Jimitando-se o poliedro S(F,1,) em (r — m) dire¢des associadas a autovalores instiveis em
malha aberta. Neste caso, obtém-se um poliedro S(F,1,) C S(F,1,,) que possui (n —m) pares
de faces determinadas pelas linhas de I e é ndo limitado em (n — r) diregbes associadas aos

autovalores estiveis em malha aberta que foram mantidos. Isto pode ser feito tomando-se:
F o
s (1] e

sendo E € R-™)*" yma matriz qualquer de posto completo. Deste modo, o conjunto S(F,1,)
é considerado o dominio de condigdes iniciais admissiveis para os quais o respeito as restrigoes

é garantido sem a saturagdo e com convergéncia assintética para a origem.
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Pensando em termos de sistema teduzido, deve entio set possivel calcular umn poliedro

positivamente invariante S(F;,1,) equivalente a projegao de S(F,1,) ho subespago associado

aos (r) autovalores a serem alterados. O siiporte tedrico para este fato é dado pela proposigao

e pelo coroldrio que serdo apresentados a seguir.

Proposigao 3.3 :
SF = F(A+ BF)

se e somente se

YF, =fr(Ar+Brfr)

Demniontragao: Anédloga a demonstragio da proposigdo (3.1) fazendo-se:

com F, = FQ, e E, = EQ,.

Cosiderando-se a desigualdade ¥, < 0, temos o seguinte coroldrio:

(3732)

(3.33)

(3.34)

Corolario 3.2 : Ser > m, S(F, 1) € poliedro positivamente irivariante do sistema (8.1) se

¢ somente se S(F,,1,) é poliedro positivamente invariante do sistema (3.3).

O

Mostraremos agora, similarmente ao feito para a proposigdo 3.2, que é sempre possivel

construir um poliedro positivamente invariante em relagio ao sistema (3.1), do tipo S(F,1n),

contido no poliedro S(F,1,).

Proposigao 3.4 [14] : Ser > m, sob a hipdtese 8.1, ¢ sempre possivel calcular uma matriz

de retroagio de estados F € R™" e uma matriz de 0sto pleno E € RE—m* - tal que:
p _ q

. 1 [ F L
sram=teewi=[n [ 3]s n, )

¢ um poliedro positivainente invariante do sistema (3.1).

Demonstragao:



53

A demosntragdo desta proposicio é similar a feita para a proposigido 3.2. Pelo corolario
3.2 a invariancia positiva de S(F,1,,) em relagdo ao sistema 3.1 é equivalente a invaridncia
positiva de S(F,,1,,) em relagio ao sistema reduzido em malha fechada (3.3) e, assim, podemos

fazer esta prova de forma construtiva em duas partes utilizando o sistema de ordem reduzida.

Parte 1: Os pélos do sistema reduzido em malha fechada sio escolhidos distintos entre si e
diferentes dos pSlos em malha aberta. Devem também ser escolhidos dentro da regido do
plano complexo definida por: '

< —|oi (3.35)

Seja G, € R™*", a matriz de autovetores a esquerda do sistema reduzido em malha fechada.

O poliedro S(G,,1,) é positivamente invariante em relagio ao sistema (3.3), pois:
A.G, = G.(A,+ B.F,) (3.36)
A1, <0 (3.37)
Consideremos agoia as matrizes W, € R™ e V; € R™":
W, = [W, W,], com W; € R™" | W, ¢ gm*—m)
V.= [V Va], com Vi € R™™ | Vj € %r*(}_m)

De forma similar, a matriz G, é decomposta como:

G, = [ gl ] , comG e R™ , Gy € Rlr—mhxr,
2

Suponhamos também que os autovalores de A, sdo escolhidos tais que A, possa ser de-
composta em dois blocos, A; € R™™ e A, € R—m)(r=m)  ,0g0, a forma real de Jordan

de (A + BF) fica:

Ao 0 0O
A=10 Ay 0
0 0 A,

Pot convengdo, os blocos que formam Aj e Az sdo ordenados ein otdem crescente de
4i = pi + |o;]. maior valor de «;, notado por Ymes, € estritamente negativo, pois a
inequacio (3.35) é respeitada. Entao, ¥mqs, corresponde ao dltimo autovalor de A,. Sob

estas hipéteses, a condigio (3.37) pode ser substituida por:

[\1 1m S ’7ma1‘1m 3 A2 1r—m S 7max1r—m (338)
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A matriz de retroacio de estados que faz o posicionamento de autoestrutura no sistema

reduzido é dada por:

Fr=[ Wy Wo][ Vi Vo™ = (W Wy [ g: ] 4 (3.39)

Parte 2: Escolhendo a matriz W, de direcSes de entrada associadas & A; como Wy = I,

pode-se escrever que:

WlAl = A1Wj. (340)

Como os autovalores de A; satisfazem (3.35) é sempre possivel construir uma matriz

M e ®™*—m) nio nula, tal que:

Al + |M|1,_p <0, (3.41)

Para isto é suficiente que as componentes de M sejam tais qie:

r—m

Z |Mlj| S‘(#l‘}'ld‘]') ’ paral:i)""m (342)
J=1

Os vetores coluna de W, podem entio, ser determinados pela equagao matricial :

Em particular, supondo que os autovalores Ay; sdo reais, a j-ésima coluna de W3, ws;

pode ser calculada a partir da j-ésima coluna de M, m;, por:

wyj = (Agjlm — A1) 'm; , paraj=1,..,(r—m). (3.44)

A partir de (3.43) podemos escrever a seguinte equagio [14]:
A MV[L, Wo| [I. Wo J[A O
[ 0 AQH 0 L,_m]“[ 0 Iim || 0 A (345)
Os vetores coluna das matrizes V; e V; sao calculados a partir dos vetores coluna das
matrizes W e Wa pelo método de Moore. Assim, a iatriz de tetroagio de estados F, é
calculda como: -
F, =] I"f Wz][ Vi 1/2]—1 = [Im Wz] [ G; ] | (3.46)

G2 r—m

O poliedro S ([ G ] , [ Lm :D é positivamente invariante em relagio ao sistema redu-
zido em malha fechada, pois as relagdes (3.36) e (3.37) sao satisfeitas.
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Seja a matriz & € R definida como:
A M | .
L= [ 0 Az] (3.47)

Pela construgio utilizada:

1, <1, (3.48)
Pela relagio (3.45) podemos escrever:
YU = UA, ~ (3.49)

onde: Uz[Im W, ]

0 ILim
Seja agora G, = [ gl ] = [V, | Vo ]!, assim podemos escrever:
2

A.G, = G,(A, + B,F,) (3.50)

Pré multiplicando a equagdo (3.50) por U e utilizando a relagio (3.45) temos:

SUG, = UG, (A, + B.F,) (3.51)

Chamando UG, de F, temos que:

JGi+wma ] _[F£]
=[S0 6 (3.2
Assim o poliedro S(F;,1,) é um poliedro positivamente invariante do sistema reduzido em
malha fechada (3.3). Pelo corolério (3.2) o poliedro S(F,1,) é positivamente invariante
do sistema (3.1), sendo F = [ Opuin—ry | F)[ Vi | V2171

a

Observacio 3.1 : Nos dois casos analisados acima, utilizamos como dire¢ies de entrada, w;,
vetores da base canénica de ordem (m). Este fato, equivale a controlarmos o modo do sistema
o qual esta associada a diregio w; por uma tunica entrada. Na grande maioria dos casos este
método pode ser aplicado sem maiores problemas. Entretanto, podemos nos deparar com as

sequintes dificuldades:

1. Os modos do sistema reduzido ndo sdo controldveis por uma determinada entrada. Isto
equivale a termos uma coluna de B, nula. Neste caso, devemos descartar o uso desta
coluna e considerarmos (m) como o nimero de colunas ndo nulas em B,. A seguir basta

verificar o caso em que o problema se enconlra e proceder coino descrito acima.
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2. Para dois autovalores distintos escolhidos em malha fechada obtemos autovetores line-
armente dependentes [33]. Dessa forma ndo € possivel obter uma matriz F,. Temos
vdrias saidas neste caso: modificar um dos autovalores; escolher uma outra coluna de
B,, no caso r < m, ou simplesmente desconsiderar esta coluna de B, (considerando a
entrada associada como inativa) e calcular uma matriz H na forma triangular aplicando

o procedimento do caso r > m.

3.4 O Dominio de Estados Iniciais Admissiveis

Pela abordagem apresentada, o dominio de estados iniciais admissiveis pode ser consi-
derado como o préprio poliedro S(F, Umaz, Umin) (00 S(F, Umaz, Umin)) [7]. Este, por sua vez, é
conhecido apenas posteriormente ao clculo de F. Assim, tendo-se como dado de projeto, um
conjunto pré definido D, de estados iniciais, um teste para verificar se Do C S(F, Umazs Umin)
deve ser feito. Caso esta condigao nao seja verificada, tem-se ainda varios graus de liberdade na
escolha dos autovetores que serdo modificados pelo posicionamento parcial de autoestrutura.
Por exemplo, a partir da escolha de uma matriz H diferente da forma candénica de Jordan,
pode-se calcular uma nova F' e, conseqiientemente, tem-se um poliedro S(F, Umaz, Umin) COM

forma diferente.

Como S(F, Umazs Umin) (04 S(F, Umaz, Umin)) 880 hd0 limitados nas diregdes associadas
a V,, as componentes dos autovetores do sistema em malha fechada (3.1) em V, ndo irdo
influenciar no tamanho e na forma do poliedro. Por outro lado, imodificando-se as componentes
dos autovetores no subespago V,, estaremos modificando a se¢do transversal do "hipertubo”

(vide figd.1) representado por S(F,umag, min)-

Como foi visto na secao 2.4.3, a projegao de uin autovetor do sistema (3.1) no subespago
V,, corresponde ao autovetor do sistema reduzido. Este fato sugere entao, que a anélise da forma
e do tamanho relativo da regido de estados iniciais admssiveis, possa ser feita em sua projegéo
no subespaco V,. Novamente, a andlise pode ser feita através do sistema de ordem reduzida, ou
seja, estaremos interessados em analisar o tamanho e a forma do poliedro S(F,, Umaz, Umin) (0U
S(FryUmaz, Umin)), que é a projegao de S(F,Umazy Umin) (S(F)Umaz, Umin)) em V,. Neste caso,
a condigiao Do C S(F, Usaz, Umin) pode entdo, ser substituida por Do, C S(Fr, Umaz, Umin), COM

Dy, representando a projecdo de Dy em V.

Particularmente, se calcularmos o volume do poliedro limitado S(F;,Umaz,Umin) (OU

S(Fr, Umazs Umin)), teremos uma medida de qualidade do posicionamento da autoestrutura do
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sisterna reduzido sob dois pontos de vista [29]:

4

Maximizacgio do dominio de estados iniciais admissiveis:
Através da escolha adequada dos autovetores, podemos modificar a forma do poliedro

S(Fry Umazs Umin) (00 S(Fy, Upaz, Umin)) de forma tal que ele apresente o maximo volume

‘e conseqiientemente o maior tamanho possivel.

Robustez da alocacdo da autoestrutura do sistema reduzido:

O méximo volume de S(F;, Umaz, Umin) (S(FryUmaz, Umin)) € obtido pela escolha de au-

tovetores do sistema reduzido que sejam mais ortogonais entie si quanto possivel. Esta

situagdo, por sua vez, caracteriza a minima sensibilidade da autoestrutura do sistema
reduzido a perturbagdes estruturais [34]. A partir da busca de ortogonalidade entre
os autovetores do sistema reduzido, é mostrado em [40], que se estd fazendo com que
os angulos dos autovetores para o sistema total em malha fechada (3.1) sejam o mais
préximo possivel de 90°. Assim, projetamos F, a fim de garantir uma maior robustez
ao sistema de ordem reduzida, estaremos  certamente, contribuindo para uma maior

insensibilidade dos autovalores do sistema original a variagbes paramétricas [34].

O volume de S(F}, Umag, Umin) é dado por 27|det(V;)] [29]. Logo, no algoritmo utilizando

H na forma candnica de Jordan, os graus de liberdade que se tem na escolha de S(Fy, Umaz, Umin)

correspondem A selegio e o posicionamento de (r) autovalores, A;, pela escolha adequada de (r)

entre (m) direcdes de entrada possiveis. Isto equivale a escolhermos quais as (m — r) linhas de

F serio nulas, ou qual das entradas de controle ird atuar em cada varidvel de estado. Pode-

se entdo formular o seguinte problema combinatério [29] para a alocagdo da autoestrutura do

- sisterna reduzido:

max |det(V;)|

r=<Ur] poeeyVrr>

sujeito a:
(N, — A vy = Z,'J'B,.j para A; € R
i=1
(i, = A)vri — O3ty iat) = L 2By
oiri + (pils — A)vripr) = Xihi 2 Br(in

para A; = fii + 305, Aip1 = i — 0 ZG+1)(41) = Zijs

com

r m
Zzijgl,ZZ,-j:l,' zi; =1 ou 0.
t=1 j:]
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Dessa maneira, a j—ésima coluna de B, é associada a \; se e somente se z;; = 1.

Para valores razo4veis de m, este problema de atribuicio nao linear pode ser resolvido
por enumeracdo. Para sistemas de ordem mais elevada, técnicas mais sofisticadas tais como

branch and bound, devem ser utilizadas [29].

Muitos sistemas estio sujeitos a perturbagdes impulsivas que sio mais freqiientes ou de
maior amplitude em um nimero reduzido de variaveis de estado. O dominio de estados iniciais
admissiveis deve preferencialmente ser maximizado nas diregdes associadas a estas perturbacdes.
Deve-se entdo encontrar uma solugio que se adapte melhor a uim dominio de estados inicias
Dy, pré estabelecido, através da utilizagdo dos graus de liberdade na escolha dos autovetores e

direcdes de entrada como visto acima.

3.5 Construgao de Poliedros Dissimétricos

Pela metodologia aptesentada na segdo 3.3 , temos, por construcdo, que a matriz H é

composta pela forma canénica de Jordan do sistema de ordem reduzida.

No caso de poliedros simétricos do tipo S(F;,1,) ou S(Fy,1,), a fim de que seja
satisfeita a segunda relagio de invaridncia positiva, devemos satisfazer a condi¢do espectral

(3.23) ou (3.35).

Para poliedros dissimétricos, esta condigdo espectral é uin pouco diferente e pode ser
obtida a partir da segunda relagdo de invariancia positiva. Consideremos primeiramente o caso
em que r < m. Para isto consideremos, sem perda de generalidade, uma matriz H com um par

~ de autovalores complexos conjugados e um autovalor real:

pi o 0
—o; p; O
0 0 Ay
Assim temos que: K
) wi loil 0 ) 0 0 0]
Ht =10 pw 0 ; H =|los| 00
0 0 Do 0 0 0
e a segunda relagio de invaridncia positiva é dada pot:
C i sl 00 0 0 [ (uUmee)i | [O]
0 Hi 0 Iail 0 0 (umaz)i+i 0
0 0 AH—'Z 0 0 0 (umaz)i+2 < 0
_ 0 0 0 L |0','| 0 (um,-n),- - 0
el 0 0 0 pu 0 (Umin)i41 0
[ 0 0 0 0 0 X2l (Umin)ig2z ] LO]




doride devemos ter que:

ui(umax)i + |Ui'(uma:c)i-§-i S 0

,ut'(uma:c)i-f-l + lail(umin)i S 0

Pi(Umin )i + ldi|(umin);+1 <0

Pi(Umin)itr + [0} (Umaz )i <0

/\i-i-2(uma'.x)i-i-2

Ai+2(urrl,in)i-i-Z

INIA

(UMax)i

— '0’.
| ’I (uma:c)z-i-l

_’0_" (uma:t:)i+1
i

i (umin)i

llllﬂll

0
0

_Iazl

| l (umm)1+1

(u

( mm)z
(Umaz)i

mm)z+1
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] (353)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

- (3.57)

(3.58)

Podemos entdo, formular a seguinte condigdo espectral genérica para autovalores complexos:

i < — max l.(kfil(Umu)-'n loi}(umin)i

uma:)i

Y (vmaz )iti

b

|| (#min)ita IUil(umaz)i)
? (umin)i-l- 1

umin)i

e para autovalotes reais, como no caso simétrico, temos que:

Aig2 Z0

(3.59)

(3.60)

A partir da escolha dos autovalores para o sistema teduzido respeitando as condigdes

genéricas (3.59)

e (3.60), o procedimento para o clculo de uma F; tal que S(F;, Umaz, Umin) Seja

positivamente invariante em relagédo ao sistema (3.3) é idéntico ao desenvolvido para poliedros

simétricos.

Analisemos agora o casor > m. A fim de ilustrar a metodologia de anlise, suponhamos

que a matriz ¥ possui um par de autovalores complexos e um autovalor real, com (r —m) = 1:

_ pi o 1y
L=| —o; p; my
0 0 N
temos entao que:
pi ol 0 0 O
E"’z[O pi 0 } , E“=[|0',-| 0 |m2|]
0 0 X 0 0 O
a segunda relagio de invariancia positiva fica:
[ Hi |ail my 0 0 » 0 W [ (uma:z:)_i 1 [
0 w 0 Joil 0 |mg (Umaz )it
0 0 /\i+2 0 0 0 (uma:c)i-i-2 <
0 0 0 o] my (min)i | ~
Igil 0 |m2| 0 i 0 (umin)i+i
0 0 0 0 0 Ago] L (tmin)iveJ L

(o= I on R e i wo Y s B oo
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logo, as seguintes condi¢oes devem ser satisfeitas:

Pi(Umaz)i + |0i|(Umaz )i+1 + M |(tmaz)ize < 0 (3.61)
$i(tmaz)igr + |03 (tmin )i + imzl(ﬁmin)in <0 (3.62)
$i(Umin)i + 103l (tmin)it1 + M| (Umin)igs < 0 (3.63)
Hi(Umin)itr + 10i|(Umaz)i + M) (Umiaz)iv2 < 0 (3.64)
Ait2(Umaz)ivz < 0 (3.65)

i+2(Umin)isz <0 (3.66)

Podemos entdo, formular a seguinte condigao espectral genérica para autovalores complexos:

4 < — max ([a.’l(umax)l"l-l:jlstI(Umar)i+2, (3.67)
laal(umf?z‘i:ai:;ﬂ(:tmfn)m , | (3.68)

: Iael(umm)-w;:l.l:;: [(umin)id2 , | (3.69)
Ivil(umdz(ztf:ilsﬂ(:mu)in‘ ) (3.70)

e para autovalores reais, como no caso simétrico, temos qite:

Aiy2 <0 -3

Neste exemplo foi assumido m; > 0 e my < 0. Cabe ressaltar, que dependendo do
valor de (r — m) e do sinal dos escolhidos m;’s, obtém-se condicGes espectrais semelhantes as

vistas acima a titulo de exemplificagio do procedimento.

Como no caso r < m, a partir da escolha de autovalores que respeitem as condicdes
_espectrais, o procedimento para o cdlculo de F, tal que S(F;, Umaz, Umin) s€ja positivamente

invariante em relagdo a (3.3), segue como o visto para poliedros simétricos.

Observacao 3.2 No caso de sistemas discretos no tempo; a partir da sequnda velagdo de
invaridncia dada pela observagdo (1.1), temos a sequinte relagdo espectral [5] para poliedros
simétricos:

sl + loi| <1
Esta relagdo, similarmente ao caso continuo, deve ser satisfeita na escolha dos autovalores do

sistema reduzido.

Para poliedros dissimétricos, as condi¢bes espectrais sio obiidas analogamente ao caso
continuo, considerando-se a segunda relagdo de invariancia positiva vista na observagdo 1.1.
Obtidas as condigdes espectrais, a metodologia para a resolugdo do problema para o caso discreto

¢ idéntica d vista para o caso continuo [29].
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3.6 Exemplos

Exemplo 3.1 Seja o sistema descrito pelas seguintes matrizes:

—0.0366 0.0271 0.0188 —0.4555 [ 0.4422  0.1761

A= 0.0432 -1.01 0.0024 —4.0208 | | B = 3.0447 —-7.5922
0.1002 0.2855 —0.707 - 1.3229 { °~ | —5.52 4.99

0 0 1 0 0 0

Deseja-se encontrar uma matriz de realimentacio F tal que: as restiicdes simétricas
do tipo (3.20) sejam respeitadas, o sistema em mallia fechada seja estavel.
Solugao

Fazendo uma transformacao de Schur na matriz A, obtemos a matriz Q cujas colunas

formam uma base ortonormal para o espago de estados X 2 R,

0.3320  0.4360 —0.6246 —0.5558

_ | —0.9278  0.2824 —0.2329 —0.0724
@=1| _00534 —0.6935 —0.6902 —0.1997
0.1599  0.4992 —0.2814  0.8037

As matrizes do sistema na base dada pelas colunas de @ ficam:

—0.3340  1.8471 -1.3044  2.8270 T ~2.3804  6.8358
A 0 —1.9809 0.0993 —1.5363 | B, | 48719 —5.5280
e 0 0 —0.1898 0.3168 | ' 79 2.8371 —1.7857

0 0 —0.7273  0.7510 —1.5572  1.4480

Os autovalores de A sdo: A; = —1.9809, A, = —0.3340, A3 = 0.2806 + 70.0954 e
Ay = 0.2806 — j0.0954. A fim de solucionar o problema proposto, vamos posicionar em malha

fechada A3 = —1.5 e Ay = —0.5, mantendo-se A; e A, como em malha aberta.

A partir das matrizes acima formamos o seguinte sistema reduzido:

. [ —0.1898 0.3168 +' 2.8371 —1.7857
=1 —07273 07510 | 7| ~1.5572 14480

Temos r = m = 2. Vamos entdo, de acordo com a proposigio (3.1), calcular F, que
coloque os pélos do sistema reduzido em -1.5 e -0.5 e a0 mesmo tempo garanta a invaridncia
positiva de S(F,;1,). Para tanto, vamos utilizar o método proposto para o caso r < m.
Devemos escolher entio a matriz de dire¢des de entrada como identidade:

y 10
welo )
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Zi1

Figura 3.2: Trajetéria do sistema reduzido e o poliedro S(F;,1,,)

0 . , 1 } ,

]
Ry
(=]

0 5 10 15 0 5 10 15
i(s) w(s)

Figura 3.3: Resposta ‘temp'oral do sinal de cohtrole

Calculando os autovetores do sistema reduzido em malha fechada pela equagio v, = (A, I, —

A, )71 B,w, obtemos a matriz
v [ —21636 43535
= -0.0073 1.3734

Sendo F, = W,V le F = [0¢i=r)sm | F.)QT obtemos:

—0.4672 1.4809] F_[-0.5312 0.0016 0.6181 1.3217

= —0.0025 0.7360 —0.4075 —0.0527 0.1487 0.5922

Pelo método proposto:

~15 0]
H= [ 0 —0.5 ]

A trajetéria do sistema a partir da condigdo inicial projetada 2,(0) = [6.5171 1.3806]%,
bem como o poliedro S(F;,1,,) sdo mostrados na figura (3.2). As componentes do sinal de
controle sio mostradas na figura (3.3). Nota-se que tanto u; quanto u; nao violam os limites
impostos pelas restrigdes. A trajetéria do sinal de controle e o poliedro Q no espago de controle

sdo vistos na figura (3.4).
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u2

1= =
0 il
'1_| 1

-1 0 1

Figura 3.4: Trajetéria do sinal de cotitrole e o poliedro Q

No cdlculo de F, feito acima, o autovetor —1.5 foi associado & diregdo de entrada [1 0]7

e o autovalor —0.5 & diregdo [0 1]T. Vamos analisar agora (de acordo com a secdo 1.4), o que

ocorte se fizermos a outra combinago possivel, ou seja, —0.5 associado & [1 0]T e —=1.524 [0 1]:

w1 0] ., _[-6s362 14084
"Tlo 1] 7" T —2.5550 —0.1883

1 0.1865  0.0302 —-0.0313 -0.2234
1 04218 -0.0253 —0.6355 —1.2368

05 0
H“[ 0—1.5]

Neste caso observa-se que o poliedro S(F,,1,,) apresenta ima area maior (como pode ser visto
na figura (3.5)).

~0.0390 —0.2917
F"”[ 0.5291 —1.3536} =

De fato, o determinante de V, neste ultimo caso é maior. Como foi visto, isto con-
fere uma maior area ao dominio S(F;,1,) e também garante uma maior insensibilidade dos

autovalores posicionados com respeito a varia¢bes paramétricas.

Exemplo 3.2 Seja o sistema descrito pelas seguintes matrizes:

—-3.3805 —8.6200 —11.3694 9.8250 1 [ 0.6868 0.5269
A= —2.4838 1.6126 0.0653 —0.0680 | B= 0.5890 0.0920
- 3.3586 —39.2484 -—53.1112 44.7186 | '~ — [ 0.9304 0.6539

0.9044 —35.1344 —49.5690 41.6791 0.8462 0.4160

Deseja-se encontrar uma matriz de realimentagdo F tal que: as restricdes (3.20) sejam

respeitadas, o sistema em malha fechada seja estavel
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) _8(Fr2,Umin,Umax)
1 : ‘

-

-

-
- -
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-
-
L
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2 - ‘
-3
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

Figura 3.5: Comparagio do tamanho dos poliedros S(F;,1,,)

Solugao:

Podemos utilizar a seguinte matriz ortonormal para colocar o sistema em uma forma

triangular superior (Transformagéo de Schur):

0.2221 —0.8442 0.4879  0.0081 1
10,0477 —0.4089 —0.7199 —0.5588
@=|06884 03440 02913 —0.5682
0.6888 —0.0434 —0.3986  0.6040

As matrizes do sistema na base dada pelas colinas de Q ficam:

—9.9998 —-7.9147 —6.7059 108.5266 1.4040  0.8581

A= 0 —4.5001  2.2672 9.9661 | | B= —0.5372 —0.2755
0 0 1.5001 3.0686 | ' -0.1552  0.2155

0 0 0 —0.2003 —0.3412 —0.1675

Os autovalores de A sio: A\ = —9.9998, A, = —4.5001, A3 = —0.2003 e A, = 1.5001.
Assumindo-se também que deseja-se uma melhoria na dindmica do sistema, escolhamos os
autovalores para o sistema em malha fechada como A, = —6, A3 = =3, Ay = —2, mantendo A,

como em malha aberta.
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A partir das matrizes acima obtém-se o seguinte sistema reduzido:

—4.5001 2.2672  9.9661 —0.5372 —0.2755
zZ, = z, + u

0 1.5001  3.0686 -0.1552  0.2155
0 . 0 —0.2003 —0.3412 —0.1675

Estamos diante de um problema em que 7 > m. Assim, para resolver o problema,
devemos determinar uma matriz F,; tal que o poliedro S(F,,1,,) seja positivamente invariante

em relagdo a este sistema utilizando para isto o resultado da proposicio (3.3).

Para determinar F, vamos escolher M = [1 1]T. Com isto obtém-se:

—-0.0276  0.0797  0.2385 }

WT:[I 0 0.25] V=

01 1 —0.0034 —-0.0887 -0.1736

0.0588  0.0598  0.1405

g [ L7105 9.7637 16.7539
"= | —9.9123 —24.2717 —6.0483

s Fr= 1| —9.9123 —24.2717 —-6.0483

-6 0 1
H = 0 -3 1
0 10.5205  13.3102  5.7056

0 -2

—1.7105 9.7637 16.7539 ]

Utilizando a equagio F = [ g ] = F,QT temos:

F= 6.3428 —15.6019 —7.2648 6.3013 |
~ | =3.5229  24.9063 —17.0427 6.4509

E=[——2.3411 ~17.0721 4.2539 -2‘.3153]

O comportamento temporal das varidveis do sistema reduzido é mostrado para a
condigdo inicial projetada z.(0) = [~0.2731 0.1694 — 0.0669]7 nas figuras (3.6) (3.7). Na
(3.8) tem-se a resposta temporal do sinal de controle. A trajetéria do sinal de controle e o

respeito is restrigdes no espago de controle pode ser acompanhado na figura (3.9).
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Figura 3.6: Resposta temporal do Sistema Reduzido
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Figura 3.7: Resposta temporal do Sistema Reduzido
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Figura 3.8: Resposta temporal do sinal de controle
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Figura 3.9: O poliedro 2 e a trajetéria de controle

3.7 Conclusao

O poliedro S(F, tmag) tmin) é nio limitado na diregio do subespaco V, 2 Ker F , deli-
mitando uma regido no espago de estados que toma a forma de um "hipertubo”. A projecio
de S(F, tmaz, Umin) €m V, ao longo de V, determina um poliedro S(F, tmaz, Umin) que é equi-
valente ao corte tranversal do "hipertubo”, segundo o subespago V,. Logo , se S(F, Umaz; Umin)
é um poliedro positivamente invariante em relagio ao sistema total em malha fechada temos,
equivalentemente, que a invaridncia positiva de S(Fy, Umaz; Umin) em relagido ao sistema redu-
zido em malha fechada é garantida. Dessa maneira, é possivel solucionarmos o PRRVC para o
sistema total a partir da solugio de um PRRVC para o sistema de ordem reduzida. Formulou-
se entdo, um algoritmo genérico para a resolugdo do PRRVC utilizando um sistema de ordem

reduzida.

A seguir, estudou-se a solugio do PRRVC, incorporando ao passo 2 do algoritmo o
calculo de F. pela abordagem de posicionamento parcial de autoestrutura proposta em [14].
A partir da escolha apropriada da autoestrutura do sistema reduzido encontra-se um par de
matrizes (H, F,) para as quais as relagdes de invariancia positiva sdo satisfeitas. A fim de
mostrar a metodologia utilizou-se um desenvolvimento considerando-se as restrigdes sobre o
vetor de controle simétricas e normalizadas. Foram entdo analisados dois casos. No primeiro,
temos o nimero de autovalores a serem posicionados (ordem do sistema reduzido) menor ou
igual ao nimero de entradas de controle. Neste caso, garante-se a invaridncia positiva de um
poliedro S(F},1,) em relagio ao sistema reduzido e, equivalentemente, a invariancia positiva
do poliedro dado por S(F,1,); a matriz H correspondente é do tipo bloco diagonal, sendo
seus elementos dados pelos autovalores escolhidos para o sistema reduzido em malha fechada
(forma candnica real de Jordan). No segundo caso, em que temos o nimero de pdlos a serem

posicionados maior que o nimero de entradas de controle, garante-se a invaridncia positiva de
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um poliedro S(F;,1,) contido em S(F,1,) e que cotresponde a um poliedro positivafnente
invariante S(F, 1,,) em relagio ao sistema original. Este poliedro contém (n —m) pares de faces
paralelas determinadas pelas linhas da matriz F. A matriz H obtida neste caso, é triangular

superior, tendo em sua diagonal principal os autovalores do sistema reduzido em malha fechada.

O poliedro S(F, Umaz, Umin) pode ser considerado como um dominio de estados iniciais
admissiveis. No entanto, é importante que este poliedro também englobe o dominio de condigdes
iniciais pré estabelecido na formulagido do problema. Baseado na escolha da autoestrutura do
sistema reduzido, pode-se variar o tamanho e a forma de S(F;, Umaz, Umin) € conseqiientemente
de S(F, Umaz, Umin). EEm particular, se esta escolha é feita no sentido de tornar os angulos entre
os autovetores do sistema reduzido o mais préximo possivel de 90°, tem-se que o volume do
poliedro S(F, 1,,) (ou S(F,1,,)) é maximizado. Assim, é possivel maximizar a regiao de estados
iniciais para os quais o sistema é levado assintoticamente para a origem sem a saturagado do
sinal de controle. Ao mesmo tempo, consegue-se uma maior insensibilidade dos autovalores do

sistema com relagio a variagdes paramétricas.

A vantagem de trabalharmos com o sistema de ordem reduzida fica evidente quando
a ordem do sistema é elevada e temos poucos pdlos instaveis e de dindmica ndo satisfatéria
em malha aberta. No cédlculo da matriz de realimentacio de estados pelo método de Moore
a matriz de autovetores a ser invertida serd da ordem do sistema reduzido. Se utilizamos
uma base ortonormal para colocar o sistema na forma em que se possibilita a extracdo do
sistema reduzido, n&o necessitamos de inversdo matricial na transformagdo de similaridade,
e os autovalores do sistema sio obtidos de uma forma numericamente mais robusta. Neste
caso, fica clara a minimizagdo problemas computacionais com a utilizagdo da metodologia de
posicionamento parcial de autoestrutura a partir de uma decomposigao de Schur (utilizagdo de

base ortonormal).

No préximo capitulo serd abordada a resolugdo do problema de controle sob restrigdes

por algorimos de otimizagio através da utilizagdo direta de um sistema de ordem reduzida.



Capitulo 4

Resolucao do PRRVC Utilizando um
Sistema de Ordem Reduzida e
Técnicas de Otimizacgao

4.1 Introdugao

Seguindo a abordagem de tornar o poliedro S (F, Umaz, Umin) Positivamente invariante
em relacio ao sistema em malha fechada, serdo estudados neste capitulo métodos .que solucio-
nam o PRRVC a partir da sua formula¢io como um problema de otinﬁzagéo. Nas metodologias
a serem apresentadas, a fungdo custo é escolhida linear e estd associada a velocidade de con-
vergéncia do sistema para a origem. As relagdes de invariancia positiva e de inclusao do dominio
de estados iniciais, D, em S(F, Umaz, Umin) sa0 consideradas como restrigdes do problema de

otimizagao.

Dada a necessidade da (A + BF)-invaridncia do Ker F, com o intuito de satisfazer
a primeira relagdo de invaridncia positiva, tem-se que a solugao do problema de otimizagio,
quando ela existe, leva a uma matriz F' que posiciona parcialmente a autoestrutura do sistema.
Neste caso, os autovalores associados & (X /Ker F') sio alocados de modo a apresentarem as
menores constantes de tempo possivel, implicando em uma maijor rapidez da resposta dinamica

do controle.

Nos trabalhos que propdem este tipo de metodologia [4] [9] [31], a formulagdo do
problema de otimizagio é feita para o sistema como um todo. Baseando-se na proposigao 3.1
‘apresentada no capitulo anterior, iremos neste capitulo, reformular os algoritmos apresentados
nestes trabalhos. Estas reformulagdes serio no sentido da utilizagdo de um sistema de ordem
reduzida, a fim de executar o passo 2 do algoritmo proposto no capitulo anterior para a resolugdo

do PRRVC. Seré visto entdo, que este novo tipo de formulagdo traréd algumas vantagens na

69
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resolugao do problema.

Na secdo 4.1 sera vista a abordagem por programagdo nao linear, e na segio 4.2 a
abordagem por programacio linear. Nos dois casos serdo apresentados, primeiramente, a me-
todologia original (para o sistema como um todo) e, em seguida, a formulagdo utilizando o

sistema de ordem reduzida.

4.2 Abordagem por Programacio nao Linear

Esta abordagem para a resolugio do PRRVC é sugerida por Bitsoris e Vassilaki, em
[9], para o caso discreto. Consiste basicamente em resolver um problema de programagcio nio
linear no qual procura-se maximizar a velocidade de convergéncia dos estados do sistema em
relacio A origem. As restrigdes do programa nao linear (PNL) sdo dadas entdo, pelas equagoes
de invariancia positiva, uma relagéo de inclusdo do conjunto de estados iniciais pré estabelecidos
em S(F, Umaz, Umin) € & necessidade de que os autovalores do sistema em malha fechada sejam

estaveis.

Esta é uma abordagem bastante intuitiva e simples do ponto de vista da formulacéo
mateméatica. Entretanto, sua implementagdo numérica nio é trivial. Em geral, os algoritmos
para a resoluciio de programas nao-lineares sio de implementagao complexa e muitas vezes a
convergéncia numérica dos mesmos nao € garantida, estando esta, muitas vezes, vinculada a
escolha de uma condicio inicial adequada para a busca iterativa da solugdo [37]. Aliado a este
fato, surge mais um problema: equacionar algebricamente a restrigdo para o PNL de que os
autovalores em malha fechada devem estar contidos ein uma regido do plano complexo que
garanta a estabilidade do sistema em malha fechada. Aparentemente, ndo é possivel obter um
relacionamento matematico capaz de representar esta restricio no PNL. Assim, apés o calculo

de F pelo PNL, se faz mister um teste de estabilidade do sistema em malha fechada.
Nesta secio, serd visto como é possivel, através de um sistema de ordem reduzida,
suplantar algumas das desvantagens e problemas associados a esta abordagem. Para isto utili-
' zaremos o caso discreto para a apresentagio inicial do problema, ficando a formulagao do caso
continuo para um segundo momento.
4.2.1 Formulacio do Problema para o Sisteiria como um Todo
Consideremos o seguinte sistema lineat multivativel discreto:

z(k + 1) = Az(k) + Bu(k) | (4.1)
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sendo A: R — R*, B: R™ — R*, z(k) € R" e u(k) € R™. (4, B) é suposto ser estabilizével.
O vetor de controle é sujeito as seguintes restrigdes:
— Umin S ulk) < Umas (4.2)
com (Umin)i =0 € (Upnaz)i 20,2 =1,...,m.
Seja uma lei de controle do tipo realimentacao de estados:
u(k) = Fz(k) | (4.3)
com F : R™ — R*, tal que o sistema em malha fechada é entdo descrito por:
z(k + 1) = Apz(k) - (4.4)
onde Ag = A+ BF. |

As restrigdes sobre o vetor de controle definem entdo o seguinte poliedro no espago de

estados:
S(F) umin’umaz) = { S §Rn P —Umin ..<._ F.’L‘ _<_ Uinax } (45)

Considerando um conjunto de estados iniciais admissiveis definido pelo poliedro fe-
chado:
Do(K,w) = {ze®R" : Kz<w} (4.6)

com K € R"™ e rank(K) = n, a resolugio para o PRRVC pode entdo, ser obtida pelo calculo

de uma matriz de realimentacio de estados, F, tal que:

1. Do(K,w) C S(F, min, Ymaz)
2. S(F, Umin, Umaz) S€ja positivamente em relacio ao sistema (4.4).
3. Os autovalores da matriz (A + BF') sejam estaveis. |
Uma condigio algébrica que garante a relagdo de iﬂClUSﬁd dada no item 1 é fornecida

pela proposicio seguinte, que utiliza um resultado fundamental da programagao linear [9] [11]

[48].
Proposicao 4.1 : Os poliedros Do(IK,w) e S(F, Umin, Umaz) satisfazem a relagdo
DO(I{, w) _g S(F, uminaumax)

se e somente se

_umin S Fp(]) S uma:t ) j = 1,..».,711).

onde p(;) sdo os vértices do poliedro fechado Do(K,w).
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A fim de obter a solugdo para o problema, pode-se entio formular o seguinte programa

nao linear (PNL):

Min J(F, H*,H~) = ¢

sujeito a:
FA+ FBF = (H* — H")F (4.7)
HY H- | Umin N Umin : i
= Umin S FpG) S Uniee 5, J = 1,...,nv. (4.9)
H*>0, H >0, ¢>0 (4.10)

onde as incégnitas sio os elementos das matrizes F' e H. Além disso, deve-se ter que a matriz
F encontrada satisfaga:

o(A+ BF)| < 1 | (4.11)

Observando o PNL, nota-se que a equagio (4.7) corresponde a primeira relagao de
invaridncia positiva para o poliedro S(F,tmin,Umaez). Como ja foi visto no capitulo 1, esta
equagio é equivalente a (A + BF)-invaridncia do Ker F e a um posicionamento parcial de
autoestrutura. Assim, se houver uma solugio para o PNL, a matriz F' obtida necessariaimente

produzird um posicionamento parcial da autoestritira do sistema (4.1).

A segunda relacio de invaridncia positiva, expressa e (4.8), garante que os autovalores
de H estejam contidos dentro de um circulo no plano complexo, cujo raio é igual a e (vide
observagdo 1.1). Diz-se entdo que o raio espectral [19] de H é menor que € (¢(H) < €). Assim,
se € < 1, temos a garantia de que os autovalores de H sao estaveis e, conseqiientemente, os
autovalores de A que forem alterados pelo posicionamento parcial de autoestrutura sdo estaveis.
Entretanto, nada podemos afirmar quanto aos autovalores que permanecerao inalterados. Se
A possuir autovalores instaveis, existe a possibilidade de que um dos autovalores em malha
aberta que serd mantido em malha fechada pela lei u = Fz, seja instdvel. Este fato ocorre
por ndo haver meios de escrever a relagao (4.11) como relagdes algébricas entre as varidveis do
PNL. Desse modo, toda a solugdo F' obtida pelo PNL deve ser testada no sentido de verificar
‘a satisfagdo de (4.11).

Sera visto a seguir como este problema pode set superado pela utilizagio explicita de

um sistema de ordem reduzida.
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4.2.2 Formulagio do Problema para o Sistema de Ordem Reduzida

Hipétese 4.1 : Consideremos que a matriz A possui r < m autovalores instdveis ou cuja
dindmica deseje-se modificar. Associemos estes (r) autovalores a um subespago V, e os outros
(n —r) a um subespago V, 2 Ker F. Dessa mancira, todos os autovalores de A a serem
modificados ou instdveis serdo necessariamente 0s autovalores da matriz A, do sistema reduzido

em malha aberta:

2k + 1) = A,z (k) + Byu(k) (4.12)

(]

Foi considerado por hipétese que r < m. Assim, tereinos no minimo (m — r) colunas
linearmente dependentes em B,. Assumamos agora que posto(B,) = r e escolhamos (r) colu-
nas linearmente independentes em B,. Estamos assim escolhendo () entradas para controlar

efetivamente o sistema. As outras (n — r) entradas serdo inativas (valor zero).

Sem perda de generalidade, consideremos que posto(B,) = r e que as (r) primeiras

colunas de B, sejam linearmente independentes. Podemos tiotar:
Br = [ B'ri | Br? ] E (413)
com B, € R, B,, € R*(™=7) ¢ posto(B,;) = r.

Seja agora:

i Frl jl
F. = 4.14
[ O(m—r)*r ( )

Uma F, dada por (4.14), corresponde & niio utilizagio das dltimas (m —r) entradas de

controle.
O sistema reduzido em malha fechada pode ser escrito como:

4k +1) = (A + BaF)s(h) (4.15)

Observacao 4.1 : No caso de ndo termos ou nao escolhermios as (r) colunas linearmente
independentes como as (r) primeiras colunas de B,, a matriz F, terd linhas de zeros corres-
pondentes as colunas de B, que ndo serdo utilizadas (entradas inativas). Neste caso, a matriz
B,, serd composta pelas () colunas escolhidas e a matriz I, serd montada com as linhas ndo
nulas de F.. Por outro lado, cabe ressaltar que podemos fazer um reordenamento das entradas
de controle e, conseqientemente, termos sempre as (r) primeiras colunas de B, linearmente

independentes.
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Consideremos as restriges sobre o vetor de controle (4.2). ‘Podemos escrever:

_ Umint ul(k) Umari
[ Umin2 ] S [ ul(k) jl S [ Urnaz2 ] ‘ (416)
onde u;(k) € R e uy(k) € R,

Consideremos a partigdo de B, feita em (4.13) sem perda de generalidade conforme a
observagio (4.1). Como nio vamos utilizar as (m —r) dltimas entradas do vetor de controle, fa-
remos uz(k) = 0. Portanto, uma parte das restri¢des é automaticamente satisfeita e precisamos
satisfazer apenas:

— Umint < U1(k) < Urnazt (4.17)

A matriz F para o sistema na base original é entdo dada pot:

Oragric F, Q.
F = rx(n—r) r ] [ 0 ] ‘ 4.18)
O(m—r)*(n—'r) 0(‘m—r)*r Qz‘ ( )

Seja agora uma matriz P, de dimensio apropiiada, cujas colunas sdo os vértices do

poliedro Do(K,w). Projetando os vértices de Do(I{,w) no subespago V., obtém-se a matriz
P, 2 QTP

Pela proposigdo 4.1, a condigio Do(I, w) C S(F, ttmin, Umaz) é equivalente a:
— Umin .<_. Fp(]) S u_niaz (419)
mas, como F' = F,QT e P, = QT P tem-se:

— Upminl < Frll)r(j) < Umart (420)

Logo, a relagio (4.19) é equivalente a relagao (4.20) e pode-se concluir que Do(K, w) C
S(F,) Umin, Umaz), S¢ € somente se a projecdo dos vértices do poliedro Do(K,w) em V, ao
longo de Vy, estardo contidos no poliedro S(F;1, Umini, Umazi), Ou equivalentemente, temos que
Do, (K, w) C S(Fr1, Umint, Umaz1), sendo Do, (K, w) a projecio de Do(K,w) em V.

Assim sendo, a resolugao de nosso problema se resiitne a encontrar um poliedro
S(Fy1, Umint, Umaz1) POsitivamente invariante em relagéo ao sistema reduzido em malha fechada
dado por (4.15), tal que este seja estavel e Do (K, w) C S(Fr1, Umini, Umaz1)- E possivel entao,
reformular-se o programa nao linear visto na segdo anterior utilizando o sistema de ordem

reduzida(PNLR) para:

Min J(F,,HY ,H ) = ¢

sujeito a:
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FuA, + F,iB,iF,y = (H}Y = H7)Fy (4.21)
HY Ho 1 tin [ thmint | . ‘
[ Hr_ H:- ] Umaci ] S ¢ [ Urazi ] (422)
~ Upint < Frlpr(j) < tpiazt (423)
H*>0, H >0, ¢>0 (4.24)

onde as incdgnitas sdo os elementos das matrizes Iy, e H,

Observacio 4.2 : Notemos que a relagio HF, = F,(A, + B, F,), no caso em que r < m, pode

ser escrita como:

Hr Or*(m—r) ] [ Frl ] — [ Frl ] [ Ao A2 ]
O(m—r)*r T O(m-r)*n O(m——r)*n Or*('m—-r) Ar

onde T € uma matriz qualquer. Fquivalentemente, devemos ter:
HrFrl = F‘ri(Ar + BriF‘ri)
Assim, o(H,) = o(A, + BriFry) Co(H).
o

Baseado na resolugdo deste programa nio-linear, a seguinte proposi¢do fornece uma

condigao suficiente para a resolugdo do PRRVC.

Proposicio 4.2 : Se o PNL tem solugdo dtima H}, F}y, tal que ¢* < 1. Entdo qualquer
que seja a condigdo inicial pertencente a Do(I,w) temos que o vetor de estados do sistema
(4.4) serd conduzido assintoticamente a origem, respeitando as restrigées impostas ao vetor de

controle ({.2) sem a saturagio do mesmo.

Demonstragao:

A solugao tima obtida (H?, F¥,e < 1) é tal que:

1. A satisfacio das equagdes (4.21) e (4.22) garantem a invaridncia positiva de S(Fr1, Umint, Umazl)

em relagio a (4.15). Logo, pela proposicio (3.1) e a observagao 4.2 tem-se que S(F, Umin »Umaz |

é poliedro positivamente invariante de (4.4).

2. Tem-se que os autovalores de H, estdo contidos dentro de um circulo de raio € (vide
observagio 1.1). Como o(H,) = (A, + B,1Fy1), se € < 1, temos que os autovalores do

sisteina de ordem reduzida em malha fechada sdo estaveis.
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3. Pela satisfacio da relacio (4.23), a projegdo ao lotigo de V,, de todos os vértices de

Do(K,w) em V, esté contida S(Fr1, Umini, Umaz1) €, portanto, Do(K;w) C S(F, Umin »Umas. )-

4. Os (n —r) pélos do sistema (4.1) que permaneceram inalterados pela aplicagdo de F =
F,QT sio estaveis por hipdtese. Logo, pela satisfacio da inequagdo (4.22), temos a ga-

rantia de que todos autovalores de (A + BF) sio estaveis.

Portanto, a partir das quatro observagdes acima, temos que Vzo € Do(I, w) a traj\etéria
do sistema (4.4) sera assintoticamente estavel e havera o respeito as restrigdes impostas sobre o
vetor de controle, sem sua saturagdo. Na verdade isto é garantido Vo € S (F, Upaz, Umin), POIS
S(F, Umag Umin) é positivamente invariante em relagio ao sistema (4.4). Ainda pode-se mostrar

que a velocidade de convergéncia das varidveis de controle para a origem é maximizada, pois

u(k+1) = Hu(k).
D.

A abordagem por programagdo ndo-linear utilizando um sistema de ordem reduzida
apresenta entdo, como principal vantagem, a garantia de estabilidade do sistema (4.4) se uma
solugao (H*, FY, ¢ < 1) é encontrada. Além disso, a formulagio do PNL para o sistema
reduzido é de menor dimensio que para o sistema total. Este fato representa uma vantagem

do ponto de vista numérico, uma vez que o nimero de operagdes é reduzido.

Como algoritmos para a resolugdo do programa néo linear, podemos citar os métodos
do gradiente reduzido e do gradiente projetado [37]. A anélise mais detalhada destes métodos
e a verificacio de qual deles melhor se adapta ao problema em questad foge ao objetivo deste
trabalho. A titulo de ilustracio da metodologia, serd apresentado um exemplo de aplicagio
bastante simples. Em particular, neste caso é possivel encontrar uma solugéo analitica aplicando

o método do gradiente reduzido [37].

Exemplo 4.1 Seja o sistema discreto no tempo (também utilizado em [9]) dado por (4.1) :

3] o[l

e sujeito 3 seguinte restrigdo no vetor de controle:
-1<u<15
O conjunto de condigdes iniciais admissiveis é dado pelo poliedro Do(K,w) com:
0 17 r1

K=|-2 -1 , w=]1
| 1
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cujos vértices sao dados pelas colunas da miatriz
1 -1 0] .
F= [ 11 -1 ]

Fazendo-se uma decomposicio de Schur na matriz A obternos a base ortonormal Q

dada por:

g = [ ~0:2952 0.9554
| 09554 0.2952

as matrizes A e B na base dada pelas colunas de Q sao descritds por:

3

A _ | —0-6180 1.5 B — ~0.2952
Q- 0 16180 | * T2 7| 0.9554

da onde isolamos o seguinte sistema reduzido:
z(k + 1) = 1.61802,(k) + 0.9554u(k)
A projecdo dos vértices de Do(K,w) no subespaco V, definido pela segunda coluna de Q, é
dada pela matriz ,
P, =[1.2507 —0.6602 - 0.2952]

podemos entio formular o seguinte programa nio linear:

Min €

sujeito a:

F.1.618 + F,0.9554F, = H, F,

HyoHD | [1s] o [15]
H- HY¥ || 1 |=° 1
-1 <1.2507F, < 1.5

-1 < —-0.662F, <1.5
-1 < -0.2952F, < 1.5

Resolvendo-se o programa nio linear pelo:método do gradiente reduzido obtem-se:

Fr=-07995 HX=0.8542 ¢ =0.8542

A matriz F na base original é dada entdo pot:
F =[-0.7638 — 0.2360]
Os autovalores de (A+BF) séo entdo 0.8542 e —0.6180 Na figura (4.1) sdo mostrados os dominios

D,(G,w) e o poliedro S(F, umas, Umin). Na figura (4.2) tem-se a resposta dos estados a condigdo

inicial z(0) = [1 1)7 e na figura (4.3) a resposta temporal do sinal de controle.



78

2 : : 2 .
S(F,umax,umin) -

Do

0 x1

1
o
W

T
1

]
=
W

T
!

x1 o5 | -

t(s)

Figura 4.2: Resposta temporal dos estados
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t(s)

Figura 4.3: Resposta temporal do controle

Observagio 4.3 (Caso Continuo) : No caso do sistema ser continuo no tempo, a veloci-
dade de convergéncia do sistema reduzido € otimizada se os autovaldres sdo posicionados com
suas partes reais o mais negativo possivel. Assim, podemos introduzir uma varidvel ¢ a ser
mazimizada, na seqgunda relagdo de invaridncia positiva. O programa ndo linear reduzido €

dado entdo por:

Maz J(F,HY H )=

sujetto a:

F‘rlAr + FrlBrlFrl = (H:. - I{:)Frl

" + L i
[ IZ[T 1{,. :| Uminl ] S — [ 1’" ] (425)
Umazrl 17‘

H- H}
—Uniinl < Frlpr(j) S Umaxi

Hf>0, H >0, €>0
onde as incdgnitas sdo os elementos das matrizes Iy e H, = IAIT" - ﬁf

Assim, pela andlise feita no capitulo 1, utilizando a norma logaritmica, tem-se que a
relagdo (4.25), faz com que, se eriste uma solugio com ¢ > 0 para o PNL, a parte real dos
autovalores do sistema reduzido em malha fechada serdo as mais negativas possiveis, fazendo
assim com que a velocidade de convergéiicia da trajetdria do sistema reduzido e do sinal de

controle para a origem sejam mazimizadas.
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4.3 Abordagem por Programagao Linear

Pela natureza nao-linear da primeira relagdo de invariancia positiva,
HF = F(A+ BF)

pode-se, como apresentado na segéo precedente, resolver o PRRVC a partir da formulagao de
um programa nao linear. Os métodos envolvidos na resolugao daquele tipo de problema sao em
geral complexos e muitas vezes de convergéncia nao garantida. A fim de contornar este fato,
é proposto por Hennet e Beziat [4][31] um método que permite a formulagéo de um programa
linear, o qual pode ser resovido pela aplicagio de um algoritmo SIMPLEX [11][37][48]. Todavia,
esta metodologia é valida apenas para o caso particular em que o posto de B é igual a n (B é

quadrada e nio singular), tornando sua aplicabilidade pratica bastante restrita.

Ser4 mostrado nesta secio, como o algoritmo proposto pode ser estendido para casos
mais genéricos nos quais posto(B) = m < n. A solugao neste caso passaréa pela formulagao de

um programa linear para um sistema de ordem reduzida.

4.3.1 Formulacgao para o Sistema como um Todo

Utilizaremos aqui as mesmas hipdteses consideradas na segio precedente, ou seja: o
sistema discreto e invariante no tempo dado por (4.1), as restricdes sobre o sinal de controle
(4.2),e um conjunto de condigoes iniciais Do(I{,w) como em (4.6). A aplicacdo de uma lei de
controle do tipo de realimentacio de estados (4.3) faz com que o sistema em malha fechada
seja dado por (4.4).

Ser4 visto agora, uma proposicio que fornece condigdes para que, a partir da construgdo
b] b !
de um poliedro S(G,Umin, Umasz), positivamente invariante em relacdo ao sistema (4.4), seja

possivel a obtencdo de outros poliedros positivamente invariantes em relagao a (4.4).

Proposicgao 4.3 [31] : Seja S(G, Umin, Umaz), cOM G € R9*™ um poliedro positivamente inva-

riante (PPI) do sistema (4.4) e H € £9* € uma solugdo associada ao sistema:

G(A+ BF)=HG (4.26)
Hp<p (4.27)
com p 2 \ u'"“"’ ] e H definido como na observagdo 1.1. Entio qualquer poliedro S(Q, Umin,Umaz)

¢ também um PPI em relagdo ao sistema (4.4) se:

Q=AG ; Ae®R™ (4.28)
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AH = HA (4.29)

Demonstragao:

G(A+ BF)= HG e AH = HA implica que Q(A+ BF) = HQ. Logo, sob a condigio
f{p < p, S(Q, Uminy Umaz) € também positivamente invariante em relagido ao sistema (4.4).

O

Assim, um controlador dado por u(k) = Fz(k), que faga S(F, Umin, Umaz) positivamente

invariante em relagio ao sistema (4.4) pode ser contruido como segue:

e Selecionar uma matriz G € R™™ para a qual S(G, Usmin, Umez) pode ser feito positiva-

mente invariante por realimentagio de estados.

o Resolver o sistema:

HG = G(A+ BAG)
HA = AH (4.30)
Hp < p

e Fazer F' = AG.

A seguir ser4 apresentada uma proposi¢io que possibilitard a formulagdo de um pro-

grama linear para o PRRVC.

Proposigio 4.4 [31] [{]: Se m = n e posto(B) = n, as condi¢gées abaizo garantem a in-
varidncia positiva de S(F,Umaz, Umin) em relagdo ao sistema controlado ({.4) e a estabilidade

assintotica deste ultimo:

B'ABH = HB™'AB (4.31)
F=HB"'-B1'A (4.32)
Hp<p (4.33)

Demonstragao:
A partir das relagdes (4.31) e (4.32), podemos chegar a relagio (A + BF) = HF,
pois:
F(A+BF) = (HB™'~ B 'A)BHB™ (4.34)
= H(HB™'-B7'A) (4.35)
= HF (4.36)
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Assim, com a satisfagio da inequagao (4.33), temos que S(F, Umin, Umaz) € um conjunto

positivamente invariante em relagéo a (4.4).

Substituindo-se (4.32) na equagdo do sistema em malha fechada obtém-se:
Ao = BHB™! (4.37)

e assim, as matrizes H e Ay sdo similares. Dessa forma, a estabilidade assintética do sistema

em malha fechada é equivalente & convergéncia para a origem da sequéncia de controle dada

por:
w(k+1) = F(A+ BF)z(k) (4.38)
= HFaz(k) (4.39)
u(k+1) = Hu(k) (4.40)

A inequaco (4.33) garante que todos os autovalores de H sao assintoticamente estdveis.
Como H é similar de (A + BF) temos a estabilidade assintdtica do sistema em malha fechada

garantida.
0

Observa-se neste caso, que A = H — B7'AB e HA = AH. Logo, pela proposicao
4.3, a invariancia positiva de S(F, Umaz, Umin) € €quivalente a invariancia positiva do poliedro

S(B™Y, Umin, Umaz) relativamente ao modelo linear (4.4).

A partir da proposigdo 4.4 e da proposigdo 4.1, que, como Vvisto na seciao precedente,

fornece uma condicio algébrica para a satisfacio da relagdo de inclusdo
Do(K,w) C S(F, Umin, Umaz) (4.41)
podemos escrever que:
— Umin < ([_IB_I - B—IA)P(J) < Unaz (442)

ou

B"lAp(j) — Upin < (I{+ — If—)B_lp(j) < B-lAp(J') + Umas (4.43)
com p(;) sendo o j-ésimo vértice de Do(IK, w), j = 1,...,nv, nv =ntmero total de vértices.

De posse da equagio (4.43) e da proposigao 4.4 podemos formular o seguinte programa

linear ®:

Min J(H*,H",e) = ¢

sujeito a:
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Hp < ep (4.44)
B—]AB([—I+ —H7) = (Ht — H’)B"IAB (4.45)
B‘lAp(j) — Upin < (.I-]Jr — H")B”lp(j) < B“lAp(j) + Umaz ‘ (4.46)

paraj =1,...,nv.

O programa linear ®, acima formulado, é basicamente o mesmo proposto em [31].
Entretanto, na versdo original, ndo era considerada a relagdo de inclusdo (4.41). A relagdo
(4.46), neste caso foi formulada a fim de satisfazer apenas —umin < FZg < Upag, sendo xg uma

condigéo inicial dada.

Uma condicio suficiente para a resolugdo do PRRVC decorre da seguinte proposigao.

Proposigio 4.5 [f] : Se o programa linear ® tem uma solugdo Jtima (Ht*, H™*,€*), com

¢ < 1, entdo o PRRVC € resolvido pela lei de controle:
u(k) = Fa(k) (4.47)

com F=(H*"~H™*)B™' - B 1A

Demonstragao:

As relagbes (4.44) e (4.45) com 0 < e < 1 garantem a invariancia positiva de S(F, Umaz, Umin )
e a estabilidade assintética do sistema em malha fechada. A condigdo (4.46) garante: Do C
S(F) Umazy U’min)-
a

A escolha de minimizar € permite uma otimizagdo da velocidade de convergéncia do
vetor de estados para a origem. Em efeito, sob a hipdtese de que umin € Umas > 0, e posto(F) =
n, considere-se a fungio £(z) definida positiva, como segue [4}:

—(Fz); (Fz);
L(z) = max {max[ ( )z; (Fz) ]} (4.48)
t (umin)i (umaz;)i

£(0) =0

'E demosntrado em [4] que:

L(z(k+ 1)) < eL(z(k)) max {max [(umm)i' (umax)i]} = eL(z(k)) (4.49)

(Umin)i, (umaz)i
Assim, se a solugio 6tima do programa linear é obtida com € < 1, entao a funcao L(z) descrita

em (4.48) é uma fungio de Lyapunov para o sistema (4.4). De fato temos que:

AL(z(k)) = L{z(k + 1)) — L(z(k)) < 0
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Iterando a equagio (4.49) a partir de z(0), obtém-se:
L(z(k)) < 8£(2(0))

Assim, minimizando e fica claro que estamos maximizando a velocidade de convergéncia do

vetor de estados para a origem.

Observemos também que, como posto(F) = n, Ker F' = 0, e a primeira relagdo de
invariancia positiva é equivalente a uma transformagéao de similaridade. Dessa maneira, estamos
posicionando toda a autoestrutura do sistema (4.1). O subespago V,, associado aos autovalores
que devem ser mantidos inalterados para que a primeira relagao de invariancia positiva seja
satisfeita é nulo. A segunda relagio de invariincia positiva garante que os autovalores de H e
conseqiientemente de (A + BF) estdo todos contidos em um circulo de raio ¢ (vide observagao
1.1). Assim, se € < 1, temos garantida a estabilidade assintética do sistema em malha fechada
(4.4) e quanto menor ¢, os autovalores estarao mais préoximos a origem conferindo constantes
de tempo mais rapidas ao sistema, aumentando assim, a velocidade de convergeéncia do vetor

de estados para a origem.

4.3.2 Formulacao do Problema para o Sistema de Ordem Reduzida

Pode-se notar que a dimensio do programa linear ® cresce enormemente com a ordem
do sistema original (4.1). Torna-se interessante entao, trabalharmos com um sistema de ordem
reduzida. Sera visto que tratando o problema através do sistema reduzido, a limitacao do
método ao caso em que posto(B) = posto(A) = n, pode ser substituida por posto(B,) =
posto(By;) = r, onde r é a ordem do sistema reduzido. Esta condicao é menos restritiva que a

anterior, fato que confere uma aplicabilidade maior a0 método.

Consideremos novamente a hipétese 4.1 e B,; como na secao 4.2.2. Pela aplicagdo de

uma lei de realimentacio de estados
ul(k + 1) = Frlzr(k) (450)
o sistema de ordem reduzida em malha fechada é dado por

2k +1) = (A, + By Fu)z.(k) (4.51)

Desejamos determinar uma matriz Iy tal que, qualquer que seja a condigao inicial,
£(0) € Do(I{,w), a projegdo do vetor de estados para o sistema total no subespago V,, dada

por z,, seja levada assintoticamente a origem e as restrigGes dadas por (4.17) sejam respeitadas.
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Sendo I dada por (4.18), S(F, Umaz, Umin) Néo sera limitado em (n—r) diregées. Entao,
para que Do(K,w) C S(F,Unaz, Umin), devemos satisfazer Do, (I, w) C S(Fr, Umaz, Umin), OU

equivalentemente, as seguintes inequagoes:

= Umint < Frapr(j) € Umaz1 com j =1,...,n0. (4.52)
onde p,(;) sdo as projegoes dos vértices do poliedro Do(I,w) no subespaco V,.

Podemos entio formular o seguinte programa linear, ®,:

Min J(HY, H ,;e) = ¢

sujeito a:
ﬁrpl < em (4.53)
‘ B1A.B (HY —H) = (H} - H7)BF'A,B, (4.54)
Br,‘_llArpr(j) = Umin1 < (H:_ - [{:)By_]lpr(]) < Br—llArpr(]) + Umaz1 (455)
paraj=1,...,nvep = [ Umaz1
Uminl

Aplicando a proposigio (4.5), se o programa linear @, tem solugdo 6tima dada por
(H*,H*,¢*), com ¢ < 1, o PRRVC reduzido é solucionado através da aplicagdo da lei de
controle (4.50) com: '

Foy = (H — H7")BR! — By A,

Observagiio 4.4 (Caso Continuo) : da mesma maneira que foi feito com a formulagdo do
programa ndo linear, podemos formular um programa linear para o caso continuo da seguinte

maneira:

Maz J(H} B, 0) = ¢

sujeito a:
~ 1
BAB.( -0y = (B, - 0,7)Bi'A.B, (4.57)
A + A - _ .
Br—llArpr(j) = Umini S (IIr — Hr )Brllpr(j) S Br11Arpr(j) + Umazt (458)

A

. Umazl
para j =1,...,nv e p; = ‘ .
Uminl
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Observagao 4.5 : Observando a ultima restrigio do programa linear para o caso discreto:
B:11Arpr(j) — Uminl < (HT+ - I{r_)BT_llpr(J) < Br_llArpr(j) + Umaz1 (459)

sev = (Br“llATpT(j) — Upin1) <0, eu = (B,.‘llArpr(j) + Umaz1) > 0r qualquer que seja j e com 0,

sendo um vetor de dimensdo r com todas suas componentes iguais a zero, temos que:

(HY —H7)Bi'prgy < —v (4.60)
(Hf = H)Bi'p.g) < wu (4.61)
(4.62)

e como —v e u sdo velores com componentes estritamente positivas, uma solugdo trivial para
o problema é (HY — H7) =0 e ¢ = 0, o que faz com que os autovalores do sistema reduzido
sejam todos posicionados na origem (caracteristica de tempo minimo) e Fyy = Bi'A,. Caso

ndo seja desejado este comportiamento, podemos:

1. estabelecer uma fronteira inferior para € do tipo k < e < 1;

2. aumentar o dominio de condigoes iniciais (Do(K,w)) a fim de deizar o problema mais

restritivo;

Para o caso continuo se o mesmo fato € observado, o problema pode nao ter solugdo,

ois H. — 00, ¢ — 0o e I,y — 0o. Neste caso podemos:
r 2

1. dar um limitante superior a @;
2. aumentar o dominio de condigdes iniciais admissiveis;

3. dar um limitante superior para ||Fr1]]oos

A partir da solugdo obtida para o sistema de ordem reduzida, tem-se, pela proposigao
3.1 e a observagdo 4.2 a equivaléncia entre a invaridncia positiva de S(F}, Umaz, Umin) € S(F, Umaz,
Umin ). Como os autovalores do sistema reduzido em mallia fechada sdo garantidamente estaveis,
e os autovalores que foram mantido inalterados pela aplicacao de F' = F.QT, também temos
assegurada a estabilidade asssintética do sistema (4.4) e, portanto, temos o PRRVC resolvido.

IHustraremos agora, a aplicagdo da metodologia proposta:

Exemplo 4.2 Seja z(k + 1) = Az(k) + Bu(k) com:
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0.9964 0.0026 —0.0004 -—0.0460 0.0444  0.0167
A= 0.0045 0.9038 —0.0188 —0.3834 | B = 0.2932 —0.7252
~ | 0.0097 0.0263 09379 0.1223 | * 7 | —0.5298  0.4726

0.0005 0.0014 0.0968  1.0063 —-0.0268  0.0241

O sinal de controle u esta submetido as seguintes restrigées:
2.4 1.4
— <u<L
Seja uma regido, Do dentro do espago de estados, cujos vértices sio dados pelas colunas

da matriz Pr abaixo.

—0.4532  0.7453  0.2607  1.0850
—0.3629 —-0.4439 —-0.7502 -0.0723
—0.4570 ~0.8036 —0.0173 —0.1898

0.0643 —0.1550 0.9432  0.4917

Pr =

Deseja-se calcular uma lei de controle do tipo realimentagdo de estados tal que para
qualquer condig3o inicial pertencente ao dominio Dy, tenhamos um vetor de controle ndo satu-

rado.
Solugao:

Utilizando a matriz Q, cujas colunas formam uma base ortonormal para o espago de

estados:
0.3352  0.4377 —-0.3268 —0.7676
Q= —0.9270 0.2838 —0.1807 -0.1660
T —0.0528 —-0.6923 —0.7104 -0.1154

0.1601  0.4986 —0.5966  0.6082

As matrizes do sistema na nova base sdo dadas entao por:

0.9673 0.1645 —0.2393  0.1890 —~0.2332  0.6567
A= 0 0.8203 00747 —0.1254 | . _ | 04560 —0.5136
Q= 0 0 1.0137 0.0030 | 79 7 | 0.3249 -0.2245

0 0 —0.1048 1.043 —0.0379  0.0677

Os autovalores do sistema em malha aberta sao dados por: A, = 0.9673, A, = 0.8203,
A3 = 1.0284 + 50.0102 e A3 = 1.0284 — j0.0102. Vamos entao resolver o PRRVC no sistema
reduzido, de forma que as restrigdes de controle sejam respeitadas sem a saturagao do regulador

e o sistema seja estavel em malha fechada.

O sistema reduzido a se trabalhar é entdo dado por:

- 1.0137 0.0030 0.3249 —0.2245 "
70 201048 1.043 |7 -0.0379  0.0677
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Figura 4.4: Do(K,w) e S(FyUmazy Umin)

A projecio dos vértices da regido Dy no subespago, V,, gerado pelas 2 tltimas colunas
de @ (Q,) é dada por:

r —— a—
Prr=[0'5 0.5 —0.5 0.5]

0.5 -05 05 -0.5

Resolvendo entdo o programa linear proposto para o sistema reduzido chegamos ao
seguinte:

Fr=

H::lo.9781 0 ] T

1.5673 —1.0971
0 0.9781

24262 —1.5738
com ¢* = (0.9781.

A lei de controle para o sistema original é entdo calculda por (4.18)

F = 0.3300 —0.1011 -0.9869 —1.6022
T 1 0.4153 —0.1772 —1.5421 -2.4045

Na figura (4.4) sdo mostrados os dominios D,(G,w) e o poliedro S(F, Umaoz,Umin)-
Este mesmo grafico é ampliado na figura (4.5). A resposta temporal das varidveis de estado
do sistema reduzido e de controle,para a condigio inicial projetada z,(0) = [-0.5 0.5]7, sdo

apresentadas nas figuras (4.6) e (4.7) respectivamente.
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Figura 4.5: Ampliagéo de Dyo(K,w) e S(F, Umaz, Umin)
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Figura 4.6: Resposta temporal do estado do sistema reduzido
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Figura 4.7: Resposta temporal do sinal de controle

4.3.3 Relacao entre F' e B

Quando posto(B) = n, tem-se, pela proposi¢ao 4.3, que G = BleA=H- B 'AB.

J4 para o caso em que posto(B) = posto(B,1) = r < m, é possivel a partir da equagio:

[ Frl ] — [ I{r O(m—r)*(m—r) { O'r*(m—-r) Brl ] .
O(m—'r)*n O(WL—T)*T 1 O(m—r)*(m—r) O(m—r)*r

[ Or*(m—r) Bv'l ] [ Ao AZ ]
0(71':,-—7")*(771—7') O(m—r)*r Or*(m—r) Ar
e particionando B = [By | B,] tal que B, = [B1 | Bra] = QT (B, | Bz] mostrar que:

q = [ (QTBy)'QT ]
O(m—r)*n

A — Hr O(m—r)x(m—r) _ (Q?Bl)—lQZABI 01‘*(m—7‘)
O(m—r)*r T O(m—'r)*r I(m—'r)

Notemos que para a relagio HG = G(A + BF) ser verificada, Ker G deve ser um
subespaco (A + BF) — invariante. De fato, Ker G =V, =Ker F.

Por esta metodologia, a F calculada estd fortemente ligada a estrutura da matriz
B. Isto diminui os graus de liberdade no célculo da matriz F' quando deseja-se Do(K,w) C
S(F, Umaz, Umin) conjuntamente com a invariancia positiva de S(F,Umaz, Umin). Pode entdo
acontecer que uma solugio com € > 1 seja obtida. Neste caso, para que se obtenha uma
solucio vidvel (e < 1) para o problema, deve-se considerar um conjunto de estados admissiveis
menor, de modo que se encontre uma solugdo para o programa linear com ¢ < 1. Isto pode
ser implementado de forma iterativa. I'm cada passo de iteragdo contraimos ou expandimos o
dominio de estados iniciais admisiveis até que o valor de € esteja suficientemente préximo de
um valor a < 1. A redugéo do dominio de estados iniciais admissiveis pode ser compensada

a posteriori pela utilizagio de uma lei de controle do tipo saturagio. Em [42][50] e [51], sao
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propostos métodos para a a expansdo de dominios positivamente invariantes considerando-se a

saturacao da lei de controle do tipo realimentacao de estados.

Em [4] e [31] a metodologia apresentada para o sistema total, foi utilizada em um
contexto de controle adaptativo. Em vez de se considerar um conjunto de estados iniciais
admissiveis, o programa linear € montado levando em conta apenas o estado atual do sistema.

Dessa forma, a equagio (4.43) é substituida por:
B ' Az(k) = tmin < (HY — HT)B '2(k) < B ' Az(k) + Uz

onde z(k) é o estado do sistema no instante k. Assim, a cada instante de amostragem uma
nova estimativa dos pardmetros da planta é {eita e, considerando-se o estado atual do sistema,

calcula-se uma matriz I' de realimentagao de estados.

Utilizando-se a formulacao para o sistema reduzido, iremos ganhar bastante no que diz
respeito ao tempo de processamento do programa linear. Entretanto, ndo podemos esquecer que
a cada instante de amostragem se faz necessaria uma tranformacdo de Schur para a obtengao
do novo sistema de ordem reduzida. Uma analise mais detalhada em termos de tempo total de

processamento deve entdo ser feita para cada caso.

Pode-se também considerar uma formulagio alternativa para o problema no caso dis-
creto: em vez de se considerar um dominio de estados iniciais admissiveis, o que pode levar
a uma solugao muito restritiva, considera-se apenas o estado corrente do sistema e, a cada
instante de amostragem calcula-se uma nova F'. Dessa inaneira, quanto mais préximo o estado
do sistema estiver do ponto de equilibrio (origem), uma lei de controle teoricamente ”mais
forte” pode ser aplicada de forma a aumentarmos a velocidade de convergéncia respeitando as
restri¢des do sinal de controle. Neste caso, é evidente que a utilizagdo de um sistema de ordem
reduzida diminui o tempo de processamento; bastando para isto alteragido da relagdo (4.58)
por:

A A
Br_llArzT(k) — Upnin1 < (HF — H,.“)Br_llz,«(k) < B,"llArzr(k) + Umazt

onde z,(k) é a projegao do estado atual do sistema, z(k), no subespago V; ao longo do subespago

V.

4.4 Conclusao

Foi estudado, neste capitulo, como equacionar o PRRVC em termos de um problema de
otimizagdo. A partir da introdugio de uma nova variavel (¢) na segunda relagéo de invariancia

positiva, pode-se montar um programa néo linear ou linear da seguinte maneira: a fungao custo
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é dada por € e as especificagbes para a solugdo do PRRVC sdo as restri¢des do programa. Deste
modo, se existe uma solug¢do 6tima para o programa, a matriz F' obtida por esta solugao resolve
o PRRVC. A matriz F' calculada posiciona parcialmente a autoestrutura do sistema fazendo
com que os autovalores alocados tendam a ser o mais proximo da origem no caso de um sistema
discreto, ou o mais negativo possivel no caso continuo. Estar-se-a encontrando entao, uma
solugdo que tende a maximizar a velocidade de convergéncia das variaveis de controle para a
origem, ao mesmo tempo que as restri¢des sobre o vetor de controle sio respeitadas sem a sua

saturagao.

Como a solugdo obtida posiciona parcialmente a autoestrutura do sistema, podemos
realizar o passo 2 do algoritmo genérico para solu¢do do PRRVC formulado do capitulo 3, a

partir da formulacao do problema de otimizacdo para o sistema de ordem reduzida. Assim, a

D~

partir da projecdo do sistema e de um conjunto Dy de condigoes iniciais admissiveis em V,,

possivel encontrar uma solugdo (H*, I, €*) para o problema de otimizacdo que garante:

° DOr C S(Fr,umaa:,umin)

e A invaridncia positiva de S(Fy, Umaz,Umin) €m relagdo ao sistema reduzido em malha

fechada.

o A estabilidade do sistema reduzido.

Conseqiientemente, como os autovalores associados a V, sdo supostos estaveis e pelo resultado

da proposigao 3.1, temos que o PRRVC é solucionado para o sistema total.

A natureza nio linear da primeira relagao de invaridncia positiva leva a formulagao de
um programa nao linear. Pela abordagem proposta em [9], ndo é garantida a estabilidade do
sistema total em malha fechada a partir da resolugio do programa. Vimos que utilizando-se o

sistema de ordem reduzida é possivel superar este problema.

Se a matriz B do sistema total em malha aberta é quadrada e nio singular, pode-
se formular um programa linear [31]. Comparativamente com um programa nao linear, um
programa linear tem a vantagem de utilizar métodos genéricos de resolugao e bem mais simples
de serem implementados, como é o caso do algoritmo SIMPLEX. Nesta formulagao, a hipétese
feita sobre a matriz B é pouco realista considerando-se os sistemas de controle reais. Por
outro lado, se utilizamos um sistema de ordem reduzida, a exigéncia de termos a matriz B,
de mesma dimenséo que A, é bem menos restritiva, tornando a aplicabilidade da metodologia
mais vidvel. Cabe ressaltar, entretanto, que a solucido obtida neste caso estd extremamente
ligada a estrutura da matriz B, fato que faz com que sejam menores os graus de liberdade na

procura de uma solu¢do que garanta Do C S(F, Umazy Umin)-
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Em ambos os casos (linear e ndo linear), a utilizagdo do sistema de ordem reduzida
tem a vantagem de reduzir a dimensdo do problema. Com isto, tende-se a melhorar a robustez

a numérica e o tempo de processamento associado a resolugdo do programa.



Conclusao

Restri¢des sobre as variaveis de controle e de estados sdo inerentes aos sistemas de con-
trole. Limitacoes fisicas e de seguranga dos atuadores e componentes do sistema determinam,
por exemplo, a faixa de aplicacdo de sinais de controle. Entretanto, as principais estratégias de-
controle existentes ndo consideram estas restrigdes como um dado de projeto. Na pratica, em
geral, projeta-se uma lei de controle linear, sem considerar qualquer tipo.de limitagdes sobre
o vetor de controle e/ou sobre o vetor de estados. Assim, com o intuito de garantir o funcio-
namento da estratégia de controle dentro dos limites impostos, sdo feitos ajustes (na maioria
das vezes heuristicos) nas fases de simulagio e implementacio do controlador. Este fato muitas
vezes confere um cardter nao linear & lei de controle, como é o caso da aplicagdo de sinais
saturados. Dessa forma, o sistema pode apresentar comportamentos indesejaveis tais como o
aparecimento de ciclos-limite, pontos de equilibrio parasitas, e até mesmo instabilidade. Por-
tanto, a incorporagao das restrigoes citadas desde o inicio do projeto é um objetivo importante

na elaboragao de algoritmos de controle.

As restrigbes impostas sobre o vetor de controle determinam, em geral, regides polie-
drais no espago de controle, onde a trajetéria do sinal de controle deve obrigatoriamente estar
confinada. Sugere-se entdo, para a resolugdo do problema, a utilizagio da propriedade de in-
variancia positiva de dominios poliedrais. No capitulo 1 viu-se que um dominio positivamente
invariante caracteriza-se pelo fato de que, qualquer que seja a trajetéria dele emanando, nele

permanece confinada.

Pela aplica¢io de uma lei de controle do tipo realimentagao de estados, u = Fz, tem-
se que um poliedro no espago de controle corresponde a um poliedro no espago de estados
S(F, Umaz, Umin). Assim, dado um conjunto de condigdes iniciais admissiveis Dy, a solugio do
problema de regulagio sob restrigdes nas varidveis de controle (PRRVC) pode ser dada por
uma matriz F calculada de forma tal que: S(F,Umaz, Umin) contenha Do, seja positivamente
invariante em relagio ao sistema em malha fechada e este seja estavel. Para isto, se faz necessdria
a resolucio de duas relagdes conhecidas como relagdes de invariéncia positiva. Foi visto entao,

neste caso, que a satisfagio da primeira relagao de invariancia positiva é equivalente a (A+BF)-
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invariancia do Ker F' que, por sua vez, equivale a um posicionamento parcial de autoestrutura
~ . . A . . .

em relagdo a um subespaco A —invariante V, = Ker F. Frente a este fato, definiu-se o objetivo

deste trabalho como o estudo da solu¢do do PRRVC aplicando-se diretamente o conceito de

posicionamento parcial de autoestrutura.

Por este fato, e pela escassez de trabalhos sobre o assunto, dedicou-se um capitulo
desta dissertacao a formalizagio, de uma maneira original, da teoria para o tratamento do
posicionamento parcial de autoestrutura. Utilizando-se a linguagem geométrica definiu-se seu
conceito e as condi¢des necessarias e suficientes para sua obten¢do. Foi proposto um algoritmo
genérico para a execugao de um posicionamento parcial de autoestrutura em relagdo a um dado
subespago A — invariante V,. A idéia basica deste algoritmo é a de fazer uma mudanga de
base no sistema original a fim de podermos extrair um sistema de ordem reduzida associado
aos autovalores a serem alterados. A seguir, procede-se com o cdlculo de uma matriz de reali-
mentacio de estados, F}, que faga a alocagio da autoestrutura do sistema reduzido e volta-se

a base original calculando-se F' a partir de F;.

No capitulo 3 mostrou-se que a satisfa¢do da primeira relagio de invaridncia positiva
para o sistema como um todo equivale a satisfagdo de uma equagdo andloga para o sistema
de ordem reduzida. Assim, se a segunda relagio é satisfeita temos a equivaléncia entre a in-
variancia positiva de S(I, Umaz, Umin) € S(Fr, Umaz, Umin). Isto faz com que possamos resolver
o PRRVC trabalhando apenas com um sistema de ordem reduzida. A trajetéria deste sistema
e o poliedro S(Fr, Umaz, Umin) 880 obtidos, respectivamente, como a projegdo da trajetoria do
sistema como um todo e do poliedro S(F,w,az, Umin) N0 subespago V,, associado a (r) auto-
valores de malha aberta, instaveis ou cuja dinamica deseje-se melhorar, ao longo do subespago
Vo 2 Ker F. Dessa forma, qualquer que seja a trajetdria do sistema como um todo que esteja

confinada em S{F, Uz, Umin) teremos que sua projegdo no sistema reduzido estara contida em

S(Fra Umaz, umin)-

A partir deste fato foi proposto um algoritmo genérico, também original, para o trata-
mento do PRRVC, pela utilizagao de um sistema de ordem reduzida. Este algoritmo constitui-se
de 3 passos. No primeiro isola-se o sistema de ordem reduzido de interesse; a seguir calcula-se
uma matriz F, que solucione o PRRVC no sistema reduzido; e, por fim, obtém-se a partir de

F,, a matriz F que soluciona o problema para o sistema como um todo.

Passou-se entdo a incorporagao das metodologias ji existentes na literatura para o
tratamento do PRRVC no passo 2 do algoritmo proposto, ou seja, os algoritmos existentes sao
formulados a partir do sistema de ordem reduzida. Primeiramente estudou-se a metodologia
por posicionamento parcial de autoestrutura. A resolugdo do problema é obtida escolhendo-

se adequadamente a autoestrutura do sistema de ordem reduzida. A utilizagdo de uma base
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ortonormal, obtida a partir de uma decomposi¢do de Schur, é um método eficiente e robusto
para a obtengao dos autovalores a0 mesmo tempo que permite a extragao do sistema de ordem
reduzida. Neste caso, a vantagem do uso de um sistema de ordem reduzida é dada pela redugéio
da ordem do problema, fazendo com que dificuldades numéricas relativas ao calculo da matriz

de realimentacio de estados bem como o tempo de processamento sejam diminuidos.

No capitulo 4 foi visto como o passo 2 pode ser executado através da solucdo de
problemas de otimizagao. A fungédo custo neste caso esta associada a velocidade de convergéncia
do vetor de estados do sistema para a origem. Na abordagem utilizando programacao nao
linear, mostrou-se que é vantajosa a formulagéo para o sistema reduzido, pois se existe solugio
4tima para o problema, a estabilidade do sistema em malha fechada é garantida. No caso
da abordagem por programacio linear, o uso da formulagdo com o sistema reduzido permite
que a aplicabilidade do método seja mais geral. Em ambos os casos, o tamanho do problema
de otimizacdo é diminuido. Isto faz com que o nimero de operagdes envolvidas na resolugao
numérica do problema sejam reduzidas, conferindo uma maior eficiéncia e confiabilidade a estes
métodos. Deve ser salientado que outras metodologias poderdo ser concebidas de forma a serem

incorporados ao passo 2 do algoritmo.

Conclui-se, a partir dos resultados tedricos obtidos, que o objetivo do trabalho foi
plenamente alcangado. Abrem-se, no entanto, perspectivas de uma continuidade do mesmo.

Neste sentido, podemos citar, entre outros, alguns topicos pouco ou ainda nio abordados:

¢ O estudo da robustez da dinamica de controle pela utilizagido da propriedade de invariancia

positiva.

Resolucio do PRRVC para sistemas lineates incertos [10] [49].

Incorporagao de observadores de estado na solugao do PRRVC.

Solugido do PRRVC por retroagao de saida [16].

O PRRVC em sistemas singulares [52] [53].

O problema de seguimento de referéncia sob restrigdes de controle.
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Apéndice A

Conceitos da Teoria Geomeétrica

Ser4 feita neste apéndice uma breve revisio de alguns conceitos de algebra linear e da
teoria geométrica que sdo utilizados no tratamento de problemas de controle de sistemas lineares

multivaridveis. Os conceitos e defini¢des aqui apresentados seguem basicamente a abordagem

de Wonham [58].

A.1 Espagos Vetoriais Lineares

Um espago vetorial linear consiste em um grupo aditivo de elementos chamados vetores
0s quais sio definidos sobre um campo de escalares. Consideraremos apenas espagos sob o campo

dos niimeros reais  ou dos complexos C.

Seja um espago vetorial X' sobre o campo C. Considere agora vetores x; € Z2 tal que
€1,T; € X, e escalares ¢; e c; tal que ¢, ¢; € C. Temos entao, por exemplo, que as seguintes

propriedades sdo verificadas:

1. c1Ty € X
2. (a1 + )z = 171 + 2
3. Cl(.'El‘ + CL'Q) = 121 + €Ty

4, (0102)-'E1 = Cl(Cg.’El)

Seja agora z1,...,zx € X. O conjunto gerado por todas as combinagdes lineares de z;,

com coeficientes no campo C, é denotado por:

Span < t1,...,%% >= Span < z;,1 € k >
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Diz-se entdo que X é de dimensdo finita e igual a k, dim(X) = k, se existe um conjunto

{z1,...,2x} tal que Span < wy,...,x; >= X. Este conjunto constitui-se em uma base do

espago X

Um conjunto de vetores {zy,...,2,} = {z; € X,i € m} é linearmente independente

sobre o campo dos complexos C se para todo conjunto de escalares {c; € C,i € m}, a relagdo:
m
Z CiT; = 0
t=1

implica ¢; = 0 Vi € m, caso contrario os vetores serdo ditos linearmente dependentes. Se os

vetores z; sio independentes e ¢ € Span < z;,7 € m >, entdo a representacao:
T =T+ CTa+ .. CpnToy

é tnica. Os vetores de uma base sao necessariamente independentes.

Seja dim(X) = n e uma base {z;,7 € n} de X. Se z € X’ entao
r=cx1+ ...+ cpry

para um conjunto unico de escalares {c;,¢ € n}. Diz-se entdo que [cy,. .. ,cn]T é a representagdo

de  na base gerada por {x1,...,Ts} ou que 0s ¢;'s sdo as componentes do vetor T nesta base.

A.2 Subespacgos Vetoriais Lineares

Um subespago S do espago vetorial linear X' é um subconjunto de X que € um espago
linear sob as operagdes de adigio vetorial e multiplicagdo por escalar herdadas de X, ou seja,
qualquer que sejam os vetores &1,z € S € 08 escalares ¢;,c; € C, temos que (c;z1 + ¢222) € S.
A notagio S C X é utilizada para dizer que S é um subespago de X. Geometricamente, um
subespago pode ser entendido como um hiperplano passando pela origem de X’; assim o vetor
0 € S para todo subespago S C A. Temos entao que 0 < dim(S) < dimX e dimS = 0 see

somente se S = 0.

Sejam V,S C X podemos definir:
V+Sg{v+s:v€]/,s€5}

Vﬂsg{m:mev e ¢ €S}

Estas defini¢des sao extendidas obviamente a um nimero finito de subespagos.
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Como o subespago nulo, 0, estd contido em qualquer subespago, sempre temos que
0 C (S§NV) # 0; ou seja, dois subespagos nunca séo disjuntos. Em particular se (SN V) = 0,

diz-se que V e § sdo linearmente independentes e neste caso notamos V + & como:

VoS

A.3 Mapas e Matrizes

Sejam X e ) espagos vetoriais lineares sobre o campo dos C (ou ®). Uma fungio

¢: X — Y é uma transformag¢do linear ou mapa se:

Plcrzy + c2m2) = er1d(x1) + c20(x2)

para todo z;,2; € X e ¢;,¢c; € C. Com X e Y fixos, consideremos o conjunto L(X,)) de

todos os mapas (lineares) A : X — Y. Usualmente utiliza-se a notagio A : X — Y em vez de

A€ L(X,)).

Seja agora {z;,7 € n} uma base para X’ e {y;,j € p} uma base para }. Se A: X — )

é um mapa temos que:
Az; = apyr +azya+ ...+ auy, , 1€EMN

para elementos a;; € C, determinados de forma tnica. Observe que se * € X entdo Az é
completamente determinado por Aw; aplicando-se propriedades de linearidade (combinagdes
lineares).

A matriz

a; ... Qin

Mat A =

a a

pl pn

é a matriz que representa A no par de bases dadas. Matrizes sdo uteis para computar a agdo dos
mapas, enquanto estes representam entes mais abstratos, independentes de base, sendo tteis no
desenvolvimento de teoria. Usualmente, a distingdo entre o mapa e a matriz pode ser feita no
contexto do desenvolvimento matematico e assim podemos escrever A = Mat A. O que deve
ficar claro é que existem intimeras representacdes matriciais do mapa A, cada qual associada a

um par de bases especifico.

Considere A : X — Y um mapa. X é o dominio de A e Y é o codominio. O tamanho

de uma matriz correspondente ao mapa A é entdo dim(X') * dim()Y).
O Kernel (ou espago nulo) de A é o subespago

lCerAg{x:zeX e Az=0} C X
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enquanto a Imagem (ou Range) de A é o subespago
ImAg{y:yEy e dJzeX,y=Az}={Az:z e X} C)Y

Observe a distin¢ao entre codominio e imagem.

Se V C X, podemos escrever que:
AVg{y:yEJ/ e JzeV,y=Az}={Az:z €V} C)y

ese S C ),
A—1Sé{w:m€X e Az € S}

Ambos AV C Ve A“’S C X sdo subespagos. Observe que A™? é a fung¢do imagem inversa do
mapa A, e deve ser entendida como uma fungdo de todos os subespagos de ) naqueles de X',
Neste caso A~! nio denota um mapa linear de ) em X'. Entretanto, no caso especial em que
dim(X) = dim(}) e a inversa ordinaria de A existe como um mapa Y — X, este mapa também
serd escrito usualmente por A~!. Uma vez que estas duas utilizagdes sejam consistentes e de

acordo com o contexto, ndo deve haver confusao.

Um mapa A : X — Y é um epimorfismo (ou A é épico) se ImA = Y. A é um
monomorfismo (ou A é ménico) se KerA = 0. Se A é épico e monico, dizemos que é um
isomorfismo, e este caso s6 pode ocorrer quando dim(XX') = dim()Y). Entdo escrevemos que
X ~ ), ou seja, que o espaco X ¢ isomorfo do espaco ). Matricialmente, temos que um mapa
isomorfo pode ser representado por uma matriz quadrada ndo singular. Um mapa A: X — X

é um endomorfismo de X'. A é um automorfismo de X se A é um isomorfismo.

Consideremos agora um subespago V C X, dim(V) = k. Uma vez que V pode ser
considerado como um espago vetorial linear de dimenséo k (pela prépria definigao de subespago),
um vetor v € V pode ser simplesmente descrito como um elemento de V, ou ser representado
como um elemento do espaco X. Para ilustrar este ponto de vista, seja {e;,7 € k} uma base
para o subespago V, e seja {z;,7 € n} uma base para o espago X'. Como ¢; € V C &, cada ¢;

pode ser representado unicamente na forma
n
e; = Zvij:c;, J € k
=1

A matriz (n x k), [vi;], determina um tnico mapa V : V — X, denominado mapa de insercao

de V em X. Logo,
11 .- Uk

Mat 'V =

Uni --- Unk
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Um vetor v € V tem agora duas alternativas de representagéo: como uma combinagio dos e;
(i.e. como um vetor v de dimenséo & x 1); ou como um elemento correspondente de X (i.e. um
vetor z = Vv de dimensdo n X 1). Assim se, por exemplo, os k primeiros vetores da base de X’

pertencem a V, a representagao de e; como um vetor de X' é dada por:

Lo
O(n-——k)*l

note que V é moénico. O mapa de inser¢do é representado por uma matriz cujas colunas
formam uma base para V com relacdo a base dada para X'. Este é um dispositivo padrao para

a representagdo numérica de um subespago.

Seja A : X = X, esejaV C X um subespaco cujo mapa de inser¢ao é dado por
V:V > X. A restricio de A aV é o mapa A|V :V — Y dado por:

AV & AV
assim, A | V mostra a agdo de A sobre V, mas néo é definida fora de V.

Seja X = V@ S. Uma vez que a representagio z = v+ s (v € V, s € §) é tnica
para cada x € X, existe uma fun¢do z — v, chamada de projecdo de V ao longo de S. E facil
observar que a projecio é um mapa linear () : X — X, tal que a Im@Q =V e Ker@Q = §; além
disso,

X=QXp(1-Q)X
Note que (1 — Q) é a projegao sobre S ao longo de V, de forma que Q(1 — Q) =0, ou @Q* = Q.
Reciprocamente, se  : X — X é um mapa tal que Q? = @ é ficil mostrar que:
X =ImQ dKer@)
i.e. Q é a projecao sobre Im() ao longo de Ker(@.

A titulo de ilustragdo, consideremos X 2 R2e Ve S duas retas passando pela origem.
Assim, a projecao de um vetor x € X em V segundo a dire¢do de S, pode ser ilustrada

geometricamente pela figura (A.1).

A.4 Espaco Quociente e Projecao Canodnica
Seja & C X. Chamaremos os vetores z,y € X’ de equivalentes mod de S se (z—y) € S.

Definigao A.1 (Espaco Quociente) O espago quociente X /S € o conjunto de todas as clas-

ses de equivaléncia

e

t={y:y€X,y—z €S}



S

Figura A.1: Projecao em um subespago segundo outro

Geometricamente, Z é o hiperplano passando através de z, obtido por translacdo pa-

ralela de S. Este fato é ilustrado na figura (A.2).

Em &'/S define-se:

— . DA —
1+ T2=21+x2 , T1,12€ X

e

al z
o que torna X' /S um espaco vetorial. A origem de X'/S é a classe de equivaléncia:

0={y:yeS}
Propriedade A.1 : dim(X/S)=dim(X)-dim(S)

Demonstragao:

Seja R um subespago qualquer de X, tal que :
SER=X

se [ry r2 ... 1] é uma base de R temos que

alf‘l + CY2'F2 + ...+ (,Ypfp = 1" + QT + ...+ Qply = 0

se e somente se o;=0, 1 € p, pois os r; sdo linearmente independentes. Assim [ 7 ...

forma uma base para o espago X/§ e, portanto,

dim(X[S) = dim(X) — dim(S)

10

Tp

7

]
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§R2

Y

Figura A.2: Espago Quociente

Observemos que se A: X' — Y, entio a imagem de A é isomorfa de X' /KerA:
ImA=AX ~ X/KerA

Definicdo A.2 (Projegao Candnica) A fungdo 2 — T é um mapa P : X — X /S chamado

de projecao candnica de X em X'/S.

Observemos que P é épico, ImP = X /S, e KerP = §.

A diferenca entre P e a projecao () definida anteriormente é sutil. Notemos que X'/S
nao é um subespago de X', § # 0 e () ndo é épico. Concretamente, seja SR = X para algum

subespago R. Tomemos agora uma base para A" da seguinte maneira:
X=1{5182 ... Syr1 T2 ... Tp]
onde [s; sy ... s,] é uma base para S e [ry 5 ... 7] é uma base para R. Seja agora,

X:[fl Fg Fp]
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uma base para X'/S. Temos entdo nas bases X e X que:

Q= L
Ov*v O’U*p
é a matriz de projecdo em R ao longo de S e
P = [ Opes Lpup ]
é a matriz de projecdo candnica, ou seja,

Ps;=0e Pr; =7;

A.5 Subespagos A — tnvariantes e Mapas induzidos

Seja o sistema linear, autonomo, continuo e invariante no tempo descrito pela equagdo
dinamica:

i(t) = Az(t) (A1)

onde: z€ X, A: X —» X, sendo X o espaco de estados de dimensio n.

Definigdo A.3 (A-invaridncia) : Um subespago S C X € A — invariante se e somente se

AS CS.

O

Pela definicdo acima um subespago é A — invariante se, para qualquer estado inicial

pertencente a S, z(0) € 8, a trajetéria de estado resultante permanega em § para todo t > 0.

Seja P: a projegao canonica de X no espaco quociente X'/S.

Definicio A.4 (Mapa Induzido) Um mapa A = X /S — X /S tal que:
AP = PA

é chamado de mapa induzido por A no espago quociente X /S.

E possivel mostra-se que A definido desta forma é tnico.
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AlS
S S
1 1
A
X X
P P
A
X/S X/S

Figura A.3: Diagrama Comutativo

Consideremos agora um subespago R tal que S® R = X e as bases X e X como

‘definidas na segdo anterior. Na base X temos entdo que a matriz A é dada por:

_ Ay Ap
a= |

onde A;; e Ajp sbo respectivamente as representagdes matriciais de A | S na base X e A na

base X.

Considerando o mapa I : § — X como o mapa de inser¢do de § em &', podemos
construir o seguinte diagrama esquemético da figura (A.3), também chamado de diagrama

comutalivo.

Notando como o(A) o espectro do mapa (matriz) A, pode-se escrever que:
o(A) = a(A]|S) U o(A) ' (A.2)

onde o(A | §) representa a dinamica de A no subespago S e o(A) corresponde & dindmica de

A forade S.

Consideremos agora, o sistema linear, continuo e invariante no tempo descrito pela
equagao dinamica:

i(t) = Ax(t) + Bu(t) (A.3)

onde: t€Xeueld, A: X - XeB:U— X,sendo U o espago de controlé, de dimensao

(m).

Definicdo A.5 ((A, B)-invariancia) : Um subespago S C X € (A, B) — invariante se e
somente se: AS =8 +ImB. '

&
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O

’

Pode-se mostrar que um subespago & C X' é (A, B) — invariante, se e somente se,
para qualquer estado inicial (0) € X, a trajetéria de estado resultante pode ser inteiramente
mantida em S para todo t > 0, por uma escolha apropriada da entrada de controle u(t). Em
particular, esta escolha sempre pode ser feita como uma lei de controle do tipo realimentagao
de estados: »

u(t) = Fz(t) com F:X —U. : (A.4)

Neste caso, o sistema em malha fechada é descrito por:
t=(A+ BF)z(t) (A.5)

e tem-se (A+ BF)S C S.

A classe das aplicagdes F' : X — U tais que (A + BF)S C S é denotada por F(S). Se

F € F(S), diz-se que F' pertence & classe das "amigas” de S.



Apéndice B

Posicionamento de Autoestrutura

Diferentemente dos sistemas monovariaveis, nos sistemas multivaridveis a especificagio
dos autovalores nao definem um unico sistema em malha fechada. Dado conjunto de autova-
lores especificados para o sistema em malha fechada, existem véarias matrizes de realimentacio
de estados, I, que produzem o posicionamento desejado. Diz-se entdo, que existe graus de li-
berdade na escolha da matriz I. Estes graus de liberdade sao traduzidos pela possibilidade de
escolha de diferentes conjuntos de autovetores para o sistema em malha fechada. Dependendo
dos autovetores escolhidos, para um mesmo conjunto de autovalores, tem-se trajetdrias de es-
tado, ou respostas do sistema, completamente diferentes. Assim, em sistemas multivaridveis
torna-se necessaria nao apenas a especificacio dos polos, mas sim, da autoestrutura do sistema

em malha fechada.

Considerando o sistema em malha fechada (2.2), podemos escrever a seguinte equagio

que relaciona o autovalor A; com o autovetor v;:
(/\,I — A)'U,' = BF'U,' (Bl)

. : A L. :
Definindo Fv; = w;, como a dire¢do de enirada associada ao autovetor v;, podemos escrever
que:

Vi = (/\,I - A)"lei (B2)

ou para autovalores complexos conjugados (y; + joi, u; — jo;), com o; # 0 :

Vi, _ ﬂi]n —A —OiIn - B On»«m Wy, | (B 3)
(3 N Ui—[n //'i]n — A On*m B Wg; )

t

Geometricamente, v; deve pertencer a um subespago de R* denominado subespago de

transmissdo [33] ou subespago caracteristico a direita [17], definido como:
I'(\) = (NI — A 'ImB (B.4)
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:
v; € I'(\;) o (B.5)

Dessa maneira, sendo especificado um autovalor A; para o sistema em malha fechada, temos
a liberdade de escolher um autovetor qualquer pertencente ao subespago definido por (B.4),
bastando para isto especificar uma dire¢do de entrada w;. Sendo A; um autovalor controlavel,
dim(T'();)) = dim(ImB) = m, e assim temos sempre a possibilidade de escolha de até m

autovetores linearmente independentes em I'(};) dependendo do w;.

Matricialmente, a matriz F' pode ser calculada a partir dos autovetores e diregoes de
entrada escolhidas, pelo método de Moore [38], que consiste basicamente em encontrar vetores

no Kernel da matriz S();) definida como:
A
S(A)=[i—-A| - B (B.6)
Assim, as colunas da matriz
S0y é_ N,\.'
K(X\) = [ My ] (B.7)
constituem-se em uma base para o Ker S()\;). Dado um k; € K();) temos que:

v, = N,\JC,' (B8)
w; = MA,,ki (Bg)

Lembrando que F'v; = w;, podemos escrever que:
Flvgvy oo vy ]={wrwy ... wy ] (B.10)

e dessa maneira,

F=wv-! (B.11)

Observacgao B.1 (Sobre a Independéncia Linear dos Autovetores) Pode acontecer de
encontrarmos uma matriz V singular, ou seja, termos autovetores linearmente independentes.
Este fato ocorre quando dois oy mais subespagos de transmissio, possuem uma intersec¢do. Se

existe a intersecgdo entre dois destes subespagos:
P(A) NT(Xz) #0

entdo todos os pares de subespagos de transmissado possuem também uma interseccdo. Além

disso, esta intersecgdo € comum a todos os subespagos de transmissio e estd incluido em ImB
Em geral, todos os subespagos de transmissdo de um par (A, B) para os quais m > n/2,

possuem intersec¢do com ImB. Sem < n/2 esla intersec¢do nao existe em geral.
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Em particular, se N € uma matriz tal qu¢e NB = 0 (N € o espago nulo de B pela
esquerda), o produto NAB € de posto pleno e m < n/2, a intersecgio (I'(A;)NImB =0) ¢ os

autovetores calculados pelo algoritmo proposto sdo sempre independentes enire si.

No caso em que a tndependéncia ndo € garantida , podemos restringir a escolha dos

autovetores candidatos, v;, satisfazendo a condigdo:

v; € ImB (B.12)

Fazendo-se uma analise modal do sistema em malha fechada [17], temos que os auto-
vetores a esquerda, definidos por V!, distribuem as excitagbes (entradas) sobre os modos do
. sistema; os autovetores a direita, definido em V, repartem estes modos sobre as variaveis de

estado; e as diregoes de entrada repartem os modos sobre as variaveis de controle.

Cabe ressaltar entdo que a partir de uma escolha adequada de autovetores ou diregoes
de entrada podemos fazer com que o sistema considerado apresente certas caracteristicas par-
ticulares como: robustez, desacoplamento, rejeicdo a perturbagdes, respeito a restrigoes de

controle, etc



