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Resumo

Este trabalho trata o probiema de controle centralizado e descentralizado por reali-
mentacao de estados via controle dtimo o programacao linear,

Para o caso centralizado ¢ feita nma revisio dos conceltos basicos do regulador linear
aquadratico (LOR). E mostrado como ¢ possivel, além de estabilizar ow alocar os polos do
sistema com nma margein de estabilidade pré-estabelecida via controle drimo. alocar os
palos em wna faixa vertical do plano complexo. 12 explorada a ntilizacao de am sistema
de ordem reduzidas introduzindo wma condicao suficiente para alocar parcialinente os
poios do sistema via LOQR. Mostra-se como o sistema reduzido pode ser utilizado nao
apenas para alocar parcialinente os polos do sistema via LOR . mas também para projetar
o LOR de energia minima que estahiliza on aloca os pilos do sistema com wma margem
de esrabilidade pré-estabelecida ou em uma faixa vertical.

0} problema de controle contralizado por realimentacio de estados também ¢ refornu-
lado como um problema de invariancia positivi de conjuntos policdrais. E ntilizada uma
transformagao do sistema na forma <le controlabilidade para determinar um poliedro ¢
nnta matriz de realimentacio de estados que torna o poliedro positivamente invariante o
alova os pdlos do sistema com uma wargem de estabilidade pré-estabelecida, O problema
¢ resolvido via programacao linear.

0) problema do regnlador lincar quadrdtico ¢ formulado para o caso descenralizado.
2 mostrado nnn algorittue iterativo para encontrar a matriz Jde realimentacao de estados
descentralizada que resolve o problemia. No algoritmo ¢ solncionada a cada iteracio
it equacdo de Riceati com matriz de ponderacio de estados modificada em funcio da
restricac de descentralizagio.

() problerua de controle descentralizaclo por realinintacio de estados ¢ reformulado
conio um problema de nvariancia positiva de conjuntos poliedrais, como extensio do caso
centralizado. IS proposto wm algeritmo construtivo para enconttar um poliedro o nma
malriz de realimentacio de estados descentralizada que torna o poliedro posttivamente
tvartante e aloca os polos do sistena com mina margem de estabilidade pré-estabelecida.
Noalgoritino, o sistema interconcctado ¢ transformado de forma o obter cada subsistema
solado na forma de controlabilidade. Nos cilenlos ronsiderani-se ranto os subsistemas
(quanto a interconexao entre eles. O problema ¢ resolvido via programacio linear.

Palavras Chaves: Controle Descentralizado, Controle Otime, Controle por Realimen-
tacan de Estados. Programacao Linear, Sistemas Lineares.



Resumen

[iste trabajo trata el problema de control centralizado v descentralizado por realimen-
racton de estados via controb Gpuimo v programacicn lineal.

Para el caso centralizado es efectizada una revision de los conceptos bisicos del re-
gulador lincal cnadritico (LQR). Es mostrado como es posible, adeniis de estabilizar o
posicionar los polos del sistena con una margen de estabilidad pre-establecida via control
optimo, posicionar fos polos oy un banda vertical del plano complejo. Es explorada la
ntilizacion de un sistena de orden reducida, introdnciendo e condicidn suficiente para
posicionar parcialmente los polos del sistema via LQR. s mostrado como el sistema ro-
idncido pode ser ntilizado no solo para posicionar parcialmente les polos del sistema, via
LOR. sino tambicén para disenar ¢l LQR de energia mmima que estabiliza o posiciona los
polos del sistema con una margen de estabilidad pre-establecida o en una banda vertical.

ol problema de control centralizado por realimentacion e estados s reformulado
comno un problema de invariancia positivie de conjuntos poliedrales.  Es urilizada una
transformacion del sistema en la forma de controlabitidad para determinar un poliedro v
nna matriz de realimentacién de estados que vuelve o poliedro positivamente invariante v
postciona los polos del sistema con una margen de esiabilidad pre-establecida. El prohlema
es resuelto via programacion linea.

El problema del regulador lineal cuadrdtico es formulado para el ciaso descentralizado.
l%s mostrade un algoritmo Heraiivo para encontrar la matriz de realimentacion de estados
descentralizada que resuelve ol problema. b el algoritino es solucionada en cada iteracion
una ecnacion de Riceari con matriz de ponderacion de estados modilicada en fMineién de
la restriceion de descentralizacion.

21 problema de control descentrahizado por realimentacion de estados es reformulado
como un problema de invariancia positiva de conjuntos poliedrales.  Fs propuesto nn
algoritine constriuetivo para encontrar un palicdro v una matriz de realimentacion de
estados descentralizada que vuelve o poliedro positivamente invariante v posiciona los
polos del sistema interconcctado con una margen de estabilidid pre-establecida. En el
algortmo. el slstema intercenecrado s transformado de forma o obtener cada subsistenia
aislado en la forma de controlabilidad. En los calenlos se consideran vanto los subsistemas
como la mterconexion entre ellos. El prablema es resuelto via programacion lineal.

Palabras Claves: Control Descentralizado, Control Oprimo. Control por Realimentacion
de Estados. Programacion Lineal. Sistemas Lineares.



Abstract

This work deals with the problem ol centradized and decentralized control by state
feedback vin optimal control and linear programming,.

The basic concepts of the linear quadratic regulator (LQR) are firstly reviewed. In
particutar. it 1s shown how the closed loop poles can be assigned with a pre-specified
degree of stability or into a vertical strip of the complex plane. 11 is introduced a sutficient
condition for partial pole assignment via LOR and o reduced order svstem can be used
for the design of the controller. Toois shown how the redueed svstem iy also used for
closed loop pole assignment with a pre-specified degree of stability or in a vertieal strip
via minimum energy LOR design.

The problem of contralized control Ly state feedback is reformulated as o problem
of closed loop positive invariance ol polvhedral se1s. The svstemn is transformed into the
controfability form and a positively invariant polvhedron and the associated state feedback
matrix are determinated by using linear programming techuique. This methodology allows
the assignment of the closed loop poles with a pre-specitied degree of stability.

The linear quadratic regulator problemn is formulated for the decentralized case. [t
is shown an iterative algorichm for finding a decentralized stare feedback matrix which
solves the problem. A Riceati equation is solved at each iteration in order to modily the
state weipht matrix to obtaiu the decentralization constraind.

Finallv, as an extension of the centralized case. the problem of the deceniralized con-
trol by state feedback is reformulated as a problem of positive invariance of polyvhedral
sets. A constructive algonthm is propossed for finding a closed loop positively invariant
palvhedron and the associated decentradized state feedback matrix by using linear pro-
gramming technique. The computations take mto account hoth the isolated subsvstems
and their interconnections. The adeqgieate similarity transformarion is obtained by putting
each subsystem in the controlability form.

Key Words: Decentralized Control. Lincar Programming, Linear Svstems, Optimal
Cuntrol. Srate Feedback Conerol.



Capitulo 1

Introducao Geral

A estabilidade o o comportamento dindmeco de um sistema de contrele dependem
principalmente da posicio dos seus palos no plane complexo. Quando wm sistema a
controlar ¢ instavel ou apresenta um desempenho nao satisfatério. pode-se modificar o
resposta do sistema controlado alterando o posicito dos polos, pela ntilizacao de uma
realimentacao dos estados on das saidas do sistenn,

QO problema de sintese, que consiste em projetar a matriz de ganhos de realimentacao
dos estados ou das saidas. visando estabilizar ou melhorar o comportamento dinamico
de um sistema. ¢ denominade problema de contrele por realimentagdo de estados ou de
saidas.

Neste trabalhoe serid estudado o problema de realimentacio de estados para sistemas
lineares, invariantes e continuos no tempo. representados por varidveis de estado o com

todos os seus estados acessiveis pura realimentacao. Caso os estidos nao sejam todos
acessivers. ¢ possivel projetar wn observador de estados 7] 18]

As abordagens para o projelo da matriz de realimentacao de estados vao desde o
posicionamento de polos até o controle dtimo, como sera mostrade neste rraballio. K
ambos 08 casos podem ser estudados. entre owtros, os problemas de estabilizoceo e de
wlocagdo reqional ¢ pareial de polos.

Geralmente estes estados sdo baseados na nogio de cenfrafizacao, isto ¢ toda a in-
formagao disponivel sobre o sistema ¢ os calenlos haseados nesta informacao (contrale do
sistema) sao centralizados. e um dnico lugar. No desenvolvimento deswe rrabalho, se
nao for espectficado o contrario, trata-se do caso contralizedn.

No estudo do controle de sistemas interconectados de grande porte. como ¢ o caso dos
Sisterias Elétricos de Poténein, Sistemas Socio-cconomicos ¢ os Sistemas de Transporte.
entre ontros. aparece uma caracteristica importante gue deve ser devidamente considera-
da, a descentralizagaa. Esta classe de sistemas ¢ caracterizada por separacao geografica ¢



varstere elobal porde ser constderado coro e conpnntes de s hEisTenes ol estigoes de

controle Tocal nnidas s vestiutles subslstemie per deto e sna e iereoneetada.

oo ocodiv esoicio e controle local o controbvd woaniliza aberins o8 medndos das sanins
col s estados tocars e comrole ppenas et s booms Porems todes o controlindores

cstac emvolvidos po connrole doomesmao isrema irereonectado deoarande porte

o pogOes ceononiens o de eontiabiliosde co aruadnlele i uneg tendencia o nna
decin descentralizadie, compnracao distvibouda ¢ controle hierarquico 2700 No entito,

A naieriacdas v ntss desenvolvidas supende o centralizacio, nao podem <er apliveddas

direratnente aos sisicinas descentralizados, senilo necessanc adapia-las s caractonsiieas

do controle descentratizado.

Crobgerive deste Trabalhio oo abordar vig controle it prouramacio lnear o proble-
tia de conrole ceniratizido o descentrinizido por reallmentacoo de escados Tambem o de
Hteresse cstidar pare o easo cenralizindo o ntihzagao e sistema e orden reduzida

frtliy ar e )_i:'h\ dos controladores,

Dentro deste contextar o apresentacao do presente trabalbo o distribnida da sewuinn:

[T

Capitulo 2: Eaprescmadn o tormndacio eeral do problema de controle por realinniaeo.
deospedoss Shomoestrindag as condicoes para o exi=tencin o marriz de realimentacao
de estades satlstazendo os requisites exizidos pura estabilizacao o alocacio regional
e pdlos nosisreran (7807
Onanudo o sstema possul polos ThonsTrestiveeis o o dinamica desejadan o polos
Srins hnstavers o cormn dinailen nae deseiadan . e possivel imodilicar apenas esnes
nlitinos. Para vante, podesse ntlizar um sistena de ordemn rednzida associado com
aocdinamicn dos polos que desepese moditien e desacoptado da dinamica dos Dolos
que deseja-se deixar inalterados na nalin echada 150 Fste problema ¢ definndo
corto luegedo sareial de polos,
Fotormdado o problema de vonseade o nrealizidn or s sfeme ntacido e cstados
deoame sistena interconestada (2700 1 msoredo como aocontrolabilidade do sistema
mrercetectado nao implica noexistencia de nma matriz de readimens i de ostados
descentridizada gire estabilize o adoque s polos G sistenna, Conto nia extensio
do conceito de modos {ixos contralizados & fntrodnzido o conecito de modos Jxos
cescentradizados I mosivada nma condicao neeessiria o sulielente, s tertos dostes
modos para aoevstencia de nma marriz de realimentacao de estados descentializada
satisfazendo oxrequisivos exigidos parve estabilizacio e alueicao repivomal de polos
sistenmterconcetado BlC[101 2710297

Capitulo 3: 0 problema de conrrole centraliznio por reatimeniacao de estados ¢ Teatacl
por diferentes abordazens viae

o Controe Clvron TUA0TG wnea revisi dos cotteeitos Ditsieos . fequluder Lanoor

Chuadvatico LON _)1 [IH. '_'!‘:}\ pira estabilizacao ¢ alocacia redional bos
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polos do sistema, mostrando como é possivel obter uma aloeagdn em uma faixa
vertical do plano complexo [25).

13 proposta uma condicdo suficiente para alocacio parcial de pdlos via LOR.
 mostrado como é possivel utilizar um sistema de ordem reduzida nio ape-
nas para alocar parcialmente os pélos do sistema via LQR, mas também para
projetar o LG de energla minima que estabiliza ou aloca os pdlos do sistema
com wina margem de estabilidade pré-estabelacida ou em uma fatxa vertical do
plano complexo.

e FProgramagdo Linear: O problema de controle centralizado por realimentacio de

estados é reformulado como um problema de invaridneia positiva de conjuntos
poliedrais [22].
Para solucionar o problema deve-gse determinar um poliedro eonvexo ¢ compan-
to no espaco de estados, e wna matriz de realimentagio de estados que torne
o poliedro positivamente invariante com respeito ao sistema em malha fecha-
da e alogue os pdlos do sistema com margemn de estabilidade pré-estabelecida,
Mostra-se como o problema pode ser resolvido via programagdo linear.

Para ilustrar a utilizagBo destes métodos € apresentado um exemplo numérico. O
software utilizado para os diferentes cdleulos € o Seilab-2.2 do Scilab Group (Inria,
Enpc). Para resolver os programas lineares, estes sio levados & sua forma padrio,

Capitulo 4: O problema de controle descentralizado por realimentacio de estados é tra-
tado por abordagens via:

s Controle Olime: O problema linear guadrdiice é formulado para o caso des-
centralizado, apresentando um algoritmo para sua resolucdo {13, Além de
estabilizar o sisterna, € mostrado como ¢ possivel alocar regionalmente os pélos,

¢ Programacdo Lineer: Como wma extensio do caso centralizado, mediante a
utilizacio da propriedade de invaridnein positiva de conjuntos poliedrais, & ve-
formulado o problema de controle descentralizado por realimentacio de estados.
De forme andloga ao caso centralizado, para solucionar o problema deve-ge
determinar um poliedro convexo e compacto no espaco de estados, ¢ uma matriz
de realimentagio de estados descentralizada que sorne o poliedro positivamente
invariante com respelto ao sistema interconectado em malha fechada e alogue os
polos do sistema interconectado com margem de estabilidade pré-estabelecida.
Mostra-se como o problema pode ser resolvido via programacdo finear.

Para ilustrar a utilizagao destes métodos é apresentado um exemplo numérico.
Capitulo 5: Sao apresentadas as conclusoes gerals e as sugestoes para futuros trabalhos.
Apéndice A: E apresentada uma breve revisio dos conceifos basicos de congunfos po-

liedrais e 3 propriedade de invaridneie positiva (6], [15], [16], [23].

I5 mostrado que para tornar wm poliedro positivamente invariante com respeito a
um sisterna linear ¢ necessdrio resolver duas relagdes matriciaig, conhecidas como



relagoes de invariancia positiva, e que o solucao da primmeira relacao ¢ equivalente a
alocar parcialmente os polos do sistema.

Apéndice B: »io apresentados alguns conceitos basicos da programacas Lnear o o pro-
duto de Kronecker [17].

2 mostrado também. como ¢ possivel formular um problema de programacao linear
na sua forma padrio. atilizando propriedades do produto de Kronecker.




Capitulo 2

Controle por Realimentacao de
Estados - Generalidades

2.1  Introducao

Neste capitulo ¢ apresentada a formulacao geral do problema de controle por realimen-
tacio de estados. a qual permite maodificar a estabilidade e o comportamento dinamico do
sistema controlado. mudando a posicao dos sens poles na mallia fechada, Neste contex-
to. sae definidos os conceitos de alocacdo arbilrdria e requonal de pdlos, controlubilidade.
modes flzos o estatelizabilidade, o alocacao com respeito o wia vegido (7], 18], 301

E mostrado que nma condicao necessiria o suficiente para a existencia de vma matriz
de realimentagio de estados que alogue arbitrariamente os polos do sisterna, ¢ que este
seia completarente confrofdeel No caso do o sstema ser nao-controlavell nma condicao
necessaria ¢ suficiente para a existéncia de wma matviz de orealimentacio de estados val
que o osistema em malha fechada seja estavel, ¢ que seus modos fixos sejan estiavels,
Estaotltima condigio & generalizada para alocicas de polos omwma regiao qualgner do
serplano esquerdo do plano complexo.

Cluando o sistema possul polos “hons™ {estavels o com dinamicn desejadal ¢ paolos
Truins” {Instavels ou com dinamica nao desejadar. ¢ possivel modificar apenas estes nltimos,
Para tanto. pode-se atilizar um sistema de ordem reduzida sssociado com a dindinica dos
polos que deseja-se alrerar e desacoplado da dinamica dos polos que deseja-se deixar inal-
terados na malla fechiada [15]. Este problema ¢ definido como wiocagdo pareral de polos ¢
sera também considerado neste capitulo

E feita a formnlncao peral do problema de controle descentvalivado por realimentacio
de estados de sistemas interconectados 1270 O conceito de modos fixos (centralizados)
padeser extendido para o caso descentralizado. introduzimdo assim o nocao de modos fixos

descentralivados. \ controlabilidade do sistema mterconectado nae saranio a exisréncia



de vmia mwatriz de reallmentacda de estados descentralizada que estabilize ou aloqgue os
polos do sistema interconectado. B mostrada uma condicio necessaria e suficiente, om
funcio dos modos fixos descentralizados, para » exdsténela desta matrlz descentralizada
S0 2T g

2.2  Formulacao Geral do Problema de Controle por
Realimentacao de Estados

Seja o sistema linear, invariante e continuo no tempo. descrito pela equacio de estados:

ai1) = Ax(f) + Bult) (2.1

onde r(f] € R € o vetor de estados. A € R & o matriz de dinorea, w2 /BT 6o
vetor de entrades ¢ I3 R™ 6 matri de endrada.,

() espectro da matriz AL denotado o(A) ¢ o conjunio de seus autovalores:

Cada elemento deste conjunto sera referido no que segue, simplesmente como wm modo
ou polo do sistema.
beja uma lel de controle do tipo realimentagio de estados. dada por:
wltl = Kal(#) + off) (2.2
onde W& ™ ¢ a matriz de realimentacdo de estados ¢ v(1) € WP ¢ wina nove entrada
de controle ou de referencia.
(uando a lei de controle (2,21 ¢ aplicada ao sistema e malha aberta (2.1}, como
tmostrado na figura 2.1 obtéme-se o sisterna em malha fechada:
ity =+ BRYet) - Belh) (2.31
cujos polos sdo dados pelo espectro da matriz () = BI0):

(’7(.‘1 - BIJ‘\‘} = {\\ ,—‘\'_), ,\\“}

De (231 observa-se que os pdlos do sistema controlado sio. em geral, modificados
pela aplicagdo da marriz K. Assim. a matriz & pode ser projetada de forma tal que:

e Dado min conjunto simétrico pré-estabelecido A de n nimeros complexos. contido
o semiplano esquerdo do plano complexo. os polos do sistema em malha fechada
sejamn definidos por este conjunto. {4 4+ BR) = A, Trataese, neste caso. de nm
problema de Alocagdo Arbitrdria de Pélgs.
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' C Sistema e |

; ‘ " matha aberto

i o v e e e e e e e e e L = e e s = e e = e e i
Figura 2.1 Controle por Realimenracio de Estados
¢ Dada uma regiao (2 contida no senuplano esquerdo do plano complexo, os pélos do

sisterna em malha fechada estejam contidos nesta regiac, ou seja, oA + BK) C
2 ¢ 7. Tem-se, neste caso, um problema de Alocacdn Regional de Pdlos.

e (s polos do sistema e malha fechada estejam contidos no semiplano esquerdo do
plano complexo. ou seja, of A+ DR < 7. sendo assing wmn problema de [stabudi-
zacag.

Im

—(1)

el

(a) Regido de Fswbilidade  (b) Regiao com Margem de  (¢) Regizo ou Faixa Vertical,

[

Estabitidade —a com 20 com > oy 2
Figura 2.2: Regioes do Plano Complexo
Na figura 2.2 sao mostradas as regioes do plano complexo que serao consideradas,

Observa-se que a regido com margein de estabilidade -« pode ser considerada como um
caso particular da faixa vertical. com oy = o 0 ay — =2 A regiao de estabilidade pode



ser considerada como um ¢aso particwlar da regiao com margem de estabilidade —a. com
=tk

2.2.1 Controlabilidade e Estabilizabilidade

O swstema (2.1) ¢ controlavel no tempo 0 se eaiste wn tempo finito £ = 1, dal que
pare gualprer estado el () © qualquer estado o, no cspaco de estados. exisie wmau
cnbrada de controle uit) gue Gransfire o cstado w(t,) no estado ry no tempo t, [7).

(2 sistema (2.1) ¢ controldvel, ou simaplesmente o par {4, B) ¢ controldvel, se o somente
se qualquer uma das seguintes condicdes equivalentes ¢ satisfeita:

¢ A\ omatriz de controlabilidade:
U= D BIAB AR A8 | e
LOIN POSTO 11
o Para cada autovalor p, de AL 2= L.on.a mairiz complexa:
[l — 4] B tmn

ter posco 1.
Doeve-se salientar que aqui sao apresentadas somenie as duas condicoes anteriores. nias

Pude-se mostrar que os pélos do sisterna em malha fechado (2.2) podem ser Duremente
alocdeers por realimentacao de estados, se ¢ somente se o stslema em malha aberta (2.1
¢ controlduel [7], (30

Se o sistema (2.1) ¢ nao-controlivel. é necessirio introduzir os conceitos de modes
fizos. estabilizabilidade ¢ alocacdo com resperlo @ wma regido. para deduzir as condicoes
para estabilizacao ou alocacao regional de polos por realimeniacio de estados.

() congunto de pdlos o sistema (2.3) invariante sob a aplicacdo de qualguer motriz
NS R definido como modos fizes do sistema (2.1

Como visto. se o sistema (2.1} é completamente controlavel. os polos do sistema sao
livremente aleciavels e portanto o sisterma nao possul modos fixos. Assim. pode-se vertficar

I

que o sistema (2.1) possut modos fizos se 2 somenie se o sistema € ndo-controlduel [7].

Supontha agora que o sistema (2.1} é ndo-controlavel. com n, n sendo 0 posto
da matriz de controlabilidade do sistema. Mediante uma eseolha adequada de base |




pode-se transformar o sistema em:

F, L 1.3 T A N B( i } [
B = ) -t AN )
Ly U(u IRERT ;1; I ”l‘n IR ‘

Il

com e s R Te o R @ RO gy e I g e tinenn

“IEH 1=

Teme-se que o subsistema de ordeny oy

B = heEe ) b Bl (:

b
it
e

& controlavel,

Seja uma lei de controle do tipo realimentacao de estados:
P = { Ky i } e () (2.0}

onde [ Ky | I ] € NG a matriz de vealimentagdo de estados. com Ky € R o K, &
e

R e () € R™ 6 uma nove enirada de conirole ou de referéneia.

(Juando a lei de controle dada por (2.6) ¢ aplicada ao sistema em malha aberta (2.4,
obtém-se o sisterna em maiha fechada:

I"C ,"irj + ir}ﬂf;’ﬁ “Til? + j}rf() lr 0
- - ) . It ) i 7 - l:) |
- . T PR RRZEY (2.7)

cujos polos sdo dados par:

(A + BA Uald)

oo

e Os polos do subsistema controldvel de malha fechada, dados pelo espectro de A, +
B Sy sao hvremente alocdueris pela realimentacio de estados &y, pois o subsiste-
ma {2.5) é controlavel.

e Os modos do subsistema nao-controldvel, dados pelo especiro de Ay sio invariantes
ou fizos sob qualquer aplicacao de matriz de realimentacio de estados [ KN,V ]
L

Assimn, os modos fixos do sistema (2.1) sao dados pelo espectro da matriz . Dado
aque o espectro de uma matriz nao muda sob a aplicacao de uma relaciho de similaridade
ou mudanga de base, estes sio 0s mesmos modos fixos do sistema (2.1).

Portanto, se o sistema {2.1) é nac-controlavel, com 7y < n sendo o posto da matriz de
controlabilidade, sob a aplicacio da lei de controle do tipo realimentacao de estados (2.2),
G siskema possul:



o Lo conpmto deon — oy omedos fizes fuvariantes sob AL dados pelo especiro de L
Pode-se verilicar que:

g — — '1‘ I ., 1 . i ; .
pOSLo t i — A3 = posio { [T R & A = TP T TH =S S R O

e Um conjunto de ny modos livremente alocdueis por A

Agora, para estabilizar o sisterma nao-controldvel {2.1) utilizandao-se realimentacao de
estados, ug n -1 odos Axos téin que ser estdveis, de forma tal que o mudar os 7y pdlos
que =40 controldvels, o sistema possa ser estabilizado. Assin:

O ssiema (2017 estebilizavel so seus modos fivos sdo estavers. Logo. enste unio
realimentacdo de estodos tal gue o sistema em omatha fechado resullonte ¢ cstdvel, e ¢

somente se o sisterma (2.1) € esialnbzovel 118

(3 voneeito de estabilizabilidade pode ser generalizado para uma regiao qualquer 2 no
semiplano esquerdo do plano complexo. Neste caso, pode-se dizer que o sistona (2.1) ¢
alocavel com respeito a £, se seus modos fizos pertencern ¢ esta reqiao. Portanto, eniste
wma realimentacdo de estados el que o sistema em malha fechada resultanie fem sens
polos contidos em 1, se & somente se o susterna ¢ alocdvel com respeito o O

2.2.2  Obtencao da Matriz de Realimentacao de Estados

Nahireratnra encontram-se diferentes métodos para o projeto da matriz de realimen-
tagao de estados. desde téenicas de alocaciao de polos até controle dtimo. Em particular,
neste trabalho serao oxplorados dois métodos via

e Copfrole Ofimoe: Neste caso. minimiza-se nns indice de desempenho on funcio custo
do uipo guadrdtico, obtendo assim, nm Regulador Linewr Quadrdtico (LQR) que
estabilize ou aloque regionahmente os pélos do sistema 20 [11]. 119

e Programagae Linear: Os problemas de estabilizacdo ¢ alocagio regional de polos por
realimentagio de estados sao reformuiados como problemas de fnvaridncia Positive
de um poliedro com respeito ao sisterna em malhia fechada, utilizando programacio
limear para sua solugao [22]. Neste caso, as fungdes de Lvapunov utilizadas sio do
tipe poliedral 61 [16].
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2.3 Alocacao Parcial de Pdélos - Sistema de Ordem
Reduzida

Considera-se o sistema em malha aberta (2.1) nao-conwolavel ¢ com seus pélos divi
didos e dois subconinntos. oy, ¢ o, assim:

oAy =y Uo, = (A0 U e gt e oy i = e
! ! ]

onrddes

s O subconjunto o, & formado pelos polos “hons™ (estiveis ¢ com dindamica desejada)
do sistema de malha aberta. isto ¢ que pertencenn a aleuma regiao desejdavel O
contida no semiplano esquerdo do plano complexo. com propriedades dinawmicas
desejadas para o sistema de matha fechada,

e () subconjunto o, ¢ formado pelos pdlos “ruins  linstaveis on com dinamica nio
desejada) do sistema de malha aberta, isw 6.y, & Q2 para ¢ = 1...r. BEstes pdlos sao
assumidos serem controldveis:

pmta[ il — AR ] =n

Seja o subespago A-mvariante Vi, associado aos (n— 1) polos "bons™ de malha aberta.
seja Ve oum subespago complementar de Vi, on seja Vi 5 1. = R associado aos pélos

“rins” e controlaveis. Considera-se a seguinte mudanca de ase no sistema (2.1}

ety = [ (10, j

(2.8}

onde a matriz () = [ (| G2 | ¢ ortogonal e tal que as colunas de (Jy € R™I70 geran
urma base para Vy ¢ as colunas de (). = R™" geram uma base para V.. Em particu-
far. a matriz ¢/ pode ser obtida a partir de wma decomposicio de Schur da marriz
reordenando. se necessdrio. sens blocos [15].

Na base ortonormal formada pelas colunas da matriz Q, o sistema de malha aberta
(2.1) ¢ representado por:

EAO LT O A | L2ty |8, i) t2:9)
onde:
[ Ay Ly

o Ay =QTAQ = T T



i | B
o Do =@ B = N

i

Noraese que i dinamica de 7, associada aos pélos Truins”a serem modificados ¢ de-
shcoplada de r,. Assim. pode-se isolar o segninte sistema de ordem reduzida de malha

aberta: ‘ .
Sty = AT = Hoald) (2100
Este sistema de ardem reduzida é completamente controlivel, dado que oz pdlos de
A s assumidos serem controldveis 300
Considerando a mudanga de base (2.8) na lei de controle (2.2). obtém-se:
R 9 ﬁ) ‘ i
wlt) = { Ky | Ky | ?( + et (2,11}
- * Z“{}
onde K o= Ry | V. ¢ a representacio da mairiz A ona nova base, com A, = KQy €

?}'{m URRIRET ) }\;’r . j\:(‘-':?r = f}%?ILXT‘

Para alocar parcindmente os pdlos do sistema (2.1), Ko tem que ter o forma:

Kg = [ O, E coom rank{f) = (212}
assin, Vi = Ker (R} e Ker (1) 6 14+ BR) <nvariante [30].
Substituindo (2.12) em (2.11), rem-se:
by T e R} o
uit) = | O A, o | et (2.13]

(uando a lei de controle por realimentacao de estados dada por (2.13) ¢ aplicada ao
sistemna em malha aberta (2.9), resulta no seguinte sistema em malha fechada:

) o [ B,l,

Zalt) T VRN W= 1Y G -
( J - kBr vit) (2. 1)

L E,(f} - { €—)r>1£'1i-1‘> 1r + Br‘i\fr

E devido ao fato de que o espectro de uma mairiz nao muda com a aplicacao de uma
refacao de similaridade, teme-se que o8 polos do sistema cin malha fechada sao dados por:
gl A+ BKY = o4y Ueld, + BRL)

onde:

e (s polos "bons do sistema em malha aberta (2.1), dados pelo espectro de A, sio
mantidos inalterados na malha fechada.



e (s polos "tuins”do sistema em matha aberta (2.1} dados pelo espectro de A, sdo
modificados na malha fechadal dado que & macriz de realimentacao de ostados A,
aloca os polos do sistema de ordem reduzida (2,100

Portanto, ¢ possivel projetar a matriz de realinentacao de estados A, de forma tal
aestabilizar ou aloear regionalmente os pélos do sistema de ordem reduzida (2100 ¢
portanto, estabilizar ou alocar parcialinente os pdlos do sistema global (2.1).

Neste trabalho serd projetada a matriz de realimentacio de estados para alocar par-
cialmente os pdlos do sistema. por abordagens via Controle Otimo e Programacio Linear
utilizando o sistema de ordem reduzida.

2.4 Controle Descentralizado por Realimentacao de
Estados

2.4.1 Formulacao Geral do Problema

Seja o sistema linear. tnvariante ¢ continue no tempo, composto pela interconexdo de
N subsistemas, descrito pela equacio de estados [27]:

B = Apalf) ¢ Bpult) + Ayl (2.17)

onde 03 vetores de estados e de controle do sistema interconectado sao:

elt) = [0 e e e ] e
r . . coop 11 .
w(t) = [ w0 wn) w07 T cm

com x ) € MM eow{t) & W™ sendo os velores de esiados « de controle, tespectivamente,

I N
de cada subsistema isolado ¢, com = 3y em = Y my para i = 1.2 V.
= (=

As matrizes Ap € R e Bp € R sa0 bloco diagonal:

A0 0 By 0 - 0
0 Ay oo 0 __ 0 By - U
:1;} = : : . : 3 Bf) = y :
0 0 - Ly 0 0 - DBy

onde 4, & R e Boe R e 1020 0N sao as matrizes de dindntea o de endrade,

respectivamente. do subsistema isolado v
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A natriz de interconesdes do sistema, A © RTT

e
o
[

.."{ i ‘.‘\1

."1. > “l‘f

1o

Ay oAwe oo 0

onde Ay € W™ = 120 0Ny £ f 6w matnz deonterconerndo do subsistera 1

i
cot o subsistema ;.

Rede de
Interconerdo

(A1)

‘Subsistema 2

- - = e |

f\',;vgﬁ
& _______________________
!W[?)—D*QWM»*»; I3, Wﬁf’{m\‘wlﬁmm‘“’
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Figura 2.3: Controle Descentralizado por Realimentacao de Ezrados

Seja agora uma lei de controle descentralizada por realimentacio de estados:
i{t) = Npe(t) -+ v(t) (2.16)

onde @ marriz de ganhos de realimentacio de estados descentralizada, Kp & werr e



hloco diagonal;

I S T

) L (L !

Ny = ) . ‘

[} {] R 1‘\-\ i
come oS R L 10200V sendo a ity de o realimenacio de estados parn o
subsistema isolado 0 O verar o) = L NS LT S LI T T A T c R G mma nova

entrada de controle ou de referencia para o sistema interconectado, com o f € 10 sendo
)

ama nova entrada de controle v de referoncia para o subsistoma solado 707 = 1.2 V.
A et de controle (2.16) obedece @ estriourn de informacao descentralizada, onde cada
subsistema congrola apenas varidvels Jocais, inplicando que cada subsistema isolado e

sua el de controle individuatl;

Aplicando a lei de contrale (2.16) ao sistema (ntereoneetado em matha aberta (2,150
como mostrado na figura (2.3), obtén-se o sistema interconectado em malha fechada:

(R
-
|

S = A !3[)1{\);.;]“{,7{?} - i(!l!’i + Bpetiy (:

que pode ser escerito conw:

POV A B 0 0 IR
Tg(“ 4 ;lg -} !IZggf\"g o (0 .If-_;[.\f]
malf) { 0 o By | L i)
{ Ay LSS [ ity 13 1] (S 2t
Ay ( ban [ 1 rutt] . {) ratf)
i -
vy ey 0 ] me 0o By | | rxtd] ]

O problewa de controle descenivalizado por realunentacio de estados consiste em ober
uma matriz de realimentacio de estados descentralizada 1 para o sistoma interconecia-
do. o equivalentemente nma marriz de realimentacao de estados K para cada subsistema
molado, tal que estabilize on aloque os pdlos do sistema interconcetado como desejado.

A controlabilidade do sistema interconectado (2.13) nao lmplica na existéncia de mna
matriz de realimentacio de estados deseentralizada que estabilize ou aloque os pdlos do

sistema intereonectade 3]0 1291

O coneetto de modos lixos {eentralizados) pode ser estendido parac o caso descentrali-



sado. Assim. sela K o conjnoto de matnzes blocs disgonal:

CRY0 o §

‘ _ 0 By oo 0
K..f: — {fik’;}Z Jf\f:*, -

(O congunto de maodos do sistema om mallia fechada (207 D imvarionte sob todas as apli-
cacacs deowria nabeis de pealimentacde de oestados deseenirolizade, Ky & Koo O definndo
coma o congunio doomedos Bros descentralizados, Ap. do sistema faferconeetado (275

3

Sfsrol [l 29

Ay = AlAp b Bplp = 4))

Em ot ¢ mostrado como os modos fixos descentralizados podem ser caracrerizados

algebricamente.

Pode-se verificar que para o swstema interconectado e mallia aberta 7215 e
ik wnatris de realinieniacao de oestados descentrolizado tal que o sistena nterconiect ado
cmmatha fechade (2017) 6 estavel. se e somente se os mmodos flros descentrafizados sdo
estaveis [31 2710 /201,

G resultado anterior pode ser generalizado para a alocacio de polos em uma regiao O
qualguer do semiplano esquerdo do plano complexo, Para o sistema wnterconectado com
melfve aberta (2.13) criste wona malriz de reatimentagiao de estados descentralizada tal gie
vs poles do sistema sdo alocados em 0 se o somente se os modos firos descentralizados
cxlac contudas em €110/

2.4.2  Obtencao da Matriz de Realimentacao de Estados

Para o projeto da matriz de realimentacio de estados desconiralizada scrio conside
raclas neste trabalho duas diferentes ahordagens via:

e Controle Otono: O problema linear quadratico ¢ estendido para o caso descentrali-
ziwdo. Avraves de min algoritme iterative ¢ encontrada a matriy de realimentacio de
estados descentralizada que resolve o problema [13).

o Programagdo Lincar: Como wma extensao do caso contralizado. o problema de esta-
bilizagao e alocacao regional de polos por realimeniacio de estados descentralizada
¢ relornmlado come wm problema do Invarvincie Position de um poliedra com ros
peito a0 sistema interconectado em malha fechada, uiilizando programacao lnear
para sua solucao.
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2.0 Conclusao

Neste capiido foram apresentados os conecitos basicos referentes ao problen Jde con-
trole por realimentacio de estados. Mostronese como o estabilidade ¢ o dinamicen de um
ststema a controlar, podem ser modificados nolizando-se wma readimentacao deestacdos.

Foram intreduzidos os conceitos de alocaceo arbiivario o rogtonal de polas, condrola-
Diludade, modos firos o estabibizabilidade. o olocacdo com resperto o uma regado, Foram
refombradas as condicdes necessgrias ¢ snlicientes para o exisrencia de e matriz de
readimentacao de estados que estabilize o alogue us polos do sistema.

Para alucar parcialmente os polos do sistema o controlar. (ol mostrado como ¢ possivel
utilizar min sisterma de ovdem reduzida, diminuindo consideravelinente os edleulos da ma-
17 de realimentacao de estados. sobre todo quando o sistema ¢ de ordem elevada,

Osnetodos de projeto da matriz de vealiimentacao de estados vio desde o alocagins
depolos aré o controle Grimo. como serd visto no proxime capiiulo.

Também. foi formulado o problenm de controle descentralizado por realiinenmacao de
estados, Tol intreduzdo o concerto de modes fixos deseentralizados e apresentada uma
condigio necessdria o suficlente. em hungao destes modos, para o existencia de nma matriz
de realimentacac de estados descenuradizada que estabilize ou aloque os polos do sistema.

No capitulo < serno apresentados dois métodos para o projeco da matriz de realimen-
tavan de estados descentralizada, via controle dtimo ¢ programacan linear,

Deve-se salientar que om lagar de addlizar vma realimentacao de estados, pode-se
ntilizar wima realimentacio de saidas. como mostrado na fioura 204 onde asalda do sistena
em mallia aberta representado pela cquacio de estados (2010 ¢ dada pela cquacao:

i = O] (2.1

i
AL <R

onde iy & NP O o nefor de saddas o O 2 RP7 6w matyz de =aida.
Alet de eontrole do tipo realiinencacao de saidas ntilizadic ¢ definida por:
nit) = Fylh) (2.1

comy I E NP sendo womatrer de realine ntacao de soodas,

O sistema em owalha fechada resultime ao aplicar o Ted de let de cantrole (21071048 dada
I\ﬂ()[“‘

P e (A FC ()

gl = ity

cnjos polos sao dados pelo espectro da oty {00+ 6707
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Fignra 2.0 Controle por Reallmentacan de Saidas

Fre geral, as condighes para a existéncia de uma matriz de realimentacio de saddas
que soiucione o problema de estabilizacdo. ou o problema de alocacio de polos. s&o mals
restritivas que aquelas associadas ao caso de realimentacio de estados. O problena de
controle por realimentuciao de saidas ndo serd tratado neste rrabalho



Capitulo 3

Controle Centralizado por
Realimentacao de Estados Via
Controle Otimo e Programacio
Linear

3.1 Introducao

Neste capitulo ¢ tratado via controle dtimo ¢ programacao Huear, o problema de
controle centralizado por realimentacao de estados de sistemas lineares, invariantes e
continuos no tempo. representados por variavels de estados.

E considerada um critcéria de deseripenh gredratico assoctado con o estorco de con-
trole ¢ a rapidez de convergencia dos estados. O problema do regulador linear quadrdiieo
(EOI T consiste em piningzar este eriterio de desemapenho sujeito as restricoes do sistema
linear. Da minimizacio obtém-se uma Lo de controle dlime por realonentagao de estados
que estabiliza o sisteina. A mairiz de ganhoy de 1‘(ﬁe>zlimf*m;1g;"m de estados ¢ encontrada
e fuucao da solucho de wma equacae algébrica de Riceato (20 1010 1190 Quando a mairiz
de ponderacao de estados ¢ zoro, minimiza-se apenas o esforco de controle e o controlador
abitido ¢ conliectdo comwe LOQR de cnergo milidin,

Modificando o entério de desompenho ¢ possivel alocar os palos om nma reglio a
esquerda de nma linha vertical no plano (‘i')mpivxa Para 1anto, resolve-se wma eguacao
modificada de Riccatr conomatyiz A (frzwff;r'mfﬁ ysistema ein malha fechada ¢ dito ]}U\H 1nr
o margem ow grau de estebilidode o (27,1 l] Mediante yma modificacdo do ganho do
LGR de energia minima que aloca o ;dfa!m ddo sisterma con wma margem de estabilidade
—cry, ¢ possivel alocar os polos em ama faixa vertical do plane complexs (como mostrada

na figura 2.2 ¢ com s > oaq >



LY

Neste capitilo o apresentada uma condicno suficiente, e terinos da matriz de pon-
Geracho de estados, para alocar parcialmente us polos do sistena via LQRL E mostrado
cotnn o sistema de ordemn reduzida pode ser utilizado nao apenas para projetar o LOR gue
aloca parcialimente os polos do sisrerna. Pode-se ntilizar tambéin para projerar o LUR
de energla minima gue estabiliza on aloca os poles com uma margem deestabibidade

pre-estabielecida ou em uma fadxa verneal do plang complexo.

A seenir. o problema de controle centralizado por realimentacao do estados © refornmu-

lackn come wm problema de wperdneia positica de conjunros poliedrals {vide Apendice

5

A

Usando nma transformacio do sisterma na forma de controlabilidade (7] ¢ determinade
win poliedro convexo o compacto no espage de estados o uma matriz <de realimentacao
de ostados que torna este poliedro positivamente invariante com respeito ao sisten e
los do pohedro
1')

maiha fochada e aloca os palos com margemn de estabilidade —o. Us cdlenlo
|. Para alocar

i
oo matniz de realimentacio de estados sao feitos via programacaoe bnear |2
parcindmente os polos do sistermna com margen de estabilidade pré-estabelecida. pode-se
ntilizar o sistema de ordem reduzida para caleular o matriz de realimentacao de estados
via programagao linear,

Poyaidtimoe. para ilustrar a utilizacao dos méodos apresemados. via controle Stimo o
prooramacao linear. ¢ desenvolvido nm exemplo numeérico.

3.2 Controle Otimo

Seja o gistema linear, invariante ¢ continuo no tempo. deserivo pela equacao de estados:
= ety Buin)s o) = o N

ande ey S CRY Y S R ey @ R S B e a0 = e, & ORT G o wefor de esiudos

paae il
Considerase wm crotério de desemmpenho do tipo quadrdtice (2], 111, [101:
C Ty T
Jlulty = / Lo O i) = ' (N Rulty bt (3.2
Ja :

oride:

o A onatriz de ponderacdo de estados WV S RN 6 simdtrica o positivae semi-defindda
& N\ natriz de ponderacao de controle. 2 WUV & simélrica © positiva definida.

e () tempo Andto 7 & fieo, mas o estado final 2077 & hure,
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O problema do Regulador Linear Quadedtioo 1 LOR T consiste eny mimimizar o oritério

de desempenho (3.2) sujeito as restricoes do sistemna (317 Desta mininizacao. obféimn-se
J' I H 19

wia et de canirale diima do Lipo realimientacan de vstados Jj

onde womatriz dtonn de vealiientacdo deocstodoss W00 dada pors
e A A ke {5.31

conmaomatriz Proe RN simdtriva o positiea semi-definida, sendo aosolucao da o sguaras

diferencial de Riceate

—P = AP P P TP o PO = 0

LD e contralavel o oque o par (AU O ohservavel omatriv

Supuondo-se que o par i
otima de realimentacac de estados, A7 G anleas No entanio, © vartante no tempo devido

ao lato de depender da matriz P*oa qual também ¢ varianie no tempo.

Noeaso de sistemas invariantes no tempo. ¢ mals pratico considerar o tempo T ten-
dendo para infinito. Neste caso, o equacio diferencial de [iceatd torna-se algdbrew

i epry o prpR B P L =0 (3.1)

Cacmatriz de reabimentaciao de estados dtima. A7 obnida por (3237 ¢ constante.

Pode-se vertficar qne o sistema Otimo oo matha Teeliada resnlianre:
S =iy DR

o assintoticamente estavel, com sens polos contidos no semiplano esquerdo do plano com-

plexa.
() eyitcreo de desemnpentio otimo, Jia () e dado por (2

o i
.]m‘mj: [ﬁ v

As hipoteses de controlabilidade de D40 1) o ohservabilidade de (U1 230 podem ser
RITEERY

relaxadas para estabilizabilidade o deteciabilidade, vespectivamente (210 18],
ae s matriz de ponderacio de estados & zero (1 = J), nnnina-se apenas o estoreo

de controle ¢ o controlador obtide & conbiecido comao f, ()
A1) sao nmmufm maiterados. enquanto os

Do enerqee i, Podesse

veriflear que os polos estavels do gistenn
mstavers sao refletidos com respeito ao eixo verteal do plano complexo (2], [181



3.2.1  Alocacgao Regional de Pdélos Via LQR

Napritica pode ser de Interesse 1o apenas estabilizar o sistenas was alocar ol palos
ey uma regiao pre-estabelecida do semiplano esquerdo do plano complexo, Como visto no
captiule ancerior, neste trabatho serdwo constderadas as seguintes regides para a alocagao

de polos:

o Uima regiao o esquerda de wma linha verdeal no plano complexo {0 > 01 como
mostrada na tigura 2.2 botal goe:

el —a %N &b e BAT

O sistema e matlia fechada ¢ dito possuir wma maergem ouw graw de estabilidode
— ¥

o parricular, quando o = 0 trata-se do caso de sstabilizecdo. A linha vertical ¢ o
eino maginario do plano complexo e o <istema ¢ dito simplesmente estiduel.

o U'ma foize eorteal do plane complexo (com s > oy = 0 como mostrada na

figura 2.2 ¢, tal que:

—s < el <0 = YA e gl - BRY

¢ Margem de Estabilidade — o

Considera-se o eritério de desempenho guadrdtico 21 (117, 10k

-
) Bt f L For ‘ o
Jlaeld)) = / e I ) (Rl Lt (3]
W
onees
o A snalriz de ponderacdo de estados, WS 0 & aamdtricn ¢ posiliva seno-definida,

o A malriz de ponderacio de controle, e WS¢ simélrien ¢ posilivg definidn.

® oo 2 00 uma constante real que determing uma linka vertical no cixo real negativo
do phino complexo.

Considerande:

oos1atema e matha aberta (3017 fea:

S = A e alb e+ Balt (3.6



Supondo-se que o par (A -+ ol B é controlavel voque o par {4 15) ¢ observdred. a
solucao do problema do LOR constante dado por (3.5 ¢ (3.6) resultara cnwm estado
LU assintoticamente estavel. Assun. 7Y serd wssitolicamente vstdee! com omargem ou
graw de estabilidivde —oL dado que (i) = e "t

Forvanto., para obter wma matrie de realimentacio de estados dtima (eonstante) que
fove o oum sistema em omallia fechadn com margem de estabiiidade —o0 soluciona-se a
rquacao modificada de Riccals com malriz A destocada (3]0 1110

(Aol VDDA vl )= PP BRIBTP S =y 3T

A mmatriz olima de realimentaciao de estados ¢ dada por:

K= tnhp

A et de controte ctimo por realimenincdo de oestados (LR
ut () = Nl
inplica em um sistema em malha fechada:
B == A Bt

wsstntolicamente estaved com margem de estabilidade —or,

No caso do LR de energio minone (15 = 01, os polos do sistema (3.1) 4 esquerda da
liha vertical —a sao mantidos inalteradaos, engiianto o8 que estiae & direlta sio refletidos
com respeito alinha vertieal - [2], 1181

e Faixa Vertical
Seja o critério de desempenho quadrdlico de energia minama:

Jin(t)) = /

Ry

Cnl i Rl et (;

s

onde a matriz de ponderagao de controle. 10 & W76 sundirien o positive definada.

Seiam v ¢ . com as > oay 2 00 duas constantes reals que determinann uma farra

vertical {—rey, o} no semiplanc esquerdo do plano complexo. Como mostrado em 1255
o critério de desempenho (3.8) pode ser ucilizado para obter alocagan de pdlos e uma

faixa vervical | —ag, —oy b do plane complexo, pela modificacio do ganho drimo que aloca
o5 palos com margem de estabilidade e,

Clomo visto antericrmente, s¢ a matriz £° simérrien o positiva =emi-definida. & a
solucao da eguacdo modificada de Riecwiv

(Ao IV P =P o - BRrR™D = (3.9
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chteém-se amatriz orima de realimentacio de estados:

I A o

gque quando aplicada ao sistema em malha aberta (3.1), leva a um sistema duimo e maiha
fechiada assintoricamence cstavel com margem de estabilidade —ay.

Sejaalei de controle drimo modificada (250

ity = R

cnde o ganlio y ¢ ajustado comeo:

1 fxn = (¥ | oo 0 tk o~ Lk \
= =L e W 31
20 2trgeltr)p 2 oo 2 il BT
2R
pey

Amatriz AT @R associada com L é definida como wma mairiz qualgner tal que seus
auntovatores sio dados por

(AT =Apy e n T antovalores nulos) (3.1
onde o= n® #0700l 0= 1ont sio os 0o polos do sistema e malha aberta (3.1)

que estac & diveifa da Binha verveal —a; do plano complexo.

Sealel de contrale dtimo modificada (LOR de energia minima) ¢ aplicada ao sistema
em allia aberta (3017 entio obtéme-se o segninte sistema em malha fochadas

Pty =A== gBN i)

no qual beam nalterados os w7 palos de mallia aberta que possuem margem de osta-

bilidade —aoy, ¢ 08 17 polos restantes de malha fechada sdo aloeados na foivo vertical
{—c, —ug b odo plano complexo (23]

3.2.2 Sistema de Ordem BReduzida

Como visto no capitulo anterior. os pdlos do sisvema (3.1 podem ser dividos ent dos
subconuntos contendo os 1 péles Truins” {assumidos controlaveis) e os w - 5 Thons”
Medinute nma escolhia adequada de base:

() o E {Qi} : {r}r E SORT aom @b c é}:tm:-::n—-r:{ (rw}r oo g {_L}(C}!" o j"”

pode-se transformar o sistema em malha aberta (3.1 em:

FUE) = AQECE) -+ Boultls F0) = o (312

0



nlde:

g (P rit) = [ 'f'F’L;r'} ‘ Dl =) = o S R C AN S L E
LJ‘:-H} ] : ) B o A | ) : L H;

A dinanvea de o associada aos polos Trnins T serem modficados naonalha fechada,
¢odesneoplada de o wssociado ans pdlos Thons™a seremy mantidos malierndos, Assin.
pode-se wolar o segninte sistema reduzide de malha aberta

FT) e LT v Bl i3,

P
fi—
o

que ¢ completamente controlavel, dado que os poles de 1, sio assumidos seremn con-
Tralavens.

O eritério de desempenho quadrdiico (3.5] ¢ dado na nova base por

TN e . v
Jiuity = / Wi e T R (3.11)

Co

- - 1, .
n, =0'vwo=1 .7 = 1
7 {) ¢ lgr II ‘:J{., E i, ‘,. I

onde 17, ¢ RPN, & RUPTTR w2 R o simétricas © positivas semi-definidas,

0 Ty, & BRI

Como visto, se o criterio de desempenho (301 ¢ minioizade sujeito as resiricoes do
sistema (3.12), obtéme-se unia el de controle dtimo do tipo realimentacao de estados:

W)= KRy e ROTBLP
A i stimétriea e positiva semi-definida, 7, = QTP < WU S snlugio da

cquacao {modificada) de Riceatl na nova base:

{'"L'f;? - {}[”.w;{' ‘){:} L “),;’["l"—'} - {u'r”} B J‘U:) {'5)(;; 1}“'1) E;-;f_f/)l}&j[: . H(, E | (30100

Amaiviz Otima de realimentacao de estados na base original ¢ dada por:

N e /\A&Qr

e Alocagao Parcial de Polos Via LQR

Sejam vs stibeonjunios de palos "hons™ e TrainsTde mallin aberin oy eoon dados por

Theo= AN e Al el e —a o= 1 i - .f'}}

oo g e dAY T Retp o=y = 1]



cousiderasse o eviterio de desempenho quadratico assoclado ao sistema redizido:

RS . .
Jouiiy = / s h*’ DOV e LA R )y (316

S

Wuando este crivério de desempenho ¢ ominimizado sujeito as restricoes do sistemna
reduzido (3131 obtenese:
KT = R'phpr

ande marniz 2270 shméiea o positiva semi-delinida. & salucio decequacao tomodificada
e Hiceaun para o sistema reduzido:

(A = VP PA oy~ PIBROIBEP 1T, =) (31T
A matriz Otima de realimentacdo de estados na base original que aloca parcialmente
os polos com margem de estabilidade —a0 & dada por:

A= A0

Ubserva-se que definindo:

(AL oad, 0 (O o ] 70 0 ] A e el . A
Al (a0 P { INEN J { i

de onde:

Ky = =1 ool i =lui—nptBP

0o

u

Deve-se salientar que neste caso, para 117 = Q000 tém-se:

>
[
=

T S Y SR 0
";L‘ fr— —: }I {‘ ; h‘j N — )
[ -0 o5 C-Q',[,. ! t 0



Portanto o par (L) 6 nac-observivel Roiretanio, assumindo-se a observabilidade de
i

e detectavel tina ver que os polos ThonsT ndc-observavels

par (L T o par (AL

- . - {1 : N
sio estavels o (130

A partir do desenvolvimenro anterior podesse estabelecer o resultado seeuime

Proposicao 1 Dada ¢ malrie:

. {) Y orre ol
1= ) S0 =)
oo ’ ’ o

A solugao da eguacdo de Decads (3710 dada pela mairiz:

Pro=a) { S (t.); i (’_L)rf";{,,}f

onde PYF solucde du cquacao de Receuis (30071 para o sistenia reduzido. Nesle caso, a
nuitriz atuna de realimontacdo de eslados:

R = - RIBTp = ol T

aloca parciaimente o espectre do sistema (3017 com nargem de estanlidade —o

e LQR de Energia Minima

A alocacao de polos do sistema vin LQRC de energias minima pode ser considerada
cono um caso particular da alocacao parcial de polos via LOR. com 11 = 11, = 0.
Neste caso, os palos gue estao aesquerda de =, dados por o, sao mantidos inalterados,
CTUANTO os que estao a direita, dados por g, sao retletidos com respeito i linkia vertical
—a. Logo. ¢ possivel utilizar o sistemia de ordem reduzida (3.13) para projetar o LOR de
criergla minima que aloca os polos do sistema global (3017 vy wna regido com margem de
estabilidacde -, Para tanto, minimiza-se o eritédrio de desempenho guadridcen de energla
I .

Jtu{nyy / A R i {3.18)

Jo

sujeito as restricoes do sistema de orderm reduzida (3130,

N matriy de ponderacdo de controles oo RWTVOS simdtnea o posttiea definidal e
oo 006 mma constante real.

D minimizacao obtéme-se a lel de controle dtimo por realimentacio de estados:



ande amatriz simdéinica o positiva semi-definida, 720 2 778 solucie da equacao (modi-
Headai de Ricean para o sistema reduzido:

(A + ol P+ P{dAc~ ol — PP RT3 P =0 (10

Alet de controle Guimo por realimentacio de estados TLOR de rnergla mnnima i

Qi

W = Roaley = =R 3

aloci os polos do sistema (3.1 com margem de estabilidade -

¢ Alocagao em Faixa Vertical Via LQR de Energia Minima

seja o eriterio de desempenho (381 o0 as constantos reais o ¢ ny cot vy ooy 2 L

que determinam mna fouwa verfical {—oo0—a b no plane complexo.

Dejam o8 subconjuntos de pélos “hons™e Truing®de malha aberta, o, ¢ o, dados por:

ap =N € olA) s o Reth) < —aq, 0= 1o n = 1t}

T = T, LT,
cmde:
g = {yg s olA) Relp ) 2~y j=1..0n7)
g, = fu] €old) s Relp 1€ =g g = L0}

GO T b =
Define-se a matriz A7 = RS peeociada 3 matriy A o que gl = o
i r
Portantao
ﬂ’El } A -1 [ T

com aomatriz A7 delinida por (3,01,

Logo. o traco da matriz 47 pode ser eserito como:

ATy = A = Y )

t=m
voo wanho oy dado por (3100 fica:
=t ymmm L ay-me 1 ap—m (390)
' 2 2ridr) J LT AN S o I S [
EE TS ‘



R4l

Assim, pode-se atilizar o sistema de ordens reduzida (30130 para projetar o LOR de
eneraia minima quee aloca os palos do sistema (3077 en uma laixa vertical do plano com-
plexo. Para tanto, resolve-se a equacio (moditicadal de Riceati para o sistema roduzido:

(A o )P PIA e g = TR =0 (3.21)

obtendo a matriz de realimentacao de estados, A, & 30777 como:

g

KNy e= - 'Rl

A et de controle otimo (LOQR de enereia minima):

aloea oy polos do sistema de ordew reduzida (3130 emnowma regido com margem de esta-
bitidade — ey,

Neste casa a lel de controle anterior ¢ modificada pari

W = R
com o ganho 1 dado por (3.20).

Se o let de controle anterior ¢ aplicada ao sistema de orden reduzida 3,13}, entio
resulta em um sistema reduzido em malba fechada com sens polos contidoes na faixa
vertical { —ow, —ay ).

A et de controle otimo (LOR de energin mimima) para o sistema global (5.1), ¢ dada
por:

) == -r;[i”.r[?‘} = J;f;':(.,)f‘.r{f}
e Jeva ooum sistema em omatha fechada no gual fieam inaltersdos ox 1 pdlos de malha
aberta que possuem margem de estabilidade — oy, 0 o8 07 polos restantes de malha fechada
sao alocados na forea vertical {—oy. o} do plano complexo. Pode-se verificar que esta
tet de controle ¢ equivalente & que {of obtida anteriormente witlizando-se o sistema global,

3.3 Programacao Linear

3.3.1  Formulacao do Problema Controle Centralizado por Rea-
limentagao de Estados como um Problema de Invaridncia
Positiva

Considera-se o sistema lincar, lovariante ¢ continuo no tempo. dado por (311 con-

-~

iroldvel e com postol 3 = m < o



Sejamna lel de eomrole do vipo vealimenracio de cstados. dada por:
afd) = e (i
onde A R 6o matiy de ganhos de realimentacao de estados.

Cunndo esta lei de controle ¢ aplicada ao sistema em malha aberta (315, resulra no

s1steina e malha fechada:

15
15

JiY = BR e i

Descja-se projetar uma matriz de realimentagao de estados AL gue alogue os polos do
sistema em malba fechada em uma regiao com margem de estabilidade —a. com o > 0.
cotne mostrado na fgura 2.2

Reldl < —a. ¥ e sl — BR

Considera-se wm poliedro convexo e compacto, definido no espaco de estados por (vide
Apendice A
SIG ey =Ax{th —w < Griny < 2}

cotm SR =0, G s R o postol (Y = .

O poliedro S(G 0) ¢ positivamente invariante com tespeito ao sistema em malls
fechada (3.22), se todas as trajetdrias do sistema goradas no interior deste poliedro. ficam
coniidas nele (6. 161, Para obter a invariinein positiva de um poliedro e a estabilidacde
do sistema em omalha fechada. devern ser savisfeitas duas relacdes matricials conbiecidas
comao relacoes de invariincia positiva [vide Apendice A,

Asolugao das relagoes de invarnancia positiva permite sintetizar wma lei de controle que
aloca os pdlos e estabiliza o sistema e malha Techada, Assiin. se wma matrz K o2 o

o solugao factivel do sequinte conjunto de restricies:

HG = G{i+ LAY (3.2
Ho & —ow (3.21)
[ H. para e

v dooaon entao I aloca ng pilos do sistema

GE Oy 0 {,_; 1 Eﬁfii para 1 F

cmonatha fechada (2.22) cmowma regido com margem de estebilidude = |

B

Portanto, v problema de alocacao de pélos em nma regido cont mareern de estabilidade
= pode ser tratado como wm problema de invaridneia positiva. Deve-se determinar nin
policdro, SIGL w1 e uma matrlz de realimentacio de estados, K que torne o poliedro
positivarente invariante com respelto ac sistenia emomalha fechada o aloque os polos
com margem de estabilidade —o
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iy 4y g 4 -y
3.3.2 Cason <2m
A proposicio seguinte hasela-we 1tos resultados encontrados nictalmenre o 22

Proposicao 2 Dado o sistema v malbg abevte 001 controlavel, com b= 2.

Seja Mo WY wma matres ovtogonal que coloca o par U BY na forma de controlabilidade
(A By il

A=A =

B:ﬁﬂﬁxi

RS e - PR . AR N - { [ESESTRRSITS ¥ — A1
COE -AKH I :h\m.wrn })!) < %m AT ‘_1‘2; o :‘h‘m R k)_)ﬂ o }a o o b’ i _h\m "
Aoyt posto completo per linhas: postol Ay o= o0 - moo 3y dem posto complelo
postol 30 = .

Sepa i nabris

MY TR

= fm ("; 17

; - - b o MZEER TR ( j‘\
C 0 ERTLG, £ R 3.28)

(s f:: I

Erviddo, sempre exstom wina maoltriz Goe unw maleis de realimentacan de estados K
tal gue o policdro SUGUL,) 0 posthivamente snvariante o os polos do sisiema e malha
fechada possuem margem de estabilidide ~o0 Jeom o 2

1
—

Demonstracao
Considera-se:

Hoy -+ -"1;’1(:’!1: = -'12;{ [3.20)

H‘Z’jin "n < o ln e I-‘llllggrvi !\(3%(]}

L ({1, aran i = . o
onde [ Hay,, = - ! 7 =l iy e sdo desconhecidas as va-
! W) ,,} para £

PTavels sz o GRlrtemrty <D, (7“ R i au

Pode-se vertficar que ¢ sempre possivel encontrar oo que satisfaz £3.000 escolliendo-se
os elementos da sua diagonal negativos o suficientemente ;n'~<'511w1;(‘;.~‘}:. Assitn, para qualguer
tatriz Hes solucio de (3.30), existe & que savisfaz (3200, pois Ly & R®RYD M0 o
e 2me ¢ de posto completo [T Em o particular

Gy o= A U — T



Consideram-se agora as matrizes Hy, o R e & R ] e

H’Hi,,i - ;]JTIW; 3,5,

' Hyvi, parai=
COTH [fa - j RESTRR Déara ; S o

b = - ) I DAY
/ L ‘i}lfniw, para ¢ = d

Dejam as matrizes Ay 2 W o g, £ R Ee g QUe a8 egUuacoes seguinies sejant
satiafeitas:
Hypo= 0 by Godoy 1 BUA ISy
['1}1§(_1‘33 ~t- Hi'ﬁ = .'%.;(3 (.._1‘1‘_);1-_3-3 ” [ja j‘;_: I%!,)a)
Observa-se que sempre existem A ¢ Ky, dado que By ¢ de posto cotnpleto.
Fazendo-se Hyy = 1) e comsiderando as equacdes (3.29), (3.30). (3317, (3.32) ¢ (3.331.

pode-se eserever marcinkmente:

‘ jjli 1{!12 i !—,-” {:Trl‘l‘u) i ]”: !i;fl',f Hi l ﬂ”“li i]: ] . [}[ 1 . i . m'\
; ”7’! f{-f'.?'.? i i -[nfm L ¥ jxn' T {\ EJ »'1'3'2 ) f) hl R

fr]{]g ;J’r{u 3,“ ‘Em i
L K}{‘g‘ t J!'{g__g llr - i

de unde:

HG = Gld o+ BR) (3.3:4)
H1, < —al, (3.35]
[ Hy Hy

Hay Hos ,l =

com H = ‘ |
o U Hai Ho

]. K= Ay RS \ e (7 dada por (3.28)

Pos-multiplicando ambos os lados da cquacao (3347 por M e dado que APy =7
(CTH s

HGAMT = G ard« oy’

de onde. fevando cm o conta (3230 (3.26) ¢ (327 ubtém-ae

COTL

- I . -0 B GV xRy in—nd
K= N =1 Ky A el ML ERET e N, s e
i _| ! ; 2

Logo. o poliedro S{G, 1) @ posttivamente invariante com respeito ao sistetna om maiha
fechada (3.22) com margem de estabilidade —e. pois sado satisfeitas as cquacies (335 ¢
(3301 ronhecidas como relagoes de invariancia positiva (vide Apendice A} 161 [16],



G407 o0y

L VI e wi

Observasse da demonstracan anferior que solucionando as cquacoes (5.240) ¢ G130

St

o0

obténrse o matriz G, o portanto. a waiz (0 dada por (32750 teandn determinado o
poliedro S0GUL) Posteriormente. solucionando as cquacoes 33170 (3020 ¢ G350 eam
Ay = KM o )= AL ¢ abtida o marry de realimentacao de estados. A que rorma o
poliedre S(GL 1, posttivamente ivariante com respeito oo sistema enn mallia fechadn o
aloea s polos com margem de estabilidade —a

Asohieao das eqguacoes (3297 o 13300« das canacoes (3317, 13327 ¢ (3.0

o

b pode ser

abttdin via prograinacao near, como:

min -,
TR {337
S

nin Ay
fi e [‘3‘581

P

Hyo o=y Guadyy + Ly KA
!’[; |(J‘1_2 g My = .‘i;'j -+ (?;3.3.'4:_»3 -+ /‘}1 FARR PR
HYH L U{EZ\ L A

Os inclonais Jy ¢ Jy podern ser eseothidos, por exemplo. de forma tal a minimizar a
norma de Gy oo AL respectivamente {1 Assiong

Jio= SN G

L N

rH I

.i-_g — Z z ifr\‘l,:\

il
Considera-se o manipulacio de varnavels clission em progrannacao lnear:

o [l = HY — Ho v Hy = Hy, = HT, cone

(1), paras & o tHel, >0
by = (o), para s =
t para (fy}, <0 e N )
=My, paras # § e (), <0
(] CASD T TATIO



o (i =Gy - O e |Gl = (7";:‘ ~

o
(I{ll faj
0

'-Hsji hy =

I
1 4
- My,

(Hh), 2 0
(Hpy)y, =4

P

v

S N R N I N

(T U
(AT a

Y

Ulilizando-se propriedades do produto de Kronecker 117

i dos problewas de programacao linear. dados por {3.37) v

cvide Apendice By
) e j o o
min S8 1[('1:2.%1; [GQJU}

AN p=l ]

3
| !,”j.,_‘,u w
s

3]

7-{*13
1!

LT

- _ ]::: y
M\ [ri—m

] ffi"'

e

rn W

i
i

S0

1
unae:

LT

BRI tIE

Hyo= Hy = Hyycom:

para [ J e My, o0
para = )

para {H. 1, < {1
SHL

R D

ara b=

G i g,

CASO CUNETATIO

¢ _f'fl“” = f.{g_:) i }}1 COTTY

R

MR

sore-se rransiormar cada
I

S8, aosua forina padrao

- H *

o [H—TN R -Vi"fl | ‘}-1
. Yoy

fa s i-rel “{11--—?«;;-..-135---Jrz‘- | "1‘-5 -

T

J

SIS

R = peel

H
b

%"1',31 ! T

> )

Y = veel A - Gy )
{T’ﬂ,‘{} < £y Eﬁ‘
Az 0

vec{H T
vect H0
cect
vect H G
ree{ KT
reci iy
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{ ‘] = l frm L fr;n - [m W fue é)m"’» HIIRTIS LT ”:az-' EETTSRTIN T 'MII;‘ . “I ‘“!j o ‘U :
{ I: - l(’{rz w jru (1{, [r!z [frr - Fi o !:;a [wg e me o ‘l“!j K ” 1!_; Bi
ST T FA i . ) :
b= ; im - }f’z ]r::» -f’w En T ‘fm ii o ‘;’n o crnn ey e

() programa linear na forma padrio para ealenlar Gy possul (o - m 3 eguagdes vom
2ot o) vanavels desconhecidas, O proprama hoear na formng pacdrao para caleular A
possnt wln = 1) cquacdes com i varidvers desconhoecidas,

3.3.3 Cason > 2m

Pade-se verificar que a proposigao apreseitada anterlonnente. para encontrar un po-
hedro S{GL 1,1 e uma matriz de realimentacao de estados K no caso o < 2m. pode ser
estendida para v caso no> 2l da seguinte maneira;

Proposicao 3 Dado o sisiema eny maolha aberie (30} conbrolavel. conn > 2m.

¢

Sejo M€ R wna matriz ortogonal que eoloca o par (4 BY ne forma de controlebilidade
(A By

AoAp Ay A
Ay oo 1:; -1 :1 2y
) 0y gy Ayr by

A=\ AM = 0 . i o —'i 1 oo _5 N 133070
g S A R 5T

LI {?H‘

B=1"p= Ccome 13 e R (310

prea (5L comn o = oy oa
ALY controldeed,

postol By = 1y = 0 posiol A = o0 = oo postol b = o postol a2 = g

o et kL Ry s dado gue o par

Sega g matric

{ = (Iz'_-!”j goRTr (3110



ol

Top U Gy o Gy Gy
L L., ¢ "_J:ﬁ s (mng ] (r'-_“':

(5 = . : CORTTT o G, R (3.0

Entda. semnpre crstem matrizes G cwme metriz de realimentacdo de csiados Kool gue
o pobedre STGUL) © postbivamente invariante ¢ os polos do swtema om matha fechada
possuerncmargem do estabilidade —o (eom o €RT 2

Demonstracao

De formn similar ao caso no<8 2. pode-se demounstrar esta proposicao. verificando que
para cncontrar aomatriz GO dada por (3417, deve-se encontrar:

s

o Cada matiz O 0= F 06— 14,020 solucionando-se cada programa hinear:

min /s,
Hn-(—;: EY

S0k

E{;: + -;i-z.afif_;?f's.e = -%ii + (;:rtgt vl
jlj’izaﬂz w “(,tl,!: - 1' E;‘i-n‘,.;

rom (7,0 = para s = £,

o adn matnz G, 0 = 0000 - 100003, calentada coms

(,~ = 'EE".—EE,(—'_EL.‘:X!”I.J SECTNTE NS CNTIS PR st

comn e = Upara s =1

o Cada matniz (o, para e = 0, (0 = 1o caleulada coma:

C*"-:——Z‘S,z = i:i: J\‘= + ("?

mad

cotn Lo, = Dopara § o= 4

e A narriz {7, caloglada como:

G == A ® ( -‘i:‘ff (?:3:% Ee - (12-& TICTE S (;’.?i‘-‘k{{ - f:{'j‘j(;“;)!)



Paricabter o matriz de realimentacao de estados 1 vesolve-se o programa linear:

i I
Hiyoodie i
S
}'IFH S l;] (H kP T fj] j\' 11|
![j;(r';t_» -+ “" l .i)__z {r;_»,il_;:__» - {-rvg'g. l yo - jgjj\}[}
Ii'[”(;'“, -3 }];‘_){:r!-_};‘ LT flrg\;. ((:.:,',,,‘,“,: -+ /’!:;" ----- - .‘-g:r -} (_‘r"g'_i.}_;: b (;,I.;.'l;.;,' - ...
- (-1‘1‘;' [ P (‘?éf_-'ir"ﬁ‘ + 18I

jji!‘ Err'{ + ,ij'.,’;}Hg [jf*: il ST fjf!r By '_f}'im
onde:

M= A UM | Mo [N ] com ML S R G 2

Pode-se verificar que cado wm dos ¢ — 1 programas lineares para calenlar as wanrizes
i = A0 D 20 e o programa Dnear para caleudar oonieriz AL pode ser transfor-
m(nin a sua forma padrao. Cada funcional Jy, ¢ o acser minimizado. pode ser considerado
como sendo. por exemplo. a norma de cada matriy C;'g_:d- e atriz ) respectivamente.

3.3.4  Alocagao Parcial de Pélos Via Programacao Linear

Como visto no capitule anterior, o sistema de ordem reduzida 13,131 pode ser utilizado
para projetar a matriz de realimentacio de ostivlos que adoca parcialniente o especrro do
sistewna (3]0 B particular. o metodo de projero a ntilizar pode ser via programacio
linear. como mostrade anteriormente,

3.4 Exemplo Hustrativo

Sejn o sistenn lnear, invariante e coutinno no tempo. deserito pela canacao de esta-
dos (3.1}, comas matrizes A e 13 dadas por [28):

- 100 030 0200 uRL H.4h .90 70 [ 100 0.0

.00 - G50 =200 (95 040 i FLO0 000

i U.L5 0 =200 0200 00 B8 P00 000
‘ GO0 00 =025 080 G0 ot 100 1.00
-0.200 040 000 —030 0 200 010 050 1.00
G600 - T0 000 n20 0 B0 250 000 1.00



Pode-se veritiear que o sistema & conrolavel e estavel com sens pdlos dados por:

e f

A} = {08907 U L3125 08870 =2 007 25357 b 0ad T

3.4.1  Alocacao Regional de Pdélos Via LQR

Desi gtl—w tiocar os polos do sistema, vin LOR. emouma resido com margem de os-

tabilidade — 1.3, Assim. ¢ considerado o critério d(* deseripenho quadrdtico 1557, com
=100 = f o R =1

Asolugdo da equacio modificada de Riceati (3.7 6

3549353 7
— 66,6926

396501 ~03.8019 740662 4280971 —1.U505
: 1
2 TG.E}UH
v
h

—63.8049 42,7266 ~| 36 10891 1
44662 - 161.2530 1840881 —83.7675 1401

-2 HOT] FLO0%L —R3T6T) SL0845 Hel
-1.0005 13.5101 FEGS12 04047 5

‘)

j
;
3593535 —06.6929 FRO013 400362 --3.3075 .15,1' i

j%l* o Tl
%‘2

A matriz Gtima de realiinentacio de estados:

G gt e | oBA980LATTS 6057 L6706 - LOTGS - LA0ST
ST Tne ThS0123 <ITOI63 200174 —11.0590 1 :

feva a um sistema e malha fechada com pdlos dados por

A+ BRT = {22064 24133 = 057105, - 27070, =3 7178 = 0.6158 1

3.4.2  Alocagao Regional de Pélos Via Programacao Linear

Desela-se alocar os polos do sistema, via programacio linear. emn wma regiio com
margem deestabilidade ~ 150 Assine wowarriz W& B que coloca o par (40 12) na

forma de controlabilidade (UL B, comn =6 5 0m = wi. i

} —0A850 02245 0.7361 G127 00226 0.0386
GARRD 02245 —0.2043 04015 —0.5335 04761

o —0A830 0 02245 05223 02655 06043 0.0766
' —L485 ﬂ 04110 LTS 05488 01915 64860
~ {3202 0.5230 —0.30%1 oddy —0.4795 0 02106

0.0 }i( 0.6362 03640 0.0041 2870 .6967

Asgim. o par (1 B1 6 dado por
* T A A A

A= AT AN = A ds g

t by A 4

pv



COREY 12T S0AnI2 803D LOU2TY sl ]
01507 =2.4280 —0.0877 02451 USLdY  —6150 \
[ | CUDIRE 03685 LRSS 00T 032399 0 ]
T G000 —0.2601  —0.0255 8593 05617 UTTTT |
0.0000 00000 00345 8199 06221 —0.2151 \
C.OG00 00000 DGS6T 00000 —0. 750 =231
O615 - TOT6 ]
i | (L0000 L AT18
. 1 {1.0000 LOO00
sl ./f — ‘3").'} - o
B AT D (u 2 0.0000 0 n{ 00l
Lo (.0000 DI){ f)
L0060 00O |
onde £ = 3 0 o8 indices de (uIiHul<1lnhtlmiz‘ SAG T T Tl = gy = 2,
postol A} = 2 pustotdy ) = 2. postol dsy) = 2. postoi By = 2.
Amatriz O SR dada pors
TLA000 00000 -3.8100 00000 60980 1,122
Lo A 0.0000 10000 11248 00474 - 11,0900 —E 5726
Gy : ; (ii’,” C 00006 06000 10000 00000 —0.0138 10000
T ”'f“'-'f ’ - ’[‘“ L 0.0000 00000 00000 10006 21106 - _.m-,,.zﬁ
L G.0000 00000 0.0000 0.0000 10000 0.0000
.0000 G.0000 0.0000 0.0000 0000 1.0000 |

' e - SRR v re e e M .
onde o matriz Gy € W22 8 solugio factivel do programa Huear:

S ST
Hi;}:lrﬂ 2 4\Ln U\( )
.0
My o Aoy =
;{'Hij TR ‘iugi

Aomalriz G € R4 6 solucao factivel do prosrama linear:

i

min ¥ Y {1,
RSN T e .

e

eoamatiriz Gg s 077 ¢ ealenlada como:

(,:;;3.;? k { }n; { ('rn‘ f{H(I:,{




Logo. a matriz € R com posiol(C) = 6, ¢ dada poy

R RIE R M I SOHG adsG — LS80 D324 7
-2 06 SoA65 0 100349 41803 (.8073 —3.5058
s AT (Y508 hes3l —1uvds ~wlii.[':J'$€§§j¥ 01291 -9.0480 l
o 03552 —1.0481 P21 0021 —uotidd IR
— 02260 —1),.5435 0.0045 01915 01795 2570
0.0386 (1761 0766 =860 —0.2106 (L6966

heando determinado o poliedro S{G1

ni

A matnz de realimentaciao de estados. A < 1Y
HTeuT

. ¢ obtida solucionando o programa

1 S \“ A
Hep o Iy K ,Ml],i

Hyo o= Ay = Gy = B,
UGy Hy o= Ay o+ Grade + Gradg 4 B RAL
—Hii(;iz h “;'3(-?2:5 = Hiy o= A= Graday - Grsdag Ef] KAl
Hub Ty + {1y = —1.5 x 1o

obtendo-se a matriz de realimentacio de escados:

— 1427
3.345

K= § —0.8434 0.0000 —0.9077 07185 - 10217
3!

1217
—6.4303  TVIS8 ~5.5050 —0.3582  ZoHGT
aue feva o um sistena e malha fechada com polos dados por

oA+ DR = {15000, — 15496, - 1.7901. S13E, 288 =5 4840

3.4.3  Sistema de Ordem Reduzida

Constderam-se os subconjuntos de pdlos "hons™c "ruing"do sistema, oy, ¢ .. dados
nor:

giAy = oo, = L=205857 2 00470, —2.047 1 PO 03967 = 01312 — 08870

Ay

Aopartr de nma decomposicao de Selnr, obtéme-se a marviz ) © R

01323 -0.38211 —0.4315 (L6823 045483 12840

—{h5813 04395 00166 | 0013210 -0.5202 kDS

0 =1 O 1O, j _ 06771 [J.l(ﬁ%\’ﬂ l'VJ.iE%l'iS I —{1.3789 ISR 4\“23?
oL e =025 00181 00327 0.0015 D20 00708
—~0.0736 —0.3738 0 0.8607 ! 0.3280 U.E"_)l?"i 008

G060 075316 0.2207 02007  0.3982  -0.0190




[

qute fransforma o sistema (3.1 no sistewa DL L2 con

23801 —~0.9126 0 013689
Ay = 519 -2.0824 02005 v ,
L 006 (.00 ENIEYS
[ 03027 —0A056 19855 ]
{, = 00341 —04007 01836 |, o4 = A,
0.0000 0.0000  -0.8879

~ 14421 0030648 —0.5779
.‘13’_} — “285; {}iifjj HITT.}
~158488 0 03260 06730 |

— 10527 ueuTy COO9LL o TIes
I3, = 0811 03356 | . B, = w%mmm
L1516 11253 | 0LGATH 820

e Alocacio Parcial de Paélos Via LOQR

Deseja-se alocar apenas os ]n')lm TruinsTdo sistema. via LORL emomna reglao cont mar-
sem de estabilidade o = 1.5 \ssnn considera-se o eritério de desempenho quadritico
(3.5 vom H =L e WV = ), H f) conde W=7

A solugan da equacao modificada de Riccar 13171 ¢ dada por

19,5070 —5:1.99533 247
f2T e = 09985 2005657 = HLOTHY
L 1340750 HEIE I

Aomatriz otima de realimentacio de estados (LORY para o sistema roduzida, e

»

. R —0253F 10,7258 AN IS
j\:n? jg az:?jj);m[ % “]l ) i 1}3\\

~0.35 19 199580 - [U.U479

A matriz Otima de realimentacao de estados (LQR) para o sistema global 13,11 ¢ dada
ore

A —0852T L5088 (7280~ 44507
2’ 15,3300 20524 —08870 52719

e leva oo sistema e malha fechada com polos daddos por:

alA = BRTY = {20471 23560, =2 8357 105475 . ~257T230 —3.0088}



Observa-se que foram alocados apenas ox polos “ruins”. Pade-se verificar que para
obter a matrtz de realimentagao de estados Orima. K7 pode sor resolvida a oruagas de
Riceati (3.4 para o sistema global. com W = Q0007 Ubviamente. o (ato de usar o
sictema de ordem reduzida diminn os calealos a nivel de resolicdo da equacao de Riceart.

e LOR de Energia Minima

Utihzando o sistema reduzido. deseja-se projetar um LOR de energin minima que
aloque os polos do sistema com margem de estabilidade —a = ~1.5. Para tanto. considera-
se o eriterio de desempenho (3.18) para o sisterma reduzido. com 17 = /.

A solugao da equaciao modificada de Riccati (3.19) &
G.4028  —31.7601 16,
Pro= | =3LT601 0 152.6803 814
| 165204 —81.4341 18,09
A uatriz otima de realimentacao de estados para o sistema reduzido, ¢ dads pors

(L9506 ~11.3075  6.3693 |

K* = —p-! ‘I'p‘* — ’ _ o
VETITEETE s 4800 - 0,063

Amatriz otima de realimentacio de estados para o sistema (3.1). ¢ dada por:
; I ;

K= fgr = | TSH2L 58326 ST 33 L9000 ~0.6066 —15500 ]
T Tl 53386 06012 117280 TA093 0l 50616 |

e deva oo sistema em watha fechada com polos dados por:
LA+ BATY = [ =2 0071 =2011200 - 2.0357 + 054747, —2.6032 = 013127}

Pode-se verificar, que os mesmos resultados podem ser obtidos minimizando o eritério

l

de desermnpenho (3.18) sujeito as restricoes do sisterna (3.1
s resultados agui mostrados [ LQR de energia minimal podem ser obtidos uoilizando-
seo sistema global,

» Alocagao Parcial de Pdélos Via Programacao Linear

Deseja-se alocar parcialmente os pélos do sisvema, via programacao linear, ens uma

regliac com margem de estabilidade — 1.0,



Amatriz A= R que coloca o par (0L 200 na forma de controlahilidade 4. 300
1.

oty 1o 3 < i = 0

Asshin. o par 4 B30 ¢ dadoe por

[ 036760 0ATIY 003086
) | P —~1A31 10 — 1. 1887 {3617 ]
LT O S 296 0 ~ 0021~ 121y

] ) oo SPALGL —1.2072
G.= M, = [ l = 000000 =097
00000 0.0000

S

A matriz (o2 1Y G dada por

P il[}(}) O.0000  0.0000
(3, = { : z l = | 00000 10000 —3.0066 l
- 1 0000 00000 1

R . - . . .
onde (7., € 10 solugao factivel do programa linear:
Hli;l {(Iv,_ﬂll{ +- gf{_;,,e., Py
Heoi Gy, h

by

Assine nonatriz G 6 WY cam postol(C ) = 3 ¢ dada pors

(L7368 04746 01181
G LA = 151 1 35083 — 11887
AGU3 S08THT 01367

beando o pohedrn S{UG 1,1 determinada.

A matriz de realimentacio de estados. V@ B para o sistemna reduzido ¢ encon-

trada solucionando o programa Linear:

23
HTTIID S R AN
L P P =1l ’
S

H't: - {I "3_ {"“;.1"‘1",'1 B HF ‘1\--’"1‘['*‘5
‘{jf‘!!{-;!f:u : [[“z: = "%-f‘:-} (”‘i =13, . "\Urﬁ“:
Holy+ ! Ho | < =15 1



i

ohiendo-se:
a5 000
—4.9006 ...2") 1 —5.2947

A matriz de realimenracas de estados para o sistema {310, é dada por:

Cor 308 S LSS 085TS —0AdB 1156 1 7T
o= R0 = | R, o s ]
- L AAAM89 —R3635 0 1008417 —G.8891 —0 1093 F.2705 |

que leva aomm sistema e walha fechada com pélos dados pors

A+ BE) = {~1.5.-2.047. 2,131, ~2.335 = 0,547, —6.11}

s

3.5 Conclusao

Neste capitulo fol watado o problema de controle centralizado por realimentacio de
estados via controle drimo e programacac linear.

Foram relembrados os conceltos basicos do regnlador linear quadiatico (L QR Da mi
nhmizacae de um critério de desempenho quadritico, associado & rapldez f.l_v CONVergencla
dos muuloa‘ ¢ a energin de controle. ¢ obtida uma lei controle Gtimo por realimentacao de
esta LQR) que estabiliza ou aloca os polos do sisterna em uma regido com ATZEI
de (.‘hldzjlil(ié%(iﬁ pré-estabelecida, A matwriz de ganhos de realimentacao ¢ caleutada e
funcao da marrlz solugio de uma equacao (modificada) de Riceari

Se no eritério de desempenho considerasse 2 apenas o terno correspondente i R
decontroles obtem-se de sua minimizacio wn LOR de energla minima. Neste caso os
polos estivels sao mantidos inalterados, enquanto os instaveis sio alorados no seu refloxo
CONLrespeito ao eixo vertieal do plano complexo.

Mostrou-se como ¢ possivell além de estabilizar ou aloear os pélos do sistema com
nins margem de estabilidade pré-estabelecida, aloear o8 pélos em uma falxa vertical do
plano complexo via LOR de energia minima, Para tanto. moedifica-se o ganho que aloea
vs polos do sistema em uma regiao com margem de estabilidade pri-estabelecida.

Foi introdivida s condicao suficiente, em termos da marriz do ponderacio de es-
tados, para alocar parcialmente os polos do sistema via LOR. Tol visto como o sistema
reduzido pode ser urilizado ndo apenas para alocar parcialmente os polos do sisters via
LQR. mas também para projetar o LOR de energia minima que aloca os pdlos do sistena
e g regiao com margem de estabilidade pré-estabelecida ou e wma faixae vertical do
plano complexo.

Posteriormente. o problema de controle por realimentacio de estados foi reformulado
comu wmn problenia de invarianeia positiva de conjuntos policdrais.



Vi

Levando o sistenia o forma de controlabilidade fol determinado um policdro convexo
o compacto no espaco de estados ¢ uma mateiy de readiiuentaciao de estados que roma o
paliedro posttiviauente invariante o alova os pofos do sisten conn naraoem de estabilidade
pre-estabelecida. O problema é resobvido wiilizando-se proorancao ooy,

For apresentado min exemplo mumdrien mostrando o nnilizaao dos wmetodos oxpost os,
Necexemplo verilicon-se como ¢ possivel alocar os polos do sisten e uma regiao con
margemn de estabilidade pre-estabelecida on e wina faixa vertical via controle dtine.

(r sistena de ordern reduzida for atilizado tanio para alocar parciadniense os polos do
sisterna vie LR gnanto para alocar os polos do sistema enonma reeias com margoeni e
estabilidade pré-estabelecida on em wina faixa vertieal via LOQR de enevela minima, T
particnlar. ne projeto do LOR de energia minbma, pava estabilizar on alocar o8 polos em
Mg regiao cotn margent de estabilidade précestabelecida on emomma Laixa vercieal, [
verificado que @ equivalente realizar os ealeulos no sistema original on no <istema reduzido.
Obviamente, o fato de utilizar o sistene reduzido diminni os cidenlos,

Na solucao obtida via programacao linear, & margem de estabilidade pré-estabelecids
fol obtida. Poréo, alguns plos ficarsm muito afastados da linha vertieal — 1.5, Esie
resultado ¢ devido o presenca das componenres dos termos da matriz de dinamica na nova
base, Ao e gl nas caqnaghes a serem resolvidas para o calenfo do poliedro. € sistema
de ordem reduzida foi utilizado para projetar a matriz de realimentacao de estados que
aloca parcialmente os polos do sistema via programacao linear.



Capitulo 4

Controle Descentralizado por
Realimentacao de Estados Via
Controle Otimo e Programacao
Linear

4.1 Introducao

Neste capitida ¢ tratado via controle Gtimo o proeramacae Hnear. o problenn de
controle descentralizado por realimentacio de estados de sistemas Hneares, mvariantes o
contintos no tempo. deseritos por varkivels de estados. O sistema considerade & compuosto
pela itereonexao de am nnmero nttade de sabsistemas,

O problema do requiedor Tear quadralioo & formulado para o caso descentralizado,
Pava eneonirar a matviz de realimentacio de estados deseensralizada, gue estabiliza on
aloci as polos do sistena interconectado com marecm de estabilidade présestabelecida
eominnniza o crttero de o deseipeniie geadviieg, & apresontado wm algoriing Herativo
fue nuilize nma cquacao de Riccadn com mairiz de ponderacao de estados modifieada em
Pungao da estrntura descentralizada roqueridac |13,

Posteriormente, como extensao do caso contralizado. o problema de controle deseen-
iralizado por realimentacio de estados o reformulado como nm problena de snearidnea
postiiig de conjunios poliedras, O ststema interconectado & transforndo de Torma tal que
cada subsistema isolado & lovade a sna forma de controlabilidade. A seouir, deternnina-se
nm paliedro convexo e compaclo no espago de estados o nia nanry de realimentacio de
estados descenrralizada que torne o poliedro postiivamente invariae o adogne os polos
dosistema imterconectado com margem de esiabilulade procestabelecida. Nos calenlos
do poliedro o da matrz de realimentacao de estados descentralizada, além de considerar

as subsistemas, sao consideradas as erconexoes, O problema pode ser resolvido via
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Pava thistrar aontilizacao destes métodos © apresentado i exemplo nanérico.

4.2 Controle Otimo

Considera-se o xistera linear invariante ¢ conimun no tenpo, composto pela it erco-
nexie de N subsistemas, com sens modos fivos desceniralizados 27 estdvels com margein

de estabilidade —a (comr a2 03 deserito pela equacio de estados:
S = At = Bty = Attt o0 = o, 410

L

1 i T

i il i N ":i."?g ;i\‘ PR }l\
. { : i Pyt \d 31’7 ; . Ni
IR AN R VRR S T IS T U S B~ I A ih

L 1y Ay oo
AN S
onde oy o= 102 Vo= S nom o= Yo
il I

Considera-se o erterio de desempenho do tpe guandediven:
e T~ ) . o _ )
NISTIERY ﬁ/ f'"’”{,r V) e Rl ) i ey
i3

ande wonatriz de ponderacao deoestadosc T8 R 08 Gimétrica o posifeea semi-defoda,

aomadriz de ponderucdo de copirole, 78S RN G sandtrea o posibive definidas oo mma

conslante real positiva,



Como visto no capltindo anterior, aoniningzacio do eriterio do desempendio ¢ 521 sujeito

s restricaes do ststema intereonectado G e contecido como problema Hnear quadeinioo,

Pro mnmmizacao, sem considerar o vestrieao de deseentralizacio, oliéimn-se nma bl de

controle otimo do tipo realimentacho de estados:
TR (U *ff":!.ff;f‘f'“:‘f} 1.3

nnde A iz simetrica o posiova senu-defingeda 2778 B0 6 solueio da equacio tnodi-
fieaday de Riceat:

(A A .‘gg i (Ui”)f - Ptfixlp Py {”i]”:) j"p[‘;{;,}'i’ :fﬁ);}fp e
Acaplicacao da el de controle Gtimo 131 no sistema interconectado em inalha aberra
LY vesultn et o sistema Otime em omalha fechada
PR e vy e Ay s I R T
estavel com marveem de estabilidade o

seja FOAT uma funeao gue depende das restricoes estoutarads doomatny de realimen-
Facdo. Lo particalar, para o caso de realimentacao descentvalivada de estados, remese 130

FIRNY = K bloco dingonal {171

onde aomatriz oo diagoned {0 ¢ dada poe

[ Ay U ]

A IRV S L .

Waoco dhayonal TR = 7 , ‘ Y U N
S
b (s Ny o

Sejn & o conjunto das matrizes A ogne tent estriatura descentrnlizada, isio ¢ 130

=) — {f\‘ RPN = I - Bloco diagonegl [V = 1}1r

i

Assing, pode-se formular o problema de controle dtimo com restricio de descentralizacao,
COME

min A

IS

Pode-se vertficar que com a restricao Jde A B0 ceralimente aomatyy A7 obtida
tac resolve o problema deominnmizacio anterior. Como ferpanentas para aprosentiar o
aleoritmo para solucdo do problema. sho infroduzides os 1eoremmas seenintes:



Teorema 1 /75 Sega K@ W7 ol gue:

Kool =R phre

; AT . NI o e NS
I Sounrd mpatvr arbitvavia o I wma matee: sunetvica o positica definida,

soingon de egiedo v Heecatis
. , I By ) o0t - P ;
-"f-’ aa '"lf ";—_'-Ejni })"‘j)!—'lj’?—; 5{ "”]n§ - !}fjj;]{ i’[i;!j) -1 - Jj.’/'gj,- w b
Lo coavatris (e = Ay = B K0 eeddeed comvnargem de estolididade o

Teorema 2 /13] Seja N 2 W tal gue solisfus o hipotese do feorema 1

Foribido: | i
TR = - ol = JRT WL s R

A matriz L ono Teorema Lo arbitraria. o portanto. pode ser escolhida de tal forma

a obler uma solucdo factivel A7 ¢ & e minimizar ao mesmo tempe a desradacio da
subotimalidade. Segundo o Teorema 20 JUA ) > JA™L ¢ como SR & associada a
L =1, entao o problema pode ser reduzido o minimizar o alastamento de L com respetio
R IR R I

Pl

alo=1

(-1 BLe L) £ e (4.1]

= {(re Ly

ende L& norma euelidiana de L0 definida por |

I,

ara o conjunto de restrigoes O a solucio de problema (1) ¢ dada por (150

L= iR BLr = -RBEP < bioco diayonal 1R BLIPY

i

Observa-se que neste caso, obtense:

N o= —=RTBLP =R BLP < boco dicgonal { -1 B3P
K= bloco dingonal =1 TBLPY

O ot de subotimalidade ¢ definido como o idiee 175

U] - TR

. JUA

Baseados no deseavolvimento anrerior, tenese o algorinmo seguinte:



Algoritmo 1 13]

Vil Fazer oo i fr 2
v Dieterminars
Looy=Fi=Rtphpy— < inlhe - b
i Defindr:
o,
Resotver o cquacao de Riceatt:

(A=A ol P =P, Ay =al -

: ; R
co diagonad] =B

DB R OTRLP =

=t

Fv) D¢ 2 < sendo ui mimero real positivo saliclenterente pegueno. v o passo (v

Senao fazer ¢ 7k e retornar ao passo ().

O3 valor de o asado como teste de couvergeneia, o dade poas
{ S

ol
[T - 0h
g — e 0
| ]'a‘
Juiv, o0 = JUR
P

LR

(v Clalewlar o macriz de readimentacie de estados descentratizadn

F - o H;ij[), — L

e

Supondo gque o veror de estados nicial sepr e vanavel aleacorna de omedia zevo e

covariancin ignal & matriz dentidade. temese 1120113

. !
SR = A)#J‘{,”'\

\,.E

Assitn, o segunda defindciao de pono algoritma antevior o o eran de snbotimalidade.

podent ser reesceritos assin:
drchLy oty
ISRV ENT
Py e

! ;[ [:)v i

=

Dado que o geral &2 K0 a0 convergencia do sdooriomo sao & imediata, embora

apresente wma raplda variacao nas primeivas neracoes. Para methorar s ehicioncia compn-

tacional do algorinno, especialimente para sistermas de grande portes ¢ reguerido um hom

algoritmo para resolver & equacao aluchrien de Riccan ||

.j':



4.3  Programacao Linear

Conmideraese o sistema Huears invarianie ¢ continuo no tenipo, COMPOST Dela iereo-
L H 7 . [ - - . . o N . .
noexao de N osubsistemas, dado por (L1 com seas medos Bxos deseemn ralizados ostiveis

f

com margen de estalalidade <o teom a0 2 01 e orom postol B = e < L 0 = 12N

Seja uma e de controle descontradizada do ripo realimentacao di estados, dada por

onde aomarriz de realimentagao de estados descontralizada, Ap £ B77 ¢ bloco dingonal:

PN N
. U T o :
Wy = , S A R TR Pt N B ST Ry
‘ ) N
TR I

Aphcando o et de controle (151 av sistema interconectado om omalha aberta (110
obierme-se o sistema interconectado om matha fechinda:

PO = Ly - B[‘;h-[}},!ﬂf}T_-g.;.."(‘f} P

i

Come mostrado no capieilo anterior. o problema de controle por vealimentacao de
estacdos pode ser reformulado como um problema de lvariineia positivie Squi serio
apresentados mn algoritmo construtivo e uma proposiciae, para n, =0 2. para encontrar
nm poliedro SUGUL e nma matriz de realimentacao de estados deseentralizada A, que
toyne o poliedro positivamente invariante o alogue os polos do sistema intereoneetadn £14.1
comma margem de estabilidade pre-estabelecida, Nos cdleulos para determinar o polie-

dro o abter oomarriz de realimentacio de estados sao considerados tanto os subsistemas

imolados quanto as erconexses entre oles.

Para obter wm pohedro 50010 e nma marviz de realimentacao de estados doscen-
tralizada vy que rorne o policdro positivamente invariante e alogue os polos do sistenin
wterconeetado com wma margem de estabilidade pre-estabelecida, apresentam-se o al-

doritme contrutiva o proposicac que seguem. Cada subsistena isolado, dado pelo par

et

m..

A B = Lo 0N DA suposto contraldavel o com o, @



Algoritmo 2

Doy Meowrar aomarriz W2 RTT dada por

onude & matrty ortogonal M2 BT coloca o par oL 00 na foree de comrolabis
ldwde (21, 80000 1.2 0N,

Naonova base. tenese;

,_...-
.
g
i
L
.,
e
—
—
.
1
A

B = Mhp=1 _ _ el

O

B,o= M'Boo (

para oy oo L2000 N D s e ol

A.I:l i~ -.‘H!m: i Aii.f ¢ :]i?m: sl !g" - R}z«‘. e ”.g'l,’: - }?(:3.- i, ot
5 S B RIS NI N R T T T pid A w2 TR I [
f3  k AL s R S i S S N

)

Y =0, postol B = mn

M, T . N ! o
e Cpostoi AN = postorn
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VAL

7,

5 A

¥

Hi = GG

L 4B

T — )t an

PO

S, parag =

para o=

e Sio desconliecidas as matnizes M7 & RS

L= LN

Pl

tacio de estados A, S R =120

lneares:

pop= ot

B TR E T T i AT, v
' R TR L .}1 .

Se o programa lnear anterior tom solucac (faerivel, obter as matrizes de

Csobicionando o programa linean:

5 SEOIEE o
T ' / Cill

i
e
L

TIEE
AL -

e f Y j =il

—Fij, ot

roaliment-

SN resolvendo cadaoum dos N programas



Para obter a matriz Ky

. ot S ;

i 1
ooomin T 3G,
i .a,i’w,si“f{: ..... Hig A fuzl Fumd

PV @
iggigh?i e o ‘g'gfi

HLGE + HY

ﬁ? N

P g2

HILGE + m2

j'f ’fiw“???s + §§§é;§'§}imf + lgfégi?wﬂm o
o H L, + YL,

ff} 7y +

TR A

Para obter a matriz Ky

. Ty Ay
min

Hi T B

B

H ,';;z‘f Nie fu

HUG? + HE
g{fi%
HUEGY + HI2

S e

S :-,«:. ’
-+ if’“;é}:vfu + } °;§gE~WSam;':ag A
5 L

Ig‘g §}T2 e TFE Y
éfr«{’wg lszv ’

oo

(4.12)
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?é GPEAR 4 BlK AL
SN L
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i

+ G AT

o
Bup bad BaR e

I T
= ”l}ﬂ; “+ Gi %Mij
1., 12 332
fr 31 TN e {;2 n"‘;}ﬁ\;

;3"}?\

— ¥ 1,

(4.13)

= Al + Gy A
= Ay + GPAS
= Ay 4+ 6 ”“@én@xﬁ
= A B, M
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PI‘O{){)SigﬁO 4 ;5':(:__;(:’ cosiste rroe cdeoeonecfoda e radog abieria fi oL e sens oo

pros desecniralizados csiaves com e e estalnlidade 00 fpara oo 000 Uda
subsrsiorna soloda, dado ‘er’f(} par LA f’f ; PO N o wannsio o coubirobiiee e oo

R T

Sepmn q watre deseolunebacan de stadis dosesarradizade W e pobiodre ST

ohftdos wirneés do alygarimag auferor

Endao, o policdr 50001, O posdivarnente vocaranie © ox poles do sistene mfereanectoddo

conomalhen feehada possuen wargem de csialilidade =

Demonstracao

Constderaudo o conjunto de equagoes o inequacoes dadas nos proeramas lineares (1111
A CE VL e favendomse 12D = L 0) 00 N G e HY = U - LN

= N

podtease eRerever matriclalniente:

HE = ) {._"l[; 1 1; s B;}/\‘j‘;:} IS
H1, < o« (19

1

com LYy B G dados por CLE 01O 1 T0) e C LY respectivamente, o

[ e
iy i | AN

-”,'\"1 H~\.",& H:‘v’f\’

f’ Ay ey o i |

1 ;’r:’rw% Hw f[-;x r :H ! ]
o | e e S

Ky Npdi= R Y A B N VA IV

Pos-runlnplicando ambos os lados docequacao (018 por Ve dado e Aty =1,

RIS TN

HOGM = GMIM (o Ay = B 0



e ondde Tevando s conra 11, SYOCRGTLLI0Y ¢ 150, obienese

f'“ff/_:‘ = (-;f[,l;; = 1; o .1{;')[1}\.“1}} | 1—2‘3

LRI R z"'s-_;, - f\v;;,_ll"!‘

Assin. o poliedro 0G0, 8 POSIUVATIEI e Ivariante com respeito 4o sistema -

terconectado emomalha fechnda (2,157 com margem de estabilidade 0 G Qe S
safisfeitas as relacoes de nvariancia posivivie 4200 ¢ 01100

Eimpartante observar quie a escolha da ntilizacio da matriz G na forma bloco diagonal
1o mspiracda nos resnliados de 4 para o caso diseroto.

4.4 FExemplo Iustrativo

Considera-se o sistema linear. Invarianie e continio no tempo. composto pela intercos

nexao de 2 subsisternas o deserito pela cguacao de estados:
st Apalty = Bty ¢ - Aper) (1213
O
FoA 4] BN
i { - 0 J By = }L 0‘ 3. ! 1" I TR N E I T T
A
[DAN00 02000 06000 02000 —0.2000
5 s’).Ui‘JOU =000 00060 00006 01000
A o= A.0000 6.0060  —2.0000 .0000 02000
EJ ‘2[}{}(} 1000 0.5000-1.2500 (.0000
2500 0.000400 —0.2000 05000 - 1.0000 |
LAaT GG 00091 0.0 G821 Gls5G 0 23l G012l
00369 00710 01340 B.0019 001201 0631 00831 0.0883
b 0, 17258 00922 V2P udeT 00395 Duasl oiaur ooy
0736 01086 01151 00635 D047 GULISG n0u32 01208
| (0684 004358 00000 0.0 0288 G019 030586 00905
[ —1.0000 0 00000 LOUOO LOOUG 00000 00000 L0000 20000 }
000t 00000 POOOG B.0000 00000 00000 O.0000  Oaui
= 1.O000 —=2.0000) POOBO 0000 -3.0000  —-T1.0000 L0000 0.0 t
00000 0.0000  G.0000 00000 10000 L0000 L0000 D00
= 0000 00000 —Logoo 00000 =3.0000  0.0000 1.0000 20000
{10640 {.004010 0000 0000 0.0000 RTINS L.oga0 a.0000
L nohn 00000 O0D0G .00 LOOO0 0.0000 o000 Laouh
IL - 1.0000 2 0080 OO0 100 LOnno - 1aaoh - aoch 2060 |



TR BIsTS a6 003! TR SRE e
D06 OVTIRS 30T 00STT 0.07SS

TRIRALE! 0.0633 SRIRRTS R 00071
| COLINT 00200 00065 0148 016
CUROT 002610 D026 DBTE AR n0sus
.01 5,008 th e TR NTTO
ST SR AN T TNIRIR] b{iass
05U 00300 na3on ondyh o naosst
(16000 -1o0on a.ono0 1
20000 o000 0000 |
B, o= 0.0000  0.0000  1.0000 |
0.0000 OO0 =2 0000 }
0000 00000 eoun |
CLO0OU o000 gonut oot
00000 00000 00000 I (000 }
Q0000 LOUD0 0000t oo00 |
, LOGUD 0008 SRV a00n
B, = 00000 0.0000 LO00 oLootu
.0000 LLO00t 00000 oot
00000 0.0000  9.0000 (o000
| 00000 00000 0L.0000 Lonnh |

POGHELL 0TS = L —0,2080,

al Ay - ,'ixf b {}}i\\’.% Rl B ST I
' Loby —00700s 0 LN = 16RG. 186200 —3.6700)

=BT BT

Prode-se verificar que o sistena o possui modos fixos descentrabizados.

4.4.1 Controle Otimo

Deseja-se alocar os polos do sistera mterconeetado, vin controbe dtimo descentralizado.
cinonumia reghio com omargent de estabibidade 1 Para tanto, considera-se o eriterio de
desempenho quadrdtico (L2)0 com o constante o = 1 e as yatrives de ponderaciao de
estados o de controle dadas por W= 1oy o [f — 1o respectivament o,

Vtilizando-so o algorition T opara determinar o mateiy de realimentacao de estaddos
descentralizada que minimiza o eritdrio de desempentio { L20 obiénese em 5 dreraches:



UL
:_ [ O B R T 7055 L6 P2G1 —|
Ry= 0 136360 07396 03400 —04834 03500 |
Lo IONG 000064 008200 10821 06T
].fi.\ff‘é-’; O3990 — 152083 L BU3T 12395 08042 2 1080 — 1L28HR T
N AT 1T LG PAGRL L2256 47013 FSRL -3 19
| L2310 ] LTOIE S A2I52 0 000T6 28126 32088 27000 08215
SDOGE2 B0TON 26917 GATS 2TT68 29401 12.Tio R
Cs vidores do erro o do gran de subotimalidade obtidos, sao:
[Py ) = i )] L0000 10
= : — = | P
i
ey — i 77 e
S = (3. 154
Pri ey ’
Os polos do sistena interconectado de malha fechada sao dados por:
b= r e BplNpy = { = 13437, -1 TA83, —1.8306 £ 08487/, < 26060 + [ 44815,
243700 20186, 35101 =3.06698 = 043007, 11102 < L0311}

4.4.2  Programacao Linear
K)!‘\‘(""-iw‘«f‘ alocar os polos do sistema interconcerado, via programacao liear, e uma

narger de estabilidade =10 Assios s

= .s’m.s'mmrm

{11

que colocam os paves (U

As ma

vizes M2 W e AL e R que definem oomarriz W o= [

Byt e 1A ) na forma de

L £, sho dadas por
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l 00000 ~0.8901 =042 | 0000

My D ybraE b=l a8z u000n 00000 -0.2073
S| 081G 00boo 0oo | -0.5184

1082 A0 OO0 08295

A

3]

contralabilidade | ."l

raves da unlizacao do algoritmo 2

n ‘
0

M |
3 e
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N nova bhase, tenese:
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D As miairizes G2 R e Gl R L solncao faetivel do progran linear:

vlrendo-se:

5 GNTHT =G
T anaTn R
w830 RIS

boo—00sy2 S0U1% = 5516
1y 17— P TLIN =088 — 167G
< L4582 = 16720 SOT2E ARS8

3 g SIG65 00000 - 12902

dith A matriz de realimentacao deoestados A0 BT solucao facovel do programa

Linenr:

S RS B | AR Y
5 xf:‘"f."_!."‘:.fff:' Ny

plGE gl 2

}"}r;j{.;i'f ' ![E: ol
1'17?‘[[]2-;“; { ‘iﬁill:ﬁl f.._. 41:!

iyl

obtendo-se

(10208 07684 19.00164 A0 G2 TG
GO == 170 GNORTN (O000 I5.0254
02 (10004 SOATAL TIGS20T 11402



i

oAy de readineniacio de estados A2 RV 4 salucho factivel do DUOETATI
Linear | o

AT B AL
Haati47 Hf, = A BN

N I = B 1, <

obtendo-se:

:L:w DA3T —BUB423 26,4377 200905 sS0000 ST3TIH 490007 w9349
K= 013 —1709216 558875 LLEOS2 30000 —1.750%  0.0000 0.0000
>*.1sns ----- FROS0T O 31T052 <3123 C1508TT 678007 00000 16,3346 |

1

LABET 1 LA2S 0786 TLA308 2614y 'T.Jf,)T"J OO0 1] 3938 l

v st ficant determinados o policdro 8160100 com G = GAMD e o omarris e
realimentacio de estados descentralizada

. ( !&.1 0 1
}lj} — (0 f\.#

s podas do sistema interconverado de malha fochadi gie:

FlAaAp ol = Bphhyl o= l..'_'}«ET‘E. —1.8222 -3 4987, -~ L8517 B0 =10 UR0s
~TOTER G200 = BUAS . 20 TG, S T ST ST GOLNS00

4.5 Conclusao

Neste capitulo fol eratado o problema de controle descentralizado por realimentacao
de estados via controle drimo o programacin Hnear,

Clomo mma extensao do coso contralizado. o problema do regulador Tinear guadriatieo
fon formalado para o caso descentralizado, Levando e conta o estrutura descentralizada
i vawiriz de realimenracio deoestados. o problema de minhmizacdo deoame eritério de
desempenhio quadrdtico fol veformlado, veriicando que neste caso, em geral. a matriy do
realimoeniacao de ostados obtida wio resolve este problema. isto & ndo ¢ descentralizada
r’ir,;é

Para solucionar o problema fot apresentado wmn algorivmo 13 atraveés do qual & obrida
A matriz de realimentacao deoestados descenralizada que estabiliza on aloea os palos
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o sistema tuterconectado e uma regido com margen de ostabiliede pré-estabiclecida o
tnnimiza o criterio de desempenho supetto oorestricin de deseentralizacae,

A cadaateracion no algoritmo, & nodificadi a manis de ponderacio de esiados depen-
dendo daestrnrira de descentradizacao regnerida na manriz de eanhos de realimeutacao,
Aseguirs & ovesolvida une eogpacdo de Ricean come ooty de popdorincao deoestados
modificads. Prevesse saltontar gue esre alooritmo pode ser wnilizado para atinady auadouer
outra restricao estrntaral sobre o iz de realimentacao 13

Aoseguiv, cono no caso centralizado, o problem deoconirole por realimentacio e
estados descentralizado ol reformulado como mn problema de invarinicia positiva de
conjunios poliedrais, Para a solucio do prollema foram apresencados i algoriomo cong
TTUTIVEG ¢ TG proposIicac.

NSoalgoritmo fol transfornuedo o sistenia interconcetado de form que cadi subsistona
solido igne representado na forocde controlabilidade. Lugo. fol determinado um polie-
dro convexo e compaeio o espaco deoestados o nma matriz deorealimentacio deooestados
descentrahizada que vorna o poliedro positivimente invariante o aloea os palos do sisie-
na inferconcetado com margem de estabilidade précesiabelecida, Além e considerar os
sibsistemas isolados, sao consideradas a5 Interconexdes para os calenlos do poliedro o da
inatriz de vealimentacao de estados desconveabizada. O problen foi resolvidnurilizando-se
programacan linear,

Pavaomostrar o utilizacio dos metados expostos, ol apresentado v exemplo moanerico,
A sohigio obtida viee controle Stinm, apresenton nma rapida convergineia, Na solucio
obtida via programacdo Hoear, o marcem de estabilidade présestabeleeida ol obtida.
Entretanto, fiearam na mallia fechada alonns polos mnieo afasiados dac linha vertieal -1
[sto se deve a presenca das componentes dos termos dos subsisienias o das interconexoes
na nova base. 470 A2 e 113 was coiagoes aoserens resobvidas para o edleuls do
policdro. Observoi-se tambiem a obtencio de vanhos altos mamatriz de reatimentacio e
estaclos,



Capitulo 5

Conclusoes Gerais e Sugestoes para
Futuros Trabalhos

5.1 Conclusoes Gerais

Neste traballio foram tratados vie controle Otimo o programacao lnear os probleias
de comrole contralizado o descentralizade por realimentacio de estados,

Fon formulado o problema geral de coutrole {eenralizado) por realimentacio de estas
dos. mtroduzindo os conceitos de alocacao arbitrdria o regional de polos. conmrolabilidade.
modos fixos o estabilizabilidade, o alocacao com respelto aowma regiio 9L [181 130,
Fambém. for formulado o problema geral de controle descomradizado por realimentacio
deestados de ststemas interconectados 271 O coneeito de modos fixos (eentralizados? fol

estendido parn o caso descentrabizado (3101000 [27]0 290

Mastrow-se come ¢ passivel wtthizar i sistenma de ordeny redazeda para projetar uma
matriz de reaimentacao de estados que sloque parcialmeie os polos do sistemal wto 6,
aue modifigne apenas os polos. escollidos o priorl. com dinamicn nao desejada [15.

5.1.1 Caso Centralizado

Para rste caso forame relembrados os concetios basicos do regalador liear quadritico
(LQRY 200 1]

dosistema e wna tegiio com margen de estabilidade précesinbelecida vin LOR 20 THL

9. Folmoestrado como ¢ possivel além de ecealilizar on alocar os polos

O sdoear ox padlos em o uma faixa vertical vin LOQR de energin mimima 25

Fot explorado o sistena de ordem rednzida, mostrndo-se comne este sistenia pode ser

ntilizado uao apenas para alocay parciadmente oz palos do sistemn via LOTL mas vaanbiém



parn o projeto do LOR de energuc mimiun e estabiliza on aloea os polos do sisterng e

Uit rewiao com margent de estabilidade pricestabiclecida on om nma faiva vertical, [
alresintada uman condn cito subictonto, e tepmns da matriz de ]nmah’=i'fn,';1ii e rstidos

; ) , . Dara
ocacan parcial de polos do sistema vin LOTL A

: utihizacao do sistema reduzido torna-se
tuteressante especialimente em sistemas de ordem elevada, dimimgindo os cileulos o nivel
dovesclicio dacequacio de Ricear

O problema de conrrole por realimentacio de estados ot reformntado como HIT pro-
Bleme de invarianeis positiva {ff‘ conjuntos poliedrais, Baseados nos resiltados obtidos
miciafinenre em (2270 0 sistema ol transfornade 2 forma de contralabilibd, spara derernii-
DA U Podedro convexo e compacto no espaco de esiados ¢ uma matriy de realimentacio
de estados que worna o poliedro positivamente invariante ¢ alocn os pélos do sistenm e
na vegiao com margerm <de estabilidade présestabelecidas A solucae do problema foi
obtida via programacio linear,

O metodo apresentado via programacae lnear ¢ mma slrernativs pari wo=nlucao do
problen de controle por realimentacio de vsiados, Nesta nimi‘«i;_lgf}ln. aomargem e
estabilidade présesiabelecida para alocar os polos do sistema & ahtida. Porén, Al
polos de malha feehmda Boa mnito afastados da linba vertical —a

5.1.2 Caso Descentralizado

Como extensac do caso centralizado. (o1 formulado o problema do reeulador linear
quaddritico para o caso descentralizado. Fm o geral 2 maoiz de realimentacan de estados
obtida nao & descentralizada, Fol apresentade tm algoritmo Lerativo para obier a matriz
e realimentacio de estados descentralizada ane minimiza um eritério de desempenho
quadriatico « estabiliza ou aloca os pélos do sistema em wma regino com marcom e
estabilidade proe-estabelectda (130 Nooalgoriime é resolvido o cada feracio nma equacio
de Riceatt com matris de ponderacaon de esrados modificada em fancao da esiruiura
descentralizada vequerida [131 O algoritme nio apresenta convergencin imediara, emborn
renhui e raphda variacao nas primeiras deracées, Lhn hom wlgoritmo para resolver
copracao de Riceari methora o processe compiacional. especiahmente para sisteias de
arande porre 1120

Da nesma forma que foi feito para o caso conwralizado. fol reformulado o problema de
controle descentratizado por realinentacie de estados como um problema de invariancia
positiva de conjuntos poliedrais. Fol introduzido um algonomo consmutiveo ©oama propo-
sicac para vesolver o problema. No alsorinmo. o sistema fol transformado de Tonma gue
cada susbsisioma isolado Hane na forma de comrolabilidade. Com o sisioms nesta base,
foi dererminade wm poliedro convexo o compaeio 1o espaco de estados o e matriz de
realimentacao de estados descentralizada que torna o poliedro positivamente invarianie
e oaloen us polos do sistema nterconectado oo mna regiao com margem de estabilidade
pre-estabelecida. Para oz céleulos do policdro ¢ da matniz de realimentacao de estados
sav considerados ato os subsistemas solados quanto as terconexdes enire eles. A



programacac linear ¢ atilizada como forramenta para solncionar o problen,

Como o raso centralizado. o pictodo apreseniado via programacao lnear © s al-
ternativie paraaosolugao do problema o de controle descentralizado por realimentacac de
estados. Nesta abordagem. o nuopemn de oestabilidade presestabielecida para sloenr os
potos do sistema interconectado & abida, Futreranto. no mallia feelada leam alenns

pedos muiie afastados de linha vertical o0 Wdm disto, on canthos obtidos nn mandeiz de

realimentacio de estados doscentralizads sao de vidores clevados.

5.2 Sugestoes para Futuros Trabalhos
Para desenvolver Baturos traballios sao sngeridos o8 1épicos seguines:

e ('unio visto no metodo apresenticdo vin programaciao Biear. no case contralizado
v deseentralizado, aomargem de estabilidade pre-estabelecida ¢ obtida, Porém,
fean na malha fechada alguns polos o alastudos da linlia vertiend -0 Assin.
pode ser iteressante encontrar nim cuiro poliedro pusitivimente invariante, tal que
a wiatriz de yealimentagio de estados obtida aloque os palos do sistema perto da
inha vertical —a o/on sejam mimimizados os valores dos wanhos obtidos. Neste
setiticlo, e 1220 @ mostrado am evemplo mmdrico para o caso centradizacdo.

e Com respeito aabordagem vin programacao linear para o caso descemralizado.
LS

Encontrar as condigoes subre o sistenia inierconectado <o as quais oxiste so-
licao Lictivel dos programas lineares no algoritono 2

(F algonitmo 2 ol desenvolvido neste traballio pars o caso de cadi =ubsisroma
pussiir o, < 2y Assim, ¢ sugerido estender o alooritme para o caso de cada
subsistema possuire 1, = D, on alguns subsisteinas possairem s, <0 2o
OULros g, o 2,

Lrncomtrar ama transtoriigio que cologue o sistenmi interconectade om i
forma mas adequada para a oblenciao dewin poliodro e vma natriz de readimen-
tagao de estados descentrahizada que torne o poliedro positivnmente invariante

roalogue os polos do sistena com margen e estabifidade pré-estahelecida.
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Apéndice A

Invariancia Positiva de Conjuntos
Poliedrais

Neste apendice ¢ fei uma breve vevisio dos conceltos hisicos de lnvarianely posi-
tivie de conjunros poliedrais 610 4150 [18]. 123 Antes de invoduzir este cancetio, sio
apresentadas algnmas definicoes,

A.1 Definicoes Basicas

Seja Do conjunto nao vazio gquadquer dencro deom espaco Eaclidinno, e sejaeoum
PYONEG qnaﬂ:.;ilf"}‘ DERTCTCILe @ CSLE CONUnra.

Definicoes

&

Clongunto Linvtado: O confunto D laniiade se para gualgaer e scpa o mzindianca
U odo veteor v 2 D e s G dal g or 2 0

[

Pondo Lonate: O ponto o ¢ wme ponto Gt do vonjendo D se cada vz de o

g
contens wm ponito de TY {0}

Congunto Fochodo: O congunto D7 feelindo so b conten iodes sews pontos lnnetes,

Conpunto Compactor (O conpunde I ¢ compacto se o feehado e limitadoe

Congunto Convoro: O eompunio D3 convero s

(Ve o by D para oy D g



Nt ¥ : :
U0 pode ser caracterizado por

W oA v o B0 definddo pog

w Policdro Converos Todo policdro conveso nao nude de )
EOPOT H veloy L o

Wi gnedriz (G0 R

'} SR

A.2 Invariancia Positiva

4
DUl sistema linear. ivariante ¢ confinus 1o empo, deserito Jr0

s{E) = Axity 4+ i

RT3 Y N ARSI [ NS ML & B

L
1

Sefinouma lei de controle por realimentacio de estados. dada por

i = k[‘:.'j‘["":}. j‘s‘“ i ‘]\Fn <

e leva a0 sisterma emomaltha fechada

=4 = M e

g
R

Conconjundo nao vazio D5 posiiamente fuvariante roge respeio o sisiema lear
coeinalfia feohada (A58 s para gualauer condiedo el prriencents g conjunio D o
g 1o b bragetdri il sistona permaneee dentro desic congunte D opara 0ot

L

Anvarianvia posiviva do poliedro STGL 20 pode entiao ser caracterizada e ternnos das

trajetanias do sisterma (A3 come segue:
Proposicao 5 (J polredro convero SOG. 0y 5 um conjunio positivanenie neariide do

sesterna AT se e st s

ARG < '1,":]‘ = “7\}{ (7;. S

e Py S

= T

Amvariancia positiva do opoliedro STGU 0 com respeito ao sistema linear emoua-
M Sevhada (A3) ¢ equivalente asanistacio de duas relacdes mntricials conhecidas comoe

relacors de invarianea positiva, como mostrado pa proposicao seguinte:



[

Proposigao 6 (J poliedrn SUG 00 v i congundio posidovarente invariantbe do sistema

I

cALT se e somente seoerpsle wpmn il riz HE R fad gae:

G G B LA
e 0 A

j H,, parva s
1 |H U pare s 0 02 T

O

Dado wm policdro convexo ¢ compacto. como definido por €A L que contenhia @ origem
no sew inerior (o= 000 = 1o y) podese trabalhar sempre com sua forma normalizada:

S SIS e W o, W e

onde T = digg {0, b ¢ nma matriz dineonal com w001, 0 mn vetor de dimensao g

Clijas componentes sao todas cuais a LG, 2011 G

A2 1 Interpretacao das Relacoes de Invariancia Positiva

¢ Primeira Relacao

Avelacao de invariancia (A pode ser mrerpretada om termos de OV BR iearidncin

.}\2‘,

do subespaco Kepify = {0 B Gao= 0h, on sejas

AH G =04 = BRY e Kerit 60 = BRIy inearidnie

formanm uma base de Aler (71, entan;
Wl =

¢ portanto:
e ORI = L = AT

sendo A\, a representacao daomarny A na forma candnien de Jordam assoctada ao subes-
1o 1‘\,‘! f'[_((;:iA

Nocaso de g 2 oo com rank (G = b0 temese Rlori G = g e portanto 1, = 00 Assiim. a
refncao anterior implica em quie os antovaleres ¢ antovetores associados de madha aberta
sao modificados na malha fechadic Portamo, nesie enso o relacao de invariancia (A 6
eauivalente oouma alocacio de polos do sprema (V2



s Segunda Relacao

Frabalhinndo com o policdro e sna forg nornalizada S0

g pote-Ee exprossa
o HLeTPretar o

relacan {00 arraves do concotro de norig fowparsimeag o yedide fninite

e pntrez o Dada wina martiz 72 R fomese quie

pactlrm s P4 )

¢ por prophiedades de normas fogariimicas:

TR DN T VI O B AV A

Sortamto, a relacio (D) pode ser reeserita comao:
Jing [ ff’j!:\ <)

Cpor propriedades das normas logaritmicas, o guiocaiores de Hoferan fodos s prireles

PSR- OS0!

Re{A b <0, v 2 i

e particnlar. se 1 AD] ¢ estritamente verificada, caranteese a estabilidade assintdtioa
dos antovalores de /10 As propriedades especirais de I7 vambém podem ser obridas a
partly dos coneeitos Jdeomatriz essencialmente nao negativa ou M- waitiy.

Portanto, no caso de g = oo com rankiGh = oo espectro de (A4 B estard contido
o g v sera sl fgquando g = 0y a0 espectto de

TA = BhDoaih

Celido gune nestabilidade dos anrovalores de [T 6 carantida pela relacao 1A entao ¢
varsulicda oo establiiidade dos antovalores de (1 4+ BA L



Apéndice B

Programacao Linear e Produto de
Kronecker

Neste apendice ¢ foiraotma brove revisiao da programacio linear [310[8] T 200 e do
Produto de Kronecker 170

B.1 Programacao Linear

A progranmacao lnear 1o por objetive encontrar a melhor soliucao para problemas que
tenhain senus modelos representados por expressoes Hneares, 12 g prograns matematios
onde o funcda ofgetivo, o maximizar oy minimizar, ¢ lear nas variavens deseonhecidas o

as resbyicdes, gue devemn ser respeitadas, congiston de colaeGes ¢ IeqUACHES HNCATTS,

As restricdes representan normalmente limiracoes de rocursos disponivers on exigencias
¢ condicdes que devemn ser satisfeitas no problema, Essas resincoes do modelo determi-

nam oma regiao convexa conheeida como conpunto de solicdes foetdeciss X melhor das

solucocs factivels, que maximiza oumininiza a Dimcao objetivo, ¢ conbecida como sofucio
dtema,

A forme exara das restricdes pode viviar deonm problema para owros mss qualquer
problema de programacao Hoear pode ser transtormado na ferma padrao:

min ol

s

onde ¢ € 1B R 4 s IR p B e

Adesignaddade vetorinl o 2 Usignibics que coda compouente do vetor o ¢ nao-riegativa,



Fara todo problemna de programacho luear comn restricoes e a0 Ar < hag e o4,
ESHEN

* U minimo o neixime ¢ aleancado e nm dos vértices do conpuito factivel Neste

!
ciasc o eoniiuio pode ser initado on Dmiracde.

& L) BUNLING & - 00, Ol 0 IAXIe & = . Nesie Ciso o conjunio faceivel & dimitado.

* O conjunto factivel ¥ wazio. Nenhum veror satisfaz todas e HAHSRTRES

B.2 Produto de Kronecker

O produrs de Kronecker @ uma ferramenta para reescrever diversos npos de equagoes

matriciis lneares deomode o obier wma forma equivalente,  Fr parcicular,

] §>mfﬁ B
utibizado para expressar um problema de prograanacan lnear com resericoes Hncares na
forma padrag.

0 produto de Kronecker ¢ definido para duus matrizes de vananhos arbitririos <obre

puilguer anel eal ou Complexo. Sem perda do generalidade. sord considerndo o anel dos
Rears 110):

5

O produto de Kronecker de 4= 1,0 0 R0 0 7o B, s W denotado por
A B e e detindo oo sendo a o malre: doco:
| An o AwDB
40 ] = . . S

[ S

LB AR

ooy eoral tomese 40 B o= 33 AL

A cada mainz A € 107 G associada o vetor veei U defintdo assing

L -'j*mn J



Aleumas propriedades Bilsieas do produto do Kronecker, i

&
—
s
-~
|
I
e
]
S
L
H
i
e
l
o~
<1
i

Para obter ama ropresentacao conveniente pars muitas transformacoes matvicias -
Heaves o cguactes watricials Hneares, wina observacio chave ¢

Sepmn wsopatrezes O R e T O R adus o seqe o madn: XN R

desconbecide, A cguacao abreial:
AN =0
¢ oequialenbe ao sistema deogon cquations comonp ariieos deseonficeidas:

(BT 7 et Ny s ()

Aoumas cquacces nntriclais Hueares reeseritas usando o produto de Kroneeker, s

[ ]

AN = S equividente oo T 52 Deel X ve e300

o AN - N = O Geguivalente w D S 0 B0 S Pt N = v O

o AN = O cequivalenue an (BT et N = ceci L

o N L UB s O dequivadente s IRD 0 s 8D e el N = et

e AN+ VB = 08 equivalenie a7 et N s (I3 et Y s ree (O



