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Resumo

Esse trabalho trata varios problemas de controle sob a abordagem de inequagdes matriciais
lineares (LMI). Um enfoque didético é dado para a apresentacido dos problemas e con-
ceitos envolvidos. Inicialmente, conceitos basicos para a compreensio dos problemas séo
tratados. A partir desses conceitos basicos sdo tratados os problemas de controle em dois
blocos: primeiramente trata-se a estabilidade de sistemas do tipo Lur’e, uma teoria que
normalmente é relacionada com sistemas nao lineares. Sao tratados os critérios do circulo,
de Popov, de Brockett e Willems e de Zames e Falb. No bloco seguinte tratam-se proble-
mas normalmente relacionados com sistemas lineares. Primeiramente sao apresentadas
algumas abordagens convexas existentes na literatura para o problema de realimentagao
estatica de estados e de saida. A seguir propde-se uma nova abordagem para esses pro-
blemas via LMI. Na ultima parte do trabalho os problemas H, e H, sdo abordados € o
problema misto Hy/Heo € tratado como um exemplo da versatilidade da abordagem LMI.
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Abstract

This dissertation is focused mainly on the solution of various control problems via linear
matrix inequalities (LMI). A didatic approach was taken for the presentation of every topic
of this work. First we give some basic results and concepts which are necessary to the
development of the control problems theory. Given these results, the control problems
are presented in two blocks: the first block deal with the stability of Lur’e systems, a
theory commonly associated with non linear systems. We focus on the cirle, Popov,
Brockett and Willems, and Zames and Falb stability criteria. The second block deal with
problems more commonly associated with linear systems. First we present some known
convex solutions to the state and output feedback problems and then we derive a new
LMI approach to these problems. In the last part of the work the LMI solutions for the
H, and H., problems are presented and the H,/H,, problem solution is furnished as an
example of the versatility of the LMI approach. ' '
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A,B,C,D)

X1

Notagao

Transposta de X.

Comiplexa conjugada transposta de X.
Pseudo-inversa de Moore-Penrose de X (pagina 95).
X é positiva (semi) definida.

Imagem de X.

Nicleo de X.

Matriz posto completo cujas colunas formam uma base para A/ (X).
Produto interno (pagina 85).

Norma (pagina 83).

Parte real.

Parte imaginaria.

Matriz de transferéncia G(s) = C(sI — A)'B+ D.

G(s) é passiva (pagina 26).
G(s) é fortemente positiva real (pagina 27).
Sistema G(s) com realizacdo (A, B,C, D).
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Capitulo 1

Introducao

A teoria de controle evoluiu consideravelmente ao longo das iltimas décadas, apresentando

solugdes para varios tipos de problemas. Essas solugbes faziam uso de um ferramental
diverso, que envolvia problemas de otimizagao, equagdes de Riccati, teoria estatistica e
outras mais. Certos problemas continuam, porém, sem solugao geral, como por exemplo
o problema da realimentacao descentralizada de saida.

Recentemente, o uso de inequa¢es matriciais lineares (LMI) tem se revelado
muito eficiente na procura de solugdes para problemas de controle. Além de possibilitar
uma solugdo numérica através de métodos bastante eficientes, a formulagao de problemas
de controle na forma de inequagGes matriciais lineares permite o tratamento simultaneo de
varios requisitos de desempenho e robustez, o que néo era possivel (de modo geral) através
de métodos utilizados anteriormente. Devido a sua flexibilidade e eficiéncia numeérica, a
abordagem de problemas de controle via inequagdes matriciais lineares tem se tornado
um tema de pesquisa bastante explorado.

A principal motivacao desse trabalho é colocar de forma sintética e didatica
varios resultados obtidos a partir dessa abordagem. Os problemas tratados sao primeira-
mente apresentados sob um ponto de vista mais “clissico” para a seguir serem abordados
através de LMI. Devido & ampla gama de problemas tratados, o trabalho é dividido em
varias partes organizadas da seguinte maneira: ,

Neste capitulo seguimos com uma breve passagem por vérios tépicos sobre LMI
em si. No capitulo 2 introduzimos vérios conceitos e alguns resultados necessarios para
o desenvolvimento dos problemas de controle que seguem. De especial interesse siao as
segoOes sobre passividade e descricao de incertezas.

No capitulo 3 tratamos da estabilidade de sistemas do tipo Lur’e. Sao abordados
os critérios do circulo, de Popov, de Brockett e Willems e de Zames e Falb. Esses resul-
tados sao normalmente tratados sob uma abordagem néao linear, mas como poderemos
notar a solugao LMI para esses problemas é bastante similar aquela fornecida para outros
problemas, como por exemplo o problema H,.

No capitulo 4 tratamos de problemas de performace e restrigoes estruturais. Pri-
meiramente é abordado o problema da realimentagao estdtica de saida. Uma abordagem
intuitiva para o tratamento via LMI desse problema é fornecida através do tratamento de
sistemas lineares onde C' = [I 0]. Essa abordagem é entao estendida para que se pos-
sam tratar sistemas com qualquer representacio de estados. De posse desse resultado sio
tratados os problemas H; e Moo, € a seguir as solugdes desses problemas sio combinadas

)
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para o tratamento do problema misto Ha/He..

Finalizamos o trabalho com trés apéndices. No primeiro damos uma breve passa-
gem pela teoria de anélise convexa. No segundo abordamos espagos vetoriais, com énfase
na teoria de Lebesgue que, apesar de necessaria, raramente é tratada nas referéncias.
O terceiro contém resultados diversos que, apesar de interessantes e importantes, torna-
riam o texto principal muito extenso e moroso. Esses resultados sao apresentados em um
apéndice para que o leitor interessado nao precise recorrer a outras referéncias constante-
mente.

1.1 Definicao e um pouco de historia

Este trabalho tem como tema principal a aplicagdo de LMI em problemas de controle.
Mas o que é uma LMI? Uma LMI é uma Inequagio Matricial Linear', uma inequagao na
seguinte forma:

F(z)& Fo+ Y Fia; >0 (1.1)
i=1
onde x € R™ é a varidvel e F; = F; € R™™" sao matrizes constantes. O problema

de encontrar uma solucdo = tal que F(z) > 0 é chamado um problema de factibilidade
LMI. Embora a formulacao parega bastante especifica, veremos que ela encontra muitas
aplicacoes na teoria de controle.

A utilizacao de LMI no ramo de controle é bastante antiga. J4 em 1890 Lyapunov
(ver [43] para uma tradugao de seu trabalho original) utilizou uma LMI para determinar
a estabilidade de sistemas lineares, no que talvez seja a mais famosa LMI utilizada em
controle?:

AP+ PA<O

Como sabemos, e Lyapunov provou, para verificarmos se essa LMI tem solucao
P > 0 basta escolhermos qualquer matriz () > 0 e resolvermos a equacao A'’P+PA+Q = 0.
Se encontrarmos P > 0, entao a LMI tem solucdo. Caso contririo, ndo existe P positiva
definida que satisfaca a LMI. v

Essa abordagem do problema de LMI, a de tentar resolve-las de forma algébrica, -
foi a principal durante muito tempo. Talvez isso se deva ao fato de que algoritmos para
resolvé-las de forma eficiente nao estivessem disponiveis. Nao obstante, as propriedades
dessas inequagoes foram estudadas por muitos autores. Willems, em 1971 [64], estudando
o cléssico problema LQR associado a equacao de Riccati A’P + PA— (PB+ S")R™'(S +
B'P) + @ = 0, verificou que ele poderia ser resolvido através da LMI

AP+ PA+Q PB+S
S+ B'P R

Varios outros problemas, desde que expressos na forma de uma equagao de
Riccati, podem ser colocados de forma automatica como uma LMI, como serd visto na

B

! Mais conhecidas pela sigla do inglés Linear Matriz Inequalities.
?Nao é dificil transformarmos uma LMI com varidveis matriciais na forma (1.1). Para um exemplo de
como fazé-lo consulte a se¢ao C.6.
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secao 1.2, através do complemento de Schur. Assim, resultados como o da verificacao da
positividade real [2] podem ser facilmente colocados nessa formulacao.

Uma grande vantagem de colocar problemas na forma LMI é a de que varios
problemas podem ser resolvidos conjuntamente: se possuirmos k restricoes na forma LMI,
é facil notar que um problema equivalente é dado por

F(z) = diag{ Fo(z), Fi(z), -+, Fx(z) } > 0,

ou seja, exigir que varios problemas na forma de uma LMI sejam satisfeitos simultanea-
mente é também um problema na forma de uma LMI.

Um grande passo para a popularizacao de LMI foi a descoberta de algoritmos
eficientes para encontrar a solugao das mesmas. Algoritmos como o de Nemirovskii [48]
sao capazes de resolver problemas envolvendo LMI em um espago de tempo bastante curto
em comparagao com os métodos antigos. Aos poucos programas matematicos comecam
a incluir esses algoritmos, tornando-os disponiveis para os usuarios em geral. Durante o
desenvolvimento desse trabalho surgiram inclusive “pacotes” computacionais destinados
especificamente a solu¢do de LMI. Para a solugao dos exemplos desse trabalho foi utilizado
o programa Sctlab, que inclui em sua distribuicdo um desses pacotes, e utiliza o método
primal-dual para a solu¢ao das LMI. Ha bem pouco tempo atras o trabalho de solucao
dessas LMI seria muito maior, incluindo implementacao de algoritinos, entre outras coisas.

1.2 Propriedades de LMI

Utilizaremos aqui algumas nogoes sobre fungoes e conjuntos convexos. Caso o leitor nao
esteja familiarizado com essas nogdes deve consultar antes o apéndice A.

1.2.1 Linearidade

Em primeiro lugar devemos ressaltar a diferenca entre a inequacio F(z) > 0 e a funcdo
F(z). A inequagao é claramente nao linear em z, pois equivale a exigir que os autovalores
de F(z) sejam positivos, e os autovalores de F(z) sao, salvo estruturas muito peculiares,
altamente nao lineares com respeito a variavel x. Tratemos entao da fun¢ao F(z).

Como podemos notar, a fungio F(z) colocada na forma (1.1) ndo ¢ linear em
z. De fato, podemos chegar a essa conclusao notando que F(0) = Fy # 0. Na verdade,
a equacao (1.1) é afim em z. Dizemos que uma relagao é afim quando ela mapeia retas
paralelas em retas paralelas e pontos finitos em pontos finitos. O nome LMI vem na
verdade da seguinte inequagao: v

m
F(zo,z) = F(&) & Fozo+ Y Fizi > 0 (1.2)
. =1 :
essa sim com F linear em & = [zp z']. O que consegue-se mostrar é que qualquer

problema na forma (1.1) pode ser representado na forma (1.2) através de uma simples
transformacao:

Lema 1 Seja F(z) = diag{zo, F(Z)}. Entdo & resolve F(Z) > 0 se e somente se tem-se
F(z/zo) > 0.
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A prova é como segue: se F(z) > 0 tem solucdo, entao F(z) > 0 também
tem com # = [1 z']’. Por outro lado, se F(%) > 0 tem solucao, entao F(x/xo) > 0.
Cabe notar que, se F(zp,z) > 0 tem solucao com zo = 0, entdo sempre existird uma
outra solugao tal que g # 0, bastando multiplicar  por um escalar positivo grande o
suficiente. _ |

Assim, a inequacgdo (1.1) é comumente chamada de LMI, apesar de nao o ser
strictu sensu. Um nome mais correto para a definicio seria Inequag¢io Matricial Afim,
nome praticamente nao utilizado na literatura.

1.2.2 Convexidade

Talvez a propriedade mais importante das LMI seja a de que o conjunto solugio € convezo.
A prova é como segue®: sejam y e z dois pontos que satisfazem a inequagao (1.1). Seja
z=ay+ (1l —a)z, onde 0 < a < 1. Substituindo na definicao temos

Fo+) Fix, 2\Fo+)Y_ Fi(ayi+ (1 —a)z) =

i=1 =1
Fo+) Fzita) Fly—=)=
=1 i=1
(1—a) (Fo + ZE-’@-) +a <F0 + ZFiyz) >0
=1 1=1

e a prova estd completa, pois concluimos que z também é solugao da LMI. Essa pro-
priedade é fundamental no desenvolvimento e aplicacao de algoritmos eficientes para a

solucao de LMI.

1.2.3 Complementos de Schur

Os complementos de Schur na verdade ndo sio uma propriedade das LMI, mas sim uma
propriedade de matrizes que é extremamente util em varias aplicacoes. Os resultados
que seguem podem ser encontrados em [10], entre outros. A prova pode ser inferida de
resultados da teoria das matrizes [23], e ndo serd feita aqui.

Lema 2 (Complemento de Schur) Seja R* a pscudo-inversa da matriz R. As sequintes
inequagoes sao equivalentes:

Q 5]
.[S, R >0
e R>0, Q—SR*S'>0, S(I-RR*")=0

Lema 38 (Complemento de Schur para inequagées estritas) As sequintes inequagées sdo
equivalentes:
. [Q S

o ml>0

3Na verdade, basta notarmos que afinidade implica convezidade. A prova que forneceremos é mais
rigorosa mas também simples.
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e R>0, Q@Q—-SR1'S>0

Um ponto interessante a ser notado é que o complemento de Schur nao se aplica
a expressao @ + SR™'S’ > 0 a menos que R < 0.

1.2.4 Relacao com equacao de Riccati

Como visto na secao anterior, é facil transformar uma inequagdo de Riccati em uma
LMI. Mas o que acontece com equagées de Riccati? A relagio entre as duas ja havia
sido esbogada em [64], mas um resultado mais completo e abrangente, tanto para o caso
‘continuo quanto para o caso discreto, pode ser encontrado em [52].  Consideremos a
equagao '

’R(P) = AP+ PA-(C'+ PB)R}(C + B'P) + Q | (1.3)
com as seguintes suposigéés:
e Q=0
o P=F
e R=R>0
@ O par (A, B) é estabilizdvel.

Dizemos que uma solucao P, da equagdo R(P;) = 0 é mdzima se, para toda
P tal que R(P) = 0 tem-se P, > P. Uma das propriedades da equagio R(P) = 0 é
a de que se existir uma solu¢do maxima, entdo esssa solucao é tinica. A relacio entre a
equacao e a inequacdo de Riccati € fornecida pelo seguinte resultado

Teorema 4 Seja R(P) definido como anteriormente com as suposigées jd feitas. Seja o
congunto solugdo S definido como S & {P: P = P, R(P) > 0}. Entdo, se S # 0,

o Eziste Py € S que satisfaz R(P,) = 0, ¢ ainda Py € o elemento mdzimo do conjunto

S.

o Todos os autovalores de A— BR™'(C + B'P,.) estio no semi-plano fechado esquerdo.

Para a prova, consultar {52]. Uma condigdo suficiente para que S #0éa

~conhecida
. !
[g %] >0,

que garante ainda que P, > 0. A prova é simples: se a condigdo é satisfeita, entao

R(0) = Q ~ C'R™'C > 0 (por Schur), e portanto 0 € S. Do teorema anterior segue-se
que Py > 0. :
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1.3 Meétodos de solugao

Existem varios métodos numeéricos para a solugao de LMI. Boa parte deles deriva direta-
mente de métodos para a solucao de problemas lineares. Apesar de muito estudados, nao
existiam, até pouco tempo, métodos realmente eficientes para a solucao desses problemas.
Em geral, os métodos existentes tém complexidade exponencial?, e por isso se tornavam
inaplicidveis mesmo em problemas de média dimensao.

Recentemente, porém, surgiram algoritmos de complexidade polinomial para a
solucao desses problemas. Esses algoritmos propiciaram, pela primeira vez, a possibilidade
de aplicacdo de LMI em problemas de grande dimensao. Vamos descrever aqui o método
primal-dual e o método projetivo para a solucdo de LMI. Os exemplos desse trabalho
foram resolvidos com o método primal-dual implementado no programa Scilab. O método
projetivo é utilizado no programa MATLAB.

O material dessa secao nao é necessario para a compreensao do restante do
trabalho, e sua leitura pode ser omitida sem prejuizo para o leitor. O que seguem sao
breves descri¢des para que o leitor interessado possa ter uma idéia do funcionamento dos
métodos.

1.3.1 Meétodo projetivo - Algoritmo de Nemirovskii

Descreveremos aqui a utilizagao do método projetivo para a solucado de LMI, mais especifi-
camente para a solugdo do problema (1.1). O algoritmo descrito aqui pode ser encontrado
em [48], onde os autores também solucionam o problema de otimizacao linear. Daremos
nessa secao uma descri¢ao com mais énfase na idéia do método, e o leitor interessado em
provas as encontrara em [48]. Antes de descrevermos o método necessitamos de algumas
definigoes: '

e S é um espaco de matrizes simétricas com uma estrutura bloco-diagonal definida. O
produto escalar nesse espago ¢ definido, para P > 0, como < X,Y >p=tr(PXPY).
A respectiva norma é [|X||p = (tr(PXPX))z. Note que, se P = I, entio teremos a
norma Frobenius para o espago.

e P é o cone de matrizes positivas semidefinidas contido em S. Denotamos o interior®
de P como int P.

e Associamos a definigao de F'(z) o mapa linear z — Fz de R™ em S tal que F(z) =
Fz + Fy. Pode-se mostrar que, definindo-se uma nova varidvel u = [z’ o] pode-
se transformar o problema (1.1) em um problema do tipo u > 0. Assim, por
simplicidade, vamos sempre considerar que o problema (1.1) est4 representado da
forma Fz > 0. Chamaremos de E a imagem de F.

4Sem grande rigorismo podemos dizer que um método tem compleridade exponencial se o tempo
necessario para a solugao pode ser expresso em algo como t = a®, onde a é constante e z é o nimero
de varidveis envolvidas. Da mesma forma, um método tem complezidade polinomial se o tempo pode ser
expresso como t = p(z), onde p é um polinémio em z.

®0 conjunto das matrizes positivas definidas em S.
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e Projecio ortogonal na métrica < -,- >p: dado X € S, a sua projecio Xt em F é
definida como sendo a tnica solugao que satisfaz a condigao

VY e E,< Xt - X,Y >p=0
e pode ser calculada, para X > 0, pelo problema de minimos quadraticos

min [[Fz — X|lp.

Temos agora condigoes de introduzir a idéia basica do algoritmo: dado o cone P
com vértice na origem e E que passe pela origem, encontrar uma matriz X na interseccao
de E e int P. Esse problema possui interessantes propriedades geométricas [48]. O ponto
factivel é dado entdo pela solugido de Fz = X. '

A solucao para esse problema pode ser obtida através do seguinte algoritmo:

1. Inicializa-se k =0e X € P, e.g., Xr = I.

2. Calcula-se a proje¢io X na métrica < -, - > gt

3. Se X} > 0 o algoritmo estd terminado e uma solugéo factivel é fornecida pela
solugdo de Fz = X}I.

4. Se nao, calcula-se
e = X0 = m XX - X)X
onde v, é um escalar que faz com que det(X ;) > §det(X;'). Fazsek=k+1e
volta-se ao passo 2. ’

Prova-se que, se o problema for factivel, entdo o algoritmo encontra uma solugio
em um numero finito de passos. Se nao for, entdo o algoritmo em principio ndo tem fim,
a ndo ser que um critério de parada seja introduzido. O valor 74 do algoritmo pode ser
calculado pela seguinte expressao:

1
> (o - xoxgt)

Ve =
1 + max

onde A(-) é o conjunto de autovalores de determinada matriz.

Uma das vantagens do algoritmo de Nemirovskii € que, para uma precisao fixada,
existe um critério de parada que garante que o problema ndo tem solugdo, ou seja, que
uma solucao pode existir mas que esta além da precisdo confidvel.

1.3.2 Meétodo primal-dual

Descreveremos brevemente o método primal-dual de otimizagio tratado em [61]. Nao
entraremos em detalhes, pois esse ndo é o objetivo desse trabalho. Apresentaremos apenas
o desenvolvimento principal, que fornecera conhecimento suficiente sobre o método e as
condigoes que devem ser satisfeitas para que possamos aplica-lo. Esses conhecimentos se
revelam tteis quando utilizamos as implementacdes computacionais do mesmo. Assim
como no algoritmo de Nemirovskii, necessitamos primeiro de algumas defini¢ées:
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e S e P sdo definidos como no algoritmo de Nemirovskil, mas com P = [ nas definigoes
de norma e produto interno. '

e A soma direta X ¢ Z € dada por

0 Z

e a soma direta de dois subespagos (Mx,Mz) de S é dada por Mx & Mz =
{X®Z: XeMx,ZeMz} '

X@Zz[X O],

e O complemento ortogonal de um subespaco M de S é dado por M+ = {Z € S :
(X,Z)=0VX e M}.

O algoritmo primal-dual busca a minimizagdo simultinea dos dois seguintes
problemas (consideramos que as matrizes de S tém dimensdo n X n):

min(C,X) XeX
min{Z,D) Ze€Z

onde C e D pertencema S, X = PN{M+ D), Z =Pn(M*++C), e Méum
subespaco de S. A minimizagio em X é chamada de problema primal, e a minimizacio
em Z é o problema dual. Embora esse problema ndo pare¢a com um problema LMI,
podemos mostrar que qualquer conjunto de inequagdes de Riccati pode ser colocado na
forma descrita. Para maiores detalhes o leitor pode consultar [61].

Uma matriz X é dita primal-factivel se ela pertence a X', e de dual-factivel se
pertence a Z. O conceito de estritamente factivel se aplica quando, além da restricao
anterior, tem-se que a matriz esta no interior de P. Para um par de matrizes factiveis
(X, Z) define-se a distincia dual para os problemas primal e dual como sendo (X, Z).
Essa distancia possui interessantes propriedades, entre elas a de sempre ser positiva e de
ser um limitante superior da distancia de X e Z a solu¢do 6tima dos problemas primal e
dual (X*, Z*), ou seja,

(C,X)—(C,X") £ (X,Z)
(Z’D>—<Z*’D> < (X’Z)

Para a aplicagao do método, supde-se que sao fornecidas duas matrizes estritamente fac-
tiveis Xo € Zo para os problemas primal e dual®. Essa hipétese implica em que

e int X e int Z nao sao vazios.
e Os problemas primal e dual sado limitados inferiormente em X e Z.

e Os problemas sdo solucionaveis.

Das afirmagbes acima pode-se concluir que uma matrix X é solugdo para o problema
primal se e somente se existir uma matriz dual-factivel Z tal que (X, Z) = 0. O mesmo
é valido para o problema dual. Assim, os dois problemas se reduzem a um unico

min(X,Z): XeX,Z€Z, (1.4)

SEncontrar essas matrizes é um problema em separado, que nao trataremos aqui.
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cujo valor 6timo é conhecido e igual a zero. Para a solugao desse problema empregamos a
conhecida fungao barreira F(X) = logdet X~!. Uma fungdo barreira é um recurso muito
utilizado em otimizacao, e tem como principal caracteristica tender a infinito a medida
em que X se aproxima do limite do espago utilizavel. Nesse caso, o espago é P. Como
temos duas varidveis, utiliza-se a fun¢éo barreira F(X) + F(Z). Para um dado o > 0
definimos o centro analitico dessa fungdo como o par que soluciona,

min F(X)+ F(Z): X €X,Z¢€ 2,(X,Z) = a. (1.5)

Pode-se provar que, quando o tende a zero, o centro analitico tende & solugio do problema
(1.4). Os valores de (X, Z) que solucionam (1.5) para um dado a formam o que chamamos
de caminho dos centros. Dado um par factivel (X, Z), a funcao

V(X,Z)=nlog(X,Z) + F(X)+ F(Z) —nlogn

é um limitante superior para a distancia entre (X, Z) e o caminho dos centros. Mais pre-
cisamente, ela é um limitante superior da distancia entre (X, Z) e a solugdo de (1.5) para
a = (X, Z). Podemos mostrar que ¥(X, Z) tende a infinito na fronteira da regido P & P.
Essa funcao ¢ de dificil tratamento matematico, pois ndo é convexa (nem quasiconvexa),
a ndo ser para (X, Z) constante. Assim, o que se faz é minimizar a funcio

(X, Z) = p/mlog(X, Z) + ¥(X, Z),

onde p > 1 é fornecido a priori. Prova-se que o minimo dessa funcdo satisfaz o problema
(1.4). O parametro p pode ser interpretado como a distancia relativa que os valores
(X, Z) terao do caminho dos centros ao longo do algoritmo. Nota-se em [61] que o valor
de ¥(X, Z) tende a uma constante proporcional a u ao longo das iteragoes. Por outro
lado, a velocidade de convergéncia do algoritmo aumenta a medida em que se aumenta .

O algoritmo para a minimizacio de ®(X, Z) é como segue: DefineseY = X @ Z.
Dados p, € > 0 a ser utilizado como critério de parada e um escalar 0 < 8 < 0.35,

1. Encontrar §Y € M @& M+ tal que
(5Y,V9(X, 2))
|Y-t6vy-3z|| ~

2. Encontrar p,q € R tais que
X—pXeP,Z—-qZcP
O(X —pdX, 7 —qdZ) < ®(X,Z)+ log(l+0)—8
3. Atualizar Y = (X — péX) & (Y — ¢éY).
4. Caso (X, Z) < ¢, considera solu¢ao encontrada. Caso contrario, volta ao passo 1.

Para resolver o passo 1 precisamos resolver um problema de minimizagao quadra-
tica. O passo 2 é resolvido através do método de Newton. Nao vamos abordar a solugio
dos passos do algoritmo aqui. O principal esforco computacional encontra-se no passo
1, e varias maneiras de resolvé-lo existem. Por ultimo esclarecemos que o parametro
0 representa um compromisso entre numero de iteragoes e esfor¢o computacional por
iteragdo. Para maiores detalhes consultar [61].
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1.4 Inequagoes matriciais bilineares

A colocacgéo de problemas na forma LMI fornece imediatamente meios eficientes de solugao
através de algoritmos numéricos. Mas essa colocagdo nem sempre é possivel, e por ve-
zes, quando conseguida, torna praticamente impossivel a introdugao de mais restri¢oes na
forma LMI. Um exemplo classico € a estabilizagdo de sistemas por realimentacio de esta-
dos: Como sera visto na secao 4.1.1, a colocacgao deste problema na forma LMI nos obriga
a fazer uma mudanca de varidveis que acaba por “esconder” o ganho de realimentacao,
que nao aparece de forma direta na LMI resultante. Na sintese pelo critério de Popov
(teorema 55) nem essa mudanga de variavel faz com que tenhamos uma LMI. Esse tipo
de dificuldade faz com que solugdes alternativas sejam procuradas de forma a tornar o
ferramental mais flexivel. Introduziremos nessa se¢do o conceito de inequa¢do matricial
bilinear”.

O conceito de BMI foi introduzido por Safonov em [56], mas equagdes na forma,
de BMI ja eram conhecidas e estudadas anteriormente. Uma BMI pode ser expressa de
forma muito similar a uma LMI, da seguinte forma:

FBMI .’I,‘ y) ZZw,yJF >0 (16)

=0 j=0

Como podemos notar, essa formulagao é bem mais flexivel do que a formulacao
LMI. De fato, a formulagao € tao flexivel que praticamente qualquer problema de controle
- oriundo da teoria de sistemas lineares pode ser colocado na forma de uma BMI (em
particular, os problemas de estabiliza¢ao via realimentacdo de estados e de saida podem
ser expressos através de BMI — ver exemplo 142). Infelizmente a BMI n3o apresenta
propriedades fundamentais da LMI, como por exemplo a convexidade. Para um problema
de BMI podem existir 6timos locais nao globais, e nem sequer uma solugao para o problema
de factibilidade esta disponivel. A formulagdo é, de fato, bastante ambiciosa no sentido de
generalizagao de problemas. Essa generalidade faz, porém, com que seja dificil vislumbrar
uma solugdo para o mesmo. De toda forma, alguns resultados ja foram obtidos para

problemas na forma de BMI [57].

“Mais conhecidas por BMI, do inglés Bilinear Matriz Inequalities.



Capitulo 2

Conceiltos basicos

2.1 Introducgao

Antes de iniciarmos a descrigdo dos problemas e de suas solugoes via LMI necessitamos
de alguns conceitos basicos para a compreensdo dos problemas de controle propriamente
ditos. Esse capitulo trata exatamente desses conceitos, e a abordagem LMI ja se mostra
- 1til em alguns dos mesmos (veja, por exemplo, a se¢ao 2.6).

2.2 Setores

Definiremos o que é um setor para o caso monovariavel e logo apds estenderemos essa
definicao para o caso multivariavel. O caso monovariavel nos da, como é de costume, uma ...
interpretacao grafica que facilita a compreensdo da definigao. Essas defini¢des podem ser
obtidas de varias fontes, em particular de {19] e [67].

Definigao 5 Seja ¢ : R — R, com ¢(0) = 0. Dizemos que ¢ € setor (ky, k;) (utilizaremos
o abuso de notagio ¢ € (ki,k2)) se e somente se kiy? < yd(y) < k2y®,Vy € R com y # 0.
De forma similar, diz-se que ¢ € [ki,k;) se e somente se kiy® < yd(y) < kay®,Vy € R
comy # 0. :

Existem vérias formas de expressarmos as condi¢des mencionadas. Cada uma
dessas formas é 1itil em determinadas dedugdes. As seguintes condigdes sao equivalentes:

Lok < o(y)/y < ko, Vy #0
2. kiy® < yd(y) < kay?, VY ER
3. [6(y) — kuy]l$(y) — kay) <0, Vy € R

4. [p(y) — cyl* < r?ly’], Vy € R

onde

C-é— (k1+k2), Té (kz—kl), klkg =C2-—7‘2

B~
DO —
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Em particular, a terceira condic¢ao de setor é util, por exemplo, quando desejamos
colocar a condicao de setor na forma de uma LMI'. A interpretagao grafica da condigao de
setor monovariavel é a seguinte: a fungdo ¢ deve permanecer na regido delimitada pelas
retas com declividade k; e k; no plano R2.

—

Figura 2.1: Condicao de setor monovariavel

Essa interpretagao estd ilustrada na figura 2.1. Assim, torna-se claro, por exem-
plo, que a funcdo ¢(y) = y> pertence ao setor [0,0). A fungao ¢(y) = sin(y) pertence ao
setor (—1,1]. Na verdade, ela pertence a setores ainda menores, como pode-se verificar
graficamente.

Passemos agora para a condi¢io de setor multivaridvel. Nesse caso, passaremos
a trabalhar em um espago de Hilbert (veja apéndice B).

Definigao 6 Seja H um espaco de Hilbert. Seja ¢ : H — H com ¢(0) = 0. Sejam
ki,ky € R com ky > ky. Entdo as sequintes condi¢ies de setor sdo equivalentes:

(d(y) — k1y, d(y) — kay) <0, VyeH
lé(y) — cyll® < P*flyll?, Vye H

com

{C: %(kl"}'kz) — {k1+k2 = 2c
%(k2"‘k1) klkz =C2—T2
As definigoes fornecidas até agora tratam de operadores sem memdria, ou seja,
ainda nao podemos trabalhar com a idéia de setor para funcdes de transferéncia. Essa
idéia sera necessaria adiante, quando tratarmos dos critérios de estabilidade para sistemas
Lur’e. Para definirmos a idéia de setor para funcdes de transferéncia definiremos primeiro
o conceito de conicidade: ‘

Definigdao 7 Dizemos que um operador® G € conico interior se |[(Gz)r — czr| < r||z7]|
para algum par (¢,r) e para todo T > 0, onde o subscrito T representa o truncamento da
fungdo apos T (ver secdo 2.4.2).
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Figura 2.2: Regxa,o para condi¢ao de conicidade

Para fungdes de transferéncia, a defini¢io equivale a exigir que o grafico de
Nyquist de G(s) esteja dentro do circulo de raio r e centro em c¢. A defini¢do de setor
pode ser agora estendida da seguinte forma (para 0 caso monovariavel)

Defini¢ao 8 Dizemos que um opemdorg pertence ao setor [c—r, c+ r] se e somente se
ele € conico interior para os parametros c e r.

Para maiores detalhes sobre esse conceito consultar [67]. Passamos diretamente
para as operacoes com setores.

Setor-produto

O que acontece quando colocamos em série dois operadores que estio contidos em di-
ferentes setores? No caso de operadores sem memoria o procedimento é simples: basta
realizarmos o produto de intervalos dos setores correspondentes. Assim, se ¢, € [, 81] e
@2 € [az, (2], entdo ¢ = ¢1¢; € [a, B], onde o intervalo [, 3] é definido por

[0, 8] & {2y : 2 € [a1, 1], y € [0z, B2] }

Mas o que acontece se um?® dos operadores for uma fungao de transferéncia? Infelizmente
nao existe um resultado geral para esse caso. Para algumas classes de operadores podemos
derivar resultados interessantes. Citaremos aqui apenas um dos resultados, obtido por

Zames [67]:

Lema 9 Sejam os operadores ¢ sem memdria e a fungdo de transferéncia G(s) = k—s’\—+ A,
com A e k positivos. Entao,

o Se ¢ € positivo, entdo ¢G € positivo®.
o ¢ €la,f] = 4G € [, B] x [0, K]

Outros resultados podem ser obtidos da mesma referéncia.

1A colocagdo na forma de uma LMI se d4 através do procedimento § [10].

2Que pode ter dinamica.

3Nos casos que consideraremos sera importante apenas tratarmos da conexao de um operador sem
memdria com um com memoria. ‘

4Sem rigorismo, podemos dizer que ¢ é positivo se ¢ € [0,00), e H(s) é positivo se ReH (jw) > 0Vw
(ver secdo 2.6).
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2.3 Descricao de incertezas

Os métodos de controle classicos consideram, quase sempre, que o modelo que utilizamos
‘para o sistema o representa perfeitamente. E claro que essa hipétese nao se verifica na
realidade, ou seja, o comportamento do sistema real raramente serd o comportamento
previsto através do nosso modelo. Para que possamos obter garantias a respeito de esta-
bilidade e performance devemos, portanto, levar em conta de alguma forma as incertezas
do nosso modelo. Ao longo do trabalho utilizaremos modelos lineares, da forma

(1) = Az(t).

Normalmente, incertezas nesse tipo de modelo sao introduzidas permitindo que a matriz
A pertenca a um conjunto A. Dependendo da defini¢ido desse conjunto temos varios tipos
de descricoes de incertezas. As defini¢oes fornecidas aqui podem ser obtidas de vérias
fontes, em particular de [17].

2.3.1 Descricao por intervalos

A descricao de incertezas por intervalos considera que o conjunto A é definido como

J
A= {A A= AO + Ziniaqi € [qimin’qima:c]}’

i=1

onde as matrizes Ag_; sao conhecidas. O conjunto A também é conhecido como matriz-
intervalo. Incertezas do tipo intervalo podem também ser consideradas para fungdes de
transferéncia polinomiais através do resultado de Kharitonov. Como esse resultado é
interessante e util, trataremos brevemente dele a seguir.

A partir da definicdo de polinémios-intervalo enunciaremos o resultado obtido
por Kharitonov e definiremos o conceito de plantas-intervalo. Esses conceitos, aliados
ao resultado de Kharitonov, sdo bastante uteis para a analise de sistemas incertos. Um
tratamento resumido dos resultados pode ser encontrado em {24]. Para um tratamento
mais completo deve-se consultar [6]. Todos os resultados e defini¢des aqui enunciados
podem ser encontrados no primeiro.

Polinémios-intervalo

Primeiramente introduziremos a definicdo de estrutura de incertezas independentes, para

logo apds definirmos os polindmios-intervalo:

Definicao 10 (Estrutura de Incertezas Independentes) Um polinémio p(s, q) descrito por
n

p(s,q) = > ai(q)s*

‘—0

-

tem uma estrutura de incertezas independentes se a; depende apenas da i-€sima compo-
nente do vetor q.
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Déﬁnigﬁo 11 (Polinémios-intervalo) A familia
| P={p(s,9): ¢€Q}
€ uma familia de polinémios-intervalo ou, simplificadamente, um polinémio-intervdlo, se
1. p(s,q) tem estrutura de incertezas independentes.
2. os coeficientes a; sdo continuos em g;.
3. ¢ € Q, onde Q) € um hiper-retangulo.

- Como podemos notar, essa definigdo geralmente é conservativa para aplicacoes
praticas, uma vez que poucos problemas reais possuem incertezas que levem a descrigbes
onde aparecam polindmios-intervalo (na maior parte das vezes os modelos que obtemos
nao possuem uma estrutura de incertezas mdependentes)

Plantas-intervalo

Embora a defini¢ao de plantas-intervalo nao seja necessaria para enunciarmos o teorema de
Kharitonov, vamos introduzi-la aqui porque essa definigao segue logicamente a definigao
de polinémios intervalo. Essa definicdo serd utilizada para definirmos os critérios de
estabilidade para sistemas incertos, mais adiante.

Defini¢ao 12 (Plantas-intervalo) Definimos uma familia de plantas-intervalo, ou sim-
plificadamente, uma planta-intervalo, como

Gr = {(sq,) gg’z)):N.eN,DED},

onde N' e D sdo polinémios-intervalo.

Teorema de Kharitonov

Estamos aptos a enunciar o teorema de Kharitonov. Ele nos da condig¢bes de determinar
a estabilidade de um polindmio-intervalo em um numero finito de passos. Para enunciar
o teorema, introduziremos a defini¢do dos polinémios de Kharitonov.

Definicao 13 (Polinémios de Kharitonov) Seja P uma familia de polinémios-intervalo

descritos por
p(s,q) = Z[a,, a

Definem-se os quatro polinomios de Kharztonov como
Pi(s)=a5 +a7s+afs’* +afs®+a;s*+---
(s)=af +ats+a;s*+azs®+afs*+---
Pi(s)=af +ays+a;s*+afs®+afst+ -
Pis)=a5 +afs+afs*+a38®+ags*+---
Teorema 14 (Teorema de Kharitonov) Uma familia de polinémios-intervalo com grau
invariante € estdvel se e somente se 0s seus quatro polinémios de Kharitonov sdo estdveis.
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2.3.2 Incertezas politopicas

Nesse caso, o conjunto A é definido como um dominio convexo fechado

J J
h Az{AA:ZinlathZ]-’(lzzO}’

i=1 i=1

onde as matrizes A; sdo conhecidas. Pela formulagio do conjunto A4 pode-se notar que
as matrizes A; sao os vértices de um politopo®. Essa formulagio é, talvez, a de mais facil
introducdo na abordagem LMI, sendo utilizada por varios autores.

2.3.3 Limitada em norma

Temos agora
A=AA)={A: A=A+ EAH},

onde Ay, E e H sdo matrizes conhecidas e A é uma matriz bloco-diagonal, com cada bloco
A\; satisfazendo ||A;|| < 1. Pode-se interpretar esse tipo de descri¢do como uma descrigao
via dominios convexos elipsoidais, ou uma descri¢do politépica com niumero infinito de
vértices. Cabe notar que o campo numeérico dos blocos A; nio foi definido, apenas que
I|A;]| < 1. Assim, podemos ter A; pertencente ao campo dos complexos ou reais, e essa
diferenca pode ser crucial em termos dos resultados obtidos, como veremos em outra
se¢ao. Existem ainda duas divisoes para esse tipo de descrigao de incertezas: '

Incerteza estruturada e nao-estruturada

Como estamos impondo uma estrutura (bloco-diagonal) em A dizemos que A é uma
incerteza estruturada. Caso, porém, ndo exista restricado na estrutura de A, dizemos que
A é uma incerteza ndo-estruturada.

2.3.4 Matching conditions

Descrigdes do tipo matching conditions refletem a forma como a incerteza € introduzida no
modelo. Essa forma normalmente é feita através de uma restrigao estrutural. O exemplo
mais conhecido de matching conditions ocorre com o sistema £ = Az + Bu onde Ae B
sdo matrizes incertas descritas pelos seguintes conjuntos:

.<A = .A(Al) = {A A= Ao + BoAl}

.B:B(Az):{BiB=Bo+BOA2}

onde Ag e By sao matrizes conhecidas, e A; e A, representam os elementos incertos que
podem ser limitados em norma ou pertencerem a um politopo.

5Um politopo é um poliedro convezro, que pode ser imaginado como um poliedro onde ndo existam
“entradas” ’
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2.4 Deﬁnigées de Estabilidade

2.4.1  Abordagem Lyapunov

O conceito de “estabilidade” é intuitivo porém impreciso. Para trabalharmos de forma
inequivoca com esse conceito devemos formular defini¢des mais precisas. As definigoes
aqui listadas podem ser encontradas em [59] ou em [62]. :

Sistemas autonomos

Para esse trabalho estamos de fato interessados nas defini¢des para sistemas nao auténo-
mos, ou seja, sistemas da forma # = f(z(t),t), onde z € R”. Comegaremos, porém, com
as defini¢des para o sistema auténomo®

-

& = f(a(t)) S (2.1)

por serem mais intuitivas. A partir dai, as extensdes para sistemas nao autonomos serao
introduzidas naturalmente. Primeiramente faremos duas defini¢bes que facilitarao o de-
senvolvimento:

e Bp é a regido esférica definida pelo conjunto {z : ||z|| < R}, onde ||z|| = Vz'z. .
o Sk é a esfera em si, ou seja, o conjunto {z : ||z|| = R }.

Os pontos de equilibrio do sistema (2.1) sdo todos os pontos onde f(z(t)) = 0.
Consideraremos, sem perda de generalidade, que a origem € um ponto de equilibrio desse
sistema. Assumiremos também que o sistema possui, para uma dada condi¢io inicial,

somente uma solucao. Feitas as suposigoes podemos finalmente partir para as defini¢des
de estabilidade: . : .

Estabilidade: O ponto de equilibrio z = 0 é dito estdvel se, para qualquer R > 0, existir
um escalar r(R) > 0 tal que

z(0) € B, = z(t) € Bg, VYt>0.

Se, para algum R, nao for possivel encontrar r que satisfaca as condigdes, entdo o
ponto de equilibrio é dito instdvel.

Estabilidade assintética: A origem é dita localmente assintoticamente estdvel se ele
for estavel e ainda existir r > 0 tal que

z(0) € B, = tli)rcr)lo z(t) = 0.

Estabilidade exponencial: O ponto de equilibrio x = 0 é localmente exponencialmente
estdvel se, para ||z(0)|| suficientemente pequena, existirem o > 0 e A > 0 tais que

Vi >0, |2(t)l| < allz(0)le™.

6Alguns autores empregam os termos auténomo e ndo auténomo para diferenciar sistemas com ou
sem funcdes forcantes. Nesse trabalho adotamos a nomenclatura das referéncias citadas, onde sistemas
com fungoes forgantes sao ditos forgados.
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Se, nas definigoes de estabilidade assintética e exponencial, for possivel satisfazer
as condigbes para qualquer estado inicial (em outras palavras, se B, = R"™), entdo o ponto
de equilibrio é dito globalmente assintoticamente/exponencialmente estdvel. Para sistemas
lineares, a estabilidade assintética local implica em estabilidade exponencial global.

Sistemas nao autonomos

Passaremos agora a tratar sistemas nao autéonomos, descritos pela equagao
= f(z(t),1) (2.2)

Para esses sistemas torna-se importante o conhecimento de mais um parametro, o tempo
inicial, que serda representado por to. Os pontos de equilibrio sdo aqueles que satisfazem
f(z(t),t) = 0 para todo t > t;. Assim como nos sistemas auténomos, consideraremos que
a origem é um ponto de equilibrio e que o sistema tem apenas uma solugio dados z(to) e
to. A extensdo das defini¢bes, como. seria de se esperar, é feita mutatis mutandis através
da introdugdo do parametro to.

Estabilidade: A origem do sistema (2.2) é dita estdvel em tq se, para todo R > 0, existir
r(R,t0) > 0 tal que
.'I)(to) € Br = (E(t) < BR, Vit 2 to.

A diferenga entre essa definicao e a para sistemas autonomos estd na dependéncia
de r em relacdo ao tempo inicial. Caso para algum R nao existir r que satisfaca a
condicao o ponto de equilibrio é dito instdvel.

Estabilidade assintética: O ponto de equilibrio z = 0 de (2.2) é localmente assintoti-
camente estavel em g se ele for estavel em t, e existir r(tg) > 0 tal que

z(to) € B, = tlig}) z(t) = 0.

Estabilidade exponencial: O ponto de equilibrio z = 0 é ezxponencialmente estdvel se
existirem o > 0 e A > 0 tais que, para ||z(%o)|| suficientemente pequena,

lz(t)ll < allz(to)lle™ ™), vt > ¢,

Estabilidade assintética global: A origem é globalmente assintoticamente estdvel em

to se ela for assintoticamente estavel para todo z(to). ¢

Uniformidade

Os conceitos de estabilidade para sistemas ndao auténomos tém como caracteristica a
incémoda presenca do tempo inicial. Para que possamos utilizar essas definigbes sem a
preocupagdo com esse parametro (0 que é praticamente imperioso na pratica) o conceito
de uniformidade é introduzido. Cabe notar o seguinte:

e Para sistemas auténomos, todas as propriedades de estabilidade sao uniformes.

Dai a distincdo s6 tem sentido quando tratamos de sistemas nao autéonomos. Para a
estabilidade simples a extensdo para estabilidade uniforme nao introduz dificuldades.



2.4. DEFINIQOES DE ESTABILIDADE . - 19

Estabilidade uniforme: A origem do sistema (2.2) é uniformemente estdvel se o para-
metro r da definigdo puder ser escolhido independentemente de g, isto é, r = r(R).

Para a estabilidade assintdtica precisamos definir ainda a convergéncia uniforme.
A idéia é que os estados do sistema, saindo de uma regido Bp,, deslocam-se para uma
regidao menor Bpg, apés um tempo T independente de 5 e 14 permanecem. A definigao
matematica sera dada depois.

Estabilidade assintética: O ponto de equilibrio z = 0 é localmente uniformemente
assintoticamente estdvel se ele for uniformemente estavel e existir uma regido Bp,
independente de ¢y tal que

z(to) € Br, = z(t) — 0 uniformemente em to.

Convergéncia uniforme: Dizemos que os estados convergem uniformemente em tq se,
para todo par (R;, R2) tal que 0 < R; < R; < Ry, existe um tempo T(Ry, Rp) > 0
tal que, para todo to > 0,

z(to) € Bp, = z(t) € Bg,, Vt>to+T.

Para a estabilidade assintética uniforme global basta substituir Bg, por R™ na
definicao. Dos conceitos vistos, o mais forte e restritivo é o de estabilidade exponen-
cial. De fato, se um sistema for exponencialmente estdvel” entdo ele serd uniformemente
assintoticamente estavel. '

2.4.2 Abordagem I/O

E suposto, para essa segao, que o leitor possua alguma familiaridade com os espagos L.
Caso contrario, recomenda-se a leitura do apéndice B. Os conceitos aqui definidos podem
ser encontrados em [62] ou ainda, de forma mais rigorosa, em [19].

Os conceitos de estabilidade I/O sdo definidos nos espagos £,(R4), que deno-
taremos simplesmente por L,. As normas nesses espacos sao as usuais. Para o caso
- multivaridvel definimos o espago £} como todos os vetores f = [fi fo -+ fo ] tais
que f; € £,. A norma € definida como

111 = (5 uf,-uf,)%

Sob essa definicdo, L3 é um espago de Hilbert.
Antes das defini¢des de estabilidade necessitamos “estender” os espagos L,:
Definimos o truncamento de uma fungdo f no intervalo [0, T'] como sendo

fT(t)z{f(t) se0<t<T,

0 alhures.

“Quando dizemos que um sistema é estdvel estamos nos referindo, na verdade, ao seu ponto de
equilibrio (z = 0).
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Definigao 15 (Espaco L, estendido) O espago L, estendido (ou extensdo de L,) consiste
de todas as fungées f : Ry — R tais que fr € L, para todo T finito. Representamos esse
espaco por L.

A seguir enunciamos alguns fatos importantes sobre os espagos L,.:

Para todo p € [1, 0] o espaco L, é um espago vetorial linear.

Apesar dos espagos L, serem normados, o espaco L. nio €.

Para um dado p, || fr||, é fungdo néo decrescente de T

Uma fungdo f pertence a £, para um dado p se e somente se existir um nimero m
finito tal que || fr||, < m para todo T' > 0.

Podemos agora partir para as definigdes de estabilidade. Consideraremos que
uma relagdo bindria em um conjunto X é um subconjunto de X?. Se A: X — X é um
mapa, entdo A define uma relagdo binaria R4 = {(z, Az): z € X}.

Definicao 16 (estabilidade L,) Seja R uma relagdo bindria em L,.. Entdo R € dito
L,-estavel se
V(iz,y) € R, z€L,=>y€L,.

Se, além disso,. existirem escalares finitos v, e b, tais que
V(z,y) € R, z €Ly = |lylly < wllzllp + by, -

entdo R € dita L,-estavel com ganho finito. Por fim, R € dita £, estavel com ganho finito
e zero bias se for L,-estdvel com ganho finito e b, = 0.

Como seria de se esperar, dizemos que o mapa A : L7, — L7, é Ly-estavel se e
somente se R4 em L, for L,-estavel. Se o mapa A é linear, entao ele é L, -estavel com
ganho finito se e somente se ele for £,-estdvel com ganho finito e zero bias.

O ganho L, é definido, para relacdes binarias L,-estaveis com ganho finito,
como sendo o minimo valor de v, tal que exista um b, > 0 que satisfaga a condigdo de
estabilidade com ganho finito. Para relagGes estdveis com zero bias a deﬁnlgao é a mesma,
apenas tomando-se b, = 0.

Por fim cabe notar que nao é exigido, nas defini¢bes de estabilidade, que ||-||
seja ‘de fato uma norma. Assim, podem-se definir também conceitos similares para os
espagos L,. Essas defini¢oes sdo utilizadas, por exemplo, em [19]. A escolha entre as duas
defini¢oes (estabilidade £, e L,) depende apenas da necessidade ou nao de se trabalhar
em espacos normados. '

2.4.3 Relagio Lyapunov-I /O

Forneceremos aqui as relagdes entre as abordagens 1/0 e de Lyapunov apenas para siste-
mas lineares, pois essas fornecem um sentimento suficiente da relagdo entre as duas. Para
sistemas ndo lineares o leitor pode consultar [62].
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Consideraremos o sistema

co-[418)

Os resultados podem ser resumidos nos dois seguintes teoremas:

Teorema 17 Seja G(s) estabilizdvel e detectdavel. Entdo G(s) € L, estdvel se e somente
se ele for assintoticamente estdvel.

Teorema 18 Seja o sistema G(s) assintoticamente estdvel. Entdo ele € L, estdvel para
todo p € [1,00].

2.5 Estabilidade de sistemas incertos

Sabemos que, para sistemas lineares conhecidos , uma condi¢ido necessaria e suficiente
para a estabilidade assintética € a de que exista uma matriz P > 0 que satisfaga

AP+ PA<O.

Caso a matriz A seja incerta, necessitamos de novas defini¢des de estabilidade. As mais
utilizadas sdo as seguintes:

Estabilidade robusta: um sistema é robustamente estavel se ele for assintoticamente
estavel para todo A € A, isto é, se

VA€ A,3P>0: AP+ PA<O.

Estabilidade quadratica: um sistema é quadraticamente estavel se

AP>0:VAc A AP+ PA<O.

A diferenca entre as duas definigdes é que a de estabilidade quadratica exige que a mesma
matriz P garanta a estabilidade para todo o grupo de incertezas. O conceito de estabili-
dade quadratica pode incluir incertezas variantes no tempo, ao contrario do de estabilidade
robusta. '

Se as incertezas em A sdo politopicas, a verificagio de estabilidade quadratica
é feita através de um problema de factibilidade LMI. De fato, se o politopo de incertezas
tem 7 vértices, entao o sistema serd quadraticamente estavel se e somente se existir uma
matriz P > 0 tal que :
AP+ PA; <0, i=1...7,

onde as matrizes A; sdo os vértices do politopo de incertezas. E possivel verificar que a

- factibilidade desse problema implica na estabilidade do sistema para toda matriz perten-
cente ao politopo: cada uma dessas matrizes pode ser representada pela soma ponderada
dos vértices do politopo, ou seja, A = ¥; A\;A;. Multiplicando cada LMI pelo respectivo -
A e somando as 7 LMI temos

TINALP 4+ 3 M PA; <O.
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Como P é constante tem-se que
(Zi /\,‘A,‘)/ P+ P35, A <0,

donde A’P + PA < 0 para qualquer A pertencente ao politopo. Esse procedimento de
prova € quase um padrdo para o tratamento LMI de incertezas politdpicas, e por isso néo
sera repetido nesse trabalho.

Quando a descricao de incertezas é feita via limitacdo em norma (secdo 2.3), um
resultado bastante interessante pode ser derivado em termos dos conceitos de estabilidade
robusta e quadratica. Esse resultado pode ser melhor compreendido através do diagrama
da figura 2.3.

Figura 2.3: Relagdes entre conceitos de estabilidade

Esse diagrama ¢ feito considerando-se a descri¢ao de incertezas via limitacao em
norma com incertezas estruturadas, fazendo-se a distin¢cdo do campo numeérico da variagio
de A. Em [55] os autores provaram que nenhuma das cinco regides do diagrama é vazia.
Isso implica em que, por exemplo, estabilidade robusta para variagoes complexas de A
nao implique em estabilidade quadratica para variacoes reais de A. Ficou em aberto, no
mesmo trabalho, apenas a diferenciagdo entre as regides D e E do diagrama (isto é, nio
se sabe se de fato as regides D e E sao realmente distintas).

O resultado interessante ocorre quando tratamos de incertezas ndo estruturadas.
Nesse caso, pode-se provar que a estabilidade quadréatica de um sistema para variagoes
tanto nos reais quanto nos complexos é equivalente a estabilidade robusta para variacoes
complexas. Esse resultado permite o tratamento desse tipo de incertezas via LMI através
do critério do pequeno ganho, que sera visto adiante.

2.6 Positividade e passividade

Dois conceitos muito importantes na analise de estabilidade sao os de passividade® e posi-
tividade, com as respectivas extensoes para passividade estrita e positividade estrita. Os

8Também chamado de hiperestabilidade [3].
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conceitos de passividade sdo formulados para sistemas bastante gerais, que englobam, por
exemplo, sistemas nio-lineares e variantes no tempo. As defini¢des apresentadas podem
ser encontradas em {19] ou ainda em [62] e [44]. As definigdes de passividade e positivi-
dade estao fortemente ligadas ao comportamento fisico do sistema. Essa ligacdo se dd em
termos da energia consumida pelo mesmo. Para compreender essa ligacido apresentaremos
uma forma simplificada de uma das varias defini¢des encontradas na literatura:

Definigao 19 (passividade)[38] Um sistema € passivo se ele nunca gera energia no se-
guinte sentido: a energia fornecida para o sistema nunca € inferior a energia associada
ao produto da entrada pela saida do sistema. :

Para alguns sistemas essa definicdo permite uma idéia fisica. Em circuitos
elétricos, por exemplo, onde injetamos tensao e medimos corrente, essa idéia pode ser apli-
cada. A mesma idéia fisica nos leva a um conceito intuitivo para passividade/positiviade
estrita, a de que o sistema sempre dissipe energia. Uma das definicbes encontradas na
literatura para positividade estrita € a que segue:

Definigao 20 (positividade estrita)[{2] Um sistema € estritamente positivo se sua fungdo-
de transferéncia pode ser sintetizada como a impedancia de um circuito dissipativo, isto
€, um circuito composto de resistores, capacitores dissipativos e indutores dissipativos.

Esta claro que um sistema que satisfaca essa defini¢do sempre dissipara energia.
Mas considere, por exemplo, um circuito composto de um resistor, um capacitor ideal e
um indutor ideal em série. Esse circuito sempre dissipara energia, mas nao se encaixara na
definicdo dada. Esse tipo de dificuldade levou a varias definigées. Em [38], por exemplo,
foram fornecidas trés defini¢oes para passividade estrita.

2.6.1 Definicoes no dominio tempo

Seguimos, entdo, com defini¢des no dominio tempo. Antes de mais nada, seguimos com
algumas defini¢des bésicas (para maiores detalhes ver o apéndice B ou [19] e [49)):

o L7(R,) é o espago das fungdes f : Ry — R™ quadraticamente integraveis em R, ou
seja, o espago das fungdes que satisfazem®

o0
/ F) f(t)dt < 0.
0
Definimos o produto interno nesse espago como
| . o0
(z,y) = / z'ydt.
0

O produto interno (z,y)r é o mesmo, apenas com a integral tomada entre 0 e 7. A
- norma é definida como |jz]|3 = (z, z).

9A definigio rigorosa encontra-se no apéndice B.
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e L3 (R4) é o espago das fungdes f(:) cuja extensdao fr(-) pertence a L; para todo
T € R4. A extensao de uma fungado em T ¢é definida como

fr(t) A {f(t) set < T,

~ 1o alhures.

Podemos agora enunciar as definiges:

Definicao 21 (Passividade) Um operador G : L3, — L3, € dito passivo se ezxistir um
escalar 3 € R tal que |
(z,Gx)r > B, Yz €Ly, VT ER,. (2.3)

Definigdo 22 (Passividade estrita) Um operador G : L}, — L}, € dito estritamente
passivo se ezistirem 3 € R e § > 0 tais que

(2,Ga)r > Ollarl+ B, Ve Ly, VTER,. (2.4)

Existem ainda mais duas definicdes para passividade estrita, mas nio sio muito utiliza-
das na pratica. Essas defini¢coes podem ser encontradas em [38], e sao apresentadas no
apéndice. . '
Cabe notar que, para um sistema linear ser estritamente passivo, ele deve ser
bipréprio ou impréprio [44]. Se o sistema for estritamente préprio, teremos Gz tendendo a
zero nas altas freqiiéncias e nao existird & > 0 que satisfaca (2.4). Para sistemas lineares,
podemos considerar sem perda de generalidade que 8 = 0 [19]. Utilizando o que sabemos
de setores é possivel notar que, para sistemas nao-lineares do tipo Gz = g(z), tem-se que g
é passivo se e somente se g € [0,00), e g é estritamente passivo se e somente se g € [€,00),
com € > 0.

Os conceitos de passividade nos levam a um resultado muito importante, co-
nhecido como teorema da passividade ou ainda lema da passividade, que enunciaremos de
forma simplificada:

Teorema 23 (Teorema da passividade) A conexdo via realimentacdo negativa entre um
operador passivo e um estritamente passivo € Lyapunov estdvel'®.

Para maiores detalhes pode-se consultar [19] ou ainda [62]. Esse teorema nao é de grande
utilidade para os nossos propésitos, pois garante apenas a estabilidade no sentido de
Lyapunov. v

Consideremos agora apenas sistemas lineares invariantes no tempo. Para esses
" sistemas costuma-se trabalhar com o conceito de positividade real. Esse conceito foi
definido no classico [66] no dominio tempo, e posteriormente a equivaléncia no dominio
freqiiéncia foi derivada em [2]. Um bom resumo das definigbes e condigdes derivadas para
o dominio freqiiéncia pode ser encontrada em [32] e em [34]. Interpretacoes da idéia de
positividade podem ser encontradas, por exemplo, em [63] e [42]. Daremos primeiro a
definicdo de Zames no dominio tempo (caso escalar) que, apesar de ser menos util na
nossa analise e valida para sistemas nao-lineares, é facilmente relacionavel com o conceito
de passividade: ' '

10Para a-definicao de estabilidade no sentido de Lyapunov consultar a segio 2.4.1.
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Definicao 24 (Positividade dominio tempo) Seja um operador G : Ly — Lo, € sejam y,u
tais que y = Gu.. Entdo G € dito positivo real se

' /Ooo u(t)y(t)dt >0

Como podemos notar, essa definicdo possui uma forte relagado com a condigao
de passividade: se o operador G for linear e causal, entio as definicdes de positividade e
passividade sao equivalentes [19]. A diferenca das definigdes se encontra em seu dominio:
o conceito de passividade é definido para o espago L3, enquanto o de positividade é feito
em cima do espago L;. Para sistemas lineares, as duas defini¢oes sao equivalentes. A
positividade pode também ser definida em termos de fungao de transferéncia, o que serd
feito a seguir. Cabe notar que, para a positividade estrita, surgem dois conceitos distintos,
e que a diferenciacdo entre os dois nem sempre € ressaltada.

2.6.2 Definicoes no dominio freqﬁéhcia

Trataremos agora de sistemas lineares, onde os conceitos de passividade e positividade
passam a ser equivalentes.

Definigao 25 (Positividade/passividade) Uma funcao de transferéncia G(s) € positiva
real se as sequintes condigées forem satisfeitas:

o G(s) for analitica para R[s] > 0.
e G*(s) = G(s*) para R[s] > 0.
o G'(s*)+ G(s) > 0 para R[s] > 0.

Defini¢do 26 (Positividade estrita forte) Uma fungdo de transferéncia G(s) € fortemente
estritamente positiva real se G(s — €) for positiva real para algum € > 0.

Definigdo 27 (Positividade estrita fraca) Uma fungio de .tf:dn'éferéncia G(s) € fraca-
mente estritamente positiva real se ela for assintoticamente estdvel e ainda, para todo w

finito, G(jw) + G'(—jw) > 0.

Definicao 28 (Passividade estrita) Uma fungdo de transferéncia G(s) € estritamente
passiva se, para todo w > 0, existir uma constante § > 0 tal que

G(jw) + G*(jw) > 61.

As defini¢des podem ser obtidas de vérias referéncias, entre elas [2], [19] e [42).
Normalmente, o conceito de positividade estrita forte é tomado como sendo simplesmente
positividade estrita (por exemplo em [39]). Na verdade, o conceito de positividade estrita
forte impoe, além das condicbes da fraca, que [42]

lim w? (G(jw) + G'(—jw)) > 0

w00

e € portanto mais restritivo. Esse fato permite a derivacio do seguinte resultado [44]:
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Lema 29 (Lema da positividade) A conerdo via realimentacdo negativa de um sistema
positivo ¢ um fortemente estritamente positivo € assintoticamente estdvel.

O mesmo nao pode ser afirmado para o caso da positividade estrita fraca''. A dificuldade
estd na nao equivaléncia entre positividade estrita e passividade estrita. Como foi notado
em [44], para sistemas lineares com as defini¢cées dadas anteriormente temos que

e Qualquer versao da positividade estrita implica em passividade do sistema.
e Nenhuma das versdes da positividade estrita implica em passividade estrita.

Esses fatos tornam a aplicagao do lema da positividade, sem restricdes adicionais, muito
dificil para sistemas lineares, pois as verifica¢oes via variaveis de estado para passividade
estrita nao podem ser utilizadas para testar a positividade estrita. '

2.6.3 Lema da positividadé real

Pouco tempo depois de Zames, condigoes necessarias e suficientes para que um operador
G(s) fosse positivo foram derivadas em termos de varidveis de estado. Daremos aqui as
condi¢bes enunciadas por Anderson em [2] e as extensGes para positividade estrita que
podem ser encontradas em [39] e [42]:

Teorema 30 (Lema da positividade real — Anderson) Seja G(s) uma fungdo de trans-
feréncia descrita por G(s) = C(sI — A)"'B + D, controldvel e observdvel, com pdlos no
semi-plano esquerdo ou simples no eizo imagindrio. Entdo G(s) € positiva real (denota-
remos por G(s) > 0) se € somente se existirem matrizes P > 0,W e L tais que

AP+PA = -LL | (2.5)
PB = C' —LW | (2.6)
WW = D+D (2.7)

Teorema 31 (Teorema de Anderson para passividade estrita) Seja (A, B,C, D) uma re-
presentagdo minima para G(s), com A Hurwitz ou com pdlos simples no eixo imagindrio.
Entdo G(s) € estritamente passiva se e somente se existirem matrizes P >0, L, W e um
escalar € > 0 tais que (2.5-2.7) sejam satisfeitas, com (2.7) substituida por

W'W =D+ D —cl.

Teorema 32 (Teorema de Anderson para positividade estrita forte) Seja G(s) uma fun-
¢ao de transferéncia descrita por G(s) = C(sI — A)™'B + D, controldvel e observdvel, A
Hurwitz. Entdo G(s) € fortemente estritamente positiva real se e somente se eristirem
matrizes P > 0, W e L e um escalar € > 0 tais que (2.5-2.7) sejam satisfeitas, com (2.5)
substituida por

A'P+ PA=—LL'—¢P.

1Em [42] os autores provaram a estabilidade para a versdo fraca, mas um erro na prova foi detectado

m [44]. O contrario também nao foi provado, e portanto a versio fraca do lema ainda é uma questao
em aberto.
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Teorema 33 (Teorema de Anderson para positividade estrita fraca) Seja G(s) uma fun-
¢do de transferéncia descrita por G(s) = C(s] — A)"'B + D, controldvel e observdvel,
A Hurwitz. Entdo G(s) € fracamente estritamente positiva real se e somente se existi-
rem matrizes P > 0, W e L tais que (2.5-2.7) sejam satisfeitas e e ainda a fungdo de

. A _ , , .
transferéncia H(s) = L'(sI — A)"'B + W for controldvel, observdvel e sem zeros no eizo
imagindrio.

Assim, tornou-se possivel a verificagao da positividade real a partir de uma
descrigdo por variaveis de estado. Note-se, porém, que essa verificacao introduz certa
conservatividade: para que uma fun¢ao seja positiva ndo é necessario, por exemplo, que
ela seja controlavel e observavel.

Através de um conceito um pouco mais restritivo podemos fazer com que a
verificagdo possa ser realizada através de uma equacao de Riccati. O resultado que segue
pode ser obtido em [32] ou em [33], em um resultado que foi dado como um lema, pois
decorre imediatamente dos teoremas anteriores.

Lema 34 Seja G(s) controldvel e observdvel, com A assintoticamente estdvel e D+ D' >
0. Entdo G(s) € fortemente positiva real'? (em inglés, strongly positive real) se e somente
se existir uma matriz P > 0 tal que

AP+ PA+(C - B'P)(D+D)C-BP)<0

A nova definicao é importante pois implica em passividade estrita'® De fato,
do que vimos anteriormente, a nova defini¢ao implica também em positividade estrita
no sentido forte e fraco. Devido a essas relacoes utilizaremos a notacdo G(s) > 0 como

~ abreviagdo para “G(s) é fortemente positiva real”.

264 ’Veriﬁ_cag()es LMI

Seguimos com a verificagao-via LMI da positividade e passividade de fungbes de trans-
feréncia. Para derivarmos essa verificacio nio necessitamos, como pode parecer, passar
pela equacao de Riccati. Resultados similares podem ser encontrados em [10], porém sem
o relacionamento com passividade estrita. A prova dos resultados que seguem pode ser
encontrada na secao C.4:

Teorema 35 Seja G(s) uma matriz de transferéncia controlivel, com representagdo por
varidveis de estado (A, B,C, D). Entdo G(s) € passiva se e somente se a sequinte LMI
em P for factivel: v

AP+PA PB-C'

BP0 Lp_p] <0 P20 (2.8)

12Uma fungdo de transferéncia é fortemente positiva real se (1) ela é fracamente estritamente positiva
reale (2) D+ D' > 0.

13Esse resultado pode ser obtido pelo leitor da seguinte forma: transformar a inequagio do conceito em
uma LMI através do complemento de Schur, somar €] & LMI, aplicar o complemento de Schur novamente
para voltar a uma inequagao de Riccati. N3o serd dificil notar que o termo €l que aparece de forma linear
podera ser removido. Aplicando Schur novamente chegamos & conclusao de que a LMI do corolario 36 é
satisfeita, comprovando o resultado.
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Corolario 36 Seja G(s) uma fungdo de transferéncia controldvel, com representag¢do por
varidveis de estado (A, B,C,D). Entdo G(s) € estritamente passiva se e somente a Se-
guinte LMI em P e € for factivel:

[A’P—l—PA PB - ('

B'P—C eI—-D—D']SO P 20,e>0

A LMI (2.8) aparece em [65] para o caso com G(s) minimo, o que ndo é exigido
aqui. Essas verificacdes sdo para sistemas apenas controldveis. Para sistemas que também
sao observaveis temos o seguinte resultado, que € 1til caso necessitemos inverter a matriz
P (o que é feito normalmente nos problemas de sintese):

Corolério 37 Se além das condi¢ées do teorema 35 tivermos (A,C) observdvel, entio
pode-se considerar sem perda de generalidade gue P > 0.

As defini¢des vistas até agora nos permitem relacionar a condigao de positividade
como uma restricdo a fase do sistema. Sabendo-se que G(s) + G*(s) = 0 = Yw €
R, R{G(jw)} > 0, é possivel notar que, para que uma funcio G(s) seja positiva real, o
seu grafico de Nyquist deve estar completamente contido no semi-plano direito, ou seja, a
fase de G(s) deve estar contida entre —90° e 90°. Esse resultado permite interpretagdes
bastante interessantes em resultados de estabilidade [12]. Um outro resultado, retirado
de [13], também permite interpretagdes bastante interessantes:

Lema 38 Um sistema controldvel e observdvel, com D = 0, pode ser tornado positivo
real por realimentagdo estdtica de estados se e somente se det(CB) # 0 e os seus zeros
de transmissdo forem Lyapunov estdveis'?

A condigdo det(C' B) # 0 equivale, para sistemas onde D = 0, a exigir que o nimero de
zeros seja igual ao nimero de pélos menos um [13]. Uma das implicagdes desse lema é a
de que todo o sistema positivo real possui no maximo um pélo a mais do que zeros. No
caso de plantas multivaridveis uma interpretacao é fornecida nos apéndices (secdo C.3).

2.7 Conexao positividade-H

Apresentaremos aqui a conexao entre a positividade real e a limitacdo real'®, que é a
base da teoria Hoo, calcada no teorema do pequeno ganho. Esse resultado, que retiramos
de [34], permite estabelecer uma equivaléncia entre vérios resultados da teoria Ho, € da
teoria baseada na positividade real. Primeiramente vamos definir o conceito de func¢do
limitada real

Definigao 39 Uma matriz de transferéncia H(s) € dita limitadareal se as duas condigoes
forem satisfeitas:

1. H(s) € assintoticamente estdvel.

2. |H(s)llo <1

14Nga referéncia, essa iiltima condicao define o sistema como sendo de fase fracamente minima.
15Em inglés, a definigdo tem o nome de bounded real.
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Assim, notamos que, como no caso da positividade real, a limitacao real também
tem uma interpretacdo no grafico de Nyquist: se uma funcgédo é limitada real, entao seu
grafico de Nyquist esta inteiramente contido no circulo de centro na origem e raio unitario.

Essa interpretagao sugere um paralelo entre a relagao entre as nogoes de positi-
vidade e limitagao real e a relacdo entre as nogoes de estabilidade para sistemas continuos
e discretos. Um sistema discreto estavel tem todos os seus pdlos no interior do circulo
de raio unitdrio, e um sistema continuo estavel possui todos os pdlos em um semi-plano.
As mesmas condigdes (trocando-se “polos” por “diagrama de Nyquist”) definem sistemas
limitados reais e positivos reais. Para o caso de sistemas continuos-discretos conhecemos
um meio, a transformada Cayley (bilinear) de mapear um em outro de tal forma que o
estado de estabilidade seja mantido. O resultado que segue mostra que isso também é
valido para a abordagem positividade-Hoo:.

Lema 40 (Haddad e Bernstein [84]) Seja v € R > 0. A equivaléncia entre positividade
e limitagdo € dada pelas seguintes relagoes:

1. Suponha H(s) = C(sI — A)"'B+D. Sey~'H(s) € limitada real e ainda, YR(s) > 0,
det[I—y~ H(s)] # 0, entdo a fungdo G(s) £ (=" H(s)]" I+~ H(s)] € positiva
real. Uma representacdo de estados para esse mapeamento € dada por

A+ B(I-D)"'C| +2B(I -~ D)!

Gls) ~ V2(I-D)'C [(I-D)y""(I+D) |

Se H(s) for minima entdo G(s) também o serd.

2. Suponha G(s) = C(sI — A)"'B+D. Se G(s) € positiva real e ainda G(s) € analitica
para todo R(s) > 0, entio a fungio v~ H(s) £ [G(s) - I][G(s) + )71 € limitada .
real. Uma representagio para esse mapeamento € dada por o

A~ B(I+D)"'C| V2B(I+ D)
V2(I+D)'C |(D-ND+D)7' ]

H(s) ~~v

Se G(s) for minima entdo H(s) também o serd.

Cabe notar que v pode ser tomado como qualquer valor tal que v < ||H($)||oo-
A prova dos dois resultados estd em [34].




Capitulo 3

Critérios de Estabilidade para
Sistemas Lur’e

3.1 Introdugao

Estudaremos nesse capitulo alguns critérios de estabilidade, tratando sempre de sistemas
tipo Lur’e. Esse tipo de sistema € caracterizado por uma planta linear realimentada por
um bloco nao-linear sem memoria, ou seja, o sistema é descrito por

z = Ax + Bu
y=Cz+ Du (3.1)
u= _d)(yvt)

onde z € R™, u € R™ e y € R™. Para a aplicacdo de todos os critérios, excetuando-se o
critério do circulo, exige-se que n, = n,, isto é, que o sistema tenha o mesmo nimero de
entradas e de saidas. Nesses casos definiremos m = n, = n,. Para a aplicacdo de varios
critérios exige-se que essa representacao seja minima. Definiremos G(s) como a matriz de
transferéncia de malha aberta do sistema. Para problemas de sintese utilizaremos também
o sistema

z = Az + B,w + Byu
y=Cz+ Dyw+ Dyyu
u=—Fz

w = '—¢(yat)

onde F é o ganho para realimentagao de estados.
Antes de iniciarmos a descri¢ao dos critérios iremos revisar o conceito de esta-
bilidade absoluta.

(3.2)

3.1.1 Estabilidade Absoluta

O problema de estabilidade absoluta é formulado com base nos sistemas tipo Lur’e, e
pode ser colocado da seguinte forma [62]:

Problema da estabilidade absoluta: Sejam as matrizes (A, B,C, D) uma descrigao
minima da matriz de transferéncia quadrada G(s) = C(sI — A)"'B + D, e seja essa
funcao de transferéncia realimentada por u = —¢(y,t), onde ¢ : R™ x Ry — R™
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pertence ao setor [a, b], com a < b. O problema consiste em encontrar condigbes, de-
pendentes apenas de G, a e b, que garantam a estabilidade! do sistema realimentado
para qualquer funcdo ¢(-,-) com as caracteristicas mencionadas.

Esse problema é também conhecido como problema da estabilidade absoluta, ou
ainda problema de Lur’e.

3.1.2 Critério do pequeno ganho

O critério do pequeno ganho é tratado na literatura muitas vezes como uma condi¢ao na
norma ||-||ec da func¢do de transferéncia. Como veremos, esse tratamento é apenas um
caso particular de um critério mais geral. Como o critério é tratado de forma completa
em varias referéncias [19] seremos bastante breves nessa se¢ao, mas esse breve tratamento
sera suficiente para que possamos entender de forma melhor a derivagdo mais famosa desse
critério, o critério do circulo [62].

u G1 Y

Ga

F igura 3.1: Sistema realimentado

Teorema 41 (Teorema do pequeno ganho) Seja o sistema da figura 3.1, com G, e Gy
causais e Ly-estdveis com ganho finito para p € [1,00]. Sejam 1, € 72, 05 ganhos® L, de
G e G,. _Sob essas condigdes, se

TpY2p < 1,

entdo o sistema realimentado € Ly-estdvel.

O resultado que é comumente conhecido como “teorema do pequeno ganho”
ocorre quando adotamos p = 2 e assumimos que G; e (G sdo lineares e invariantes no
tempo. Nesse caso obtemos ||G1]lc]|G2llc < 1. Um outro caso particular interessante
ocorre quando G é linear invariante no tempo e G; = ¢(y,t) sem memoria estd contida
no setor [—k, k]. Nesse caso, temos a estabilidade £, se ||G1]l < k7!. A vantagem dessa
abordagem é a de que temos apenas que calcular a norma ||-||», da fungdo G, e nesses
casos esse calculo pode ser feito com facilidade.

Nao abordaremos aqui nem o problema de anélise nem o de sintese através desse
resultado, pois o critério do circulo nos fornecera os instrumentos para tal.

! Estabilidade global uniformemente assintética.
2Para defini¢des consultar a segao 2.4.2.
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de resultados para sistemas tipo Lur’e é comum considerar-se que a = 0, ou seja, que
¢ € [0, k]. Isso é feito sem perda de generalidade, pois sempre podemos transformar um
sistema Lur’e com uma nao-linearidade ¢; € [a,b] em outro equivalente onde ¢ € [0, k]
através de loop-shifting. Para esses sistemas podemos apresentar o critério de uma forma
mais simples:

Corolario 43 Seja um sistema monovaridvel descrito por (3.1) de forma minima, onde
¢ € [0,k]. O sistema € globalmente exponencialmente estdvel se o grdfico de Nyquist de
G(s) estiver completamente a direita da reta vertical que passa por —1/k.

(G(5w))
!

3 1 ] | | 1
-2 <15 -1 -0,5 0 0.5 1 1.5
R(&(w))

Figura 3.2: Critério do circulo simplificado

Um exemplo de sistema estavel pode ser visto na figura 3.2. Como a formulagao
simplificada preserva a generalidade do problema trataremos sempre de nao-linearidades
pertencentes ao setor [0, k].

O critério do circulo pode também ser interpretado em termos dos conceitos
cléssicos de margem de ganho e de fase [46] da seguinte forma: se um sistema é absoluta-
mente estdvel para ndo-linearidades no setor [k, k;|, entao ele possui:

e Margem de ganho m, = k;.
o Margem de fase ¢ tal que cos(¢) = (kyky + 1)/(k1 + k2).

e Margem de redu¢do de ganho m, = 100(1 — k;) por cento.

Com essa interpretacao torna-se claro que a sintese via critério do circulo pode
ser utilizada para gerar sistemas com margens de fase e de ganho pré-determinadas.

Uma interpretagao interessante para os nossos propositos se da quando a nao-
" linearidade estd no setor [0,00). Nesse caso, é exigido que o grafico de Nyquist esteja
totalmente contido no semi-plano direito. Do que ja foi visto sobre positividade, temos
essa condigdo satisfeita sempre que G(s) > 0. Esse fato permite a derivagio da extensédo
multivariavel.
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3.2.3 Caso multivaridvel

A extensao do critério do circulo para o caso multivariavel pode ser feita de varias ma-
neiras, dependendo de como € formulada a condicdo de setor e das suposicdes a respeito
da nao-linearidade. A extensdo feita aqui é a apresentada em [32], que coloca o critério
do circulo multivariavel como uma condi¢ao de positividade, o que é muito wtil quando
desejamos obter uma LMI. Uma outra abordagem pode ser obtida em [45], onde o autor
deriva condicGes necessarias e suficientes para a estabilidade absoluta do sistema.

Teorema 44 (Critério do circulo multivaridvel) Seja o sistema descrito por (3.1) de
forma minima. Seja ainda o conjunto das ndo-linearidades descrito por

e 2 {1 R™ xRy = R™ : §(y, 1) [8(y,t) — Ky] <0,
y € R™e ¢(y, ) Lebesgue mensurdvel Yy € R™ }

Entdo, se I + KG(s) > 0 o sistema € absolutamente estdvel Vo € ¢..

A prova desse teorema pode ser encontrada em [32] de uma forma um pouco
mais generalizada. Deve-se notar, também, que devido a formulacao do critério, nao é
exigido que o sistema tenha o mesmo numero de entradas e saidas.

Formulagao LMI

O teorema 44, juntamente com o lema 34, nos da condi¢des de derivarmos uma condigao
equivalente em termos de uma LMI. Essa formulagao oferece grandes vantagens, entre
elas a de podermos determinar o maior setor para o qual o critério do circulo garante a
‘estabilidade. A formulagdo LMI é uma decorréncia direta da formulagao do critério por
positividade, e por isso serd apresentada como um corolario.

Coroldrio 45 (Formulagdo LMI para o teorema 44) Sejam o.sistema e o conjunto das
ndo-linearidades descritos como no teorema 4{4. Fntdo, se a LMI em P

[NP+PA (KC — B'PY

KC—-PB'P ——(2]+[\’D+D/KI)] <0, P>0

for factivel o sistema é absolutamente estavel Vo € ¢p..

Prova: De acordo com o teorema 44, teremos a estabilidade absoluta se for verificada
a condigao I + KG(s) > 0. Calculando a representagio de estados de I + KG(s)* e
aplicando o lema 34 vemos que a condigdo € equivalente a satisfacao de A’P + PA +
(KC — B'P)(2I + KD + D'K'y"Y(KC — B'P) < 0 para alguma P > 0. Aplicando o
complemento de Schur na ultima expressao chegamos a LMI do corolario. [ |

A representacdo por LMI é de fato muito mais versatil do que o teorema original,
pois podemos, entre outras coisas, calcular qual o “maior” setor para o qual o critério do
circulo garante estabilidade, pois K aparece de forma afim na expressao. Nao é dificil
notar que incertezas do tipo politopo podem ser consideradas em todas as matrizes de
descrigao do sistema através da utilizagdo de um procedimento similar ao utilizado na
secao 2.5.

4A representagao é (A, B,KC,I+ KD).
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Formulagao Lyapunov

Se um sistema satisfaz o critério do circulo para um determinado A’, entao pode-se obter
uma fun¢ao de Lyapunov para o mesmo. O resultado apresentado aqui é tratado em [32]:

Teorema 46 Seja o sistema (3.1) tal que as condi¢ées do teorema 44 sejam satisfeitas.
Entdo existe uma matriz P > 0 tal que a funcdo

V(z) = 2'Px

¢ uma fun¢do de Lyapunov para o sistema realimentado. Mais ainda, uma matriz P podé
ser obtida através da LMI apresentada no coroldrio 45.

Em outras palavras, o que o teorema nos diz é que, se existir P > 0 tal que
AP+ PA+ (KC—-BP)(2I+ KD+ D'K'Y"Y(KC — B'P) <0,

entdo a funcdo V(z) = &' Pz é uma fungdo de Lyapunov para o sistema.

3.2.4 Sintese

O problema de sintese através do critério do circulo foi abordado por Molander e Willems
[46] para o caso monovariavel. A solugao foi dada em termos de equagdes de Riccati, e uma
interessante interpretacao do critério do circulo em termos de margem de ganho e de fase
foi apresentada (ver segdo 3.2.2). Assim, podemos utilizar a sintese aqui apresentada para
gerar sistemas com margem de ganho e de fase pré-especificadas, da seguinte forma: sejam
mg € my as margens de ganho e de fase desejadas. Entao basta sintetizarmos um contro-
lador para nédo-linearidades pertencentes ao setor [(mg, cos(my) — 1)/(mgy — cos(my)), m,)
e teremos garantidamente as margens desejadas.

Nessa secdo € apresentada a solugdo para o problema mais geral, multivaridvel:
suponha que temos um sistema na forma (3.1), e que desejamos, para um determinado
setor K, projetar uma realimentacao de estados que torne o sistema absolutamente estavel.
A formulacdao LMI nos fornece uma solugéo para esse problema:

Teorema 47 (Sintese com o critério do circulo) Sejam o sistema (3.2), e o conjunto das
ndo-linearidades descritos como no teorema 44. Entdo, se a LMI em W e L

[AW +WA'—B,L-L'B, (KCW —KD,,L—B.)

KCW — KDyL—B,  —(2I+ KDy, + D, K') ] <0, W>0 (33)

for factivel, existe um ganho F tal que a realimentacdo u = —Fz faz com que o sistema
seja absolutamente estdvel Vo € ¢.. Mais ainda, esse ganho € dado por

F=LW™
Prova: O sistema realimentado por u = —Fz tem a seguinte representacao de estados:

t=(A- B,F)z + Byw
y=(C— DuyF)w + Dyyw
w= _¢(y’ ) '
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"~ Sejam W e L solugbes para a LMI (3.3). Através do complemento de Schur
temos que

AW + WA’ — B,L — L'B.+
+(KCW — KDy L — BL,Y(2I + KDy + D', K')™ (KCW — KD,y L — B.,) < 0

é satisfeita. Definindo P = W=t e F = LP temos que

(A= B,F)'P+ P(A— B,F)+

+(K(C = Dy F) — B, PY(2I + K Dyy + D, K'Y (K(C — Dy F) — B,P) < 0

também € satisfeita. Podemos entdo concluir, pelo lema 34, que I + KG(s) > 0 (onde
G(s) é a matriz de transferéncia do sistema realimentado), e pelo teorema 44 temos que
o sistema é absolutamente estavel. n

Um resultado semelhante pode ser encontrado em [24]. Esse resultado, porém,
considera a nao-linearidade desacoplada e ainda que D,,, = D,, = 0, o que ndo € exigido
aqui. Cabe notar que, se D,, = 0, entao podemos estender o resultado de sintese para que
o setor K apareca de forma afim na LMI. Essa extensao, que é realizada no corolario 85
(pégina 63), pode ser feita gragas aos resultados obtidos para o problema de realimentacao
de saida.

3.3 Critério de Popov

3.3.1 Introducgao

O critério de estabilidade de Popov foi originalmente formulado para sistemas “similares”
a sistemas do tipo Lur’e. O sistema para o qual o critério foi desenvolvido é o seguinte:

& = Az — bg(y)
J = cx + df (3.4)
£=—9(y)

Niao € dificil transformar esse sistema em um sistema aumentado que toma a
forma exata de um sistema tipo Lur’e. O sistema modificado tem a seguinte representagao:

HE R IREIHE
-t a]
u=—¢(y)

Dessa forma temos que o critério de Popov aplica-se a sistemas tipo Lur’e com a estrutura
indicada no sistema modificado. O critério foi primeiramente desenvolvido para o caso
monovariavel, e extensées foram feitas posteriormente para o caso multivaridavel. Para o
caso monovariavel temos, ainda, uma interpretacio grafica para o critério.

O critério de Popov pode ainda ser derivado a partir de uma fungao de Lyapunov
(ver [32]). Assim, podemos aplicar o critério para qualquer tipo de sistema Lur’e, mesmo
os que nao obedecem a estrutura (3.5) [18].

(3.5)
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Cabe observar que, para a aplicagao do critério de Popov, exigimos que a nao-
linearidade seja invariante no tempo. Isso ficard claro quando a fungdo de Lyapunov for
escrita. Cabe lembrar que outros critérios, como por exemplo o do circulo, ndo fazem essa
exigéncia, e sdo naturalmente mais conservativos para esse tipo de ndo-linearidade.

3.3.2 Caso monovariavel

O caso monovariavel do critério de Popov é tratado em virias referéncias, entre elas
[62]. Considera-se, para esse tratamento, o sistema descrito pelas equagdes (3.4). Como
veremos adiante, o critério pode ser aplicado a sistemas na forma (3.1) com ¢ = ¢(y) se
abordarmos o problema como uma condigao de positividade.

Normalmente, o critério de Popov é formulado considerando-se que a nao-linea-
ridade pertence ao setor setor aberto (0,k). Isso é feito porque o sistema (3.5) € instavel
a lago fechado, e portanto nido admite o ganho nulo de realimentagdo. Vamos agora ao
teorema:

Teorema 48 (Critério de Popou) Seja o sistema (3.4) descrito de forma minima, com
A Hurwitz e d > 0. .Uma condi¢do suficiente para que o sistema seja globalmente assin-
toticamente estdvel para ¢ € (0,k) € a de que exista um nimero r > 0 tal que

RI(1 + juwr)G(w)] + % >0 Vwer

onde G(s) = ¢+ ¢(sI — A)~'b.

O critério de Popov pode ser estendido para sistemas do tipo (3.1) com ¢ =
#(y) € [0,k], com a condigdo de que a derivada de g(t) seja distributiva [18]. Colocando
o resultado como uma condigdo de positividade temos o seguinte teorema [11]:

Teorema 49 (Critério de Popov Generalizado [11]) Seja o sistema (3.1) com D=0 e
¢ = ¢(y). Se existir r tal que [(1 + rs)G(s) + 1/k] seja positivo real, entdo sistema €
globalmente assintoticamente estdvel para toda ¢ € (0,k).

Essa formulacdo nos permite uma interessante interpretagio em termos de fase
da planta: suponha, por simplicidade, que ¢ € (0,00). Entdo o critério se reduz a
R[(1 + rs)G(s)] = 0, e nesse caso necessita-se que r > 0, pois uma funcdo positiva real
tem a sua inversa estavel. Da interpretacdo de positividade real, temos que o diagrama
de Nyquist de (1 + rs)G(s) deve estar contido no semi-plano direito, ou seja, a fase deve
“estar contida entre —90° e 90°. Como o multiplicador (1 + rs) tem a fase contida entre
0° e 90°, notamos que o critério de Popov, para ndo linearidades no setor (0,00), nédo
conseque garantir estabilidade para nenhuma fungdo G(s) cujo grdfico de Nyquist adentre
o sequndo quadrante®.
Se retornarmos a condicao original ¢ € (0,k), o resultado é o seguinte [12]: o
critério de Popov ndo consegue garantir estabilidade para nenhuma fungdo [G(s) + 1/k]
cujo grdfico de Nyquist adentre o segundo e o terceiro quadrantes®.

5Qu seja, cuja fase seja maior que 90° em algum ponto.
5Qu seja, que a fase de [G(s) + 1/k] seja maior que 90° em algum ponto e menor que —90° em outro.
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Interpretagao grafica

A interpretacao grafica do critério se faz sobre o grdfico de Popov. Esse gréifico é seme-
lhante ao grafico de Nyquist, mas o eixo vertical é substituido por $(wg(jw)), € w varia
em R+.

S(wG(jw))

Figura 3.3: Interpretagao grafica do critério de Popov

O critério nos diz que deve existir uma reta com inclina¢do positiva (igual ao
inverso do escalar r do teorema) que passe pelo ponto —i + j0 tal que o grafico de
Popov fique completamente a direita dessa reta, sem toca-la em nenhum ponto. Essa
reta também é conhecida como reta de Popov. Um exemplo da interpretacgio grafica pode
ser visto na figura 3.3. Essa interpretagao decorre da relagao R[(1 + jwr)G(jw)] + 1 =
R[G(jw)] - rwS[G(jw)] + -

Formulagao Lyapunov

A conexdo entre o critério de Popov, Lyapunov e positividade real pode ser encontrada em
[32]. Vamos enunciar, para o caso monovariavel, o resultado obtido em [32] para sistemas
multivaridveis. Como podemos notar, ndo é exigida a estrutura do sistema (3.4) para a
aplicacdo do resultado.

Teorema 50 Seja o sistema (3.1), com ¢ = ¢(y), uma entrada e uma saida e ainda
D = 0. Suponha que esse sistema satisfaz

L1476 >0 (3.6)

com k > 0 e para algum r > 0. Entdo existe P > 0 tal que, para toda ¢ € [0,k], a fungdo
y
V(z)=2'Pz + 2r/ ¢(o)do
0

€ uma fungdo de Lyapunov para o sistema referido.
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Ainda, se o sistema satisfaz as condi¢bes do. teorema, entao a matriz P pode
ser encontrada através da mesma matriz P utilizada para a verifica¢ao da condicao (3.6)
através do lema 34 (pagina 27).

Critério de Popov robusto - incertezas tipo intervalo

O critério de Popov, como foi enunciado anteriormente, exige que a descri¢ao da planta
~seja conhecida com exatiddo. Um resultado recente, obtido em [15], estende o critério
para o caso de sistemas incertos através dos resultados de Kharitonov (ver se¢éo 2.3.1):

Teorema 51 (Critério de Popov Robusto) Suponha que a fungio de transferéncia do
sistema (8.4) pertenca a uma familia de plantas-intervalo estdveis G;. Uma condigdo
suficiente para que o sistema seja absolutamente estivel para ¢ € [0, k] e para toda G € G
€ a de que ezista um escalar r > 0 tal que

R[(1 4+ jwr)G(jw)] + % >0 Yw e R

para toda G € Gg, onde G sdo as dezesseis plantas obtidas de G; através dos polinémios
de Kharitonov, com d # 0 para toda G € Gk.

3.3.3 Caso multivaridvel

Assim como no caso do critério do circulo, a extensdo do critério de Popov para o caso
multivaridvel pode ser feita de varias maneiras. Em todos os casos da extensido de Popov,
porém, considera-se que o sistema possui 0 mesmo nimero de entradas e de saidas. Uma
extensao geral pode ser encontrada em [19]. Mostraremos aqui a extensio apresentada
em [32]. v

Como seria de se esperar, a interpretacdo geométrica para o caso multivariavel
torna-se muito dificil, e devemos nos contentar apenas com as condi¢bes matematicas do
critério.

Formulagao por positividade

Teorema 52 (critério de Popov multivaridvel) Seja o sistema descrito por (3.1), qua-
drado, com ¢ = ¢(y) e D = 0. Seja ainda o conjunto das ndo-linearidades de reali-
mentag¢do descrito por

| ¢ £ {6:B" 5 R™ | $()Kd(y) ~y) < 0,y €R™}
onde K € R™ ™ > 0 ¢ ¢(y) = [d1{y1) d2(y2) - &mlym)]. Entéo, se existir uma
matriz diagonal R > 0 tal que :

K™ + (I + Rs)G(s) > 0,

temos que o sistema realimentado € assintoticamente estdvel para todas as ndo-linearida-
des pertencentes ao conjunto ¢..

Como podemos notar, esse teorema exige que as nao-linearidades da reali-
mentacao estejam desacopladas. A condigio de setor recai na condicio 0 < ¢;(y;) < k;y?
se K é uma matriz diagonal.
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Formulagao por LMI

A formulagdo em termos de positividade é bastante util para expressar o critério em
termos de LMI. Lembrando os resultados da segao 2.6, podemos chegar, apds algumas
manipulagées (ver [32]), a uma condicdo equivalente a do teorema 52:

Coroldrio 53 Seja o sistema e a ndo-linearidade descritos como no teorema 52. Entdo,
se (K1 4+ RCB) + (K™' 4+ RCB)' > 0 ¢ sc ezistir P > 0 ¢ uma matriz diagonal R > 0

tais que

A'P+ PA+(C+ RCA— B'P).
[(K~'+ RCB) + (K~ + RCBY]™(C + RCA— B'P) < 0

o sistema € assintoticamente estdvel para toda ¢ € ¢..

A utilizagio desse corolario e do complemento de Schur nos leva diretamente a
formulacgdo equivalente por LMI:

AP+ PA (C+ RCA -~ B'PY

C+ RCA-B'P —([\"1 +RCB) __(R’—l +RCB)'} <0 (37)

onde P > 0 e R > 0 e diagonal. Uma formulagido semelhante a essa pode ser encontrada -
em [24]. Em particular, a formulagdo LMI pode ser itil para a obtencio de algoritmos de
sintese a partir de critérios de anélise [24], além de permitir a inclusio de incertezas tipo
politopo nas matrizes A e B da planta.

Andlise por Lyapunov

O fato das nao-linearidades serem desacopladas permite a derivagao de uma funcdo de
Lyapunov para sistemas absolutamente estaveis pelo critério de Popov. O resultado € o
que segue:

Teorema 54 Se um sistema satisfaz o teorema 52, entdo existem matrizes P >0e R >0
diagonal tais que a fungdo

T rY
V(z)=z'Pz + 22/ ¢i(0)Rido
=170
¢ uma fungdo de Lyapunov para o sistema realimentado, para toda ¢ € ¢..

A prova pode ser encontrada em [32]. As matrizes P e R, como no caso mono-
variavel, podem ser obtidas das mesmas matrizes utilizadas na verificagao da condigdo de
positividade do teorema 52 através do lema 34 (pagina 27). O escalar R; da equagao é
simplesmente a i-ésima componente diagonal da matriz R.
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3.3.4 Sintese

O objetivo dessa secdo é derivar métodos de sintese baseados no critério de Popov, ou seja,
sintetizar controladores que garantam a estabilidade de um sistema quando realimentado
por uma nao-linearidade desconhecida. A abordagem utilizada sera sempre a abordagem
convexa, via LMIL. Outros resultados da sintese a partir do critério de Popov podem ser
encontrados em [33], e ndo serdo apresentados aqui. Como veremos, o resultado obtido
nao é, em verdade, uma LMI, e isso implica em uma certa dificuldade da utilizagido do
mesmo para a sintese. Na verdade, o resultado apresentado requer o conhecimento a
priori de uma matriz R para ser uma LMI, e essa LMI passa a nao ser mais equivalente
ao critério de Popov.

Utilizaremos para tratar o problema de sintese o sistema (3.2), com ¢(y,t) =
#(y) e Dyy = Dy, = 0. Vamos supor que a nao-linearidade ¢ é desacoplada e satisfaz a
condi¢ao de setor

¢ 2 {¢ :R™ > R™ | ¢'(y)[K'd(y) —y] <0,y eR™, K € R™*™ > 0} ,

O resultado obtido aqui é um pouco mais abrangente do que o obitdo em [24],
embora o método de obtencao seja exatamente o mesmo. Por essa raziao a prova do
teorema sera omitida.

Teorema 55 (Sintese com o critério de Popov) Seja o sistema descrito como anterior-
mente. Entdo, se a inequagcdo matricial em W ,L ¢ R '

[ WA+ AW — L'B, - B,L  ((C + RCA)W — RCB,L — B.)Y
(C + RCA\WW — RCB,L — B, —K~'—~RCB, — (K~' + RCB,)'

for factivel e W > 0, R diagonal > 0, existe F' tal que o sistema realimentado é
absolutamente estdvel. Nesse caso, a realimenta¢do F' pode ser computada por

F=Lw™!

| <o

Deve-se notar que a inequacao matricial do teorema 55 (uma BMI) somente é
uma LMI de fato se a matriz R for dada e, das se¢oes anteriores, sabemos que essa matriz
é desconhecida a priori. Esse fato é notado em [24], mas até o presente momento, segundo
o nosso conhecimento, néo existe nenhuma solugéo geral para esse problema.

3.4 Critério de Brockett e Willems

3.4.1 O critério de estabilidade

O resultado que sera tratado aqui ndo sera propriamente o critério de Brockett e Willems,
" mas sim um resultado utilizado pelos mesmos para relacionarem o critério de Popov com
a conjectura de Aizerman. Os resultados aqui relacionados podem ser obtidos em [11].
Cabe aqui lembrar o conteido da conjectura de Aizerman. Segundo a mesma, deveriamos
ter o seguinte resultado: o

Proposicao 56 (Conjectura de Aizerman) Se um sistema na forma (3.1) for estdvel para
toda ¢(y,t) = ky tal que ky < k < ky, entdo ele € absolutamente estdvel para ¢ € [ky, ka).
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Em outras palavras, o que a conjectura de Aizerman diz é que bastaria testarmos
a estabilidade para todas as realimentacoes lineares para decidirmos sobre a estabilidade
com realimentagdes ndo-lineares. Infelizmente essa conjectura ¢, em geral, falsa. Existem
casos particulares, porém, onde ela é verdadeira.

Estudando a relagao entre a conjectura de Aizerman e o critério de Popov, Bro-
ckett e Willems chegaram a um resultado que permite, através da teoria da positividade
real, testar a condi¢ao da conjectura. Esse resultado pode ser entendido como um critério
de estabilidade, com a peculiaridade de que é um critério necessdrio e suficiente.

- Teorema 57 (Brockett e Willems [11]) Seja o sistema (3.1) com ¢(y,t) = ky,0 < k < ky.
O sistema € absolutamente estdvel se e somente se

AZ(s) > 0: Z(s)[G(s) + 1/k2] 2 0

com Z(s) racional.

3.4.2 Formulacao LMI

Nao existe ainda uma formulacdo geral, via LMI, para a verificagao do critério de Brockett
e Willems. Existem, porém, varias abordagens que restringem o espago de multiplicadores
Z(s) de forma a gerar um critério que seja verificavel via LMI. A abordagem aqui tratada
foi obtida de [28]. Para que o resultado possa ser enunciado introduziremos primeiro um
resultado provado” na secio C.4.6:

Lema 58 A classe de fungées de transferéncia fortemente positivas reais € dada por
Z(s)=C,(sI —A,)'B, + D,
onde (A;, B,,C,,D,) sdo tais que a sequinte LMI € satisfeita

Al+A, B,-C! :

B —C. —DZ—D;]<O (3.8)
O resultado € importante pois parametriza linearmente todas as fun¢des de trans-

feréncia racionais tais que Z(s) > 0. A partir dele podemos gerar uma condigdo suficiente

para a satisfacao do critério de Brockett.

Teorema 59 Seja o sistema (3.1) com ¢(y,t) = ky € [0,00). O sistema € absolutamente
estdvel se o sequinte problema LMI em B,, D,, S, W, X eY for factivel:

X+ X X+Y'B + WA Y'D' + WC' — B,
X'+ BY + AW AS+SA'+BY +Y'B'" Y'D' +5C' —~BD, | <0
DY +CW —B. DY +CS-D.B ~-DD, - D.D’

[X +X Y'ZIB, (3.9)

Y-B, -D,-D,
W>0, P>0

<0

Note que a segunda LMI € exatamente a LMI (3.8) para o sistema (X, B,,Y, D,).

70 resultado pode ser obtido de [28] ou de [26], com pequenas diferencas conceituais.
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Prova: Seja G(s) = (A,B,C,D)e Z(s) = (A., B.,C., D). A representagéo por variaveis
de estado da conexao em cascata das duas funcdes é dada por

- A, 0] B, |
{ g g ] - | BC, A l BD, , (3.10)
DC, C|DD,
Para aplicarmos o critério de Brockett necessitamos agora verificar a passividade tanto
de Z(s) quanto de Z(s)G(s). Isso pode ser feito, de forma suficiente, a partir das LMI

[WA'Z+A2W ch—Bz] 0 [W{Ajwiﬁ/ W@uﬁ]d 3.11
C.W-B. -D,-D, CW—-B -D-D 11)
Como as matrizes de descrigao do multiplicador nao aparecem de forma afim, reétringe-se
a matriz W a possuir a forma

A [W W] (3.12)

V=lw s
Desenvolvendo as inequagdes (3.11) para a nova estrutura de W e definindo X = A,W e

Y = C,W chegamos exatamente em (3.9) e a uma condicdo suficiente para a satisfagdo
do critério de Brockett e Willems. |

3.5 Critério de Zames e Falb

3.5.1 Introdugéo

Os critérios de estabilidade apresentados até agora podem ser representados através da
seguinte condi¢do no dominio freqiiéncia®:

R[M (jw)G(jw)] > 0 (3.13)

Podemos notar que para o critério do circulo temos M(jw) = 1 e para o critério
de Popov temos M(jw) = 1 + jwr. Essa observacao nos leva a idéia de um critério mais
geral, e nos sugere a seguinte pergunta: quais as fungées M fazem com que a satisfacao
de (3.13) implique na estabilidade absoluta?

Uma resposta inicial foi fornecida por Zames em [67]. Pouco tempo depois,
Zames e Falb [68] ampliaram o conjunto das fungdes M admissiveis, gerando um critério
muito poderoso para a analise de estabilidade de sistemas incertos.

3.5.2 A idéia de multiplicadores

A idéia bésica por trds da equacio (3.13) é a de multiplicadores. Introduzida em [67],
involve vérias defini¢es a respeito de setores, defini¢bes essas que ja foram abordadas na
secao 2.2. A abordagem basica é a seguinte: retiramos um elemento K(s) da parte linear
da planta e o colocamos com a parte nao-linear, aplicando entao o critério do circulo. A
escolha adequada de K pode fazer com que o novo sistema satisfaca o critério do circulo.

8Considerando que a nao-linearidade estd no setor (0, 00) ou [0, oo}
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A dificuldade, como foi notado na secao 2.2, é a de obtermos o setor resultante da uniao
de K com o elemento nao linear. Para que a relagdo com a notagido da condigéo (3.13)
seja. mantida, vamos utilizar K(s) = M~!(s), por razdes que serao vistas posteriormente.
Vejamos agora a abordagem com um pouco mais de detalhes:

Gy |M! Gy M- —

b . b |m

Figura 3.4: Remocao de multiplicador do sistema

Suponha que temos uma planta descrita pela fungao de transferéncia G(s), e
que essa func¢do, por sua vez, possa ser desmembrada em duas partes, tais que

G(s) = M7(s)Gy(s)

Entdo, como indicado na figura 3.4, podemos deslocar a parte M~!(s) para a nio-
linearidade e, sob condi¢des apropriadas de M(s), manteremos o estado de estabilidade
mesmo desprezando o bloco M~! da saida. Assim, temos um novo sistema, onde a. parte
linear é representada por Gi(s) € a realimentagéo pela combinagao de ¢(z) e M~1(s).

A idéia agora é testar a estabilidade do sistema resultante através do critério do
circulo. Como a condigdo de estabilidade da saida foi mantida pela escolha apropriada
de M(s), se o sistema resultante for estavel o sistema original também serd. Temos entéao
dois problemas:

1. Quais as escolhas de M(s) que mantém a estabilidade da saida?
2. Dentro dessas escolhas, quais as uteis para a determinacao da estabilidade?

Uma resposta para o primeiro problema pode ser dada através de duas condigdes
suficientes: para que possamos desprezar o multiplicador na saida basta que M~1(s) seja
estavel, e para que o multiplicador néo introduza conservatividade® basta que M(s) seja
estdvel (pois assim garantimos que cancelamentos entre pélos e zeros instaveis de G(s)
continuardo ocorrendo em G;(s)). Note que M(s) ndo precisa ser préprio. Podemos ter,
por exemplo, M(s) =1 + s, que é o multiplicador de Popov.

A resposta para o segundo problema decorre da interpretagao de setores (segao
2.2) e da interpretacdo grafica do critério do circulo (secdo 3.2.2), e pode ser resumida
como segue: '

1. A combinagao de ¢(z) e M~1(s) deve estar em um setor ndo maior do que o dado
pelo produto escalar dos setores originais de ¢ e M.

9No sentido de manter a estabilidade caso o sistema original seja estdvel.
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2. A planta original, G(s), deve estar contida em um setor maior que o produto escalar

dos setores de G'1(s) e M~1(s).

Qual o significado dessas condi¢oes? Se conseguirmos satisfazer as duas, entdo
teremos afastado o grafico de Nyquist da parte linear da regido de instabilidade do critério
do circulo (ver figura 3.5). Assim, escolhas adequadas de M(s) podem reduzir de forma
significativa a conservatividade do critério original.

0.5
0
0.5
-1
1.5
-2
2.5

(G(5w))

Figura 3.5: Efeito do multiplicador

Um dos problemas na escolha de M(s) é a determinagdo do setor resultante do
bloco de realimentacdo. Como ja visto na segao 2.2, nao existe uma expressio simples para
determinarmos qual o setor resultante da unidao de uma nao-linearidade com uma fungao
de transferéncia. Para algumas classes de ndo-linearidades e de multiplicadores, porém,
essa expressao existe. Assim, o resultado particular da secdo 2.2 nos mostra porque o
critério de Popov considera ndo-linearidades que nao variam no tempo.

Por udltimo cabe notar como essa idéia de multiplicadores se aplica a condicao
(3.13). Suponha que temos um sistema com a planta original G(s). Multipliquemos agora
essa planta por M(s)M~1(s). Da mesma forma como fizemos anteriormente, deslocamos
M~1(s) para a realimentacdo. Ficamos assim com a parte linear igual a M(s)G(s). A
aplicacao do critério do circulo nos leva exatamente a condigao (3.13), como desejavamos!®.

3.5.3 O critério de estabilidade

- O critério de Zames e Falb [68] é uma aplicagao das idéias vistas na secao 3.5.2. Zames
e Falb encontraram, para um determinado conjunto de nao-linearidades, uma classe bas-
tante ampla de multiplicadores que permite a realizagédo do teste pela condigao (3.13). O
conjunto das nao-linearidades as quais se aplica o critério de Zames e Falb é o seguinte:

b:r 2 {d(z) : $(z) € [0,00), (z — y)[d(z) — H(y)] > 0} (3.14)

. 10Note que agora o setor do bloco de realimentagao ji ndo é o mesmo, e para determma—lo deveremos
exigir certas caracteristicas da nao-linearidade.
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esse conjunto impoe que as nao-linearidades sejam monotonicamente nao decrescentes e
invariantes no tempo. _

Para o enunciado do critério de estabilidade Zames e Falb utilizaram a condigao
(3.13) substituindo M (s) por (1 — Z(s)). Tornou-se costumeira a nomenclatura multipli-
cador também para a fungéo de transferéncia Z(s), e utilizaremos essa nomenclatura aqui.
Denotaremos por z(-) a transformada inversa de Laplace de Z(s). Para o conjunto de
nao-linearidades (3.14) a classe de multiplicadores permissiveis foi derivada como sendo

Definigdo 60 (Multiplicadores de Zames e Falb) Sejam z(-) > 0 € L, e {o:},{z: > 0}

sequéncias em l; tais que
o0 o0
/ At)dt+Y < 1

1=1

entdo a classe de multiplicadores admissiveis € dada por:

Z.¢ = { Z(jw): Z(jw) = Zzie'j“’”‘ + /oo z(t)e"j‘”tdt}
=1 o0

, De posse das definigoes de ¢,y e Z,; podemos finalmente enunciar o critério de
estabilidade:

Teorema 61 (Critério de Zames e Falb) Seja o sistema realimentado descrito por (3.1),
onde a ndo linearidade pertence ao conjunto ¢.5. Se existir uma fungdo de transferéncia
Z(s) € Z,5 tal que '

- | R[(1-2Z(w))G(jw)] >0

entdo o sistema € assintoticamente estdvel.

A prova pode ser encotrada em [68]. Podemos notar que o critério nao fornece
pistas de como encontrar a escolha adequada de Z(s) dentro do conjunto Z,;. Existem,
porém, algoritmos para a busca desse multiplicador de maneira aproximada (veja, por
exemplo, o resultado de Safonov e Wyetzner [58] ou o de Gapski e Geromel [25]).

Para o caso de nao-linearidades cuja derivada pertenca a um setor, foi obtido o
seguinte corolario:

Coroldrio 62 Seja o sistema realimentado descrito por (3.1), onde a ndo linearidade
pertence ao conjunto ¢,; € ainda dd(z)/dx € [a,b]. Se existir uma fungdo de transferéncia
Z(s) € Z,; tal que

: . 1., /. 1
R [(1 - Z()(Glw) + PG () + 7)] > 0
e o grifico de Nyquist de G(s) ndo englobar o ponto (—1/a,0), entdo o sistema € assin-

toticamente estavel.

3.5.4 Formulagao LMI

O resultado descrito aqui foi obtido de [14]. Nessa referéncia varios resultados sido obtidos
para a abordagem LMI do critério de Zames e Falb. Trataremos aqui apenas do caso
de analise da estabilidade de um sistema!!. Como trataremos de sistemas multivariaveis,

11E possivel estimar o “maior setor” para o qual o critério de Zames e Falb é vilido, o que é feito pelos
autores. '
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redefiniremos alguns conjuntos: o conjunto de nao-linearidades admissiveis é dado por

bzF a {diag { d1(z), ..., dp(z) } | di(z) : R™ = R™, ||hi(2)]| < o0, ¢:(0) =0,
[b(y) — $(2)]' (y—2) 2 0} (3.15)

e o conjunto de multiplicadores admissiveis é dado de acordo com o das nao-linearidades
Zzr 2 {diag{ Zilyyy... 2y, } 1 Z; € Z,y, com {z; = 0}} (3.16)

Com essas defini¢bes, podemos enunciar o critério de estabilidade para sistemas
multivariaveis.

Teorema 63 Seja o sistema realimentado descrito por (8.1), com A Hurwitz, onde a ndo
linearidade pertence ao conjunto ¢zp. Se existir uma fungdo de transferéncia Z(s) € Zzp

tal que
(I —Z(s))G(s) >0

entdo o sistema € globalmente assintoticamente estdvel para toda ¢ € ¢zp. Mais ainda,
se Z(s) for de dimensdo finita, entdo a estabilidade € exponencial.

Para formular essa condigcao em termos de uma LMI, devemos primeiro pro-
curar uma parametrizacdo LMI dos multiplicadores admissives. Para a classe Zzr nao
conseguimos uma parametriza¢do dos multiplicadores em si, mas sim de aprozimagoes
dos multiplicadores.

Aproximacgao L,

Da defini¢do da classe de multiplicadores admissiveis fica claro que z(-) € L;(R). Podemos
decompor Li(R) em L;(R_) & Li1(R.), e toda a fungdo 2(-) € Ly(R) em z_(-) + z4(-), onde

_[z(t) set<O, _{0 se t <0,
-(t) = {O alhures. z...(t) ~ L 2(t), alhures.

Ficaclaro que, desse modo, z_ € Li(R_) e z4 € Li(Ry).

Lema 64 [60] Seja f(t) € Li(Ry). Entio, para todo € > 0, pode-se encontrar um vetor
[ao a1 -+ an]€ RN tal que

° N —t(i4a)
/0 (@) Zizoa,e t

onde a € uma constante maior que —1.

dt <,

Para o caso do espago L;(R-) o resultado é o mesmo, apenas substituindo-se ¢ por —t.
Escolhendo a = 0 temos a seguinte base para a aproximagao'? no espago L;(R.)

B, = {e‘t,e_tt,...,e_ttN}z{eo+,el+,...,eN+},t20.

12Como notado na referéncia, a escolha de a é praticamente livre, e o valor nulo é escolhido por
conveniéncia.
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Para o espaco Li(R-) a base é similar. Com essa base, a aproximagao de ordem N da
funcdo z(-) pode ser expressa como

N

zn(t) =Y (aiei+ +,bz'6i_)

1=0

Substituindo essa aproximagao na definicdo da classe de multiplicadores chegamos a uma
nova classe, a classe de aprozimagées dos multiplicadores, que representaremos, para uma
dada ordem N de aproximacio, por Zy. Essa classe pode ser levada arbitrariamente
proxima a classe Zzp tomando-se N grande o suficiente. Cada um dos multiplicadores Z;
da definicao (3.16) pode ser expresso como

N
. _ aik by,
Z; = k' — - — .
(]w) Z_-% ((]w + 1)k+1 (jw — 1)k+1) (3.17)
N
> (e + (—=Dfbi) k! < 1 (3.18)
k=0
E{c\;o aik(—l)kszk . '
> = .
O-sVItsF = 0 Vs=jw (3.19)
N 1. .2k ,
2ok=o biks > 0 Vs=jw (3.20)

=)V 1+ )"

A inequacdo (3.18) pode ser verificada imediatamente a partir de uma LMI.
Para as inequacdes (3.19) e (3.20) podemos utilizar o resultado do teorema 132 para a
verificacao, notando que as referidas fun¢des de transferéncia possuem representacoes de
estado controldveis'® (obtidas através da forma candnica controldvel)

Zﬁ:oaik(“l)kS%N A, | B, Soheo bixs® N A, | By (3.21)
(1—38)N(1+s)N C. | Da (1—-s)N(1 +s)V Cy | Dy ‘
onde
[0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
AL A = : : : T
0 0 0 0 -~ 0 1
(=DMt 0 (-1)MEN 0 .- N O
B,,By = [0 0 --- 0 1)
Co = [(=D)¥(aw—awy) 0 (—1)""Y(ay — Nain) 0
~(aiyo1 = Naiy) 0]
Co = [ (=D)N(bio— (~1)"biy) 0 (=1)¥"}(=biy — (=1)"Nbiy) 0

~((=)¥biy_y = ()N Nbiy) 0]

13para a implementagio numérica essa descri¢ido nao é muito importante. Fornecemos as matrizes para.
ressaltar que os parametros de aproximagao aparecem de forma afim e apenas nas matrizes C e D.



50 - CAPITULO 3. ESTABILIDADE LUR’E

e ainda D, = a;n, Dy = (=1)"Vb;5. Note que somente as matrizes C,; e D, possuem
elementos varidveis!?, e a dependéncia é afim nos parametros de descricao da aproximacao.
Temos entao, através do teorema 132, uma parametrizacao via LMI da classe Zy.

Vefiﬁcagéio LMI do critério

Tendo em maos uma parametrizagdo LMI da classe Zy resta-nos apenas verificar a posi-

tividade de (I — Z(s))G(s). Primeiro obtemos uma descrigao controlavel para Z(s) € Zn
e a seguir montamos a descrigao de estados para (I — Z(s))G(s)

A, | B,

Z(s) ~ c. 1o J

A 0| B (3.22)
(I—Z(s))G(s)~ | B.C A, |B.D|= [AZG BZG]
C —C.[ D Cz6 | Dzc

Se conseguirmos uma descri¢do de estados para Z(s) tal que A, e B, sejam constantes
para um dado N, fica claro que a verificagao de positividade via LMI de (I — Z(s))G(s)
serd também afim nos parametros a e b da descrigio de Z. Da mesma forma como feito
anteriormente, podemos encontrar tal descrigio através da forma candnica controlavell®.
O resultado é que a matriz C, depende apenas dos parametros a e b (sempre de forma
afim). Temos agora condigoes de formular uma verificacdo LMI para o critério:

Teorema 65 Seja o sistema realimentado descrito por (3.1), com A Hurwitz, onde a ndo
linearidade pertence ao conjunto ¢pzp. O sistema € globalmente exponencialmente estdvel
para toda ¢ € ¢zF se existir um inteiro N tal que as sequintes LMI sejam factiveis

[AIZGP+PAZG PBZG—C'ZG- < 0
BygP —Czg  —Dgzg — Dyg |
[A;X,1 + X, A, X,B, - C!] < 0
- B! X, - C, -D,-D. | —
[AgXb + XpAy Xp By — C}) < 0
B Xy — Cy ~Dy—-Dyl —

N

> (e + (=10 ) K < 1

k=0
onde P > 0, X, = X/, X, = X] e as descri¢ées de estado sdo dadas como anterior-
mente em (3.21) e (3.22). Cabe ressaltar que as LMI sdo afins nos parametros a e b do
multiplicador.

Esse mesmo resultado pode ser utilizado para estimar a margem de estabilidade.
Nao derivaremos aqui o método para obter esta estimativa, mas forneceremos os passos a

14Para uma dada ordem N.
15Como muitos pacotes matematicos possuem fungdes para encontrar essas formas, ndo vamos conti-
nuar descrevendo as mesmas literalmente. No programa Scilab, por exemplo, pode-se utilizar a fung¢io
{3 »
cont_frm”.
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serem seguidos: considerar cada bloco diagonal da nao-linearidade em um setor [a, a + ]
tal que

(¢(z1) — B(22) — (21 — 22)) ($(21) — B(22) — (o + B)(z1 — 22)) < 0,

definir A = diag{a;}, B = diag{f;}, considerar A4 conhecido, e através de loop-shifting
transformar o sistema para o setor [0,00). A func¢do de transferéncia resultante das
 modificagdes, G(I + AG)™' 4+ B~!, pode ser utilizada para estimar o maximo valor de B
caso esse seja expresso por 31. Através do mesmo procedimento podemos estimar o maior
setor simétrico [—B, B] para o qual o sistema é absolutamente estavel.



Capitulo 4

Performance e Restricoes
Estruturais

4.1 Introdugao

Trataremos nesse capitulo da sintese de reguladores através de realimentagao estatical
estruturalmente restrita, como por exemplo realimentagao de saida ou realimentacao des-
centralizada. Trataremos também de problemas de otimizacdo de performance. Para os
problemas de sintese utilizaremos a planta

G(s)

Figura 4.1: Planta

Tz = Az + B,w+ B,u »
z2=C,z+ Dy,w+ D,,u (4.1)
Yy = ny + Dwyw + Duyu

onde u é a entrada de controle e y é a salda mensuravel. Para o caso de realimentagao de
estados basta fazermos C, = I. No caso especifico da realimentacdo estatica v = —Fpy,
a funcdo de transferéncia a laco fechado é

A—-B,(I+ F,D,,)"'F,C, | B, — B,(I+ F,D,,)"'F,D,,
Cz - Duz(I + FoDuy)_lFoCy , Dwz - -Duz(I + FaDuy)—lFoDwy

Os resultados apresentados nesse capitulo derivam do resultado obtido por Ber-
nussou, Peres e Geromel [9], resultado esse que é tratado na préxima se¢do. Esse resul-
tado possibilitou vérias extensdes ([27], [29], [51]), algumas das quais serdo tratadas nesse
capitulo.

Guua(s) ~ (4.2)

1O caso da realimentagio dinamica é equivalente ao da realimentagio estitica de uma planta au-
mentada com integradores. Dessa forma, o estudo da realimentagao estitica engloba o de realimentagao
dinamica.
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4.1.1 Realimentagao de estados
Antes de prosseguirmos vale a pena estudarmos o caso da estabiliza¢ao do sistema

{:’c:Am+Bu

y=Cz+ Du (4.3)

através da realimentacao de estados.

Teorema 66 O sistema © = Az + Bu € estabzlzzavel por realzmentagao de estados u =
—Fz se e somente se a LMI

AW +WA'— BL - L'B' <0, W >0
for factivel em W e L. Nesse caso, um ganho estabilizante € dado por F = LW ™!,

Esse resultado é bastante conhecido na literatura, e foi obtido em [9]. Para a
prova basta desenvolvermos a equagao de Lyapunov (A-BF ) P+P(A-BF) < 0 fazendo
as substituicoes P=W™le L = FW.

Observando a equagao resultante notamos um fato muito importante: o ganho F
nao aparece explicitamente na formulagdo. Isso implica em que nao seja possivel, de forma
trivial, impor uma condigdo do tipo realimentacao de saida F' = F,C ou ainda F' € F,
onde F pode ser, por exemplo, o conjunto de controladores estaticos descentralizados. Isso
se deve ao fato do conjunto F; 2 {F : A — BF estavel } nao ser convexo. Na verdade,
o problema de realimentagao de estados através da matriz P = W ~! pode ser expresso
através de uma BMI (ver exemplo 142).

4.1.2 Extensao para realimentacao de saida

- Tendo em vista o observado no caso u = — Fz, torna-se claro qual o problema: como impor
a restricdo u = — F,y sem que seja perdida a generalidade da solugao? Mais ainda, o ideal
seria impor essa condi¢do e continuarmos com um problema apenas de factibilidade, de
modo que mais restrigées na forma de LMI pudessem ser colocadas juntamente com a
estabilizagao. Caminhos para uma possivel solugio serao analisados nas préximas segoes.

A abordagem através de LMI do problema nos fornece uma solugao que pode
fornecer um ganho estabilizante. Consideremos, sem perda de generalidade, que C =
[/ 0]em (4.3). Consideremos, ainda, que D = 0. Entdao podemos notar que se exigirmos
a seguinte estrutura:

(4.4)

L=[L 0] w= "]

0 Wy

onde L; € R™*™ e W;; € R™*™  teremos, através da mesma LMI para realimentacao de
estados, uma condigdo suficiente para reahmentagao de saida, pois assim F = [Fo 0] =
F,C.

A estrutura imposta nas matrizes L e W podem parecer muito restritivas, mas
essa impressio é, de certa forma, falsa. Isso se deve ao fato de existirem infinitas repre-
sentagoes de estado para o mesmo sistema tal que C = [/ 0]. De fato, dado um sistema
com C genérico, defina a matriz nao-singular 77 = [C’ F] e a transformagao de simila-
ridade £ = Tz levara a matriz C a ter a forma desejada. Como pode-se notar, existem
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infinitas matrizes F que fazem T nao-singular. O resultado que segue, devido a Geromel,
Peres e Souza ([17],][29]), mostra que, levando em conta os graus de flexibilidade da matriz
E, a abordagem tratada aqui na verdade é necessaria e suficiente para estabilizacido por
realimentacao de saida:

Teorema 67 O sistema (4.3), com D = 0, € estabilizdvel via realimentagdo estdtica de

saida se e somente se existirem matrizes W > 0 e L como em ({.4) e uma transformagdo
. . . ~ ! . . .
de similaridade & = [C' E z tais que, para o sistema transformado,

AW+ WA — BL - L'B' <.

A prova desse resultado pode ser encontrada em [17] ou em [29]. Fornecemos nos apéndices
(secao C.5) uma prova mais voltada para os nossos propdsitos.

4.1.3 Extensao para realimentacao de saida descentralizada

Se desejarmos um controle descentralizado podemos proceder como anteriormente: con-

sideramos que C =[] 0] e D = 0. Desejamos um ganho na forma
A
0 0 - F

onde F; € Rf%*f%  Entao uma condicio suficiente para a existéncia dessa realimentacio
pode ser conseguida da mesma forma como na realimentacdo estatica de saida, mas agora
particionando as matrizes L; e Wi da seguinte forma:

Lyiy 0 - 0 WL 0 e 0
0 L e 0 0o wz ... 0

Ly = : :22 .. : Wi = : :11 .. : ’
0 o --- L, 0 0o --- Wj

onde L;; € Rf¥*/e e Wi € R/%*/¢ ou seja, a matriz L, tem exatamente a mesma estru-
tura do controlador desejado. Cabe notar que, do ponto de vista numérico, o problema
descentralizado, da forma como colocado, é o de mais facil solugao via LMI, pois pos-
sui o menor nimero de variaveis. Para maiores detalhes sobre o tratamento convexo de
realimentagio descentralizada o leitor pode consultar [17] e [27].

4.1.4 Aplicagao na sintese via critério do circulo

Os resultados das secoes anteriores permitem a extensdo de varios resultados para o caso
de realimentacao de saida. Realizaremos como exemplo a extensao da sintese via critério

do circulo (teorema 47). Por simplicidade, faremos apenas a extensao para o caso do
controle estatico descentralizado de saida.
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Coroldrio 68 Sejam o sistema e o conjunto das nio-linearidades descritos como no teo-

rema 47. Entdo, se a LMI em W e L

[AW +WA' - B,L— 'B, (KCW —KDyL- B, )'] o W0

KCW — KDy L - B,  —(2I+ KDy, + D, K

comLeW particidnadas como na seg¢do anterior for factivel, existe um ganho descentra-
lizado de saida F, (como na secdo anterior) tal que a realimentagdo u = —F,y faz com
que o sistema seja absolutamente estdvel V¢ € ¢.. Mais ainda, esse ganho € dado por

F,=L,wW;

Esse resultado mostra como a abordagem via LMI pode fornecer, de forma
bastante simples, possibilidade de solugdo para casos onde outras abordagens falham ou
tornam-se demasiadamente complexas.

4.2 Realimentacao de saida

Nessa se¢do apresentamos alguns resultados sobre realimentagio de saida obtidos de Guo-
xiang Gu [30] e Galimidi e Barmish [22], reformulando-os através de LMI. Esses resultados
motivaram o desenvolvimento de uma nova técnica apresentada no final dessa segao.

4.2.1 LQR e realimentagio de saida

Essa secdo trata da estabilizacio via realimentacao estatica de saida, e deriva um método
de sintese via LMI a partir do resultado obtido por Guoxiang Gu [30]. Nessa referéncia,
o autor relaciona, para uma classe de sistemas, a realimentacéo de saida com o problema
LQR. Para o nosso propésito de estabilizagdo a relagdo com o problema LQR néo é
importante, mas a prova construtiva do resultado de Gu nos fornece um meio de sintetizar
reguladores de saida para uma classe de sistemas definida. No trabalho original havia uma
incorrecao em relacdo ao problema LQR que é corrigida aqui.
Iremos utilizar o sistema

{:i:zAm—{—_Bu (4.5)

y=Cz

onde, A € R™", BeC' € R™*™, Sem perda de generalidade, consideraremos B = [I 0]
Isso sempre pode ser conseguido através de uma transformacdo adequada, desde que B
possua posto m. Para a formulagdo do teorema utilizaremos matrizes particionadas da
seguinte forma: :

A, A W, W
A — [ 11 12] W — [ 1[1 12]
A21 A22 12 W22

=[C1 C,]

onde A11, W11 e Cl € ]Rmxm'
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Teorema 69 Considere o sistema (4.5), com.det(CB) # 0. Entdo, se o sistema em
malha aberta ndo possuir zeros de transmissdo instdveis, existe uma realimentagdo de
saida que estabiliza o sistema. Mais ainda, F, = p(CiWy + CoW/,)™t € um ganho
estabilizante que € fornecido pelo problema de factibilidade (definido para o sistema com

B=[I 0])

Wi=—C1"'CoWy W>0 p>0 [¢,“ ¢“] <0 (4.6)
P2 P22

onde

du = AuWy + WAL + AW, + WAy, — ol
b12 = AnWiz + AWoe + Wi A4S + Wi AL,
@22 = (A2 —,A2101_102)W22 + Waa(Ag2 — A1 C171Cy)'

Prova: Consideraremos o sistema onde B = [I 0]'. Vamos definir o ganho F, = pF.
Entao, por Lyapunov, uma condigao necessaria e suficiente para a estabilidade do sistema
a malha fechada é a de que exista uma matriz W > 0 tal que?

¢ =(A—pBFC)W + W(A— pBFC) + pBB' <0

onde ¢ ¢ particionada conforme as matrizes A e W.
Vamos agora escrever o ganho F na forma FCW = B’ 3. Expandindo essa
ultima relagao, chegamos ao sistema

{.7:—1 = C1Wnh + C. Wy,
0= CiWiz + CoWoy,

donde temos a condigao
Wiz = =Ci71CaWa (4.7)

que parametriza Wi, em funcao de Wy,. Note que, como det(C B) # 0, sempre existird a
inversa de Cj.
Expandindo a equacdo de Lyapunov chegamos a condic¢do

$22 = (Agz — AnCi 7 Cy)Wag + Wap(Ag — ApCy 7' C2) < 0

e, por Lyapunov, sempre existird Wy, > 0 tal que ¢y < 0, pois C;~! existe e Agy —
Ay C71Cq é uma matriz estavel pela condigdo dos zeros de transmissao [31].
A mesma expansao da equagao de Lyapunov nos leva a outra condigao

o = AuWn + WAy + AW, + WAy, — pl

onde é possivel notar que, para p grande o suficiente, teremos ¢;; < 0. Como ja garantimos
que ¢y < 0, resta apenas garantirmos que ¢ < 0 para que a estabilidade seja alcangada.
Ora, mas isso equivale, pelo complemento de Schur, a garantir que

b11 — P12z P, <0

2A condigao cldssica de Lyapunov é que, dada uma matriz Q > 0, exista W > 0 tal que AW +WA' +
@ = 0. Imagine agora que @ = @, + Q2, com @; > 0 e Q2 > 0. Entdo a condi¢do é equivalente a
AW + WA + Q1 = —Q2, ou seja, AW + WA’ + @, < 0, para qualquer @; > 0.

3Claramente um ganho na forma de um ganho étimo por um critério LQR, com W = P~!.
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e podemos notar? que essa condigio sempre pode ser satisfeita tomando-se p grande o
suficiente, garantindo assim a estabilidade do sistema para a realimentagao u = —Fz =
—pFx |

Como podemos notar, esse resultado fornece, para uma classe de sistemas bem
definida, garantias de estabilizagio através de realimentagido de saida. Mais ainda, nos
fornece um ganho estabilizante através de uma condigao de factibilidade, o que nos da
uma flexibilidade maior para introduzirmos outras restri¢des ao nosso problema. Uma
desvantagem do método é termos de colocar o sistema na forma especifica exigida pelo
algoritmo, ou seja, B=[I 0]

O resultado anterior permite relacionar a realimentacéo de saida com o problema

LQR.

Teorema 70 Seja a LMI (4.6) satisfeita. Entio F = pFC € a solugdo para o problema
LQR com pesos Q = —WgW-1 e R=p~'.

Prova: Se a LMI é satisfeita, entdo (A — pBFC)W + W(A — pBFC) + pBB' — ¢ = 0.
Sabendo que FCW = B’, temos que

AW + WA' — pBB' — ¢ = 0.

Multiplicando pela esquerda e pela direita por P = W-! tem-se A’P+ PA— PBpB'P —
W-16W-! = 0, que é exatamente a equagdo de Riccati para o problema LQR com @
e R definidos como no teorema. Como p e as matrizes P e W satisfazem essa equacao,
concluimos que o ganho pFC é a solucao do problema LQR colocado. [ |

Por fim, notamos que a tnica diferenca do resultado apresentado aqui e o original
de [30] é que o deste trabalho é desenvolvido em cima da equagio ¢ = (A — pBFC)W +
W(A — pBFC) + pBB’ < 0, enquanto o de Gu é desenvolvido a partir de ¢ = (A —
pBFC)YW + W(A — pBFC) < 0. Essa pequena diferenga faz com que a relagao com o
problema LQR seja “perdida” no resultado de Gu®.

4.2.2 Problema Restrito de Lyapunov

Nessa secao derivamos, para o caso de plantas quadradas, uma abordagem convexa para
a realimentacio estatica de saida baseada no Problema Restrito de Lyapunov (PRL). A
abordagem equivale A apresentada por Guoxiang Gu com a vantagem de nao precisarmos
colocar o sistema na representacio de estados com B = [I 0]. Os resultados aqui
apresentados fornecem uma nova interpretagdo para o Problema Restrito de Lyapunov
através de condicdes geométricas. O problema restrito de Lyapunov foi definido em [22]
da seguinte forma:

Definigdo 71 (PRL) Sejam & € R™™ I € R"" ¢ £ € R™*, com I' e £ de posto
completo, com | < n e k < n matrizes dadas. Defina uma matriz ¥ tal que I'¥ =0 ¢

4Pela formulacao de ¢11 e pelo fato de que @12 € ¢22 ndo dependem de p.

5Na verdade, Gu relaciona o seu resultado com o LQR de forma incorreta. As matrizes para o
problema LQR no caso de Gu deveriam ser R = p~' e @ = ~W~!(pBB’ + ¢)W ™', mas, como pode-se
notar, teremos entdo @ com sinal indefinido.
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U'¥ = I. O problema restrito de Lyapunov consiste em encontrar, se possivel, matrizes
IT e Q tais que

>0 (4.8)

{ V(T + MP)¥ < 0
I = X0 ou ¥ = QI

Em [22], os autores derivam condig¢des necessarias e suficientes para a existéncia
de solugao para o PRL e derivaram resultados para a realimentagao estdtica de saida para
o caso onde k > [. Para o caso k < [ resultados de estabilidade s puderam ser formulados
em termos de uma realimentagao dindmica de saida baseada em um observador de estados.
Note que, se a condicao 17T = £ for descartada da definigao original, temos um caso
particular do PRL

>0

Y1 =Qr
que é convero nas matrizes desconhecidas. A solugdo, caso exista, para esse caso particular
é um problema de factibilidade LMI. Todavia, esse problema particular nao possui muitas
aplicagbes para realimentacio estatica de saida, como sera visto a seguir. De fato, esse
problema é sempre infactivel quando k > [.

Consideremos o sistema (4.5), onde B € R™*™ e C' € R™*" sao matrizes de

posto completo. Por Lyapunov, o sistema é estabilizavel por realimentacio estatica de
saida u = —F,y se e somente se existirem matrizes P > 0 e F, tais que

{ /(O] + D)W < 0

P(A - BF,C)+ (A— BF,C)P < 0. (4.9)

Seja M uma matriz tal que C'M = PB e defina-se a matriz L = M F,. Substituindo em
(4.9) temos

PA+A'P-C'LC-C'L'C <. (4.10)
Podemos agora definir os problemas em cima dos quais trabalharemos:

Problema 72 (PRLP) Dadas A, B e C, o PRLP consiste em encontrar, se possivel,
matrizes P, L e M tais que

PA+AP-C'(L+L)C <0
P>0 (4.11)
C'M = PB

Problema 73 (PRLW) Dadas A, B e C, o PRLW consiste em encontrar, se possivel,
matrizes W, L e M tais que

AW +WA' -~ B(L+ L")B' <0
{ W >0 (4.12)
CW =MB'

Como pode-se notar, esses problemas estao intimamente relacionados com o
PRL. De fato, a factibilidade tanto de (4.11) quanto de (4.12) implica® na factibilidade
do PRL. A partir da defini¢ao dos problemas podemos enunciar o seguinte resultado:

5Para o PRLP realizar as substituicdes ® = A, T = C,Z = B,I1 = Pe Q = M'. Para o PRLW,
P=AT=B,2=C'II=WeQ =M.
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Teorema 74 Sejam P, L e M solucées para o PRLP. Suponha que R(C) C R(M).

Entao a realimentacdo
u=-MtLy=-Fy

estabiliza o sistema (4.5).

Prova: Sejam P, L e M solugdes para o PRLP. Entdo temos (4.10) satisfeita. Utilizando
propriedades das matrizes pseudo-inversas, temos, para todo & € R(M), MMtz = 3.
Como foi assumido que R(C) € R(M) temos, para todo 2, MM*Cz = Cz. Utilizando
essa relagao em (4.10) e o fato que MM+ = (M M)’ temos .

PA+ AP -C'L'MYMC -C'MM*LC < 0.

Definindo F, = M L e utilizando o fato de que C'M = P B chegamos & conclusao de que
(4.9) é satisfeita, e por Lyapunov garantimos a estabilidade do sistema a malha fechada.

Lema 75 Se B e C tém posto completo e ny, = n,, entdo a condi¢io R(C) C R(M) é
automaticamente satisfeita sempre que o PRLP for factivel.

Lema 76 Se B ¢ C tém posto completo e n, > n,, entdo a condigio R(C) C R(M)
nunca € satisfeita pelas solugées do PRLP, e nesse caso o teorema nio garante estabilidade.

Lema 77 Se B e C tém posto completo e n, < n,, entdo o PRLP € infactivel.

Prova: Para o caso da planta quadrada, seja m = n, = n, = posto(B) = posto(C). Por
propriedades de posto de matrizes, como P > 0, tem-se posto(PB) = posto(C'M) = m,
e, como M € R"*™ tem-se posto(M) = m. Agora, pelas dimensoes das matrizes, é ficil
verificar que R(C) = R(M). Quando n, # n,, uma abordagem similar leva aos lemas
restantes. ' ]

Podem-se derivar, da mesma maneira, resultados equivalentes para o PRLW.

Substituindo a condigdo de imagem por R(B’') C R(M') temos os seguintes resultados:
e n, =n,: A realimentacio u = —LM™y estabiliza o sistema.
e n, > n,: O PRLW é sempre infactivel.

o n, < n,: A condigdo de imagem nunca ¢ satisfeita. A estabilidade nio pode ser
assegurada para u = —LM™y. :

Coroldrio 78 Para plantas quadradas, o PRLP e o PRLW sdo equivalentes ao PRL. Os
problemas sdo factiveis se e somente se o sistema for fase minima e det(C B) # 0.

A prova para a primeira parte do corolario é derivada da definicdo do PRL
notando que, para plantas quadradas, a matriz M € ndo-singular. Estando estabelecida
a equivaléncia, a prova para a segunda parte pode ser obtida de [17] e [31].

Coroldrio 79 Uma condigdo necessdria para a factibilidade de (4.11) € (4.12) € a de que
posto(C B) = min(n,,ny).
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A prova pode ser derivada de [22] utilizando os resultados prévios sobre a infac-
tibilidade dos problemas.

A matriz L possui um papel interessante nos problemas definidos. Pode-se
notar que, para o problema proposto (de factibilidade apenas), podemos, sem perda de
generalidade, exigir L > 0. Ainda mais, se L e M sdo solugdes estabilizantes, entao
qualquer L tal que L + L' > L + L’ também fornecera, junto com M, uma outra solugao
estabilizante.

4.2.3 Uma nova abordagem

Nessa segdo sera apresentada uma abordagem para a realimentacao estatica de saida -
baseada na equagao de Lyapunov. Consideraremos para fins de estabilizacao o sistema
(4.5). Partimos, como na se¢ao 4.2.2, da equagao (4.9). Definindo a matriz L = PBF, e
substituindo em (4.9) chegamos a

A'P+PA-C'L' — LC <0. (4.13)
Seguimos com algumas defini¢oes:

Problema 80 (problema P) Dadas A, B ¢ C, com B posto vcompleto, encontrar, se
possivel, matrizes P, L, M e N tais que

BM =PB, LC=BN

{A'P+PA—C’L’—LC<0
P>0

Problema 81 (problema W) Dadas A, B ¢ C, com C posto completo, encontrar, se
possivel, matrizes W, L, M e N tais que

M'C=CW, BL=NC

{WA+AW—DE—BL<0
W >0

Assim como na secao 4.2.2, enunciaremos o resultado apenas para um dos pro-
blemas, ressaltando que resultados equivalentes podem ser obtidos para o outro problema.

Teorema 82 Sejam P, L, M e N solugées para o problema P. Entdo a realimentacdo
estabiliza o sistema (4.5).

Prova: Se BM = PB, entio N(M'B') = N(B'P). Como B é de posto completo e
P >0, M é inversivel e dai N(B') = N(B'P). De fato, pode-se deduzir que, para todo
{ inteiro, N'(B') = N(B'P*). Partindo dessa relacio e sabendo que BN = LC pode-se
chegar em N (C'L’) 2 N(B'P*). Provemos entdo que o sistema a laco fechado é estavel
provando que, para todo z # 0,

z'¢e = «'(A'P + PA— PBBYP'LC — (PBB*P~*LC))z < 0.
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Seja z representado por x = xg + xy, onde zgr € R(PB) e xy € N(B'P). Das relagoes
obtidas anteriormente temos g € R(P™!B) e, por propriedades de pseudo-inversas.
P-'B*'B'Pxr = zg. Através dessa relagao e lembrando que B'Pzy = 0 tem-se que

t'¢x = 2R(AP+PA—-LC —-C'LYag+ziy(A'P+ PA)zn+
tR(A'P+ PA—LC)an +2y(A'P + PA~C'L)zp.

Lembrando que zn também satisfaz C'L'zn = 0, podemos, apés algum algebrismo, chegar

a
t'px = 2'(A'P + PA-C'L' — LCO)xz,

e pelas condiges do teorema temos, finalmente, ¢ < 0. : [ ]

Os mesmos resultados podem ser obtidos para o problema W. A realimentacao

passa a ser u = —LW~'C*y e a prova pode ser obtida da mesma forma, notando-se que

N(C)=N(CW*) e N(BL) 2 N(CW?).

Por fim cabe ressaltar a equivaléncia desse resultado e do resultado do teorema
67. Considere, como na se¢ao 4.1.2, o sistema com C = [I 0]. Nao é dificil notar que
as restri¢oes de igualdade do problema W equivalem a exigir a mesma estrutura bloco-
diagonal de matrizes de (4.4). As condi¢oes de igualdade sao satisfeitas com M' = Wiy
e N = BL;. O que resta é exatamente uma equacio de Lyapunov e, pelo teorema 67,
podemos derivar o seguinte resultado:

Corolario 83 O sistema (4.5) € estabilizavel por realimentagdo estdtica de saida se €
somente se existir uma transformacgdo de similaridade & = Tz tal que o problema P seja
factivel para o sistema transformado. '

O mesmo é valido para o problema W. No atual estdgio ndo podemos ainda estabelecer
as vantagens de uma ou outra abordagem. Algumas caracteristicas desse problema me-
recem, porém, ser destacadas. Em comparacao com a abordagem via PRL (secio 4.2.2)
notamos que a abordagem dessa secio se aplica a uma classe mais ampla de sistemas.
Em particular, a condi¢ao det(C'B) = min(n,,n,) ndo é mais necessaria para a factibili-
dade dos problemas. Incertezas do tipo politopo’ sao facilmente tratadas. Na abordagem
via PRL somente a matriz A poderia ser incerta. Por fim, cabe notar que o problema
P propicia um meio alternativo de obtermos ganhos estabilizantes via realimentacgao de
estados. Essa interpretacdo nos leva ao seguinte resultado: ‘

Corolario 84 Seja um sistema representado pelas equagoes (4.5), com B posto completo.
Entao, se :
{A'P+PA—BN—N’B’ <0
BM = PB, P>0

for factivel, a realimentacao de estados
u=-—BYP'BNz

estabiliza o sistema.

"Matrizes A e C para o problema P e A e B para o problema W.
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A prova é trivial, bastando considerar C = I no problema P. Esse resultado poderia ser
empregado em problemas onde a inversio de P levaria a BMI®, ou onde desejassemos obter
maior flexibilidade em solugdes ja existentes, como por exemplo na sintese via critério do
circulo:

Corolério 85 (Sintese com o critério do circulo - setor varidvel) Sejam o sistema (3.2)
com D,, = 0, e o conjunto das ndo-linearidades descritos como no teorema 44. Entdo,

sea LMIem P, N, M e K

A’P+PA-—BuN—N/B:L ([\"C_BI P)/ ] ~
KC - BtluP . —(21 + I\,Dwy + DI I’/) <0, B.M = PBU, P>0
for factivel, existe um ganho F tal que a realimentagdo u = —Fx faz com que o sistema

seja absolutamente estivel Vo € ¢.. Mais ainda, esse ganho € dado por

F=B,*P'B,N

4.3 O problema H,

4.3.1 A norma em H,

Antes de definirmos o ploblema ‘H, necessitamos da definicdo da norma em H, para
fungdes de transferéncia®. Para fungdes de transferéncia G(s) que pertencem a esse espago,
a norma ¢ definida como

nz—2 | (G (iw)Giw)) do.

Se possuirmos a representagao por variaveis de estado de G, entdo a norma em
H, pode ser calculada de duas maneiras (veja, por exemplo, [16]). A primeira é através
do Gramiano de controlabilidade:

IGI3 = r(CL o )) AL.+ LA+ BB =0
a segunda através do Gramiano de obse1 vabilidade:
G2 Z tr(B'LyB)\: A'L,+ L,A+C'C =0
Essas equagoes somente sio validas se o sistema for estivel e estritamente
préprio, ou seja, D = 0. Se o sistema possuir D # 0, entdo sua norma em H, sera
infinita. De qualquer forma, as equagdes podem ser utilizadas para calcular a norma da -

“parte estritamente prépria” do sistema. A norma pode também ser calculada através de
um problema de otimizagao [10]:

|Gl = min{tr(CL.C') : AL. + L.A'+ BB' <0, L. > 0}
IGI2 = min{ix(B'L,B) : A'Ly + LyA+C'C <0, L, > 0}

onde se exige que o sistema seja controldvel (caso L.) ou observavel (caso L,).

8Para que o leitor possa ter uma idéia de possiveis aplicages dessa abordagem basta considerar a LMI
de andlise do critério Popov (3.7, pagina 41) trocando-se o termo RC'A por RC. O problema de sintese
via realimentagio de estados para essa nova LMI poderia ser solucionado de forma suficiente através da
aplicag¢do do coroldrio 84 por um problema de factibilidade LMI. Se tentdssemos soluciona-lo através da
inversdo de P chegariamos a uma BMI.

9Normalmente diz-se simplesmente norma Hs.
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4.3.2 Definicao do problema

Seja o sistema descrito como em (4.1). O problema H; consiste em encontrar um controla-
dor tal que a norma H, da funcao de transferéncia em laco fechado G,,. seja minimizada.

Esse problema é equivalente ao problema classico LQR [16], [5] que, como sa-
bemos, possui uma solucdo definida através de uma equagido de Riccati. A solugio via
LMI para esse problema, relacionando-o com essa equagao, foi claramente definida por
Willems em [64]. A abordagem que sera dada aqui € outra, baseada na minimizagio da
norma H; como definida anteriormente. A vantagem da abordagem desse trabalho é a
“de que restri¢des na estrutura do controlador podem ser introduzidas da mesma forma
como anteriormente. Além disso, a abordagem via LMI tratada aqui permite a garantia
de limitantes na norma H, através de um problema de factibilidade.

4.3.3 Realimentacao de estados

Um resultado semelhante ao obtido aqui pode ser encontrado em [51] para 51stemas au-
mentados. Utilizaremos aqui o sistema (4.1) para o caso particular onde

z2=Cz+ Dy;u (4.14)

{a’czAa:-{-wa-I-Buu
y==z
A solugao para o problema H, para esse sistema € enunciada a seguir

Teorema 86 Seja o sistema dado como em (4.14). A minimizagdo da norma H; por
realimentacdo de estados € conseguida através do sequinte problema de minimizagdo:

min tr(N) { N , CW - DUZL] >0,
P~ (C,W —-D,,L) w
29N [AW+WA'—~BuL—L’B; Bw]
<0
B! -Ij="
W >0
e o ganho u = —Fz que minimiza a norma € dado por F = LWL,

Antes de prosseguirmos com a prova, notemos que o valor de tr(CWC’) é o
mesmo para a solugao dos dois seguintes problemas:

e Original: nvl‘i/n{tr(C'WC') : f(W) <0}
e Aumentado: r&li]{,l{tr(N) :N-CWC' >0, f(W)<0}

De fato, a equivaléncia pode ser verificada se notarmos que o problema original nao impée
nenhuma restricdo em N. Podemos agora prosseguir com a prova do teorema:
Prova: Para o caso considerado, a fungao de transferéncia (4.2) torna-se

A- B,F | B,
Guz(s) ~ |2 =D,.F [ 0
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Calculando a norma dessa fungao através do Gramiano de controlabilidade, com L, = W

e L = FW, tem-se
IG|12 = min{tr(CWC'): AW - WA' — B,L - L'B, + B,B., <0, W > 0}

onde C = C, — D,,F. Como a funcio objetivo nio é afim!®, introduzimos a variavel
auxiliar N e minimizamos o problema aumentado visto anteriormente. A inequagao N —
CWC'" > 0 pode facilmente ser transformada em uma LMI através do complemento de -
Schur. Como o problema aumentado e o original sao equivalentes, a minimizagao da norma
se da exatamente através da LMI do teorema e o ganho pode ser restaurado fazendo-se
F=Lw-L. ' , -
Por fim, nota-se que restri¢ées do tipo realimentacao descentralizada de saida
podem ser introduzidas no problema através das técnicas ja vistas, apesar de perdermos
a garantia de que a norma do sistema, a lago fechado, serd a minima possivel. Podemos
também considerar incertezas do tipo politopo!! nas matrizes de descri¢ao da planta,
garantindo assim um limitante superior para a norma H, de toda uma familia de plantas.

4.3.4 Compensador de ordem completa

Antes de formularmos a solucido para esse problema trabalhemos um pouco a idéia dos
estimadores de estado (conhecidos também por observadores de -estado). Os estimadores
de estado sao sistemas dinamicos construidos com a finalidade de fornecer, a partir de -
dados disponiveis através de medidas, uma estimativa do valor de todos os-estados do
sistema. Essa estimativa é utilizada para realizar uma, falsa!? “realimentacio de estados”
no sistema. Normalmente as varidveis disponiveis sio a saida y e a entrada u do sistema.
Algumas caracteristicas sdo imperiosas para um observador de estados:

e O erro entre o estado estimado e o estado real deve cair a zero com o passar do
tempo.

e Esse decaimento deve ser independente da condicao inicial (tanto do estimador
~ quanto do sistema).

Consideraremos, para a nossa abordagem, o seguinte caso particular do sistema (4.1):

z = Az + Byw + Byu
z2=C,x + Dy,u (4.15)
y=Cyz+ @ﬁ

Para o estimador vamos primeiramente considerar que sua descrigao é dada por

{:ice = A.z. + Byy'—i- B..u
Ye = Cz‘ea:e

Desejamos que o estado z. nos forneca uma estimativa do estado real z, e para isso
devemos determinar as matrizes de descricdo do estimador adequadamente. Unindo os

10Pelo fato da varidvel F aparecer na matriz C.
H{Jtilizando a técnica desenvolvida na segao 2.5.
12No sentido de que o verdadeiro vetor de estado é substituido por um vetor de estado estimado.
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dois sistemas e definindo a variavel erro de estimagao e = ¢ — z, temos que a dinamica
do erro é dada por '

é¢=(A—- B,Cy— A)z + (By — ByDyy)w + (B, — Bye)u + Ace.

Para que o erro de estimacdo caia a zero independentemente da entrada e da trajetdria

especifica de z, tem-se que A, = A—B,C, e B, = B,. Substituindo essas duas expressoes =

na dindmica do erro e definindo F. = B, chegamos finalmente a
é=(A—-F.Cyle+ (By ~ F.Dy,)w.

A 1inica matriz desconhecida nessa equagdo é a matriz Fe, e ela deve ser determinada de
forma a fazer com que o estimador seja estavel. Nao é dificil notar, pelo teorema 4.14,
que podemos minimizar a norma H; da entrada w para o erro de estimacao calculando
F. = P~ 'L através do seguinte problema:

min tr(N) [PBw N 1., (PB, - LD,,) ] >0,
AP+ PA—LC,-CIL' <0,
P>0

A prova segue a mesma linha da prova para o problema H; via realimentagao de estados,
utilizando as relagdes duais para o calculo da norma.

B, y
Ul | poler T [ S F.e0
> A
c, |

Figura 4.2: Estimador de estados

Tendo um estimador de estados a méo, a solugdo para o problema ocorre de
forma intuitiva: calculamos a solugao F' como se todos os estados estivessem disponiveis.
A seguir, aplicamos esse ganho nos estados estimados, fornecidos pelo estimador de es-
tados. Apesar de intuitiva, essa solu¢ao carece de prova rigorosa para a manutencio
da otimalidade da solucao obtida. A prova, que resulta na propriedade conhecida como
principio da separagdo, nao sera fornecida aqui, apenas ressaltamos que essa solugao in-
tuitiva é valida na realidade. :

Note que a matriz C,, ainda é indeterminada, e nao influi no resultado final.
Caso ela seja escolhida como C,, = C,, tem-se a estrutura do estimador como mostrada
na figura 4.2, onde nota-se que a entrada de referéncia do mesmo é o erro de saida y — ye,
que deve cair a zero com o passar do tempo.
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Assim, a solucao para o problema H; via realimentacao dinamica de ordem
completa consiste na solucao de dois problemas em separado: na solucao do problema
de realimentagao de estados e na solucdo do problema do estimador “6timo”. Como as
duas solucoes ja foram apresentadas, ndo serd necessario apresenta-las novamente. Para
maiores detalhes sobre o problema do estimador de estado pode-se consultar [5]. Uma
abordagem convexa similar a apresentada neste trabalho pode ser encontrada em [17].

4.4 O Problema H.

4.4.1 A norma em Hoo

Assim como no problema Hj, necessitamos primeiro definir a norma em H, para a
formulacao correta do problema. Normalmente, a norma em H,,, é chamada simplesmente
de norma H.. Para operadores G que pertencem ao espaco H.,, a norma pode ser
equivalentemente definida de varias maneiras:

||g ll2 _ sup [{Gz|l>.

ey TP lz2 jjelle=1

G lleo =

Assim, a norma H, € a norma induzida pela norma H,, ou seja, ¢ o maior ganho
em norma 2 que pode-se obter do sistema. Se o operador é uma fungao de transferéncia
G/(s), entdo a seguinte definicdo pode ser empregada:

Gl = sup{G(j)},

onde 7{G(jw)} é o méaximo valor singular de G(jw). Se G é SISO, entio 7{G(jw)} =
|G(jw)| e a norma H,, corresponde ao valor maximo do grafico de médulo de Bode.

O célculo da norma, para fun¢des de transferéncia, ndo pode ser feito diretamente
como na norma H;, e um procedimento iterativo deve ser utilizado. O resultado que segue
fornece a chave para o procedimento, e pode ser encontrado em [17]:

Teorema 87 Seja o sistema G(s) ~ (A, B,C, D), com (A, B) estabilizdvel. Entdo tem-se
NIGllew < v se € somente se existir uma matriz P > 0 tal que

(A+ BZ'D'CYP+ P(A+ BZ'D'C)+ PBZ 'B'P +4*C'T~'C =0 (4.16)

onde Z =41 —D'D e T=+1~DD'. T= (1.8

[N
O procedimento para célculo consiste, entdo, em procurar o menor valor de v tal que
a equagao (4.16) seja satisfeita. Pode-se utilizar, por exemplo, o método da bisseccao.
Normalmente nao é procurada uma solucéo para a equagao de Riccati, mas sim verificados
os autovalores de sua matriz Hamiltoniana (veja, por exemplo, [17]). Como nosso interesse
maior é em problemas de sintese, vamos abordar o calculo da norma via LMI. O resultado
que segue pode ser encontrado em [10]:
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Teorema 88 Seja a fungdo de transferéncia G(s) ~ (A, B, C, D) controldvel ¢ observdvel.

Entdo a sua norma He, € dada pelo problema'®

AP+ PA PB ] +[C”

[Gllee = miny s [T D5+ |G 1e pi<o. pso

Por fim clarificaremos a relagdo entre a LMI e a equagdo (4.16). O material
que segue nao é necessario para a compreensao das proximas se¢des, mas como a equagao
(4.16) é encontrada com certa freqiiéncia, consideramos valido mostrar como podemos
chegar, a partir dela, na forma simplificada da LMI. Para comegar, relembramos um
resultado da segao 1.2.4:

Fato 89 A solugcio P da equagdo (4.16) € a solugdo mdzima da inequagao

/\
4 —1 vy -1y -1 2 =1 Py
(A+ BZ7*D'CYP + P({+ BZ-D/C) + PBZ 1BP+QLC/T,{§ 0.

Pelo lema de inversao de matrizes (veja por exemplo [5]), tem-se que
Z7' = 47*(I+D'T7'D) (4.17)
T™' = 47*(I+DZ7'D) (4.18)
dai temos
yC'T~'C =C'C +C'DZ7'D'C
utilizando essa relacao e trabalhando algebrlcamente com a equagdo (4.16) chegamos ao
resultado equivalente

“qt -1 7
A%—*—(PB-!—C’D) (PB+CD)+CC 0
aplicando o fato 89 e o complemento de Schur temos a LMI

[A’P + PA+C'C PB+ C”D] <0

B'P+D'C D'D —~*]
que ¢ idéntica & LMI do teorema 88, estando portanto a relacio de equivaléncia estabele-
cida. Note que uma LMI equivalente pode ser escrita, em termos de W = P! e através
do complemento de Schur da seguinte forma:

S (WA AW B, WC,
By -1 D | <0 (4.19)
cw D, ~-I
W

4.4.2 Definicao do problema

Seja o sistema descrito como em (4.1). O problema subdtimo H,, consiste em encontrar
um controlador tal que a norma H., da fun¢do de transferéncia em lago fechado G, seja
menor do que um valor pré-especificado 4. O problema dtimo H,, consiste em encontrar
um controlador que minimize essa norma.

13Se a fungdo nao for controlavel ou observavel, entao o problema retorna um limitante superior para
a norma.
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Os problemas H,, possuem algumas peculiaridades: em primeiro lugar, a solu-
¢ao'¥ para os mesmos ndo é dnica, mesmo para o problema étimo. Em segundo lugar, o
problema étimo, da forma como colocado, é bastante problematico em termos numéricos
[17], pois quase sempre a solucdo € atingida através de grandes ganhos de realimentagao.
Essa é, alias, uma das motivacoes para o estudo do problema misto Hz/H., j& que uma
restricdo na norma H, consegue, na maior parte das vezes, impor um limite na energia
de controle. Normalmente, quando apenas restricbes na norma H., sio consideradas,
procura-se resolver o problema subétimo. ' '

4.4.3 Realimentacao de estados

- Apresentaremos a solugio para o problema subétimo nessa secdo. Como poderemos notar,
essa mesma solugao aplica-se ao problema 6timo. Consideraremos o caso particular de

(4.1) onde

z = Az + B%»w + B,u

{ z2=0C.x+ Dy, w\+ D,,u (4.20)
y=zc N '

-A solugdo para o problema subdtimo € dada pelo seguinte teorema:

Teorema 90 Seja o sistema (4.20), onde (A, B,) e (A, By) sdo estabilizdveis, (C,, A)
observdvel, e v um escalar positivo. Entdo existe uma realimentacdo de estados u = —F'x
tal que ||Gu:l|leo < 7 se € somente se a sequinte LMI em W e L for factivel:

-«
WA+ AW — B,J%“L'B. B, WC!~ L'DY
B! —1 D'y <0, W>0 (4.21)
C.W — Dy.d D, -
. / S
e nesse caso um ganho de realimentagio € dado por F = LW™!.

Podemos observar que esse mesmo resultado pode ser utilizado na solucao do
problema étimo, bastando minimizar v2. Para a prova, basta notarmos que a funcgio de
transferéncia a laco fechado é

{a'cz(A—BuF):v-{rwa
z=(C, — Dy, F)z + Dy,,w

Substituem-se os valores apropriados na LMI (4.19) e faz-se a mudanca de varidvel FW =
L, chegando-se entao a LMI do teorema.

4.4.4 Compensador de ordem completa

Nessa se¢do apresentamos o resultado obtido por Gahinet e Apkarian [21] para o problema
de controladores dinamicos H.,. Nesse trabalho, é obtida uma condi¢io necessaria e
suficiente para a existéncia de controladores dinamicos de ordem reduzida para o problema
subdtimo H.,. O resultado se da em termos de um problema de minimizacao sujeito a

140u seja, o controlador que resolve o problema.
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restricoes LMI, onde o funcional nao é convexo para controladores de ordem reduzida.
Todavia, se desejarmos apenas construir controladores de ordem completa para o sistema
subdtimo teremos o resultado em termos de um problema convexo de factibilidade. Todo
o material necessario para a prova do resultados pode ser encontrado em [50].

w

Figura 4.3: Sistema para sintese H,

Definicao do problema

Antes de apresentarmos o resultado necessitaremos de algumas defini¢bes e condig¢des para
a aplicabilidade do mesmo. O sistema a ser considerado estd representado na figura 4.3.
A funcao de transferéncia da planta é dada por

o] =[50 Gl ]

A fungdo de transferéncia da entrada w para a saida z é dada por!® G.(s) = G.. +
Gu:F(sI — GuyF) 'G,,. A descricdo por variaveis de estado da planta é dada por

A|B, B,
G(s) ~ | C; [Duw, D
Cy | Duy Dy

onde A € R"*" D,,, € R™*™ e D,, € R™*™_ Sjo feitas ainda as seguintes suposi¢des:
e (A, B,) é estabilizivel e (A, C,) é detectavel.
® Dyy =0 (o que é feito sem perda de generalidade).

Podemos agora definir o problema:

Definicao 91 (Problema subdtimo Hy,) Dado v > 0, o problema subdtimo Ho, consiste
em encontrar um controlador F(s) tal que

o O sistema a lago fechado seja estdvel.

o O sistema a lago fechado satisfaga ||Goy2(8)|leo < 7.

15Por simplicidade vamos omitir o argumento s em alguns lugares.
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Solugao do problema

Enunciaremos a solucdo do problema subétimo H., em um teorema. Para detalhes sobre
a prova do mesmo pode-se consultar [21] ou ainda [50].

Teorema 92 (Gahinet e Apkarian [21]) O problema subdtimo H,, tem solugdo se e so-
mente se existirem matrizes simétricas R e S satisfazendo

" AR+ RA’ RC!| B,

[%*? C.R -ﬁfmw[%*ﬂ<o
. i L B:u Diuz _7[_
[ SA+A'S SBo| C. T
[Ags ) B.S —~I|D., [Ags (}] <0
"L C, D.,. ——'ylj
R I
[1 S] 20

onde Ny e Ns sdo, respectivamente, bases para o nicleo'® de [B, D! ]e[C, Duy].

Esse teorema nos fornece uma condigao necessaria e suficiente para que exista
uma solucdo dinamica de ordem completa para o problema subétimo H,. Na verdade, a
ordem do controlador pode ser ainda menor!?, mas nao trataremos desse caso aqui.

Construcao do controlador

.Dadas as matrizes S e R é possivel construir um controlador que satisfaga o problema da
maneira que apresentaremos a seguir.
Seja k = posto(I — RS). Calculam-se matrizes de posto completo por colunas M
e N € R™** tais que MN' = I — RS. Em seguida obtém-se uma matriz X € R(*+k)x(n+k)
que satisfaga o sistema linear
S 1 I R
v ol =X[o ar]

A matriz X resultante deve ser positiva definida. Definem-se agora as matrizes auxiliares

A 0 B,
w=[0 o) B=|G] G=1c 0
[0 B, [0 I
Ay C‘Ryo]

-0
Duz = [0 Duz] Dwy = [ ]
que nos permitem definir as matrizes
Q = [C Dwy 0(k+ny)xnz]
16 ., suas colunas formam uma base para o niicleo.

17A ordem minima do controlador é dada por posto(I — RS). O problema entdo torna-se minimizar
posto(I — RS) sujeito as LMI do teorema. Esse funcional, no entanto, ndo é convexo.
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'P:[B’ 0(k+nu)><nw ,D;z]

 [ALX+XA, XBy, Cj°
U= ByX —~1 D,
CO Dwz "—'71-

Depois de encontradas as matrizes resolve-se a LMI
U+ QOP+POL<O

particiona-se a matriz © como

o= [Ap Bp]_

CF Dy

com Dp € R™*™ e finalmente tem-se a descri¢do de estados para o controlador, que tera
a funcao de transferéncia

F(S) = CF(SI - Ap)—pr + Dp

4.5 O Problema Hy/H. Misto

4.5.1 Definicao do problema

O problema H;/Ho pode ser formulado a partir da planta da figura 4.4: encontrar um
controlador que minimize ||Ga,||2 sujeito a restri¢dao ||Goooolleo < 7. Podemos também
propor o problema “inverso”, de minimizar ||Gooco || sujeito a restricao [|Gaollz < -

Figura 4.4: Planta para o problema misto

T = Az + Bywy + Bowe + Buu
29 = Cox + Daswy + Do + Dyou

Zoo = Coo + D2oow2 + Doooowoo + Duoou

y= Cyilf + Dzng + Dooywoo =+ Duyu
22(3_) G22(S) GOOQ(S) Gug(S) wg(s)
Zoo(S) Weo ()
y(s) u(s)

G200(8)  Goooo($) Guoo($)
G2y(s)  Gooy(s) Guy(s)
O problema encontra varias motivagdes. Uma delas ¢ impor algum limitante no
ganho H., por razdes vistas na secao 4.4, e uma restricio H; pode cumprir esse papel.
Outra motivacido provém do chamado problema de “performance robusta”, que consiste

(4.22)
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em garantir nao so estabilidade como também performance frente a incertezas do modelo.
Note que o problema H;/Ho, misto ndo resolve esse problema, mas suas solugdes podem
fornecer conhecimernto para resolvé-lo [40]. De fato, mesmo o problema misto n&o possui
ainda solucao analitica!®. As abordagens propostas minimizam nao a norma H,, mas sim
um limitante superior para a mesma. A minimizagao de um limitante foi tratada em (8]
e, de forma convexa, em [40].

4.5.2 Realimentacao de estados

Iremos minimizar também um limitante superior para a norma H,. A abordagem dessa
secao consiste simplesmente em acoplar as solu¢ées LMI do problema H, e do problema
subdtimo H... Consideremos o sistema (4.22) com y = z e Dy; = 0.

Teorema 93 Sejam N, L ¢ W as solugées para o seguinte problema:

. N C.W — DL
mintr(N) [(C’ZW — DY W ] >0,
[AW—FWA’—BuL—L’B; Bg}
/ <0,
B, -1
AW+ WA -B,L-L'B, B, WC,_-LD,,_
B!, -~ D .. <90,
W >0

Entdo o sistema (4.22) realimentado por u = —LW ™z € tal que ||Goomlloo < v € ainda
[G2llf < tr(N).

A prova é trivial: basta notar que as restrigées do teorema impdem que as
restrigdes dos teoremas 86 e 90 sdo satisfeitas. Como estamos agora adicionando a res-
tricdo Hoo ao problema H,, nao podemos mais garantir a otimalidade da solugdo apenas
minimizando o trago de N, e por isso podemos apenas garantir o limitante superior.

Cabe notar que, caso y2B; B} < B, B.,, as restri¢des se reduzem as mesmas
encontradas em [40].

>

187 solugao apresentada em [53] requer a solugao de 7 equagdes nao lineares acopladas.



Capitulo 5

Conclus6es

Ao longo desse trabalho foram apresentados varios resultados importantes da area de
controle e suas solugbes via inequagdes matriciais lineares. Esses resultados foram agru-
pados e apresentados de forma didética, de forma que mesmo leitores pouco familiarizados
tanto com os problemas quanto com a abordagem LMI pudessem acompanhar sem mui-
tas dificuldades o desenvolvimento dos temas. Os resultados foram apresentados em trés
blocos: v

No capitulo 2 foram apresentados resultados basicos para a compreensao dos
problemas de controle em si. Um tratamento simples mas completo foi dado aos temas
tratados. Nesse sentido podemos citar como contribuigao desse trabalho a sintese realizada
dos conceitos de passividade e positividade e suas interpretacoes e a breve sintese de
espagos vetoriais (principalmente no que toca a teoria de Lebesgue). Esses dois topicos,
apesar de basicos em varios campos da teoria de controle, raramente sao tratados de
forma simples e objetiva na literatura, e quando o sdo normalmente acabam por omitir
alguns aspectos importantes.

No capitulo 3 sdo apresentados resultados de estabilidade normalmente asso-
ciados a sistemas nao lineares. Os resultados sao apresentados em ordem crescente de
“complexidade” da abordagem. Solugdes recentes para os critérios de Brockett e Willems
e de Zames e Falb em termos de LMI foram apresentadas. O tratamento dado anterior-
mente aos conceitos de positividade e passividade reflete-se na interpretacao dos critérios,
que, como visto durante a abordagem do critério de Zames e Falb, reduzem-se a verificagio
da positividade de um sistema modificado.

No capitulo 4 sao apresentados resultados da “nova” teoria de controle, referentes
aos problemas H; e Ho,. A ordem de apresentacdo reflete o carater “generalizador”
da teoria Ho, em relacio a teoria Hg. O problema misto Hy/Ho, é apresentado para
demonstrar o poder da abordagem LMI: de fato, uma vez formulado o problema, a sua
solu¢ao em termos de LMI é realizada de forma simples. Nesse capitulo também é tratado
o problema de realimentacio estatica de saida. Pequenas corregdes sao feitas ao resultado
de Guoxiang Gu [30] e uma formulacio LMI é dada ao problema, o que pode ser visto
como uma contribui¢ao desse trabalho.

Os resultados derivados do problema restrito de Lyapunov permitiram deter-
minar algumas caracteristicas do problema em termos geométricos, além de estender o
resultado de Gu para sistemas com representagao de estados genérica.

Os resultados derivados da inequagao de Lyapunov sao, talvez, os mais interes-
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santes desse trabalho. Propiciam, através da simples inclusdo de duas restri¢des de igual-
dade lineares, condigdes suficientes para a existéncia de um ganho estabilizante. Além
disso, como foi provado, sdo condigOes necessarias e suficientes se levarmos em conta to-
das as possiveis representacdes de estado do sistema. Nesse sentido o resultado pode ser
comparado ao obtido em [29], mas as particularidades e propriedades da abordagem deste
trabalho ainda sio desconhecidas, e constituem um interessante tema a ser estudado. A
partir dos resultados deste trabalho foi obtida uma nova formulagao para o problema de
realimentagao de estados, formulagao essa que permite extensoes e generalizagdes de re-
sultados existentes. A sintese via critério do circulo com o setor variavel foi tratada como
exemplo, um resultado que, segundo nosso conhecimento, também € novo.

Esta dissertagdao aponta varias diregOes para pesquisas futuras: as propriedades
da abordagem do problema de realimentagao de saida podem ser aprofundadas ainda
mais. A colocagao do problema de realimentacao descentralizada na mesma formulagao
é um topico a ser pesquisado. A formulacdo alternativa para a realimentagiao de estados
pode gerar resultados proveitosos, a serem ainda explorados. A relagdo entre o problema
restrito de Lyapunov e passividade! poderiam ser trabalhados. Por fim, a colocagao dos
resultados em termos de sistemas discretos ¢ um tema a ser abordado, pois esse trabalho
tratou apenas de sistemas continuos.

! As condigoes necessarias e suficientes para a solu¢ao do PRL para plantas quadradas sao praticamente
idénticas as necessarias para que um sistema seja passivizavel via realimentagio de estados.



Apéndice A
Analise convexa

Daremos aqui apenas alguns conceitos basicos para a analise convexa, pois um estudo
mais aprofundado foge do escopo desse trabalho. O leitor interessado podera encontrar
um tratamento mais abrangente em [54].

A.1 Conjuntos afins

Sejam z e y pertencentes a R”. Definimos o produto interno (z,y) = z’-y. A reta que
une esses dois pontos é dada pela equagao

(I=XNz+dy=az+Ay—-2z), VIER.

Definigdo 94 (conjunto afim) Um subconjunio M de R™ € dito afim se, para todo \ € R
e para todo par x,y € M,
(I =Nz + Ay € M.
Assim, um_conjunto é afim_se a reta que passa por quaisquer dois pontos do
conjunto também pertence ao conjunto. Nao é dificil notar que todos os subespacos de R™

sao conjuntos afins que contém a origem. Um conjunto afim ndo necessita, porém, conter
a origem: o translado de um conjunto afim M é definido como

M+a2{z+a:2€eM}.

Se, para um dado M, existir um a tal que M = L + a, entdo M e L sao ditos paralelos.
Todo conjunto afim M nao vazio é paralelo a um tnico subespago L, que por sua vez é
dado por '

L=M-M={z—-y:z,y€ M}.

A dimensio do conjunto M é a dimensao desse subespago. Por defini¢do, a dimensao do
conjunto afim vazio é —1. Todo conjunto afim M pode ser representado por

M={zeR": Bz =0,BeR™"be R}

Lembrando que um hiperplano pode sempre ser representado por H = {z : (z,b) =
B3,b # 0}, temos a seguinte conclusdo: lodo conjunto afim de R™ € a intersec¢do de finitos
hiperplanos. Esses hiperplanos sdo dados por

H;, ={z: (a:,b,-)} = G},

onde os b; sao tomados da matriz B e §; é tomado do vetor b.
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Definicdo 95 (casca afim) Dado qualger S C R™, o menor conjunto afim que contém S
existe e € unico. Esse conjunto € chamado de casca afim de S € € dado pela interseccdo
de todos os conjuntos afins M tais que S C M.

Representamos a casca afim de S como aff S. A casca afim de S é dada por
todos os vetores na forma
A1-771 + )\23:2 R /\mxma
onde z; € Se A+ A2+---+ A, = 1. Um conjunto de m + 1 pontos é afim independente’
se M = aff{bo, by, ...,bn} for m-dimensional, ou seja, se os vetores {b; — by, ...,bn — bo}
forem linearmente independentes.

A.2 Conjuntos convexos

Os conjuntos convexos sao definidos de forma similar aos conjuntos afins:

Definigao 96 (conjunto convero) Um subconjunto C' de R™ € dito convexo se
Vz,y € C, . (1—/\)z+,§yeC, 0< A<

Assim, um conjunto é convexo se o segmento de reta que une quaisquer dois
pontos do COI‘lJUIltO também pertencer ao conJunto E cla,lo entao que todownjun-

e

destacam-se os semz-planos
Cy = A{z: (z,b) < 5} Cy = {z : (z,b) > B}

O primeiro exemplo é fechado, enquanto o segundo é aberto. Se as desigualdades forem
substituidas por uma igualdade teremos um hiperplano. Sabendo que a intersec¢ao de
conjuntos convexos é também convexa, podemos tirar a seguinte conclusao:

Corolario 97 O conjunto solugdo de um sistema simultdneo de inequagées lineares €
convezo. '

A intersecgao de finitos conjuntos convexos ¢ um conjunto convexo poliédrico.
A soma vetorial A\jz1 + -+ + Az, € uma combinagdo convera de {zy,...,z,}se X\ >0
e Z A= 1.

Um conjunto que ¢ a casca convexa de um niumero finito de pontos é um politopo.
Se um conjunto de m pontos é afim independente, sua casca convexa € um simplex m-
dimensional.

Definicao 98 (Cone) Um subconjunto K de R™ € chamado cone se for fechado em relagdo
a multiplicagdo escalar positiva, isto €, se

Vee K, VA>0, A ekK.

1Em inglés, affinely independent.
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Alguns autores consideram que X pode ser zero, e nesse caso todos os cones
conteriam a origem. Adotamos a convencdo de [54], onde A > 0. Um cone é a unido
de semi retas que emanam da origem. Note que um cone nao precisa ser “pontiagudo”:
qualquer semi-plano que contenha a origem, por exemplo, é um cone.

Teorema 99 (Cone convezo) Um subconjunto de R™ € um cone convezo se e somente se
ele for fechado em rela¢do a adi¢do e a multiplicagdo escalar positiva.
Por fim ressaltamos alguns fatos da algebra de conjuntos convexos: -
. _ L . o , A
e Se () e Cy sdo conjuntos convexos, entao também o € a sua soma C1+Cy = {z,+z :
b o
T € Cl,iL'z € Cg} :

e Com a soma definida como acima, a combinacao linear de conjuntos convexos
também é um conjunto convexo.

e Um conjunto convexo € simétrico se C = —C. Nesse caso, se o conjunto nao for vazio
ele contém obrigatoriamente a origem. Os cones convexos simétricos ndo vazios sao
os subespacos. ' '

e Um conjunto C € convexo se e somente se, para todos escalares A; e A\; ndo negativos,

(Al + /\2)C = /\10 + /\2C
A.3 Funcgoes convexas
Seja f: S EVIR" — R. O epigrafo de f é o seguinte conjunto:

epif £ {(z,p): 2 € S, € R, 1> f(2)}.

Podemos considerar o epigrafo como o conjunto que estd “acima” da fung¢ao, como na
figura A.1.

Definigao 100 (Fung¢do conveza) Uma fungdo € convexa em S se o seu epigrafo € con-
vezo. '

Uma funcéo é concava em S se sua negativa é convexa. Uma fungéo é afim em

S se ela é finita, concava e convexa. A verificagao matematica da convexidade de uma
> Ninita, concava e convexa.
fungdo pode ser feita de varias maneiras (C é um conjunto convexo):

o f:C — (—o0,0] é convexa se e somente se

(=X +2y) < (1= Nf(z) + A (),
z,y€eC, 0<A<]1,

o f:R"— [—00,00] é convexa se e somente se
FA=XNz+dy)<(1=Na+r8, 0<A<],

sempre que f(z) < ae f(y) < B.
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0 RN
3 o2 0" o6 o's )i( 21 1% 1" 3

Figura A.1: Epigrafo de uma fungao convexa

o f:R"— (—00,00] é convexa se e somente se

f(/\ll'l + /\23:2 R o /\mxm) S ’\lf(xl) + /\2f(.’l’,‘2) +--+ /\mf(xm)7
Xi>0, > =1

e se f tem derivada de ordem dois continua no intervalo («, 3), entdo ela é convexa
nesse intervalo se e somente se f” > 0 em (o, 3).

Normalmente a primeira verificagao é tomada como defini¢do de fungdo convexa.
Ela é, porém, menos geral do que a definicdo dada aqui porque nédo inclui fungdes que
assumem o valor —oo em algum ponto. Uma funcdo convexa é propria se ndo assume
o valor —oo em nenhum ponto e assume um valor finito em pelo menos um ponto. Isso
é equivalente a exigir que seu epigrafo seja nao vazio e nao contenha linhas verticais. A
ultima verificagcao pode ser estendida da seguinte forma: '

Teorema 101 Seja f : C — R" com derivada sequnda continua no conjunto C. Entdo
f € conveza em C se e somente se a sua Hessiana Q(z) for positiva semi-definida para
todo z € C. A Hessiana € definida como

9% f 8% f 62f
8::1281'1 (.’13) 81528:1:2 (:IJ) e 81;128_1;" ((E)
I :ad A el R o A
H(f(a)) & | T ®) w0 Al
52 f 52 [ ’ 52 [
Axndx ( ) Bzndzy (ZE) T 8znOzn ((E)

onde z = [z1 Ty -+ n].

A prova pode ser encontrada em [54]. Para finalizar enunciamos alguns resultados sobre
operagoes funcionais. As provas podem todas ser encontradas em [54].
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e Seja f : R® — (—o0,0] convexa e g : R - (—o0, 00| convexa e nao decrescente.
Entao h(z) = g(f(z)) é convexa em E.

A soma de duas fungdes convexas proprias é convexa.

Seja C um conjunto convexo em E"*!. Entao a fungao f(z) = inf{u: (z,u) € C} é
convexa.

e O supremo ponto-a-ponto de um conjunto de fungdes convexas é uma fungio con-
vexa.



Apéndice B
Espacgos vetoriais

~ Daremos aqui uma nogao basica de espacos vetoriais e de elementos de algebra. O objetivo
final dessa parte é fornecer uma pequena introdugao aos espagos de Lebesgue. A teoria
dos espagos de Lebesgue possui de fato um nivel de complexidade elevado. Em particular,
deveriamos abandonar nosso conceito de integral para passarmos a trabalhar com outro
tipo, a integral de Lebesgue. O trabalho com a integral a que estamos acostumados
(integral de Riemann) ndo nos traz, porém, grandes inconvenientes, € por isso muitas
vezes ela é utilizada nas definigoes dos espagos de Lebesgue na literatura de controle.
Infelizmente, porém, essa diferenciagio raramente é notada.

Comegaremos com algumas defini¢des mais basicas, mas igualmente importantes
no ramo de controle. Seguiremos com uma breve passagem pela “verdadeira” teoria de
Lebesgue, onde, como sera visto, o grande diferencial é a defini¢do de integral. O material
encontrado aqui pode ser obtido de [49], e uma versdo mais voltada para controle, ja
simplificada, em [62].

B.1 Espacos de Banach

Definigao 102 (Espago vetorial) Seja X um conjunto. Diz-se que X € um espago vetorial
sob um campo de escalares S se existirem operagées +: X2 -+ X e-: S x X = X tais
que, para (z,y) € X? e (s1,82) € S? as sequintes relagdes forem satisfeitas:

lL.z4+y=y+r<z

2. (s182) = s)(s22)

3. (814 82)T = 81% + s2¢

4. si(z +y)=s1z+ 51y

5. Iz = x, onde I representa o elemento identidade no campo S.

Os elementos de um espago vetorial X sdo chamados vetores. Se S = R ou
S = C chamaremos X de espaco vetorial linear. Normalmente suprimiremos a palavra
vetorial por brevidade.

Definigao 103 (Espago linear normado) Seja X um espago linear. Se eristir, para todo
z € X, um nimero ||z|| tal que
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1. lz]| 20, |lz||=0 <= =0
2. lze+yll <zl +1lyll, VyeX
8. Vse S, |sz| = szl

entdo o par (X, || - ||) € dito um espago linear normado.
O nimero || - || é chamado norma em X. Sempre que possivel preferimos dizer
que X é um espaco linear normado ao invés de utilizar a notagao (X, ||-||). Isso sera feito

também para outros espagos, mas pela sua defini¢do a distingao devera ser clara.

Definigdo 104 (Segiéncia convergente) Seja X um espago linear normado. A seqiiéncia
{z;} = {z1,z2,...} de vetores em X € dita convergente para um vetor ¢ € X se, dado
€ > 0, existir um numero 3 > 1,7 € Z tal que

lz: —z|| <€ Vi>j

ou, equivalentemente,
lim ||z; — z|| = 0.
1—00

Definigdo 105 (Seqiéncia de Cauchy) Seja X um espago linear normado. A seqiéncia
{z;} € uma seqliéncia de Cauchy se, dado € > 0, existir um nimero j > 1,j € Z tal que

lz: — zkl| <€ Vi>jk>j

ou, equivalentemente,
lim |lz; —z[| =0
k,i—00

Finalmente podemos prosseguir com a defini¢dao principal:

Definigdo 106 (Espago de Banach) Seja X um espago linear normado. X € dito um
Espago de Banach (ou ainde um espago linear normado completo) se toda seqiéncia de
Cauchy em X é convergente.

A distingao entre seqiiéncia de Cauchy e seqliéncia convergente ndo € muito
clara, pois pode parecer que uma seqiéncia de Cauchy sempre converge. Realmente,
exemplos de seqiéncia de Cauchy nao convergentes sao dificeis de serem imaginados,
em particular porque o espacgo euclideano R”, com as defini¢ées habituais, € espago de
Banach. Assim, nesse espago a que estamos tao habituados, toda a seqiiéncia de Cauchy
€ de fato convergente. Para que o leitor tenha um “sentimento” da diferenca entre os dois
tipos de seqliéncia enunciaremos os seguinte fatos[59]:

e Se a derivada de uma fungao tende a zero, isso nao significa que ela seja convergente.
Como exemplo temos a fungdo f(¢) = sin(log(t)), ou ainda a fung¢do nédo limitada

f(t) = log(t).

e Se uma fungio converge, isso nao quer dizer que sua derivada tenda a zero. Como
exemplo temos f(t) = e *sin(e?).
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B.2 Espacos de Hilbert

Definigdo 107 (Produto interno) Seja X um espago linear em C. O funcional bilinear
{-,-) € um produto interno em X se, para todo par (z,y) € X?, as seguintes condigies
forem satisfeitas: '

. (z,y) = (z,y), onde () é’ o complezo conjugado.
2 (z,z) > (z,2) =0 < z=0.
3. (\z,y) = Az, y), para todo escalar ).
4. {z+2z,y) = (z,2) + (z,y), Vzel.

O par (X, (-,-)) € um espago linear com produto interno.

O seguinte teorema nos da algumas propriedades tteis do produto interno e de
normas. Para a prova consultar [49].

Teorema 108 Seja X um espago linear com produto interno. Defina-se, nesse espago, a
norma ||z|| = \/{(z,z). Enléo as sequintes propriedades se verificam:

1. Kz, )| < lizllllyll (desigualdade de Cauchy).

2. lz +yl* + flz = ylI” = 2(ll=l1* + [ly]*)-
Definigao 109 (Métrica induzida) Seja X um espago linear normado. A métrica ou
funcao distancia p em X € definida para todo par (z,y) € X? como p(z,y) = ||z — y||.

O par (X, p) € dito entdo um espago com métrica, e a fung¢do p € chamada de métrica
induzida pela norma || - ||.

Pela defini¢do de norma, a funcao p tem as seguintes propriedades:
L. p(z,y) = ply, @)
2. p(z,y) 20, p(z,y)=0 < z=y.

3. p(z,y) < pl,2) + p(z,y).

Podemos agora prosseguir com a defini¢do principal:

Definigdo 110 (Espago de Hilbert) Seja X um espago linear com produto interno. Se,
para todo x € X, definirmos ||v||* = (2,2), entdo o par (X,]| - ||) € um espago linear
normado. Se ainda X for completo com respeito @ métrica znduzzda pela norma || - ||,
entdo X € dito um Espaco de Hilbert.

Assim, um espaco de Hilbert nada mais é do que um espago de Banach com
produto interno, de tal forma que a norma seja dada como na definigio.
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B.3 Medida de Lebesgue

Definicao 111 (A’lgebra) Seja X um conjunto. A classe X dos subconjuntos de X € dita
um corpo ou uma algebra se as seguintes condi¢ées forem verificadas:

1. X € X, e o conjunto vazio ) € X.
2. Dados A€ X e B€ X, entdio AUB € X.
3. Dados A e B como acima, entdoA=A|B={xeA:x¢B}eX.

Se, em adigdo, dada uma classe contdvel {A;,;1 € Z,} de conjuntos em X, o conjunto
UL, A; € X, entdo a dlgebra X € chamada de dlgebra de Borel (ou ainda o-dlgebra).

Nos espacos a que estamos habituados é muito dificil encontrar um exemplo de
uma algebra que ndo seja de Borel.

Definicao 112 (Espagos mensurdveis) Se X € uma dalgebra de Borel nos subconjuntos
de X, o par (X,X) € dito um espaco mensuravel, e os membros de X sdo chamados
conjuntos A'-mensuraveis.

Defini¢do 113 (Medida) Seja X um espago mensurdvel. Entdo a fung¢do conjunto' m ¢
dita uma medida aditiva em X" se '

1. 0 <m(E) < oo, para E € X.
2. (AN B)=0= m(AUB)=m(A) +m(B).

A medida aditiva m € dita ume medida em X se, para todas as seqiéncias {A:,1 € Z,}
de conjuntos em X tais que i # 7 = (A;iN 4;) =0, :

'Se X é um espago mensuravel e m uma medida em X, entéo o triplete (X, X', m)
é chamado um espago medida. Um subconjunto E de X tal que m(E) = 0 é chamado
um conjunto nulo. Se alguma propriedade for vilida em todo conjunto X exceto em um
conjunto E tal que m(E) = 0, entdo essa propriedade ¢ dita valida m-quase sempre? em
X.

Podemos pensar na fun¢ao m com sendo uma fungdo que retorna o tamanho de
um espacgo. Assim, se tomarmos em X = R e X como sendo o conjunto dos subespagos
limitados pelos intervalos E; = [a;,b;] (podendo ser abertos em qualquer extremidade),
entdo seria légico pensar na medida m(E;) = b;—a;, que nos daria o tamanho do subespago

E..

Definicao 114 (Medida externa) Uma fungio conjunto p definida na classe de todos os
subconjuntos de um conjunto X € dita uma medida externa se as seguintes condigdes sdo
satisfeitas:

1Um mapeamento de conjuntos no conjunto dos nimeros reais.
2Em inglés,m-almost everywhere.
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1. 0 < u(A) o0, VACX.

u(@) = 0.
ACBCX = uA) <uB).

e

Se {A;,1 € Z1} € uma classe contdvel dos subconjuntos de X, entdo |

p (G Ai) < iu(fh)-

1=1
Um subconjunto A de X ¢ dito u-mensuravel se, para todos os subconjuntos E C X,
W(E) = (AN E) + u((X]4) N E).

Utilizaremos a notacao M, para representar a classe de conjuntos p-mensura-
veis. Assim, se y é uma medida externa em X, tem-se que M, é uma algebra de Borel,
e que u é uma medida em M,. O triplete (X, M, u) é, portanto, um espago medida.
A partir da definigao 111 podemos concluir que a classe dos conjuntos M ,-mensurdveis
consiste dos conjuntos p-mensuraveis.

O seguinte teorema (prova em [49]) nos fornece um meio de construir uma medida
externa em um conjunto medida:

Teorema 115 Seja X um conjunto medida tal que, dado qualquer subconjunto A de X
existe uma classe {Bj,1 € Z4} de conjuntos em X tal que

AC | ) B.

‘s

1

-
H

Seja a fungdo conjunto u definida em X como
p(A) = inf {Zm(B,) :AC|JBi, Bie X, Vie Z+} )
=1 =1

FEntdo p € uma medida externa em X, u(B) = m(B) para Be X, e X T M,,.
Podemos agora prosseguir com a defini¢ao principal:

Definicdo 116 (Medida de Lebesgue em R™) Dado o espago euclideano R™, denotamos
por R™ o conjunto de todos os retangulos na forma R = ry X ry X ... X rp, onde cada
conjunto r, € um subintervalo de R limitado pelo intervalo [a;,b;] (podendo ser aberto em
qualquer extremidade). Para cada retingulo definimos m(R) como

m(R) = H(b’ — ai),

=1

donde m(R) nos dd o volume do retingulo R. Definimos agora o conjunto X™ como
o conjunto de todas as unides contdveis de retingulos em R™. Como, para todos os
retingulos A e B, A|B € um retingulo, temos que X™ € uma dlgebra de Borel e (R", X™)
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é um espagco mensurdvel. Temos ainda que (R™, X".m) € um espago medida. Defina-se
agora a medida externa u com o procedimento do teorema 115. Essa medida externa
€ chamada medida de Lebesgue em R", e € denotada por m gquando ndo houver risco
de confusdo. A classe M, = M,, de conjuntos p-mensurdveis ¢ chamada de conjuntos
Lebesgue mensuraveis.

Se definirmos, em R", a norma como sendo a norma euclideana, entao todos os
subconjuntos abertos de R™ sdo Lebesgue mensuraveis. Como os subconjuntos fechados
sd@o o complemento dos abertos, o mesmo é valido para todos os subconjuntos fechados
de R™.

B.4 Fungoes Lebesgue mensuraveis

Definicao 117 (Fun¢do X -mensurdveis) Seja X um espago mensurdvel. A fungdo f :
X — R € dita X-mensuravel se e somente se para cada numero a € R, o conjunto

{z e X: f(z)>a}eX.

Como X é uma algebra de Borel, que contém o complemento de seus membros,
entdo a fungao f é X'-mensurdvel se e somente se, para cada a € R, o conjunto {z € X :
f(z) € a} € X. Se a fun¢do retornar valores no campo C, entdao f é X-mensurdvel se e
somente se suas partes real e imaginaria forem X-mensuraveis.

Definicao 118 (Funcdo Lebesgue mensurdvel) Se p € uma medida externa em X, e M,
€ definido como anteriormente, entdo as fungies M, -mensurdveis sio chamadas fungoes
p-mensurdveis. Se, em particular, X = R"™ e m representa a medida de Lebesgue em R",
entdo as fungdes m-mensurdveis sio chamadas fun¢ées Lebesgue mensuraveis.

B.5 Integral de Lebesgue

Seja A um subconjunto de um conjunto X. Definimos a fun¢do caracteristica x4 como

X (m):{l se z € A,
4 0 seze€ A.

Essa funcao possui, entre outras, as seguintes propriedades (A e B sao subconjuntos de

X):

1. xe=0.

2. xatxi=xx=1

3. xanB(z) = xa(z)xs(z).

4. xanB(z) =0 < ANB=0.

5. AN B =0= xauB(z) = xa(z) + xB(z).
6. Xaus(2) = xa(2) + x5(2) — xa(2)x5(2).
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B.5.1 Funcoes simples

Definicao 119 (Fungdo simples) Uma fungdo f : X — C € dita uma funco simples se
sua imagem consiste em um conjunto finito de escalares.

Por exemplo, seja a fungdo f com imagem {a;,aq,...,an}, com os elementos a
distintos entre si. Definimos A; = {z € X : f(z) = a;}. Dal os conjuntos A sao disjuntos,
e ainda

f(z) = ixu

Se X é um espaco mensuravel, entao a fungdo simples f é A-mensuravel se e somente
se os conjuntos A; forem X-mensuraveis. Se ¢ é uma funcdo A-mensurdvel, entao existe
uma sequéncia {f;,1 € Z4+} tal que |fi] < |fo] < ... < gl em X e

Vz e X, lim fi(z)= g(z).

Definigao 120 (Fungdo salto) Sejam retangulos em R™ definidos como na defini¢do 116.
Entdo a fun¢do simples f € dita uma fungao salto se os conjuntos A; definidos. como
acima forem retangulos.

Definigao 121 (Integral de Lebesgue para func¢ies simples) Seja X um espago medida, e
f uma fungdo simples X -mensurdvel represenidvel por

flz) = in:("iXA.‘(m)'

Se o conjunto E estd em X, entdo a integral de Lebesgue de f em E € definida como
sendo -

Z_a,-m(A,- N E),

=1

e representada com a seguinte notag¢do:

/E f(a)dm.

A integral de Lebesgue para fung¢bes simples possui as propriedades usuais da
integral de Riemann (linearidade, ...).

B.5.2 Funcoes limitadas

Seja f uma fungao limitada em X. Seja ainda uma seqiiéncia {a;} finita de n+1 escalares
tais que

inf f(z) =ap<a; <...<a,=supf(z)
z€X r€X

Definimos agora os seguintes conjuntos:

._{{meX:aOSf(w)Sal} se 1 =0,
T l{reX:ai< f(z) Lai} sel<i<n.
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Figura B.1: Somas para integral de Lebesgue

A partir desses conjuntos definimos as seguintes somas:

@ )& S am(F), () &Y anm(F)

=0

Introduzindo mais um elemento intermedidrio na sequéncia {«;} teremos, para a nova
seqiiéncia a’, s(a’, f) > s(a, f) e S(d, f) < S(a, f). E possivel notar que, para quaisquer
seqiéncias a e b satisfazendo as condi¢oes do comego dessa secdo, tem-se que

s(a, f) < S(b, f).

Essa relagao pode ser derivada mais facilmente através da interpretagdo grafica de s e S,
como feita na figura B.1. O teorema a seguir nos fornece um resultado fundamental e a
definicao desejada.

Teorema 122 Se m(X) < oo, entdo € verdade que
sup s(a, f) = inf S(a, /).

Nesse caso, o valor comum das expressées € a integral de Lebesgue da fung¢do limitada f,
representada por [y f(z)dm.

Para tomarmos integrais em um subespago, basta notar que se FF C X e m(F) <
00, entao

z)dm = (z)x r(x)dm.
[ f@dm = [ f@)xe(e)
Como a integral é linear, fungdes retornando valores complexos podem ser integradas

através de duas integrais de fungdes reais. Para o caso onde m(X) é ilimitada, existe uma
extensdo do conceito de integral (para maiores detalhes consultar [49]).
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B.5.3 Funcoes ilimitadas

Seja X um espaco medida, e f uma funcio X-mensuravel. Dado um nimero a € R,
dividimos a func¢do f em duas fungoes:

) se |f(2)] < a
fo= Lot ie) el s o

ff=r-fa

Um exemplo dessa divisdo pode ser visto na figura B.2. Consideremos agora que

2a

Figura B.2: Divisao de f(z)

f(z) > 0. Entao [49] o limite

lim / fadm
existe. Se esse limite for finito, a fungdo é dita X-integravel em E com respeito a m. O
valor desse limite é a integral de Lebesgue de f em E com respeito a m.

Se X = R™ e m é a medida de Lebesgue, entdo a funcao é dita simplesmente
Lebesgue integrdvel, e o limite é a sua integral de Lebesgue.

No caso em que f(z) 2 0 para todo z, basta repartirmos f como a soma de duas
fungées, uma sempre positiva e outra sempre negativa. A definigdo passa a ser valida para
quando dois limites existirem. O mesmo ocorre quando f toma valores complexos.

O teorema que segue sera util em definigbes posteriores.

Teorema 123 Seja X um espago medida o-finito 3 | e seja f X integrdvel em um con-
junto E € X. Entao '

1. f € finita em E exceto em um conjunto Fo tal que m(Egy) = 0.

2. Se f>0em E e [gpfdm =0, entdio f = 0 m-quase sempre em E.

3Um espaco é o-finito se ele pode ser representado por X = U2, X;, onde todos os X; possuem medida
ﬁnitan1 ng g ...an g
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B.5.4 Integral de Lebesgue e de Riemann

Ao leitor deve restar a seguinte pergunta: qual a relacdo entre a integral de Lebesgue e a
integral de Riemann®? Na verdade, a partir das defini¢des dadas, nao é ficil encontrarmos
qual é a diferenca entre as duas, em particular porque nos acostumamos com a idéia de
integral como sendo a “inversa da derivada”. Além disso, a definicdo como “soma de
retangulos” parece familiar, pois muitas vezes é empregada para o calculo computacional
da integral de Riemann.

Para explicarmos a diferenca vamos tomar a definicdo para funcbes limitadas
que retornam valores nos reais. A definigdo para a integral de Lebesgue (teorema 122) é
equivalente a integral de Riemman se exigirmos que os conjuntos F' sejam constituidos, na
verdade, de intervalos. Assim, a integral de Lebesgue é mais abrangente do que a integral
de Riemann. Tomemos como exemplo a funcdo x¢ em algum intervalo [a,b], onde Q é
o conjunto dos nimeros racionais. Sabe-se que a linha dos reais é constituida de uma
alterndncia entre pontos racionais e pontos irracionais®. Assim, nio é dificil notar que é
impossivel, para essa fungdo, representar os conjuntos F através de intervalos, e portanto
essa funcdo ndo é Riemann integravel. Ela ¢, no entanto, Lebesgue integravel. O seguinte
resultado nos fornece a relagao final:

Teorema 124 A func¢do limitada f : X — R em um intervalo [a,b] € Riemann integrdvel
se e somente se o conjunto de pontos onde ela € descontinua tiver medida de Lebesgue
zero. Se [ € Riemman integrdvel, entdo o valor da sua-integral de Riemann € igual ao da
integral de Lebesgue.

B.6 Espacos L, e L,
Os espagos de Lebesgue (os espagos L,) sdo definidos da seguinte forma:

Defini¢ao 125 (Espagos L,) Seja X um espago medida o-finito. Entdo, dado qualquer
real finito p, detota-se por L,(X,X,m) a classe dus fungoes complezas X mensurdveis
cujas poténcias p sio X integraveis em X com respeito a m. Dai f € L,(X,X,m) se e
somente se [y |f|Pdm for finita. O nimero ||f||, € definido como

190 = ([ 15pam) "

A classe Loo(X,X,m) € definida com p — oo, € 0 nimero ||f|lo = info{a:m({z € X :
|f(z)| > a}) =0} € denominado de limite superior essencial de f em X.

Com o objetivo de simplificar a notagdo, sempre que possivel representa-se o
espaco L,(X,X,m) simplesmente como L,(X). Em particular, quando X representa
a classe dos espagos Lebesgue mensuraveis em R", temos a representacio ja conhecida

L,(R™).

4A integral a que estamos habituados.
SIsto é, para quaisquer dois pontos racionais, existe sempre um niimero irracional entre eles, e vice-
versa. Em outras palavras, néo existe nenhum intervalo onde a funcgao xg seja continua.
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O leitor mais atento deve ter notado que chamamos || f]|, de nimero e nao de
norma, como é mais tradicional. Na verdade, || f||, nao é uma norma. Pelo que ja vimos
da integral de Lebesgue, se || f||, = 0 entdo f é zero quase sempre. Mas, pela defini¢ao de
norma, deveriamos ter ||f||, =0 <= f = 0. Para que possamos trabalhar em espagos
normados, devemos contornar esse problema. Isso é feito com a criagdo de um espaco de.
classes equivalentes de funcdes de tal forma que (L,(X), || - ||») seja um espago normado:

Definigao 126 (Espagos L,) Denotamos por L,(X, X, m) o conjunto de classes de equi-
valéncia [f], onde f € L,(X) e g € [f] se e somente se f = g m-quase sempre. Como
lgll, = Ifll, para toda g € [f], definimos ||[f]|l, = ||fllp, € por conveniéncia denotamos a
classe [f] simplesmente por f.

Da mesma forma como nos espagos L,, o espago agora definido sera representado
sempre que possivel por L,(X). O novo espago possui propriedades bastante interessantes:

Teorema 127 (Riesz-Fischer) Seja X um espago medida o-finito. Entdo, paral < p <
00, (Lp(X), |l - |lp) € um espago linear normado e completo (portanto de Banach). Mais
ainda, se p =2, entao o espago Lo2(X) com o produto interno definido como

(f.9) = [ fodm
€ um espaco de Hilbert.

Cabe notar que a distingdo entre os espagos L, e £, nem sempre € feita, o que
normalmente acarreta em uma certa confusao.



Apéndice C

Resultados complementares

C.1 Matrizes

C.1.1 Inversas Generalizadas

Trataremos aqui de inversas generalizadas, também conhecidas como pseudo-inversas.
Os resultados e defini¢des aqui fornecidos podem ser obtidos de [7] e [5]. Primeiramente
notamos algumas propriedades da inversa convencional. Se A é ndo singular, entdao X =
A~ satisfaz -

1. AXA=A
2. XAX = X

3. AX = (AX)

4. XA=(XAY

5. AX = XA

6. A= XA+ i=0,1,...

Definicao 128 A pseudo-inversa de Moore-Penrose, representada por A*, € a inica ma-
triz tal que as propriedades (1-4) sejam satisfeitas.

Definicao 129 Se ezistir uma matriz X que satisfaz as propriedades 1, 2 € 5, entdo ela
¢ dita pseudo-inversa de grupo e representada por A¥. Uma condi¢do necessdria para sua
existéncia € a de que A deve ser quadrada.

Definicao 130 Seja A uma matriz com indice' i. A pseudo-inversa de Drazin, represen-
tada por AP, € a unica matriz que satisfuz as propriedades 2, 5 e 6.

Seja A™*" com posto A = r fatorada como A = BG. A existéncia de A¥ ¢é
equivalente a qualquer um dos itens que seguem:

o R(A) e N(A) sdo complementares.

10 indice de uma matriz é o menor inteiro i ndo negativo tal que posto A**t1 = posto A*.
p
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e (B ¢ nao singular.

Caso exista, a pseudo-inversa de grupo é dada por A* = B(GB)~2G. A pseudo-inversa
de Moore-Penrose é igual a de grupo se e somente se R(A) = R(A’). Um fato importante
a ser notado é que a pseudo-inversa de Moore-Penrose satisfaz

o ATAz =z Vz € R(A)
o AAtz =z V€ R(A)
o Atz =0 Vze N(A)

C.2 Transformacao de setores (loop shifting)

A técnica de loop shifting é bastante utilizada na analise de estabilidade de sistemas Lur’e
para transformar um sistema onde a nao-linearidade original estd em um setor genérico
[K;, K2] em outro equivalente onde a ndo-linearidade estd no setor [0,00). Pode-se obter
também um sistema onde a nao-linearidade estd no setor [0, K]. A figura C.1 mostra os
passos da transformacao.

T o
¢ i Kx-Jf

(a) (b) (c)

Figura C.1: Transformagao de setores: (a) Sistema original, ¢ € [K;, K3] (b) Primeira
transformagao, ¢; € [0, K2 — K;] (c) Transformagao final, ¢, € [0, 00)

Essa transformagao mantém também o sinal da derivada da nao-linearidade.
Para maiores detalhes ver [19] ou [37]. O procedimento é idéntico caso o setor original
seja aberto em algum extremo, e teremos o setor resultante aberto no mesmo extremo,
como é facil de notar. As fungGes de transferéncia (i; e G sdo, respectivamente,

Gi=GU+KG™ Gy=GU+KG ™+ (K, —K)™
Dai temos a representacao por variaveis de estado

A- B(I+ K,D)'K,C | B(I + K,D)™!

G~ I+DE)'C [+ DE)"'D




C.3. ZEROS DE TRANSMISSAO 97

A—B(I+ K\D)'K,C | B(I + K,D)™!
(I + DK,)~'C | (I + DK,)™'D + (K, — K,)™?
Cabe notar que a mesma transformacao pode ser utilizada para transformar

um setor genérico [K;, K;] em um setor simétrico [—K, K], bastando aplicar a primeira
transformagao substituindo-se o bloco K por um bloco (K, + K;)/2.

Gq ~

C.3 Zeros de transmissao

C.3.1 Verificacao matricial

Os zeros de transmissdo sao dados pelos pontos onde
det(C(sl — A)™'B + D) - det(sl — A) = 0.

Aplicando uma conhecida identidade de determinantes (ver, por exemplo, [20]) temos

det(C(sI — A)™'B + D) - det(sI — A) = det [Sl_‘cA g] .
Consideraremos o caso onde det(CB) # 0 e a matriz C = [I 0]. Particionaremos as

matrizes do sistema como na segdo 4.2.1. O posto de uma matriz permanece o mesmo se
a multiplicarmos por uma matriz de mesma dimensao e posto completo, portanto

osto [s[ —A B]
P -C D
I 0 0
— posto | =B,B7' I 0 [SI_Z,A g]

0 0 1
sl — A11 “‘A12 Bl
= pOStO BZBI—I(AH - 31) - A21 BZBI—IAIQ - /122 + sl 0
-1 0 D

Se D = 0, fica claro que os zeros de transmissdo sdo dados pelos pontos onde det(s] — Az +
ByBi'A;3) =0. Nocaso B=[I 0} omesmoé valido para a matriz s — Agy+ A, C1Cs
(resultado que pode ser encontrado em [31]).

C.3.2 Relagao det(CB) # 0 e zeros de transmissao

Consideremos a funcgéo de transferéncia G(s) = N(s)/p(s) = C(sI — A)™'B, onde p(s) é
um polinémio e N(s) uma matriz polinomial. Serd considerado, também, que det(C B) #
0. Para o caso monovariavel € facil notar, pelo que foi desenvolvido na se¢ao anterior,
que o nimero de zeros de transmissdao ¢ sempre menor exatamente em uma unidade do
que o nimero de pdlos, pois a matriz Ay, possuil dimensdo igual ao nimero de zeros de
transmissao. '

Para o caso multivaridvel temos um procedimento um pouco mais elaborado.

Como M™! = adj(M)/det(M), temos N(s) = Cadj(s] — A)B. Sendo n o grau de
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det(s] — A) nao é dificil notar? que todos os polinémios da diagonal de adj(s/ — A) serdo
moénicos e de grau n — 1. Mais ainda, os polinémios fora da diagonal de adj(sl — A)
nunca terdo grau maior que min(n — 2,0). Com um pouco de dlgebra, notamos que
todos os polinémios de C adj(s{ — A) terdo os coeficientes de s"~! iguais ao respectivo
elemento de C. Utilizando o mesmo raciocinio pode-se concluir que a matriz N(s) tera os
coeficientes de grau n — 1 iguais as respectivas entradas da matriz C B, donde se conclui
(pois det(C' B) # 0) que, para cada entrada de G(s), existira uma saida tal que a funcao de
transferéncia entre as duas possua n — 1 zeros. O mesmo é valido se escolhermos primeiro
uma saida.

C.4 Passividade e positividade

C.4.1 Relaxamento da exigéncia de observabilidade

Em [4] a condi¢do de observabilidade do teorema 30 foi suprimida, resultando no seguinte
teorema:

‘Teorema 131 (Anderson e Moore [{]) Seja G(s) uma fung¢do de transferéncia satisfa-
zendo as mesmas hipdteses do teorema 30, salvo a de observabilidade. Entdo G(s) > 0 se
e somente se existirem matrizes P > 0,W e L tais que

AP+ PA=-LI

PB=C — LW
W'W =D+ D

C.4.2 Verificacao de positividade no eixo imaginario

Também em [4] foi derivada uma verificagdo para a condigao G(jw) + G'(—jw) > 0. A
verificagdo se da da seguinte forma:

Teorema 132 Seja G(s) uma matriz de transferéncia propria e quadrada, com realizagdo
minima ‘descrita por (A, B,C, D). Entdo

G(jw) + G'(—jw) >0

para todo w tal que jw ndo seja pdlo de G(s) se e somente se existirem matrizes P = P,

det P # 0, L e W tais que

AP+ PA=-LL
PB=C"—-LW
WW =D+ D
O relaxamento para a condicdo de observabilidade para esse resultado é feito mutatis

mutandis na mesma referéncia. De fato, a unica diferenca é a de que, se o sistema ndo
for observavel, devemos permitir que o determinante de P seja nulo.

2Pelo método recursivo do calculo do determinante.
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C.4.3 Prova da verificagao LMI para passividade

A prova pode ser inferida de resultados obtidos para o problema LQR em [64]. O sistema
a ser considerado € z = Az + Bu. Primeiramente necessitamos de algumas definigoes:

L3 £{f :[0,00) = R?/f(t) € L(0,T) VT 20}
- (u, Ru) + 2(u,Cz) + (z,Qz)

o V-(z0) & — inf [Zw(z,u)dt
. uGL,;e
z(—o00) 40

Inequagao de dissipagio (DIE): [ w(z,u)dt+ V(1) > V(xo), onde V é uma fungao
que satisfaz a inequagao.

Uma observagdo importante € a de que, se o par (A, B) for controldvel, temos imediata-

mente que V™ > —o0, ou seja, V'~ é limitada inferiormente, e que esse fato implica em

que V'~ satisfaz a DIE. Prova-se também [47] que V'~ pode ser escrita na forma z'We.
A seguir enunciamos de forma simplificada o teorema 1 de [64]:

Teorema 133 (Willems) Seja o par (A, B) controldvel. Entdo as seguintes afirmativas
sdo equivalentes:

o [Tw(z,u)>0 YT >0 VY(z,u)/z(0)=0
o V- <0
o FEriste V <0 que satisfaz a DIE.

A seguir, notamos que, se V pode ser expresso na forma z'Wz, entdo a DIE é equivalente
a uma LMI em W: tomando z¢ = 0 e reescrevendo a DIE na forma diferencial a [64)

2(Wz, Az + Bu) > —(u, Ru) — 2(u,Cz) — (z,Qz)
expandindo essa relacdo chegamos facilmente a

[ac]' [A’W+ WA+@Q WB+ C’] [:c] >0
u C+ B'W R ul —
que nos d4 uma LMI em W. Podemos agora proceder com a prova:

Consideremos o caso particular onde w(z,«) = (u,2Du) + 2(u, Cz). Dal temos
imediatamente que, com y = Cz+ Du, w(z,u) = 2u’y. Sendo assim, a primeira afirmativa
do teorema de Willems torna-se a verificagdo de passividade. Entdo a passividade do
sistema equivale & existéncia de uma funcao V = 2’'Wa com W < 0 que satisfaz a DIE, o
que por sua vez equivale a factibilidade da LMI derivada. Fazendo a mudanga de variavel
P = —W chegamos finalmente a LMI do teorema 35. ' [ ]
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C.4.4 Prova da verificacao LMI para passividade estrita

Reescrevendo a condicao de passividade estrita para sistemas lineares temos

T
/ v (Cz + Du) ~ Su'udt >0, VYue L}, VYT eRrt
0

Tomando, como na prova anterior, um caso particular de w(z,u):
w(z,u) = (u,2(D — §)u) + 2(u, Cz)

podemos chegar, através do mesmo procedimento aplicado no caso da passividade, a LMI
do corolario 36 tomando € = 24. [ ]

C.4.5 Outras definicoes de passividade estrita

Em [38] sdo definidos os conceitos de Y-passividade estrita e passividade muito estrita em
termos da fun¢do w(z,u). As definigées sdo como segue:

Definicao 134 Um sistema € Y-estritamente passivo se ele € dissipativo com respeito a
fungdo w(z,u) = v'(Cz + Du) — e(Cz + Du) (Cz + Du) para algum e > 0

Definicao 135 Um sistema € muito estritamente passivo se ele € dissipativo com respeito
@ fungio w(z,u) = u'(Cz + Du) — e;u'u — €2(Cz + Du)'(Cz + Du) para elgum €; > 0 e
€y > 0.

Essas duas defini¢ées implicam estabilidade assintética. Do mesmo modo como fizemos
anteriormente, podemos derivar verificagoes LMI para essas condigoes:

Coroldrio 136 Um sistema G(s) controldvel € Y-estritamente passivo se e somente a
sequinte LMI em P e € for factivel:

[A’P + PA+¢eC'C PB—-C'+¢C'D

B'P-C+¢eD'C eD')D-D-D

Corolério 137 Um sistema G(s) controldvel € muito estritamente passivo se e somente

a sequinte LMI em P, €; e €3 for factivel: '

[A’P+PA+620'C PB —(C"+eC'D
B,P — C + €2DIC 61[ + €2D,D —D - Dl

}so P>0 ¢>0

]SO P20,61>0,€2>0

C.4.6 Autb-dualidade‘ e parametrizacao de passividade

Seja G(s) uma funcao de transferéncia passiva, com realizagao (A, B,C, D). Essa rea-
lizacdo é dita auto-dual [35] se as condigdes do teorema de Anderson (teorema 30) forem
satisfeitas com P = [, isto €, se existirem matrizes . e W tais que
A+A = -LI
B = C'-LW
WW = D+D

- Na verdade, a definigdo original considera D = 0, o que nao é feito aqui. A
partir dessa definigio nao é dificil chegar ao seguinte resultado:
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Lema 138 Toda func¢do de transferéncia passiva possui uma representa¢do de estados
auto-dual. Em particular, se P é uma solugdo para as equagoes do teorema 30, entdo
uma representacdo auto-dual € dada por

P:AP~2 | P:B
CP~z | D

A prova é trivial, e sera omitida aqui. Maiores detalhes podem ser encontrados
em [41] para o caso D = 0. A existéncia de uma representagao de estados auto-dual nos

permite parametrizar uma grande classe de fung¢des de transferéncia passivas através de
LMI:

Lema 139 Sejam A, B, C e D solugées pare a LMI

[A-{—A B-C <0

B-C -D-D
Entdo a fungdo de tr;ansferéncia G(s) = C(sI — AY"'B 4+ D ¢ passiva.

Pelos resultados da segdo 2.6 a prova pode parecer trivial. O leitor atento deve
ter notado, porém, que o lema nao garante nem a controlabilidade nem a observabilidade
da realizacdo (A, B,C, D), e que todos os resultados da se¢@o 2.6 requerem no minimo a
controlabilidade. Como o lema nao garante isso, a prova se faz necessaria.

Prova: Primeiramente notamos que a LMI do lema 139 implica em que a matriz A seja
Hurwitz e em que '

(PB—C')(D+ D')"(B'P-C)< —(A'P + PA),
com P = I. Defina-se a matriz de transferéncia

_ A | B
L@+ HC-B)|[(D+D):

H(s)

e a matriz G(s) como no lema. Uma manipulacao algébrica idéntica a realizada em [1]
nos leva a3

G'(=s)+ G(s) > H'(~s)H(s),

e, como H(s) e G(s) sdo assintoticamente estéveis por definicao, fica claro que
G'(—s)+ G(s) >0, VR[s]>0,

e dal se conclui que G(s) é passiva. |

Se estendermos a definigao de fungdo fortemente positiva real (se¢ido 2.6) para
admitir o caso nao controldvel e nao observavel, entao podemos tomar o resultado do
lema 139 como parametrizacido de todas as fungoes fortemente positivas reais.

3Basta substituirmos a equagdo 17 da referéncia por PF + F'P < —(PG - H)@(oo)—l(PG —H) e
desenvolvermos a equacio 19 da mesma referéncia mutatis mutandis.
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C.5 Realimentacao de saida

Provaremos aqui o teorema 67. Para isso serd necessirio enunciarmos o resultado original,
como obtido de [17]:

Teorema 140 Seja um sistema dindmico descrito pelas matrizes (A, B,C), com C e
B posto completo. Esse sistema € estabilizdvel via realimentagdo estdtica de saida se e
somente se o sequinte problema em W, L ¢ E for factivel com W > 0:

det[g,] £ 0 (C.1)

AW + AW — BL—LI'B' < 0 (C.2)
CWE = 0 (C.3)

LE = 0 (C.4)

Suponha entdo que o sistema seja estabilizavel por realimentacdo estatica de
saida. Entao existe solu¢do para as equagdes (C.1-C.4). Seja agora 7" = [C' E]. De
(C.1) tem-se que T é inversivel. Aplicando a transformagao de similaridade z = Tz
chegamos a um sistema equivalente (A, B,C). Definindo W = TWT', [ = LT e E =
T-VE nio deve ser dificil para o leitor verificar que as equagdes (C.1-C.4) sdo satisfeitas
para o sistema modificado. Notando agora que

—_ ' C | __.1_; CT_I _
R I R e

temos
C=CT'=[I 0]
E=TYE=[0 I

e dessas relagbes obtemos que, na nova base, as restri¢oes (C.3-C.4) equivalem a impor a
restri¢ao estrutural

= ' i Win 0 }
=L W =
L=1L 0] [ 0 Wy
exatamente a mesma exigida na secao 4.1.2. Feitas essas observacdes e notando-se que
o ganho u = — L1 W1y estabiliza o sistema?, o resultado do teorema 67 segue-se sem

grandes dificuldades.

C.6 Exemplos

C.6.1 Forma canoénica

Exemplo 141 Neste exemplo vamos tratar a LMI A’P + PA < 0. Consideremos uma
matriz A € R2*2 particular e representemos P através de seus elementos: '

[—2 3]’[:,;1 x2]+[3;1 wQH—Q 3]
0 1 '.'172 I3 To X3 0 1

4resultado da segao 4.1.2.
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Expandindo essa equacao em termos de z; podemos, através de algum algebrismo, chegar
a uma formulacao como em (1.1) com as seguintes matrizes:

—4 3 0 -1 700
FO:O, F1:[3 0]7 FZ—[_l 6]7 F3_[0 2]

Exemplo 142 Consideremos agora o problema de estabilizagao via realimentacao de
estados. Temos o sistema z = Az + Bu. Utilizaremos a mesma matriz A do exemplo 141
e amatriz B =0 1] Procuramos um ganho u = —Fz que estabilize o sistema, ou seja,
desejamos encontrar F' e P > 0 tais que (A — BF)'P + P(A BF) < 0. Representando

esse ganho por F' = [y, 2], temos

[—2 3]’[1:1 :1:2]‘_!_[:51 :z:z][—Z 3]
0 1 o I3 g9 I3 0 1

b LR bt B W Y PR B

Trabalhando algebricamente com essa lnequagao chegamos as seguintes matrizes F;; da
formulacéo (1.6):

-4 3 0 -1 0 0
Fl,(): [ 3 0]’ F2,0: [__1 6 ]7 F3,0: [0 2]7
-2 0 0 -1
F2,1=[0 0]7 F2,2=[_1 0]7

0 -1 0 0
F3,1=[__1 0], Fs,z'—"[o _2]

onde representamos apenas as matrizes nao nulas para maior comodidade. Podemos
observar que o problema de realimentacdo de saida pode também ser colocado na forma
de uma BMI, bastando substituir BF por BFC, onde C é uma matriz conhecida.

C.6.2 Estabilizacao

Exemplo 143 Neste exemplo utilizaremos alguns resultados da secio 4.2 para estabilizar
o sistema descrito por®

0 0 0 0|1 07
0 0 0 0/01
2 0 1 2|00
Ge)~1g 2 2 1]0 0
4 -3 3 0l0 0
2 2 -1 2|0 0]

O conjunto de pélos do sistema é {—1,0,0,3}. Aplicando os resultados da secio 4.2
obtemos os seguintes ganhos estabilizantes:

®0 sistema é o mesmo utilizado em [30].
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e PRLW (problema 73):

F o= [4.833 6.218}
7 16.695 9.428
e problema W (prdblema, 81):
P [31.91 45.42]
° 7 150.75 73.04

Exemplo 144 Consideremos agora uma planta retangular, onde nao podemos utilizar os
resultados derivados do problema restrito de Lyapunov:

~1 0 2/2 0
1 -1 0/1 1
G~ o 9 olo 1
2 0 1|00

Esse sistema possui dois polos instaveis. Podemos empregar os resultados da secao 4.2.3
e obter ganhos estabilizantes:

e problema W (problema 81):

[0.1521 ]
Fo= [0.9509 |

e problema P (problema 80): o
- o [0.2788]
® " 10.8866 |

C.6.3 Critério do circulo

Exemplo 145 Analisaremos o sistema (3.1) através do critério do circulo para determi-
nar o “maior” setor que garante a estabilidade absoluta. O sistema sera descrito por®

0 010 0 0 0 0] 07

0 001 0 0 0 0] 0

—0.6 0.6 0 0 440.676 0 0 0|-1

0.6 -06 0 0 0 0 0 0 1

G(s) ~ 0 —441.11 0 0 —218.263 —94.5665 0 0l 0
0 0.36001 0 0 125.966 - 5.254172  0.71246 0l 0

0 —0.00468 0 0 23.2524 —24.9518 —2.67167 0.55870| 0

0 —0.03096 0 0 4.51605 —18.4446 —5.99599 —2.60747( 0

| -1 100 0 0 0 0ol 0]

Consideramos que a nao-linearidade esta no setor [Ki, K;]. Aplicando loop-shifting para
levar a nao-linearidade para o setor [0, c0) temos a funcio de transferéncia

G(s) ~ |[AZBU+ KD KL C | B(I + K D)™
I+ DK 'C |+ DEK)"'D+ (K, ~ &)

60 sistema é o mesmo utilizado em [36).
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Como notado em [36], podemos estimar o valor de Ii; fazendo K = 0 e verificando qual
o maior valor de K, tal que G seja fortemente positiva real. Assim, estimamos o valor de
K, através do problema

1y [AP+PA PB-C"
mintr(K; ") : BP-C ~-D-K;'-D-K;T
P>0 |

<o

O valor de K, pode ser estimado da mesma maneira substituindo-se G por —G. Utlhzando
esse procedimento chegamos aos seguintes valores:

K, < -0.1517
K, > 0.5429

C.6.4 Problema H, -

Exemplo 146 Faremos a minimizagao de um limitante superior da norma H; de um
sistema através da realimentacdo de saida. O sistema a ser considerado é descrito como

z = Az + B,w+ B,u
z2=C,z+ D,u
y=Cyz

onde as matrizes de descrigao sdo’:

0 0 0 0]
00 00
A=1y 0 1 9
0 2 2 1]
1 0 [ 4 -2
0 1 , -3 2
Bjﬁ:fi’;’“ I
o 0 0 |0 2
C, 0
0= o] De=1]
04x4 o I2x2

Os resultados sdo sumarizados na tabela C.1. As trés colunas referentes ao problema W

PRLW prob W prob W prob W LQR
Limitante 5.249 12.58 5.249 4.936 -
Norma real 4.779  5.588 4,779  74.600  3.645

Tabela C.1: Resultados de minimizacio H,

correspondem ao problema aplicado a diferentes representacoes de estado do sistema. A
menor norma via realimentagio de saida foi obtida com o ganho

3.3252  4.6573

Fo=|g0209 17.023

Sistema utilizado em [30], exceto pelas matrizes de ponderagao.
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