UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA
* UNIVERSIDADE VIRTUAL DO MARANHAO
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA E FISICA

HENRIQUE ALMEIDA LIMA
" RAFAEL CHAVES DA LUZ

RELACOES METRICAS NO TRIANGULO: ABORDAGEM VETORIAL

Imperatriz-MA
2009



HENRIQUE ALMEIDA LIMA
RAFAEL CHAVES DA LUZ

RELACOES METRICAS NO TRIANGULO: ABORDAGEM VETORIAL

- Monografia apresentada ao departamento de
Matematica e Fisica da Universidade Federal
de Santa Catarina, como requisito para

. obtengdo .do Titulo de Especialista em
Matematica.: *

Orientador; Fermin S. V. Bazan

Imperatriz - MA
2009



HENRIQUE ALMEIDA LIMA
RAFAEL CHAVES DA LUZ

RELACOES METRICAS NO TRIANGULO ABORDAGEM VETORIAL

Monografia apresentada ao departamento de
Matematica e Fisica da Universidade Federal de Santa
Catarina como requisito para obtengdo do Titulo de
Especialista em Matematica.

Aprovada em: 02[“ / Qq" /O C]

BANCA EXA ADORA
"\& &
\_Pfofeksor Dr. im S. V. Bazan

fientador)

Professor Dr. Dantet Norberto Kozakevich

Prxﬁ?ﬁfﬁarcio Rodolfo Fernandes



A Deus. a meus pais € amigos que
sempre me incentivaram a estudar.



AGRADECIMENTOS

Ao paciente, professor Fermin S. Viloche Bazan, orientador dessa monografia, que
com esse papel importantissimo acreditou na realizagdo desse trabatho.

Aos professores da UFSC do curso de especializagdo, em especial a professora
Neri Terezinha Both Carvalho pelo grande incentivo.

A UNIVIMA, por ter propiciado esse curso. Agradego em especial aos
funcionarios do polo de Imperatriz, pelo apoio durante o curso.

Em fim, agradego a Deus, aos meus familiares e a todos que ajudaram direta ou

indiretamente na realizagdo dessa monografia.



Nio ha ramo da matematica, por
abstrato que seja, que ndo possa um dia
vir a ser aplicado aos fendmenos do
mundo real.

(Lobachevsky)



RESUMO

Datar precisamente o surgimento do estudo da geometria ndo € muito fécil, ja que esse fato
esta associado ao surgimento das civilizagdes. Atualmente, o estudo da geometria € muito
vasto, por isso nos restringiremos as relagdes métricas no tridngulo, com uma visdo vetorial.
Fazer uso de instrumentos (propriedades, demonstragdes) que podem contribuir para a
realizacdo de tarefas e resolugio de problemas do cotidiano. O que podemos obter de
vantagem com o uso dos termos de geometria vetorial, € que sdo conteidos considerados
facilitadores na interpretagdo de problemas e do desenvolvimento de habilidades para o
estudo de outros assuntos afins.

Palavras-chave: Tridngulos. Geometria. Vetores. Relagtes Métricas.
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1. INTRODUCAO

A Algebra vetorial desempenha um papel especial nesse trabalho. Assim nogdes
de vetores, que constifuem uma importante ferramenta para o estudo de Fisica, Geometria
Analitica, Calculo, etc., serdo apresentados primeiro a fim de estudar as rela¢des métricas no
tridngulo com uma abordagem vetorial. Para tanto, serdo apresentadas algumas
demonstragdes e interpretagGes geométricas, tornando nossa pesquisa mais auto-contida e
agradavel. Os topicos abordados, sdo organizados da seguinte maneira:

Primeiro faremos um breve estudo sobre os fatos historicos de mais relevancia no
estudo da geometria vetorial para sistematizagdo do conhecimento geométrico. Em seguida,
apresentaremos uma revisdo de vetores abordando as operagdes sobre os vetores.

Nos topicos seguintes, apresentamos propriedades das figuras planas (tridngulos)
que serdo demonstradas por meio do calculo vetorial.

Por fim, abordaremos as relagGes métricas no tridngulo com demonstra¢des
tradicionais e vetoriais. Alguns exercicios serdo resolvidos, pois complementam uma parte
essencial do texto.

Ha inameros caminhos para a resolugdo de problemas geométricos através da
Algebra, porém o tratamento vetorial é o mais indicado pela sua elegancia e simplicidade,
além de ser muito importante a outras disciplinas.

Esperamos, contudo despertar o gosto pelo estudo de vetores os estudantes em
geral, percebendo as teorias, formulas relevantes nas resolugSes e organizagdo do pensamento
que visa comparar e facilitar a compreens@o e solugdo de questSes que envolvem as relagdes

métricas no tridngulo.



2. BREVE HISTORICO

Dentre todos os ramos da matematica, a geometria tem sido o mais sujeito a
mudangas. Existem indicios de que a civilizagdo da Babil6nia, dede cerca de 2000 a.C.,
desenvolveu um consideravel conhecimento geométrico, e assim também o Egito. Uma das
obras mais citadas e talvez a mais importante para o estudo da geometria, na época, chama-se
“Os Elementos” elaborado por Euclides. Certamente a geometria surgiu hd milhares de anos,
mas somente em meados do século XIX houve uma progressiva e expressiva redescoberta da
geometria. Esse processo historico foi baseado em [2] e [5].

Varios outros estudiosos deram continuidade aos estudos de geometria, difundindo
mais ainda o conhecimento para o mundo. Jean-Victor Poncelet (1788 — 1867) diz que: “As
propriedades meétricas descobertas para uma figura primitiva permanecem aplicaveis, sem
modificagdes além de mudanga de sinal, a todas as figuras correlatas que podem ser
consideradas como provindo da primeira”.

O conceito de vetor surgiu na Mecénica com o engenheiro flamengo Simon Stevin

Aclt

- 0 "Arquimedes holandés". Em 1586 apresentou em sua Estatica e Hidrostatica, o problema
da composi¢do de forgas € enunciou uma regra empirica para se achar a soma de duas forgas
aplicadas num mesmo ponto. Tal regra, a conhecemos hoje como regra do paralelogramo.

‘A palavra vetor, provém do verbo latino “vehere”: transportar, levar. Vetor € o
participio passado de vekere, significando transportado e/ou levado. Apesar de primitiva e até

bizarra, a palavra vetor é pertinente: 0 ponto A € "transportado” até B.

[...] Além disso, embora raramente o nome de Hamilton seja associado aos
vetores, pois as notagdes de Gibbs vinham principalmente de Grassmann, as
propriedades principais dos vetores tinham sido estabelecidas nas longas
investigagtes de Hamilton sobre algebras miltiplas. (BOYER, pg. 407).

A sistematizagdo da teoria vetorial ocorreu no século XIX com os trabalhos do
irlandés William Hamilton, do alemdo Hermann Grassmann (1809-1877), e do fisico norte-
americano Josiah Gibbs, inicialmente com representagGes geométricas de nameros
complexos.

O desenvolvimento da algebra vetorial ¢ da analise vetorial como conhecemos
hoje foi revelado primeiramente em um conjunto de notas de aula feitos por J. Willard Gibbs
(1839-1903), tendo suas conquistas cientificas principais em fisica, termodinimica

propriamente dita.
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Os métodos vetoriais foram introduzidos na Italia (1887, 1888, 1897), na Rissia
(1907) e na Holanda (1903). Vetores agora s@o a linguagem moderna de grande parte da fisica

e da matematica aplicada e continuam tendo seu proprio interesse matematico intrinseco.
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3. TOPICOS DE VETORES: Revisando Vetores
3.1 Conceitos Basicos

Conceitos e algumas demonstragbes baseiam-se em [1], [4], [5] e [6]. Existem
grandezas, chamadas escalares que s3o caracterizadas por um nimero real qualquer.
Entretanto, outras requerem mais que isso, por exemplo: intensidade, dire¢do e sentido.
Grandezas com essas caracteristicas sio chamadas vetorais.

Primeiramente, a defini¢io de flecha. Flecha €, intuitivamente, um segmento no
qual se fixou uma orientag@o. E fixar uma orientagdo € escolher um sentido. No caso da figura
1, o segmento orientado representado tem orientagdo de A para B. Na verdade ndo precisamos
da flecha, bastam os pontos A e B e a ordem: primeiro A e depois B.

Definicdo:

Um segmento orientado é um par ordenado (A, B) de pontos no espaco. A ¢ dito
origem, B extremidade do segmento orientado. Os segmentos orientados da forma (A, A) sdo

ditos nulos. Observe que se A #B, (A, B) é diferente de (B, A).

B

& figura 1

Definigio 2

e Dizemos que os segmentos orientados (A, B) e (C, D) t€m o mesmo compriemto
se os segmentos geométricos AB e CD tém 0 mesmo comprimento.

e Suponha (A, B) e (C,D) ndo nulos. Entdo dizemos que (A, B) e (C, D) tém a
mesma direcdo se AB // CD (incluindo o caso em que as retas suportes coincidem). Nesse
caso dizemos que (A, B) e (C, D) sdo paralelos.

e Suponha que (A, B) e (C, D) tém mesma direcio.

a) Se as retas AB e Cd sdo distintas, dizemos que (A, B) e (C, D) tém o0 mesmo

sentido caso os segmentos AC e BD tenham interse¢do vazia. Caso AB nCD # ¢, dizemos

que (A, B) e (C, D) tém sentido cotrario. Figura 1.1 e figura 1.2

Byem———--=—-—xD Y
AL ! £ T
N
A A%
\
AT~ Y
mesmo sentido sentido contrario
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b) Se as retas AB e CD coincidem, tome (A’, B’) tal que A’ ndo pertenga a reta
AB e (A’, B’) tenha mesma diregio, e mesmo sentido que (A, B) (como em a)). Entfio
dizemos que (A, B) e (C, D) tém o mesmo sentido se (A’, B’) e (C, D) tém o mesmo sentido.

Se ndo, dizemos que (A, B) e (C, D) tém sentido contrario. Ver figuras 1.3 e 1.4

B _
_______ .
D
C
AT~
T Al figura 1.3
Definicdo 3

Os segmentos orientados (A, B) e (C, D) sdo eqiiipolentes, e indica-se por (A, B) ~
(C, D), se um dos casos ocorrer:
a) ambos sdo nulos;
b) nenhum é nulo, e tém mesmo comprimento, mesma direcio e mesmo sentido.
Proposicio: A relacio de eqiipoléncia goza das seguintes propriedades:
1) (A,B)~(A, B) (reflexiva)
2) (A,B)~(C,D) = (C,D)~(A, B) (simétrica)
3) (A,B)~(C,D) e (C,D)~(E,F) = (A B)~(E,F) (transitiva)
Nota: Uma relag@o que goza das propriedades a), b) e ¢) se chama relagdo de equivaléncia.
Considere agora um segmento orientado (A, B) fixado. Chama-se classe de
equipoléncia de (A, B) ao conjunto de todos os segmentos orientados que sdo eqiipolentes a
(A, B) (e portanto eqiiipolentes entre si, pela propriedade transitiva). O proprio (A, B) € um
deles, pela propriedade reflexiva. (A, B) se diz um representante da classe. Note que se (C, D)
pertence a classe de equipoléncia de (A, B) entdo (A, B) pertence a classe de eqiiipoléncia de
(C, D) (devido a propriedade simétrica) e na verdade essas duas ¢lasses coincidem, pois quem
for eqiiipolente a (C, D) sera a (A, B) e vice-versa (propriedade transitiva). Assim, qualquer
segmento orientado pertencente a uma classe de eqiiipoléncia pode ser considerado seu

representante, e cada segmento orientado € representante de uma unica classe de eqiiipoléncia.

Quando escrevemos v = AB , estamos afirmando eu o vetor v ¢é determinado pelo
segmento orientado AB (figura 2). Mas lembre-se que todo segmento eqiiipolente a este
representa 0 mesmo vetor v. Assim o modulo, a direcdo e o sentido de um vetor v é o
modulo, a dire¢do € o sentido de qualquer um dos seus representantes (vetores equipolentes),
e indica-se o mddulo de um vetor v por |V | ou ||V ||.

A soma do ponto A com o vetor ¥ € dada por: A+ v=B.

13
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figura 2

A
Onde A € a origem e B ¢ extremidade a do vetor. Esta notagdo ¢ assaz vantajosa

pelas aplicagdes das operagdes algébricas e é devida ao matematico alemdo H. Grassmann.
Também bastante usual a notagdo v= AB . Em uma terna ordenada temos por exemplo:

v = (2, 8, 3); na figura temos v= AB

<Y

A+vV=B=vV=B-A

Usualmente, quando ja estiver fixado o sistema de coordenadas, o representante do
vetor € aquele cuja origem coincida com a origem do sistema.

A magnitude de um vetor € o seu comprimento, poderia ser a distancia entre dois
pontos. Na figura seria a distancia de A a B.

B

A/ Sigura 4

3.2 Operacdes Com Vetores: Adigdo de Vetores

Sejam os vetores # € v, cuja soma # + v queremos encontrar (ver figura ao
lado). Tomemos um ponto A qualquer e, com origem nele, tracemos um segmento orientado
AB representando o vetor # . Utilizemos a extremidade B para tragar o segmento orientando
BC representando o vetor v . E segundo Paulo Winterle, o vetor representado pelo segmento

orientado de origem A e extremidade C é, por definigdo, o vetor soma de u + v, isto €,

14



u+v=AC ou AB + BC= AC
Sendo i, v e w vetores quaisquer, a adigdo admite as seguintes propriedades:
I) Comutativa: 4 + v =V +u

—

II) Associativa: (it +v)+w =u +(v +w)
III) Elemento Neutro: u +0=u
IV) Elemento oposto: u# +(-u) =0
Assim, com a propriedade IV, podemos definir a diferenga em vetores. O vetor
i - v, é chamado diferenca entre u# e v. Observe que a diferenga entre vetores nio ¢

comutativa: V - i # i - V.

3.3 Vetores Paralelos:
Dois vetores # ¢ v de mesma diregdo sdo ditos (ver figura 6) paralelos quando

existirum o tal que 1= a V.

—Yy

— Y, figa6

Os vetores % e v sdo paralelos e podem ser representados colinearmentes (podem

ser representados sobre uma mesma reta): (figura 7)
- -
v

pornanung L ):

»ﬁ----------------. ﬁguxa'?

Os vetores que possuem 0 mesmo sentido sdo chamados equiversos e os de sentido

contrario sio chamados contraversos.

3.4 Produto de Um Nimero Real Por Vetor.
Dado um vetor v # 0 e um numero real & # 0, chama-se produto do nimero real

pelo vetor v, o vetor a v tal que:
e Sea=0ouv =0,entdio @ v =0 (por definigdo)
e Sea#0ev=0,av écaracterizado por:
1. modulo: |o¥| = |a|.]v|, assim o comprimento de & ¥ € igual a0 comprimento
¥ multiplicado por |a|.
2. dire¢do: @ v // v, ou seja, o produto & v € paralelo ao vetor V.

3. sentido: @ V e V tém o mesmo sentido se & > 0, e contrario se a < 0.

15



Exemplo: Seja um vetor ¥ # 0 . Determinar o vetor paralelo a ¥ tal que:

a) tenha o mesmo sentido de v e modulo 2;

b) tenha sentido contrario ao de v e modulo 8.

Solugdo: A partir de um vetor v arbitrario é sempre possivel associar os dois vetores
v

paralelos e unitarios: H com mesmo sentido de vV, e -

v ; , . -
ﬁ com sentido contrario ao de V.
Y v

—

. N 8v
Assim, temos as solugdes: a) — —

2v
T

3.5 Angulos entre vetores

O éngulo 0° < 180° de dois vetores # e V, ndo nulos, é formado entre suas
dire¢des, levando-se em consideragdo os sentidos de # € v .

.
2 \ 6 N
figura i > 1 » figura 9
o 0P<n<90° w 9P <H <18 u
”
figura 10 > ey figura 11
= §0° w f= g

~x =k o, 5 %
{u e v sdo ortogonais} {u & v sdo equiversos)

=
>

| v/
figura 12 k1 A T : -.};.. ... figura 13
2 =180 0°=< 2 <8p°
{ti & V sdo contraversos)
3.6 Produto Escalar

Chama-se produto escalar dos vetores # € ¥ ao nimero # .V dado por:

sendo & a medida do &ngulo entre % e v

16



Assim, o produto escalar tem expressio cartesiana # .V importantissima. Num
sistema cartesiano ortogonal sdo conhecidos os vetores # € ¥V por suas expressdes
cartesianas:

i=xi+yj+zk € V=xi +y,) +z,k

Deducio:
ﬁ.§=(xlf+ylj+z,lz) . (x2f+y2j+zzl_£)

= xlxzi'.f + xlyz;'.j + xlzzf.jl_c' + x2y17.j +y1y2jj + ylyzj.g + xzzlf.l_c' + yzz,j.E + z,zzl-c'.l_c'

Mas:

U.v=xXx,+yy,+22,

Considerando que as coordenadas usadas se refiram a uma base ortonormal.
o ~ uyv
Da primeira equagdo resulta: cost = -——
¥
Proposig¢ao 1

A condigdo de ortogonalidade de vetores indicado por # L V ocorre se, e somente

se, .V =0 Assim: i L vV u.v=0.

Demonstracio:
uv

u.v=0 <:>cosl9<:>9=~72£<:>z7j_i5 (lembre-se de que 0 <6 < 7).

Se # ou v é nulo, é imediato. Sendo, decorre decosf = , que nos diz que:

Proposicao 2
Decorre da propria definigdo que [ir| = Vi .y
De fato, vimos que modulo do vetor &= (x, y, z) é dado por [i| = yx* + y* +2° .
Tendo em vista que @ .V = (X, y, z) . (X, y, 2) = X* + y* + z2. Dai conclui-se que:
NG

Exemplo: Sendo |i| =4, [¥| =3 e #.¥=2, calcular (2 - V). (#+2V)

17



Solucio:
Qu -v). (u+2v)=2a (u +2vV)-v (u +2V)
u.v

=2.u.u +2.

- —

V-u.v-2v.v
=2 |+ @.v -2
=2.(4°+2-2(3)°
=216+2-29 =16

Resposta: 16

Exemplo. Sabendo que o vetor # = (2, 1, -1) forma um angulo de 60° com o vetor

AB determinado pelos pontos A (3, 1, -2) e B (4, 0, m), calcule m.

Solucio:

Como cos 60° = —;— ; AB=¥ =B-A=(1.-1, m+2) esabendo que COS@Z%:‘Iem que:
i| [V

1_ (2,1,-1).(,-1,m+2)

2 Jar1t1A1+1+m +4m+4

1 2-1-m-2

2 Jem® +4m+6

2
3 -]
2 \N6m® +24m +36
1 1+42m+m’
4  6m*+24m+36

6m* +24m+36=4+8m+4m* =

m?> +8m+16=0

Resolvendo a equag@o obtemos m = -4 (raiz dupla)

Resposta: m = -4
3.7 Projecdes Vetoriais
Sejam os vetores # ¢ ¥ ndo nulos € & o dngulo entre eles. Pretendemos decompor

um dos vetores, digamos v, talque: v = v, + v,.

18



Vejamos na figura as duas situagbes possiveis para os vetores (V,//u e V,//i),

podendo ser & um angulo agudo ou obtuso. (ver figuras 14 e 15)

. Y1 u ‘- i;1
Figural4 Figura 15.

1)

O vetor v, ¢ chamado projecéo ortogonal de ¥ sobre # e indicado por:
v, = Proj v

—

Sendo v, // #,temos V, = @ i ecomo V,= V - ¥, = V- ¢ #i éortogonal a i, vem

N
&y

(-qil).i=0 = V.i-ai.i=0¢ a="%

8
&

Portanto, sendo v, = & #, conclui-se que:

Exemplo: Determinar o vetor projegdo de v =( 2, 1, 3) sobre # =(1, -1, 0)
Solucio: |

. v=2D)+1.-)+3.0)=1

i @=0) +(-1)7+0"=2

Logo:

Proj v = (—’j—jﬁ = (—1-)(1,—1,0) = (l,—l,oj
u 2 2 2

}

=]y
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4. VETORES: Uma Aplicacéo na Fisica

O produto escalar € uma importante ferramenta matemaética para a Fisica, uma vez
que inumeras grandezas fisicas sdo definidas com seu emprego, como por exemplo, o

trabalho.

—

Um assunto util a Fisica: f representa uma forca aplicada a um bloco (figura 16).

Nosso escopo € decompor f sobre outro vetor ou sobre os eixos cartesianos x e y. Esse texto

baseia-se em [5] e [6].

O trabalho realizado por uma for¢a constante 7 ao longo de um determinado
deslocamento d ¢ definido como o produto escalar desta forga pelo seu deslocamento
efetuado pelo corpo no qual a forca esta aplicada.

Pode-se observar que a componente da forga ? que realiza o trabalho é 7;

paralela ao deslocamento AB=d , conforme a figura acima.

Entio, ]7,] = I?l .cos 6
onde € ¢ o angulo entre a forga e o deslocamento.

A grandeza fisica trabalho, notado por W, € uma grandeza escalar e tem como
unidade no Sistema Internacional o joule, notado por J.

A expressdo parao calculo do trabalho W é:
W=7.2 ou W=|7].];I|.cost9
e

1J=1IN. Im (1 Newton vezes um metro)

Exemplo:
Calcular o trabalho realizado pela forga F para deslocar o corpo de A até B (figura), sabendo

que |[F[=10N, [AB|=(d|20me 8 =36,9°.

20



o 'J""
1007 ey
e
8N
-~ >
A d B

Selucio:

A forga Fé decomposta em F=8i+ 6}, onde 8 = IF |.cos@, 6= [F [.sené e
d=20i+0j.

O trabalho realizado pela forga F pode ser calculado pro:

W=F.d (produto escalar)

W=(8i+6;)(20i+0})

W=160J

Ou por:
W= II—;: |.|Z§|.cos¢9
W = (10N).(20m).(c0s36,9°)
W=160]J

Resposta: 160 ]

21



5. 0 TRIANGULO NO PLANO

E um lugar geométrico resultante da interseccio de trés retas nio paralelas.

Segundo Dolce (p 36. 1993), dados trés pontos A, B € C ndo colineares, & reunido dos

segmentos AB , AC e BC chamam-se tridngulo ABC (figura 17). Texto baseado em [3].

A
C b
\ figura 17
B e
a
Indicacdo:

Triangulo ABC = A ABCAABC =AB u AC U BC.

O triangulo constitui os seguintes elementos:

e Vértices: os pontos A, B e C sdo os vértices do A ABC.

e Lados: os segmentos AB (de medida c), AC ( de medida b) e BC (de medida a) s3o os
lados do tridngulo.

o Angulos: os Angulos BAC ou A, ABCou B e ACBou C sioos angulos do AABC (ou
angulos internos do AABC).

Diz que os lados BC, AC e AB e os segmentos A, B e C sio respectivamente,
opostos.

Para conhecermos melhor os tridngulos, vamos inicialmente conhecer sua
classificagdo, ou seja, os tipos de tridngulos existentes. Assim sendo os tridngulos podem se
classificar quanto:

a) Aos seu lados:
e Equilateros se, € somente se, tém os trés lados congruentes;
e [Isdceles se, e somente se, t€ém dois lados congruentes;

e Escaleno, e somente se, dois quaisquer lados nfo sdo congruentes.

b) Aos seus angulos:
e Retingulo se, e somente se, o tridngulo possuir um angulo reto (90° graus);
e Obtusingulo se, e somente se, o tridqngulo possuir um angulo maior que 90° graus;
e Acutingulo se, e somente se, o tridngulo possuir seus trés dngulos menores que 90°

graus.
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5.1 Condicio de Existéncia de um Triangulo

Devemos saber em que condigfes existira um triangulo, assim falaremos sobre a

desigualdade triangular. Ver figura 18

Hipotese Tese D
A
A, B e C n3o colineares —> BC < AC + AB s
4 L3
a, b e c lados de um tridngulo = a<b+c ¥ Y
figura 18 ; ‘ Y
1)
A \
A8
[ %
b 3 '
Demonstracio: v
C 3 B
Consideremos um pondo D na semi-reta oposta a semi-reta AC, tal que AD

=AB (1).
DC=AC+AD 3 DC=AC+AB (2)
(1) = AABC isosceles de base BD = ADB = ABD

} = CBD>ABD = CBD

A é interno ao angulo CBD = CBD > ABD (3)

No tridngulo BCD com (3) e o teorema anterior, vem:
BC<DCecom(2) Bc<Ac+ AB, ouainda: a<b +c¢c

Observagdes:
a) A desigualdade triangular também pode ser enunciada como segue:

Em todo tridngulo, cada lado é maior que a diferenga dos outros dois.

b) Se a, b e ¢ sdo as medidas dos lados de um tridngulo, devemos ter as trés condi¢des
abaixo:

a<b+c b<a+tc e c<a+b

Estas relages podem ser resumida como segue:
a<b+c

—c< - -
b<at+tc¢e b-c<a <a Shb-¢d<a<lb+te

} = b-¢

c<atbo c-b<a
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5.2 Relacdes Métricas no Triingulo Retingulo
Agora estudaremos as relagdes que envolvem os lados de um tridngulo retangulo,

observando suas principais caracteristicas e verificando suas demonstragdes.

5.2.1 Demonstracoes Geométricas
Consideremos o tridngulo retingulo ABC (A & reto) da figura 19, onde

destacamos:
A

ficura 19

B = C

e o lado BC, chamamos de hipotenusa, cuja medida indicaremos por a.
e os lados AC e BC, chamados de catetos, cujas medidas indicaremos por b e ¢,

respectivamente.

Note que:

I - A altura tragada a partir do vértice do angulo reto A determina sobre a hipotenusa BC dois
segmentos: BH que indicaremos por m e HC indicado por n. (proje¢des). Figura 20
BH é chamado de proje¢do do cateto de medida c sobre a hipotenusa;

HC ¢ chamado projecdo do cateto de medida b sobre a hipotenusa.

figura 20

B m_

‘el
a A

IT — A altura tragada a partir do vértice do angulo reto A divide o tridngulo ABC em dois

outros tridngulos retangulos: figura 21 e 22
A AHB (];fé reto) e A AHC (I{fé reto)
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Observe que:
A ABC ~ A AHB, pois ambos tém um angulo reto e um angulo em comum (B ).

A ABC ~ A AHC, pois ambos tém um dngulio reto (fi, e H ).

A AHB ~ A AHC, pela propriedade transitiva.
Assim, a partir das semelhangas apresentadas, podemos obter as chamadas

rela¢Bes métricas no tridngulo retangulo (figura 23).

/\ A
! b
C ;h [
: figura 23
B m __EE = 1 C B m

Com base nas semelhangas dos tridngulos citados e com os elementos ja

caracterizados, temos:

1* Relagiio: Teorema de Pitagoras.
A soma dos quadrados dos catetos € igual ao quadrado da hipotenusa.
a?=b%+ 2
Demonstracio:
Da primeira relagdo, sabemos que:
Z=am e b*=an
Adicionando membro a membro as igualdades, temos:

b’+c*=an+am = b*+cf=a@m+m) o> b +ci=a’

Observagdes:
1*) Num triangulo retingulo, a soma dos inversos dos quadrados dos catetos € igual ao inverso
do quadrado da altura relativa a hipotenusa.

1 1 1

POV
De fato:
I 1 ¢+ at a 1
b—2 c2: b .c? _bzczzazhz_h_2
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Observe que b* = ¢, vem da relagfo trés.

2%) Reciproco do teorema de Pitagoras
Se num tridngulo o quadrado de um lado ¢ igual & soma dos quadrados dos outros dois, entdo

o tridangulo € retangulo.

Hipotese - Tese

A ABC em que a> =b*+ ¢ = A ABC é retangulo

Demonstracao:

ME 5 N

Construindo o tridngulo MNP, retingulo em M e cujos catetos MN e MP sejam
respectivamente congruentes a AB e AC, temos:

A MNP retanguloemM = m’=n’+p’

Comon=bep=c,vemm?=b*+c’.

Logo, m’ = a ou seja, m = a.

Entéo, pelo caso LLL, A ABC = A MNP ¢, como AMNP ¢ retangulo em M, o A
ABC é retangulo em A.

2% Relag¢do: Catetos e Projecdes.

A ABC ~ A AHB — B¢ _ A48 2_° o F=am
AC BH c m

A ABC ~ A AHC = £=£:> a_ b = b’=an
AC HC b n

Em qualquer tridngulo retingulo, o quadrado da medida de um cateto € igual ao
produto das medidas da hipotenusa e da sua projecdo desse cateto sobre a hipotenusa.
(Podemos dizer ainda que, cada cateto é a média geométrica entre sua projecdo sobre a

hipotenusa e a hipotenusa).
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3* Relacdo: hipotenusa, altura relativa e catetos.
BC AC a b

N G SN =— = ah=bc
AB AH c h

AABC ~AAHB =
Num triangulo retingulo, o produto da medida da hipotenusa pela medida da altura

relativa a ela € igual ao produto das medidas dos catetos.

4* Relacdo: altura relativa e catetos.
AH BH h
pa— 3 JE—
n

AAHB~AAHC =» —=——-:
HC AH

:—”—l—:> h’=mn
h

Num tridngulo retingulo, o quadrado da medida da altura relativa a hipotenusa ¢
igual ao produto das medidas dos segmentos que ela determina sobre a hipotenusa. (Podemos
dizer ainda que, a altura relativa a hipotenusa ¢ média geométrica ente os segmentos que

determinam sobre a hipotenusa).

5.2.2 Demonstracoes Vetoriais

1? Relacio: O teorema de Pitagoras

Sejam os vetores a, b € ¢, como mostra a figura:

a
Sendo a figura um tridngulo formado, queremos mostrar que |a|*> = IE P+|¢ [

Demonstraciao:

—

Como o tridngulo € retingulo, temos que & . ¢ =0 (1).

—

Temos ainda que: b= (l_;+&) = a=b-¢ (2).
|af=a).|a|

Pelo teorema de Pitagoras, tiramos:
@ =161 +IEf = (5-¢).(5-7)
= bb-bi-bi+il
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De (1) temos:
[aP=[bb|+|cC]
Logo, concluimos que:

jaf=1bf+|af"

2* Relag¢do: A relagdo do quadrado do cateto com hipotenusa e projegio:

¢ Queremos demonstrar que Z=a. n, equivale vetorialmente a relacdo:

el = a.|Proj-c|

Pr ojag Proj. ¢
a

Demonstracio:

Com efeito da figura 24, note que: ¢ = b-ad. Aplicando o produto interno com o

vetor ¢ , temos:

Agora observe que:
ac g
la*

E observe também que o dngulo entre ae ¢ € obtuso, isto é, a.c < 0. Portanto,

PI‘O] c=

E
,m

él - é
Jal=

P
Proj;el= af Tla

Logo temos:
|al.|Proj;¢ |=—-ac
A demonstragdo termina comparando este resultado com I.

De maneira analoga, faz-se a demonstragio para o outro cateto. Queremos

demonstrar que:

| =1d|.|Proj,b|
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Com efeito, comegamos observando novamente que b L ¢ . Entdo:

Por outro lado temos que:
ab

a
lal”

|Proj;Z =

E observe também que o angulo entre aeb é agudo, isto é, a.b < 0. Portanto:

Logo temos:

Agora basta comparar este resultado com II.

Também, podemos demonstrar assim:
Na figura: a=b+c
Multiplicando os escalarmente por b:

—_ —

ab=bb+b.c

|a||B]. cos® =B +|b]||c|.cos90°
Porém|l;l. cosfd =m

Entdo !Zt{.m = |I; P = b*=am

3% Relagiio: O produto da medida da hipotenusa pela medida da altura relativa a ela ¢ igual ao
produto das medidas dos catetos. Vamos provar que:
lal . 1hi=18].|c|
Note que:
h=b-Projp=b-% 3
a

Tomando modulo (ou norma) em ambos os membros, temos:
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lhf=16—-—=al’
lal
ab
ar an(b | al)
B2 (6.d)° +(a.13)2
|al>  laf
Notando que [al = |b| + [cl e lembrando que |5| =a . 5; (veja a prova da

primeira relag@o), da igualdade acima temos:

\h|? = (al’-167).151

la*

Multiplicando ambos os membros por IZz I temos:

e ip = Qal=1s 161

|a® |

laf? 1af =(af —[E1)16

lal . |hf? =|cf* . |b]
Logo, temos:

la].|h|=|b].|c|

3 Relacdo: A hipotenusa ao quadrado € igual ao produto dos catetos (projegdes): h® = m.n

ou:
‘|Z|2= Proj?é : Projzz
Demonstracio:
I Sendo 7 L 5, temos que: h.a=0
a= Proj;_é + (-Proj;i))

b= |h|+|Proj-b P = |h*=|b|-|Proj-b [ = |hl*=a.b -|Proj.b[

Ainda temos:
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Proj»l_; 1 Proj?c: = entdo Projzg i Proj—_a_z' =0
Proj;l; 1 Proj;_é = entdo (-PronE). Proj; =0

Sel; 1 Eentéo:l;. EiO

b.(b-a)=0
b.b-b.a=0
52=5.a
FR— - - __. _’__' _>_’__’_’ 2_ . — =
1I. |Proj;c|=g__g a(p-a) _ aa-ab _|af' -ab ab
jal 1al al | | ¥
B4 L1 B
7 b g bl = s~ 3
1L [Proj.b|= %2 = —4 - 12113 3P=a.}
| la]  |a] |a]

Assim, de II e III, fazemos:

Proj.b| . [Proj¢|= 9L |5-22
a a |a|

ab - ab ab
. la

|a| lal |a
_ i b lab]
la |’
L
a

=a.b- fPronZ = [71{2
E pela equag@o I, podemos concluir que:

fo2= |Pr0j;5f : IProj;'[

Também podemos demonstrar assim:

Na figura:




32



5.3 Relagoes Métricas no Tridngulo Qualquer
Agora veremos que as relagdes métricas se estendem a qualquer tridngulo. Assim,

as medias dos lados de um tridngulo qualquer vao nos mostras suas relag¢des.

5.3.1 Demonstra¢des Geométricas
1? Relac¢ido

Num tridngulo qualquer, o quadrado do lado oposto a um angulo agudo € igual a
soma dos quadrados dos outros dois lados, menos duas vezes o produto de um desses lados

pela projec@o do outro sobre ele.

Hipotese Tese

A <90°, m = proj. de b sobre ¢ = a*=b?+ ¢’ — 2.c.m

2? Relacao
Num tridngulo obtusingulo qualquer, o quadrado do lado oposto ao &ngulo obtuso

é igual 4 soma dos quadrados dos outros lados, mais duas vezes o produto de um desses lados

pela projecédo do outro sobre ele (ou sobre a reta que o contém).

Hipotese Tese

A>90°, m=proj. debsobrec = a*=b>+c>+2.cm

Demonstragiio (conjunta — para os dois casos):

Conduzindo CD = h, = altura relativa ao lado ¢, vem:
ACDB: a>=h2+ (c £ m)®

ACDA: h2=b*—m’ }:)azzbz—m2+02i2.c.m+m2:>
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— a’=b*+c*-2.cm 1)

5.3.2 Demonstragoes Vetoriais

1 Relacio

Queremos mostrar que: a° = b’ + ¢ —2.c.m ou |‘c; = |I; 1+ [:: - 2‘|E|.|;1 |

Demonstracio:

Noteque: ¢c =m + x, e

laP=(h, — x).(h, — x)
lal=h P =2k, |1x|+|x]
jaf= |k = 2.0+ |x]
lal= |k [+ |x

lal*=1h, P+(c-m).(c-m)

al’=|h,P+|cf-2.c.m +|m]
[+

~2_ T2 772 2 -
lal"= [m|” +|h |"+]c[ -2 c.m

ou

—
S Q)

Mas, sabemos que b= m + h_, assim:

1BP=(m + b )(m +h,)
bP=|mP+2.m h, +|h, [’
6P =|mP+20+|h, [

T2 T2
|b|"=|m["+|h, |

h,—x
m+h

a?=b*+c*+2.cm (2)
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Logo: |al’= |mP +|h. P +|cP-2.c.m = |af=|b]> +|cf-2.¢c.m

2° Relagio:

Queremos mostrar que: a>=b’+ ¢’ + 2.c.m ou {;[2 = [5 P+ IE [+ 2.[2 |.|;1 ]

Demonstracio:

—

Note que: x = ¢ + m, e:

—

—h -
C:f—}— = a:hc—x

[
Q[

>

Ainda temos que:

—

ELZ:m.hj=O

xLlh = x.h =0

Sendo:

b=h —m

IxP=(c+m)(c+m)

IxP=1cP+2. ¢c.m +|mP

Segue:

a= h, —x
lal*=(h, —x).(h, — x)

af’ =k, [ —2. b x +|x]

lal?=|h,  —2.0+|x]

o

Z= E—m

bP=(h, —m).(h, —m)
(b =\h P —2. m.h +|m|

= 1 P20+ m ]

L - — —
b=k, P+ |m]



af’ =k, [ +|x]
jaf=\h, P +lcP+2. c.m +|m]
al=|m[+|h, +|c+2. c.m

laP=|bP+|cP+2 c.m
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6. CONCLUSAO

A partir desse trabalho cresce a oportunidade de se abordar e buscar mais
informagdes sobre os vetores, que desempenham um importante papel do ponto de vista da
Geometria Descritiva. A aprendizagem das relagGes métricas, através da algebra vetorial
permite que o estudante faga de seus estudos mais interessantes € quem sabe mais divertidos,
ja que o seu conhecimento torna-se mais pratico na resolugéo de problemas.

Foi pensando nesse aspecto que pesquisamos uma forma de expor os calculos e
demonstragBes, dando €nfase principal aos tridngulos. Neste trabalho, fizemos um paralelo
entre vetores e geometria plana para mostrar o Teorema de Pitagoras e as Relagdes Métricas
nos tridngulos.

Verificamos assim, que o estudo de tridngulos, tanto de forma geométrica
(tradicional) quanto vetorial, possuem estreitas relagdes com a sua explicagio casual, mas que
divergem na maneira de estudo e de justificacio logica. Compreende-se entdo, que essas duas
vias convergem e fica mais uma vez comprovado que nessa aprendizagem deve-se buscar
técnicas de aprendizagem e constantemente aprimorar sues conhecimentos, dinamizar seus

métodos, para que acompanhe o ritmo da globalizagio.
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