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INTRODUCAO

Neste trabalho pretende-se fazer um estudo das EDP’s de forma simples, clara e
objetiva para que qualquer principiante nesta drea da matematica possa entender e quem sabe
passar a gostar mais de estuda-las. A importancia das EDP’S estd no fato de que elas
representani modelos matematicos de processos fisicos e, portanto, podem ser aplicadas em
varias dreas do conhecimento humano, como Engenharia, Quimica, Biologia, Fisica dentre
outras. Porem, este texto limita-se ao estudo e a aplicagdo das EDP’s como modelos
matematicos para fendmenos termoelasticos.

A termoelasticidade € uma teoria que estuda o efeito do campo de temperatura
sobre o campo de tensdo e o efeito associado do campo de tensdo sobre as condigdes térmicas
num sélido elastico.

Entende-se por elasticidade a capacidade do corpo para restabelecer sua
configuragfo original depois que as forgas que causam a deformagfo sejam retiradas. Mais
precisamente, elasticidade € um estado do meio continuo que é caracterizado pela relagéio um
a um entre as componentes de tensdo e deformagfio, sendo que uma deformagdo nula
corresponde a uma tenséo nula.

Quando um sélido ¢ deformado por meios mecanicos ou térmicos aparecem o
campo de deslocamento u e o campo de temperatura ndo uniforme T. Estas mudangas
implicam na criagdo de um campo de velocidade V e uma distribuicdo de tensfio e
deformagéo. Seguindo a tal deformagdo do estado de equilibrio, a energia ¢ transferida de
uma parte do sdlido para outro por deformagdo elastica e por condugdo de calor, entfo, a
teoria termodindmica de processos irreversiveis serve para deduzir as EDP’S que descrevem

esse fendmeno.
1. NOTAS HISTORICAS

O desenvolvimento das equagdes diferenciais parciais estd ligado ao
desenivolvimento geral da matemdtica e ndo pode ser separado dele. Para fornecer alguma
perspectiva histérica, indica-se aqui algumas das tendéncias principais na histéria desse
assunto identificando os matematicos atuantes no periodo inicial de desenvolvimento que

mais se destacaram.



As equagdes diferenciais comeg:araxh com o estudo de célculo por ISAAC
NEWTON e LEIBNIZ. ISAAC NEWTON (1642 — 1727) nasceu na Inglaterra e suas
descobertas sobre o célculo e as leis da mecanica datam de 1665, mas sé foram publicadas em
1687 no seu livio FHILOSOPHIAE NATURALIS PRINCIPIA MATHEMATICA. Seu
desenvolvimento do célculo e a elucidagdo dos principios basicos da mecénica forneceram a
base para a aplicagdo das equagdes diferenciais no século XVIIL. NEWTON classificou as

equacgdes diferenciais de primeira ordem de acordo com as formas

dy dy dy
= f@, =f0) e Z=fx)
GOTTFRIED W. LEIBNIZ (1646 — 1716) nasceu em Leipzig na Alemanha e chegou aos

resultados fundamentais do calculo independentemente de Newton. E devido a ele a nossa

. d . . N . . ~
notacdo para a derivada & ¢ o sinal de integracdo. Descobriu o método de separagdo de

dx ‘
variaveis em 1691 e o procedimento para resolver equagdes lineares de primeira ordem em
1694. DANIEL BERNOULLI (1700 — 1782) concentrou seu interesse nas equagdes
diferenciais e suas aplica¢des. Desenvolveu estudos sobre a equagdo da onda, onde escreveu a
solugdo do problema da corda vibrante em forma de séries trigonométricas a partir de
consideragdes fisicas.

LEONHARD EULER (1707 — 1783) desenvolveu a teoria de fatores integrantes,
encontrou a solugfo geral para equag¢des lineares homogéneas com coeficientes constantes em
1743. Fez contribuigbes importantes em equagdes diferenciais parciais no estudo da equagéo
de onda.

J. FOURIER (1768 — 1830) matematico francés que desenvolveu o problema de
uma fungdo ser representada por uma série trigonométrica chamada série de Fourier.
Desenvolveu estudos sobre a analise harménica com a dedugéo da equagéo do calor, escreveu
a solucéo da equagfio do calor como uma série trigonométrica.

No século XIX as equagdes diferenciais parciais comegaram a ser estudadas
intensamente, & medida que se tornava claro o seu papel crucial em fisica matematica.

CONSTANTINE DAFERMOS (1948- ) matemadtico grego que trabalha na
interface da mecéanica do continuo e a teoria das equagOes diferenciais parciais, nos dltimos
anos a sua pesquisa esta focalizada em sistemas hiperbolicos nfo lineares de leis de
conservagéo, cujas solugdes desenvolvem espontaneamente singularidades que se propagam
como ondas de choque. Também, seu interesse esta concentrado nos resultados que surgem na

interse¢dio da termodindmica e a andlises desses sistemas e trabalha intensamente para



elucidar a importancia da entropia como agente de estabilizagfio. Foi uns dos primeiros

matematicos que estudou os sistemas termoelasticos classicos, ver, Dafermos (1968) [6]

2. EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS (EDP’s)

Neste capitulo, pretende-se estudar as equacdes diferenciais parciais que sfo assim
chamadas, pois envolvem as derivadas parciais de uma ou mais variaveis dependentes com

relagfio a duas ou mais variaveis independentes. Por exemplo

otu(x,t)=0u(x,t)-0,u(x,t) (2.1)
onde x e t na equacdo (2.1) sdo as variévéis independentes, enquanto u(x,t) a varidvel
dependente.

Toda equagdo diferencial parcial possui uma ordem, que é estabelecida pela maior
ordem da derivada da fungfio dependente. Por exemplo,
du(x,t)-a’dlu(x,t)=0 (2.2)
A equagdo (2.2) conhecida como equagdo unidimensional do calor que descreve a
condugéo do calor em corpos s6lidos € uma equagdo diferencial parcial de segﬁnda ordem.
As equagdes diferenciais também sdo classificadas como lineares e néo-lineares.
Uma EDP linear é caracterizada pelo fato de que a variavel dependente e suas derivadas estéo
no primeiro grau, e também por nfo ocorrer produto entre a varidvel dependente e suas
derivadas. Por exemplo,
| du(x,t)—a’du(x,t)=0 1 (2.3)
A equagdo (2.3), mais conhecida como equag¢fio unidimensional da onda, descreve
movimentos ondulatérios em sélidos ou fluidos, é uma EDP linear.
As EDP’s lineares também podem ser classificadas como homogénea ¢ ndo-
homogénea. A EDP homogénea ¢ caracterizada pelo fato de que cada termo da equagdo deve

conter a variavel dependente ou suas derivadas parciais.



2.1 SOLUCAO DE UMA EDP LINEAR

Define-se como solugfio geral de uma EDP linear uma solugdo da mesma que
contenha fungdes arbitrarias formando assim um conjunto de todas as solugGes particulares da

equagcao.

Por exemplo, considere a fungéo
u(x,y)=f(xy) (2.4)
onde f (xy)é uma fungfo arbitraria de Xy . Derivando u(x,y) com relagdo a X assim
du(x,y)=f(xy)y 2.5)
Agofa com relagéo a y, logo:
d,u(xy)=f(xy)x | (2.6)
Somando as equagdes (2.5) e (2.6), assim sendo temos |
du(x,y)+0,u(x,y) =f(xy)(x+y) _ 2.7)
Da equagéo (2.6) vem,
f(xy) = -‘M—S‘ﬁ)— 2.8)

Substituindo a equagdo (2.8) na equagdo (2.7) vem:
x0,u(x,y)=yd,u(x,y) 2.9
A equagdo (2.9) é uma EDP que tem como solucdo geral a fungéo
u(x.y)=1(xy)
Se uy, uy,... , u, forem n solu¢des de uma EDP linear homogénea, entdo uma
combinacdo linear destas solu¢des dada como a fungo u = c;uy+cuy+...+c u, onde ¢q,c5,...

, €, s@0 constantes arbitrarias, também € solugdo da mesma EDP. Este resultado ¢ chamado

de Prihcipio de Superposicio.
2.2 OUTRA CLASSIFICACAO

Algumas leis fisicas em formas de equag¢des diferenciais parciais em duas
varidveis independentes formam casos especiais de equagdes diferenciais lineares
homogéneas de segunda ordem, onde o caso geral é:

adu(x,y)+2hdi u(x,y)+bdiu(x,y)+2f0,u(x,y)+2gd,u(x,y)+eu(x,y)=0 (2.10)

onde a, b, e, f, g, h sdo constantes ou fun¢des de x e y.



Observando a equagdo (2.10) percebe-se que ela se parece com a equagdo geral
das coOnicas,
ax’ +2hxy + by® + 2fx + 2gy +e =0 .11)
de onde vem,
ab — h? >0, elipse
ab — h? =0, parabola
ab — h? <0, hipérbole
E pela semelhanga da relagio (2.11) a equagéo diferencial (2.10) sera classificada em,
eliptica, quando ab — h%2 >0
parabdlica, quando ab — h? =0

hiperbélica, quando ab — h? <0

2.3 CONDICOES DE FRONTEIRA

As equagdes diferenciais parciais devem satisfazer certas exigéncias conhecidas
como condi¢des de fronteira. Uma EDP e um conjunto de condigdes de fronteiras podem

representar um fendmeno fisico, se este tiver solugéo unica.

Seja a equagdo diferencial dada por
YOyu(x,y) = x0,u(x.y)
Procura-se uma solugéio da equacgdo diferencial parcial anterior, que satisfaga as seguintes
condi¢des de fronteiras
u(x,0)=1,u0,y)=1

| 0,u(0,y)=0
verifica-se que u(x,y) = cos(x.y) satisfaz a equacdo e as condi¢gdes de fronteiras.

As condig¢des de fronteiras devem fazer com que as EDP’s tenham solugées unicas
e estaveis. Tais condigdes aparecem em estudos de fendmenos fisicos.

Um exemplo sfio as condigdes de Cauchy, onde uma das varidveis independentes é
a varidvel t (tempo) e s@io conhecidos os valores de u(x,t) e de sua derivada no tempo

d.u(x,t) parat =0.
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2.4 AUTOVALORES E AUTOFUNCOES

Os autovalores sfo os valores que colocados na equagéo diferencial faz com que
ela apresente solugSes nfo-triviais. As solugdes ndo-triviais sdo chamadas de autofungées. Os
autovalores aparecem no estudo de fendmenos fisicos como a solugfio da equagéo do calor e
na solugdo da equagédo da onda.

Por exemplo, seja o problema dado pelas seguintes relagdes,

y'+4y=0, y(0)=0, y(L)=0 2.12)
Este problema é de grande importancia pela sua aplica¢do na resolugéo da equagéo da onda
e do calor.
Para resolver o problema (2.12) deve-se considerar os casos em que A< 0,A=0e A > 0.
Sendo A < 0 e fazendo A = —u?, vem

y'—uty=0 (2.13)

Onde y = e™, y =re™ e y = r2e™, entio r?>—u? = 0 é o polindmio
caracteristico da equago(2.13), onde r = uour=—u. A solugio geral para a equagéo (2.13)
pode ser escrita como:

y = ¢, cos(hux) + c, sen(hpx) (2.14)

Aplicando as condi¢gdes de contorno, vem ¢; =0 e ¢; = 0. Logo a tnica solugéo ¢
y=0.Sendo A =0, entdio y" = 0, com solugfio geral dada por y = c3x-+c,, e pelas condigdes de
contorno vem que c3 =0 ¢ ¢, = 0. Assim a tGnica solugéo € y = 0.

Sendo A >0 e fazendo A = 2, vem:

y ' +uly=0 (2.15)
onde 72+ u? =0 ¢é o polinémio caracteristico da equagfo(2.15). Logo, r=piou r=—ui.
A solugdo geral é da forma:

y = A.cos(ux) + B.sen(ux) (2.16)
Onde A e B sdo constantes arbitrarias. Para satisfazer as condi¢des de fronteira, vem que:
A=0 e Bsen(uL) =0 2.17)
Da equagéio (2.17) segue que B € nédo nulo que:
uL=nr
=== n=123, ..
Portanto os autovalores ¢ as autofungdes sdo da forma:

An =( nL—" 2e y, = B.sen(i?), n=1,2,3, .. respectivamente. (2.18)
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3. SERIES DE FOURIER

3.1. FUNCOES PERIODICAS

Uma fungfo f: R — R é dita periddica de periodb Tse f(x+T)=f(x). As
fungBes f(x) = cosx e f(x) = senx sdo periddicas de periodo 2m. Pretende-se determinar o
periodo da fun¢éo f(x) = cos(—"it—x).

Sabendo que f(x + T) = f(x), entdo devemos verificar

cos [mn(x + T)] = cos (mnx)
L - L

T o
cos(—l-———m:x mf )= cos(m—f-’-c-) sendo y = ﬂfﬁ, entdo

mmx
COs oS (y + T) = cos(y)

Assim anT = 27, pois cos y tem periodo 2. Logo T = j—n'i

Se T é o periodo da fung¢do f(x) entdo qualquer nT, com n € z, tambem ¢é

periodo de f(x), onde o menor periodo positivo é chamado de periodo fundamental. Assim

T = 2L é o periodo fundamental para f(x) = cos(me—).
3.2. ORTOGONALIDADE DAS FUNCOES SENO E COSSENO

As fungdes sen(T—nf-’-c-) e cos(%) com m=1,2,3,.. formam um conjunto

ortogonal de fungdes no intervalo [—L,L]. Elas satisfazem as relagdes de ortogonalidade:

0, m#n
f_LL cos(%).cos(-"—’lf—x)dx = { L, m=n _ (3.1)
[Z, cos(").sen(F)dx=0, vm, n (.2)
0, m#n

f_LLsen(%’f).sen(ﬁ?)dx =L m=n (3.3)
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Verifica-se cada uma das propriedades anteriores utilizando propriedades trigonométricas e

integragdo por partes.
3.3. COEFICIENTES DE FOURIER
Considere a série trigonométrica dada pela seguinte expresséo,
-az—°+§arn cos(m£[8)+bmsen(mfx) N X))

Supde-se que a série (3.4) converge e seja a soma f(x), entdo:

@) =2+ T [am cos(F5) + bpsin(= )] (3.5)

Pode-se determinar uma relagfo entre os coeficientes a,,, b, € f(x). Para isso multiplica-se

a equagdo (3.5) por cos(%f), onde n ¢ inteiro positivo fixo, e aplica-se a  integral em

relagdoaxde-Lal

f_L_L fx). cos(m:—x)dx = fiL % cos(-'l:f—x)dx+2°° ~1am fiL cos(%).cos(%)dx+

nnx

Y1 b [, sen("2).cos( ") dx (3.6)

Pelas relagdes de ortogonalidade (3.1) e (3.2) segue que o termo néo nulo na

equagdo (3.6) € o termo onde m = n no primeiro somatério. Assim
L Nnmx.
JZ, f(x).cos(—)dx =a,.L

a,= % f_L.L [i¢3) cos("T’”‘)dx, n=0,1,2, ... (3.7

Para o célculo de b,, usa-se um procedimento andlogo, porém multiplica-se a equagdo (3.5)

por sen( %) e aplica-se a integral de — L a L. Assim encontra-se a equagéo:

bn=1 ", f(x). sen_("Lﬂ)dx, n=1,23,.. | (3.8)
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Teorema de Fourier: Seja f uma fungdo periddica de periodo 2L. Se f e f* sdo

ambas continuas por se¢des em[—L, L], entdo f é representada pela série (3.4), sendo os

coeficientes a,, e b,, calculados pelas formulas (3.7) e (3.8) respectivamente, com o seguinte

sentido de convergéncia:

e A série converge para f(x) em cada ponto x € (—L,L) em que f ¢ continua.

e A série converge para %[limkﬂx— f(k) + limy_,,+ f(k)] em cada ponto x € (=L, L)

em que f € descontinua.

e A série converge para % [limg_,,- f(k) + lim;_,,+ f (k)] em cada extremo: —LeL

Suponha-se que existe uma série de Fourier convergindo para a fungfo f definida

(3.9)

por:
-1 -2<x<0,
f(x)= x
1 0<x<2
f(x+4)=f(x)
Pretende-se determinar a série de Fourier convergindo para a fungio f(x).
A fungdo f(x) é periddica de periodo T = 4, entfo L =2 e a série de Fourier tem a
forma;

f(x)= % + Z;‘,‘;=1[am.cos(ﬂz’5) + bm.sen(l"—;‘ﬁ)

Calculo de ag com m=0. ay = e (—1dx +3 ? 1dx
27—2 270

Calculo de a,, =% f_oz — cos (?) dx + % 12 cos (% dx

Calculo do coeficiente b,

by = %f_oz —sen (ﬂ;_fﬁ) dx + %foz sén (m—;tf) dx

(3.10)

(3.11)

(3.12)
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0 2
e o) - (e ()]

_2 0
b, = -r%t' — -;COS(mn')
b, = -n-l;(l — cos(mm))

0, m par '
baf s o (3.13)
m7z

Substituindo-se os coeficientes a,;, e b, encontrados nas expressoes (3.12) e (3.13)

na série (3.10) encontra-se f(x) = Ym=135,.. [% sen (l-n;ﬁ)]

4 w0 (2n—1)mx/2 5
fO) =23, [ = (3.14)

4. METODO DE FOURIER

O método de Fourier é um dos métodos de resolugdo de EDP’s, ele consiste na
combinagio do principio da superposi¢io com o método de separagdio de variaveis, que
assume que a varidvel dependente € igual ao produto de duas fungdes, cada uma dependendo
apenas de uma das varidveis independentes.

Para entender melhor o método, considera-se o seguinte problema:
82u(x,t) = -1—26t2u(x, t) (4.1)
A EDP (4.1) € conhecida como equagio umdlmensmnal da onda. Seja as

condl(;oes de fronteiras de Dirichlet

w(0,t) =u(L,t)=0, t=0;
u(x,0) = f(x), 0<x<1L; 4.2)
d.u(x,0) = g(x) 0<x<1L;

Onde f e g sdo fungdes dadas, e L uma constante dada. Admite-se uma solugdo separavel da

forma:
u(x,t) = X(x).T(t) 4.3)
Onde X ¢ fungdo de x e T ¢ fungdo de t, entdo a equagdo (4.1) fica da forma:

02X.T = —azTX
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d®x _ 1 . d?T

ax?  a2® arz

T

dzx v d?T

7 2= T logo:

fazendo
TX" = 2 xT"
a

Dividindo-se os dois lados da equag&o por X.T # 0, logo:

" "

X T
X a’T
Para que essa igualdade seja verdadeira € necessario que:
T" X"
EE. =le X = A .

Onde A ¢ uma constante de separa¢fo. Assim tem-se:
T"—2a’T =0 4.4)
X'—2X =0 - 4.5)
As equagdes (4.4) e (4.5) sdo EDO’s lineares de segunda ordem. O candidato a solugéo da
equagdo diferencial deve ser, u(x,t) = X(x).T(t), e deve satisfazer as condi¢bes de
fronteira u(0,t) = u(L, t) = 0, ento:
u(0,t) = X(0).T(t) vt,
u(L,t) = X(L).T(t) Vi,
pretende-se evitar a solugdo trivial, portanto T(t) # 0. Assim X(0) = X(L) = 0 (4.6)
Agora resolve-se a equagdo (4.5) que consiste no problema de autovalores estudado na se¢éo |
(2.9).
Sendo A < 0 e fazendo A = —pu?, encontra-se a solugdo geral X = c;.cos(ux) +
Cy sen(ux). Aplicando as condigdes de contorno (4.6), logo ¢; = 0 e c;.sen(ul) =0,

portanto os autovalores sdo da forma:

Ay = — ("L—")2 n=1,2,3,. | (4.7)

E as autofungdes sdo da forma:
Xy = cpsen(ZX) n=1,2,3,. . (4.8)

Verifica-se que quando A =0 e A > 0 nfo existem autovalores e autofun¢des. Agora resolve-se
a EDO (4.4), substituindo o valor de A encontrado na expresséo (4.7), Logo:

T" + (“’z—”)Z.T =0,

sendo T(t) =e™ ,T =re™ e T = r2e™, assim o polindmio caracteristico & r% +

2
anm anm , anm . ~ ,
(T) = 0, deonde vem, r; = —lern=——ia solugdio geral ¢ dada por:
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T(t) =d;.cos (a';nt) + d,.sen (ar:nt) 4.9) |

Onde d, e d, sdo constantes arbitrarias.
Substituindo-se os valores encontrados nas expressdes (4.8) e (4.9) na equagdo
(4.3), obtém-se:

u(x,t) = c,. sen( ) [d1 (annt) + dyse (a,zm)]

u(x,t) = [d1c2 cos( ) + d,c, sen (_)] (n_ltf

sendo dyc, = an e dyc; = by, entdo

= () b () an (5
sendon=1,u,(x,t) = [ay cos () + by sen (%=)] . sen ()
20 = [0 (52 s (55 en (52

n=k,u,(x,t) = [ak cos (T) + by sen (’—‘-’ia—t)] .sen (m

L

Onde as constantes ay, ay, ..., ax € by, b, ..., by sdo constantes arbitrarias. Fazendo k — o e

somando membro a membro os valores encontrados para u,(x.t), entdo

Up(x,t) = Ypoy [an cos (n” t) + b, sen (%at)] .sen (f?-) (4.10)
onde a, e b, sdo os coeficientes de Fourier. A equagdo (4.10) ¢ a solugfo geral da equagéo
(4.1) satisfazendo as condi¢Ges de fronteira u(0,t) = w(L,t) = 0, t == 0. Agora verifica-se as
condi¢des
u(x,0)=f(x), 0<x<L
ou(x,0)=gx), 0<x<L

E estas condi¢es determinam as constantes arbitrarias a, e b;,.

u(x, b) = Ym=1 [an cos ( ) + b, (n—T—Q)] .sen (2:—")

u(x,0) = ¥¥_,[a,cos0 + b, sen0].sen (n:x)

u(x, O) = Y»_,a,sen (f?) = f(x) 4.11)
Para o célculo de a, multiplica-se a equagéo (4.11) por sen( ) e aplica-se a integral em

relacdo a x de 0 a L, entfo

f f(x). sen( )dx = ¥*_ja, f sen (n:x).sen (%) dx, Calcula-se o numero fixo

fo sen (m:—f)‘.sen (%) dxsen#s



foL sen (%) .sen (f? dx = %f: vcos [(n—;)nx] dx — %f: cos [(Mz)"x

]dx

L L

L e [(n+s)7tx]

L nmwx STTX _ L (n—s)mx
Jo sen _)-sen T) dx = Z(n———s)n'sen[ ] 2(n+s)m L

L L

0

L nmwx STTX
J, sen (T).sen T) dx =0, se n#s.

Para o caso em que temos n = s, entdo:
L nmx\ ]2 1L 2nnx
Iy [sen ()] ax = 345 [1—cos (%)) ax

Jy [sen (ﬁ?)]z dx = 3y dx— 3 [ cos (%) dx

Portanto,
L nmx L
fo f(x).sen (—L—) dx = a, 3

a, = %fol“f(x).sen (%) dx

Para determinar b, utiliza-se a ultima condigéo de fronteira d,u(x, 0) =g(x).

17

(4.12)

Antes, deriva-se a equagdo (4.10) com relagdo a t e aplica-se t = 0.  Assim vem

nma nmat nma nmwat nnx
doulx,t) = Yo_g [—anTsen( T ) + bnTcos( T )] .sen (T) .

Substituindo-se t = 0, vem

nna nna nmx
d;u(x,0) = z [—an —sen 0+ b, —cos 0] sen (T

N

n=1

0u(x,0) = ey by ™ sen (77
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(4.13)

nna nnx)

g(X)=Xn=1bn——sen(—
Para o célculo de b,, multiplica-se a equagéo (4.13) por sen (%) e depois aplica-se a integral
em relacéo a xde0a L, entdo _
' L o L .
J, g(x).sen (?) dx = ¥® by, %‘-.fo sén (2%’5) .sen (%f) dx.
Sabe-se que '
O,sen#s

L nnx STX - L -
J, sen (T) .sen (—L—) dx=9 -, sen=s.

Logo,

L nmx nma L
J; g(x).sen(T) dx = bnTE

2 (L
b, = a.fo g(x).sen.(%) dx. - (4.14)
Portanto, a solugéo para a equagdo (4.1) satisfazendo. as condigSes (4.2) ¢ dada pela equagéo

(4.10) com os coeficientes aye b, calculados pelas equagdes (4.12) e (4.14) respectivamente.

5. ANALISE DAS EQUACOES DA ONDA E DO CALOR

~ 5.1 CONDUCAO DE CALOR EM UMA BARRA
O estudo matemético de condugdo do calor comegou em torno de 1800 pelo
matemadtico J. Fourier que estabeleceu a partir de principios fisicos a equagfo geral que devia
satisfazer a temperatura u(x.t).
Seja o problema da equag@o de calor:
u€ €% [(0,L) x (0,+)] < [[0,L] x [0, +0]]

a?0fu = d,u, 0<x <L, t=>0

w(0,8) = u(L, ) = 0, £>0 (5.1)
(x,0) = (x), O<x <L
onde a? é uma constante de difusividade térmica
u(x,t)

bl
a — D

o
e~
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Figura 5.1.1. Uma barra sélida condutora de calor.

Este problema descreve a variagéo de temperatura ao longo do fio de comprimento
L. Supondo-se que em cada secgfio perpendicular do fio a temperatura é constante.

A condi¢do de contorno u(0,t) = u(L,t) = 0, indica que a temperatura nos
extremos € nula. A condigdo inicial u(x,0) = f(x) descreve a temperatura em cada ponto x €
[0,L] no instante t. Para resolver o problema (5.1) aplica-se o método de Fourier. Admite-se
uma solugéo separavel da forma:

| u(x, ) = X(x).T(6) (5.2)
onde X ¢ fungdo de x e T é fungdo de t. Assim tem-se a?d2XT = 9,TX. dividindo-se por
X.T#0, vem

, 1 d*X 1dT

a — —— T e st

X dx? T dt

X T afT’
Para que a igualdade seja verdadeira € necessério que X; =Aade % = A, onde A € uma
constante de separagéo. Entio tem-se duas EDO’s,
X'—2X =0 (5.3)
T —a?T =0 5.4
A equacdo (5.2) deve satisfazer as condi¢des de fronteira
u(0,t) =X(0).T(t) =0, vt
w(L,t)=X(L).T(t) =0, vt
Para evitar a solug#o trivial T(t) # 0, entfo _
X0)=X(L)=0 (5.5)
Os autovalores.e as autofung¢des da equagéo (5.3) sdo os mesmos da equagéo.

4.5) de onde obtém-se

A, = — ("L—”)2 n=123..
nnx
X, = cnsen(—L— , n=123..

Substitui-se o valor de A na equagéo (5.4), entdo
. nman?
T' + (T) T =0
sendo T =e*t e T = ke*t, logo
nna

ke*t + (T)z.ekt =0
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. naa\2 )
Logo, T,,(t) = D.e"—(T) t, n=123.. (5.6)

Onde D é unia constante de integragdo.
Agora substituindo-se os valores obtidos para X(x)e T(t) na equagdo (5.2)
obtém-se:
nra\2

u(x,t) = De_(T) t ¢ sen (%) .
Seja D.c, = B,,entdo

nra\2
u,(x,t) = B,. e_(T) f.sen (%)

a2
n =1, ul(x, t) = Ble_(T) tsen (%)

a2
n =2,u,(x,t) = Bze_(z—Lg) “sen (2—:5)

T ’ m 2
n =p,u,(xt) = Bpe—( ©°) tsen (%’-‘-)
Onde as constantes By, By, ..., By sdo arbitrdrias. Somando-se todos os valores
obtidos quando p — oo para u(x,t), tem-se

nnx

nna 2

ulx, t) = 32, Bne_(T) Psen (T) . 6.7

Para satisfazer a condigdo inicial u(x,0) = f(x), vem
nma)?

u(x,0) = ¥*_,; Bne_(T) % sen ("Tnx)
u(x,0) = Y¥%_, Bpe°sen (%)
u(x,0) = ¥*_; B, sen P?)
f(x) = T Bysen (X)), | (5.8)

O calculo de B, € semelhante ao procedimento utilizado no capitulo 4 de onde obtém-se como

resultado a equagéo (4.12), portanto,

2 (L
By = [y f(x)sen (™2) dx. (5.9)
Substituindo-se o valor de B, na equagdo (5.7), encontra-se

nnoc)z

ulx,t) = % 1 [foLf(s) sen (ﬁf—s) ds] .sen (%) : e_(T (5.10)
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onde s € varidvel de integragfio e x ¢ a varidvel independente. A equacgdo (5.10) descreve a
- variagdo de temperatura ao longo do fio de comprimento L satisfazendo as condi¢@es iniciais

e de contorno do problema (5.1).

5.2. VIBRACOES DE UMA CORDA ELASTICA

) O problema da corda vibrante foi um dos principais problemas matematicos do
seculo XVIIL. A equagdo da onda foi estudada por D’Alembert em 1746, atraiu a ateng¢éo de
Euler (1748) e Daniel Bernoulli (1753).

' O modelo matematico das vibragdes de uma corda elastica de comprimento L, que
esté fixa nas extremidades € a EDP (5.11) conhecida como equag&o unidimensional da onda.

azuxx = Uyt 0 <x< L, t= 0 (5.11)

Onde a € a velocidade de propagac¢éo das ondas ao Iongo da corda.

u(x,t)
x=0 x=L

Figura 5.2.1 Uma corda vibrante

A incognita u(x,t) que depende do espagco x e do tempo t, descreve o
deslocamento vertical da corda no ponto x no instante t. Como os extremos estéo fixos as
condi¢des de contorno sdo

u(0,6)=0 e u(L,t)=0, t=0 (5.12)
E as condig¢Ges iniciais sdo
u(x 0) = f(x) e du(x,0) =0, 0<x<L ' (5.13)
t=0.

Admite-se como solugfo separavel da equagfo (5.11) a equagéo (5.14).

u(x,t) = X(x).T(t). (5.14)
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onde X depende de x e T depende de t. Logo

a’X'T=T"X
dividindo-se a equagfo por X.T # 0, vem
| X _ 1
X a?T
Para que essa igualdade seja verdadeira é necessario que
XY =1 e ET_Z'—T_ =2
Onde X € uma constante de separagdo. Assim obtém-se duas EDO’s.
X'—2X =0 (5.15)
T_"— Aa’T =0. _ (5.16)

A equagdo (5.14) deve satisfazer as condig¢bes de contorno (5.12), entdo
u(0,t) = X(0).T(t) =0, vt
u(L,t) =X(L).T(t) =0, vt
Evita-se a solugo trivial fazendo T(t) # 0, assim
X(0)=X(L) =0, vt .17
Os autovalores e as autofungdes da equagfio (5.15) sfo as. expressdes (4.7) ¢ (4.8)

respectivamente, logo.

NIy 2
;ln = - '—L— n = 1,2,3,...
nmx
X, = cpsen (T) n=1,23,..
Substitui-se o valor de A na equagéo (5.16), entdo

nmy2

” jheid 2 _

T+ ( L) a?T =0

SejaT = e™, T =ret e T = r2e’, logo

2 2
2,1t nna rt — 2 nmay® _ = nray .
r<e +(L).e O,r+(L) 0 e portanto r i(L)l
Onde a solugdo geral é da forma

nrat nmat
T(t) = Dncos( I )+Pnsen( I )

Sendo D,, e B, constantes de integragéo.

Substituindo-se os valores de X e T na equagio (5.14), vem

u(x,t) = [Dn oS (nnat) + B, sin (EELEE)] .Cp S€en (ﬂ)

L L

u(x,t) = [Dncn cos (%at) + B,c, sen (%at)] .sen (E%f) .
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Sendo A, = Dy .c, e B, = Py.cy, entdo

1) = [0 (22 + 5, sen(22).0en(22)]

n=1 wlt) = |41 cos (%) + By sen (%)] sen ()

n =2, (x5 t) = [4;cos (52) + By sen (ZX)] sen ()

n =k t) = [4;cos (Z2) + By sen (2)] sen (=),
Somando-se todos os valores obtidos quando k — oo para u(x, t), logo

u(x,£) = Tpoy [An cos (52) + By sin ()| sin (). (5.18)

A equagiio (5.18) deve satisfazer as condig¢des (5.13), entdo pela condigdo u(x,0) = f(x),
vem

00 = B o (22) s (2 i (o2

u(x,0) = ¥*_,[A, cos0 + B, sin 0} sen (——L—)

f@) = it Ansen(TF).

Pelos estudos desenvolvidos sobre séries de Fourier percebe-se que f(x) tem

periodo 2L e A, € coeficiente da série, logo

= %fol'f(x). sen (nLﬂ) dx. (5.19)

Pela condigdo inicial d,u(x,0) = 0 determina-se B,
1 nma . (nmat nra nmat\] . (MmAx
du(x, t) = Z[—A‘n L sm( I )+Bn I cos( I )]sm(—L—)
n=

9,u(x, 0) i[ 4 nna . (nna0)+B nna (nnaO) . (nnx)]
u(x,0) = -A, sin n cos sin [—
Lt L L L L L

8,u(x,0) = ¥°_, B, sen ("”") = 0. (5.20)

Para determinar B,, multiplica-se os dois membros da equagio (5.20) por sen (ﬂ:ﬁ) e aplica-se

a integral em relagdoax de O a L.

Sn-1Bn foL sen (%’5) .sen (s"x) f 0.s (S"x) dx.

nma L [t iy O,sen #s
Bu—— - = 0.sin dx < |
L 2 G -2-,sen =S
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B - "0 (mtx)d
n = 0- .sen I X o
B, =0 - (5.21)

Agora substitui-se os valores de 4, e B, na equagdo (5.18), entdo

u(x, t) = i [% f Lf (x).sen (%) dx. cos (m;lat) + 0. sen (mzat)l sen (n%)
n=1t 0

u(x,t) = Ynog E foL f (x'). sen (%x—) dx’] .COS (%Lt) .sen (2:—’5) (5.22)

onde x' ¢ a variavel de integracgfio e x a variavel independente.

Portanto, (5.22) é a solucdo da equacdo (5.11) satisfazendo as condigdes de

contorno (5.12) e as condig¢des iniciais (5.13).

6. INTRODUGAO AOS SISTEMAS TERMOELASTICOS

A deformagfio de um corpo termoelastico que varia no tempo leva a uma mudanga da
distribui¢8io de temperatura no corpo e reciprocamente. A energia interna do corpo depende
da deformacdo e temperatura. O sistema termoelastico descreve o processo acoplado
mencionado anteriormente. Em geral esta constituido de uma equagio elastica € uma equacdo
do calor as quais sdo acopladas de uma forma que se considera a transferéncia da energia

mecénica e a energia térmica, veja Nowacki (1986) [12].

A existéncia, regularidade e comportamento assintético de sua solugdo foi estudada
exaustivamente para sistemas termoeldsticos lineares e nio lineares, pode-se conferir o estado
da arte desses resultados consultando Racke (1996) [7] e podera reparar muitas situa¢des
muito interessantes. Neste trabalho restringiremos nosso interesse unicamente para sistemas
lineares.

As equagdes que descrevem uma barra termoeléstica linear de um material homogéneo
sdo, A

dfu(x,t)-d2u(x,t)+ad f(x,t)=0, [0,L]xO"

. 6.1
0,0(x,t)-0:0(x,t)+ poLu(x,t)=0, [0,L]xO" ©D
onde a variavel u(x,t)¢ o deslocamento ¢ a outra varidvel 8(x,t) representa a temperatura

resultante a partir da temperatura de referéncia. Os coeficientes ¢, £ sdo constantes.

As equagdes descrevendo uma placa termoelastica linear de um material homogéneo sdo

dadas por,
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afw(x,t)—A6fw(x,t)+A2w(x,t)+aAG(x,t)=0, Qx0*

6.2
8.0(x,1)-AO(x,t)+6(x,t)+ BAo,w(x,t)=0, QxO* (62)

onde Q c0?¢é um dominio limitado no plano com fronteira bem regular I' = 8Q, a varivel

w(x,t) representa a deflecgdio vertical e a outra varidvel 6(x,t) representa a temperatura

relativa sobre o estado de tensfo livre, @ =0 e as constantes sdo representadas por «, 5.
Faz pouco tempo, se mostrou que a dissipa¢fio de calor sozinha era suficientemente
forte para induzir um decaimento da energia dos dois tipos de sistemas mencionados
anteriormente com muitos tipos de condi¢Ges de fronteira. Em geral, as condi¢des de fronteira
de um sistema termoeléstico, estdo constituidas de condigdes de fronteira de estrutura e
condi¢Ges de fronteira de temperatura. Aqueles que foram considerados para o sistema (6.1)
s&o0 os seguintes
. Condicdes de fronteira de estrutura
u(0,t)=u(L,t)=0, extremos fixos
9,u(0,t)—af8(0,t)=0 extremo livre (6.3)
d,u(L,t)-af(L,t)=0 extremo livre
e Condig¢oes de temperatura na fronteira,
6(0,t)=60(L,t)=0, temperatura nula

] 6.4
8,0(0,t)=9,0(L,t)=0, fluxo de temperatura nulo 64

Podem ser considerados outros tipos de combina¢des das condi¢Ses de fronteira acima
mencionados em cada extremo da barra.
As condigGes de fronteira pesquisadas para o sistema (6.2) sdo os seguintes
o Condigdes de Fronteira de estrutura |
w=0,w=0, lados engastados
w=Aw+(1-x)Bw+af =0, lados suportados
Aw +(1-p)Bw+a6=0, lados livres (65)

8,Aw +(1—-u)0B,w—-0,02w+ 0,0 =0 lados livres
onde v=(v, Vz) € o vetor normal unitario exterior, a varidvel u ¢ taxa de Poisson; B, e B, sdo
operad’ores de fronteira definidos por definidas,
B,w = 2vv,0'w — v Oiw —vidiw,
B,w = (v,2 -v] )6iyw +Wy, (6iw - 6§w)

e Condigdes de Fronteira de temperatura
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40,0+ 4,60=0 (6.6)
com 4,4,20, 4+4,#0. Quando 4 =0 corresponde a temperatura nulé; quando 4, =0
. correqunde ao fluxo nulo; quando 4, 4, # 0 corresponde a lei de esfriamento de Newton.
| Seja Q0" um dominio limitado com fronteira regular I’ =0Q de classe C* e
considere um corpo termoeldstico homogéneo, isotrépico linear de dimenséo n chpando Q
em seu estado ndo deformado. Para um ponto material com configuragdo x €0 " no tempo t

considere u(x,t) e 6(x,t) as varidveis que denotam o deslocamento e a desvio de

temperatura do estado natural da configuragfio de referéncia. Entdo as varidveis u, @
satisfazem as equagdes do sistema termoelastico

Ou—pAu—(A+ p)Vdiv(u)+avé=0, em Qx0*

0,0- A6+ Bdiv(du)=0, em QxO* | 6.7)

u(0)=u’, du(0)=v', 6(0)=6°, em Q
com auséncia de forcas externas e fontes de calor, onde A, 4 >0 séo chamadas de constantes
de Lame e «, >0 sdo parametros de acoplamento. Os simbolos A,V e divdenotam os
operadores de Laplace, gradiente e divergéncia nas varidveis espaciais, respectivamente. As
representagdes  u(0),0,u(0)eH(0)  denotam  fungdes  u(x,0),0,u(x,0)ed(x,0)

respectivamente.

7. ATEORIA DA TERMOELASTICIDADE LINEAR

A termoelasticidade ¢ uma teoria que estuda o efeito do campo de temperatura
sobre o campo de tensdo e o efeito associado do campo de tensdo sobre as condigdes térmicas
num so6lido eléstico. Este estudo limita-se a solidos perfeitamente elasticos submetidos a
pequenas deformagdes e flutuagSes infinitesimais de temperatura. Estas suposi¢es sdo
suficientes para justificar a dedugdo termodindmica da equa¢do de estado de um sélido
elastico.

As equagdes da termoelasticidade resultantes sfo lineares se a variagfo de algumas
quantidades mecénicas e térmicas com a temperatura podem ser desprezadas. Observa-se que
a deformagfio de um sélido perfeitamente eldstico é um processo reversivel, a difusdo de calor
acontece de forma irreversivel de maneira que a dedugéio das equagdes de campo tera que ser

baseada na teoria de processos irreversiveis.
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O desenvolvimento de uma teoria termodindmica irreversivel fornece as
ferramentas necessérias para estabelecer uma teoria propria da termoelasticidade. Assume-se
que as constantes elasticas independem do tempo. Em geral em termoelasticidade as
constantes elasticas dependem da posi¢do do ponto x no corpo.

Quando as constantes elasticas ndo dependem da posi¢do do ponto x, o corpo é
chamado homogéneo. Quando as constantes elasticas mudam de um ponto a outro, o corpo é
dito ndo-homogéneo.

Entende-se por ceclasticidade a capacidade do corpo para restabelecer sua
configuracdo original depois que as forgas que causam a deformagfo sejam retiradas. Mais
precisamente, elasticidade é um estado do meto continuo que ¢ caracterizado pela relagéo um
a um entre as componentes de tensdo e deformagdo, sendo que uma deformagéo nula
corresponde a uma tenséo nula.

Um corpo € chamado isotropico, se suas constantes eldsticas ndo dependem da
orientagdo dos eixos coordenados, ou em outras palavras, se as propriedades eldsticas do
corpo s@o as mesmas em todas as diregdes. Quando o corpo ndo € isotropico € chamado de

anisotrdépico.
7.1. EQUACOES BASICAS DA TERMOELASTICIDADE

Considera-se um sélido perfeitamente eldstico, inicialmente ndo deformado, sem
tenséo e com temperatura uniforme T,
Considera-se as seguintes variaveis:
T = T(x,t), temperatura absoluta do corpo;
u= (43, Uz,U3), campo de deslocamento, com componentes u; = u;(x, t);
x = (xl, X,,X3), variavel espacial;
V= (Vy, V,,V3), campo de velocidade com componentes V; = V;(x, t);
Eij = E&ijx,r) » componentes do tensor deformagéo;
Oij = Ojj (x,t), componentes do tensor tensdo €

p = p(x,t) densidade da massa do corpo.

Quando um soélido ¢ deformado por meios mecénicos ou térmicos aparecem o
campo de deslocamento u e o campo de temperatura ndo uniforme T. Estas mudangas
implicam na criag@io de um campo de velocidade V e uma distribuigio de tensio e deformagdo

descritas pelos tensores oj; e &;; respectivamente (i,j = 1,2,3).
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Seguindo a tal deformagdo do estado de equilibrio, a energia é transferida de uma
parte do sélido para outro por deformagdo eléstica e por condugdo de calor, entéo a teoria
termodinamica de processos irreversiveis serve deduzir as equagdes diferenciais parciais que

descrevem este fenémeno. Esta teoria € baseada em trés leis de conservagdo ¢ na segunda lei
da termodindmica.
1*) A conservacio da massa € expressa pela equagéo:
Vj

Dp v
173 =0 (7.1)

xj
onde

D_2a, 3
Dt~ at 7 dx

é um operador de diferenciago total.

2%) A conservagio do movimento € expressa por trés equagdes:

DV _ g 00y
por = PXi+5L,(1=123) (7.2)

onde (X,,X,,X;) sfo as componentes das forgas aplicadas em X no corpo por unidade de
massa.

3*) A conservagio da energia é expressa pela equagfo:

) 1 a(vioi;) OF;
po (V+ivim) = px+ - g (13)

Ox;
onde U ¢ a energia interna especifica (por unidade de volume), Q € a razéo com que o calor €
gerado(por unidade de volume) por fontes internas ou externas e F = (F;, F,, F3) o vetor
fluxo de calor.

4*) A segunda lei da Termodindmica ¢ expressa pela equagdo:

bU

DS De;j
— T—— N
p Dt P DT + o

i Dt (7.4)
Onde S € a entropia especifica do sistema. As equagdes (7.1), (7.2), (7.3) e (7.4) sdo o ponto
de partida para a deducgfio das equagdes diferencias parciais que governam o movimento de

um sélido elastico conduzindo calor.

7.2. EQUACOES DA TEORIA LINEAR

No caso linear os desvios do equilibrio mecénico e térmico sdo ambos pequenos,
de maneira que o maximo deslocamento ¢ bem menor do que a amplitude efetiva da onda de
perturbagdo, e outra exigéncia é

MAX|T = T,) & T, (1.5)
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Isto é, o MAX|T — Ty| é uma pequena fragdo da temperatura de referéncia T,. Sob estas
exigéncias os produtos dos desvios de todas as quantidades fisicas do estado de referéncia e
suas derivadas espaciais podem ser consistentemente desprezadas. De maneira que o tensor de

deformac&o infinitesimal é dado por

Coifow )
o = 35+ 50) | 7

Também, o operador diferencial Total Bl-); pode ser substituido pelo operador simples % .
Supde-se que cada constante elastica e térmica nesta teoria linear ndo depende das
variaveis de estado (deformagfio e temperatura). Assim as equagdes diferenciais parciais
tornam-se lineares.
Portanto a equagio (7.1) reduz-se a:
1dp 09
;5% + FTY =0,
onde ¥ € a dilatagdo e denota-se ¥ = z—;‘: = g; e cuja solugio é, p = pee~? com

podenotando a densidade inicial uniforme do s6lido. Como a dilatagéo 9 € pequena, entéo

p = po(1—9). (7.7)
A equagdo (7.2) reduz-se a forma familiar:
62ui : aO'ij
T
As equacdes da energia e entropia ficam da forma:
i (U+1V2) = XY+ = (Vi0:) aFj+Q
pat 2V )= PAV; 9%, i0ij 9%;
ou _ TaS 6£i1~
Par = P o™ %t

S€:
U av; OF

Pﬁ? - GU axl- 5?]

utilizando a simetria do tensor tensdo, logo:

%Uex; ~ 2%\ax " ox;) T TV ot
entéo
ou aSi' OF; .
P53 = aija_t]_bT;-*-Q' (7.8)
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Colocando (7.4) no caso linear e substituindo em (7.8), encontra-se:

aFj

as
T = —52+0 (7.9

Ou na forma alternativa,

LI _ﬁ) e_Lor
Pot = o\~ 1) T T T Teox

(7.10)
A relagdo (7.9) tem a forma da equagfo de balango de entropia do sistema. Isto nos diz que a

mudanca de entropia é devido a divergéncia negativa de um fluxo, o fluxo de entropia,

‘denotado por F, = — -,;’- somada a uma fonte de entropia denotada:
= _bor
p(S) = o (7.11)

Esta fonte de entropia pode ser escrita como:

“ p(S) = FX;, (7.12)
Onde os fluxos F; sdo dados em termos das forcas termodinimicas X; pelas equagdes
fenomenoldgicas:

| F = LiX; (7.13)
Os coeficientes L;; satisfazem as relagdes ONSAGER, isto &, L;; = Lj;. Comparando estes

resultados de (7.11) até (7.13), assim

19T
] T? an

Entédo
Lyj oT
=Ty

onde L;; € uma constante. A expressdo anterior ¢ chamada lei de Fourier. Neste texto

interessa-se nos meios isotrépicos, entdo

= 2T
F = kg (7.14)

onde k € a condutividade térmica. Substituindo-se (7.14) em (7.9) obtém-se:

as 3T
pTE =k5-x—}+Q (7.15)
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7.3. RELACOES TERMODINAMICAS

Nesta se¢do faz-se a dedugdo das relagdes que determinam as componentes de
tensdo g;; € a entropia S como fungbes do deslocamento u; e a temperatura T. A equagdo de
“estado de um sélido relaciona os elementos o; j» € € T. Tal relagdo ndo pode ser deduzida por
meios termodindmicos, a menos que se utilize alguma hipétese adicional.

Como o corpo € perfeitamente elastico ¢ a tensdo depende unicamente das
varidveis de estado £;eT, ndo de suas derivadas com respeito ao tempo, a fungdo
termodindmica associada com estas varidveis ¢ a energia livie de HELMHOLTZ:

F(&i,T) = U(s;,T) — TS(ey, T). (7.16)
As fungdes U,F, e S sio fungdes de estado, isto €, seus incrementos perante a mudanga do
estado do corpo elastico sdo totalmente diferenciaveis. Estas fungdes sdo chamadas também
de potenciais termodindmicos.

Escrevendo na sua forma diferencial a equacdo de entropia, tem-se:

pdU — pTdS = o;jde;; (7.17)

A equagdo (7.16) é equivalente a: dF = —SdT + U—;Zdei j- Da relagdo diferencial total

dF = oF de;i + oF dT
- aSij £U aT
deduz-se imediatamente,
aF
_ _OF :
S = R (7.19)

Desenvolvendo-se a fungdo energia livre em série de Taylor no entorno de (0,T;), em duas
variaveis:

8 . £ ..
F(eij' T) - F(O, To) = ;l]AU + (T - To)aTF(O, To) + E;USlei]'kl

1 1
s (T — Tp)?97F(0,Tp) + ;gij(T = To)Cyj +

Utilizando-se (7.18) mostra-se que a equagdo que relaciona gy, &;j e T é da forma:
0ij = Aij + Bijiera + Cij(T = To) + -,

aF 22F 9%F

onde, 4;; = p;;;(O.To). Bijit = Poeen’ Cii = Pocar
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Por hipétese tem-se que 0;; = O quando&;; =0 ¢ T = T, entdo:

0 = A;; +Bijjr 0+ G0+ = 4;; =0
Além disso, podemos desprezar produtos de deformagdes e derivadas com respeito a
temperatura das quantidades B;jy, e C;j assim os demais termos das séries de Taylor sdo

nulos, usando propriedades de isotropia, o numero de elementos independentes do tensor de
quarta ordem B;jy; reduz-se a dois, também C;; = (/1 + 5%) ady;.

Um tensor isotrépico de quarta ordem tem a representagdo: By, = A6;j0y; + 216,65, onde

En

E ~
—(1+n)(i—2n) e p=-—s ) logo a equagfo de

A e usdo constantes de Lamé, isto é, 4 =

estado sélido sob consideragdo € descrita por:

= £ o 4L ___En o EX (7 - g
O'ij - 147 81} + a+m—2n) skké',] 3(1-21) (T TO)SU (7.20)

onde E e n sdo mdédulo de Young e razio de Poisson respectivamente, € o coeficiente de

expansdo térmica de volume ¢é a = %k py equagdo (7.17) obtém-se,

aT
1 la .
ds = FdU —ﬁljeij
Utilizando-se as equagdes diferenciais:
au _
dU = orUd + a—g;dei}- (7.21)
dS = 9,5dT + 22 (7.22)
a&i}'
Obtém-se:
1 19U 1o
ds = 1o,UdT + (?E - ,Tr') de;; (7.23)
Comparando (7.21) e (7.23) tem-se:
TaTS = aTU (7.24)
95 _ 19U 9y (7.25)

dej  Toey pT

O lado esquerdo de (7.24) € o calor especifico e constante de deformagio que denota-se por
Cy, isto é:

Co = 07U =ToS. (7.26)

Da equagéio (7.16) tem-se

OF U 15 5 F = 9;,U—Td;S—S.

dgy;j d¢ij aeij’
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Fazendo uso das relagdes (7.24) e (7.25) observa-se que as identidades anteriores s&o
equivalentes a:
9F _ % = —
aEij = P e OTF = S.

De (7.7) obtém-se: dyp = 0. Das ultimas duas relagdes tem-se:

25 _ 19y '

aé‘ij - p ar’ (7.27)
E das equagdes (7.25) e (7.27), tem-se:

ou _ gy _T% (7.28)

d¢g;j p por’
Sendo a densidade p constante e pela equagfo (7.7) a deformagio(dilatagio) € constante.

Substituindo-se (7.20) em (7.27) e (7.28) obtém-se,

as Ea
50 = 300 O (7.29)
au

2 p i 20 +

E ) EaTy ]
o5 + 5 ] (7.30)

Substituindo-se (7.27) e (7.30) na formula diferencial (7.21) e utilizando a fato, &y, = &;6;;

quando i = k = j, entdo:

1 EaT,
av = - | £dey; euddeiy + 5 e | + CodT.
p lavm ™ (1+n)(1—2n) S TEE7) R
Trata-se de uma diferencial exata que integrando resulta:
U(e;,T) = U0, Tp) = aUsU +m—3(T T)® + Co(T — Tp) (7.31)

Na relagdo anterior Co(T — Ty) é o termo que representa o conteudo de calor por unidade de
. 1 , . ~ .
massa, 0 termo 3, 0ij€ij € aenergia de deformagéo por unidade de volume do corpo, o termo

Ea
3p(1-2n)
E conseqiiéncia da interagio da deformagdio elastica e a difusdo térmica. De maneira
semelhante, de (7.26) e (7.29) tem-se

(T —To),

ds =

I
Qu
™
=
&
+
S?
~

Integrando a diferencial exata exterior, obtém-se:

S(ej,T) = 5(0,To) = o + Coln (7). (7.32)
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Nota-se que mudancas elésticas sdo processos reversiveis € ndo geram mudangas

de entropia. O termo Cj In (TL) ¢ a mudanga de entropia devido a condugéo de calor, somente
) :

€ o termo resulta de um acoplamento de mudangas térmicas e elasticas.

Ea
3(1-2n)

7.4. EQUACOES PARA O CAMPO DE DESLOCAMENTO E TEMPERATURA

Nesta secdo determina-se as equagdes diferenciais parciais lineares para o
fendmeno termoelastico.

Da equagéo (7.32) resulta:

atS = —'—'E"Ex_at'ﬁ + ﬁ)' atT'
3p(1 - 2n) T
Substituindo-se na equagéo (7.15) tem-se:
EaT
pCy0,T + matﬁ = kAT + Q.

Fazendo uso de (7.5) substitui-se Td,9 por Tyd,9 entdo a expressio anterior fica
aT EaT,

pCo ETd 3 <2

Agora substitui-se a equagéo (6.20) em (6.2), entéo:

8,9 = kAT + Q.

En 90 E 3y __Ea oT
A+m)(a-2n)dx; = (14m) 9x;  3(1-2m) 3x;

+pX; = pdlu;. (1.33)

Estas equag¢des pedem ser escritas na nota¢do vetorial. Seja u = (u,, u,, u3), entdo as
variagdes,

% = l(Au+ Vdiv u), _i?i = Vdivu

0x; 2 _ ox;

de maneira que as equagdes (7.32)e (7.33) tomam as seguintes formas,

E Ea
—Au + Vdivu — ———=VT + pX = pdZu
20+ T 2@+ A -2m) 3 —z2n ' PN TP%
e
EaTo a . S
pCo0,T + —divu = kAT + Q.

3(1—-2n)at
Interessa-se em obter as equagbes em dimenséio um (n = 1), entdo as equagdes

unidimensionais so:

pCod,T + %ate = k32T + Q, | (7.34)
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E
2(1+4m)

5 a.T (7.35)

2, . _Ex
Oxu 3(1-27m) ¥

poiu—pX =

Escrevendo-se 8 =T — T, e tomando-se solidos livres de forgas e fontes externas de calor,

istoé, X =0 eQ =0, entdo (7.34) e (7.35) ficam da forma:

azu———62u+——Ea—-a 0 =0
POt = o+ " T3 —2p Y T
EaT,
— 1020 + —0 _ 524, —
pCy0.6 k6x9+3(1_n)axtu 0,

Mudarido-se convenientemente a escala de x e t, e usando o fato de que todas as
constantes que aparecem sfo estritamente positivas, elas ndo mudam a natureza das equagdes:
diferenciais parciais resultantes, entdo pode-se escrever o sistema de equagdes de seguinte
modo: _

0fu(x,t) — 02u(x, t) + ad,0(x,t) =0,
9.0(x,t) — 820(x,t) + BoZu(x,t) =0,

onde a e f§ sdo constantes.

7.5. TERMOELASTICIDADE CLASSICA

Propomos iniciar com o seguinte problema de valor inicial da termoelasticidade
classica no dominio limitado J0,L[, L>0,
du-0u+406=0, ém o,L[x0*
o d . Jo.L] (7.36)
80-0,0+adiu=0, em J0,L[xO"*

onde u e @ sdo funges de (x,t) e ]0,L[x0 *descrevendo o deslocamento ¢ a diferenga de
temperatura do material termoelastico considerado, respectivamente; as constantes positivas,
a e [ sdo constantes materiais dados pelos diferentes materiais. Alem disso temos as
condi¢des iniciais,
u(x=0)=v’, du(x=0)=u', 6(x=0)=6" (7.37)
e as condi¢Bes de fronteira Dirichlet — Neumann,
u(x=0)=0, u(x=L)=0,
afe(x =) 0)=0, (6xt9(x)= L)=0. (7:3%)

A solugdo do sistema termoelastico Erro! Fonte de referéncia ndo encontrada.-

Erro! Fonte de referéncia ndo encontrada. ¢ um fato bem conhecido (boa colocagdo do
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problema), também ¢é conhecido que sua energia associada vai para o zero exponencialmente

- para dados iniciais satisfazendo a condi¢do natural

m, = [6°(x)dx =0
caso contrario a relagdo &~m, deve substituir a variavel 6. Para maiores detalhes deve-se

consultar Slemrod (1981) [8] e Jiang & Racke (2000) [15].

8. 0 SISTEMA DE EQUAGOES DA VIGA DE TIMOSHENKO

As vibragbes transversais de uma viga so descritas matematicamente por um sistema

de duas equagdes diferenciais parciais acopladas, dadas por:

@et — k@rx — kP, =0, em]0, L[x]0,o0[
Vi — by + k(@ + ) = 0,em ]0, L[ X ]0,00[

onde, L > 0 ¢é o comprimento de uma viga uniforme em seu estado de equilibrio, a varidvel
t é o tempo e varidvel x denota a coordenada espacial ao longo da viga. A fungdo @ (x,t) € a
deflecgéio da viga em relagdio ao seu estado de equilibrio e (x, t) € o dngulo total de rotagdo
da viga. O significado preciso das fungﬁes, coeficientes e termos que aparecem nas equagdes
acima podem ser encontrados em Timoshenko (1955) [14] e Russell (1986) [9].

O sistema acima é conhecido como sistema de TIMOSHENKO ¢ intensamente
utilizado em muitos sistemas mecéanicos, como artefatos espaciais ou bragos de robds com
ligagGes flexiveis. Esses sistemas mecénicos podem ser modelados como uma combinagéo de
partes elasticas e rigidas. Muitas aplicagGes espaciais futuras, como uma estagdo espacial
dependem de materiais leves e com sistemas de controle de alto desempenho por causa da
necessidade de alta precisdo pontual e continua. Para maior informacfo veja Banks et al.
(1995) [2].

O modelo matematico descrevendo as vibragdes da viga com extremidades fixadas
esta formado peio sistema de Timoshenko, as condigdes de fronteira e as condigSes iniciais,
Oip-kdlp-kd =0, em ]0,L[xO*

\ ) 8.1)
Oy —-bdw +k(8,0+y)=0, em 0,L[x0

com condi¢des de fronteira,

9(0,t)=0, @(L,t)=0, t>0

w(0,t)=0, w(L,t)=0. t>0 (8.2)
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e dados iniciais,
¢(x,0)=9¢°, 0,p(x,0)=¢', em ]O,L[
w(x,0)=y°, 8w (x,0)=y', em ]0,L[

Quando é tomando em conta a fricgdo o sistema Erro! Fonte de referéncia nio encontrada. se

(8.3)

transforma no seguinte sistema,
Dlp-kdlp-kdy+adp=0, em ]0,L[x0"

8.4
Oly —boiy +k(8,p+y)+ POy =0, em ]0,L[xO 64

~onde as constantes @, § sfo positivas. Os termos representados por ad,p e POy sdo

interpretados’ como a agdo do atrito na vibragdo vertical € no angulo de rotagfio das
componentes da viga, respectivamente. ‘

As propriedades dissipativas associadas ao sistema (8.4) foram estudadas por muitos
autores considerando mecanismos dissipativos de tipo friccional ou viscoelastico. A
dissipagiio friccional, obtida pela introdugdo de um mecanismo de friccio que atua na
fronteira ou em todo o dominio, também ja foi estudado por muitos autores. A dissipagéo
viscoelastica, dado por efeito de memdria, foi também considerada.

Quando se considera o sistema de vibragdes de Timoshenko com um mecanismo de
historia passada, espécie de memoria que leva em consideragio uma integral com um extremo
infinito, possui a seguinte formulagdo,

Pec = kpux — kipy =0 | (8.5)
Yer = bhax + Jo 9(IWux (2, = 5)ds + k(@ +9) = 0 (8.6)
com condi¢des iniciais, |

| p(x,0)=9¢°, 20(x,0)=¢', em ]O,L[

w(x,0)=y°, 8y (x,0)=y', em ]0,L]

Uma das preocupagles € saber sobre seu comportamento assinttico de suas solugdes,

(8.7)

portanto € necessario reescrever o sistema de modo a aplicar técnicas no contexto mais

favoravel. Para obter este objetivo introduzimos uma nova varidvel N' para mudar a equagéo

(8.6) fazendo:

Nt(x,s) = P(x,t) —P(x,t —5) (8.8)
Isolando-se a equagdo (6.41), tem-se:
Y(x, t —s) =P(x,t) — Ni(x,s) 8.9

Deriva-se parcialmente a equagéo (6.42) duas vezes com relagéio a x , vem
Vr(x, t = 5) = Py (x,t) — Ne(x,s)
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2 a2 2.
6x1/) (x,t —5) _axzp (x, 1) axN (x,s)
Substituindo-se na integral, tem-se: '

Iy 9(Wux(x,t — S)ds = [ g()ux(x, )ds ~ [, g(s)NE (x,5)ds (8.10)

Substituindo-se a equacgao (6.44) na equagdo (6.40), tem-se:
Ve = b + [ 9(ecln s = [ g(INECx,5)ds + kel = 0
0 0

Yer = Yex(b = [ 9(5)dS) = [ g(SINEx (x,5)ds + ke + kp = 0 @.11)
O sistema resultante ap6s substitui¢des apropriadas sera,

Qe —koyx — kP, =0
Voo = Vel = [ 9(5)d5) = [ gENE (5)ds + ko + kp = 0
0 0 )

N (x,8) + Ni(x,8) = (. t)
€ as condigOes inicias sdo dadas por

p(x,0)=9¢°, 0,p(x,0)=¢', em ]0,L]

w(x,0)=¢° oy(x,0)=y', em ]0,L[

No(x,8)=y°(x,0)-y°(x,~s) em ]0,L[xO"*
isto significa que a historia ser4 utilizada com um dado inicial. Consideramos condigdes de
fronteira de tipo Dirichlet, '
| 0(0,)=0, (L,t)=0, t>0

w(0,t)=0, w(L,t)=0. t>0
porém podem ser utilizados outros tipos de fronteira. Com relagéo a fungfo niicleo g consideramos
as seguintes hipéteses,
| g(t)>0, existem constantes ky, k, k, tal que
—kog(t) <g'(t)<kg(t), |g"(t)|<k.g(t),t=0,e

b=b- Ig(s)ds > 0.
0

CONCLUSAO
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O fen6meno termoelastico, que ocorre quando um sélido elastico fnicialmente nio
deforﬁiado, sem tensdo e com temperatura uniforme Ty, é deformado por meios mecénicos ou
- térmicos, no qual a energia é transferida de uma parte do sélido para outro por'deformag:ﬁg
elastica e por conducdo de calor, é governado pelo sistema de EDP’s lineares da forma

otu(x,t) — 02u(x,t) + ad, 8(x,t) =0

3:0(x,t) — 320(x,t) + BoZu(x,t) =0
onde aef séo constantes materiais que sdo fornecidas pelos matérias modelados, como
silicone, mistura de aluminio, aco, diamante ou bronze. Ver o artigo de Irmscher & Racke

(2006) [10].

| Este sistema de EDP’s apresenta a equagdo unidimensional da onda acoplada de
modo linear com a equac¢io unidimensional do calor ¢ € chamado na literatura de Sistema
Termoelastico. Tal sistema descreve vibra¢des de uma barra muito ﬁna,. homogénea, formada
por material condutor de calor sujeita a efeitos térmicos. A varidvel u(x,t) representa o
deslocamento e a variavel 8(x, t) € a temperatura da barra.

O sistema termoelastico também pode ser representado na forma matricial, dado por,

0 I
0; [ut] [uxx —ab, ] = |82(.) 0 —aa () [ut]
Buxe 0. —Ba() 9FC)

Também, pode ser usado o mesmo método para escrever as equagdes do sistema de vibragGes
de Timoshenko na forma matricial.

_ As EDP’s que descrevem o fendmeno termoelastico sdo deduzidas através da
teoria termodindmica de processos irreversiveis, a qual € baseada em trés leis de conservagéo
- e na segunda lei da Termodindmica.

Conservagfo da massa:

Dp av;

D—t+p_a—32; 0
onde

D d TV d

Dt ~ at 7 ox;

E um operador de diferenciagio total.

Conservagdo do movimento:
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DVi 6aij ;
pD—t = pX; +a—xj,(l = 1,2,3)

onde (X;,X,,X3) sdo as componentes das forgas aplicadas em X no corpo por unidade de
massa.
Conservagdo da energia:

D(U+1VV)— XV +
Vi) = PaiVi dx; dx;

W TANE
onde U ¢€ a energia interna especifica (por unidade de volume), Q € a razéio com que o calor é
gerado (por unidade de volume) por fontes internas ou externas e F = (F;, F,, F3) o vetor

fluxo de calor.

Segunda lei da Termodindmica:

DU_ TDS ) DSij
p Dt p

onde S ¢ a entropia especifica do sistema.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

1. Bassanezi, Rodney Carlos. Ensino-aprendizagem com Modelagem Matemadtica, 3*
edic¢do, Contexto, Sdo Paulo, 2006.

2. Banks, H. T., Smith, R. C., & Wang, Y., The modeling of Piezoceramic patch
interactions with shells, plates and beams, Quart. J. Appl. Math., 53, 353-381, (1995).

3. Boyce, W. E. & Diprima, Richard C., Equag¢des Diferenciais Elementares e
Problemas de Valores de Contorno, LTC, Rio de Janeiro, Brasil, 2006.

4. Bronson, R., Moderna Introdug¢do as Equagdes Diferenciais; Mc Craw-Hill, Sdo
Paulo, Brasil, 1977.

5. Eves, H., Introduc¢do a Histéria da Matemadtica, Editora da UNICAMP, 1997.

6. Dafermos, C., On the Existence and the Asymptotic Stability of Solutions to the
Equations of Linear Thermoelasticity, Arch. Rat. Mech. Analysis, 29 (1968), 241-271.

7. Racke, R., Nonlinear Evolutions Equations in Thermoelasticity, Math, Reserarch

. Note, 96-004, Institute of Mathematics at the University of Tsukuba, (1996).



41

8. Slemrod, M. Global existence, uniqueness and Assymptotic Stability of Classical
. Smooth Solutions in one-dimensional nonolinear Thermoelasticity, Arch. Ration.
Mech. Anal. 76, (1981), 409-441. |
9. Russell, D. L. Mathematical Models for the Elastic Beam and their Control-Theoretic
implications, Semigroups, Theory and Apllications, Vol 2, Essex, UK Longman,
. (1986), 177-217. _ »
10. Irmscher, T., & Racke, R., Sharp Decay Rates in Parabolic and Hyperbolic
Thermoelasticity, IMA, Journal of Apllied Mathematics, 71, (2006), 459-478.
11. Leithold, L., O Cdlculo com Geometria Analitica, Volume I, Habra Ltda, 850 Paulo,
1986.
12. Nowacki, W., Thermoelasticiy, 2nd Ed., PWN-Polish Sci. Publ., Warsawa, (1996).
13. Simmons, F. G., Cdlculo com Geometria Analitica 2* edigdo, Pearson Prentice Hall,
Sédo Paulo, 1985.
14. Timoshenko, S., Vibrations Problems in Engineering, Van Nostrand, New York,
- (1955).
15. Jiang, S..& Racke, R., Evolution Equations in Thermoelasticity, Monographs and
Survey in Pure and Applied Mathematics 112, Boca Raton, Chapman & Hall.



