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! RESUMO

Na literatura existem medidas de informacao e dis-
tancia ligadas com probabilidade de erro. J-divergéncia de

Kullback € uma destas medidas.

Neste trabalho, apresentamos as relagoes entre as
medidas de informagao e distancia juntamente com J-diver-
géncia e suas aplicagoes. Também apresentamos caracteri-

zagoes de J-divergéncia e suas generalizagles.



vi

ABSTRACT

In the liturature there exist.measures of information
and distance connected with probability of error. Kullback's

J-divergence is one of them.

In this work, we present the relations between the
measures of information and distance jointly with J-divergence
and its applications. We also present characterizations of

J-divergence and its generalizations.
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INTRODUCAO

No Capitulo I, apresentamos varias medidas de informa-
¢ao associadas com uma e duas distribuigoes de probabilidades.
Também, apresentamos neste capitulo, o conceito de probabili-
dade de erro e suas cotas inferiores e superiores ligadas com

AY

varias medidas de informagao.

No%Capifulo I, algumag desigualdades foram obtidas
entre a J-divergeéncia de Kullback, o coeficiente de Bhattacha
rrya, a distdncia de Matusita e a distfncia variacional de |
Kolmogorov. Também foram obtidas cotas inferiores apertadas
para a J-divergencia de Kullback entre duas distribuigoes
e as probabilidade de erro de trés regras de decisdao. Estas
relacoes sao importantes quando alguém pretende saber que
forma pode ser esperada a partir de uma decisao quando carac-

teristicas foram selecionadas usando a J—divergéncia. As
trés regras-de decisao consideradas sao a-regra de Bayes
(optimal), a regra do vizinho mais prdximo e a regra de pre-

dicao proporcional com decisao aleatdria.

No Capitulo III, apresentamos varias generalizagdes de

J-divergéncia tais como : J-divergéncia de grau 8 , J-diver-



géncia de ordem a e duas formas diferentes de J-divergéncia
de ordem o e grau 8 . Também daremos uma caracterizacgdo de
J-divergéncia de ordem a e grau 8 através de discriminacao

(ou informagao relativa) de Kullback de ordem o e grau B.



CAPITULO I

MEDIDAS DE INFORMACAO E PROBABILIDADE DE ERRO

1.1. INTRODUCAO

A teoria da informagao teve origem em 1948, com Claude
E. Shannon, que, com seus estudos, criou resultados fundametais
nésta area.

\
Este novo ramo de estudos tem muita importancia e apli

cagbes em'muitas areas como : Ciéncias Fisicas e Bioldgicas ,
Psicologia, Linguistica, Economia, Quimica, Ciéncia de Compu-

tacao, Estatistica etc..

E muito importante uma reexaminagao e reformulacgdo de
idéias basicas para buscar novos significados e generaliza-

goes.

Neste capitulo apresentamos varias medidas associadas

com uma e duas distribuigoes de probabilidades.

Seja

nm=z

AM = { P=(,Pl:p2,---,pM)~ : pi ;. 0‘? pi= 1} ? (1'1)

1=1

o conjunto de distribuigoes de probabilidades discretas.

Definimos as seguintes medidas de informacgao



1.1.1. Entropia de Shannon (SHANNON |27])

_ M
H(P) = - Elpi log p; (1.2)

.

1

para todo P=(P1,p2,...,pM) € Ay

1.1.2. Entropia de Ordem o (RENYI |26])

' M
Ho(P) = 705 108C % p.®), o # 1,a>0, (1.3
i=1
para todo P=(p1,p2,...,pM) € AM.

Esta entropia tende parasentropia de Shannon quando

o > 1
1.1.3. Entropia de Grau 8 (HAVRDA e CHARVAT |13];
DAROCZY |8])
8(p 1-6_1y-1¢ 3 .8
H°(P) = (27 *-1) *{ I p;® -1} ,8# 1,8 > 0,(1.4)
i=1
para todo P=(p1,p2,...,pM) e Ly

Esta entropia também tende paraaentropia de Shannon

quando g -~ 1.

1.1.4. ¥y - Entropia (ARIMOTO [2])

1
p; 117 -1},y #1, y > 0,(1.5)

-1 M
JHPY = (v-1) © {(Z
i=1



E facil ver que 1im - H(P) = H(P).
y»1 Y

Podemos verificar as seguintes relagoes entre a entropia

de ordem o e a Yy - entropia.

M@ H(P) para 0 <y =oa " <1, (1.6)

A

H, (P)

A

H(P) para Yy = o > 1. (1.7)

A
in

M) < H (P)

1.1.5. Entropia de Ordem o e Grau 8 (SHARMA E MITTAL.

1291 R
B 1-g -1, M 4T |
) = @1F -0 p Tt -, (1.8)

a #1, 8 #1, a,8 > 0.

!

Esta entropia possuil todas as entropias definidas acima

como casos particulares.

1.2. MEDIDAS ASSOCIADAS A DUAS DISTRIBUICOES DE

PROBABILIDADES

A entropia de Shannon associa uma medida de informacgao
com uma distribuigao. de probabilidade. Duas medidas semelhan-
tes introduzidas  por KULLBACK |21| e KERRIDGE |20| associam
uma medida com um par de distribuigoes de probabilidades de
uma incerteza variavel. Estas medidas sao mais gerais do que

a entropia de Shannon.



1.2.1. Informacao Discriminacdo de Kullback

Seja X uma variavel aleatoria com numero finito de
valores X ,X,,...,Xy com probabilidades Q = (ql,qz,...,qM)
€ AM, de um experimento E. Seja a frequéncia relativa de-
finida como P=(pl,p2,...,pM) € Ly entio,a informagao discri

minagao de Kullback de um experimento. é definida por

Pi 10g(.~%). (1.9)

p
I(P:Q) = 3
i

"~ =
[

1
p
\

Se algum a; for zero, entao o correspondente p;

também sera zero. Tomamos OAlog(%J =0 log 0 - 0 1log 0 = 0.

Um estudo mais detalhado dessa medida com suas aplica-

¢oes emestatistica, encontra-se em Kullback 1215.

Algumas aplicagoes dessa medida em Economia, foram

apresentadas for THEIL |40].

1.2.2. Informagao de Kerridge

Suponha um dado experimento np qual as probabilidades
dos M eventos distintos X1sXy,eee,X)y 520 Q=(ql,q2,;..,qM)
e Dy - Ent3o suas reais probabilidades sao P=(p1,p2,...,pM).

Logo, a transmissao pode ser menos precisa em dois casos :

a) A transmissao pode ser indefinida por falta de informa-
¢ao ;
b) A transfiissdo pode ser incorreta porque a informgdo €

incorreta.



KERRIDGE [20]| introduziw uma medida que considera estes

dois aspectos. .Sua medida € dada por

nMm X
[on)

H(P:Q) = - P log qj - (1.10)
Se qualquer a3 for zero entao o correpondente P;:
também sera zero, e € adotada a convengao 0 log 0 = 0. Nessa

entropia temos

M
- Iopylogpy v
i=1 i

H(P:Q)

=

[on)

]

oQ
.Ql el
e Je

1

H(P) + E(P:Q).

Kerridge chamou E(P:Q) de erro condicional.

As generalizagoes destas duas medidas (1.9) e (1.10)
juntamente com suas caracterizagles foram estudadas por

RENYI |26|, TANEJA |33|, SHARMA e TANEJA |31|, SHARMA e AUTAR

|28] e outros.

1.2.3. J-Divergéncia de Kullback

Também foi estudada por KULLBACK |21| uma medida associa
da a duas distribuigoes de probabilidades P ¢ Ay © Qe by
dada por

M
z

M
L
= 1=

P q;

o 10 1.11
. i g p* - )—

I(P:Q) = 1
! 1



I(P:Q) + I(Q:P),

a informacao discriminagao de Kullback dada

[e2

onde: I(P:Q)
em (1.9).'

Este medida tem tido muitas aplicacgdes em reconhecimento

de modelos para obter cotas superiores e inferiores da probabi-

lidade de erro. Mais detalhes do estudo desta medida, veremos

no Capitulo II.

As propriedades desta medida podem ser encontradas em

KULLBACK |21|, MATHAI e RATHIE |23].

1.2.4. GENERALIZACOES DE J-DIVERGENCIA

1.2.4.1. J- Divergéncia de Grau B

RATHIE e LILLIAN |35| estudaram uma generalizagdo de J-di-
vergéncia, chamada J-divergencia de grau 8 , dada por

_1{

i

B = @F oy p qi 4

1 i

nom

g 1-8
i i

o=

1

g #1,8>0

para todo P, Q ¢ AM.

Podemos escrever

1-
p; ®qf - 23,00

12)

B = 1B + Peim) (1.13)



onde

e = 2P -7tz pf eyt o, (1.14)

€ uma generalizacdo de informagdo discriminacdo de grau B .

A medida (1.10) satisfaz as seguintes propriedades

i) "Nao-Negatividade: JB(P:Q) >0 com a igualdade.se,e somen-

te se, p;= q; Dpara qualquer 1 = 1,2,...,M.

i
ii) Simetria :

JB(pl,pz,...,pM:ql,qz,;L.,qM)=J8(pa1,pa2,...,p

alaq a"',q-)

onde {a ,...,ay} € uma permutacdo arbitraria de

{1,2,...,M}.

iii) Expansibilidade

JB(Pl"'-’PM’O:ql’:'-’qM’O) = JB(P1""’PM:Q1""’QM)’

iv) Recursividade

I8y Pyt eaay) = JB DD, Py By Ayt s
1 M- 91 M 17P2P3 M- 9179293

1-8 1B P P2, 9 ’
P1*P;" P17P, 41%4,

caGy) ¥ (p1+p218(q1+q2)

qz B 1;8 B ql qz . pl pZ
—) # + + I s : s :



para p;* P, > 0, q;* q, > 0, onde 18 & a informagao

generalizada de Kullback dada em (1.14).

V) Nao-Aditividade

Para todo P, Qe &y € R,5 ¢ by
J8(p*r:Q*s) = JB(p:q) + JB(R:S) +
P @B B Bris) +
+ 19(Q:P) IP(R:S)}

vi) Nao-Aditividade Forte

Para P=(p1,p2,---,pM) € by Q=Cq1,q2,.-:,qM)-e Ve

Pi=(Pyi-Pay--vooPyid & 8y € Q3=(a7559p50---0qy;) € By
para i=1,2,...,M,ltemos
B .
J (plpll ’pzpzl, ¢ o ’plel 3 ® 0. ’pMle’ LA AN 4 ’pMpNM'
qlqll’quZI""’q}qu""’qulM"""quNM)

M M
1- 1-
PR L GRS EE L S LI R

= P e:Q) ¢

i=1 ' i=1

vii) Continuidade

JB(P:Q) € uma fungao continua nas 2M - variaveis.



viii) Troca das Distribuicoes

Para todo P, Q ¢ AM , temos

JB(q:p).

I

J8r:Q

ix) Nulidade :

seja  g(x,y) = J8(x,1-x:y,1-y), x, y [0,1] ,

g(x,x) = 0 para x ¢[0,1].
x) Normalizacao
g(0,1) = 2(2-2°"H!

Baseada em algumas propriedades citadas acima foi
caracterizada por RATHIE e LILLIAN [25], a ﬁedida (1.12) no

seguinte Teorema.

TEOREMA :

As propriedades : a) simetria (ii), quando M=3, b)
recursividade (iv), c) Nulidade (ix), d) normalizacgao (x) e
e) a exiténcia de uma derivada de F(x,y) com respeito a x
ey em (0,1), determinam unicamente a J—diverg@ncia de grau

p , JB(P:QI para B # 1, B> 0.

1.2.4.2. J-Divergéncia de Ordem a

No Capitulo III apresentamos a seguinte medida de infor-

magao chamada de J-divergéncia de ordem a.



J (P:Q) = 7= log{ , (1.15)

para todo P ¢ Ay> Q€ by

1.2.4.3. J-Divergéncia de Ordem o e Grau B

Apresentamos também no Capitulo III, as seguintes me--

didas de informagao chamadas de J-divergéncia de ordem o e

grau g.
' 3”1- M E:l?
Ta P = @ THCE B a7 (T g - )
(1.16)
M 8-1
Ua®iQ) = @FTNTHC T oY 0Tt v 2 NP 22,
S (1.17)

o #1,86#1, a,8 > 0.

Estas duas medidas tem como casos particulares, J-diver-
géncia (1.11), J-divergéncia de grau B (1.12) e J-divergéncia

de ordem o (1.15).

Para oestudo desta medida em obtencgao de cotas superiores

e inferiores de probabilidade de erro veja TANEJA |38]|



1.3. PROBABILIDADE DE ERRO

Consideremos o problema de teoria de decisao,de classi-
ficar uma observagao X proveniente de M possiveis classes

(hipoteses) C = (Cl,CZ,...,CM).

Denotemos Pi = Pr{C=Ci} , 1=1,2,...,M probabilidade de
classe C=Ci’ i=1,2,...,M e denotemos f1(x), fz(x), ...,fM(x)
a funcao densidade condicional dada a verdadeira classe ou

hipotese, i.€.,
fi(x) = Pr{X=x/C=Ci} , 1=1,2,...,M.

Suponhamos que fi(x) sao completamente conhecidas.
Dada qualquer observagao X=x, podemos calcular a probabilidade
condicional de C, pela regra de Bayes

Pof.(x) ‘
1 1,2,... M.

i

P(C;/x) = Pr{C=C,/X=x} =

M -

1Pi fi[x)

i

E bastante conhecido que a regfa de decisao que mini-
miza a probabilidade de erro, € a regra de decisao de Bayes,
a qual escolhe a hipotese com a maior probabilidade posterior.
Usando esta regra, a probabilidade de erro para um dado - X=x

€ expressa por

P(e/x) =1 - max‘{P(cl/x),Pccz/x),...,P(CM/x)}



Antes de observar x, a probabilidade de erro P(e)

associada a X, € definida como a probabilidade de erro espe-

-

rada apds observa-lo, i.€.,

P(e) Ey (1 - max [P(C,/x),...,P(Cy/x]T}

1 - EX{ max [P(CI/X),...,P(CM/X)]}.

1.3.1. Cotas Superiores

i) Em |11],|14| sdo obtidas cotas superiores da probabili-

dade de erro em termos de entropia de Shannon.

P(e) <

<z 1, (1.18)
onde I € a expectativa dada por
I = Ey(H(C/x)] , (1.19)

H(C/x) € a entropia condicional de Shannon de C dado

X=x, e & dada por

M
H(C/x) = - % P(Ci/x) log P(Ci/x) . (1.20)
1i=1
ii) Em |3| uma cota superior da probabilidade de erro foi

obtida em termos de entropia de Rényi (entropia de

ordem o) e & dada por

(1.21)

A
o =
—t
Q
v
o

P(e) x



111i)

onde

I = Ey{H (C/x)} , - (1.22)

M=

e H (C/x) = T%a log{ P(C;/x)%} ofl,a >0.  (1.23)

i=1

A cota (1.16) € mais proxima da desigualdade que
(1.14) desde que H seja'uma fungao decrescente de «a.
Suponhamos que P(e/x) > % . Ent3ao, & obtida uma cota

mais geral dada por

P(e) < % I, a>0. (1.24)
<71, ,

Em |36| uma cota superior da probabilidade de erro em

termos de vy - entropia (ARIMOTO |2|) € dada por

Ple) < % N ] | (1.25)
onde
LI = By (H(C/x)) ‘ | (;.26)
e " 1
YH(C/X) = (y-l)“l {(iilpcci/x)Y )Y o< 1), (1.27)

Y # 1, v> 0.
- Isto € , a entropia condicional de C dado X=x.
Usando a desigualdade (1.7) podemos concluir que

o resultado (1.25) € mais proximo da probabilidade de

erro do que (1.21).



iv) Em, ]39| uma cota superior da probabilidade de erro
foi obtida em termos de entropia de ordem a e grau B8

e € dada por

1 ‘, 1
7 12 V0 <o e, (1.28)

P(e) L 7og

fin

Pad
f‘!,
onde *

18 = Byt BBy
€ a equivocacgao generaliz;aa e HS(C/X) é a entropia
condicional de ordem a e gfau g dada por m
g-1

HE (c/x) = (,21'6-1/)“1{[‘ZlP(Ci./x)o‘ 1%°1 13, 1.29)
iz

a#1, g #1, a,8> 0.

Suponhamos que para todos os valores possiveis de
x, P(C/x) > %. Obtemos uma cota superior mais geral

como

P(e) % 15

A

,a>0,0<g <2 (1.30)

Também foi mostrada em |39 que a cota (1.28) €

bem melhor que (1.18), (1.21) e (1.25).

1.3.2. Cotas Inferiores

Em l39l foi obtida uma cota inferior da probabilidade de

erro em termos de entropia de ordem ¢ e grau g que € dada por



i)

ii)

iii)

-1
H(c/x) ¢ @M P-n TP e ¥ -1y (£L8 20T Ly,

(1.31)

Casos Particulares

Quando o =8 , B8 > 0 temos
Hem g @ -nTlia-pen® ¢ o0 (8841,

o qual € cota inferior para entropia de grau B estudada

por DEVIJVER |10| e TANEJA |34].

Quando Yy = =2 - B , temos

Q[+

1 ]
HE/X) < @ LT a-peen o1 (8L Y] -13, @.39)

a qual € cota inferior para y - entropia estudada por

BOEKEE e LUBBE |[4].
Quando 8 = 1, temos

lim HB(c/xl = H_(C/X) e
g1

H,(C/X)g (-0) 7 logl-P(eN® (- EEMY . a.30)
o > 0.

a qual € cota inferior para entropia de ordem o estudada

por TOUSSAINT |[43]| e TANEJA |35].



iv)

b)

Quando o =1 e B ~>1, temos

- (1-P(e)) log (1-P(e)) - P(e) log F(&) (1.35)

H(C/X)

I~

a qual € bem conhecida como cota de Fano.

Quando ¢ = 2, de (1.31) temos

Ple) > =t 11 -V/ MB(C/X) -1 4 (1.36)
M-1
onde
M ;
B(C/X) = Ey { § P(C;/x)} ,

i

€ a distfncia Bayesiana definida por DEVIJVER |9].

A cota inferior (1.36) foi estudada pela primeira

vez por DEVIJVER |9].

KAILATH |18 obteve a cota inferior da probabilidade
de erro em termos de J-divergencia de classe dois e

mostrou que

P(e) > % exp (- % ) (1.37)
onde
/& / 1) ¢ / )1 [P k! )] d
P(X/C - P(X/C log X
(X/C )

0 resultado (1.37) foi bastante superado por

TOUSSAINT [42| e € dado por



DO}

P(e) >

™o

V/l - 4 exp [- 2 H(m) - J(C/X)] , (1.38)
onde H(m) € a entropia de Shannon para M=2 dada por
H(m) = - =«

log m, - m, log =

1 1 2 2
Para w,= mw, = 1 torna-se
1 2 2
1 1 J <
Pe) > 5 - 7—,¢/31 -exp (-35) . (1.39)

Um estudo mais geral sobre estes resultados, juntémente

com suas aplicagdes, € apresentado no Capitulo II.



CAPITULO 1II

DESIGUALDADES ENTRE MEDIDAS DE DISTANCIA,

J-DIVERGENCIA E PROBABILIDADE DE ERRO

Neste Capitulo, algumas desigualdades foram obtidas
entre a divergéncia de Kullback, o coeficiente de Bhattacha-
rraya, a»distincia de Matusita e a disténcié variacional de
Kolmogorov. Também foram obtidas cotas inferiores apertadas
para a divergéncia de Kullback entre duas distribuicgdes é as -
probaBilidédes de erro de tres regras de decisao. As tres
regras de!deciééo consideradas sao a regra de Bayes (optimal),
a regra do vizinho mais proximo e a regra de predigao propor-
cional com decisdo aleatéria. Para mais detalhes desté estudo

veja referéncias |S| , [24] , |41] e |42].

2.1. DESIGUALDADES ENTRE MEDIDAS DE DISTANCIA

Recentemente, houve um grande interesse em aplicar
medidas de distancia entre duas funcgoes de densidade de proba-
bilidade (FDP) ao problema de reconhecimento de modelosf Uma |
das primeiras medidas a ser usada, a qual tem recebido consi-

deravel atencdo € a J-divergéncia de Kullback.



Seja P(X/Ci) a classe condicional FDP, onde X repre-
senta o0 vector qaracteristica que pode éssumir algum valor na
linhé real. A divergéncia entre os dois FDP condicionais,re-
presentando as duas classes (modelos) C1 e C2 , € dada por

- - / .
(utilizamos logaritmos naturais)

P(X/C) .
[P(X/c ) - P(X/C )] log [——— J dx . (2.1)
P(X/C,)
Recentemente outras medidas muito relacionadas a proba-
bilidade de erro tem sido aplicadas a avaliacao tais como

. . . A - - -
coeficiente Bhattacharya, a distancia variacional Kolmogorov e

a distlncia Matusita,dadas repectivamente por

1 |
o = f[P(X/cl) P(X/C,)] * ax ~ (2.2)
v = J[P(_X/Cl) - P(X/C,)] dX , (2.3)
1 1 1
e M= J {[P(X/cl)_]2 —[P(x/cz)_]2 y 2oax (2. (2.4)

Tentativas estao sendo feitas para encontrar relagoes
entre as medidas definidas acima e a probabilidade de erro,
assim como, entre as proprias medidas, com o objetivo de enten-
dé-1as melhor. Neste Capitulo algumas relagdes entre as pré-

prias medidas sao deduzidas nos tres teoremas que seguem

TEOREMA Z.1.

A divergéncia esta relacionada ao coeficiente de Bhatta-



charrya pela seguinte desigualdade

Demonstracao

De (2.1) obtemos

2 P(X/C,
J=2 ¢ ‘ff(X/ci) log{ = 1}odX o, (2.6)
=1 [P(X/C,IP(X/C,)]2Z
ou,alternadamente, ”
2 2
J=2 3 J'P(X/Ci)logP(X/CiIdX - 2 3 K(X,i), (2.7)
i=1 ; i=1
onde K(X,1) = //IWX/Ci) log G(X) dX , . (2.8)
L
e 6(x) = [P(xX/c) P(X/C,)] ¢ . (2.9)

Sejam duas fungoes de correcac C(X,i), i=1,2 definidas

como G(X), e escritas como

G(X) = P(X/C;) + C(X,i) , (2.10)
) ') C(X,i)
= P(X/C.) [1 + —m— 7, i=1,2.
1 E P(X/C;) 1

Integrando (2.10) e usando (2.2) temos

‘/C(X,i) dX = o -1, i=1,2. : (2.11)



Substituindo (2.10) em (2.8) temos :

K(X,i) = '/P(_X/Ci) log P(X/C,) dX +

C(X,1i)

+[p(_x/ci) log[l + oy, yldX - (2.12)
i 1

Agora)pode facilmente ser verificado que,para 1i=1,2,

para qualquer valor de X

C(X,i). > log [1 + _}2_%7,,%], . (2.13)
X7Cs _ ,

1 -

Substituindo (2.13) em (2.12) temos
K(X,i) < fp(x/ci) log P(X/C;) dX + /C(X,i) dX. - (2.14)

Substituindo (2.8) e (2.11) em (2.14), temos

P(X/C;)

dX > 1 - p. (2.15)
G(X) -

Jpcx/ci) log

Finalmente, substituindo (2.15) em (2.6),obtemos (2.5).

TEOREMA 2.2.

i
i

A divergéncia esta relacionada a distfncia de Matusita -

pela seguinte desigualdade
2
J > 2 M. (2.16)

Demonstracao

Considere



1 1
d = f{ pex/c]? -Povel? 3t ax = wh (2.17)
(por (2.4))
Kailath [18| mostrou que

d =2 (1 - p). (2.18)

Em outras palavras, a dist@ncia de Matusita € unica-
mente relacionada ao coeficiente de Bhattcharrya. Substituindo

(2.18) e (2.17) em (2.5), temos (2.16).

TEOREMA 2.3.

. - - / . p ~ . - . .
A divergéncia esta relacionada 3 dist@ncia variacional

de Kolmogorov pela seguinte desigualdade
| 1
J>4 -1 - (P4 (2.19)

Demonstracao

Para o problema de dois modelos de classe,Kailath apre-
senta a seguinte desigualdade
1
2

K<z [1-4PC) Py 0”7 (2.20)

onde

K =7 [PO/C) P(C)) - POX/C) P(C,)] dX

e P(Ci) € "a prioriiaprobabilidade do i-é€sima modelo de clasg-

sSe.



AN

e (2.3) €& substituido em

O

Quando P(Cl) = P(Cz) =
(2.20), obtemos

1
Z

p <[1 - (%)2] (2.21)

Finalmente, substituindo (2.21) em (2.5) obtemos (2.19).

2.2. PROBABILIDADE DE ERRO DE VARIAS REGRAS DE

DECISAQ E J—DIVERGﬁNCIA DE KULLBACK

Seja a classe Ci) a priori,com a probabilidade urg

i=1,2, my + m, = 1. Isto € Util para definir medidas mais

gerais que (2.1) e (2.2), como segue
o(ry,my) = from, /ﬁ(,X/cl) P(X/C,) dX

IP(X) /p(cl/X) P(C,/X) dX

fP(.X) p(X) dX (2.22)

1
onde  p(X) = {P(C,/X) P(C,/X)}

HIP(X/Cll
. 2"~ 2
- P(Cl/X)
P(X) [P(C{/X) - P(C,/X)]log PIC,7X) dx

‘/f(X) J(X) dX , - (2.23)



P(C{/X)

p(c£7§§ '

J(X) = [P(C,/X) - P(C,/X)]log

©

Segue que p(%,%) = = e J(%,%) = % em (2.22) e

(2.23) respectivamente, P(X) € a distribuic¢dao mistura dada

por

ii)

P(X) = P(X/Cy) my + P(X/Cy) m,.

\
Apresentamos agora as tres regra de decisao

A primeira regra de decisdo € a regra (optimal)
de Bayes. Dado um vetor X caracteristica, a partir
de algum modelo desconhecido P, P é classificado como
pertencente a classe Ci se P[Ci/X) > P(Cj/X), i=1,2,
i # j. BEsta regra dd a minima probabilidade de erro

possivel a qual € dada por

P(e) =/;in [P(X/Ci) ni] x s,

n

‘/p(x) min [P(C,/X), P(C,/X)]dX
i 2

j;(X) P_(X) dX . | cé.zs;

A segunda regra de decisido considerada aqui, € a
regra do vizinho mais proximo. Seja {X,0} ={X1,61;

X

) ;XM,eM} o conjunto de M espébies de modelos

2; g
. /. ‘ .
disponiveis, onde Xi e ei denotam,respectlvamente,



0 vetor caracteristica e a informacao de classificacgao
do espé€cie modelo i-€simo. E certo que cada 6; asso-’"
ciada com Xi € o procedimento correto, isto €, as
espécies modelos tem sido corretamente pré-classifi-
cadas. Seja (XM,eM) e{X,6} a espécie mais proxima

do X desconhecido. P € entao classificado como per-
tencente a classe associada com gy. COVER e HART |7]
mostraram que, QUando M + », a percentagem de erro

do vizinho mais proximo, denotada por R, € dada por

=
il

f[z P(X/C{dmy P(X/C,)m,/P (X)]dx

fp()q[ 2 P(C;/X) P(C,/X)] dX

i

[pen reo ax

onde R(X) = 2 P(cl'/X) P(CZ/X).

iii) A terceira regra de decisao sob investigacao €
a regra de decisao aleatdria. Sejam as distribuigoes
da classe condicional conhecidas como na regra deter-
ministica de Bayes. Dado o vetor X caracteristica
de algum modelo P desconhecido. P & classificado
como pertencente a classe Ci’ i=1,2, pelo langamento
de uma moeda, a qual indica Ci’ com probabilidade
P(Ci/Xl. Este tipo de regra de decisao, tende a pro-
duzir uma distribuicdo de classificacao mais similar

a distribuicdo que a regra deterministica de Bayes.



A probabilidade de erro, usando esta regra, denotada

por R, por razoes que nao se tornam aparentes, pode

ser deduzida como se segue

Para algum valor dado de X, C1 ocorre com pro-

babilidade P(Cl/X) e € decidida que pertence a classe

C, com probabilidade 1 - P(Cl/X). Similarmente, C2

2
"~ ocorre com probabilidade P(CZ/X) e € decidida que

pertence a classe C., com probabilidade 1 - P(CZ/X).

1
Portanto, para um valor dado de X, a probabilidadé de .

erro & dada por

R(X) = P(C,/X) [1-P (_CZ/X)]+ P(C,/X) [1-P(_cl/><)j

2 P(Cl/X) P(CZ/X). ' (2.27)

Tomando o valor esperado de (2.27) com relagao

a P(X) temos
R = P(X) R(X) dXx , (2.28)
o qual € mesmo que a percentagem de erro do vizinho

mais proximo

2.2.1. Uma Desigualdade Entre J(ﬂl,ﬂzl e p(ﬁl,nz)

A divergeéncia entre duas distribuigoes, ocorrendo

"a priori" com probabilidades Ty € Ty, podem ser escritas como:



P(X/Cy)m,

P(X/Cl) Ty

J(ﬂl,ﬂz)l= - My El{log[

P(X/C )m
- m, Ez{lOgE"-“"—l"—l]}’
: P(X/Cz)ﬂz
onde Ei,!i=1,2, representa valor esperado com relagao a
P(X/Ci). Como 1log x € uma funcdo convexa crescente, a desi-
gualdade de Jensen aplicada (2.29) fornece
P(X/Cz)ﬂz

J(n,,m,) 2 = 2m,log E.{——
e RS JE VN

}

P(X/Cl)n1
- 2w, log E2{-—4—————~},
P(X/Cz)ﬂz

ou)alternadamente,
J(rysmy) 2 = 2 my log[p(ﬂl,ﬂz)/ﬂll

- 2 7, loglp(m ,my)/my] - (2.30)

Expandindo (2.30) e recombinando termos, temos o seguin-

te resultado
J(ﬂl,nzl > -2 [H(n) + log p(ﬂl,wzl] , (2.31)
onde H(m) € a fungao de entropia dada por

H(m) = - Ty log moT T, log o (2.32)



uando w, = m, = 1 , H{w) = log 2, (2.31) reduz para
1 2 2 .

J >-=- 4 log p

2.2.2. Cbtas Inferiores Para R e J

Apesar de existencia de um cota inferior apertada para
R(X) em termos de J(X), nenhumacota & disponivel na literatura

entre R e J. HORIBE |16| mostrou que
R > 2[p(n,,m )]2
Z. 1 » 3
a partir do qual segue que

log p(ﬂl,ﬂz) < log [ R/2 . (2.34)

Substituindo (2.34) em (2.31) temos

R >exp [~ 2 H(m) - J(Trl,vrz)] , (2.35)
para m,= m, = % , (2.35) se reduz para
R > & exp [- Q] (2.36)
Z 7 710 2.

onde a igualdade se mantém quando J =0 e J = o
CHITTI BABU [6| mostrou que
R(X) > 3 [1 - 5(0/2] . (2.37)

Obtendo valores esperados de ambos os lados de (2.37) temos

una segunda cota inferior para R em termos de J7 como €



-: 29 :-

mostrada abaixo

R2 () [1 -3 m/27, (2.38)
Para My =M, = % y (2.38) se reduz para

1. J
Rz (3 -3 (2.39)

onde a igualdade € valida quando J = 0.

Umacota inferior para J em termos de R, que €& mais

exats que (2.36) e (2.39), € respectivamente dada por

1+J1+2R
J(n,,m,) 3!1 - 2R log{ — }. (2.40)
e = 1-JT2R

= =1

Para Ty T, 5 (2.40) se reduz para
1 +[1 + 2R

J > 2 f1-2R log { o, (2.41)
1 -J/1 - 2R

. 11 _J
pois J(j’j ) = 5 .
Observacao

Apesar de (2.41) dar a desigualdade mais exata, ele tem
a desvantagem de nao poder ser solucionado para R, como uma fun-
¢ao de J, a qual € a forma mais Util,desde que J esta para ser
computado explicitamente mais que R. Para demonstracgao cle que

(2.41) & mais exato que (2.36) e (2.39), veja Apéndice A.



2.2.3. Cotas Inferiores Para P(e) e J

Existe na literatura, umacota inferior para P(e) em
termos de J. Isto foi - primeiramente desenvolvido por

KAILATH |29]eé dada por

P2 (3) exp (-3 ) . (2.42)

onde a igualdade é vdlida quando J = .
COVER e HART |7] , mostraram que

2 P(e) (1- P(e)), (2.43)

.=
A

e, portanto,
R <2 P(e). ' (2.44)
Substituindo (2.44) em (2.35) temos

P(e) > exp [- 2 H(m) - J(ny.m,)] - (2.45)

o] =

Para m, = Ty = 5 (2.45) se reduz a . (2.42) e

1
portanto (2.45) pode ser considerado como uma generalizacgao

da cota de KAILATH.
Da mesma forma, substituindo (2.44) em (2.38), temos

Ple) > (P [1 - J(ny.n,)/2] . (2.46)

o =

Para M=M= , (2.46) se reduz a

P(e) > 7 - 1¢ -

KNP



[
/

Cotas mais apertadas que (2.45) e (2.46) podem ser

obtidas usando (2.33) do que (2.44).
Substituindo (2.43) em (2.35) temos
P(e) (1-P(e)) > exp[ - 2 H(m) - J(wl,wz)] . (2.48)

4

Resolvendo (2.48) para P(e), temos

P(e) > % - %Jfl - 4 exp[- 2 H(m) - J(nl,ﬂz)] . (2.49)
Para my = m, = % y (2.49) se reduz -a-
Ple) > 3 - %vfl —exp (- 3) (2.50)

onde a igualdade vale para J =0 e J = o .

Do mesmo modo, substituindo (2.43) em (2.38),e solucio

nando para P(e), temos

P(e) > %\/~ J(my,my)/8 (2.51)

o qual para probabilidades iguais , se reduz a

Ple) > 2 - 7/ . (2.52)

onde a igualdade vale quando J = 0.

Umacota inferior para J em termos de P(e), 2 qual é
mais apertada que todas os cotas inferiores acima, pode ser

obtida como segue :

De (2.23), temos

P(Cl/X)
— 7. (2.53)
P(CZ/X)

J(X)u= [P(C{/X) - P(C,/X)] log[



Também de (2.24) temos que
Pe(X) = min[ P(Cl/X),P(CZ/X 1, (2.54)
Como J(X) & simétrica com relacgdao a P(Cl/X) e

P(CZ/X), pode ser expressa em termos de Pe(X) como

J(X) (2P (X) - 1] logf Pe V) 1 (2.55)
= P - og . .
© 1 - P ()

Consideremos,agora,a fungao

£(x) = (2x-1) log(%) , 0 <x ¢ %

—

A

A primeira derivada de f(x) com relagao a x € dada por

df (x) _ 2Zx-1 2x-1 X
qx %<1 + : + 2 10gCT?§ . (2.56)

A segunda derivada é dada por

a’f(x) _1-2x L4 , 4 _ 1-2x
ax” x° X 1-x (1~x)2

(2.57)

Pode ser ficilmente mostrado que (2.57) € nao-negativo.
Portanto, f(x) e (2.55) sao funcgoes convexas LJ . Para uma

funcao convexa U , a desigualdade de Jensen € dada por
E{£(x)}> £(E(x} ) , (2.58)
onde E denota o valor esperado.

Obtendo o valor esperado de ambos os lados de (2.55)

com relacao a P(X) e usando (2.58), temos o resultado dese-



jado dado por

P(e)
J(n,, ) (2P(e)~-1) 1log . (2.59)
MyaTe) 2 e- [i_ (o) 1

Para. 'a priori"’probabilidades iguais, (2.59)sereduz para

?

J > 2(2P(e)-1) 1og[lp(e) 1, (2.60)

onde a igualdade € valida para P(e) = 0 e P(e) =

O]

(2.60) € a desigualdade mais exata entre J e P(e),

mas tem a desvantagem de que nao pode ser solucionada para

-

P(e) como uma fungao de J. Para uma prova de que (2.60)

LS

mais exata que (2.50) e ((2.42), veja Apéndice B .

Pe (2.25) segue-se que

R(X) = 2 P(Cl/X) P(CZ/X) , (2.61)
o qual pode ser escrito como

R(X) = 2 Pe(X)(l—Pe(X)) , :(2.62)
onde P_(X) € dado por (2.54).

Resolvendo Pe(X) temos

PLX) =1 —J[E%) - B%El, (2.63)

Pode ser fidcilmente mostrado que (2.63) & uma fungao

de R(X) convexa L} obtendo os valores esperados, com relagao



a

P(X), de ambos os lados de (2.63); usando a desigualdade

de Jensen, temos

i

it

Ple) > % - % _ R (2.

Substituindo (2.64) em (2.59) temos (2.40).

2.2.4, Cotas de Kullback

0s nimeros de Kullback |21| sdo dados por

P(X/Cy) _ -
I(1,2) = [P(X/Cy) log| — ]dX
, , P(X/C,)
P(X/C,).
I(2,1) = |P(X/C,) log [——=] dx . (2.
P(X/Cl)

Seja P(ei) a probabilidade de erro dada a classe

1,2, onde P(e) = ™ P(el) * oM, P(ez).

As cotas de Kullback sao dadas por :

I(1,2)

> P(el)log[P(el)/(l-P(ez))]+
+ (1-P(ey))log[(1-P(e}))/Pe,
2.
I(2,1) > P(e,) log[ P(e,)/(1-P(e;))]

+ (1-P(e,))1og[(1-P(e,))/P(e)].
(2.

64)

66)

Ci’

7.

68)

69)



onde as distribuigoes sao tais como

/ ' p(X/cz) dx = f P(X/Cy) dX (2.69)
Qx/c1 %x/c, :

onde QX/Cl e { oy P(X/Ci) > P(X/Cj)} ,i,j=1,2, i# j e

Q, € todo o espago caracteristica. Entao P(el) = P(e2)=P(e).

X

Somando (2.67) e (2.68), substituindo. P(el)=P(e2)=P(e)

e usando o fato de que I(1,2) + I(2,1) = J, temos .

J > 2(2P(e)-1) 10gE§%§%§f : - (2.70)

o qual € um caso especial de (2.59).

E bom saber que a condigdao (2.69) n3o € necessaria para

valer (2.70) em geral.

2.3. APLICACOES

2.3.1. Aplicacao & Medida de Equivocacdo de Shannon

A medida de equivocagao de Shannon é a mais conhecida,

e,para o problema de duas classes,é dada por

P(Ci/X) log P(Ci/X) dX. (2.71)

[ ag I o]
=

H(C/X) = -/P(_X) _
1

Menos conhecido é a equivocagdo quadriatica de VAJDA |44 |

dada por"



il

([ B AN

Q(C,X) .lp(ci/X) [P(C,/X)-1] dX

- jf(X) _
. 1
1 - ff(X) .

1

Recentemente, TOUSSAINT |42, propds uma familia de

il

P(Ci/X)z ax . (2.72)

[ e B oV

1

medidas de equivocagao dadas por

k*

[Pec,/X) - 371 &, (2.73)

e

M, (C/X) = /pm
i=1

onde k* = 2(k+1)/2k+1) €& k=0,1,2,..,

-

0 que hia de muito interessante aqui,é MOCC/X) dada por

M_(C/X) = P(X) igl[p(ci/X) - % JZ dX
M_(C/X) & relacionada a R por
R = 5 - M, (C/X)
0 que segue
M_(C/X) = 1 - QC/X) (2.74)
e R = Q(C/X) . (2.75)

Assim, a medida de informacao Q(C/X), a qual € obtida
aproximando 1log x por (x-1) 'na.équivocagéo de Shannon
(2.71), e também a medida de distancia ( a medida harmonia
entre P(X,C1) e P(X,Cz)) e probabilidgde de erro de decisao

aleatoria.



Como 1log x < x-1 , podemos concluir que R € limitada

superiormentepd&'equivocagéo de Shannon,i.e.,
R < H(C/X). (2.76)

Substituindo (2.74) ‘e (2.75) em cotas de R ma segio
2.2.2., temos as desigualdades apertadas entre J-divergéncia

e vdrias medidas de equivocacao.

Q(C/X) 2 2 exp[ - 2H(m) - J(my,m))] (2.77)
QC/X) 2 3 [1 - J(ny,m,)/2] - (2.78)
1+ [1-2Q(C/X) |
e J(mysmy) 1 - Q(C/X) log[ — 1 (2.79)

1-/1-2Q(C/X) ~

2.3.2. Aplicacado Para Medida de Distfncia

Ito |17] propfs uma familia de medidas de distédncia,

chamada fungao Q, dada por

Q, =3 -3 f;(X)['P(Cl/X) - P(C,/X)]¢

‘ . ,
JP(C/X) - P(C,/X)]T ax ,  (2.80)
onde n* = 7%:T“ e n € um nimero natural. De grande interes
se € Q_ dado por
_ 1 _d
Q =7 5 (2.81)



onde
d= POO)LPC/N) - P(C,/X)1% ax . (2.82)
ITO |17 | mostrou que
Q, = R, (2.83)
Q =P(e) , (2.84)
e Qe < Q - (2.85)

/ K

Substituindo estes resultados pelas cotas inferiores

para R ,'relaciona-se a fungdo Q & divergéncia .

LISSACK e FU |22| investigaram a selegao de caracterig-
ticas e a estimativa probabilidade usando a medida de sepera-

bilidade
3 = /Pc,x) |P(C, /%) - P(C,/X)|® aX | a> O . (2.86)

Pode ser facilmente mostrado que

J

1
Ple) = 5 = = (2.87)
J
€ R = % - 72 . (2.88)

Portanto, substituindo (2.87) e (2.88) mnos resultados

de segoes 2.2.2 e 2.2.3, relaciona-se Ja a J-divergéncia.

DEVIJVER |19 também fez muitos trabalhos conhecidos



como distdncia Bayesiana dada por

| 2 |
B(C/X) = fp(X) 5 P(Ci/X)z ax . (2.89)
i=1
E Sbvio que
B(C/X) = 1 - R . (2.90)

Portanto, usando os resultados da segao 2.2.2.,temos
desigualdades precisas entre a distdncia Bayesiana e a diver-
géncia.  Por exemplo, deixando B indicar B(C/X), para
simplificar a notacao e substituindo (2.90) em (2.41) temos
1+ /EETI
322 [2B-1 log[ e 1. (2.91)

- [2B-1

2.4. COMENTARIOS FINAIS

Foi mostrado que a probabilidade de erro da regra de
decisao aleatdria de predigao proporcional € equivalente a
taxa de erro da regra deterministica do vizinho mais proximo
assintoticamente. Préviamente, nenhum dos valores foram dis-
poniveis para R e a divergéncia J. Nesta segdo,melhores
cotas inferiores foram dadas para R ¢ J. A cota mais aper-
tada €& dada por (2.41). Para a avaliagao caracteristica

usando J, (2:.36) e (2.39) sdo mais dteis.



SeYjam

} g
Rl—é-eXp( 2)

o}
=
(38
i
N} =
i
oof &y

A melhor cota recomendada para uso futuroc €
>
R > max {Rl, RZ}

Comentarios idénticos sao validos para P(e).

1
Pe) <3 DY . (2.92)
Sejam
-1 1 _ _Jd
Ll _—2— —Zﬁ exp( _2_) H
- _1 1
S Lz = *2" Z J

de (2.50) e (2.52).

A melhor cota inferior disponivel para complementar

(2.92) acima, € dada por

P(e) 2 max {Ll, LZ} ,

a qual € muito ° superior 3 cota prévia disponivel (2.42).



APENDICE A

A equacgao {2.39) pode ser descrita na forma
J > 4(1-2R). (A1)

Para mostar que (2.41) € mais precisa que (2.39), deve

ser provado que

1+ jITEE']

2 [1-2R 1og [———-————
1- [I-ZR

Fazendo-se uso da transformacgao
1
|1 - 2R] 2 = x , 0 <x <1,

> 4(1-2R). (A2)

em (AZ), temos

ou log > 2x . ( (A3)

Sabemos que

2k-1 (A4)

1+
log [1~§] = 2

W~ 8
|
—t
fd
i
>

. 2k~
i

para xz > 1. Desde que x > 0, todos os termos em (A4) sao

nao negativos e segue-se que,para k=1, (A4) reduz-se para (A3),

provando o resultado.
A equacao (2.36) pode ser escrita na forma

J > - 2 log(2R), (A5)



Para mostrar que (2.41) & -~ melhor que (2.36).

Deve valer que

2x log %;% > =2 log(l—xz) , (A6)

onde x €& como acima.

A
<
A

o)

Usando-se a transformagao x = 2y-1, %

Deve valer que

A

> -2 log Ly . tA?).

2(2y-1) 1log Ty

1-y
Expandindo-se (A7) e recombinando-se os termos, resulta em

H(y,1l-y)

fia

log 2 ,

D

onde H(y,l-y) a fungao entropia.

0 mdximo de H(y,l-y) ocorre para y=% e € dado pelo

log 2, Provando entao, o resultado desejado.



APENDICE B

A equagao (2.50) pode ser escrita na forma
J > -2 log [4 P(e)(1-P(e))]. (B1)

Para provar que (2.60) € melhor que (2.50), deve ser

mostrado que

2(2P(e)-1) log[2LT » - 2 1°gf—1€4‘§7§§%— ’

€ da mesma forma que (A7), provando entao o resultado.

A equagao (2.52) pode ser escrita na forma

J > 4(1-P(e))’ . @)

Para provar que (2.60) € melhor que (2.52), deve ser

mostrado que

log X > 2(1-2x) , (B3)

para 0-< x % .

A

~ 1
Usando a trasformagao x= 3T com 1<z <y deve

ser mostrado que

z-1
z+1 ).

log z > 2( (B4)

E sabido que,para =z > 0,



z-1 2k+1
]

log z = 2 [-2-1(}—1] (-Z_"‘_l— (BS)

e~ 8

k=1

Para =z > 1, todos os termos em . (B5) sao nao-negativos.

Portanto, para k=1, (B5)sereduz a: (B4), provando o

resultado.



CAPITULO I1I1

CARACTERIZAGCAO DE GENERALIZACOES DE J-DIVERGENCIA

3.1. DISCRIMINACAO DE KULLBACK E SUAS GENERALIZACOES

KULLBACK |21| introduziu uma medida de informagao ou

informagao discriminagao ou informagao relativa entre duas

distribuigoes de probabilidades,dada por

para

isto

para

pode

cia

M
I(P:Q) = = , (3.1)

o b

p. log
1t 2

todo P=(p1,p2,f..,pM) € Ay

Esta medida & uma generalizagao de medida de Shannon,

€, a entropia de Shannon dada por

M
H(P) = - 2 Pi log, p; - (3.2)
1:

todo P=(p1,p2,...,pM) € Dye

Uma comparagao entre estas duas medidas (3.1) e (3.2)
ser encontrada em HOBSON e CHENG |15| onde uma importén-

logica da medida (3.1) foi discutida.
A medida de Kullback (3.1) satisfaz a aditividade

I(P*R:Q*S) = I(P:Q) + I(R:S) , (3.3)



para todo P, Q ¢ AM’ R, S ¢ AN e P*R, Q*S ¢ AMN'

Dependente desta propriedade bidsica, uma caracteriza-

cao de medida (3.1) foi estudada por KANNAPPAN |30| e dada por

M
I(P:Q) = .zlf(pi,qi), (3.4)
l."—

onde f(pi,qi) € uma solugdo continua da seguinte equacgao

funcional
M N M N : .
£ I f(p;r;,9;s.) =  f(p;,q;) + I f(q.,s:). (3.5)
i=1 j=1 +* I3 13 i=1 1 j=1 4 J

SHARMA e AUTAR |[28| , TANEJA |33] através da equagao
funcional e SHARMA e TANEJA |32| através de axiomas, incluindo

a propriedade recursiva, apresentaram a seguinte medida de
grau P :

18p:Q) = (2871 -1

1...
zpfa;7B -1y, g Al 0,
.1

1

o~ =

1
coe (3.6)

a qual,em lugar de (3.3),satisfaz a nao aditividade
18(p*r:Q*s) = 18(P:Q) + IP(R:S) +

+(28711) 1Bp:QIB(R:S).
(3.7)

E Sbvio que,.quando B8 » 1, IBQP:Q) se reduz a - (3.1).

Por outro lado RENYI |26]|, considerando identidade (3.3)

e a properiedade do valor médio, mostrou que



I,(P:Q) = 67 (zp; o(Ilpy:ad) , (3.8)

i=1

onde ¢ € uma fungdo estritamente mondtona e continua e

I(p.

;°9;) € a informagdo dos eventos Unicos. RENYI [26] apresen

tou a seguinte medida de ordem o
1 ‘ -
IaﬂPZQ) = =T 1og2( le- q; lJ, o # 1, > 0, (3.9)

onde Ia(P:Q) € uma generalizacdo aditiva do valor médio sobre

a medida de Kullback (3.1).

SHARMA e MITTAL |30| estudaram uma outra generalizagao
nao-aditiva do valor médio em cima das medidas (3.6) e (3.9),
usando ndo-aditividade (3.7) e a propriedade do valor médio
(3.8) e apresentaram a seguinte medida
M B-1

(Cz pf Q;7*)% -1y, (3.10)
1:

‘IS(P:Q) = 2B iyl

a #1, 8 #1, o,8 > 0.

Esta medida (3.10) contém todas as medidas apresentadas

acima, como casos particulares.

3.2. J-DIVERGENCIA E SUAS GENERALIZACOES

Kullback também apresentou a seguinte generalizacgao

da informacao relativa (3.1) chamada como J-divergéncia



o)

1

93 i

M
J(P:Q) §

a2

q.
P; log2 q; log2 —% . (3.11)
1 Pj

i 1

Esta medida tem varias aplicagles em estatistica

(ref. KULLBACK |21|) e em reconhecimento de modelos (Cap.II),
(3.11) também pode ser escrita como

I(P:Q) + I(Q:P) , (3.12)

J(P:Q)

onde I(P:Q) & como foi dado em (3.1).

A

RATHIE e SHENG |25| estudaram a J-divergéncia de grau f

' M M
B = @807 s pf a7 4 5 piBaf <23, (3.13)
i=1 i=1
* = 18p:q) + 1P(Q:P) , 8 # 1.8 > O. (3.14)

Neste Capitulo, apresentamos a seguinte generalizagdo

nao-aditiva de (3.11) e (3.13):

1 M I Mo b+
B = 28 -7 s p2 al e v (1 plrogh o]
j=1 1 i=1
- 2} 1] (3‘15)
a # 1,8 #1, o,8 > 0.
A medida (3.15) pode ser escrita como
Brp. = 18rp. Brn.
Ju(P-Ql Iu(P-Q) + Ia(Q-P) ’ (3.16)

dado como em (3.10).

(O

onde IE(P:Q)



Quando a=B , (3.15) se reduz para (3.13).

Caracterizando IB(P:Q) e definindo IS(P:Q) como dado

em (3.16), obtemos uma caracterizacgao de (3.15).
A medida (3.15) também satisfaz a nao-aditividade (3.7).

Apresentamos na segao 3.3 uma caracterizacgao da medida

(3.10).
Também existem as seguintes generalizacdes de J(P:Q)
e JB(P:Q) -
1 M o 1-a l-a o
Ja(p:Q) = a=1 1082 iil(pi aj ot Pi qi)’ a#l, a > 0,
L (3.17)
8 1 .-1, M 1 1 i1
. - B-1 .- a -a -a oy o-1
e J,(P:Q) = (2 1) © o z (p; a4y ~ *+p;  q;) -2},

a #1, 8 #1, a,8> 0.3.18)
E facil provar que

Lin FE(P:Q) = I (P:Q)

e, quando a=g , Jg(P:Q) reduz a JB(P:Q).
Vamos denotar

Wi =t (¥ a; %+ pi® ad) . (3.19)

1



Entao (3.13), (3.17) e (3.18) respectivamente, podem ser

escritos como

B = 2F oy Wo(PiQ) - 2},8 # 1,8 >0, (3.20)

J(P:Q) = Arlog W (P:Q), a1, a>0. . .(3.21)
B-1
e e = @0 nTHow e - 2, (3.22)

a # 1,8 # 1, a,8 > 0.

E importante notar que W, (P:Q) € uma chave principal

nas trés medidas citadas acima.

Mais detalhes destas medidas podem ser encontrados em

137].

Apresentamos agora, uma caracterizacao da medida nao-
aditiva da informacao relativa, IS(P:Q), que resulta numa carac

terizacao da medida JS(P:Q) (3.15).

3.3. MEDIDA NAO-ADITIVA DA INFORMACAO RELATIVA

Seja a ocorréncia de evento x, associado a duas proba-
bilidades p e q. No teorema seguinte, caracterizamos I(P:Q),
como a informagao relativa entre p e q sobre a nao-aditivi-

dade e propriedade do valor médio.



TEOREMA 3.1.

Se a fungao continua I(P:Q) satisfaz os seguintes

axiomas
Ajr I(prigs) = I(P:q) + I(r:s) + (2671-1) 1(piq)i(r:s),
(3.23)
. ,
AZ: I(lzj) =1 ; (3.24)
AS: I(p:p) = 0 ; (3.25)
entao .
-1 _ _ . ,
1p:a) = 1Ppia) = 7LD THGET -1y, 5 A1 (3026)
Para demonstrar este teorema, basta ver a referéncia

SHARMA e MITTAL |30].

O teorema seguinte da uma caracterizacdao das medidas

I?(P:Q) e IE(P:Q).

TEOREMA 3.2.

A informagao relativa I¢(P:Q) continua e nao-aditiva,
dada em (3.8) da distribuicao P=Cp1,p2,.-.,pM) € Ay CoOm Tes-
peito a Q=(q1,q2,...,qN) € Ay. satisfazendo a ndo aditividade

(3.7) e I(P:P) = 0, pode ser escrita apenas das duas formas

seguintes
M P
: i
(B~1) x pilogz(‘—‘“)
Bp.0y = (28°1.1y-1 i=1 4 27
P = (2P0 T 2 -1, 841, (3.27)
e 8-1 ~

12p:q) = (287t~ [(uz AT LS| }, 8#1, af 1. (3.28)



Demonstracao :

Para P={p}, Q= {q}. R={rrte S = {s}, (3.7) se"

reduz para (3.23) e portanto pelo Teorema 3.1, temos
Ip:q) = [P 1] @¥h-nTh L g4 15 00 (3.29)

Vamos considerar agora R ={r}, 0 < r <1l e S={s},

0 <s < 1. Entao, (3.7) torna-se

I(P*r:Q*s) = I(P:Q) + I(r:s) + LZB’l-l) I(P:Q)I(r;s),'

(3.30)
onde
P*r = (plr,pzr,...er)
e Q*s = (qls,qzs,..,qNs).
Usando (3.29) e (3.8) em (3.30), obtemos
}
_ M _p.T _ _
o7z e[0T 1 @B
i=1 i
-1, M Pi g-1 g1 -1, ,.r,p-1
= o7H 2 pie [ E1aP T - Th®
1=1 i
f[EE ageftt ot
M P
-1 Fiy8-1_ g-1_.y-1
ou by (TR wr/scﬁqi) 1] @F77-17)

P; _ n -
po([D) Tt -] @87 -nThy, .3
1 ql



linear

TPRCCRE VICLIREY

onde

ou

onde

Por HARDY, LITTLEWOOD e POLYA |12]|,existe uma relagao

entre Y/

- A o(xPl-nef ™ s By

S

e ¢,

..1)

=P jisto &
Y q s

P
x = -+ e
i
N L §
2871
glxy) =

X

G(xy)

}

A(y) g(x) + B(y) .,

(x) & -1
X = ¢ —— .
s N

A(y) G(x) + G(y),

G(x) = gx) - g(1),

para qualquer X

Isto €,

Da simetria de

G(xy)

real.

G(x,y) em x

G(yx),

ey,

) xB1 4
= A(y) ¢(E§:T"I—) + B(y) ,

temos

(3.

(3.

(3.

(3.

.33)

.34)

35)

36)

37)

38)



A(y) G(x) + G(y) = A(x) G(y) + G(x) , (3.39)
Isto €,

Gx)[A(y) - 1] = [ AX) - 1]. (3.40)

Observe que existem dois casos

i) Quando A(x) -1 =10 e

ii) Quando A(x) -1 # 0

i) Agora, quando A(x) -1 =0, A) =1, (3.4055e1%duz

G(xy) = G(x) + G(y). - (3.41)

A solugao geral da equacao (3.41) (ref. ACZEL e DARC-
czy [1]) € dada por
G(x) = A log x, x> 0
onde A € uma constante arbitraria.

!

Considerando g(1) = a e usando (3.36), obtemos

¢(x) = a + Eé_-\-l— log [1 + x(ZB“1 -1)] . 8 # 1. (3'42),

ii) Se A(x) ~ 1 # 0, se (3.39) temos

KT§§§%~ = K%§§%T =z (3.43)



ou A(x) -1 =%k G(x), _ _ (3.44)

para todo x real.

A aplicagao desta relagao em (3.37) da

Alxy) = A(x) A(y) . (3.45)

A solugao geral da equagao (3.44) € dada por

Ax) = x*°1 |

, .
para ‘todo x real. \

Com este valor de A(x) e usando (3.43), (3.13) e
(3.11) obtemos a-1
[281 -nyx + 1781 1 .
¢(x) = a + , o # 1,8 # 1.
k i
(3.46)

Com estes valores de ¢(x) dado em (3.43) e (3.46) , obtemos

(3.27) e (3.28)7respectivamente.

3.3.1. J-Divergencia de Ordem o e Grau.B

Definimos

Bro.ay = 18(p.-0 + 1BrA-
B = 181 + 1BQip, (3.47)

e usando (3.28) em (3.46), obtemos a seguinte medida de infor-

magao chamada J-divergéncia de ordem o e grau 8



B = @B nY

a qual € dada como em (3.18).
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