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RES UMD

Este trabalho apresenta
pia e da teoria de fibrados, tendo

cao de fibrados universais. Ainda

hogOes da teoria de homoto-
como objetivo a classifica

estabelece uma correspon -

déncia da idéia de fibrados, dada por N. Steenrod, com © moO-

derno enfogue dado por G. Bredon.
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Concepts from homotopy theory and fibre bundles will

be presented to obtain the classification of universal bun-

dles. In addition, we illustrate the-relationships between '
the developments of fibre bundles
G. Bredon.

iven by N. Steenrod and
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A teoria de fibrados aj
de Topalogia & Geometria Diferencial
guns tdpicos fundamentais desta catg
classificacdo de fibrados, além de f
mento de N. Steenrod ({9])), que segy

com o moderno enfoque de fibrados aft

por Glen E. Bredon ({11}).

Para isto,

tulo 9, bem como nogoes da teoria de

nogoes da teoria de fibrados, no cag

IIT, abordamos, em especial£

- a classificagdo de fi
“com grupo G, reduzing
cagao desses fibrados
(G) s
a classificagdo de f£i

btopia de G, I

n-1

- fibrados universais,

ficacao desses fibradg

.cagao de homotopia.

damos algumg

presenta importantes aplicacgoes
. Neste trabalho expomos al-
rgoria, tendo como objetivo a
‘fazer uma comparagao do trata -
iimos no decorrer do trabalho ,

ravés do produto torcido, dado

is nogoes preliminares, no capi
homotopia, no capitulo I, e
»itulo II. E ainda, no capitulo
brados sobre a n- esfera S e
lo assim o problema de classifi

ao calculo dos grupos de homo

de

que reduz o problema de CIassi

brados principais, através

s para um problema de,classifi




CAPITULO ©

NOCOES PRELIMINA

0.1. DEFINXCAO

Se G & um grupo topoldgic
gico, dizemos que G é um grupo topo

RES_

b ({2)) e Y & um espaco topold

Logico de transformacSes de Y
relativo a aplicagao ¢ @ G X Y+ Y se
(i) ¢ & continua
(ii) ¢ (e,¥) =y, para todo y em Y, e
(1ii) ¢ (g, ¢(h,y) = ¢ (gh,y), para cada g,h em Ge y em

g

Y. Neste caso, dizemos que G opera

obre ¥ (a esquerda). A aplica

cdo ¢ & chamada uma.operacdo (ou acig
com uma dada agao ¢ de G, & chamado
Répresentaremos por gy a i
cagdo ¢, ou seja, ¢ (g,y) = gy,
Nessas condigoes, cada g ¢

parg

.
.

¢
mo de Y ([7)

Y »>Y definida por ¢g(y)
um homomorfismo de G no grupo dos ho

0.2. DEFINICEO

Dizemos que G & efetivo, (
gy = y implica que g = e, para todo
vel idertificar G com o grupo dos ho
pos topcldgicos de transformacdes qu

lo II, sarao efetivos).

0.3. DEFINICAO

‘fha n - vaziedade & um espe

viizinhanga homeomorfa a algum conjunf
gimos a variedades que s@0 separaveis

Um sistema Svde coordenadas

gy toda

; pag. 7). Consequentemn

») de G sobre Y. Y,
m G - espago

magem do par

-0 espacgo
(& esquerda).
(g,y) pela apli-
gemGeyemyY.

m G induz uma aplicagao '
y em Y, que & um homeomorfis

-

ente, a aplicacgao g = ¢g é

meomorfismes de Y.

pu gue a agao ¢ & eéfetiva) se
y em Y. Neste caso, & possi-
(Os

vamos considerar, no Capitu

neomorfismos de Y. gru-

ay

¢

1cOo em que cada ponto tem uma
: n .

0 aberto em R'. (Nos restrin

, métricas e conexas).

diferenciaveis em uma n-va-




riedade X & uma familia { Vj} v 3

brindo X e, para cada j, um homeom

F, & diferenciavel.

Se cada uma de tais aplicacdes tem
Se
t3

entao S & analitica ou de classe w}

r, entao S & dito de classe r.

entao S € dito de classe » . Se ta

Dcis sistemas de coordenad

sao chamados r - eqguivalentes se as

3
-3

1
|

r

{wj’ wﬁ } formam um ‘sistema de cld

Uma n - variedade diferenciavel X

~ juntamente com uma closse r - equivy
nadas X. ‘

Sejam X e X' variedades @&i

n', respectivamente, de classe » 1

diz-se de classe r se existem sistd

<

(=)

tivos de § e S' tais que a aplicacd

-1 -1 -*’I(V

J', tem derivadas continuas de orde

-
-

6.4.

DEFINICAO

em J, de conjuntos abertos

V.) - b
5 >y

i) -

co

orfismo

aberto tal que

-1 . .
(Vi(W Vj), i, 3 em

derivadas continuas de ordém-
S & de classe r para cada

is aplicagoes sao analiticas'

as em X, S e §', de classe r
familias compostas {Vj, VQ},
sse r. .

e classe r & uma variedade X

alente de sistemas de coorde-

ferenciaveis de dimensoes n e

. Uma aplicagao f: X » X'

mas de coordenadas representa

o

Eé, para j em J, k em

m r.

Um grupo de Lie B & um grupo topoldgico e uma vari .

edade diferencidvel de classe 1, em
dadapor (b,b') « bb' e a operagao &
aplicagoes diferenciaveis de classe

do G de B & um grupo ‘de Lie.

0.5. DEFINICAQO

. Seja B um grupo topol

fochado de ®. pefinimos uma relacga

segne: dois elementos b e b' de B sao ditos equivalentes se

gque a operacao de BxB em B
> B em B dada por b~ b-l sdo

1. Qualquer subgrupo fecha-

bgico e seja G um . subgrupo

» de equivaléncia em B como

S

1 que bg ;'b'. Assim os ele-

somante existe wm elemento ge G ta

r .



mextos de B estao divididos em clas
chamadas ¢lasses d esquerda de G em

A: classe & esguerda conj
etementos sao essas classes a..esque;

Definimos projecao natural

p: B+ B/G por b(b) X

Um subccajunto U de B/G
um conjunto aberto de B. Esses conjt
pologia em B/G. O conjunto B/G & cha
por G. Por definigad p & uma aplicag

A projegao natural p € I
‘to, vamos mostrar gue p*lp(U) € aben
aberto em B; entao p?lp(U)
B. Logo p(U) & aberto em B/G.

Vamos verificar agora qu
Sejam x e x' pontos distintos de B/C
b' em p’l(x'). Entao b’lbinéo esta ¢
de bylb', com WNG = ¢. Sejam U e V
pectivamente, tais que U’lV(ZW. Ent
cas de.x e x'. Vamos mostrar que es
to comum. Suponhambs que exista x"
' tao existem g e g' em G tais que b"
V. Pb;tanto, T '

1

(bll.g)“l(bllgl) = g’lbn’ b

impossivel, pois WNG = ¢

© 0.6. DEFINIGAO

Se x esta em B/G e b est

c3o 3 esquerda de x por b por

. C-l
. b.x= p(b.p " (x)).
Sob esta operacao podemos verificar

Box =
(bl.bzu.x bl'(bZ'X)' P

(b, .b,) x = p(blbz.-p‘”l(x

v

ses de equivaléncia disjuntas

B.

cendo b e B € o conjunto cujos
rda de G em B.

De G

& chamado aberto se p’l(U)'é

intos abertos definem uma to-

mado espaco gquociente de B

ao céntinua.

ma aplicacao aberta: para is

to-em B.

ug

Seja U um conjunto

s

ueU, ge G} & aberto em

e B/G & um espago Hausdorff.

5, @ escolhemos b em p’l(x) e

m G. Seja W uma vizinhanga '

vizinhangas de b e bf, res-
o p{U) e p(V) sBo vizinhan-
sas vizinhangas nao tém pon-
em p(U)Vp(V) e p")= x". En

g estd em U e b"g' esta em

"gt= gvlg' estd em W, o que

3 em B, definimos a transla-

que

O0is

) ).




T o(x)) =

-1 1 1

= py . p Tl {pbyp 7 (x))) = plbyb,.p T (x)).

E pbrtanto B & um grupo de transformacoes de B/G.relativo a ..esta
operagao. S : e |
Vamos ver que B & o grupo|de homeomorfismos de B/G. Se
ja U um conjunto aberto em B/G; entdo p~i(u), b.p'l(U) e p(b.p~Ll(uy
sao também abertos. Portanto, b.U &|aberto. |

0.7. DEFINIGCAO

Seja G um grupo que gpera sobre um conjunto A. Pa- -
ra quaisquer X e x' em A se existe glem G tal que x' = gx, dizemos
gque o grupo G & transitivo, ou que o |grupc G opera transitivamente
sobre o conjunto 2. '

O grupo B opera transitiviamente em B/G.

0.8. DEFINICAO

Defigimos Go;como a iptersegao de todos os subgru-
pos de b G b"l conjugados a G em B. Entdo G0 & o subgrupo invari-
ante fechado em B, e & © maiof subgrupo de G que & invariante _ em
B. E $/G0 & um grupo fopolagicp de transformacgoes de B/G ((9 3,
pag. 29). '

0.9. IEFINICAO

Se B & um grupo de Lie compacto, ou se p': B+X &
uma aplicacao aberta, entdo a aplicac¢do natural gq: B/G+X é um

homeomorfismo. Dizemos entao que a projegao natural p e a aplica-

~gSo p' sao topolégicamente equivalentgs e podemos identificar !
X = B/&. '

v\ PROVA:
: Seja B um grupo topoldgico de transformagoes transiti -
vo (0.7) de X. Seja x_ em X um ponto pase. (Ver def. 1.1.). Defi-
nimos a apXicagao

p!' ¢+ B ~ ¥ por p' (b) = bxo, que & continua. Seja G o




sukgrupo dos elementos de B que aplig
stbhgrupo fechado, e para cada x em X|
_querda de G em B. Isto define uma {n
g: B/G » X tal que q(p(b)) = p' (b))}
p: B» B/G & a projegao natural.

pl
B —» X
p b
Y v

B/G

Vamos mostrar'que g & cont
berto em X, p'-l (U) & um aberto em E

p'H (W) =taop) Tt (W) = (p]
q_l(U) & aberto em B/G.

A aplicacio q_'l nem sempre

’ - . ~ ~ - l - -
.compacta, ou se p' & uma aplicacao aberta, entao g sera contl

a x_ em si mesmo. Entao G é
p'"l (x) & uma classe & es-
ica aplicagao 1 - 1, '
para todo b em B, onde !

inua. Se U & um conjunto . a

r ©

Loa™h (w. portanto

(s

& continua. Mas se B

nua. Isto se deve aos resultados seguintes:

(1) Se E & compacto, B/G tambdm &. E

ainda, uma aplicagao 1-1

~ continua de um espago de Hausdorff compacto sobre um espago '

de Hausdorff & um homeomorfismo.
(2) g1 & contInua se e somente se p'

- -

0.10. PRG?OSIQAO

-d maior subgrupo de O
consite sd& do elementoe({9])).
> 0.11. DEFINICKO

L

é aplicagao aberta.

& i i e em 0
. que e invariante e k+1

Diz-se que um espago ¥ € sdlido se, para cada espa

co X e catts subespago A de X, a aplicagao f: A~ Y tem uma exten-

sao sobre X, ou seja, se dada uma aplxcagéo f: ' A> Y, existe uma

aplicacio ' : X » ¥ tal que £r]a =

Qualgwuer inhtervalo de
cvhado) & um espago sdlife. O produto
dk espacos sdlidos & sGlido ((61) . P

f‘
nimeros reais (aberto ou fe
| ]

topoldgico de uma colegao

ortanto, o n - espago eucli-




.

deano e qualquer cubo fechado n - d
homeomorfas, as n —.cé&lulas abertas
dos. '

0.12. DEFINICRO

Um subespago A de X &€
te uma aplicagao r: X + A tal que r

“réuma r etracao de X sobre

to X & chamado um retrato absoluto ¢

¢o métrico separdvel que contém X.

2

-~

0.13. PROPOSICARO

Para um espago métrig

des de retrato absoluto e sdlido sid
PROVA:

- Como uma retragao € uma es
de, s=gue que.sélido implica retratd
'Mergulr
2 >

seja ¥ um retrato absoluto.
bo de Hilbert 2z ({3)).
chado em X e f:'A » Y podemos ver £

Seija r:
Z. Como Z & solido, f se estende a
tao r oof' & uma extensao de f a uma

to Y & sdlido.

0.14. PROPOSICEO

_ Se Y & um espago s0lid
ent3do Y & contrativel a um ponto S;
trativel ({9)). '

N
T

x 0.15. DEFINICAO

Um Co- espaco X é um

\
4

compacto tal que qualquer recobrimen

tos & redutivel a um recobrimento cg

imensional sao sOlidos.

p i

>
'

» absoluto.

Seus

e fechadas, sao também sdli-

chamado retrato de X se exis
ldA‘ ’
Um espago métrico compac

Dizemos entao que
A.

se € um rettatd dequalquer espa

-0 compacto Y, as proprieda -

» equivalentes.

tensao da aplicagao identida

Reciprocamente ,

lamos Y topoldgicamente no cu

X uma retracao. Se A é fe -

como uma aplicagao de A em
uma aplicacdo f£': X > Z. En

aplicagdo de X em Y. Portan

o tal que Y x I & normal ,

, ou seja, Y & localmente con

espago normal, localmente °

to de X por conjuntos aber -

ntavel.




0.16. DEFINICAO

Un n - complexo finit

D, ou CW - complexo finito, X

& uma colegao {E? , n=20,1,

e sy

“conjuntos fechados de X,

Sejam M= U gD
m<n 1

Int EY =ET -~ 3ET .
1 1 1

(1)

. n
0s conjuntos Int Ei s

(ii) existem aplicacdes f?
tais ques £ (1) = B] e £ lef
i i i

.

bre Int Ej ;

(1iii) um subconijunto A de X
é fechado. '
Os conjuhtos E? sao chama

chamado o n -~ esqueleto de X.

1 & dito
€ um subespago de X

Umn n - complexo X
e somente se X
lula de X. |

Como cada ceélula & um esp

1

"finita de células segue que X & com

pl
satisfazen

i=1, ) de sub -

seguintes condigoes: T

r r

e oy

Q
n

o0 &s

= gn x 710

sl
3 1

y

Entao

o mhtuamente disjuntos;
n n n n
(I, 3T7) » (B, BE.)

v n o .
va Int I homeomorficamente

& fechado se e somente A () E
- n
jos n - ceélulag de X, e X

ser um sub-complexo de X s

& uma cé

e cada célula de Xl

aco compacto e X & uma unido

pacto.

-

e

e



.. CAPITULO I

TEORIA DE HOMOTOPIA

I.1. DEFINICAO
Seja X um espago topoldgico, e seja I o intervélo'unité
rio. Uma gurva ( ou caminho) em X & uma aplicacao f: I -+ X; diz-

se que £ gomeca em £(0) e termina em £{(1). Uma curva tal que

£(0) = £(1) = X, é dita ter ponto base X, em X. Seja F o conjun-
to de todas as curvas em X com ponto bd e..em. X, r ou seja, '
= {f: I+X; £(0) = £(1) = x 1.
Dadas as curvas f e g.em F, definimos
 £(2t), para 0 § t ¢ 1/2,
(f g) (t)= g(2t - 1), parg 1/2 et 1.

H

Para t = 1/2, temos £(1) 5 g{0).

Duas curvas f e g sao ditas homotdpicas, denotando - se

fzg, se existe uma aplicagao h: T+ X, para 0 < t< 1, tal que

| hy=£, hy =geh (0) =x =h_ (1) para todo t em I. A relagao
de homotopia €& de eguivaléncia, portanto as curvas em F estao di-
ﬁididaé»em classes equivalentes disjuntas. Seja Hl(X,xo) o con-
junto dessas classes e seja {f} a classe contendo £ em F. BSeja d
a curva degenerada & (I) = X . Para f em F, seja £f~1 a curva in-
versa de f definida por f—l(t) = f(1 - t), éara qualquer t em I.
As seguintes propriedades |fundamentais podem ser verifi
cadas: o ‘
(1) se £ = £' e g=g', entao f.g = f'. ¢
(2) (£.g3}h=f .(g.h)
(3) f.d=iEd4.f s
’(4) f £-3 =g= f-—l £, SR : ~
¥ acordo com (1) a classe {£.9} depende somente  das
'

olasses {f}'e {g}, Portanto podemodg definir uma multiplicagdo

e N, (X, x;):

1
| { £} . {g} = {£f.q}




Hor (2), {(3) e (4) essa my

grupo gue: & chamadc grwpo fundaments

10

1ltiplicagao torna I, (X,x ) um

1l de X em x0

1.2. DEFINICAO

Para cadla n>1, a definigag
€& andlega a do grupo fundamental I,

i. &, o produto topoldgico de n - cog

como o conjunto dos nimeros reais t=

i= 1, n.

e 0 0y

Uma (n-1) - face de

ordenafa t.= 0 ou 1. A uniao das (n

1
do de ﬁ?, representado por aIn, que

unitiria snh~1,

. : . n
Consideramos o conjunto F

£ I

:‘(I ' a;n)v+ (X,xo).-

Essas aplicacgbes estao div

cia clamadas classes de homotopia.

conjurito dessas classes de homotopid

-

Se o bordo BIn e

' pago .que & homeomorfo a uma n-esfera

identific

“tanto podemos definir um elemento deg

homotopia das aplicagaes £:(sT, y,)

. A (n-1) - face inicial de
0.

obtida fazendo t
n 1

.

tes de: 17 & representada por g

Seja X um espago topoldgic

A uniao de ti

» do grupo de homopotia Hnﬁgxb)
X,xo). Definimos o n - cubo I?
I,
1’ o
€ obtida fazendo alguma co-

ias do intervalo unitario

(t

In

ceeey tn)-para ti em

-1) - faces de I" formam-o bor

& homeomorfo a (n-1) - esfera

(X, %) das aplicacdes

ididas em classes de equivalén
Representamos por Hn(x,xo) o

ado a um ponto, obtemos um es-
gh

Hn(x,xo) como uma classe

com um ponto base y . Por

de
> (X,xo).

-

In"l,' é

In, representada por

odas as (n-1) - faces restan -

o, A um subespago de X, e
n-1
r

X
0]

um porto de A. Uma aplicagao £: (10,0 Jn—l) + (X,A, Xo) € uma
aplicacdo continwa de 1" em X gue leyva In—l em A e Jn-'l em X, . Em
particular, leva 31" em A e aIn_l-em X Representamos por !
o (XIA,xo)'z F* o conjunto de tais [fungoes.

Definimos uma adicd3o (gerallmente nao comutativa) em F

como seque:
Se £ e & estao em r,
£f(2t t

1" -2

f+g) (t) =
(f£+g) (t) lg(2tl~1, N

.

2I

; tn) ostlsl/z,‘

.es tn), 1/2st1s1.




| ’ 11
Se n»2 e t, = 172, entio '
)

i
f(1, t2’ c .o = g(0, t

- n _
Portanto £ + g esta ew ¥ 7, quando n 3 2.

2, > 0 7 tn)= XO

Duas aplicacdes f e g de r% sio homotopicas em-Fn,~d§
notando~ge por f=g, se exiéte uma aplicaggo h: 1" x-I>xX, tal que
h(t,0) = £(t), h(t,2) = f(f) e para cada i, 0<i< 1, a aplicagao
h(t,i) estad em F. “ ’ '

A relagao de homotopia é reflexiva, simétrica e tran-

- , - . ¢! . . - :
sitiva, portanto divide F' em classes de equivalencia disjuntas ,

chamadas classes de homotopia. Essas classes sao os elementos de

T (X,A,x ) =1 .
n 0 n

- Se f.=g. (i =.1,2) em FQ. podemos combinar essas du- ..

as homotopias para formar uma homotopia fl+ f2 = gl+ 9q- Portan-

to, se a e 8 sao elementos de Hn’ todas as somas fl+ f2’ fi em
¢ . f2 em B, estao em alguma classe de homotopid .= de Hn. Definimos
a adlg@o em I colocando o + B=1¥ . .

Com relqgao a essa adigao, n (X Ayx ) € um grupo cha-

mado n—grupo de homotopia relativo de X mod A com ponto base X .

.Esse grupo € sempre definido para n »2. Quando A = X escreve -
mos ﬂ (X,A,x )= I (X,%_, xo) = I_(X,x_) e ainda, se n=l, mo(X,x )
c01n01de com O grupo fundamental Iy (X X ).

_ O grupo I, (X X ) e abellano para ny 2 e Hn(X,A,xo) é
abeliano para n > 2 ([6]). '

1.3. DEFINIGAO

: [
Para cadd n >0,‘podemos deflnlr uma aplicacgao

9z H (X,A, X ) - 1L (A X ). _
Se<xe um elemento qualquer de H (X,Aa, X, ), entao, por

deflnlqao o & uma classe de homotopla representada por uma aplica

gao f: (" In l y l) +(X K, X ). Se n =1, £(I? l) é um ponto
de A gue determina B em I *l(A X ). Se n»1, entdo a restricao '
_!I - b & uma aplicacao de (In l, BIn?l) em (A,xé) e portanto re-

presenta um elementc Sem I n-1 (A X, ). - o oo
| O elementc B em Hn— (A X, } nao depende da escolha da

apllcaqao f que representa o elemento a em H (x,n, X, ) . Portanto,

podemoss definir 8 por 9d(a) = B, e é chamado o ggerador de bor-

do. Se n >1, 3 & um homomor £ismo ((6)).

i
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1.4. DEFINICAOQ |

' I o o

_ Seja uma aplicacao h: (X,A,xo} - (Y,B,yo), uma -.funcgao

‘continua de X em Y quée leva A em B e xa‘em Yo _ - - -

Para qualquer £ ?m Fn(X,A}x6)/“a composicao~hof estd em--

Fn(Y,B,yo), e fr»hof define a aplicacao de Fn(X,A,XO) em.Fn(Y,B,yg.
"Portanto h define uma aplicagdo '

h,: Hn(X,A,xo)—+pn(Y,B,yoL

Para f e g enm FnKX,A,xO), ho (£+g) = hof + hpg esta em

Fn(Y,B;yo). Portanto h € um homomorfismo, chamado homomorfismo -

induzido. : |

|
1.5. PROPRIEDADES FUNDAMENTATS
' I

Os grupos de homotopia Hn(X,A,xc), 0 operador bordo 3 e
os homomorfismos induzidos determinam as propriedades fundamentais

~ . |
ques sao dadas a seguir:

|
1.5.1. se f£: (X,%,xo) — (X,A,xo).é a aplicacgao identi-
-, dade, entao f, & a aplicagao identidade em
Hn(X,A,xéx, para todo n.
_ | | |
1.5.2. Sejam as aplicagoes f: (X,A, xO) > (Y,B,yo) e
gz (Y,B,y;) -+ (Z,C,zo). Entao (gof),= g,of,, pa
ra todo n. :
1.5.3. Seja a apiicagéo £: (x,B,x) =+ (Y,B,y ) e se-
ja g: (A,ﬁo) -+ (B,yo) a restricgao de f. Entao
dof, = g*qa, ou seja, o diagrama abaixo &€ comuta

tivo, para todo n.

(

A » . [‘ |
3
n, (X,A,xo) > nln_l (a, Xo),

f*l w l 9x
. RO N
1 (Y,B,yo) -~ .1 (B,yo)

N
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Sejam as.aplicages inclusao

) ie {é,‘%q?méjﬁxlea)c jf €¥r¥p) C{(XIAIXO)

( ou seija,

i(x) = j(x) = x), que induzem as aplicacgdes i, e j,
para todo n. A sequéncia '
5 ) i* Jx 5 ix
cee > B (AGx ) T (X x ) T (XA, ) oy @rx ) > ...
j*: : o* Ly ' - -
e > H2(X,A,xo) > Hl(A,xo) = Hl(X,xo), 2 chamada sequén

cia honotdpica de (X,A,xo). Tal sequéncia € exata se o nlclea. de

cada aplicagao coincide com a imagem da aplicacido precedente.

1.5.4. A sequéncia homotdpica de (X,A,xo) é exata.
1.5.5. 8e f,g: (X,A, xo)-+ XY,B,YO) sdo aplicaddes homo-

topicas entao:

£.0 Gyt ﬂn(X,A,xo)-+ Hn(Y,B,yé) sao iguais para
"cada n. ’
1.5.6. Se X & um espago que consiste de um UGnico ponto

.xo’ entao nn(X,xo) = 0 para cada n.

1.6. DEFINICAO
Uma aplicagao h: (X,A,xo) - (Y,B,yo) induz aplicagdes '
hl: (X,xo) -+(Y,yo) e h2: (A,xo) ~+(B,yo). - Essas aplica¢oes indu-

zem homomorfismos de seus correspondentes grupos de homotopia:
' Tl . Jx [
oo Hn(A,xo) +-an(X,x6) > Hn(X,A,xo) > Hn_l(A,xo) F e
-

; . , h
2%4 1*y Sl TE : i
J % ’ 3

*
e +-'Hn(B,yo) > Hn(Y,yb) > Hn(Y,B,yo) > Hn_l(B,yo) T e

h h

2% 4

A comutatividade se verifica em cada quadrado do diagrama. Esse '

diagrama & chamado homomorfismo da sequéncia de homotopia - de

(X)A.xa) sobre a de YY.B,vy ) _induzida por h.
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Se & wm homeomorfismo, entao h induz um isomorfismo’

~da sequénciia e homotopia de (X,A,xo).sobre a de.(Y,B,yo)@

1.7. DERINICAO

Uma aplicagao h: (X A, X )-+(Y B,y ) é chamada uma equi

Valenc1a homotdpica se existe uma apllcagao k: (Y,B,yo)+(X,A,xo)

tal que koh e hok s3o homotSpicas d&s aplicacdes identidade em
(X,A,xo) e (Y(B,yo), respectivamente.

Se a aplicagao identidade de (X,A, X ) & homotdpica &
aplicagéo constante de (X,A, x ) em xO ’ entao todos os grupOS(ie

homotopia de (X,A, %, } contém somente O zZero.

1.8. PROPOSICAO

Seja a sequéncia exata de grupos abelianos e homomor -
fismos

£i | fia1 fi+2 , ;
> - : B
e f Gi > Gi+l Gi+2 7 G, > o

para i = 0,1,2, ...
Se Gy, = 0, eﬁtéo fai41 € um isomorfismo, pgra i= 0,1,2, ...

1.9. PROPOSICAO

Osgrupos de homotopia Hq (Sn) sao nulos, para ¢ <n.

1.10. PROPOSICAO"

0 prlmelro grupo de homotopia de s™ n3o nulo & o de or-
dem n, € seu grupo & ciclico infinito.

1.11. IEFINICAO

Seja H (X,A) o n-grupo de homologia relativo de X mod A
‘rom coefac1enmes inteiros ([5)). Em particular, H, (r® ’ Tl W

' grupo e¢icillico infinito ((10), pag 58). Seja u, um gerador de

r
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H%{ﬂn, aIn). Dagdta uma aplicagﬁo f: (In, aIn)+l(X,A), entao f*un
estd em Hn(KﬁALW Se f=g, entao f*un = g*un(l.S.S). Portanto e-

wiste, para n 3 1, uma aplicagao bem definida

o 2 M (KAx) > HGGR),T T SR

tal que, ¢ (f] = f*un, que & um_homomorfismo; chamedo homomorfis

mo naturali, ou homomorfismo de Hurewicz.

O homoniérfismo ¢ comuta com as operagoes h, e 3 dos '

grupos de homotopia e homologia. Mais especificamente, a comuta

tividade se verifica nos diagramas abaixo.

Hn(X,A,xQ) > Hn(Y,B.yo)
¥ h, +¢ »
H_ (X,A) ‘+ H (Y,B)
n(x,a,x) 3 on . (a,x)
n """ n=1""""%
Yo s YO
Hn(X,A) »+ H__,(a)

1.12. TEOREMA DE HUREWICZ

Seja A um subespago de X conexo por caminhos e sejam X
“e A simplesmente conexos. Seija Hi(X,A,xO) = 0, para 2< i<n.
Entao ¢ : I (X,A,x ) = H_(X,n) ({((8]).

n 0 n

1.13. PROPOSICAQ

Se A & conexo por caminhos, Hn(X,A,xo) independente da
escolha 4o ponto base x em A. Ou seja, cada curva f: I-—-A induz

um isomorfismo

£,: Hn(X,A,xl) = Hn(X,A,xo)

onde x = £(0), xi=“f(l). Este isomorfismo satisfaz as proprieda-
des:

(a) se f, & uma curva de xo a x, e f2 é uma curva de x1

1 A
a X, entao (f1°f2)* = £ 408,40
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{(b) se ¥ e g sao curvas de x ax ef & homotdpica a
g, levando seus pontos finais fixos entéo f, = g, ([5) , pagina
. 31).. o

1.14. PROPOSICAO

Se £ & uma curva em A, entao f induz isomorfismos dos
grupos &efmmotxiadex; de A e de (X,A) com ponto base X sobre
OS mesmos grupos de homotopia com base X onde X, e X, estao em
a (L9,

Isto leva ao diagrama:

i 3 ¥

* *
noo(A,x ) > moKx) > T (A% anlgAlxl)
B £, R o £
) ) i* '34* )
\ T, -> >
n,(Ax) m (Xrx ) 1 (X,A,x ) nn_l(g,xo)

A comuiatividade se verifica em cada quadrado do diagrama. Por-

tanto f, € um isomorfismo da sequéncia de homotopia'de (X A;xl) '

sobre a de (X,A,x ), pelo Lema dos Cinco ({10], padg. 88).

Assim, uma curva fechada f com ponto base x , em A in-
duzvum automorfismo f, da sequéncia de homotopia de (X,A,xo). Co
mo depende somente das classes de homotopia de f e como (a) se ve
rifica, éegué que as oberagSes f, representam Ty (a, X ) como um

grupo de automorflsmos da sequéncia de homﬁxplade(x A X ). Da mes

ma forna, H (X x ) € um grupo de automorfismos de Hn(X,xo).



CAPITULO II

TEORIA DE FIBRADOS

2.1. DEFINICAO

Consideremos dois espacos topoldgicos B e X e um grupo
tapolégico de transformacgoes G (Ver 0.2).

Unm fibrado B8 & uma terna {B,p,X} onde a aplicacido
p: B-» X & uma aplicagao continua, denominada projec¢do, juntamente

com uma colegao de homeomorfismos

¢j: Vj X Y > p“l (Vj), para VjC: X, onde {Vj}é uma fami

lia de conjuntos abertos cobrindo X, indexados pelo conjunto J,que

satisfaz as seguintes condigoes:

(1) Para qualgquer j em J, p“¢j(x,y)
Y, } :
-1

(2) Se a aplicacao ¢j < Y > p 7 (x) & dada por
. - 4

X, para todo x em Vﬁ ey em

¢J,X(y) = ¢J (X,y‘)

entdao o ho_meomorfismo,qgl Y-+Y, para cada i,j em J e cada x

Coh, :
(X0 Ti,x
em Vir} Vj, coincide com a operacgao de um elemento g de G,

-

(3) A aplicagao continua gji: Vi(\‘vj + G, para cada i, j em J, &

~ unicamente determinada por

1 04

gji(x) = ¢j,x ix°

(Se existisse ggi em G tal que gﬁiy = gjiy para todo y em Y, entao
' = . - .
gji gji' pois G e efetiveo (0.2).

Nas condigOes da definigao 2.1, chamaremos B de um espa

co fibrado, ou espaco total, X de espaco base, Y de fibra , G de

grupo do fibrado, V5 de vizinhancas coordenadas, ¢j de funcgoes co-

ordenadag e gji de transformacoes coordenadas. O conjunto YX,-de%

finido por Y, = p-l(x), é chamado fibra sobre o ponto x de X.

Se x estd em X entao cada fibra YX é homeomorfa a fi -

bra Y.

‘Segue da definicao das transforma¢oes coordenadas  que.
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;X F.%X T3.x Tix

.= gy — e
, X Ti,x ki (%) _

Fazendo k= j=i, gii(x) gij(x) = gii(x) e entao

(b) gii(x) = id para

GP

Fazendo i=k, gkj(x) gjk

’ I | . _—
(c) gjk(x) = gkj(X)’ para x er erﬁ \Y

2.2. DEFINICAO

Uma seg¢ao de um fibrado

X emV,.
1
(3) = 9, ()= 145 ¢ entdo

=

& uma aplicagao £: X+ B tal que

p f(x) = x para cada x em X.

EXEMPLO l: Fibrado produto

Seja B= X x Y o espago produto, e seja p: B+ X a proje

' ¢8o dada por p (x,y) = x. Tomando'vj: X e ¢j='identidade, te

mos p@i(x,y) = p(x,y)= x, e as secOes de B sao os graficos das

aplicacdes de X em Y. -As fibras

grupo G do fibrado consite sd do

EXEMPLO 2: Fita de M8bius

Seja o espago base X um

reta (0,1), por identificagao de

sao todas homeomorfas, e o

elemento identidade.

circulo obtido do segmento de

seus extremos 0 e 1.

0=1
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Seja a fibra Y um segmento de reta. O espaco total B
€ obtido do wmroduto (0,1) x Y, identificando os extremos com

uma torsao, conforme a figura abaixo.

0 x 1

A projegcac (0,1) x Y- (0,1). induz a projecdo p: B+ X. Qualquer
curva cujos pontos extremos se ideptificam & uma secao. Existem
dois homeomorfismos de YX em Y, e, © 9., que diferem por uma
aplicacac g: Y+ Yobtida pela reflexdo com relagido ao seu ponto
médio. Mais especificamente,

9" g0,

Assim, G ={ e,g} @ um grupo ciclico de ordem 2 gerado por g.

Sejam Vl e V2 arcos abertos que cobrem X.



Entdo Vlr\ V, & a unido de dois arcos abertos
disjuntos U e W.

O~
'_J
N
N
’—‘\-4"
e
=

Definimos as fungdes coordenadas

¢j: Vyx Yoo p“ltvj), para j= 1,2, por
6y (x,y) = (x,y) e

(x,v¥), x em {O,L/Z)

?Z.(X'y) T lx$), x en (1/2,1].

sendo y obtido pela reflex3o de y com relagao ao ponto mé&dio do
segmento Y.
' As transformagdes coordenadas gji: Vi(W Vj + G, para '

j= 1,2, sao definidas por:

. ) e, x emU
glz(x) =lg, x em W, e

-1

€1 9y T 935

9117 9227

'EXEMPLO 3. Garrafa de Klein

A construgao anterior & modificada trocando a fibra por

-«
um circulo.
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Os extremos do cilindro [0,1] x Y s3o identificados refletindo no
diametro d e. O grupo G & o grupo ciclico de ordem 2 gerado por

" esta rxeflexao.

EXEMPLO 4. Toro retorcido

0 toro retorcido se constr®i da mesma forma gue no Ex.3 ,
mudapdo a reflex3o do difmetro d e pela reflexzo no centro do
circulo, ou seja, a.rotacao através de 180°. O grupo G é ciélico
~de ordem 2. Esse fibrado € homeomorfo ao espago produto X xY.
Mais adiante veremos gue, embora nao seja um fibrado produto, é

‘equivalente ao fibrado produto no grupo total de rotagoes de Y.

2.3. DEFINICAO

Sejam B e B' dois fibrados tendo a mesma fibra e o mesmo

grupo. Definimos uma aplicacdo de B em B' por uma aplicag¢ao con-

tinua h: B+B' com as seguintes propriedades:

(l) h leva cada fibra Y de B homeomorflcamente na fibra Y , de '

“B' 1ndu21ndo assim uma apllcagao continua h : X~ X' tal que !

p'oh = h op, ou seja, o diagrama abaixo & comutativo.

: h :
| 2 > B
: p + ,p' \l,
h ;
X - X



.. tdo h tem uma inversa continua .h'%? B> B e
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(2) Se x estd em'\},Jf%}f-l—h‘L (Vi) e h : Y >Y , &a aplicagao indu
zida por-h, (x'=h (xf), entao a aplicagao
) N o : - ' ]
gkj(x) qk,x' hx ¢j;x Py hx ¢j,x

de Y em Y coincide com a operacao de um elementode G.

-1

(3) A apiicacgio ékj: Vj(\ h (Vg)> G assim obtida & continua.

As fungoes I sao chamadas transformagdes de mapeamen

Segue de (3) de 2.1 e de t2)- de-2.3 que

(4) ékj(x) g.. (x) = Eki(x), para x em’vi(\ ijw n -1

Jji Vi)

S(x') 5 =3 o AN EL iy,
Gy (X1) I 5 {(x) 9 5 (x) r para x em an__h__ | ,(V.kn,vl,)_

2.4. PROPOSICAO

Sejam B e B' dois fibrados tendo a mesma fibra Y e o)
mesmo grupo G, e seja h: X+ X'. Seja ékj: Vj(\ L (Vé)~*G’ i
_‘canjunto de aplicagoes satisfazendec €4). Entao existe uma Gni-
ca aplicacdo h: B » B' que induz h e que tem {gjk} como suas

transformacoes de mapeamento ((9}).

2.5. PROPOSICAO

Sejam B e PB' fibrados tendo a mesma fibra e o mesmo
grupa,; e seja h: B » B' uma aplicagido tal que a aplicagao indu-
R -1. x'» x. En-
h‘.—l

zida h : X X' & 1-1 e tem inversa continua

& uma aplicacgao

de ' em B (£9)). L

2.6, DEFINICAQ

"Dois fibrados BeB' que tem os mesmos espagos basg, fi
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brm e grupe sao ditos equivalentes se existe uma aplicagao de B

e B"que induz a apliicagao identidade do espago base comum. Es-
- #a € uma relagao de: equivaléncia sendo que a simetria segue  de
2.5. ' '

Dois fibrados B e B' sao ditos estritamente equivalen-

tes se tém os mesmos espago total, espago base, projegao, fibra =
e grupo e suas fuangoOes coordenadas {¢j} ,{¢£} satisfazem as con-
digOes que ' '

P = v 7%
gkj-(X) ¢k,x ¢j,x ; X e'vjfTVk

coincidem com a aperagao de um =2lemento. de.G, e a aplicagao

g, .t B !
e vjﬁvk > G
assim obtida & continua. _
Podemos ver facilmente gue flbrados estrltamente equlva'

lentes :ao equlvalentes.

' 2.7. PROPOSICAD

_ " Sejam B eB' fibrados que tém os mesmos espago base, fi-
bra e grupo. Entao B e B' sao eguivalentes se e somente se exig

tem aplicagoes continuas

| §kj:vjﬂ v]'{+_G,j Me_m_Jg,kemJ'
tais que
3., (%) = g . | ‘ . Na kA
gki(x) E (x) gji(x), para X em Vl(W Vj ,Yk
’ a = v . e m ' .
e glj(X) = g 1% (¥) gkj(x), para X em ijf\ v v
.»:“., [ vaA:‘ — - S — e e e

_ Supdnh&mos que B e B' sao fibrados equivalentes e que
H: B + B'é uma aplicacao de fibrados. Seja a aplicagao ij, de-
finida em 2.3, pox ’

-1

Ekj(x) = ;x' hx ¢j,x’ para x em Vj(\ h_A (V).
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Como B e B' sao equivalentes, a aplicagdo induzida h & a identi

dade e entdo x= x'. Logo §kj(x) =

Vj(\ Vi. Segue de (4) de 2.3., que

peamento satisfazem

h . ara X !
3 Y4 ¢j,x’ p em

r
ssas transformagoes de ma--

o

¢ }:
e

]
Qi
P~
'..J.
z
o
o
H B
Q
»
o
3
<
}.l-
i
<
-
<
w -
0]

ékj (x) 951 (x)

' o Y ' :
glk(X) gkj(X), glj(x), para X enlvj(j‘vk,f\vi.

Suponhamos agora que sao ‘dadas as aplicagSés g :'Vj(w V! -~ G,

iy k

j emJ, k em J' tais que

gki(*)é gkj(x) g..{(x) , x em Vi(\ Vj(W‘V' e

ji k

P — [ o~ . 76 .

qu(%)‘ 91k (x) gkj(x),.x!en vj{\ kaﬂ vl
No caso em que h = id, essas relagdes implicam as relagdes (4)
de 2.3. Entao, por 2.4, existe uma Unica aplicagdo h: B > B',in

duzindo h que € a identidade. Portanto BeB' sdo fibrados equi-

valentes.

2.8. PROPOSICAO

Sejam B e B' dois fibrados, com os mesmos espago base ,
fibra, grupo € vizinhangas coordenadas. Sejam dg. suas '

1 4
- Ji' gjll
transformagoes coordenadas. Entao B e B' sdo equivalentes se
e somente se existem aplicagoes continuas Aj: Vj+ G, j em J,tais

1 M = 1 7 - '
due gji(x) Aj(x) »gji(x) Ay (x), para x em Vif\ Vj'

PIOVA

Se B e B' sao equivalentes, entdo por 2.7, existem

s V.MV
ng J

Kk +G tais que

o

(1) §ki(x) = §kj(x) gji(x), X em\ﬁi{\ Vj(\ Vk’ e

§2)-§lj(X)_= gik(x) akj(x), X em Vj(j\ﬁ{(\\fl.
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. . ) =1 s = g 7 t
Fazendo em.(i) k=i, temos gii(x) gij(x) gji(x), para ¥ em
ViP\Vj,emum

-1 _ ;o\ .
qii(X) (gji (x)) = = 9j 5 {x), ou seja,

1

(F 5607 = gy 00 (36007

Lo

«--Fazenda em (2) k=i e 1=j, temos

- o - _
gjj‘x) gji (x) qij(x), pid em'vif\ Vj’ Entao

- - =1 , , .
gjj(x)(gij(x)) = gji(x) e assim

- . : — __l _ .
gjj(X) g'ji(x) (gii(X)) = g ji(X)-

Definindo Aj = (53.3.)'1 seque que D

AL (x} g..

- 1
j Jl(x) Ay () gji(x), para, X em Vif\ Vj'

Suponhamos agora que as aplicacgoes satisfazem4
t = —-'l < '.
gji(x) Aj (x) gji(x) A (%), para x enlvif\vj
. - - Ly ,
 Definimos: gy (%) = W "T(x) gy ix), x em‘vj/“\vk.

Fazendo j=i, Qki(x) = Akf¥(x) gki(x)' X enlvif\ Vk' e de (a) de

2.1, temos

éki(x) = A;}‘(g) gkj(x) gji(X)f para x em Vif\ Vj(\ v, e

entdo (1) §ki(x) = Ekj(x) gji(x), para x em V. N VjIW V-

. Fazendo agora k=1 na funcao definida acima .

§lj(x) = X*l(X) glj(X)' X em Vl{\_vj’ Entio

q A = ATt A
glj(x) _j(x) 1. (%) glj(x) j(x),

*-sx‘.}‘j-i(x‘) A, (x)

5 gij(x) = gik(x) gij(x), X em
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V{ﬂ Vk m V»l

(Entdo (2) gy (0 = g'yy (x) g'y L (x) Ay T(x) = gy, (x) N (x)

Logo, as aplicacgoes Ekj’ definidas éélma satlsfazem (1) e (2) e

por 2.7 segue que B eB' saa equivalentes.

2.9. PROPOSICAO

Sejam B e B' fibrados tendo a mesma fibra e mesmo gru- -
po, e seja h: B » B' uma aplicacdo de fibrados. A cada sec¢ao

f': X'» B' existe em correspondéncia uma Gnica segdo f: X-+B tal

que

hf(x) = £'h(x), para x em X.

A secao f & dita ser induzida por h e f'.

PROVA

i ' = |h a Y : Y >~ Y

Seja x h(x). Como f(x) esta em x'e hx. x T T
& uma aplicacgao 1-1, segue que f(x) = h;l f'(x'), ou seja .o
' hxf(x)‘= f'h(x). Isto define f, e & {inica. Para provar gque f

& contimua, basta mostrar que & continua sobre qualquer conjunto

da forma Vj(\ E‘%vi); pois esses conjuntos s3o abertos e cobrem

-X. Como pf(x) = x € continua, resta mostrar que pjf(x) & conti-.
nua, onde p]: P (V ) » Y& definida por Py (b) —¢*L (), para '

x= p(b). A apllcagao gk (x) definida anterlormente e contlnua e

ainda

- o AN _ |’."l B :I - ; "..i . '.‘
95 (x) ﬂpjf(g)]— ¢k'x. hxcbj'x 5 (x) ¢k s hx¢3,x¢3, f(x)

CEY (R ) = p, £' (h(x)).

op e B E ) = 0L E ) = ¢k

k, kr

Portanto pj f(x) =( akj(x) ]_lpifﬂﬁ(x)) & continua.
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2.10. TEDFEMA DA EXISTENCIA

Se G & um.grupo topolégico de transformagées de Y e gij
~ sdo as transformagdes coordenadas no espago X, entdo existe  um
fibrmado B com espago base X, fibra ¥, grupo G e as transforma -
¢coes coordenadas 955 Quaisquer doistais'fibrados sao equivalen

tes.

PEOVA .

Vamos considerar o conjunto dos Iindices J para o reco -
brimento {V_.} como um espago topoldgico com a topologia discreta.
wt . R

Bedja s
T = {(x,y,j) e -XXYXJ; X € Vj}.

Euntdo T & um espago topoldgicc e & a unido dos subconjuntos a-
bertos disjuntos Vj x ¥ x j. Definimos uma relagao de quivalég
cia: » .

(x,v,3) ~ x',v', k1 se x = x' , gkj(X)' y =y

tilizando a definicdo de 944+ Vvamos mostrar que essa relagao. &

".de equivaléncia.

Propriedade Reflexiva:

(x,v,3) ~ (x,¥,3) pois x=x e 955(x) .y = y.

Propriedade simétrica:

Seja (X,y,jl ~ (X',Y',k)w Entao
x=x' e ‘g, (x).y = .y', , que implica que
S § . . -
,'\Y g.kj (x).y I3k (x).y"
Portanto (x*%,y',k) '~ (x,¥,3)-

Propriedade Transitiva:

Supor (x,y,3) ~ (x',y', k) e (x',y',k) -~ (x”,y",l).
- PR | = ! ) "= ",
Entao: x=x*=x" e gkj(x).y y' e glk(x).y y
Mas (& = (x).y' ' g, . (x").y= y"
Ma»lgik(x).gkjdx).y glk(X) y' e portanto glj(x ). .y=y
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Logo {x,y,3J) ~ (x",y", 1).
Seja & o conjunto das classes de equivaléncia dessa re-
~lagao em T. Seja uma aplicagdo q:T= B, onde

(X,5%3) > {(x,y,3)}-

Um conjunto Ui em B & aberto se q_l(U) & um conjunto aberto de T.
Entao B & um espago topoldgico e g & continua. ,
Seja p: B~»X uma aplicagdo definida por p ( {(x,y,3)})= x. Pe

la definigao da relagao de equivaléncia acima, p & unicamente de

finida. Se W & um conjunto aberto de X, entdo (Pq)—l(w)=§ 'f--'

=vq—l(p-l(W)) e a intérsegéo de T com o conjunto aberto Wx¥xJ, e

poztanto, um conjunto aberto de T. Entdo, por definicdo, p (W)
& um conjunto aberto de B; assim p & continua.

Seja a fungao coordenada definida por

¢j€x,y) = q(x,y,3), para x em.Vj e y em Y.
‘Como q € comtinua, ¢j.também o é. : L
Temos que pg(X,y,j) =p ({(x,v¥,3)}) = x e entdo p¢j(x,y) = x, as

. o
sim ¢.:V. x Y>> p (V.).
sam gy x ¥ > p vy, . .
A aplicagéo ﬂjé continmael-1, pois se (x,y,]j) ~ (x',y',3)

ertdo x=x' e g..(xX). y = y' e assim y=y'.

JJ
Vamos mostrar que ¢§i & continua, ou seja, mostrar que
see W & aberto em Vj x Y entdo ¢j(W) & aberto em B, i. &, !

qﬂ1”¢j(w) & aberto em T. Come os conjuntos, Vi x ¥ x k sao a-

bertos e cobrem T, & suficiente provar que q—l ¢jKW) intercepta
Vi, X ¥ x k em um conjunto aberto. Essa intersegao estd contida
em (V.M Vk} x Y x k que & em si aberto em T. A fungdo q res -
L}

trita a (ij\Vk) x ¥ x k pode ser_faforada em uma Composigao

02X o
5

L ]

V. xY ?j, B, onde x(x,y,k)=

: _ ij(\ V%_) x Y x k 3

=}(xy’gjk(x)..y). | |
Ent®» r & continua, e assim r—l(W) & um conjunto aber -
to..: '

Seja. @gora a aplicacgao ¢.f $. de ¥ em Y para X em
_ » j'x i,x v
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SviN W, . se gt = o1

ﬁfx @ilx(y), segue que ¢j(x,y) = ¢i(x,y3,
ou sgja,q (x,y".3) = q &Xuy,i), ou {(x,v', N} = {(x,y,1)}, ou
(k,x",j) ~ (x;y,i) e p@nténto”y' = gji(x).y. Assim, para cada
y e Y, ' . ) - |
| 67 f iy ) = gy Gy

Entdo as aplicacdes 931 sao as transformagdes coordenadas do fi-
brado construido. |
) Se¢ em 2.8 escolhemos as aplicagoes A como sendo -constan
tes e iguais a identidade em G, entdao gquaisquer dois fibrados '
tendo as mesmas transformagées coordenadas sao equivalentes. Por
tanto, o fibrado construido em 2.10., & Gnico a menos de uma
eguivaléncia. ‘ '
Podenos reduzir o problema declassificacdo de fibrados ~‘para
o de classificagdo de transformagoes coordenadas, através do se-

guinte resultado.

2.11. PROPOSICAO

A operacgdo que faz correspahder.a cada fibrado com espa
go Bgse X, fibra Y e grupo G as suas transformacgoes éoordenadas,
estabelece uma correspondéncia 1l-1 entre as classes de equiva -
léncia de fibrados e as classes de equivaléncia das transforma -
¢oes coordenadas ([¢)).

| Nos exemplos 2,3.e 4, o espago base X & o circulo, o
" grupo G & o grupo ciclico de ordem 2 e as transformagoes coorde-

nadas 945 sao

L LT 2, x em U
912(%¥) =g, x em W,

< - _-1 o L
-Egilf-g22='e” 9517972 conforme foi visto. Permitindo o grupo G

atiar em virias fibras, obtemosdo teorema 2.10., fibradds corres

pondentes. .

2.1, DEFINICEO

‘Um fibrado & chamado fibrado produto se existe uma vizi-
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nhanca. coordenada V=X e o0 grupo G consiste s6 do elemento identi-
dade. '

2.13. PROPOSICAO

Se © grupo de um fibrado consiste sO0 do elemento identi-

dade, entio o fibrado & edqu i valente ao fibrado produto.

PROVA :

Seia B um fibrado com espacgo. base X, fibra Y e cujo gru-
po consiste s6 do elemento identidade, e seja B' o fibrado produ-
to definido acima. Sejam h uma aplicagao de 8 em 8' e a aplicagio
akj’ definidas em 2.3. Considerando h = id, gkj satisfaz as rela

¢coes seguintes: - L

gkj(x) gji(x) = gy, (x) para x em Vif\ VjIW Vi

glk(x) gkj(x) = glj(x), para x em ij\ Vﬁ f\Vi.

‘(Isto segue de (4) da definigdo 2.3).
i Se fazemos éka e, de 2.7 segue que B e B'sdo equivalen

tes.

2.14. DEFINICAO

Seja H um subgrupo fechado do grupo topoldogico G. Se B
& um fibrado com grupo H entao as mesmas vizinhangas coordenadas,
e as mesmas transformagoes coordenadas, alteradas somente ao con-
]

siderar seus valores pertencentes a G, definem um novo fibrado,

chamado G -~ imagem de B.
Se dois H - fibrados sdo equivalentesy entao suas G-ima-

gens sao equivalentes.

2.35, DEF INICAO

Sejmm % e K dois subgrupos fechados de G, e sejam B e B'
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fibrnados tenda o mesmo espago base e os grupos H e K, respectiva

mente. Dizemos que B e B' sao equivalentes, (ou G-ecquivalen -

__tes), denotamdo por B ~ B', se as G-imagens de B e B' sao equi- __

vaYentes.

e i e e e e e e e =

-

Se. K € um subgrupo de G contendo sb6 o elemento 1dent1da'

de, entao R'é equivalente ao fibrado do produto e dizemos que o

H~fibrado £ & G-equivalente ao fibrado produto.

2.16. TEOREMA DA EQUIVALENCIA

Seja.B um fibrado com grupo H e transformagoes coordena
das {gji} . Seja H um subgrupo de G. Entao B & G-equivalente '

ao fibrado produto se e somente se existem aplicagoes

A, V. » G tais que
] J -

qjilx) = Aj(x) A-i(x), para X em Vif\ Vj'

- PROVA::

~~ "Seja B' o fibrado com as mesmas vizinhangas coordenadas
que B e com grupo que consiste s8 do elemento identidade. Entao
gﬁi =.;. Por 2.8, B.e B' sao G-equlvalentes se e somente se
existem kj. Vj + G tais que g (x) = J (x) gJ (x) A (x), para

X em V N VJ . _Portanto, 1= A (x) gJ (x) A (x) e entao segue que

= - ' N .
gji(x) Aj(x)-ki (x), para x em Vi Vj

EXEMPLO 5:

Seja B o toro retorcido, definido anteriormente. Seja
H o grupo de B, H = (e,h), o grupo ciclico de ordem 2. Sejam Vl
e Vv, como definidos no ex. 2. Suponhamos as.iplicaQGes '_
Xﬁz Vj + H, j=1,2, tais que ng(X) = Al(x) Az(x) , para x em
VAIW V2 Como Vl e V2 sao conexos e H consiste de 2 elementos,
A, e X, dewem ser constantes. Fazemos

3 2

B »‘ e, x eV o
Ty &)= h, xe W. .
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Para . X em U, glz(x) = e=Al(x) A;l (x),-e paré X em W, glz(x)
sh= A, (x) 2% (x) # e
AT A Ay " e -

- Absurdo pois Al e A, devem ser constantes. Portanto, “esse

fibrado nao & H - equivalente do fibrado produto.

EXEMPLO 6:

Se considerarmos agoraG o grupo total de rotagoes do cir

culo Y, entdo :H = e, Ryggo } & um subgrupo de G. Seja
(x) { e, x g V
g X) =
2 Rigoe + * ¢ W
Definimos Al(W) = 31800’ Al(U) = e, e extendemos continuamen-
te sobre o resto de Vl para obter um arco em G unindo essas duas
rotagoes.  Definimos: XA, (V,)= e.

Assim temos, Aj: Vj - G, j=1,2 . Entao
e, x e U

: "'l = .
Aq (X)) AZH(x) Rigpor X € W, e portanto

(=Ll oy
glz(x) Al(x) A7 ().
Logo B € G~ equivalente ao fibrado produto. Assim o toro retorci
" do ndo & um fibrado prbduto, mas & ecuivalente ao fibrado produ-

to no grupo total de rotagoes..
2.17. DEFINICAO

Seja B um grupo topoldgico e seja G um subgrupo fechado'
de B. Entdao G & um ponto X de B/G. Uma secdo local de Gem B

€ uma fungdo f levando uma vizinhanga V de x_ ,continuamente so-

- bre B tal que pf(x) = x, para cada x em V.

A . Se B & um fibrado sobre B/G, tal aplicagao £ ex1ste.

2.18. TEOREMA DE ESTRUTURA DE FIBRADO

: $» © subgrupo fechado G de B admite umaAsegéo local' £,
se H & un sulbgrupo fechado de G, e p: B/H + B/G & a aplicagdo in
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duzida pela inclusiao das classes laterais, ent3o podemos atribuir:
uma estrutura de fibrado B/H relativo a p. A fibra db fibrado &
G/H e c grupo fibrado & G/HO agindo em G/H como translagoes a
esquerda (0.6), onde H & o maior subgrupo de H0 invariante- - em —
G. Qualquer duams segoes levam a fibrados estritamente- equivalen—._ .
tes. Finalmente, as translagaes a esquerda de_B/H por elementos

de B sao mapeawentos de fibrados de seu fibrado em si mesmo ({9)).
2.1%. COROLARIO

Fazendo H = e, temos:

Se & tem uma éegéo local em B; entao B & um fibrado. so-
bre B/G relativo a projegaoc p que associa a cada b a classe b.G.
A fibra de fibrado € G e o grupo & G atuando n a fibra por trans-
lagpes a esquerda.

O teorema da estruturaAde fibrado, 2.18, se aplica a
qualquer subgrupo fechado G de B. Os exemplos de grupostopoldgi-

cos que vamos considerar sdao grupos de Lie.

EXEMPLO 7:

Sejam On o grupo ortogonal real.de transformacoes no n
espago euclideano R". o, € um grup¢ transitivo (0.7) na (n-1) -

-l se x  estd em Sn—l, o subgrupo deixando X_

‘esﬁera unitaria S
fixo & 0 _;. Podemos fazer a identificagao

| s"™t =0 /01 (0.9).
Entao, utilizqndo_2.19, temos que On & fibrado sobre Sn_l ' com

fibra e grupo On—l'
EXEMPLO 8:

_ Um k - referencial vk em R* & um conjunto ordenado de k
?et@res linearmente independentes. Seja Vﬁ,k o conjunto de - to-
dos os k referenciais em Rn, seja Ln-o grupo linear completo, e
seja:Ln’k o subgrﬁpo de Ln que deixa fixo cada vetor de um refe-

-~ . 3 - [] ~ ‘ -
rercial v_. Entao podemos identificar Vh'k.~ Ln/Ln,k (0.9), on

de o espago guociente & uma variedade (0.3) com uma estrutura éng
litica. ' _ '
Chamamos_Vﬂ Kk de variedade de Stiefel dos k - referen-

, v

~ciais no n - espaco. Seja V_ . o subespago de V! dos k - refe -
: n,k nk

’
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renciais ortogonais. O grupo ortogonal On opera transitivamente

em V_ o f(0.7). se GH K € o subgrupo de o, deixando fixo um k-
v 4=
referncial ortogemal vgrdado,_gnpéo_pOQemos identificar:
vﬁ,k On/ Onmk’ o) > \Y
n n,k
Py P
On/on—k

v, Jk pode ser lnterpretado como o espago dos (k- 1) refe

s -1 :
renciais ortogonals tangentes em S , pois podemos transladar '

. k . .
qualguer vetor v ao longo de seu primeiro vetor para seu ponto
fina® em Sn_l, e obtemos um (k-1) - referencial de Vetores'tangeg
- ' n-1 : ' : :
tes a um ponto de S .

} Seja vg- um n - referencial fixo em Rn,ve seja vg os k
p;imeiros vetores de vg. Seja Oﬁ-k o subgrupo de On gue deixa vg
fixo. Entao On—k:j On~k—l; Assim obtemos uma cadeia de varieda- .-
des de Stiefel e projecoes

i +> V > . .
n n,n n,n-1 n,2z n,1

Cada érojegéo, ou qualquer composicao delas, & uma aplicagao de

fibrados. Por 2.18, a fibra de V ,n—k+l vh,n-k' ou sejé, de
o/ ¢ > O /70 € o espaco quociente O, / O = Sk-l'e o gru -
n/ “k-1 ’ S : x/ “k-1

PO do: fibrado & O (0.10).
Um fibrado em que a fibra & uma k - esfera e o grupo &

o] grupo ortogonal €& chamado fibrado k - esférico.
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#.20. DEFINICHEO

do flbrado principed seYﬂa G e G age em si proprio por transla -

¢Oes a esquerda (0.6).

. Todo filbrado tem associado a ele um fibrado principal '
no gqual so6 muda a fibra Y, que passa a ser o grupo G. A vanta -
gem de passar aa fibrado principal & que, em geral, sua estrutu-

‘ra & mais simples que a do fibrado original.

2.21. DEFINIGCAO

Seja B8 = {B,p,X} um fibrado com fibra¥ e o grupo G. O

fibrado principal associado f de B & o fibrado dado pela constru

cao do teorema 2.10 usando o mesmo espago base X, as mesmas vi-
zinhacas Vj’ a&s mesmas apllcagoes gJ e o mesmo grupo G que B
mas trocando Y por G e permitindo G operar em si mesmo por trans

lagoes & esquerda.

2.22. TEOREMA DA EQUIVALENCIA

) Dois fibrados tendo os mesmos espago base, fibra e gru-
' po sao equivalentes se e somente se seus fibrados principais as-

soctados sao equivalentes.

PROVA &

Como um fibrado e seu fibrado principal associado tem
as mesmas transformagdes coordenadas, esse resultado segue imedi

atamente de 2.7. _ . -

2.23. TEOREMA DA SECAO DE UM FIBRADO

Um flbrado prin01pal com grupo G e equlvalente emn G ao

flbnﬂﬁo produto se e somente se admite uma segao f.

" PROVA:

\

 Um fibradoe & = {B,p,X} com fibra Y e grupo G & chama =

Seja B um fibrado equivalente ao fibrado produto. Por

.
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2.16, existem aplicacoes Aj : Vj + G tais que

o gji(x)~ki(xﬁw= Aj(X)A, para x em V. N Vj'

Definimos f£;(x) = ¢, (%, A, (x)), para x em vy o Entéo.fi(x)" .é

continua. E

fi(x) = ¢i(x,>\i(x)) = ¢i,x . Ai(x) = q’j,x g-ji(x) . ?\i(x)=
= ¢, . AL(X) = 0. (o AL = f, , .Y v.. E
_ ¢j,X J(x). ¢] X, ](x)) fj(x) f em V. Vj n
tao, para x em Vi’ f(x) = fi(x) define uma secao continua.

2.24. COROLARIO

Um fibrado com grupo G & equivalente em G a um fibrado'
produto se e somente se o fibrado principal associado admite uma
secao f. )

Isto segue imediatamente de 2.22 e 2.23.
EXEMPLO 9:

Sejam a fita de M8bius, a garrafa de Klein e o toro_ré -
ftorcido, fibrados sobre o circulo que tem os mesmos grupos e
transformag5es_coordehadasfconforme ja visto nos exemplos 2,3 e 4.
“Portanto tém o mesmo fibrado principal 8. Temos que 8 & um circu

lo e p: B » X & um recobrimento duplo. $ ndo admite secdo.

EXEMPLO 10:

- Seja o espago real 1 - dimensional dos quaternions. !

q = x, + ix., + jx, + 1x,. A nultiplicagao usual satisfaz a condi

) 1 2 3 4
.¢ao de norma
' 2 2 .
‘lQerl = lq 1. lq'! ;, onde ]ql = 'Z"Xi . . - -
A 3 - esfera unitaria S3, ( |g} = 1), & un subgrupo. Se g estd

em S3, a transformagao do 4 - espag¢go, dada por q'*~ dg.q', preser-

: . 3 .
va a norma. Assim para cada g em S, associamos uma transforma -

cae: ortogonal f(g) em 04, f:'S3-+ 04 .
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Seja e em S3, 0 quartenion unitario e definimos p: O4 > 04/03= S3

por p(ok = o (e). «Como foi visto no ex. 7, a fibra e o grupo des

se fibrado e O3

p £ (g) = q, portsito £ & uma segdo. Logo, pelo teorema da  se-

cao & um fibrade, 2.23, ' “04"é"ﬁﬁ“fibrédB“pfsaEEB_ " sobre
3
S -

2.25. DEFINICAO

e poritanto & um fibrado principal. Obviamente |,

Seja 8 = { B,p,X,Y,G} um fibrado e § = {B,p,X,G,G} .seu

fibrado principal associado. Seja o fibrado produto
Exy={BxY, q,B,¥,G}, g (b,y) =B, tratado como um

fibrado ccm grupo G. Definimos a aplicagd@o principal

p: Ex Y =+ B por P(b,y) = ¢i(x,§i(5) V),

x= p(B) em V., que define portanto um conjunto de fungSes.{Pi}.
Para x em V, (v V., . '
i "3

Pi(B,y) = ¢, 00,By By = ¢y L (py(B) . y) =

= 4. (g

3,% ji(x)..ﬁi(ﬁ) Y = ¢ (pj.(ﬁ).y) =

)X

= ¢ij,pj(5). y) = Pj(E,y).

Assim P, = P, em ﬁ-l (Vi(\‘Vj) X Y eP & Gnica. Por definigao, .

cada P, € continua, portanto P tambéno é.
Temas que:
. pP (B,y) = ¢i(x,§i(5). y) = x =pd =pqg (b,y),
e portanto o diagrama
P

B x v -+ B

g v p

+ o

X & comutativo,
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Isto sigwifica gue P leva fibras em fibras e induz a
apliizagao p dos espagos base.

2.26. PROPOSICAO
Se # & um fibrado principal associado de B8, entdo a -

aplicagao P : B x ¥ + B & uma aplicagdo de fibrados e P

induz a projegao p : B + X dJdos espagos base.

PROVA

Seja ® x Y um fibrado com vizinhancas coordenadas '

vi = B e fumgdes coordenadas ¢3 = identidade.
Se x = p(B) em V,, temos da definigdo de aij gue
g..(B) .y = 6% Pr ¢! ~{y) =
ij : S 'i,x b 74.,b

s ‘-Wl ' - passecd ; .-1 cF L=

= 95,x Pp 5 Bew =9 P By

=71 6. (x, B, (B) y ) = Y (p.(B) . y) =

- 93,x P1V%r Py - i, x %i,x'Pi .

“\~= pi.(B)u y.

Mas pi(B) estd em G e & continua em b. Portanto

aij : p;i (Vi) + G & uma aplicagao continua ‘e P & uma aplica -

¢80 de fibrados.

2.27. DEFINIgﬁo

Uma aplicagao g:Y = Y & chamada aplicacdo admissivel
se p, o £E: Y > Y, (x em V) estd em G.
Se x est3d em Vif\ Vj; entao
- -1 | -1
p. £= ¢. g =g.,{x .
| Py 87 0y x 951 1% 04 4 Py
em ©. Assim, a admissibilidade independe da vizinhanga coordena

da.

=95 p, ¢ estd também

O esmygo B do fibrado principal.pode ser interpretadd '

como o conjuriteo de todas as aplicacgles admissiveis da fibra ¥

{
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no espago fibrado B.
Para gualquer b em B, onde x = p(B), definimos B: Y Y
por B(y) = P (B,y).
‘Entao, p; b (yr-=-p;P-(b,y) = p, ¢i(x,§i(5).y) = S —

pl d)i,x (ﬁl (B) . y’);—_—_—' - i

-1 -

= 01 % by x (B B) . ¥) = B, (B). v,

gque estd em G. Assim b & uma aplicagdo admissivel. Se x = p(b),
entao b= ﬁni (x). Seja G, = ﬁnl(x). “Como 51 aplica G, homeomor -
ficamente em G, segue que elementos<ﬁ£tiduﬁda»Gx dao aplicagaes
admissiveis distintas de Y em Y, - o

Seja &: Y » Y _ uma aplicacao admissivel.

Seja-b = ¢i(x,pi§), se x esta em Vi' Entao b estd em G, e
b(y) = p(b,y) = ¢i(x,pi(5) . y) = —q)i(x,piB(y) =

= ¢y (x, 0, (x,pi8 ) ¥) = ¢, (x,p8 (¥) =& (¥).
Assim G € o conjunto de todas as aplicacdes admissiveis de Y

em Y_.
X
2.28. DEFINIGAO

, Sejam B8 e 8' fibrados, tendo a mesma fibra e grupo e
seja h uma aplicacao de B em B'. As transformagbes de mapeamen
to {§hj} de h sao como definidas em 2.3. Seja 8 e B' os fibrados
principais associados. Segue de 2.4 que existe uma tnica aplica-
. gao -' |
h: € -+ §' tendo as transformacdes de mapeamento '
{ékj} . Esta aplicacdo h & chamada aplicagao associada dos fibra
dos principais.

i

2.29. PROPOSICAQD

Se h & uma aplicacdo de 8 em B' e A & a aplicagdo asso-

4

ciada de B em B', entdo

(R (B), y) =h?P (B,y), PemBe yemyY, onde P e P’



. pretagac de b como uma aplicagdo admissivel de Y em Y . Entdo !

fibrado principal (ver 0.,10).
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sao as aplicag¢des principais.

0 contelido intuitivo dessa proposicdo & baseado na inter

hXE, ande hX: Yo Yo & uma aplicacdo de Y em Y Lﬁg_féwpor;an;‘
to um elemento h{b) em G,. Essa funcao definida de B em B' & a

aplicagao associada e & uma aplicacdo de fibrados.

2.30. FROPOSICAO

+ Se B.é um grupo topoldgico, G um subgrupo fechado que
tem uma secao local, e H um subgrupo fechado de G, entdo o fibra-
do BAH +B/G tem como seu fibrado principal, o fibrado B/HO + B/G,

onde HO € o maior subgrupo de H invariante em G.

PROVA

Por 2.18, o segundo fibrado tem fibra e grupo G/H ; por-

.tanto é pr1nc1pal

Vamos aplicar esse resultado a espagos quociente de gru-
pos ortogonais, mais especificamente, ds variedades de Stiefel :

Se j>»k, o fibrado V_ . ~» V tem O > V como seu
n'j n'k n n,k

2.31. DEFINICAO
Dois fibrados que tem o mesmo espaco base X e o mesmo

grupo G sdo associados se seus fibrados principais associados sao

equivalentes.

Um flbrado e seu fibrado principal assoc1ado sao equlva-

lentes,

Se dois fibrados sdo equivalentes, sao tamb&m associados
(segue de 2.22), ) ,
Se dois fibrados . a55001ados tem a mesma flbra, e a mesma
agao»d@ grupo na fibra, entao - sao equivalentes.
‘ A relag®s de ser assoc1ado & reflexiva, simétrica e tran

sitiva.. |
Se B ={B,p,X,Y,G} e G & também um grupo topoldgico de
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transformagoes de um espago ¥Y' entdao 2.10 fornece um novo fibra
do B' = {B',p"',%,Y' .G} tendo as mesmas transformagoes coordenadas
.que B. Portante B e B' tém o mesmo fibrado principal. Isto es-

tabelece a existdncia de um fibrado tendo qualquer fibra (em que

G opera).

. Existe um grande nimero de fibradosjassociados com um fi
brado B dado. Precisa-se somente escolher um espago Y' e um iso
morfismo continuo de G em um grupo de homeomorfismos de Y'.

Utilizando fibrés Y' da forma G/H, onde H & um subgrupo
de &, e onde G opera efetivamente em G/H, obtemos um fibrado asso
ciado. As variedades de Stiefel v, sao todas fibrados sobre '

n--l - k) . ,k n—l
S e tem o fiibrado principal comum Or.sobre ST,

2.32. DEFINICAO

Seja 8=1{ B,p,X,¥,G} e seja A um subespago fechado de X,
e H um subgrupo fechado de G. Se para todo i,j em J e X em !
Vi§\ ij\ A, a}transformagéo coordenada gji(x) & um elemento de-
H, entao a porgao do fibrado sobre A pode ser vista como um fibra
do com grupo H. Deve-se restringir aé vizinhangas e fungoes coor

denadas ao conjﬁntoZL.Neste caso dizemos que B & um (G,H) - fibra

do relativo sobre o espago base (X,A).

) As nogoes de equivaléncia estrita, de mapeamento e de e-
quivaléncia sao definidas para fibrados relativos, da mesma forma
qgue para fibrados absolutos, com a excessio gue reduzindo para A,

O grupo se restringe para H.

2.3%. DEFINICAO

' Seja B um (G,H) - fibrado sobre (X,A), e seja B"o_fibrg
do- associado sobre X tendo fibra G/H e grupo G agindo como trans-
lagdes a esquerda. O grupo de B' & G/HO onde Ho_é o maior subgru
porde H invariante em G. Seja e, @ classe lateral H tratada -como
umi elemento de G/H. Definimos uma segao sobre A do fibrado B’
por: £ (x) =‘¢5 (x,e ), x em VjF]A. Se x estd em Vi(\'vjf\ A,en

(x) . e, = ¢i(x,gij(x)-eo) =4

py ¥ o ' = '
tao ¢'j(x,eou ,¢j'x(eo) ¢i,x gij

= @i(x,eo), pmis.gij(x) estad em H., Assim fo define uma unica
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.

fungam continua sobre A, e & chamada secdo candnica do (G,H)-fi-

brada.

2.34. DEFINICAO

Seja 8' um fibrado com espago base X', fibra Y e grupo'
G, e seja n: X »X' uma aplicacdo continua. Definimos o fibrado'
irduzido n—kﬁ' com espago base X, fibra Y e grupo G como segue.
As vizinhangas coordenadas V. sao as imagens'invérsas das de
B*, ou seija, Vj = n_lV3; as transformagéeé coordenadas sao dadas
por

i - ' . ! : .
gji(X) = gji(n(x)), para x emAVifW Vj .

A aplicacdo induzida h: n_lB+B' & definida por

h(b) = ¢} ( n p(b), py(b)), para p(b) em V..

Existe uma outra definicgao de fibrado induzido, que da-
mos a seguir: Sejam B',X, n como acima. Sejam as projegaes na-
turais do espago produto X x B', p: X x B' » X e h: X x B' » B'.
‘Seja B = {i{x,b') ¢ Xx B' ; n (x) =p' (b')} , ou seja, o diagra

ma

h B!
p ¥ ip'
: n X! €& comutativo.

Definimos V5 = n'l (Va) e colocamos ¢j(x,y) = (x, ¢3 ( n(x), y))-
Entdo p ¢5(x,¥) = p(x, ¢ (n(x), y)=x .
Colocamos pj(x,b') = pﬁ (b') gquando n (x) = p'(b') esta em Vj' En
tao '

_ P ¢(le) P(X,¢(n(X),y))“p ¢(n(x),y)—Y,
1@ ¢j aplica VJ x Y homeomorflcamente em.p (V )(\ B . Ainda temos

9ji(x)-y = ¢5%X ¢ilx(y) =Py ¢ (x,y)=
= py(x, ¢J(n(x),y) = p} ¢i( 06, v) =

[ Lol rl

= 05 i, oY =950 (L)
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Portanto, mostramos gue ¢j definida acima, fornece uma estrutura
de fibrado e que as transformagoes coordenadas desse fibrado coin

cidem com as do fikhrado induzido, definido anteriormente.

2.35. TEOREMA DA EQUIVALENCIA

~Sejam 8 e 8' dois fibrados tendo as mesmas fibras e gru
po. Seja h: B + B' uma aplicagao de fibrados e séja n: X+X'  a
aplicagao induzida dos espagos base. Entao o fibrado induzido !

B =‘n'l B' & equivalente a B e existe uma equivaléncia hO: BB

tal que h & a_@j@nsrjkideho e a aplicacdo h: § -~ B'.

PROVA:

Usando a segunda definigdo do fibrado induzido 8, defi-

nimos

ho: B'» X x B' por heib3‘= (p(b), h(b)).
Segue que (B ho)(b) = h(b).
 h - A
B X x B' » B
Resta provar que ho di uma aplicacio de fibrados de B em B. Da de

finicao de aplicacgao de fibrados n temos que:

np(ﬁf‘= p' h(b). Ainda,

P ho(b)'= p(p() , kib)} = p), aséim h aplica a fi-
bra sobre x em B na fibra sobre x em B. As fungdes aji para  h
sao: ' ' ' |

‘ gkj(x). y.= P ho¢ij,y}-=_pk(p¢j(x,y) ' h¢ij,y)) =
| =B x/h 9 0,y)) =By hoog(x,y)).
Logo, as funcgdes akj para ho sdo as mesmas que para h. Portanto,

h@%é uma aplicacao de fibrados.



. Entdo f pode ser extendida a uma secgdo sobre todo X. (Tomando
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2.3, Damos a seguir algumas propriedades importantes de
¥ibrados imduzidos.
1. Se Bi e Bé sao fibrados equivalentes sobre X', e

n: X+X', entao os fibrados induzidos s3o equivalentes.

2. Se ﬁi e Bé sdo fibrados associados sobre X', e

n : X+X*, entdao os fibrados induzidos sao associados.

3. Se B' & um fibrado principal entdo qualquer fibrado '

induzido n 18" também & principal.

4. Se B & um fibrado sobre X e n: X->X & a aplicacdo’
identidade, ent3o a aplicagdo induzida den-l$ em B & uma equiva -

léncia.

5. Se B'@ um fibrado sobre X' e n: X-+ X' & uma constante
i. &, n(X) & um ponto de X', entao n—l B' & equivalente ao fibra

do produto.

6. Se n: X -+ X, W: X'+ X", e B" & um fibrado sobre X",

(ﬁdn)fﬁ B" - & équivalente a { ﬁ”%n‘;l)_ﬁ".

2.37. TEOREMA DA EXISTENCIA

Seja % um espago normal com a propriedade que cada cober
tura de X por conjuntos abertos & redutivel a umacobertura conta-
vel (1. &, X & compacto, ou tem uma base contdvel, ou é uma uniio
contadvel de subconjuntos compactos). Sejaf?um fibrado sobre X
com uma fihra que & sdlida (0.11).
éeja f ama secgao de B definida em um subconjunto fechado A de X.

A=0, seque que B tem uma segao).

_PROVA:
Seja UX uma vizinhang¢a de x tal que ﬁx - Vj de 8, :sendo
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Vj vizinhancas coorderradas. Escolhemos uma cobertura enumerd- .

vel UI’ AR de X. Seja A =A e definimos An indutivamente por

An = ﬁLLJ Anml' Colocamos fZ = f. Suponhamos que'gxistem, fi
definidas em Ai tais que fllAlq, fi—l’ i<n. Escolhemos uma
Vj que contém 6n' Seja C_ = ﬁ N A _i- Definimos h: C > Y por
h(x)=" P £ 1(x). Como Un é fechado em X, & um espago normal

e Cn e um‘subconjunto fechado de ﬁn. Como Y & sdlido, h se ex -
tende a umf aplicagdo h': U Y. Colocamos h"(x) = ¢j(x, h'(x)),
para x em U . Entao h" & continua, p h" (x) = x e ot

h" .| c,=f., | C,. Se definimos f (x) = £ .1(x), para x em
'An 1 © f (x{ = h"(x), para x em A - A__q+ Segue que fn é uma se

gao contlnua,sobre A extendendo f Construimos assim: uma

-1

sequéncia {fh}, onde, para cada n, fn & uma secao de B]An, e f_

extende £ Agora definimos f' por f'(x) = f (x) para x  em

n-1°

An - An 1* Como X € a uniao dos 1nter10res de A o’ Segue que £!

€ em toda pdrte cont¥nua. Entdo f'dé a segao pedlda.

2.38. COROLARIO

‘ Seja X '¢. espago definido em 2.37, e seja G um grupo '
que & sdlido. Entdc qualquer fibrado sobre X com grupo G & e-

- guivalente ao fibrado produto.

PROVA :

Segue de 2,37 que o fibrado principal associado tem uma

segao. Portanto, de 2.23, segue o resultado.

2.39. PROPOSICAO

' Seja X um espago como em 2.37, e seja A um conjunto fe-
cheaix em X. Seja G um grupo de Lie e H um subgrupo tal que G/H
é s®iido. Entdo qualquer (G,H) - fibrado sobre (X,A)é& (G,H) -
equiiralente & um (H,H) - fibrado ((9}).
| Em eapecial, um caso importante & o que apresentamos a

seguiit,
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2.40. COROLARIO

‘ Se X, G e H sao como na proooslcao anterlor, entao gqual-
quer filbwado sobre X com grupo G € equivalente em G a um fibrado
com grupo H.

2.41. PROPOSICAO

»

Seja X um Co-espago (0.15), seja G um grupo de Lie e se-
ja H um grupo fechado tal que G/H & sO0lido. Entao quaisguer dois
H - fibrados sobre X que s3o G - equivalentes sao também H - equi

valentes.
PROVA:

Sejam B,r B dois H - fibrados sobre X que sao G - equi-
valentes. Podemos supor gue eles tem as mesmas vizinhancas coor-
denadas {Vj}. Répresentamos suas transformag¢oes coordenadas por

. . . — ]'
0hij e lhij’ respectivamente. Sejam OVj Vj x {0,1} e le x{0,1}

conjuntos abertos que cobrem X x I. Como Bo ' Bl sao G - equiva-

lentes, por 2.8} existem aplicagoOes kj: Vj+ G tais que '

-1 A

Ohji = Aj lhji R Definimos:

Qg..“(x,t) = Ohji(x), {x,t) em QVif\ OVj,

(x,t) em V., V.,

(x) 194" 175

1951 (%08} = 4By '

019+ (x,t) = Ohji(x)xifl(x) =

: L _ N e
= Aj (x) l'ji(xl’ (x,t) em OijW lVi
Em particular,
-1 -1
x,t) = A7 (x) h,.(x) = A.,7 (x).
01933 (8 = AgT () jhyg .

" Essas fum¢goes satisfazem a lei da transitividade para transforma-
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gées coordenadas. Por 2.10, existe um fibrado sobre X x I com es
sas transformagoes wanrdenadas. A porgao sobre X x 0 (e X x 1)

.é ?sseﬁﬁﬁalmggpe—p”mggmo fibradg_sqpre'Bo (e 81)' Temos,_po;tan~__i
to, um (G,H) - fibrado relativo sobre o par (X x I, X x 0U X x 1))

e por 2.39, este fibrado & (Gﬂ) - equivalente a um (H,H) - fibra-
do. © H - fibrado resultante sobre X x I & H - equivalente a um
fibrado da forma B x I (esse resultado serd dado por 3.5). Entio
Bo e Bl sao H - equivalentes a B. |

Combinando os dois Gltimos resultados temos:

2.42. COROLARIO L

Se X, 6§ e H sdo como em 2.41, entac as classes de equiva
léncia dos fibrados sobre X com grupo G estio em uma correspondég '
cia matural 1-1 com as classes de equivaléncia dos fibrados sobre
X com grupo H. ‘

Esse resultado tem importantes consequéncias na simplifi

cacdo de um fibrado e na redugdo do problema de classificagdo.



CAPITULO TII

HOMOTOPIA I FIBRADOS E O TEOREMA DA CLASSIFICAGAO

3.1. DEFINICAO

Seja B = {B,p,X,Y,G, VJ, @ } um flbrado O fibrado Bx I,
I = [O 1}, & definido por B x I = {B xI ,q, Xx I,Y,G,ijij},'

onde q(b,t) = (p(b),t)) e b (x,t,¥)= (¢ (x,y),t). Entao as
transformag¢des coordenadas de B x I satlsfazem gJ (x,t) = g.i(x).
Se I': X x I+X & a projecao n{x,t) = x entao uma defini-

¢ao equivalente de B .x I & que & o fibrado induzido H—lB, onde

A projecao I: Bx I - B, dada por 1 (b,t) = b & uma a-
plicagdo de fibrados fI:B x I + B. A aplicagao He: B> B x I, pa-
ra qualquer & em I, dada por ut(b) = (b,t) & também uma aplicacgao
de fibrados yt:B + B x I .

" 3.2. DEFINICAO

Seham B8 , B' dois fibrados tendo a mesma fibra e gfupo ’
e sejam hy e hi duas aplicagies . de fibrados de B em B'. As apli

cagoes hy e hi sdo homotdpicas (como aplicagbes de fibrados), de

l .
notando-se per hy = h

se existe uma aplicacao de fibrados '

ll
h: ¥3x I - R' tal que h(b, 0)—h (b} e hib,1) —‘h (b). A ‘aplica -

¢ao h @& chamada uma homotopla. A aplicagao 1ndu21da h: X x I+ X'
€ uma homotopia unindo as aplicagoes induzidas hO e El'

A relacgao hQ = hl'é_reflexiva, simétrica e transitiva; assim as
aplibagSes de fibrados de B em B' dividem-se em classes de homo

topia.

3.3. DEFINICAO

Uma komotopia h & estacioniria com a aplicacao induzida'

se, para cad= b em B e cada t - intervalo [t;,t,]) tais - que
entao h(b,t) = constante

fog Riey]

(pdb¥, t) = censttante, para t, <t <t,,
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‘pama tl ¢ t ¢ tZ* ou seja se a imagem de p(b) nio se move duran-

te: parte da homotopia, entao o mesmo acontece com a imagem de b.

3.4. 19 TEOREMA DA HOMOTOPIA DE RECOBRIMENTO

Sejam B8, B' dois fibrados com a mesma fibra e grupo e

seja X um Co - espago (0.15). Seja ho: B » B' uma aplicacgao de
fibrados e seja h: X x I » X' uma homotopia da'aplicagéo induzi-
da hjy: X > X!. Ent3o existe uma homotopia h: 8 x I > 8 de h, cu

ja homotopia induzida & h, e h & estaciondria com h. Diz-sa2 que

a homotopia h cobre h.

3.5. PROPOSICAO

Se X & um espago Co, entao qualquer fibrado B' sobre o

espago base X xI & equivalente a um fibrado da forma B x I.

P ROVA:
~ Definimos Eo(x)'= (x,0), e fazemos B= ﬂa B', e seja '
h0 ¢ 8 - 8' a aplicagdo induzida. A fungido h(x,t) = (x,t) é
_uma homotopia de EO pois h (x,0) = Eo(x). Por 3.4., existe uma

aplicagao de fibrados h: 8 x I -~ 8. Como h & a aplicagdo identi

dade de X x I, segue de'2.6, que 8 x I e B' sao equivalentes.

3.6. PROPOSICAQ

Sejam B8' um fibrado sobre X', e X um espago Co, € se -

jam EO’ Hl aplicacoes homotbOpicas de X em X'. Entao os fibrados
induzidos 561 B e EIJ-B' sao equivalentes. ' '
PROVA:

T

Lomo hO = h existe uma homotopia h: X x I » Xtal que

i l 14
Hix,t) = ht(x), para t

fao

Il

0,1. Seja a aplicagao Et(x)= (x,t). En

Il

E(x,t)

Il

(ﬁoﬁt)(x) ﬁt(x), para t = 0,1. Temos portanto um

£xbrado Ele' sobre X x I, e de 3.5, segue que
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. — -1 ——
i 1 8' e B x I sao equivalentes. Mas ht B' = (hopt) 1 g =
_ - _l l""“’l 1 - "l » . . .

.= (ut ok 7)Y B' ~ M (B x I), para t = 0,1. Como foi visto
em 3.1, a aplicagao ut(b) = (b,t) & uma aplicacao de fibrados de
B ém BxI, para cada t. Segue entao, de 2.35,'que B ~ ut~l(ﬁ x I)

-1 : o= -1 _
para cada t. Portanto 8 ~ o (B x I‘) = h@ ' e B Ull (BxT)=
o=l 5 1 =1 ' = -1 '
hl B, ‘Logo hOB - hl B'.

3.7. COROLARIO

Se X & um espaco Co e & contrativel a um ponto, entdo

qualquer fibrado sobre X & equivalente a um fibrado produto.

P ROVA:

Como a aplicagdo identidade de X induz um fibrado equi-
valente a um fibrado dado, e a aplicagao constante induz um fibra
do produto, entao o resultado segue de 3.6. »

» ‘ Portanto, espacgos contrativeis X admitem somente fibra-
dosltriviais, é éssim, fibrades sobre n - células‘(0.16) abertas
‘ou fechadas sao de pouco interesse. Os espagos base mais simples
que fornecem. fibrados n3otriviais sdo as esferas de varias dimen

soes.

3.8.729 TEOREMA DA HOMOTOPIA DE RECOBRIMENTO

Seja B' um fibrado sobre X'. Seja X um espago Co, seja
f0§ X » B' uma aplicacdo e seja fo: X x I » X' uma homotopia de
p'of, = %0. Entao existe uma homotopia f: X x I f B' de % .. .co-.
brindo £ (i. &, p'of) e £ & estaciondria com f.

P ROVA:

Seja fo = pl f, onde fo: X > B' e p' ¢ B' > X', assim

Ex ~Xx'.
0. &
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Seja B = Eo~l ®', e seja h, B - B' uma aplicagdo induzida. Se
ja hi: B x I » @Y una homotopia de recobrimento (3.4) de h  que é

estaciondria com f. Utilizando a segunda definigdo de fibrado in

duzido, definimos a segdo ¢ de B por ¢(x) = (x, £,(x)). Entao
hoc ¢'= fo. ’
¢ h
X =+ Xx B' =~ B!
Definimos f(x,t) = h(¢ (%), t). Entdo temds £ : X~ B' e uma homotopia -

f: X x T~ B' de fo. Portanto;-por 3.4, a aplicagéo f: X x I+ B'
definida acima & a homotopia de £, que cobre f e & estaciondria '

com f,.

B?
f /X + |}
/// p
”~
X x I £ X*
3.9. DEFINICAO
Consideremos agora curvas fechadas em Xo’ ou seja, com

ponto base X Conforme visto em 1.1, suas classes de homotopia'
formam os elementos do grupo fundamental Hl(XﬁXO) com a multipli-

cagdo f £, ja definida.

1 _
Seja uma aplicagao admissivel £: Y - Y . Como qualquer

¢ em Hl(X,XO) € uma aplicagao admissivel de Y em Y, entao '

£t & uma aplicacio admissivel de Y em Y, isto &, & um elemento
de G que representamos por ¥ (o). Esta aplicagao x: Hl(x, xo) > G
& um homomorfismc, pois ‘

Yag =¢7d eeipr=x (@)x (B).”

x(aB)= ¢
Podemos verificar ainda que x & éxatamente determinada a menos de
swas classes de equivaléncia de automorfismos internos de G. Seja
g =.y*y, wuma outra aplicac3o admissivel. Entao

- - - - - \-l
z J@ r = (g l@)& la E(g lC) =g lx(o() g, onde g = € .

Poxtanto uma esealha diferente de § altera X por um automorfismo



internc de &. Recilprocamente, se g e ¢ sao dados, definimos [ co

mo a composigdo de g: Y - Y seguida por &,ou seja, ¢= fog. Entio,

x (@) =(g0g) ™" o (Eog) = g L&larg = g—lx (@) g.

A classe de equivaléncia de ysob automorfismos internocs,

& chamada classe caracteristica.

3.10. DEFINICAO

Seja X um espaco conexo por caminhos e localmente coneso
por caminhos. Uma aplicagao p: B+ X & chamada um .recobrimento se:
(i) p(B) = X, e

(ii) para cada x em X, existe uma vizinhanca V de x, conexa por

caminhos, tal que cada componente de p“l(V) & um aberto em B e

aplica homeomorficamente szre V sob p.

O espago B & chamado espaco de recobrimento.

3.11. PROPOSICAO

" para qﬁalquer ponto b em Y = p-l(xo), a aplicagio p in -
"duz a aplicagao p,: Hl(B,b)-+Hl(X,xo), gue & um monomorfismo qgue
atribui a cada curva f' com ponto base b, a curva imagem pof' com

ponto base X

PROVA:

Se pof' & contrativel a X levando seus pontos finais fi

Xos, uma homotopia de recobrimento faz o mesmo com f'.

" 3.12. TEOREMA DA ESTRUTURA DE FIBRADO

‘Seja H a intersecao dos grupos imagem p4( Hl(B,b) quando
b varia sobre Y- Seja G = Hl(X,xoV}iexﬂ&(X,xo)+ G o homomor -
fismo natural. Entd3o a aplicagdo de recobrimento p: B> X admite
Uma esitrutura de fibrado coﬁ fibra Yo’ grupo G e classe\cagacte -

ristica y.
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¥.13. TEQREMA FUNDAMENTAL

Sejam f um fibrado sobre X,AC X,BO = pul(A), Yo em BO

e x, = p(yo). Entao

P,: nn(B,Bo,yo) = Hn(X,A,xO), n 3y 2.

PROVA:

Suponhamos que p,(a) = 0. Seja f en Fn(B,Bo,yo) repre
sentando a. Como f: (In,In_l,Jn*l) - (B,Bo,yo), segue que
n _n-1 _n-l1 . ~ .
pef: (I, I s} ) = (X,A,xo). Entao existe uma homo

topia h em Fn(X,A,xO) de pof na aplicagao.constante. Pelo. 29 teo
rema da homotopia de recobrimento, 3.8, existe uma homotopia h'

de f, que & estacionaria em h.

(B,B,y.)
h' -7 4+ P
™ x ™t xR i (%,A,%)
Como h(Jn"l x I) = X s segue que h‘(Jn“l x I) = Yo © como !
h(In_l x I) estd em A, h' (In-lx I) estd em B - Assim h' & uma

homotopia em Fn(B,BO,yO) de f na aplicacgao ' o
n n"l n"‘l - -~ -
£f's (I.,I ' J ) - (YO,YO,YO), onde YO & a fibra sobre X - De-
finimos: _ g _ -
k(tl,...tn,r)-— (tl,...,Ln_l,(l T) tn+r). Entdo

i

K(tyreaest ,0) = (t,eenrt ) €

k(t tn,l) = (t , t 1), e assim k & uma homo

l,..., l'c-. n—l'
fopia de 1" em si mesmo, na face t =1 e Jn‘_l é deformado em si
@esmo. Seja k' (t,1) = £'(k(t,1)). Entao '
| K'(t,0) = £'(k(t,0)) = £'(t) e

k'(t,1) = £ (k(t,1)) = f'(tl,...,tp_l,l) = Y e por -

tanto k' & uma homotopia em Fn(B,BO,yO) de f' na aplicagao constante.
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Segue gue a=0 e assim ker p,=0. Mostramos entao que p, & 1-1.
Wamos mostrar agora que p, € sobre. Seja Bemlﬂn(X,A,xo)
e f representando B. Fazemos h(t,t) = £(k(t,r)), onde k & a
aplicagao definida acima. Entao h(t 0) = f(k(t 0 = f(t) e
h(t,1) oto
pia de f na aplicagdo constante. Seja £' uma aplicacao de ¥ em
Y . Eﬂtao (pof') (t) = h(t,1). E por 3.8, existe uma homotopia’

o
h' cobrindo h que & estaciondria com h; e como poh'=h,. temos que

f(k(t,1)) = f(tl,...,tI 1,l) = xo, assim h & uma homoto

4

h' (t,1) = plh) (£,1) = £'(t).

Seja £"(t) = h'(t,0), entd3o pof" = £. Mas como h leva J™ % em

X, segue que h'leva Jn"l em y,. Portanto f£" estd em Fn(B,BO,yO)
e representa um elemento o em Hn(B,BO,yO) tal que p, (a) = B.

Logo p, €& um isomorfismo.

3.14. COROLARIO

Py ¢ m (B, Y Y, )= LI (X,x ), n » 2. Esse resultado
segue do teorema anterior fazendo B "YO= p—l(xo).

'3.15. DEFINICEO

Seja B = {B,p,X,Y,G} um fibrado, Y Jfibra sobre x_ em X, e

Y, em Yo. Sejam i: YO+ B e j: B~ (B,Y ) apllcagoes inclusao. En

tdo a sequéncia homotdpica de (B,Yo,yo) &

i% j* 3 ‘
> MY > W (B) - M (B,Y) S M LY > ..
TSe Py: (B,Yo,yo) + (X,xo,xo) entao ppleéa aplicacao
:p:(H,yo) -> (X,xo).
3 P
(B’yo) ” ‘B'Yo’yo) M (X’Xo’xo) :

Pelo corolario 3.11 podemos definir

-

-1
: nngx,xo)+ I (Yoey ) 1 &,

A =-Bo(pl*)



A
. * 5%
(7w 1 ,
Hn(X,xog T Hn(B,YO,yO) > Hn—l(nyoL

A sequéncia de grupos e homeomorfismos

' i - -Pax A A : o
% » Y. ),
cow (Y)Y > m_(B) > nn(x) > Hn_f.o
. A i,*, p *
ce. Hz(X) -+ nl(Yo) > Hl(B) - Hl(x)

& chamada sequéncia homotdpica do fibrado 8 com base em yqo.

%.16. PROPOSICAOC

A sequéncia homotépica de um fibrado & exata.

PROVA:

- Na sequéncia homotbpica de B trocamos os termos Hn(B,yO)
da sequéncia homotdpica de {B,Yo,yo} pelos grupos isomorfos '
I _(X), e acrescentamos o termo Hl(XI. Essa mudanca ndo afeta a
exatiddo. Resta provar a exatid3o em I, (B). A composigao '
Pgoly @ trivial pois p aplica uma curva em Y em um ponto x . Se
ja £ uma curva em B com ponto base Y, © pof contrativel a X, le - .
" vando seus pontos finais fixos. Uma homotopia de recobrimento '
contraird f a uma curva em ¥ e seus pontos finais permanecerao '

fixos. Isto prova a exatidac em ﬁl(B).

3.17. DEFINICEO )
Sejam h uma aplicagdo de B em B' e h: X +X' a aplica -

¢8o induzida dos espagos bases. Seja x  em X, X = h (xb), sejam
YB,YB fibras sobre xo,xé, respectivamente. Sejam Y, em Y e

| - Y s - e ] : Iy -
y, = h(y)), e ainda h_: Y -~ ¥! a aplicagdo h| Y_. Obtemos en

t3o um HOMOMORFISMO da sequéncia homotdpica de B em Y, ha de B

em;yé: .
- i - Pk

MYy > I (B) > (%)

~i.']"lc)'k i' ‘#’-h* P' +h* ' +h

moeEY) - oy FI(x) f O
5o n (B n n-1‘‘o
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A zomutatividade dos quadrados do meio e da esquerda seguem da co
mutatividade das aplicagdes hoi = i%h_ e hop = phh. Expandindo’

0 guadrado da direita de acordo com a definigao de A , temos:

‘ Py * d
no(x -+ Hn(B,YO)- > Hn—l(Yo)
¥ h, _ +ﬂhl* ¥ ho*
T
I X* P1* ' 3'
- | LI *
n( ) g Hn(B 'Zo) T Pn—l(Yo)

A comutatividade do quadrado 3 esguerda segue de ﬁgpl= pioh e

.ll
do quadrado da direita segue de 1.3.5. Como Pyxr pi* sao isomor

fos, a comutatividade & direita no primeiro diagrama & verificada.

3.18. TEOREMA DO ESPAQO DE RECOBRIMENTO

Se p: B »X & um reccbrimento, bO em B e x = p(bo), en-’
tao p,: Hn(B,bo) = Hn(X,xO} , n»2, e para n=1, p, & um mono- -

morfismo.
PROVA

n >1l: De acordo com 3.12, o recobrimento admite uma es -
trutura de fibrado com uma fibra discreta Yo' Entao Hn(YO) = 0
_ para todon. Assimna sequéncia homotbpica de B cada terceiro termo &

zero e portanto os termos adijacentes restantes sao isomorfos (1.8)

n=1l: Provado em 3.11.

3.19. DEFINICAO
“ Séjéﬁ-ﬁuﬁm flbiédg priﬁcipéi; Cé a fibra sobre xo e
g2 G »G, uma aplicagao admissivel (2.27). Seja Yo = ¢ (e), onde
1)

e= identidiade. Seja A o operador bordo da sequéncia homotdpica

de B com dase em Yoe Definimos o homomorfismo caracteristico

x : nh(X,xO) - nn_l(G,e), n y1l,como sendo a composigad
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...7| s '
X= % .0A , ou seja,

s A £, <
M X, ) (G, 1Yo ) * n_1(Ge.

) e’ > n -1

ﬂ.sequencua dos homomorflsmos X chamamos homomorfismos caracte-
rlstlcos. -

Seja Ge o conjunto dos elementos de G que podem ser uni

dos a e ‘"por uma curva em G. G, & um subgrupo de G e & invarian

te. Definimos HO(G) = G/Gy, € HO(G) opera em Hn~l(G’e) através

de automorfismos internos de G.

v

: A classe de equivaléncia da sequéncia de homomorfismos

X sob as operacoes de HO(G) & chamada classe caracteristica e .

-

€ representada por ¥ (8).

3.20. PROPOSICAC

Se 8 e B' sao fibrados principais equivalentes, en-
tdio x (B) = x(BY.

PROVA :

Seja h: B » B' uma eguivaléncia homotdpica. Entao h
1nduz um isomorfismo da sequéncia homotbpica de B em Yo na se-
guéncia homotbopica de B' em yo h(yo). Vimos em 3.17, que

h o A= A 'oh,. Como B e B' sdo equivalentes, h & a identi

dade e entao h_xo 6= A' . Portanto

-1 -1 _ -1
£, oA' = &} (h x©b8) = &,008 Logo

Cx(B) = x(B').

. . ‘ e n
Vamos considerar agora fibrados sobre a n-esfera S .

3.21. DEFINICAO

Seja Sn-l uma (n-1) - esfera equatorial em s™ e sejam E

‘ - ] . .,n"‘l .
e E2 os hemlsférios de s™ determinados por S . Para i=1,2,

1



seha. V uma n- celula aberta em S contendo Ei e com o bordo sendo

uma (n 1) - esfera paralela a st ]. Ent&o V. e V2 cobremlsn, e
V M V2 é uma faixa equatorlal contendo S" 1 . Seja X, um ponto
de referéncia em S l. Diz-se -gue um fibrado B sobre 5 estd na
fcrma normal se suas vizinhangas coordenadas sao Vi, eV, e !

‘ ng(X ) = e,

3.22. PROPOSICHO
Qualquer fibrado 8 sobre Sn & estritamente eguivalen-

te a um fibrado na forma normal.

PROVA:
) Como V € uma célula, qualquer flbrado sobre V é e-
qulvalente a um flbrado produto (3.7). Se considerarmos a porgao

B, de B sobre Y isto € verdade. Portanto existem aplicagoOes de

fibrados
¢) = Vi x Y » g, para i= 1,2. Entao 4] e o)

sdo fungoes coordenadas de um fibrado B' estritamente equivalente

a B (2.6). Se giz (xo) = a, alteramos B' a um fibrado estritamen
" te equivalente fazendo Xl(x) = e, para X em Vi e Az(x) = a para

: . = ¥ =1~ = ;

X em V2. Aplicando 2.8, ou seja, gue glz(x) Al(x) glz(x) Az(h),

segue que glz(xo) = e. Assim o fibrado resultante estd na forma

normal.

3.23. DEFINICAO

Seja B um fibrado na forma normal. A aplicagao !

T =9, ISn-l,que aplica s™ ! em G, chamamos aplicacio caracteris

tlca de B. Como ng(Xo) = e, segue que T(xo) = g e

-T? (Sn_l,xo) + (G,e).
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3.24. PROPOSICAO

Qualquer aplicagao T: (S?'l, Xo) > (G,e) & a aplicagdo

caracterIstica de algum fibrado sqprehs? na forma normal.

PROVA:

Seja r: V M V2 > Sn-—l uma retragao (0.12) que -aplica

-1 Voo
X na intersecao de S com o meridiano através de x ortogonal a

Sn~l. Definimos glz(x) = T(r(x)). Fazendo

- - - 1 s . - .
9117 992 T € € gyy37 gy5 1 O fibrado desejado & dado

por 2.10.

3.25. TEOREMA DA EQUIVALENCIA

Sejam B e B' fibrados sobre s™ na forma normal e ‘com
as mesmas fibra e grupo. Sejam T e T' suas aplicagaes caracterig'
ticas. Entiao B e B' s3c equivalentes se e somente se existem
um elemento a em G e uma homotopia T' = aTa'l. Se G & conexo
por caminhos, entao B e B' sao equivalentes se e somente se

~

T' - T.
PROVA:

Se B e B' sio equivalentes, segue de 2.8, que

giz(x) Aq (%) glz(x) K (x) Seja vy =Ai[ Sn—l. Ent3o '

T'(x) = pl(x) T(x) u 2(x) Como T(xo) = T'(x )= e, temos !
o

e~=aul(x ) uz%x ) e entao ul(xo) = uz(xo) = a.

n—. . - ' . ) . ) . .
Agora, S 1 & contrativel sobre Ei em xo,levando X fixo (i=1,2
‘A imagem dessa homotopia sob Ai & uma homotopia de u;s na apli
'Cagao constante Sn_l% a levando xo“em a. ‘ '

seja h,= (s™ 1y I, x, x I) » (G,a) essa homotopia. Entao

h' (x,t) = hy (x,t) T (x) h (x t) & uma homotopia  de

T' aaT a-l, mantendo X, em e.

Reciprocamente, suponhamos a em G e a homotopia !

™ =~ a T afl. Se definimos ki(x) = a, para X em Vi, i=1,2, e
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se aplicamgs 2.8, obtemos um fibrado eguivalente a $ cuja aplica-
gao caracteristica é a T a_l. Podemos supor a = e, e T = T.

T' = T, implica qme:?'T_l € homotbpica a uma aplicagao constante,
e -portanto T'7 L & extensivel a uma aplicagao.

Definimos: a aplicacao

-1
giz(x) glz(x), para x em Esz Vl

A )=
v (%) , para x em El’
que & continua. -

Seja ﬂ% = Int Ey. Se trocamos.emy, V2 por Vé e @2 poxr ¢2| Vé>< Y,

obtemas um fibrado estritamente equivalente 81(2.6). Igualmente

B' & estritamente equivalente a Bi, obtido por substituigao analo
. ~

o Entao

gi2(X) = Al(x) glz(x) Agl(x), para todo X em VlfW Vé.

ga. B8Seja agora k2(x) = e, para x em V

Por 2.8, 31'4‘B§ e portanto B ~ B'.

Se G & conexo por caminhos, unimos a a e por uma

curve: f: I - G. Entdo h(x,t) = £(t) T (x) f_l(t) € uma homotopia

3.2%, PROPOSICAO

Seja 8 um fibrado principal sobre S na forma normal ,e

‘ . ~ . . 1
T sua aplicagao caracteristica. Sejam x '

1 em E, o pdlo de st .
= _l ; = = 3 .' '
G, =p (xl), g ¢l,Xl ey, = g{e). Seja o o gerador de
HH(Snixi) cdriéspondéﬁte a uma oriehtagéo de s". oOrientamos E2 de
acordo com Sn, <] Sn—l tal que seja positivamente incidente em E,.
EntaojgoT:(Sn_l, xo) > (Gl’yl) representa o elemento 4 (q) ‘ de
Hn_léGl,yl); e portanto T representa yx(a) = ( g;l o A) (o).
P ROVA:
. . ~ n-1 n .
Seja uma aplicacgao h: (EZ’S ) > (s, xl). Seja X, O
antipmda de Xy - Para cada x em EZ’ h(x) estd no maior arco de
circulo C (x) = Xy X Xy e seu comprimento de arco & duas vezes '

o de x.. Ainda, h aplica C(x) N E2 homeomdrficamente sobre o semi

circulo C(x).
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Pcrtanto, h aplica E, - Sn*l homeomdrficamente sobre S° & - x. .

2 1

Lago h tem grau 1 (pois a aplicagao induzida em homologia,
: n-1
h,: Hn(EZ' S—

w»

) - Hn(Sn, {Xl}) & o homomorfismo identidade de
el Z).

Definimos agora uma aplicacgao

. ¢, (h(x), T k(x})), para h(x) em E_,
“h' (x) = 1 A : 1
¢2(h(x), e) ; para h(x) em E, .

As duas partes da definigao se interceptam quando h(x) esta

gn-l

pois'T(k(x)) (k(x)) = e. Neste caso diremos que

= 912
h(x) = k(x) = x'. Entao

¢l(x',‘Tx') = ¢l(x’, glz(x')) = ¢2(x', e)
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Z

em

" e as duas definigGes coincidem. Portanto h' & continua sobre E,-

"B ainda temospoh' = h, h'(Snwl)c: Gl e h' (xo) = ¥y Quando

esta em Sn—l, entao h(x) = Xy

h' (x)

1

- (EoT) (x).

Como h tem grau'l} representa « em Hn(Sn,xl), e como poh' = h
n-1

X

e k(x)=x (por definigao). Portanto

0 (h(x), Tk () = ¢ (x,T(x)) = (47 L oT) (x)=

14

h' = p—loh, entdo h representa p;l (a). Logo h'| s = {oT re-

presenta ( aopzl)(a) = A(e) e assim T representa (5;l od Y(a) =

x (o
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3.27. TEOREMA DA CLASSIFICACAQ

As classes dée egquivaléncia deos fibrados sobre s" com
gfupo G estao em correspond&ncia 1 - 1 com as classes de equiva-
léncia dos elementosdell _; (G) sob as operagdes de mo(G). . Tal
correspondéncia & dada por 8 = x(a), onde a & um gerador de
Hn(Sn) e Hn(Sn) > Hn“l(G)'é 0 homomorfismo caracteristico de
B.

A proposicao 3.25 pode ser enunciada da seguinte for
ma: B ~B' se e somente se os elementos de’nn_l(G) representados
por T e T' sao equivalentes sob as operagoes de HO(G), definidos

em 3.19. Combinando isto com .26, segue o resultado acima.

3.28. COROLARIO

Se G & conexo por caminhos, eritdo o conjunto das clas
ses de equivaléncia dos fibrados sobre s™ com grupo G estao em ‘'
correspondencia 1 - 1 com.Hn_l(G),

Agora vamos nos restringir a fibrados em que o espago'

base & um complexo‘finito de cé@lulas (0.16).

3.29. DEFINICAO

. . . . . . ]
Seja B um fibrado principal sobre um espago X com
.grupo G. Dizemos que B € n - universal se, para quaisquer n-
complexo XK (0.16), subcomplexo L de K, fibrado principal B' sobre

K com grupo G, e qualquer aplicagao h: B'IL + B, existe uma exten
sao de h a uma aplicacao de B'em?®B. o

Podemos entao dizer que qualquer aplicagao parcial, de
um fibrado em 8 & extensivel ao fibrado todo.
: -Se B8-& n.- universal, B' & qualguer fibrado sobre o
n - complexo K, e se L & vazio entdo existe uma aplicagao de ~ B'

em B.
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3.30. PEOREMA DA CLASSIFICACAO

Sed® B um fibrado (n + 1) ~ universal com grupo G, se
ja X seu espago base, e seja K um n - complexo. A operagdo que
associa a cada aplicagao f: K - X seu fibrado induzido estabele-
ce uma correspondéncia 1 - 1 entre classes de homotopia de aplica
coes de K em X e classes de equivaléncia de fibradogprincipais

sobre K com grupo G.
"PROVA: ’

Por 3.6, duas aplicag¢oes homotdpicas de K em X indu-
zen fibrados equivalentes. Portanto, cada classe de homotopia es
tad associada a uma Unica classe de equivaléncia de fibrados.

Como qualquer fibrado principal B' sobre K admite uma
aplicagao h: 8' +B, e se f: K» X & a aplicacdo induzida, entdo,
por 2.35, B' & equivalente ao fibrado induzido por fes.

Vamos mostrar agora que se as aplicagoOes fO’ fl: K +X
gue sao equivalentes, entao £, = f

1 0 1’
Sejam hi: B, = B, i = 0,1, as aplicagoes induzidas ,

induzem fibrados 80,3

e seja

h: By ~ By, uma equivaléncia.
Definimos o fibrado B'==Bo-x I conforme 3.1, e seja r:'BO X I+,BO
a aplicag¢ao natural r(b,t) = b. Sejam Bé e Bi as partes - de
B' sobre K x 0 e K x 1, respectivamente, e sejan r, = rlﬁi, =0, 1.
Definimos wmna aplicagao de fibrados

h': BélJ 3i -~ 8 , por

' [ J— '  — .
h'| .8y = hgery, h [ B, = hy (her,)
KxI & um (ne+l) - complexo e B & (n+l) - universal. Portanto, h'

& extensivel a uma aplicagao de 8' + 8. A aplicagao induzida '

*x I » Xx& a homotopia pedida.

3.31. PROPOSIGAO

Um fibrado principal B € n - universal se e somente '

se B & conexo por caminhos e Hi(B) 0, para 1< i <n.



64

PROVA :
Suponhames $ um fibrado principal n - universal. Seja
E uma (i+l) - «€lula e seja S o seu bordo, ou seja, a i - esfera.

. Seja f: S+ B uma aplicagéo continua, e definimos f': S xG-»B8xG '
por £' (y,g) = (f£(y),g). Seja P: 8 x G - B uma aplicacao princi =-
pal (definida em 2.25). A composicao Pof' & uma aplicacgao de fi -
brados de 8§ x Gem B(por 2.26). Seja i<n. Como $ &€ n - univer-

sal, Pof' se extende a uma aplicacdo de fibrados h: E x G »8. Co-

mo P(b,e) = b, onde e = identidade de G, segue que
(Pof') (y,e) .= P(£(y),e) = £(y). Logo h(y,e) & uma extensio de f
a uma aplicacao de E em B. Assim gualquer aplicacao de uma i - es
fera em B (i = 0,1,...,n-1) & contrativel a um ponto. Portanto'
B & conex0 por caminhos e Hi(B) = 0, para 1< 1i<n.

Reciprocamente, suponhamos B conexo por caminhos e
Hi(B) = 0, para 1< i<n. Seja (E,S) uma (i + i) —.éélula e seu '

bordo (i <n). Seja h: S x G 8 uma aplicagdo de fibrados. Seja
f(y) = h(y,e). Entdo, f: 8 »B. Cocmo Hi(B) = 0, f & extensivel a

uma aplicagao f': E »B. Seja agora uma aplicagao h' definida por
h' (y,g) = P(£f'{y),g), para y em E.

Entao h' & uma aplicagao de fibrados de E x G »8 , e h' & uma ex-

"tensao de h, pois .
h'.(y,e) = f'(y) = £(y) = h(y,e) para y em S.

Sejam B8' um fibrado sobre o n - complexoc K e 33" a
parte sobre um subcomplexo L, e suponhamos h: 8"+ B8 . Para qual -
quer 0 - célula v de L nao em L, escolhemos duas aplicagoes admis
siveis quaisquer (2.27) ¢g: G +GV e [: G +Gx para algum % em
X e extendemos h a Lok -1 em,Gv, Isto extende h sobre !
p'wl(KO U L). Suponhamos, indutivamente, qgue h estd definida em
'p.—l(Ki U Lj e i<n. “SejaE uma (i + 1) - célula de K nao em L.
Como & contrativel, a porcao de B' sobre E & equivalente ao fibra
do produto E x G. Portanto, a parte de B' sobre o pordo S de B:é
igualmente um produto S x G. Mas h estid definida sobre a ultima '
parte, e zmmo vimos, pode ser extendida sobre a porg¢ao do fibrado
sobre E. {Essa extensao por etapas leva a uma extensao de h sobre

gﬂql(KnL}L)w Segue entao que B & um fibrado n -~ universal.
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3.32. PROPOSIGAO

Se 1 ¢ n ¢ m, entao o espac¢o quociente Om/on € conexo

por caminhos e Hi(om/Q%k = 0, para lsg i< n.

3.33. PROROSICAO

Se G & um grupé de Lie compacto, entao, para cada in-

teiro n, existe um #ibrado n - universal g com grupo G.

4

PROVA:
Seja G um grupo de Lie,compacto, entao G & iscmorfo a

um subgrapo do .grupo ortogonal Of para -k suficientemente grande

kl
({2)). Podemos supor gque G C_Oi.r Seja m = n+k e seja Oi o sub -

grupo de Om que opera trivialmente nas n primeiras coordenadas.

Entao os subgrupos On e O de Om comutam e podemos identificar seu

k
produto direto On X Oi com um subgrupo de Om. " Como GC:OQ entao
. ' . — — . '
On X (;C:On X Ok‘ Sejam B Om/On e X Om/On X G, e sela

p: B+ X a projegao natural. Por 2.18, 8= {b,p,X} admite uma estru
tura de fibrado com fibra (On X G)/On = G. Como o maior subgrupo
de O invariante em On x G é On’ segue que O grupo do fibrado é
tambem (O X G)/O Z G. Assim 8 € um fibrado principal com grupo
G. Como O /O é conexo por caminhos e ¥, (Om/on)_= 0, lsi<n '
- (3. 32), segue de 3.31, que 8 é n - unlversal.

Podemos ver, como exemplo, gue a variedade de Stiefel

\% . =0 /O definida no ex. 8, & conexa por caminhos e
n + k,k n+k ~

Hi(vn+k k) =0 para 1 <i<n (3.32). Portanto por 3.31 & um fibra-

do n - universal, para gualquer subgrupo fechado G de 0!, onde

Oi €& o subgrupo de O 4x gue opera trivialmente nas n primeiras co

ordenadas. O espaco base do fibrado n -~ universal & um espago quo

ciente de O .. (2.18). Vamos definir um espago nessas condigoes.
Seja M 2,k o conjunto dos subespagos lineares k - di -
mensionais (k - planos através da origem) de R™. " 0 grupo On é
transitivo (0.7) em M k pois qualguer elemento de O iﬁza‘um k-
plano em um k - pldno. Se R & um k - plano fixo e 'R é seu

k .
eomplemento ortogonzi, o subgrupo de On aplicando R em si mesmo
decompoem+se no prodiito Ok X Ohwk de dois subgrupos ortogonais '

: D . n-k .
sendo que @ primeiro deles deixa R ponto a ponto fixo, e o se-
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. : k . e s el
gundo deixa R~ ponto a ponto fixo. Podemos entao identificarn

_ o ;
Mh,k On/ok * Onwk

& chamado variedade de Grassmann dos k - planos no n ~ espa

e M
n
co.

kK

Agora, se identificamos a variedade de Stiefel Vork X
4

n+k/on’ segue que Vn+k,k € o fibrado sobre a variedade de

L g . s ' .
Grassmann N%+k,k identificada com On+k/(0nux.0k) e esse flbrado

tem fibra e grupo Oé. o

com O
[}
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APENDICE

Daremos agora uma verséngquhﬁe de alguns resultades.
do nosso trabalho.
| ~ Para tanto, achamos necessario colocar a nogao de es-
pago fibrado da seguinte forma (compafar com 2.1).
Seja K um grupo topologico e seja F um ¥ - espaco e
fetive & direité (80.1,0.2). ©Sejam X e B espagos topolCgicos.

Um fibrado & uma aplicagao p: X» B junto com uma colegfo ¢ de

homeomorfismos && F x U~ p*l(U), para UCB, aberto gue satisfa
zem as seguinfes condigoes:

(1) Para qualquer ¢ emd, temos QUe p. p{x,y) = vy, pa~
ra todo x em F e y em U, X

(2) Todo ponto b em B possui uma vizinhanca V tal
que existe ¢{ F x-V-*p*l(V),com ¢ em @}

| (3) Se $: F.x U » p"l(U) esta em § e VZU é& aberto ,

entdc a restricao ¢ a F x V tamb@m estd em §.

(4) Se ¢,y : F x U ~» p—l(U) estdo em §, existe uma a-

plicagcao 8: U » K tal que

w(f,uJ = ¢(f 6(u), u), para todo f em F e todo u em U.
(5) A colegao ¢ & maximal entre todas as familias que
satisfazem as condig¢des acima.

Chamaremos entao X de espago total, B de espacgo base,

F de fibra,.K de grupo do fibrado, cada ¢ de carta sobre U (as .

funcbes coordenadas da def. 0.1.) e 6 de fungio transigdo (as

transformagoes coordenadas da def. 2.1).

A aplicacao 6 & unicamente determinado por ¢_1o¢, con-
forme visto em 2.1.(3). _ } D

Em seguida damos uma descrigio:de eépagoz fibrados em

fungao de produto torcido, que vamos definir.

Seja G um grupo que opera sobre X , (0.1) e seja x em

X . O conjunto G(x) = {g(x); g em G} & chamado Orbita de x sob

‘gl Seja X /G o conjunto cujos elementos sao as Orbkitas x*= G(x)

de Gem X . Seja I: X » X /G definido por N(x) = G(x). Atribul

mos a X /G a topologia quociente, i.&, V & aberto em X/G se, e

-

somente se, Hﬁl(V) €& aberto em X. Assim, chamamos X /G de espar

.
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zo orbital de X , em relacao a G, e 1 & chamada aplicagdo orbi-
tal. ‘ '
Sejam G um grupo topolégicg,lxl um G espago a direita

por

-1
glx,y) = (xg ', gy)

O espago orbital dessa agdo & chamado produto torcido

de X e ¥, e & representado por X X5 Y-

Segue imediatamente da definigdo, que o produto torci

do X e Y & o espago quociente de X x Y, pela relagao de equi
valéncia - ' '

(xg,y} ~ {x,9y), para todo x em X e y em Y.
A classe de eguivalénecia de (X,y) & repressntada por {x,y} de
tal modo que Ix,y} = [{x',y'} se e somente se existe g em G tal
que x' = x‘g~l e y' =gy ([11)}). E f3cil verificar que '

{ xg,y} = {x, gy}. | ,
Dados dois G - espagos & esquerda Y e Y' e uma aplica
gao equivariante f£f: Y -»Y' (f & equivariante se f (gy) = gf(y) ,

"para todo g em G e todo x em X ), entdo f induz a aplicagao

TG G G
o Ix,yv) > 1E£(x), yi.
Lembremos que um G - fibrado principal & um fibrado

X x.f: X x. Y->X x,. Y, definida por

com fibra e grupo G, em que G opera em si proprio por transla -

cdo a direita.

' PROPOSIGEO:

Seia p: X' B um G - fibrado principal e seja F um

G - espago & direita. Enté&o

s FOX X =+ B definjida por

n {f,x} = p(x) & uny fibrado com fibra F e grupo G, e

¢

e Y um G - espago & esquerda. Neste caso, G opera sobre X X Y,
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& chamado F - fibrado associado com seu G - fibrado.principal '

(7)) .

Esta proposigao apresenfa,uma forma moderna de determi
narmos o fibrado principal associado, definido anteriormente em
©2.21, o que sugere que a teoria que temos-desenvolvido admite '
uma hotagéo‘conveniente‘em fungdo de produté torcido. Entretan-
to, a apresentacgdo de N.E. Steenrod em "The Topology of Fible
bundles”, que desenvolvemos nesté trabalho & ainda mais completa,
embora esta nova tendéncia notacional seja de grande aplicacgao ‘*
em agOes de grupos ( ver [1]).
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