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Resumo

Neste Trabalho de Conclusdo de Curso apresentamos e resolvemos dois modelos de dis-
persdo atmosférica. Nosso objetivo foi aprender e praticar algumas das técnicas de resolugao
de equacdes diferenciais parciais (EDPs), as transformadas de Laplace e fun¢des de Green,
aplicadas neste problema fisico. Os modelos de dispersao atmosférica se referem a descricao
do transporte aéreo de particulas atmosféricas a partir da Lei da Conservagdo de Massa para
a concentracdo das particulas (o que nos d4 um problema envolvendo EDPs), em que o termo
dispersdo € usado para descrever a combinagdo dos fendmenos de difusdo e de adveccdo no
fluxo de massa que ocorre com o ar proximo a superficie da Terra, com a difusdo sendo os mo-
vimentos de vértices gerados pelo vento e a adveccao sendo o transporte de particulas causado
pelas correntes de ar. Os dois modelos se referem a particulas atmosféricas cuja emissdo da
fonte pontual € constante e estd sob vento unidirecional de velocidade também constante. A
diferenca entre os modelos é que para o primeiro ndo consideramos processos de remocado de
particulas da atmosfera, enquanto que no segundo é considerado o mecanismo de deposi¢ao.
Para o primeiro modelo, apresentamos todas as hipéteses simplificadoras para deduzirmos o
modelo da pluma gaussiana, o qual resolvemos pelas transformadas de Laplace. Para o se-
gundo, mostramos como a hipétese de considerar o fendmeno da deposi¢do altera o problema
de EDP e o resolvemos pelas transformadas de Laplace e fun¢des de Green.

Palavras-Chave: Dispersdo atmosférica, pluma gaussiana, equagées diferenciais parciais,
transformadas de Laplace, fungées de Green.



Introducdo

A necessidade de descrever o transporte e a concentragdo dos poluentes atmosféricos emi-
tidos em forma de plumas motivou este trabalho de conclusdo de curso. Os modelos de plumas
possuem aplicagdes diretas na saide humana, entre as quais podemos citar a utilizagao nos pa-
cotes de softwares das industrias com o objetivo de monitorar e regular a liberacao de residuos
na atmosfera [18]; vigilancia das cinzas lancadas de um vulcdo em erupcdo [20]; dispersao
de pdlen e sementes [22], entre outros. As particulas lancadas na atmosfera podem ser re-
movidas por processos naturais. O mecanismo natural de remocado considerado é a deposi¢ao
das particulas na superficie, resultante da sedimentacdo gravitacional e da absorcao delas pela
superficie (solo, vegetacdo, prédios, dgua, etc). A superficie onde as particulas se depositam
pode ter um impacto significante no ecossistema local, por exemplo, se o contaminante entrar
e percorrer caminhos biolégicos. Além disso, a deplecdo das plumas de polui¢do diminui a
concentracao da polui¢do no ar, especialmente quando a deposi¢do ocorre ao longo grandes

distancias.

Um modelo de dispersao atmosférica se refere a descri¢ao do transporte aéreo de particulas
atmosféricas a partir da Lei da Conservagdo de Massa - equagao da continuidade para a fungdo

C(#,t) [kg/m?], descrevendo a concentragio do poluente atmosférico:

aa—f +V.J=S§,
em que S(X,7) [kg/m>s] representa a fonte emissora de poluicio e a fungdo vetorial J(X,7) estd
representando o fluxo de massa [kg /m?s] da particula e ¥ € R?. O termo de dispersio V .J, neste
contexto, € usado para descrever a combinacdo dos efeitos de difusdo e de adveccao no fluxo
de massa que ocorrem com o ar proximo a superficie da Terra. A difusdo, também chamada de
difusdo turbulenta, é consequéncia dos movimentos de vortices causados pelo vento. Para con-
siderar este efeito no fluxo de massa usamos a Primeira Lei de Fick para a difusdo atmosférica,
isto é, o coeficiente de difusdo é proporcional ao gradiente da concentragdao do poluente, sendo
que este coeficiente representa a facilidade com que cada particula se move no ar. A advecgao
€ o transporte de particulas pelo vento. Com isso, o fluxo de massa passa a ser expresso por
J(%,t) = Cii — KVC, em que i é a velocidade do vento e K(¥) = diag(Ky,Ky,K,) [m?/s] uma

matriz diagonal cujas entradas sdo os coeficientes de difusdo turbulenta. Apresentamos dois



modelos analiticos de dispersao atmosférica.

Modelo 1. O primeiro modelo apresentado e resolvido analiticamente, a partir da equagao

da continuidade, € o modelo cléssico de dispersao atmosférica, chamado de pluma gaussiana

oC 22C 0%C
U= = Kya—yz +K28—Z2 +06(x)6(y)6(z—H),

com condi¢des de Dirichlet homogénea em (0,y,z) e de Neumann homogénea em (x,y,0), e
decaimento no infinito. O modelo é usado para calcular concentragdes de polui¢do a partir de
uma unica fonte pontual e considerado na auséncia de quaisquer mecanismos de remocao de
particulas como em [2,11,19]. Outras consideragdes também foram feitas: o contaminante €
langado a uma taxa constante Q [kg/s] de uma determinada altura H [m] e é inserido no modelo
como uma formulagio de distribui¢des delta de Dirac da forma S(X) = Q6(x)8(y)6(z— H) [4];
a velocidade do vento é constante e da forma & = (u,0,0) [m/s], para alguma constante u > 0;
os coeficientes de difusdo turbulenta sdo fung¢des de posi¢do apenas no eixo X; a solugdo esta
no estado estaciondrio; o efeito da difusividade causado pelo vento € negligenciado e o solo é
tomado como o plano z = 0. Para esta parte, baseamo-nos em [18] e encontramos a solu¢ao

pelas transformadas de Laplace.

Modelo 2. No segundo modelo, abordamos um modelo de dispersdo de poluentes at-
mosféricos considerando a deposi¢do como mecanismo natural de remoc¢ao das particulas. Este
problema, em que ocorrem os processos de sedimentacdo e absor¢do, foi estudado primeira-
mente por Calder em [1]. Nesta formulagdo, tanto o fluxo vertical do contaminante devido
a sedimentacdo quanto o fluxo devido a absor¢ao sdo tomados como sendo proporcionais a
concentracao no local. Os fatores proporcionais foram chamados, respectivamente, de veloci-
dade de sedimentagdo, W4 [m/s|, e de velocidade de deposi¢do, g, [m/s], que, geralmente,
sdo diferentes um do outro. A partir de [1], solu¢des para problemas de dispersdao atmosférica
foram obtidas para varios casos [7,13,15], embora em [4] se diga que estas ndo t€m sido usadas
extensivamente, devido a natureza complicada do problema ou a dificuldade de implementa-
las sob a variagdo das condi¢cdes atmosféricas. Segundo [4], o método que inclui os efeitos
de deposicdo na superficie, no modelo de transporte aéreo de particulas, com utilizagdo consi-
deravel [6,8,10,21], € a formulacdo com deplecdo na fonte emissora. Essa abordagem é des-
crita em detalhes por Pasquill em [12] e essencialmente trata a deposicao no solo como uma
perturbacao no modelo de dispersdo da pluma gaussiana. A forma do perfil vertical da pluma
¢ assumida como inalterada pelo processo de deposi¢do e a fonte constante é substituida por
uma fonte com intensidade decrescente. Esta fonte € derivada da forma integral da equagao

da continuidade e da suposi¢do que a taxa de deposi¢do € proporcional a concentracido das



particulas poluentes no nivel do solo [4]. Com isso, o resultado é uma pluma que diminui ex-
ponencialmente a medida que a distancia aumenta na direcdo do vento, enquanto conserva a
forma original da pluma gaussiana sem deplecdo. O objetivo foi estudar um modelo analitico
de dispersdao atmosférica que trata a deposicdo do contaminante de um modo fisicamente mais
realistico do que a abordagem da fonte com diminuic¢ao de intensidade feita em [12] e, ainda
assim, de fécil aplicagdo como o modelo da pluma gaussiana. Para isso, usamos a proposta de
Ermak em [4] que utiliza a abordagem sugerida por [1] sobre a deposi¢ao das particulas, além

das hipoteses necessdrias para a pluma gaussiana,

oC oC 02C 22C
ua — wseda—z = Kya—yz +Kza_Z2 + Q5(x)5(y)5(z—H),

JaC
(Kza_z(x7y70) + (Dsedc(xayv O)) - wdepC(x,y, O)’

com condi¢@o de Dirichlet homogénea em (0, y,z) e decaimento no infinito. O procedimento de
[4] para resolver este modelo segue [3, pp. 358-359] pela técnica das transformadas de Laplace.

No entanto, solucionamos o0 mesmo pelas fungdes de Green.

O trabalho esta dividido em dois capitulos, Capitulo I e Capitulo 2, em que estdo os Modelo
1 e Modelo 2, respectivamente. Ao final, um Apéndice que contém os resultados utilizados nos
capitulos do trabalho. Os dois modelos foram resolvidos analiticamente utilizando técnicas de
transformadas de Laplace e das fun¢des de Green de modo formal, envolvendo manipulacdes
com a distribuicao delta de Dirac e fun¢des de Green que, de um ponto de vista rigoroso,
devem ser melhor definidas, uma vez que o objetivo foi de aprender técnicas de resolucdo de
equagoes diferenciais e aplica-las a problemas de relevancia no contexto atual. O primeiro
modelo estd presente em [18] e 0 Modelo 2 estd em [4]. A necessidade de se estudar a teoria de
distribui¢des, definir o espago em que queremos uma solucao e mostrar a existéncia, a unicidade
e a dependéncia continua é evidente e deve ser sanada em algum momento, mas nao cabe na

abordagem deste trabalho.



1 Modelo 1: A pluma gaussiana

Neste capitulo apresentamos as hipéteses simplificadoras de um modelo de transporte aéreo
de particulas atmosféricas para obtermos o modelo da pluma gaussiana. Encontramos a solu¢@o
por transformadas de Laplace e fizemos uma validagao qualitativa da solucao. Para este capitulo,

baseamo-nos em [18].

O interesse se baseia no transporte aéreo de uma particula contaminante cuja concentragao
de massa (ou densidade) no ponto X = (x,y,z) € R3 [m] e tempo ¢ > 0 [s] pode ser descrita por

uma funcio suave C(¥,t) [kg/m>].

A Lei da Conservagdo de Massa para a concentragio do poluente C(%,¢) [kg/m>] é expressa

na forma diferencial (equacdo da continuidade) [14,18], por

%—f +V.J=S5,
em que S(%,t) [kg/m>s] é o termo que representa a fonte emissora de poluigio e a fungdo veto-
rial J| (%,1) representa o fluxo de massa [kg/m?s] da particula que combina os efeitos de difusdo
e de adveccao, isto €, J =J;+J,. O efeito de difusdo no fluxo de massa surge da turbuléncia
gerada na atmosfera [14,18]. O resultado principal sobre a difusao € a validade da Primeira Lei
de Fick para a difusdao atmosférica, isto €, J; =—KVC. O sinal negativo garante que o contami-
nante flui de regides de alta concentracao para regioes de baixa concentracao. O coeficiente de
difusdo K é dado por K(¥) = diag(Ky, Ky, K;) [m?/s], uma matriz diagonal cujas entradas sdo os
coeficientes de difusao turbulenta (em geral sdo fungdes de posicao [4,14,18]) que representa
a facilidade com que cada particula se move no ar nas dire¢des x, y € z, respectivamente. A
segunda contribuicao para o fluxo de massa, a advecg¢do linear, € causada pelo vento e expressa
por J, = Cii, com ii [m/s] sendo a velocidade do vento. Com isso, podemos escrever o fluxo de

massa total como J = Cii — KVC.

Portanto, a equacao de difusdo e transporte (equacao tridimensional de advec¢ado e difusao)

(¢S

P
a—f+v-cb7=v-(1<vc)+s.
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Para determinar o modelo que nos fornece a pluma gaussiana faremos sete hipdteses sim-

plificadoras para o problema.

1. O contaminante é emitido a uma taxa constante Q [kg/s| de fonte pontual em ¥ = (0,0, H )
localizada a uma altura H |[m] da superficie. Consideraremos o termo fonte como sendo
S(X) =06(x)6(y)6(z—H), em que 6(.) é a distribui¢do delta de Dirac (Apéndice, se¢cdo
3.1). Esta formulagao € sugerida por [4].

2. A velocidade do vento é constante [m/s] e alinhada com a parte positiva do eixo x de

modo que i = (u,0,0), para alguma constante u > 0.

3. A solugdo esta no estado estaciondrio, o que € vidvel se a velocidade do vento e todos os
outros parametros forem independentes do tempo e, além disso, se a escala de tempo de

interesse é grande o suficiente.

4. Os coeficientes de difusdo turbulenta [m? /s] sdo fungdes de posicio apenas no eixo x na

direcdo do vento a partir da fonte.

5. A velocidade do vento € grande o suficiente para que o efeito da difusdo na dire¢do do
. . : d C
eixo X seja muito menor que o da advecg¢do de forma que o termo —— KXa— possa ser
X

ox

negligenciado.

6. VariacOes na topografia sdo insignificantes, de modo que a superficie possa ser tomada

como o plano z = 0.

7. O contaminante ndo penetra no solo.

Fazendo uso das hipdteses 1 — 6, a equacdo de adveccdo e difusdo se reduz a

aC 9*c  9%C
— =K,—5 +K, == 0(x)6(y)6(z—H
uax }’ayz + Zazz +Q (x) (y) (Z )7
em que buscamos solugdes para 0 < x < oo, —c0 <y < o0 e () <z < oo. Como desejamos um

problema bem posto, complementaremos a EDP com as seguintes condi¢des de fronteira
C(anaz) = 07 C(°°7y7z) = 07 C(X, j:°°7z) =0 C(X,y#’") =0.

A primeira condi¢do € devida a unidirecdo da velocidade do vento e ao fato de que ndo ha
contaminantes para x < 0. As demais condicdes decorrem de que a massa total do contaminante
liberado deve permanecer finita. E de acordo com a hipotese 7, temos a ultima condi¢do de

. aC ) ) ) . .
fronteira, K;—(x,y,0) = 0, pois essa hipdtese nos diz que o fluxo vertical do contaminante

Zaz
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na superficie € nulo. Dessa forma, a EDP com essas condi¢des de fronteira nos fornece um

problema bem posto [18].

Resolveremos uma formulagdo equivalente para o problema acima. Para obter este novo
modelo, integramos a equacao dos dois lados em relagio a x € [—d,d|, d > 0 e usamos a

defini¢do ffd 0(x)dx =1 (Apéndice, secdo 3.1), obtendo assim

d ( 9*C 9°C
)= [ (K55 + K% ) dr+ 08003 )

9°C
K5 +080)3( )

9*Cy
=2d| K
< b 9y’
1
em que Cy = 74 ffd Cdx e usando o fato de que C(—d,y,z) = 0. Tomando o limite quando

d — 0T, temos
MC(Ovy,Z) = Q5(y)5(Z_H)7

enquanto todas as outras condi¢des permanecem idénticas.

Portanto, nosso problema a ser resolvido fica

aC 2%C 0%C
u— =K + K, ——,
072

i 0<x<oo, —o0<y<oo <7< 00
dx Y 9y? - Y - ’

C(0.9.0) = 25(:)8(c— H),

C(e0,y,2) =0, C(x,£00,2) =0, C(x,y,0) =0,

dC
KZ8_z(x’y’0) = 07

em que a equivaléncia estd demonstrada no Apéndice, secdo 3.1, teorema 3.3.

Com o modelo matematico estabelecido, passamos a etapa de encontrar a solugdo. Os co-
eficientes de difusdo turbulenta na equacdo e na condi¢ao de fronteira sdo funcdes de posicao
na direcdo do vento e variam conforme as condic¢des climaticas e com o tempo. Conseqiiente-
mente, € dificil determind-los na prética. Considerando isso, faremos as seguintes substituicoes

de varidveis
L d ! xK d
=— | K =_
ne) =, [ K@, )= [ K@)
cujas unidades s@o [m]. Essas substitui¢des eliminardo os coeficientes de difusdo apds a separagdo

de varidveis. Utilizando essas mudancas de variaveis e a definigao c(ry,r;,y,z) 1= C(x,y,z), ob-

temos da EDP acima a equagao que resolveremos,

dc dc d%¢ d%¢
a_]"y+KZa_rZ =K +KZ8_Z27

b "9y
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com condic¢des de fronteira semelhantes, uma vez que nao temos derivadas em x nas condicoes,
isto &,

0

(0,0.9,2) = Z8(3)8(:~H),
C(°°7°°7y7z) = 07 C(I"y, Iz, :I:oo,z) = 07 C(ry7 ”z;y7°°) = 07
dc
KZa—Z(ry,rmy, 0) =0.
Para eliminar, de fato, os coeficientes de difusao, aplicaremos a seguinte separacao de

varidveis

Q

C(ry7 rZayuz) = Za(ryuy)b(rbz)u

assumindo que a dependéncia da solu¢do em y e z possa ser separada dessa forma. Logo, temos

da d%a ob 9%b
e G ) i em

a b

o que nos da duas equagdes de difusdo de dimensao reduzida com condicdes de fronteira

da  d%a <
8—ry—8—y2, O_I"y<°°, —oo Ly < oo,

a<07y) = 5(y)7 a(°°,y) =0, a(rw:l:oo) =0,

%—a—zb 0<r, <o, 0<z<
arz_8Z27 — 12 ) >~Z )

db
b(0,z) = 8(z—H), b(e0,z) =0, b(r;,0) =0, a—z(rZ,O) =0.

Em que A = 0 para satisfazer as condigdes de fronteira. Em ambos problemas as varidveis r,
e r, podem ser vistas como varidveis temporais e entdo as condicdes de fronteira que contém
a distribuicdo delta de Dirac agem como condi¢des iniciais para os problemas de difusdo em

a(ry,y) e b(r;,z), respectivamente.

Os dois problemas acima serao resolvidos pelo método das transformadas de Laplace cujas
propriedades e transformadas de Laplace utilizadas estdo no Apéndice, secdo 3.2. Iniciare-
mos resolvendo a,, = ay,. Seja d(p,y) := £,,{a(r,y)} a transformada de Laplace de a(ry,y)
em relacdo a varidvel r, em que p ¢ a nova varidvel. Como a(0,y) = 6(y), pela regra da
diferenciacdo de transformadas de Laplace temos

024

32 —pa=—4(y).

Seja, em relagdo a y, a transformada de Laplace de a(p,y), a(p,n) := £,{d(p,y)} com 1 a
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nova varidvel. Como £,{3(y)} = 1, entdo

. da A
n%—ndmxb—ggmxn—pd=—4aOSy<w-
Definindo w = a@(p,0) e —v = d,(p,0) — 1, obtemos 4= Z;V__I:

Aplicando a transformada inversa em relacio a 1, temos

a(p.y) = weosh (\/py) - ﬁ sinh (/p)

w 1%

3 [P (VPY) +exp(—vpY] = 55 exp () —exp (~/P)]

Para que d(p, o) = 0, devemos ter w = v/2,/p. Logo,

ilp.y) = IVPY),

2P

Suponha por um momento que v ndo dependa de p, entdo fazendo uso da transformada inversa

em p, obtemos
i) 22285)
exp (—y?/4ry)
4rry
exp (—y?/4ry)

pois como a solugdo € par e o problema € simétrico em relacdo a y = 0 [18] foi possivel esten-

e como O(y) = lim, o+ (Apéndice, segdo 3.1), temos que v = 1/2. Por fim,

obtemos

v_°°<y<°°a

dermos o dominio.

Passamos a encontrar a solu¢@o b(r, z) através da mesma técnica. Com a defini¢éo E( p,z) =
£,.{b(r;,2)} e b(0,z2) = 6(z— H), temos

%h .

~

Definindo g(p,{) = £.{b(p,z)} e como £,{8(z—H)} =exp(—CH) e g—lz
{b(p,0) —exp(—CH)
§—p '

Aplicando a transformada inversa em ¢, obtemos

(p,0) =0, entdo

b=

b(p,2) = b(p,0)cosh (/pz) - \im sinh (\/p(z— H))
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SO

= 25 o (VP +exp (—/p2))— 5

Pela condicio de fronteira b(p,e0) = 0, devemos ter b(p,0) = exp (—+/PH)/\/P. Entdo, con-

[exp (vp(z—H)) —exp(—/p(z—H))].

cluimos que
b(p.2) = % lexp (— Pz~ H)) +exp(— /e + H))].

Logo, apds a inversao em p, temos a solugdo

1
4rmr,

b(r;,z) = [exp (—(z—H)2/4rZ) +exp (—(z+H)2/4rZ)] .

;

Assim, podemos determinar a concentragao da polui¢ao emitida de (0,0, H) substituindo as
solugdes a(ry,y) e b(r;,z) na equagio c(ry,r;,y,z) = —a(ry,y)b(ry,z). Portanto, a concentragio
u

do contaminante é expressa por

c(ry, 12, ),2) exp (—y2/4ry) [exp (—(z —H)2/4rz) +exp (—(z—l—H)2/4rZ)} )

__ 9
dru, /ryr;
Podemos observar que c(ry,r;,y,z) satisfaz a EDP e as condigdes de fronteira (no sentido de
distribui¢des), sendo solu¢ao do problema [18]. Essa solucdo é chamada de pluma gaussiana
para a equacgdo de adveccao e difusdo, devido ao fato de que a dependéncia exponencial em y e

z € similar a uma fun¢do do tipo gaussiana.

Note que se substituirmos a hipétese 7 por O solo absorve perfeitamente o contaminante”,

a condigdo de fronteira referente a essa hipétese muda para c(ry,r;,y,0) = 0, ou seja, apenas
. ) ab .

a expressdo de b(r;,z) é modificada, a condigdo —(r;,0) = 0 é substituida por b(r;,0) = 0.

dz
s b 0)— —CH
Seguindo a mesma maneira de resolug¢do, encontramos b = (P,0) z2 exg (=CH)

e aplicando
a transformada inversa em {, concluimos que

b(p,z) = \_/—% sinh (\/p(z—H)) +l§z(p,0)%sinh(\/ﬁz).

A

~ b
Mas, para que b(p, o) = 0 devemos ter a—(p,O) =exp (—/pH). Assim,
<

1
2/p

e portanto, apés aplicar a transformada inversa em p,

b(p,z) =

[exp (=P (z—H)) —exp(—/p(z+H))],

b(r.,2) = \/4177 lexp (—(z— HY?J4r;) —exp (—(z+ H)?/4r.)]
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Dessa forma, a soluc¢do para esse caso €

c(ry, 1, ),2) Xp (—y2/4ry) [exp (—(z —H)2/4rz) —exp (—(z+H)2/4rZ)} .

_ 0
 4mu, [Ty ©

Além disso, voltando ao caso anterior, se considerarmos os coeficientes de difusao turbu-

lenta sendo isotrépicos, isto €, K(x) = Ky (x) = K;(x) := K(x), a concentracdo serd dada por

c(ny,z) = exp (—y2/4r) [exp (—(z—H)2/4r) +exp (—(z+H)2/4r)] ,

dmur

. . o 1 .
em que necessitamos apenas da substitui¢do de varidveis r(x) = — [§K(&)d& e a definigdo
u
c(r,y,z) := C(x,y,z). Suponha, agora, que além de serem isotrépicos, sejam constantes, isto &,

K(x) =K, K € R. Entio, r(x) = Kx/u e assim

C(x,y,z) = 471'QKx exp (—yzu/4Kx) [exp (—u(z—H)2/4Kx) +exp (—u(z+H)2/4Kx)} .

Vejamos que lim,,_,o+ C(x,y,z) = 271:%’ 0 que aparentemente contradiz a percep¢do que a
solu¢do ndo faz sentido quando u = 0. Vafia lembrar que o modelo ndo considera velocidades
de vento préximos a zero, isto €, u ~ 0. A razdo dessa percepcao se da pela dificil determinagdo
dos coeficientes de difusao turbulenta, assim a solucdo é geralmente escrita em termos de r, €
entdo pode parecer que C tem uma singularidade quando u — 0" se a dependéncia r = r(x) for

esquecida.

Para finalizar, uma simples expressao pode ser obtida para a concentra¢do ao nivel do solo

_ _ u(y* +H?)
(fazendo z = 0), C(x,y,0) = 72k P e

uma fonte a uma determinada altura (H > 0), ao longo da linha de centro da pluma (y = 0), a

. Assim, podemos observar que para

concentracio assume o maximo de Cp, = 2Q/(wuH?e) em x = uH? /4K.

Para ilustrar o comportamento da solug@o consideraremos dois casos, um com fonte emis-
sora no nivel do solo, H = 0 [m] e outro levemente acima, H = 2 [m] e tomamos os seguintes
pardmetros Q = 4 [kg/s], u =1 [m/s] e K = 1 [m?/s]. Para ambos valores de H, as figuras da
esquerda mostram que a maxima concentra¢do ocorre na mesma posicao (0,0,H) que a fonte,
e que o contaminante € levado na direcao do vento em forma de “pluma”. Os graficos da direita
retratam a concentracao no plano z = 0 e nos dizem que o pico de concentracdo ao nivel do solo
ocorre na origem quando H = 0 ou deslocado na dire¢do do vento quando a fonte esté elevada.
Esse comportamento € esperado do ponto de vista fisico e € uma validacao qualitativa da pluma

gaussiana.
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(a) Secdo vertical (y = 0) (b) Seg¢do horizontal (z = 0)

Figura 1.1: Gréficos da concentragdo C(x,y,z) da poluicdo emitida de uma fonte ao nivel do
solo (H = 0) com escala em x de 0 a 2: (esquerda) no plano vertical y = 0; (direita) no plano
horizontal z = 0. O local da fonte de contaminante estd indicado em vermelho.

(a) Segdo vertical (y = 0) (b) Segdo horizontal (z = 0)

Figura 1.2: Grificos da concentragdo C(x,y,z) da poluicdo emitida de uma fonte a um nivel
elevado (H = 2) com escala em x de 0 a 2. O local do pico de concentragdo ao nivel do solo
estd indicado em preto.
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2  Modelo 2: Sedimentacdo e absorcao

A partir do capitulo anterior, apresentaremos o modelo de dispersao atmosférica feito por
Ermak em [4] que utiliza [1] para considerar a sedimentagdo e a absor¢do do poluente no solo.

Resolveremos o modelo por transformadas de Laplace e fun¢des de Green.

Para este modelo consideraremos as mesmas hipoteses simplificadoras do modelo do Capitulo

1, modificando apenas as hipéteses 2 e 7.

Em situagdes praticas foi observado que algumas particulas poluentes sdo mais densas que o
ar e realizam um processo de separagdo de mistura conhecido como sedimentagao, ou seja, essas
particulas caem na superficie sedimentando-se a uma taxa bem definida chamada de velocidade
de sedimentac@o, @,y [m/s] [4,18]. Para trabalhar com esse efeito adicionamos ao vetor da
velocidade do vento uma componente vertical, i = (1,0, —@s.4) [4]. Portanto, analogamente, a

partir da equacgdo da continuidade, a equagdo de advecc¢ao e difusdo fica da forma

oc_ IC_ . 82C+K 9*C
U— — — =K,—~ —.
ax sed az y ayz Z (9Z2
Para complementar, [1] sugere que uma condi¢do de fronteira de Neumann nula no nivel
do solo ndo € uma aproximagao razoavel. Em vez disso, uma parte das particulas que descem
até o solo, na verdade, depositam-se no solo e sdo absorvidas. Entdo, consideramos que o fluxo

vertical do contaminante na superficie € proporcional a concentracdo no nivel do solo [1], e

assim nossa nova condi¢do de fronteira serd escrita como

aC
(Kza_z(x7y70) + wsedc(x7y7 O)) B wdepC(x,y, 0)’

em que Wy, [m/s] é chamada de velocidade de deposigdo.
As demais condi¢des de fronteira permanecem iguais.

A velocidade @y, depende de fatores tais como o tipo e tamanho da particula poluente,
rugosidade do terreno e do tipo de superficie do solo e das condi¢des metereoldgicas, enquanto

que O,y pode ser determinado pela Lei de Stokes, isto &, Wyq = 2pgR*/9u, em que p é a
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densidade da particula [kg/m’], R é o raio da particula [m], u é a viscosidade dinamica do ar

[kg/ms] e g é a aceleragdo gravitacional [m/s?] [4].

Portanto, o novo modelo é

oC oC 0*C 0%2C
ua - a)seda_z - KYa_yz +K28_Z27

C(0,3,2) = 25()5(c—H),

C(°°7ya Z) =0, C(X, iw,Z) =0, C(x,y,w) =0,

aC
(Kza_z(x7y7o) + wsedc(xay7 O)) B wdepC(x,y, O)

Para resolver este modelo, iniciamos fazendo as mesmas mudancgas de varidveis, ry € 1, 0

que resulta na equagdo

dc dc dc d2%¢ 0%¢

— K — WOpg=— =K K~
8ry+ z&rz sedaZ + 18227

com condig¢des de fronteira

(0,0,3,2) = 25(3)8(c— H),

C(°°7°°7y7z) = 07 C(ry7FZ7:|:°°7Z) = 07 C(’"y:”z;)’:“) = 07
dc
KZa_Z(r)H r27y7 0) + wsedC(ry, rbya 0) - Cl)depC(ry, rzayv 0)
Realizaremos a seguinte separacdo de varidveis
Y
c(ry,12,y,2) = —alry,y)b(rz, 2)0(rz,2)

em que

[0) —H 2 r
SE— e
Z Z

. .. c . A s ~
escolhida de modo a eliminar o termo —a)seda—, assumindo que a dependéncia da solugao em
<

y e z possa ser separada dessa forma. Observando que

90 _ O 90 —_ Bsedg
dz 2K,

e substituindo na EDP acima, temos

da b w2 db Wyerd 9%a
Kb— + K.a— — K.ab—3¢4 | — — —ab=—2% ) = K,b—
( Y ory + Za&rz 4 4K2> Dred (a oz 2K, Y7 0y?

4
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92b 0% b Oy
K i b sed_2 YV Hsed
i Z(a822+a 4K? 4oz 2KZ>’

apo6s simplificar o fator ® em cada termo. Note que podemos simplificar um grande niimero
de termos, obtendo assim, como no capitulo anterior, duas equacdes de difusdo de dimensao

reduzida idénticas as do problema anterior,

da 9d%*a Ib B 2%b

dry  dy*’ dr, 97%
E vale a mesma justificativa de a constante ser zero para a separagdo de varidveis.

Portanto,
2
a(ryy) = exp (—y /4ry)
e \/Arr
y
para 0 < ry, <ooe —oo <y < o0, uma vez que houve mudancgas apenas para a cordenada z, ou

seja, a EDP e as condi¢oes de fronteira para a(ry,y) sdo idénticas as do modelo anterior.

Para a EDP e as condi¢des que nos ddo a solugao b(r;,z), observamos que a unica diferenca
estd em que substituimos a condi¢do de fronteira de Neumann do primeiro modelo por uma
condi¢ao mista (devido a nova hipotese sobre o contaminante). Portanto, a partir da condi¢do

de contorno sugerida por [1], da nova separacdo de varidveis e observando que

dc ) ab 20
a_z(ryurmy?())zga(ryuy) a_z<rZ7O)®(r270)+b(rZ7O)a_Z(r270) y

db
concluimos que a nova condigdo de fronteira para o problema é —(r,,0) = @wb(r;,0), com

o dz
d
(o022
0= 2
KZ
Assim, devemos resolver o problema
ob 9%
or, dz%2’ ~— & =t
com condig¢des de fronteira
ab
b(0,z) =06(z—H), b(e0,z) =0, b(r;,00) =0, a—z(rZ,O) = wb(r;,0).

Encontraremos b(r;,z) pelo método das fun¢des de Green. As propriedades e fungdes de

Green utilizadas estdo no Apéndice, secdo 3.3.

Antes de calcularmos a solugdo simplificaremos o problema fazendo uma substitui¢do de
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varidvel da seguinte forma [17, pp. 210]

b(r.,z) = —exp (2) / "B (=, {)exp(—w)de,

ou equivalentemente,
ab
B(FZ,Z) = a_z(rzaz) - wb(l’z,z).

db

Podemos verificar isso observando que a expressao de b(r;,z) € solugdo de B(r;,2) = o2 (r;,z)—

wb(r;,7).

Utilizando a expressao para 3 acima, concluimos que

o289\, 9 (Ib o\
dr, 07> dz\or. 9z2) 7

e portanto, f(r;,z) satisfaz

B 9*B

9 =92 0Sr<m 0<z<e
Z

com as seguintes condi¢des de fronteira

B(0,2) = 6(z—H) = 8'(z— H), B(r;,00) =0, B(e0,2) =0, B(r;,0) =0.

A fun¢ao de Green para 8 encontrada pelo método de imagem é

1
4rmr,

Gp(r:,2:0,8) = [exp (—(z— ) /4r;) —exp (—(z+)*/4r2)]

A

com Gg no sentido de distribuigdes. Como podemos expressar a solugdo §(r;,z) através da

funcdo de Green e da condicao de contorno [17, pp. 210], temos
B(rd) = [ Gplroz0,0)B(0.£)dC

= [ Gplrz0.0) [w8(¢ — 1)~ 8'(C ~ )] €.

usando integracdo por partes, obtemos

- . WG
Blrat) = [ |0Gyz0.0)+ 52050, 8(¢ - W,

0 que podemos integrar explicitamente, e obter assim

)= | (S5 + ) exp (e far) + (S22 0 ) exp (e 17|
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Com isso, encontraremos b(r;,z) substituindo 8 na expressao de b,

b(ry,z) = M/j {(C_H-I—w) exp (—_@_H)Z —a)C)

Jarr, 2r, 4r,
(5o ()

Observando essa integral percebemos que podemos integrar o primeiro termo com exatidao

enquanto que para o segundo termo adicionamos e subtraimos 2@ para integrarmos.

Portanto,
blre.2) = g [exp (e H)/drc) +oxp (~(c+ H)*/dr.)|
« exp (— 2 /4r,
—26063xp((1)z)/Z ult (j:TZ) /4 )exp(—wC)dC.

Reescrevendo a equacdo dentro da integral, ficamos com

1
b(l"z,Z) = \/m [CXP (_(Z_H)2/4rz) +6Xp (—(Z+H)2/4I‘Z>}
oo _ 2
_w—exp(a)z)/ exp (E+H+20r) + wH + w*r, |dC.
Tr;  J; 4r,
Logo,
1
b(?‘z,Z) = \/m [CXp (_(Z _H>2/4rz) +6Xp (—(Z+H)2/4FZ)}
H
—wexp (o(z+H)+ a)zrz)erfc (ZZ—;E + a)\/r_z) ,
2
em que erfc(t) = ﬁ [ exp (—uz)du € a funcao complementar do erro.

Para expressarmos a solugdo c(ry, 7, y,z) deste modelo basta substituirmos a(ry,y), b(r;,z),

0O(r;,z) e @ na férmula da separagdo de varidveis utilizada. Ento a solugéo fica

Wsed (Z —H ) wszed "z

CXp (_y2/4ry) exXp <— oK. - 4K2 ) X [exp (—(Z—H)2/4rz)

C(ry,rz,y,z)

__ 2
Aru, /1y,

2a0\/7T wo(z+H) o t+H o
—I—exp(—(z—{—H)2/4rZ)—TZZexp< X. + ]gzz erfc 2\/7’_z+ I;Z/_Z ;
z
Wsed

> Essa solucdo € uma generaliza¢do da pluma gaussiana que clara-

em que @y 1= Wgep —

mente se reduz aquela se tivermos 0y, = Wyeq = 0.

Dessa forma, pode-se aplicar a solucdo a diferentes tipos de fendmenos de deposicao os

quais podemos separar em classes:
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Oseq = Wgep = 0. O caso trivial é aplicavel a gases ou particulas pequenas (geralmente < 0.1um/dia.)

sob condi¢des em que deposi¢do pode ser negligenciada.

Oseq = 0,@4., > 0. Este caso € aplicdvel a gases ou particulas pequenas em que o efeito de
sedimentagdo gravitacional pode ser negligenciado. No entanto, a absorcdo ocorre, de-

vido a vegetacdo ou ao solo, por exemplo.

Oseq = Wgep > 0. Neste caso a deposi¢do € devida somente a sedimentagdo gravitacional. Este

comportamente € tipico de particulas grandes (= 50um/dia.).

Wgep > Wseq > 0. Aqui a deposi¢ao ndo € devida somente a sedimentagdo gravitacional. Deve-
se, também, geralmente a rugosidade da superficie. Essa classe € aplicavel a particulas

de tamanho intermediério (= 0.1 —50um/dia.).

Wseq > Oyep = 0. Quando a velocidade de deposi¢do € menor que a velocidade de sedimentag@o,

as particulas depositadas sdo retornadas a atmosfera, como em uma tempestade de areia.

Se o coeficiente de difusao for isotrépico, a solugdo € calculada de maneira andloga e ex-

pressa por

Wsed (Z — H) _ wszedr
2K 4K?

c(ryz) = exp (—y2/4r) exp (— > X [exp (—(z —H)2/4r)

Aur

oy (S5 ) (1)

+exp (—(z+H)?/4r) — - e —

-t
2:/r K
De modo similar, conseguimos expressar facilmente em termos de (x,y,z) se o coeficiente de

difusdo for isotrépico e igual a uma constante,

— 2 x
C(x,y,2) = ——exp (—y"u/4Kx) exp (— w“déZK 5 _ (ZK‘; ) x [exp (—(z— H)?u/4Kx)
2a00\/Tx ao(z+H) ofx (z4+H)u  @p\/x
+exp(—(z+H)2u/4Kx)—Wexp( X + Kou)erfc< K + \/K_u>]

Para ilustrar a solugdo c¢(ry,;,y,z), vamos considerar uma fonte pontual emissora ao nivel
do solo, H = 0 [m] e outra, acima H = 2 [m], Q = 4 [kg/s] e velocidade do vento u = 1
[m/s]. Para a velocidade de deposicdo, consideraremos @;., = 0,0062 [m/s] e para a velo-
cidade de sedimentagdo, @y = 2pgR%/9u [m/s], com p = 7140 [kg/m’], g = 9,8 [m/s*],
R=0,45x107% [m] e = 1,8 x 107> [kg/ms]. Para os coeficientes de difusdo turbulenta K, e
K., consideraremos Ky, = 0, Suax” [m*/s] com a = 0,34 e b = 0,82, ¢ K; = 0, 5ucx [m*/s] com
c=0,275ed =0,82. Alguns destes dados foram retirados de [18] e se referem a emissdo de

zinco na atmosfera, além disso, os resultados abaixo servem de validagdo qualitativa do modelo.
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(a) Secdo vertical (y = 0) (b) Seg¢do horizontal (z = 0)

Figura 2.1: Grificos da concentragdo c(ry,r;,,z) da polui¢do emitida de uma fonte ao nivel do
solo (H = 0) com escala em x de 0 a 10: (esquerda) no plano vertical y = 0; (direita) no plano
horizontal z = 0. O local da fonte estd indicado em vermelho.

] 2 4 3 g 10

(a) Segdo vertical (y = 0) (b) Segdo horizontal (z = 0)

Figura 2.2: Gréficos da concentragdo c(ry,7,y,z) da poluicdo emitida de uma fonte a um nivel
elevado (H = 2) com escala em x de 0 a 10: (esquerda) no plano vertical y = 0; (direita) no
plano horizontal z = 0. O local da fonte esta indicado em vermelho.
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Consideracoes Finais

Apresentamos e calculamos a solu¢do de dois modelos de equacdes diferenciais parciais
parabdlicas cujas representacdes fisicas sdo de importancia em nosso mundo atual. Os dois
modelos, em linhas gerais, sdo obtidos através da equacdo da continuidade e descrevem a
concentracao de particulas atmosféricas emitidas a uma taxa constante de uma fonte pontual
a uma determinada altura, e sob vento constante unidirecional que sopra para uma regido in-
finita, ap6s um tempo considerdvel. No primeiro modelo ndo consideramos mecanismos de

remocao enquanto que no segundo modelo consideramos o processo natural da deposi¢ao.

Para calcularmos as solucdes destes problemas, utilizamos as técnicas das transformadas de
Laplace e das funcdes de Green, além de técnicas de EDP, separacdo e substitui¢ao de varidveis.
Com isso, o objetivo de estudar alguns dos métodos de resolucdo de equacdes diferenciais foi

alcancado.

Todavia, dificuldades surgiram, de inicio pensdvamos em resolver as EDPs apenas pelas
transformadas de Laplace (para ndo trabalharmos com o termo da distribuicao delta de Dirac),
entretanto, apds algumas pesquisas, o método das fungdes de Green (as quais foram calculadas
com as transformadas de Laplace) apareceu para facilitar a resolu¢do do Modelo 2, de um modo

muito mais rapido e simples que o sugerido por [3, pp. 358-359].

E entdo, veio a tona, além de motivacdo para estudos futuros, a necessidade de estudar a
teoria de distribui¢Oes e com mais profundidade a teoria de EDP (para, por exemplo, demons-
trarmos que estes problemas de EDP, sdo de fato, bem postos) uma vez que estas solucdes foram

obtidas de modo formal.
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3 Apéndice

Nesta parte do trabalho, apresentaremos de modo formal alguns dos resultados utilizados.

3.1 A distribuicao delta de Dirac e a solu¢cao fundamental da
equacao de difusao

Para trabalharmos com a distribui¢ao delta de Dirac utilizaremos a funcdo Heaviside que

07 x < Xxp, , - . .
pode ser dada por H(x —xp) = Além dessa fungdo, necessitamos, também, da
I, x> xp.

fungdo impulso de altura 1 /€ entre xo e xo + € dada através da fung¢do Heaviside por 8 (x —xp) =
1
P [H(x—x0) —H(x— (xo+¢€))].

Assim, de modo formal a distribui¢do Delta de Dirac é dada por 8 (x —xg) = limg_, ¢ (x —
xp)- Note que 6(x — xp) nd3o é uma fungao no sentido usual, esta ”fun¢ao”vale zero em todo
ponto exceto em xo onde a “funcdo € infinita”, no sentido de que a drea do gréifico desta
“fungéo”vale 1, isto é, ff O0(x —xp)dx = 1, em que (a,b) é qualquer intervalo contendo x
(podendo ter a = —oo e/ou b = ). Essa ’fun¢@o”’é conhecida como pertencente a um conjunto
mais amplo que o das fungdes, (.) pertence a classe das fungdes generalizadas, da teoria das

distribui¢des.

Note que |7 8(x —xo)f(x)dx = f(xo), pois [~ 8(x —xp)f(x)dx = limg_0 [, Oe(x —
x0) f(x)dx

oo

e—0

— lim { /_ " 0. f(x)dx + / o é fydx+ [ o. f(x)dx] .

xX0+&

Assim, pelo Teorema do Valor Médio para integrais, podemos escrever para 0 < 6 < 1,

/_iS(x—xo)f(x)dx: ;ii%%f(xo-l- 0e)e = f(xp),

na verdade, este resultado vale para qualquer intervalo (a,b) contendo xg.
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dH(x —
Também, observe que 6(x —xg) = %, pois
H(x— H(x—xo) — H(x— (xo—
dH (x —xp) — lim (x—xp) (x—(x0—¢€)) — S(x—xo).
dx e—0 €

aC
Dizemos que a solugdo fundamental casual C(x,t) é a solugio de — —aV>C = §(x)8(¢)

ot
e que € identicamente nula para t < 0. Com x = (x1,...,x,) em R" e r € R, a uma constante
positiva (chamada de constante de difusividade) e com V? agindo apenas sobre x, ou seja,
0%u 0%u
Viu=—+...+=.
ox? ox2

. . du
Assim, a solugio fundamental casual coincide com a solugio de — —aV?u =0, parat > 0

ot

com condi¢do inicial u(x,0) = §(x).

d
Porque se u(x,7) é a solugdo da equacio de 8—? —aV?u =0 parat > 0e C(x,t) dada por

u(x,t), >0, P
C(x,t) = { O( ) 0 Como C(x,t) é identicamente nula para ¢ < 0, podemos escrever
, 1<0.

C(x,t) = H(t)u(x,t), em que H(z) é a funcdo Heaviside. Entao,

V2C = H(1)V?u,

aC du dH du
5 = H(I)E —Ht(x,t)z(t) = H(I)E +u(x,0)8(t).
Logo, oc _ aV?C = u(x,0)8(t) = 8(x)d(1).

dt
Para o caso de uma dimensdo e a = 1, temos que a solu¢do fundamental casual ja foi
calculada no Capitulo 1 (em outra notagdo e com a = 1) por transformadas de Laplace, nesta
notacdo podemos escrever
_exp (—x%/41)

C(x,t)— \/4% 7t>07

(€ claro que C(x,t) = 0 para t < 0). Para r > 0, C(x,7) tem derivadas continuas e satisfaz a

equagdo. Se t — 0, C(x,7) tende a §(x) no sentido de distribui¢des [17, pp. 60].

3.2 Transformadas de Laplace

Seja F(t) uma funcao para ¢t > 0. Entdo, a transformada de Laplace de F (t), denotada por
L{F (1)}, é dada por £{F (1)} = f(s) = [y exp(—st)F(t)dt, em que o pardmetro s é real. A
transformada de Laplace de F () é dita existir se a integral acima converge para algum s, caso

contrario, ndo existe. Além disso, uma funcao € dita ser seccionalmente continua ou continua
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por partes em um intervalo o <t < f8 se o intervalo pode ser subdividido em um ndmero
finito de subintervalos em que a fun¢do € continua em cada um desses subintervalos e tém
limites laterais finitos. Também, se constantes reais M > 0 e 7y existem tais que se para todo ¢
suficientemente grande, entdo |F(f)| < Mexp (yt), dizemos que F () é uma funcdo de ordem

exponencial 'y (ou mais brevemente, de ordem exponencial).

Teorema 3.1. Se F(t) é seccionalmente continua em todo intervalo finito 0 <t < N e de ordem

exponencial y parat > N, entdo a transformada de Laplace f(s) existe para todo s > Y.
Demonstragdo. A demonstragdo esta em [16]. U

A menos que esteja explicito, consideraremos que todas as fungdes satisfazem o teorema

anterior.

Se ¢1,¢2 € R enquanto que Fi(t) e F»(t) sdo fungdes cujas transformadas de Laplace sdo
fi(s) e f2(s), respectivamente, entdo temos que £{c|F|(t) +c2F2(t)} = c1f1(s) +ca2f2(s). Pois
observe que £{c|Fi(t) +c2F>(t)} = [y exp(—st) (c1Fi(t) +c2F>(t))dt

(o<}

— el / " exp (—st)Fy ()i +¢2 / exp (—st)Fy(1)dt = c1 £{F1 (1)} +28{F (1)} = c1fi(s) +cafo s).
0 0

Se £{F(t)} = f(s) e a € R, entdo £{exp (at)F(t)} = f(s — a). Para isso, basta notar que
L{exp(ar)F(t)} = [, exp(—st)exp (at)F(t)dt

= /Oooexp(—(s—a)t)F(t)df = f(s—a).

Se £{F(t)} = f(s), entdo L{F'(r)} = sf(s) — F(0), se F(t) for continuaem 0 <t <N e de
ordem exponencial para r > N enquanto que F'(z) é seccionalmente continua para 0 <7 < N.
Pois note que £{F'(1)} = [;"exp(—st)F'(t)dt = limp_o. [ exp (—st)F’(¢)dt

P
_ 1im {exp (—sP)F(P) — F(0) +s / exp (—st)F(1)dt} = s f(s) — F(0),
0

P—oo

utilizando o fato de que se F(¢) é de ordem exponencial ¥ se ¢ tende ao infinito, entdo temos

que limp_,oexp (—sP)F (P) = 0, para s > 7.

Se £{F(t)} = f(s), entdo L{F" (t)} = s>f(s) —sF (0) — F'(0), se F(t) e F'(t) forem continuas
em 0 < < N e de ordem exponencial parat > N enquanto que F”(z) é seccionalmente continua
para0 <t < N. Para isso, basta ver que £{F" (¢)} = sL{F'(t)} —F'(0) = s [s&{F (1)} — F(0)] —
F'(0)

= 28{F(t)} —sF(0) — F'(0) = s* — sF(0) — F'(0).
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Se N(t) é uma fungdo de t tal que para todo ¢ > 0, temos que [j N(u)du = 0, entdo chama-

mos N(t) de fungdo nula.

Se £{F (1)} = f(s), isto &, f(s) é a transformada de Laplace de uma fungdo F(r), entdo

F(t) é dita ser a transformada inversa de Laplace de f(s) e denotamos, simbolicamente, por
F(t)= £ {f(s)}-
Se £{F(t)} = f(s), entdo £{F (t) + N(t)} = f(s), pois a transformada de Laplace de uma

fungdo nula N(r) é zero. Com isso temos duas fungdes diferentes para a mesma transformada

de Laplace.

Teorema 3.2. Se nos restringirmos as funcées F (t) que sdo seccionalmente continuas em todo
intervalo finito 0 <t < N e de ordem exponencial para t > N, entdo a transformada inversa de
Laplace de f(s), isto é, £~ {f(s)} = F(t) é uinica. Este resultado é conhecido por Teorema de
Lerch.

Demonstracdo. A demonstracdo estd em [16]. [

Se c1,c2 € R enquanto que fi(s) e f2(s) sdo as transformadas de Laplace de Fi(t) e Fa(t),
respectivamente, entio £~ {c1 f1(s) +cafa(s)} = c1Fi(t) + c2F>(t). Porque como £{c{Fy () +
crFa (1)} = c1.f1(s) +cafa(s), entdo, temos que £ ey f1(s) +eafo(s)} = c1Fi(t) +caF(t).

Se £~ f(s)} =F(¢), entdo £ {f(s—a)} =exp (at)F (). Pois como f(s) = [; exp (—st)F (t)dt,

temos
Fls—a) = /0 " exp (= (s — a)t)F(1)dt = /0 " exp (—st) (exp (at)F (1)) di = £{exp (at)F (1)}.

Entdo, £ ' {f(s—a)} = exp(at)F(t).

Teorema 3.3. Se f(s) = £{F(t)}, entdo a transformada inversa de Laplace, £~ '{ f(s)}, é dada
por F(t) = 37l ;flf: exp (st)f(s)ds,t >0, e F(t) =0parat < 0. Este resultado é chamado de
féormula de inversdo complexa. A integracdo é feita ao longo da reta s = Y no plano complexo
em que s = x + 1y (note que agora consideramos o pardmetro s sendo complexo). O niimero
real 'y é escolhido tal que s = 'y permaneca ao lado direito de todas as singularidades (polos ou

singularidades essenciais).
Demonstragcdo. A demonstracdo estd em [16]. L]

Seja I' uma curva no plano complexo composta pela linha FA, os arcos AB e EF do circulo
de raio R com centro na origem O, o arco CD do circulo de raio € com centro na origem O e 0s

segmentos BC e DE.
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Figura 3.1: Curva I" no plano complexo.

Teorema 3.4. Seja " a curva como na figura 3.1. Se pudermos encontrar M,k € R com M,k > 0

M
fls)] < RE entdo limg_.. [rexp (st)f(s)ds = 0.

tais que em I" (com s = Rexp (i0)),

Demonstracdo. A demonstracdo estd em [16]. [

Transformadas de Laplace

Nesta parte apresentaremos o cdlculo das transformadas de Laplace utilizadas.

o S{exp(ar)} = Sia, s>a
S{exp(ar)} = /O " exp (—st) exp (at)dt — Jim e"p:;s_;)“)t ) :: —.,s>a
o £{sinh(ar)} = ﬁ s> lal.
{sinh (ar)} — /0 " exp (—st) (e"p (at) = (zat )) dt

1 1 a
= ES{GXP (61[)} — ES{CXP (dt)} = m, s > |a|

a

Com isso, £~ { 5 } = sinh (at).

S2—Cl

e £{cosh(ar)} = %az, s> |al.

52

£{cosh(at)} = /Oooexp(—st) (exp (at) +2exp(—at)> dt
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1 1 s
= Eﬂ{exp (at)}-l—iﬁ{exp (Clt)} = m, s > |6l|

N

2

§c“—a

Com isso, £~ { 5 } = cosh (at).

S5 =1. i
£{8(1)} = /O exp (—st)8(1)dt = exp (0) = 1.

L{8(t —a)} =exp(—as).

e{5(1—a)} :/Oooexp(—st)S(t—a)dt:exp(—sa).

gl {% exp (—a+/s) } . Considere a fungdo complexa g(6) = o~ !/2exp <—a61/2) . Con-
sidere, também, o ramo de o!/2 tal que este é positivo na parte positiva do eixo real e
tiramos a parte negativa do eixo real, também, considere —7 < arg(o) < m. Com isso,
g(o) € analitica para Re(o) > 0. Pela férmula complexa, temos que

- 1 rie
£ {g(o)} = 5 /y " exp(o1)g(0)do.r > 0.

Aplicando o Teorema de Cauchy na integral de exp (o¢)g(0) sobre a curva I, temos que

zim,ygexp (ot)g(o)do = 2%“ {/AF exp(ot)g(o)do + ABexp (ot)g(o)do

+ [ exp(ong(o)do + / exp (01)g(0)do + / exp (o1)g(0)do
BC CD DE

+ [ exp (Gl‘)g(G)dG} =0.
EF
Vamos avaliar, cada uma das integrais, fazendo € — 0,

T

/C exp(01)g(0)do = /_ _exp (eexp(i61) — VEexp(iab/2)) vEexp i6/2)d6 = 0.

Como Re(c) > 0, temos Re(c'/2) > 0 (em —7 < arg(c) < m). Além disso, também

temos |g(o)| = ’G_'/zexp <—a61/2>’ < ’G|71/2

. Entdo, no semi-circulo |0 — 7| =R,
temos |g(o)| < |R— y[ﬁl/z, para Re(o) < 7. Portanto, fazendo R — oo, as integrais sobre
AB e EF tendem a zero, pelo teorema 3.13. Resta avaliar as integrais sobre BC e DE,

sobre BC, fazendo 0 = wexp (i), obtemos a igualdade

/B _ew(o1)g(0)do = /8 “rexp (- i f/;‘/a")

do,
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pois Y—R < 6 < —¢. Em DE, com 6 = @wexp (—7i), temos

/DE exp (ot)g(o)do = /SR_Y exp (— if/%iﬁa) ‘o

pois —€ < 6 < Y— R. Com isso, podemos fazer

1 1 Ytico

el {%exp (—a\/E)} = —/y exp (ot)g(o)do

2T Sy

R—o0 27TT1

1
— lim — { 7{ exp (61)g(0)do — / exp (o1)g(0)do — / exp(Gt)g(G)dG}7
2 r BC DE
fazendo € — 0, temos

gt {%exp (—a\/E)} = %/Ooo exp (—p?t) cos (ua)du.

T
Como a transformada de Fourier de exp (—u?t) é \/; exp (—a®/4t), para t > 0 e para

a €R, isto &, [ exp (—pu’t)exp(ipa)dy = \/?exp (—a®/4t) [9, pp. 165], podemos

simplificar a transformada inversa de Laplace,

%/wexp (—[,th) cos(ua)du = %/w exp (—,uzt) cos (ua)du
0 —oo

= %/w exp (—u?t) cos (Ha)du —1—%/00 exp (—p?t) sin (na)dy

N %/ZCXP (—#%1) (cos (na) +isin(na))dp = %/ exp (—u’t) exp (ina)dp

—00

= %\/?exp (—a2/4t) = \/%GXP (—a2/4t),

a primeira igualdade porque o integrando € uma func¢do par, a segunda igualdade pelo
fato de a segunda integral do lado direito ser uma fun¢do impar e integramos sobre um

dominio simétrico, e a pentltima igualdade pela transformada de Fourier. Logo,

el {%exp (—a\/E)} = \/%exp (—a?/41).

3.3 Funcoes de Green
A fung@o g(x,t|xo,%) que satisfaz o problema de valor na fronteira

0 9?
(E - ﬁ) g(x,t|x0,20) = O0(x —x0)0(t —tg), —oo < x,Xp < o0, —o0 < 1,1y < oo,
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g(x,t|,x0,10) =0, t < 1y, ‘l‘im g(x,t|xp,70) =0,
x| o0
¢ dita ser a funcdo casual de Green para o caso unidimensional.
Parat > 1, g pode ser caracterizada como a solug@o do problema de valor inicial da equagao
de difusdo homogénea

0 09?2
3% 92 g(x,txo,t9) =0, —oo < x,xp9 < oo, 0 <1,y < oo,

g(x,10]x0,20) = 8 (x—xp), |l|igl g(x,t|xp,79) = 0.
x| —>oc0

Utilizando a substitui¢do de varidvel ' = —ty no problema de valor de fronteira da defini¢do
anterior, temos que g(x,'|xo,%) = g(x,7 —fo|x0,0), entdo podemos introduzir o termo fonte para
t = 0 (e ndo mais para #( arbitrario) no problema de valor inicial acima. Como a regido € todo a
reta real, entdo g é a solu¢@o fundamental casual C(x,¢) em R. Entéo,

H(r —19)

mexp (—(x—x0)2/4(t —19)).

g<x7t|x07 t()) = C(X, t|X(), t()) =
Note que ao encontrarmos a solucdo a(ry,y) no Capitulo 1, calculamos a fungio de Green para
o problema com 79 = 0 e xg = 0.

Consideraremos agora o caso em que 0 < x < oo. Entdo, g(x,|xo,0) satisfaz

0 02
(E - W) g(x,tx0,0) = 6(x —x0)0(t), 0<x,x9 < oo, —c0o <t < oo,
g(x,tx0,0) =0, <0,
2(0,t|xo,29) = 0, lgll g(x,t|xp,10) = 0.

Para resolvé-lo, vamos substituir este problema por um em que —oo < x < oo com fonte positiva
em (x9,0) e fonte negativa em (—x¢,0). Entdo, g(x,|xp,0) = C(x,t|x0,0) — C(x,| — x0,0).
Portanto,

g(x,t]x0,0) = 5% [exp (—(x—xo)2/4t) —exp (—(x+xo)2/4t)] .

A fung@o g acima satisfaz a equacéo diferencial pois a fonte imagem em (—xg,0) néo pertence
ao dominio original e g = 0 se x = 0, e portanto, € a solu¢cao do problema. O método utilizado
para encontrar g € chamado de método de imagem. Esta fun¢do de Green € a funcdo de Green

da fungéo B no Capitulo 2.

Com o método acima podemos calcular a solucdo fundamental casual para 0 < x < oo
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d
quando tivermos a—g(O,t|xo,t0) = 0. Entao, a solugdo de

x

dg d’g

E — W = 6(X—X())6(l'), 0 Sx,xO <L oo, —oo L f < oo,

g(x,tx0,0) =0, <0,

d
a_§(07t|x07t0) = 07 )}Elolog(x7t|x07t0> =0

¢ encontrada colocando a fonte imagem em (—xp,0), mas uma fonte positiva para satisfazer a

nova condi¢do de fronteira. Portanto, g é da forma

g(x,t]x0,0) = [exp (—(x—x0)?/4(t)) +exp (—(x +x0)2/4(1))], 0 < x,x0 < oo.

Observe que ao calcularmos a solugdo b(r;,z) no Capitulo 1, encontramos a fungdo de Green

para o problema.
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