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Resumo

Algebras de Nichols sao ferramentas importantes para a classificacao
de algebras de Hopf pontuadas (veja [3]). Uma &lgebra de Nichols é,
em suma, uma algebra de Hopf trancada e graduada. Ao considerar-
mos a categoria dos modulos de Yetter-Drinfeld sobre uma algebra de
Hopf com antipoda bijetora, cria-se o ambiente para definir algebras de
Hopf trangadas nessa categoria (o que pode ser feito em uma categoria
trancada qualquer). Esse trabalho desenvolve esse problema, isto é,
dada uma algebra de Hopf H com antipoda bijetora sobre um corpo k,
nossos principais objetivos sao estudar algebras de Hopf trancadas na
categoria dos médulos de Yetter-Drinfeld sobre H e mostrar a existéncia
e a unicidade da algebra de Nichols de um moédulo de Yetter-Drinfeld
sobre H.
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Abstract

Nichols algebras play an important role to classify pointed Hopf
algebras. If we consider the category of modules of Yetter-Drinfeld over
a Hopf algebra H with bijective antipode, we get a braided category
and so it is possible to define a braided Hopf algebra there. In this
work, we consider this kind of problem, i. e., given a Hopf algebra
H with bijective antipode (over a field k), we consider the category of
modules of Yetter-Drinfeld over it. We study braided Hopf algebras
in this category and also we prove the existence and uniqueness of the
Nichols algebra of a Yetter-Drinfeld module.



Sumario

Introducgao 2
1 Pré-requisitos 5
1.1 Coalgebras . . . . ... .. ... ..o 5
1.2 Comédulos . . . ... ... 11
1.3 Algebrasde Hopf . . . . . ... ... ... ... .... 13
1.4 Acoes e coagOes de bialgebras . . . . ... ... ... .. 16
1.5 Espacos graduados . . . . .. ... .. ... ... ... . 18
1.6 Produto wedge e filtragao coradical . . . . . .. ... .. 23
2 Categorias 35
2.1 Definigbes e exemplos . . . . . .. ... 35
2.2 Categorias tensoriais . . . . . . . ... ... ... ... 38
2.3 Algebras e codlgebras em categorias tensoriais . . . . . . 47
2.4 Categorias trancadas . . . . . ... .. ... ..., 50
3 Mobdulos de Yetter-Drinfeld 62
3.1 Definicdo eexemplos . . . . . ... ..o 62
32 Acategoria TYD . . ... 64
3.3 Espagos vetoriais trangados . . . . .. ... oL 78
4 Algebras de Hopf trancadas e bosonizagio 82
4.1 Algebras de Hopf trangadas em #YD . . . . . .. .. .. 82
4.2 Bosonizagao ou biproduto . . . .. .. ..o 91
5 A algebra de Nichols de um moédulo de Yetter-Drinfeld106



Introducao

A classificag@o e o estudo de algebras de Hopf tém sido objetos de
investigagao importantes. Um dos poucos resultados gerais de classifi-
cagao de algebras de Hopf é devido a Milnor, Moore, Cartier e Kostant
(1963) e diz que qualquer algebra de Hopf cocomutativa sobre o corpo
dos niimeros complexos é um produto semidireto da algebra envolvente
universal de uma algebra de Lie e de uma algebra de grupo.

Segundo a terminologia de Sweedler (veja [16]), algebras de Hopf
cocomutativas sobre um corpo algebricamente fechado sao exemplos
de algebras de Hopf pontuadas, isto é, todas as suas subcoalgebras
simples sao unidimensionais. Exatamente para esse caso, existe uma
consolidada e promissora linha de pesquisa que possui muitos problemas
importantes sobre classificagao em aberto.

Nessa dissertagao, o objetivo inicial era estudar o artigo Pointed
Hopf Algebras (veja [3]). O referido trabalho trata exatamente de pro-
gressos na classificagao de dlgebras de Hopf pontuadas, onde é proposto
o método de levantamento para essa classificacdo. Andruskiewitsch-
Schneider descrevem os passos para se obter tal classificacao, assim
como resultados cruciais relacionados. Esse método tem como um dos
objetivos achar, para todo grupo finito G, todas as éalgebras de Hopf
pontuadas H de dimensao finita tal que o grupo dos elementos group
like, G(H), seja isomorfo a G. Sao exemplos de algebras de Hopf pon-
tuadas, as algebras de grupo e as algebras envolventes universais de
algebras de Lie.

No caso em que H é uma algebra de Hopf pontuada, a filtragao
coradical é uma filtragao algebra de Hopf, tendo uma correspondente
algebra de Hopf graduada associada gr(H). Além disso, o coradical
Hy = kG com G = G(H). Uma breve descrigdo dos passos para se
fazer essa classificacao é dada abaixo.

Em primeiro lugar, é considerado um moédulo de Yetter-Drinfeld V'
sobre kG para o qual se determina a algebra de Nichols B(V) (que é



uma algebra de Hopf trancada graduada na categoria dos moédulos de
Yetter-Drinfeld sobre kG) associada a tal V (se dimensdo de B(V) é
finita). Nesse passo, efetivamente o que se faz é estudar as algebras de
Hopf trancadas B(V') para cada V dado.

Num segundo passo, é determinado todas as “deformagoes" (levanta-
mentos) de gr(H) = B(V)#kG (bosonizagao de B(V) por kG). Aqui
é passada a informagao para a algebra de Hopf graduada, uma vez que
no passo anterior, foi estudada a Hopf trancada B(V).

Finalmente, se H é uma &lgebra de Hopf pontuada, de dimensao
finita tal que G(H) = G, é preciso decidir se a mesma ¢é gerada por
G(H) e por elementos quase primitivos.

Para o caso em que G é abeliano, ja se conhece muitos resultados
e os problemas que restaram, segundo Andruskiewitsch, sao problemas
muito dificeis. Ja o caso em que G nao é abeliano, existem duas linhas
de pesquisa tratando do assunto.

O artigo é bastante interessante, porém muito extenso e oferece
um grau de dificuldade consideravel. Dessa forma, decidimos estudar
minuciosamente alguns fatos (iniciais) envolvendo categorias, impres-
cindiveis para darmos andamento aos estudos e, como 0s mesmos nao
nos eram muito familiares, gastamos um tempo aprendendo a respeito.
Devido a prazos, acabamos nos atendo ao estudo de algebras de Hopf
trancadas para que fosse possivel apresentar a construcao da algebra
de Nichols de um modulo de Yetter-Drinfeld. O trabalho esta dividido
em cinco capitulos, cujos assuntos abordados sao descritos abaixo. Sao
considerados como pré-requisitos as teorias de anéis, grupos e modulos.

No Capitulo 1, apresentamos alguns pré-requisitos que sao utiliza-
dos ao longo do trabalho. Entre eles, estao os conceitos e algumas
propriedades de coalgebras, comoédulos, algebras de Hopf e temas rela-
cionados como acoes e coacoes. Ainda nesse capitulo, estudamos es-
pacos graduados, produto wedge e filtracao coradical, assuntos essenci-
ais para o desenvolvimento do Capitulo 5.

No Capitulo 2, fazemos um estudo acerca de categorias. Primeira-
mente falamos de categorias num contexto geral, mas depois focamos
as defini¢Oes e exemplos para o que realmente gostariamos de explorar:
categorias tensoriais e trangadas. Uma categoria tensorial é, em suma,
uma categoria munida de um funtor chamado produto tensorial que as-
socia um par de objetos U, V' a um novo objeto na categoria, denotado
por U ® V, juntamente com os axiomas que garantem a boa defini¢ao
do produto tensorial de um nimero finito qualquer de objetos. Uma ca-
tegoria trangada é uma categoria tensorial em que cada par de objetos
U,V admite um isomorfismo cyy : UR®V — V®U satisfazendo alguns



axiomas, tal isomorfismo é chamado tranga. Uma categoria simétrica
é uma categoria trancada em que, para quaisquer objetos U, V, tem-se
cuvocvy = Ivgu.

No Capitulo 3, estudamos uma categoria particular, a categoria dos
moédulos de Yetter-Drinfeld sobre uma algebra de Hopf H (sobre um
corpo k), denotada por £YD. Mostramos, entre outros resultados, que
a categoria YD ¢ uma categoria tensorial e que, no caso da antipoda de
H ser bijetora, £YD é uma categoria trangada. Além disso, mostramos
que g‘é@ é uma categoria simétrica unicamente no caso em que H &
a algebra de Hopf trivial, sendo esse, um resultado de Pareigis (veja
[12]). Apresentamos ainda, a definigdo e alguns exemplos de espagos
vetoriais trangados.

No Capitulo 4, definimos e apresentamos exemplos de algebras de
Hopf trangadas na categoria g‘d@. Aqui, H é uma algebra de Hopf
com antipoda bijetora e entdo, YD & uma categoria trangada. Com a
existéncia e as propriedades da tranga conseguimos dar uma estrutura
de algebra para o produto tensorial de duas dlgebras em £YD. Assim,
definimos uma bialgebra R em YD como uma algebra e uma coalge-
bra em YD tal que A : R - R® Ree: R — k sejam morfismos
de algebras, considerando em R ® R a estrutura de algebra construida
através da tranca. Além disso, apresentamos a construcao da bosoniza-
¢ao ou biproduto R#H, em que R é uma algebra de Hopf trancada em
HYD, instrumento fundamental para a classificagao de algebras de Hopf
pontuadas (veja [3]).

No Capitulo 5, finalmente com todas as ferramentas em maos, apre-
sentamos a existéncia e a unicidade da algebra de Nichols de um médulo
de Yetter-Drinfeld.



Capitulo 1

Pré-requisitos

Desenvolvemos esse capitulo usando [5], [11] e [13]. Por ser um
capitulo de pré-requisitos nao provamos todos os resultados, mas procu-
ramos sempre referencia-los para que o leitor possa olhar suas respecti-
vas provas, se necessario, e para que o texto fique o mais auto-contido
possivel. Em todo o capitulo k£ é um corpo.

1.1 CoAlgebras

As primeiras defini¢oes e resultados sobre coélgebras que desen-
volvemos aqui sdo de extrema importancia pois algebras de Hopf, nossa
principal ferramenta, possuem estrutura de coalgebras. Os exemplos
apresentados sao propositalmente escolhidos de maneira a serem usa-
dos em outros capitulos do trabalho.

Definigao 1.1 Uma k-dlgebra é uma tripla (A,m,u), em que A € um
k-espago vetorial, m : AQ A — A ewu: k — A sao morfismos de
k-espacos vetoriais tais que os diagramas abaixo comutam

Ia®@m

ARARAT—ARA AR A
T 2
m®Ia m m
AA—" s A ko A A AR k.

o o~

Essa definicao é equivalente & cléassica, em que uma k-algebra A é
um anel que possui uma estrutura de k-espago vetorial tal que a(ab) =
(aa)b = a(ab), para quaisquer « € k,a,b € A.



Mediante a definicdo de uma algebra via diagramas, é possivel obter-
mos a definicdo dual da mesma invertendo o sentido das flechas dos
diagramas acima, isto é, dualizando tais diagramas.

Definigao 1.2 Uma k-codlgebra é uma tripla (C,A,e), em que C' é
um k-espago vetorial, A : C = C®C ec: C — k sao morfismos de
k-espagos vetoriais tais que os diagramas abaizo sdo comutativos

c—2 .cecC E9C—— sC~—"Cok
Ai llc‘m :%%%:

As aplicagoes A e € sdo chamadas comultiplicagdo e counidade da
coélgebra C| respectivamente.

Ao longo desse trabalho, desde que o corpo k esteja fixado, vamos
omiti-lo e escrever apenas algebras e coalgebras para k-algebras e k-
coalgebras. Além disso, vamos omitir os isomorfismos existentes entre
VRk kek®V, para todo k-espago vetorial V.

Exemplo 1.1 Sejam X um conjunto nao-vazio e kX o k-espaco veto-
rial com base X. Entao kX é uma coélgebra com comultiplicagdo A e
counidade ¢ dadas por A(z) = 2 ® x e () = 1, para qualquer z € X
e estendidas por linearidade.

Exemplo 1.2 O anel de polindmios k[X] é uma coalgebra com comul-
tiplicagao e counidade dadas por

AX") =(X®1+10X)", £X") =0 paran>1
Al)=1®1 e ¢(1)=1.

Agora, apresentamos a notagdo de Sweedler (veja [5], pp. 4-8), a
qual é muito eficaz para célculo de longas composi¢oes envolvendo a
comultiplicagdo A.

A definigdo recursiva da sequéncia de aplicacoes (A,),>1 € definida
como Ay =Ae,paran>2A,:C—=C®- - -®C (n+1 vezes) temos
que A, = (A®I"HA, ;.

A notacdo de Sweedler para A se escreve como A(c) = ¢1 ® ¢
(omitimos o somatorio), para qualquer ¢ € C, evitando assim a escrita
A(e) =" ¢; ® ¢j. Indutivamente, A, (c) =c1 ® -+ @ cpy1, Y > 2.

1,
Para ’iL = 2, temos que

Ng(c)=c1, R, R =01 ®C Vo, =L V2R3 €



c=¢(c1)ea = c1e(ea).

Asigualdades acima sao exatamente as comutatividades do primeiro
e segundo diagramas da definicao de uma coalgebra.

Definigao 1.3 Uma dlgebra (A, m, u) é dita comutativa se o diagrama

AA— T — > AR A

N A

€ comutativo, em que T : AR A — A® A € funcao twist dada por
T(a®b) =b®a.

Definicao 1.4 Uma codlgebra (C,A,e) é dita cocomutativa se o dia-

grama
PN

cecC CxC

€ comutativo. Isto significa que, para todo ¢ € C, ¢ ® ca = ca ® ¢1.

Exemplo 1.3 (Coalgebra co-oposta) Seja (C, A, ) uma coalgebra. De-
finimos C°°? | como sendo exatamente o conjunto C', mas com comul-
tiplicagao definida por To A : C — C® C', em que 7 é a fungao twist ja
comentada. Denotamos a tripla como (C, AP ¢). Seja ¢ € C. Entao

(APRIc)A“P(c) = (AP®Ic)(c2®@c1) = c2, @, @1 = 3R @0y

(Ic®@A“P)AP(c) = (Ic ®A“P)(ca®er) = c2a®c1,®c1, = c3Rc2®cy.

A comutatividade do segundo diagrama nao é dificil de ser verifi-
cada. Portanto, C°°P é de fato uma coélgebra.

Definicao 1.5 Sejam (A,ma,pa) e (B,mp,up) dlgebras. Uma fungao
k-linear f : A — B € um morfismo de dlgebras se os diagramas abaizo
sao comutativos

A0Al® pen A ! B
ol N
A——> B k.



Definicao 1.6 Sejam (C,Ac,ec) e (D, Ap,ep) codlgebras. Uma fungao
k-linear f : C — D € um morfismo de codlgebras se os diagramas

c—' .p c

S

C®C——D®D
fof

sao comutativos.
A comutatividade do primeiro diagrama nos diz que

fle)1 ® f(e)2 = f(e1) ® f(e2),Ve e C.

Defini¢ao 1.7 Seja (C, A, e) uma codlgebra. Um k-subespago vetorial
D de C é dito uma subcodlgebra de C se A(D) C D® D.

Claramente, (D,Ap,ep) é uma coalgebra, com Ap = A|lp e ep =
5|D~

Defini¢ao 1.8 Sejam (C,A,e) uma codlgebra e I um k-subespago ve-
torial de C. Entao I é dito

(i) um coideal & esquerda (4 direita) se A(I) CC®I (A(I)CI®C).
(i) um coideal se A(I) CIQC+C®I eec(l)=0.

Proposigao 1.1 Seja f: C' — D um morfismo de codlgebras. Entao
(i) Im(f) € uma subcodlgebra de D.

(ii) ker(f) € um coideal de C.

Teorema 1.1 Sejam C' uma codlgebra, I um coideal e m : C — T
projecao canoénica. Entao

C
(i) Existe uma unica estrutura de codlgebra em T tal que ™ € um mor-

fismo de codlgebras, dada por A(C) =1 ® ¢z e () =¢e(c), Ve e C.

(ii) Se f : C — D € um morfismo de codlgebras com I C ker(f) entdo

existe um 1inico morfismo de codlgebras f : T — D tal que f = fom.



Teorema 1.2 (Teorema do isomorfismo para codlgebras) Seja f : C —

D um morfismo de codlgebras. Entio f : —— — Imf € um isomor-

kerf

fismo de codlgebras.

Proposicao 1.2 Sejam (C,Ac,ec) e (D,Ap,ep) codlgebras. Entao
(C®D,A,e) € uma codlgebra com as estruturas dadas por A(c® d) =
1 ®d ®ca®dy ec(c®d) =ec(c)ep(d).

Proposig¢ao 1.3 Seja (C, A, e) uma codlgebra. Entao C* = Hom(C, k)
é uma dlgebra com a multiplicagdo e a unidade dadas por (f x g)(c) =
fle1)g(co) para quaisquer f,g € C*;c € C e 1o+ = . Reciprocamente,
se A € uma dlgebra de dimensao finita, entdo A* é uma codlgebra com
comultiplicagao A(f) = f1 ® fa tal que f(ab) = f1(a)f2(b), para quais-
quer a,b € A, f € A* e counidade e(f) = f(1), para todo f € A*.

A multiplicacdo acima é chamada produto de convolugdo. A proxima
definicao e os préoximos resultados sao usados principalmente na Segao
1.6, que é de grande importéncia para o desenvolvimento do Capitulo
5.

Definigao 1.9 Seja V um k-espaco vetorial. Se S é um subconjunto
de V* = Hom(V, k) definimos

St={veV:flv)=0VfecS}
Se S € um subconjunto de V' definimos
St={feVv*:f(S) =0}

Proposigao 1.4 Seja V um k-espaco vetorial. Se S C V entdo (S+)* =
S. Se V' possui dimensdo finita e S C V* entdo (S*)* = S.

Proposigao 1.5 Seja C' uma codlgebra. Se D é uma subcodlgebra de
C entdo D+ é um ideal de C*. Reciprocamente, se I é um ideal de C*
entdo I+ ¢ uma subcodlgebra de C.

Teorema 1.3 (Teorema fundamental das codlgebras) Todo elemento

de uma codlgebra C estd contido em uma subcodlgebra de dimensdo
finita de C.

Lembramos que uma coalgebra C é simples se C' # 0 e as unicas
subcoalgebras de C' sao 0 e C.



Corolario 1.1 Toda subcodlgebra simples de uma codlgebra C' possui
dimensao finita.

Demonstragao: Seja S uma subcoalgebra simples de C'. Entao, por
definigdo, S # {0}. Seja s € S, s # 0. Pelo teorema acima existe
uma subcoédlgebra de dimensao finita de S, digamos D, tal que s € D.
Assim, D C S e D # 0. Como S é simples segue que D = S. Portanto,
S possui dimensao finita. [

As defini¢oes abaixo sdo de extrema importancia para o desenvolvi-
mento do Capitulo 5.

Definigao 1.10 Seja C' uma codlgebra. Um elemento ¢ € C € dito
grouplike se ¢ € nao-nulo e A(c) =c® c.

O conjunto dos elementos grouplike da coalgebra C' é denotado por
G(C). Segue da propriedade da counidade que e(c) = 1, para todo
c e G(O).

Definigao 1.11 Sejam C uma codlgebra e g,h € G(C). Um elemento
x € C tal que Alx) =x® g+ h®x é chamado (g, h)-primitivo.

O conjunto de todos os elementos (g, h)-primitivos de C' é denotado
por P, »(C).

Definicao 1.12 Seja C' uma codlgebra.
(i) O coradical Cy de C é a soma de todas as subcodlgebras simples de C'.

(ii) Dizemos que C € pontuada se toda subcodlgebra simples de C' possui
dimensao 1.

(iii) Dizemos que C € conexa se Cy possui dimensao 1.

Observagao 1.1 Se uma coalgebra C' é conexa entdo Cy = k1, em que
1 é apenas uma notagado para um elemento de G(C). De fato, como
a dimensao de Cj é igual a 1, qualquer elemento nao-nulo ¢ € Cy é
uma base para Cy como k-espago vetorial e portanto, {¢ ® ¢} é uma
base de Cy ® Cy . Além disso, sendo Cy uma subcodlgebra de C, existe
a € k tal que A(c) = a(c® c¢) = ac® c. Consideremos 1 = ac e dai,
A(l)=aA(c)=ac®@ac=1x1.
Nesse caso, denotamos P 1(C) por P(C').
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1.2 Comoé6dulos

Um importante capitulo desse trabalho estuda moédulos de Yetter-
Drinfeld. Um modulo de Yetter-Drinfeld possui uma estrutura como-
dulo. Faz-se necessaria uma segao sobre comddulos.

Da mesma forma que definimos dlgebras via diagramas para obter-
mos a nogao dual de coalgebra, é possivel darmos uma definicao via
diagramas de um A-moédulo para obtermos a nogao dual de um C-
comddulo, em que (A, m, ) € uma algebra e (C, A, e) é uma codlgebra.

Definigao 1.13 Seja (A, m, 1) uma dlgebra. Um A-mddulo & esquerda
é um par (M, ), em que M ¢é um k-espago vetorial e X : A®@ M —
M ¢é um morfismo de k-espagos vetorias tais que os diagramas abaizo
comutam

A9 A M2 Ae M koM " Ao M

N NP

A®M—)\>M

Definicao 1.14 Um C-comddulo a esquerda € um par (M, p), em que
M ¢é um k-espago vetorial e p: M — C @ M é wm morfismo k-linear
tais que os diagramas abairo comutam

P e®@Im

M CeM CeoM k® M
P\L \LA®IM \
P ~
COM—CRCM M.
Ic®p

De maneira similar, podemos definir um C-comoédulo & direita. Ao
longo desse trabalho, para qualquer como6dulo usamos a mesma notagao
p para designar sua estrutura.

A notagao de Sweedler é usada também para comodulos. Seja M
um C-comoddulo & esquerda com a estrutura dada por p: M — C® M.
Entao, para qualquer m € M, denotamos

p(m) = m_1y @ m)

em que os elementos mj,s € M e os m;_,,s € C.
A comutatividade dos diagramas da definicdo de um comodulo &
esquerda pode ser escrita, em notacao de Sweedler, como

m(-1) ® (m())(-1) ® (m(0))0) = (M(-1))1 @ (M(-1))2 ® M)
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= m(-2) @M-1) ®M() € e(m(-1))m() =m.

Exemplo 1.4 Toda coalgebra C' é um C-comddulo a direita e a es-
querda. A fungao que lhe d4 a estrutura de C-comoddulo (a direita e &
esquerda) é a comultiplicacio A : C — C® C.

Defini¢ao 1.15 (i) Sejam A uma dlgebra e (X, Ax),(Y,\y) dois A-
modulos a esquerda. Uma func¢ao k-linear f : X — Y € dita um mor-
fismo de A-mddulos se o sequinte diagrama comuta

Aox %L Agy

Y
Y.

X —

(ii) Sejam C' uma coélgebra e (M, p), (N, ) dois C-comodulos a es-
querda. Uma fungdo k-linear ¢ : M — N é dita um morfismo de
C-comddulos se o seguinte diagrama comuta

M g N

A comutatividade desse ultimo diagrama nos diz que

g(m) -1y ® g(m) oy = m(—1) @ g(m ).

Definigao 1.16 Seja M um C-comddulo a esquerda. Um k-subespago
vetorial N de M é chamado um C-subcomddulo & esquerda se p(N) C
C®N.

Claramente, sendo N um C-subcomodulo & esquerda de M, N é
um C-comodulo & esquerda, cuja estrutura é a restricao de p a N.

A observacao abaixo é necessaria para a prova do teorema mais
importante do Capitulo 5.

Observagao 1.2 Notemos que se f : M — N € um morfismo de C-
comédulos e N' é um subcomddulo de N entdo f~1(N') é um subcomo-

dulo de M.

Usamos a proxima definicao na Secao 1.6.

12



Definigao 1.17 Sejam M um C-comddulo & esquerda e N um C-
subcomaodulo & esquerda de M. Dizemos que N € essencial em M se
para todo C-subcomddulo nao-nulo X de M tem-se que X NN # 0.

Teorema 1.4 Sejam M um C-comddulo a esquerda e N um C-subco-
mddulo de M. Entao existe uma unica estrutura de C-comddulo a

esquerda em — tal que ™ : M — N é um morfismo de comddulos.

Tal estrutura ¢ dada por p(Mm) = m(_1y ® M), para todo m € M.

Proposigao 1.6 Sejam M e N dois C-comoddulos & esquerda e
f: M — N um morfismo de comddulos. FEntao Im(f) é um C-
subcomddulo de N e ker(f) é um C-subcomodulo de M.

Teorema 1.5 (Teorema do isomorfismo para comoédulos) Sejam

o)

f: M — N um morfismo de C-comddulos & esquerda. Entio

M
ker(f)

Im(f) como C-comddulos & esquerda.

1.3 Algebras de Hopf

Embora a secao esteja resumida, a mesma é essencial para calculos
futuros, principalmente nos Capitulos 3 e 4.

Definigao 1.18 Um k-espago vetorial H que possua estruturas de dl-
gebra (H,m, ) e de codlgebra (H, A, €) tais que A e e sejam morfismos
de dlgebras é dito uma bidlgebra.

Observagao 1.3 Dizemos que uma bidlgebra H possui uma proprieda-
de P, se sua estrutura de algebra ou de coalgebra tiver a propriedade P.
Assim, por exemplo, podemos falar de bidlgebras comutativas (se sua
estrutura de algebra for comutativa) ou cocomutativas (se sua estrutura
de coalgebra for cocomutativa).

Exemplo 1.5 Sejam G um grupo e kG a élgebra de grupo. Entao kG
possui uma estrutura de coalgebra dada por

A: kG — kKGREKG o e kG — k
g = g®g g — L

Verifiquemos que A e € sao morfismos de algebras. Sejam g, h € kG
elementos da base. Entao A(gh) = gh®gh = (gQg)(h@h) = A(g)A(h)
e g(gh) =1 =€(g)e(h). Portanto, kG é uma bialgebra.
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Exemplo 1.6 Seja H uma biélgebra. Entao HP, HP e HP:°°P sio
bialgebras, em que H°P possui a estrutura de algebra oposta e mantém
a estrutura de coalgebra de H, HP possui a estrutura de coéalgebra
co-oposta e mantém a estrutura de algebra de H e HP°P possui a
estrutura de coalgebra co-oposta e algebra oposta de H.

Proposigao 1.7 Seja H uma bidlgebra de dimensdo finita. Entao H*
com a estrutura de dlgebra dual da codlgebra H e com a estrutura de
codlgebra dual da dlgebra H € uma bidlgebra, chamada bidlgebra dual
de H.

Exemplo 1.7 Seja G um grupo de ordem finita com elemento neutro 1.
Entao kG é uma bialgebra de dimensao finita. Assim, pela proposicao
acima, (kG)* possui uma estrutura de bidlgebra. Tal estrutura é dada
por
A(pg) = Zpgh*1 Qpn € E(pg) = 51,9;
heG
em que {p, : g € G} é a base dual para (kG)*.

Definigao 1.19 Sejam H e L duas bidlgebras. Uma func¢ao k-linear
f: H — L é dita um morfismo de bidlgebras se f é um morfismo
de dlgebras e um morfismo de codlgebras com respeito as estruturas de
dlgebra e de codlgebra de H e L, respectivamente.

Na Defini¢ao 1.11 quando C' = H é uma bidlgebra e g = h = 1,
entdo denotamos P(H) = Pi1(H)={z € H: A(zx) =21+ 1@z}
e agora 1 é a unidade de H. Os elementos de P(H) sdo chamados
primitivos.

Sejam (C,A,e) uma codlgebra e (A, m,u) uma &lgebra. Entao
Hom/(C, A) possui uma estrutura de algebra dada por

(f*g)(c) = fler)g(ez),
para quaisquer f,g € Hom(C,A), ¢ € C. A unidade dessa algebra é
HoEe.

Consideremos um caso particular da algebra acima. Seja H uma
bidlgebra, denotamos H€ a estrutura de coalgebra de H e H® a estru-
tura de &lgebra de H. Nessas condigoes, temos uma estrutura de alge-
bra em Hom(H¢, H*). Notemos que a funcédo identidade [ : H — H
pertence a algebra Hom(H¢, H®).

Definigao 1.20 Seja H uma bidlgebra. Uma fun¢ao k-linear S : H —
H ¢ chamada antipoda de H se S for a inversa da funcdo identi-
dade Iy : H — H com respeito ao produto de convolucdo da dlgebra
Hom(H¢, H?).
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Observagao 1.4 O fato de S ser antipoda de H implica que S(hq)hs =
h1S(h2) = e(h)1y, para todo h € H.

Definicao 1.21 Uma bidlgebra H € dita uma dlgebra de Hopf se H
possui uma antipoda.

Exemplo 1.8 O anel de polindmios k[X], com estrutura de coédlgebra
ja vista, é uma algebra de Hopf com antipoda dada por S(X) = —X.

Exemplo 1.9 Seja G um grupo. Entao a algebra de grupo kG é uma
algebra de Hopf com antipoda dada por S(g) = g~1,Vg € G.

Exemplo 1.10 Seja G um grupo de ordem finita. Entao (kG)* é uma
algebra de Hopf com antipoda dada por S(py) = p,-1,Vg € G.

Definigao 1.22 Sejam H e T duas dlgebras de Hopf. Uma fun¢do
f i+ H — T € dita um morfismo de dlgebras de Hopf se for um morfismo
de bidlgebras.

Proposicao 1.8 Sejam H e T duas dlgebras de Hopf com antipodas
Sy e Sy. Se f: H— T é um morfismo de bidlgebras, entdo St o f =
f o SH.

Proposicao 1.9 Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Entao
sao verdadeiras as afirmagoes.

(i) S(hg) = S(g)S(h), para quaisquer g,h € H.
(ii) S(1g) = 14.

(iii) A(S(h)) = S(h2) ® S(h1), para qualquer h € H.
(v) e(S(h)) = &(h), para todo h € H.

As propriedades (i) e (ii) significam que S é um antimorfismo de
algebras e (iii) e (iv) significam que S é um antimorfismo de coalgebras.

Observagao 1.5 Seja H uma algebra de Hopf com antipoda S. Entao
a bidlgebra H°P>¢°P ¢ uma algebra de Hopf com antipoda S. Além disso,
se S é bijetora, entao as bialgebras H°P e H P sao algebras de Hopf
com antipoda S~L.

Esse ultimo fato acima é bastante usado em céalculos nos Capitulos
3ed.
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Definigao 1.23 Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Um k-
subespaco vetorial W de H é chamado uma subdlgebra de Hopf de H se
W € uma subdlgebra e uma subcodlgebra de H e se S(W) C W.

Observamos que se W é uma subalgebra de Hopf entao W é uma
algebra de Hopf com a estrutura induzida de H.

1.4 Acoes e coacoes de biadlgebras

Essa secao é fundamental, principalmente, para alguns exemplos
do Capitulo 2 e também para calculos no Capitulo 4. Para maiores
detalhes, o leitor pode consultar [5], [13] e [14]. Para o desenvolvi-
mento dessa se¢ao, pedimos que H seja uma bidlgebra. Em capitulos
posteriores, porém, hé interesse em que H seja uma algebra de Hopf.

Definigao 1.24 Seja A uma dlgebra.

(i) Dizemos que A é um H-mddulo dlgebra & esquerda se A é um H-
mddulo a esquerda tal que

h-(ab) = (h1-a)(ha-b) e h-14 =e(h)ly,
para quaisquer h € H, a,b € A.

(ii) Dizemos que A € um H-comddulo dlgebra & esquerda se A é um
H-comddulo a esquerda tal que

(ab)(—1) ® (ab)(0) = a(—1)b(—1) @ a@ybe) e p(la) =1 @14,
para quaisquer a,b € A.

Definigao 1.25 Seja C' uma codlgebra.

(i) Dizemos que C é um H-mddulo codlgebra o esquerda se C € um
H-mdédulo a esquerda tal que

(h-c)1®@((h-c)a=h1-c1 ®hza-ca e e(h-c)=e(h)e(c),
para quaisquer h € H, c € C.

(ii) Dizemos que C é um H-comddulo codlgebra o esquerda se C' é um
H-comddulo a esquerda tal que

(e1)(=1y(e2) (1) @ (e1)(0) @ (c2)(0) = (1) @ (c(0))1 @ (c(0))2
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e c—nelcy) =e(e)lm,

para todo ¢ € C.

As defini¢bes acima podem ser feitas a direita. Nesse trabalho,
consideramos tais estruturas sempre a esquerda.

Seja A um H-mo6dulo algebra. Definimos A#H := A ® H como
k-espaco vetorial e a seguinte multiplicacao

(a#th)(b#1) = a(hy - b)#hal, Vh,l € H,Va,b € A.
Proposicao 1.10 ([5], Proposition 6.1.7) A#H ¢é uma dlgebra com a

multiplicagio definida acima e com unidade 14#1y, chamada produto
smash de A e H.

Agora, seja C' um H-comoddulo codlgebra. Definimos C#H = C ®
H como k-espago vetorial e

A(c#th) = c1#(c2)(—1)h1 @ (c2)0)#h2 e e(c#h) = ec(c)en(h),
para quaisquer ¢ € C, h € H.

Proposigao 1.11 C#H € uma codlgebra com a comultiplicagdo e a
counidade definidas acima, chamada coproduto smash.

Demonstracao: Mostremos que A é coassociativa. Sejam ¢ € C e
h € H. Entao

(I (9 A)A(C#h) (I & A)(Cl#((}Q)(,l)hl & (CQ)(())#hQ)

= c1#(c2)(—1)h1 ® A((c2)(0)#h2)
= c1#(c2)(—1yh1 @ ((e2)0)1#(((c2)(0))2) (~1)h2, @ (((c2)(0))2) 0)h2,
= c1#(ca, ) (— 1)(022)( Hh ® (021)(0)#((022)(0))( nh2 ® ((022)(0))<0)h3
= c1#(c2)(~1)(c3)(—1h ®(02)(0)#((03)(0))( nhe @ ((e3)(0))0)hs
—01#( ca)(—1)((e3)(—1yh1)1 @ (c2)0y#((c3)(— )h1)2®(03)(o)h2

( C1 (62)( 1)h1) (Cg) O)hg (A@I)A(C#h).

Mostremos que € é counidade. Sejam ¢ € C' e h € H. Entao

(e @ DA(c#h) = (e @I)(c1#(c2)(—1)h1 ® (c2)(0)F#h2)
ec(cr)en((ca)(—1yh1)(c2) o) #he

= eclcr)en((c2)(—1))(ca) o #en (h)he
60(01)02#h = c#th
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(I®e)A(c#th) = (I ®e)(er#(ca)(—1)h1 @ (c2)(0)F#h2)
c1#(c2) (- 1)h1€c((02)(o))5H(h2)
c1#t(c2)(—1yec((c2) (o)) hier (ha)

= 01#80(62)1}{]1 = C#h

1.5 Espacos graduados

Essa secao é de grande utilidade para o desenvolvimento do Capi-
tulo 5, j& que a algebra de Nichols é uma algebra graduada. Para o
desenvolvimento da se¢do, nos baseamos principalmente em [13].

Definigao 1.26 Seja G um conjunto nao vazio. Dizemos que um k-
espago vetorial V € G-graduado se V. = PgecV(g), em que V(g) €
um k-subespaco vetorial de V', para cada g € G. Dizemos que um
k-subespago vetorial W C V' € um k-subespaco G-graduado de V se
W = @yec(WNV(g)).

Quando G = N, omitimos o G e dizemos apenas que V é um k-
espago vetorial graduado. Pensamos que é o que vai ocorrer na maioria
das vezes.

Proposicao 1.12 Sejam V = @,>0V (n) um k-espago vetorial gradu-
ado e {W;};er uma familia de k-subespagos vetoriais graduados de V.
Entao W =3, .; Wi é um k-subespago vetorial graduado de V.
Demonstracgao: E claro que W é um k-subespaco vetorial de V.
Mostremos que W = @,>o(W NV (n)). Para isso, mostremos primeira-
mente que, fixado m > 0,

WNV(m)=>» (WinV(m)).
iel

Seja x € Y,/ (W NV (m)). Entdo = x;, + --- + x;,, com x;; €
Wi, n'V(m) e i; € I, para todo j € {1,---,k}. Como V(m) & k-
subespago vetorial, segue que x € V(m). Logo x e WnNV(m).

Seja x € W NV (m). Entdo x = x; +--- + x5, com x;, € Wy,
ij € I, para todo j € {1,--- ,k}, e x € V(m). Como cada W, é um k-
subespago graduado de V', segue que Wy, = @,>0(W;, NV (n )) Assim,
podemos escrever z;; = > ¥k, com yi € W;, NV (n). Da,

T= gt un = (k)

n>0 n>0 n>0
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Como z € V(m), segue que z = yl, +---+y& € 3, ., (W;NV(m)).
Logo,

W= Wi=) (@ux0(WinV(n) =

i€l i€l

Bn>0 (z:(VV2 N V(n))) = EBnZ()(W n V(n))

i€l

Portanto, W é um k-subespaco vetorial graduado de V. [

Definicao 1.27 SejamV = @4ecV(9) e W = @geaW (g) k-subespagos
vetoriais G-graduados. Dizemos que wm morfismo k-linear f:V — W
é um morfismo G-graduado se f(V(g)) C W(g) para todo g € G.

Definicao 1.28 Seja A uma dlgebra. Dizemos que A € uma dlge-
bra graduada se A = @®p>0A(n) é um k-espago vetorial graduado,
A(n)A(m) C A(n+m) para quaisquer n,m >0 e 1 € A(0).

Definigao 1.29 Seja C' uma codlgebra. Dizemos que C' € uma codl-
gebra graduada se C = @,>0C(n) é um k-espago vetorial graduado,
A(C(n)) C Y C(n—1)®C(i), para todon >0, e (C(n)) = 0, para
todo n #£ 0.

Um morfismo de dlgebras graduadas (respectivamente codlgebras
graduadas) é um morfismo de algebras (respectivamente coalgebras)
que é também um morfismo graduado.

Além disso, ideais & esquerda (respectivamente ideais a direita,
ideais) graduados de uma algebra graduada sao k-subespagos vetori-
ais graduados com suas respectivas estruturas.

Também, coideais & esquerda (respectivamente coideais a direita,
coideais, subcoalgebras) graduados de uma codlgebra graduada séo k-
subespagos vetoriais graduados com suas respectivas estruturas.

Uma bidlgebra (respectivamente dglgebra de Hopf) graduada é um k-
espaco vetorial graduado cuja graduacao o torna uma algebra graduada
e uma coalgebra graduada.

Proposicao 1.13 Sejam A = @,>0A(n) uma dlgebra graduada e V
um k-subespago vetorial graduado de A. Entdo I = <V >, o ideal
gerado por V, é um ideal graduado de A.

Demonstragao: Mostremos que I = @,>0(I N A(n)). E claro que
@®n>0(I NA(n)) C I. Seja x € I. Entdao x = Y .-, a;v;b; para algum
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m > 0, em que a;,b; € A ewv; €V para todo i € {0,---,m}. Como A
e V sao graduados, podemos escrever para cada ¢

:Za?, bi:Zb? e vi:va,

n>0 n>0 n>0

com al', b € A(n) e v € VN A(n). Assim,

x—Zalvlb —ZZ Z be € @n>o(I NA(n)).
=1 n>0 n>0 n>0

Proposicao 1.14 Sejam V = @,>0V (n) um k-espago vetorial grad-

uado e I um k-subespago vetorial graduado de V. Entao 7 € um
%

k-espago wvetorial graduado, em que T(n) = V(n) + I é isomorfo

" Vin)
V(in)nI

canonica w : V. — 7 € um morfismo graduado. Além disso, se V €

como k-espaco vetorial, para todo n > 0, e a projecao

uma dlgebra (respectivamente uma codlgebra) graduada e I € um ideal

(respectivamente um coideal) graduado, entao T € uma dlgebra (res-

pectivamente uma codlgebra) graduada.

Demonstragao: Definimos f/: V — ®,,>0 <VE/()721) por
= n

Zvn = Zﬁz Z(’Un +V(n)NI),
n>0 n>0 n>0

que é claramente k-linear e sobrejetora. Mostremos que ker(f’) = I.
Temos que

Zvneker Zvn f0<:>2vn+v NI)=0&

n>0 n>0 n>0

(0 +V()NI)=0Yn >0 v, €V(n)NIL¥n>0s Y v, €1

n>0
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Vin)

\%
Portanto, f : 7 — Dn>0 (V,(n)m.

) , dada por

f Zvn—i—l :Z(Un—l-V(n)ﬂI)

n>0 n>0

é um isomorfismo k-linear. Assim,
Vi _ V(n) _ -1 V(n)
=7 (@’”0 (V(n) n1)) = Enzof Vin)ni)
Logo, % é graduado.
Agora, para cada m > 0, vejamos que

() v

em que V(m) + I = {vm + I : vy € V(m)} é um subconjunto de ;
Seja x € f1< Vim) ) Entao f(z) € Vim)

Vim)nI Vim)nI’
T =73,50%n + 1. Assim,

Escrevemos

Zx””(”)”l"f(anH) ~ (@) € gt

n>0 n>0

Logo, f(z) = zm + INV(m) = f(ay + 1), donde z =z, + I €
V(m)+1I.
Por outro lado, se * = x,, + I € V(m) + I entao f(z) = xm +

Vim)nIe ‘m Logo, z € f~1 (‘m>

Dado v, € V(n), é claro que w(v,) = v, +1 € T(H) Portanto 7 é
um morfismo graduado.

14
Suponhamos que V seja uma &lgebra graduada. Sejam v € T(TL)

%4
ew € —(m). Entao v = v, +1 e w = wy, + I, com v, € V(n) e

Wy, € V(m). Por ser V uma algebra graduada, vpw, € V(n + m).
Assim,

v
vw:(vn+I)(wm+I):vnwm+I€V(n+m)+I:7(n+m).
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Também, 1v =1y +1 € V(O)+I= %(0) Portanto, ; é algebra
graduada.
Suponhamos agora que V seja uma coélgebra graduada. Seja v €

V
T(n) Entéo v = v, + I, com v, € V(n). Assim,

n

Aw) = At D) € Y V-t DV =3 Yin

i=1 =1

oI

V i),

pois A(v,) € >, V(n —4) ® V(i). Também, £(v) = &(v,) = 0, se

n # 0. Portanto, T é uma coalgebra graduada. [

Proposicao 1.15 Sejam V = @,>0V(n), W = @,>0W(n) k-espagos
vetoriais graduados e f : V. — W um morfismo graduado. Entao ker(f)
é um k-subespago vetorial graduado de Ve Im(f) é um k-subespago

vetorial graduado de W. Além disso 3

vV
" ker(f)

= I'm(f) como k-espagos

vetoriais graduados.

Demonstragdo: Mostremos que ker(f) = ®,>o(ker(f) NV (n)). Seja
v € ker(f). Entao f(v) = 0. Podemos escrever v = vg + vy + - - + v,
com v; € V (i), para todo ¢ € {0,--- ,k}.

Assim, 0 = f(v) = f(vo) + -+ + f(vg) e isso implica em f(v;) =0,
para todo ¢ € {0,--- ,k}, pois f(v;) € W(i) e W é graduado. Logo,
T € Bp>olker(f)NV(n)).

E claro que Im(f) = @n>o(Im(f)NW (n)), pois dado f(v) € Im(f),
podemos escrever v = vy + v1 + --- + v com v; € V(i), para todo
1€ {0,---,k}. Como f é morfismo graduado, f(v;) € W; e portanto,
f) = f(vo) +---+ f(vg) € Bnzo(Im(f) NW(n)). A outra incluséo é
6bvia.

— V
Consideremos o isomorfismo k-linear f : () (f) e mostremos
que f é um morfismo graduado. Seja v € Vf) (n). Entado v =
ker
vy + ker(f) com v, € V(n). Dai, f(v, + ker(f)) = f(vn) € Im(f)(n),
pois f é um morfismo graduado. [

Proposicao 1.16 Seja R = @,>0R(n) uma bidlgebra graduada com
R(0) = k1. Entao R(1) C P(R).

Demonstragao: Seja r € R(1). Entao A(r) € R(1) ® R(0) + R(0) ®
R(1). Assim, podemos escrever A(r) = >0 d; @ 1+ 311, 1®¢; com
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¢i,d; € R(1), para quaisquer ¢ € {1,--- ,n} e j € {1,---,m}. Dai,

r=I®)Ar) = die(l)+ Y le(e) = d;
j=1 i=1 j=1
e
r=(Ee®DA(r) = Zs(dj)l + Zs(l)cz = ch
j=1 i=1 i=1
Logo, r®@1+1®r= Z;”:l dj®1+1®> " ¢ = A(r). Portanto,
r € P(R). ]

1.6 Produto wedge e filtracao coradical

Essa segao é feita basicamente para provarmos os Teoremas 1.6 e
1.7, que sao fundamentais para o desenvolvimento do Capitulo 5. Para
fazé-la nos baseamos principalmente em [4], [5], [11] e [13].

Definicao 1.30 Seja C' uma codlgebra. Sejam U e V k-subespagos
vetoriais de C. Definimos o produto wedge de U por V' como

UANV =AY UeC+CaV).

Sendo U e V k-subespagos vetoriais de C' existem ny : C — — e

U
v C — v as projecoes candnicas cujos niicleos sao U e V, respecti-

vamente. Consideremos 7y, a composicdo abaixo

TU,v

_— T C C

C — C® Cﬁ/@wv i ® v
Para provarmos algumas propriedades do produto wedge precisamos
dos dois resultados abaixo, que enunciamos como lemas, os mesmos

podem ser encontrados em ([5], pp. 24 e 25).

Lema 1.1 Sejam V e W espagos vetoriais, X C V eY C W k-
subespagos vetoriais. Entio (X @Y)=(VY)Nn(X o W).

Lema 1.2 Sejam f : Vi — Vo e g : W1 — Wy fungoes k-lineares.
Entao ker(f ® g) = ker(f) @ W1 + V1 ® ker(g).
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Proposigao 1.17 Sejam C uma codlgebra, U,V e W k-subespagos ve-
toriais de C. Sdo verdadeiras as afirmagoes abaizo.

(i) UNV =ker(myy), em que Ty € a composi¢io acima.

i) (UAV)AW =UAN(VAW).

(iii) UAV = (ULVH)L,

(iv) Se U ¢é uma subcodlgebra de C entao U CUAV eU CV AU.

(v) Se U eV sio subcodlgebras de C' entao U ANV € uma subcodlgebra
de C que contém U e V.

Demonstragao: (i) Seja ¢ € U A V. Entao podemos escrever A(c) =
2o ui®ci+) dj®vj comu; € Uewv; € V. Dal, myv(c) =32, mu(ui)®
mv(ei) + 22, mu(dj) @ myv(v;) = 0. Logo ¢ € ker(my,v). Portanto,
UNV Cker(my,y).

Agora seja ¢ € ker(my,y). Entdo 0 = myv(c) = (my @ mv)A(e).
Assim, A(c) € ker(nmy ® my). Mas, pelo Lema 1.2, ker(nmy ® my) =
ker(my) @ C 4+ C @ ker(my ). Como ker(my) =U e ker(my) =V, segue
que A(c) € U®CH+C®V. Logo, ¢ € UAV. Portanto ker(my,y) C UAV.

(ii) Como U AV = ker(my,v), a fungdo k-linear ¢y y : -

UANV
c _C
i ® v dada por ¢y y(c+ U AV) = myv(c) estd bem definida e é
injetora. Sendo ¢y, injetora, segue que ker(myav,w) = ker((¢uv @

I%)'/TU/\V,W)' Além disso, (¢U,V & I%)'/TU/\V,W = (7TU XYy & Ww)AQ.
De fato, seja ¢ € C. Entao

(¢U7V & I%)?TU/\V’W(C) = (¢U,V &® I%)((Cl +UA V) ® (CQ + W))
muv(c1) @ (ca + W)

(a1 +U)@(ca+ V)R (c5+ W)

= (7TU®7T\/®7TV[/)A2(C).

Assim, (UAV)AW = ker(muav,w) = ker((my @ my @ mw)As).
Similarmente mostra-se que U A (VA W) = ker((ry @ my @ mw)A2).
Portanto, (UAV)AW =UA(V AW).

(ili) Seja ¢ € U A'V. Entao podemos escrever A(c) = . u; ® ¢; +
> d;®vj comu; € U ew; €V. Mostremos que ¢ € (ULVL)L. Sejam
feUtegeVE Entio (f+g)(c) =32, flui)g(ei) + 32, f(dy)g(vy) =
0. Portanto U AV C (U+V4)+L,
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Agora seja ¢ € (ULV4)1L. Podemos escrever A(c) = Y, u; ® ¢; +
> d;®y;, em que {u; }U{d;} ¢ um conjunto linearmente independente,
u; € U e d; pertence ao complemento de U como k-subespago vetorial
de C.

Fixemos jy. Mostremos que y;, € V. Consideremos f € C* tal que
f(U) =0, f(dj,) =1e f(d;) =0 para j # jo. Seja g € VL. Como
feU*, (fxg)c)=0.

Por outro lado, (fxg)(c) = >, f(ui)g(ci)+>2; f(di)g(y;) = 9(yjo)-
Assim, g(yj,) = 0, donde y;, € (V)L =V. Logo, A(c) e UC+C®
V. Portanto, (ULVL)L CUAV.

(iv) Pelo Lema 1.1, sabemos que U@ U = (C @ U) N (U ® C).
Assim, se c€ U entao A(c) eUU = (CU)NURC)CURC C
URC+C®V. Logo, c € UAV. Portanto U C U AV. Analogamente,
mostra-se que U C V A U.

(v) Sendo U e V subcoalgebras de C, segue que U+ e V= sdo ideais
de C*. Assim, U+V' & ideal de C*, donde (U+V+)L & uma sub-
coalgebra de C. Mas, por (iii), U AV = (U*V+)L. Logo, UAV
é subcoalgebra de C. Além disso, pelo item anterior, U C U AV e
VCUAV. ]

Da proposicao acima concluimos que o produto wedge é associa-
tivo. Assim, podemos definir para quaisquer n > 1 e Uy,---,U, k-
subespagos de uma coalgebra C

Ul/\U2/\"'/\Un ZZ(U1/\U2/\"'/\Un_1)/\Un.

Além disso, fixado um k-subespaco U, podemos definir também
AU = {0}, N'U =U e A"U = (A""1U) AU, paran > 1.

Se D é uma subcoalgebra de C' e U,V C D sao k-subespacos veto-
riais, denotamos U Ap V=AU D+ DxV).

Lema 1.3 ([13], Exercise 2.4.1) Sejam W, W' k-espagos vetoriais, U,V
k-subespacos de W e U', V' k-subespagos de W'. Entdo

UeW+WeU)N(VeV) =UnNV)eaV' +Ve U NV').

Proposigao 1.18 Sejam C' uma codlgebra, U e V k-subespagos veto-
riais de C. Sao verdadeiras as afirmacdes abaizo.

1) (UAV)ND =(UnND)Ap (VND), para toda subcodlgebra D de C.

(ii) Se U e V sao subcodlgebras de C e S é uma subcodlgebra simples
de C tal que SCUAV, entao S CU ou SCV.
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Demonstragao: (i) Seja D uma subcoalgebra de C. Entdao D =
A7Y(D @ D). De fato, se ¢ € C ¢ tal que A(c) € D ® D, entdo
c=c¢(er)es € D.

Dali, usando o Lema 1.3, temos que

(UAV)ND= AN UC+CeV)NA~YD® D)

= A Y (UeC+CoV)N(D®D))
A~Y((UNnD)® D+ D (VND))
= (UNnD)Ap (VND).

(ii) Como S CUAV, entdo S = SN(UAV). Por (i), SN(UAV) =
(SNU)A(SNV). Assim, (SNU)A(SNV)=S#0. Dai, SNU #0
ou SNV # 0, pois se ambos fossem zero teriamos 0 A0 = S, o que é
um absurdo pois S Z0e 0AN0=A"10®C+C®0)=A"10)=0
(A é injetora).

Se SNU #0,como SNU C S e S ésimples, segue que SNU =S,
donde S C U. Analogamente, se SNV # 0 entao S C V. [}

Definicao 1.31 Seja C' uma codlgebra. Uma familia de k-subespagos
vetoriais {V;}52, de C que satisfaz C = ;= Vi, Vi C Vg1 e A(V,,) C
27:0 Vo1 ® Vi, para todo n > 0, € dita uma filtragio de C'.

Observamos que cada termo V,, de uma filtragdo {V;}2, de C ¢
uma subcoalgebra de C', pois

AVL)CY Vau @V CV, @V,
=0

Lema 1.4 Sejam C uma codlgebra e {V;}2, uma filtragio de C. En-
tao, para todon >1,V, CV, 1 AV,.
Demonstragao: Seja v € V,,. Entao
A CY Vo @Vi=Y Vai @ Vit Va® Vo C Va1 ®C+C R V.
=0 =1
Logo, v € V,,_1 A V. Portanto, V,, CV,_1 A V. [ ]
Proposicao 1.19 Sejam C uma codlgebra e {V;}52, uma filtragao de

C. Entao toda subcodlgebra simples de C' estd contida em Vo (e por-
tanto, Co C V).
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Demonstracgao: Seja S uma subcoalgebra simples de C. Entéo, pelo
Corolario 1.1, S possui dimensao finita. Assim, existe n > 0 tal que
S C V,,. Mostremos que n = 0.

Suponhamos que n > 1. Entao, pelo lema acima, V,, C V,,_1 A V.
Como S C V,, segue que S C V,,_1 A V. Dai, pelo item (ii) da
Proposigao 1.18, S C V,,_1 ou S C V. Mas supomos que n > 1,
assim S C V,_;. Repetindo esse processo n vezes, concluimos que
S - Vo. ]

Corolario 1.2 Seja C = @,>0C(n) uma codlgebra graduada. Entéo
toda subcodlgebra simples de C' estd contida em C(0) (e portanto, Cy C

C(0))-

Demonstragdo: Para cada n > 0, seja V;, = C(0) @ --- & C(n).
Mostremos que {V},}52, é uma filtracao de C. De fato, néo é dificil ver
que V,, C V41 para todon > 0 e que UZO:1 Vv, =C.

Mostremos por indugao sobre n que A(V,,) C > Vi, @V, Temos
que A(Vp) € Vo ® Vo, pois Vy = C(0) e C é uma coélgebra graduada.
Suponhamos que vale para n e provemos que vale para n + 1. Temos

A(Vps1) = AVy @ C(n+1)) CA(V,) + AC(n +1))

n n

C Y Vuu®@Vi+ Y Cln+1-5)eC())
=0 j=0

- Z Vacig1®Vy + Z Vay1-; ®Vj
=0 j=0

C Z Vo1 @ V.

=0

Assim, se S é uma subcoalgebra simples de C entao S C Vy = C(0),
pela proposigao acima. [ |

Vimos no Lema 1.4 que se {V;}52, é uma filtragdo de uma coalgebra
C entao V,, C V,,_1 AV, para todo n > 1. Isso nos sugere a seguinte
construcao.

Sejam C' uma coalgebra e D uma subcoalgebra de C. Definimos
DO =D, DM = D=Y A D paran > 1e D) = J22 D™, Na
proposicao abaixo vemos, entre outras coisas, que D(°) é uma subcoal-
gebra de C. Para isso precisamos do lema abaixo (veja [13], Exercise
4.1.1).
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subespacos

Lema 1.5 Sejam V' um espago vetorial e Vi, - -+ Vi, n > 1, k-
= V. Entao

vetoriais de V que satisfazem Vo C V3 C - C V,
?z_ol(vnflfl RV+V® ‘/2) = Z?:O anl X ‘/l

Proposigao 1.20 Nas condigdes acima, {D™} , é uma filtragio
para a codlgebra D(*°).

Demonstragao: Primeiramente mostremos por indugao sobre n que
D™ C DD para todo n > 0. Para n = 0, segue do item (iv)
Proposicao 1.17, pois D(© = D C DA D = DO A D = DM | ja que
D é uma subcoalgebra. Suponhamos que D"~ C D™ e mostremos
que D™ C D+ De fato, D™ = D"~V AD C D" AD = D),

Logo, D(*°) ¢ um k-subespaco vetorial de D. Nao é dificil ver que
cada D™ & uma subcoalgebra usando a Proposigao 1.17 (v).

Vejamos que D(*) é uma subcoélgebra de C. Seja ¢ € D(°°). Entéo
¢ € D para algum i > 0 e como D é uma subcoalgebra, Alc) €
DO @ DO C D) @ D) Logo, D(>) & uma subcoalgebra de C.

Finalmente, mostremos que A(D(™) C Yo D=0 @ DO para
todo n > 0. Fixemos n > 0. Notemos que podemos escrever D) =
D=1 A DO para cada l € {0,--- ,n — 1}. Assim,

A(DM) = AD=D ADO) = A(A~H (DD @ C 4 C o DWV))
c DN eC+CeDV.
Como isso ocorre para todo ! € {0,--- ,n—1}, temos que A(D(")) C

?;01 D==1D) o ¢+ C® DWW, Além disso, como D™ é uma subcoal-
gebra, temos

= N (DY e C+CeD®)n (DM o DM).

A(D™) C (m;H DD R C+Cw® D<l>) N (D™ @ D™)

Pelo Lema 1.3, segue que

AD™) € (D=1 0 D) @ DM 4 D™ & (DU A D))
= N5 (DD @ DM 4 D @ DO),

Agora, usando o Lema 1.5, concluimos que
AD™)cy DD e Db,
1=0

Portanto {D(™}5°  é uma filtragao de D). |



Nosso objetivo agora é considerar na construcao da filtracao acima
a subcoalgebra D = Cj da coalgebra C. Mostramos que, nesse caso,
D) = C. Dai, a filtragio {D(™}°2 ; sera uma filtragio da coalgebra
C. Para isso, precisamos da préoxima proposicao.

Lembremos que dado um anel R com unidade 1, o radical de Ja-
cobson de R, que denotamos por J(R), é a intersecdo dos anuladores
de todos os R-moédulos & esquerda simples. Também, um elemento y
em R pertence a J(R) se, e somente se, 1 — xy é invertivel a esquerda,
para todo  em R. Além disso, se R é um anel artiniano, entao J(R) é
nilpotente. Mais detalhes sobre o radical de Jacobson de um anel, bem
como a demonstragéo desses resultados, podem ser encontrados em [9].

Lembremos também que, fixada uma coalgebra C' e um C-comoédulo
a esquerda M, podemos definir o conjunto Cendc(M) de todos os
morfismos de C-comédulos f : M — M. Tal conjunto possui uma
estrutura de &lgebra com a composicao.

Proposig¢ao 1.21 Sejam C uma codlgebra e A = Cendc(C). As afir-
magoes abairo sao verdadeiras.

(i) A fungao ¢ : A — C* dada por ¢(f) = o f é um isomorfismo de

dlgebras.
(ii) J(C*) = Cy-.

Demonstragao: (i) Seja g € A. Como g é morfismo de C-comddulos
a esquerda temos, para todo ¢ € C, que g(c); ® g(c)s = 1 ® g(ca2).
Aplicando (I ® €) a igualdade anterior, temos que

g9(c) = g(c)1 ®@e(g(c)2) = c1e(g(e2)) = cr(e o g)(ca). ()
Sejam f,g € Aece C. Entao

(@(f)o(9))(c) = o(f)(c1)p(g)(ca
£ O

(co
= (co(f
Além disso, é facil ver que ¢(I4) = € = 1g«. Portanto, ¢ é um
morfismo de algebras.
Definimos ¢ : C* — A por ¢¥(u)(c) = u — ¢ = u(cg)ey, para
quaisquer u € C*, ¢ € C'. Mostremos que ¥ estd bem definida, ou seja,
que dado u € C*, ¥(u) € A.
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Para mostrarmos que % (u) ¢ um morfismo de C-comodulos & es-
querda é suficiente mostrar que 1 (u) é morfismo de C*-moédulos a di-
reita com agdo ¢ — ¢* = c¢*(¢1)ea (veja [5], p. 79). Seja ¢ € C*.
Entao

Vu)e =) =u—(c—c) 2 (u—c) = =p(u)(e) — ¢,

a igualdade (%) segue do fato de que C com essas agdes a esquerda e &
direita é um (C*, C*)-bimodulo.

Agora mostremos que v é inversa de ¢. Sejam u € C* e ¢ € C.
Entao

((@od)(u)(c) = ¢(¢(w)(c) = (¢ 0P(u))(¢) = e(P(u)(c))

) =
= e(u—c)=¢e(u(cz)er) = ulcae(cr)) = u(e).

Logo, (¢ o )(u) = u, para todo u € C* e portanto, ¢ o 1) = Iox.
Sejam f € Aece C. Entao

(Wod)(F)e) = v(@(F))e) = ¢(f) = ¢ = $(f)(e2)en
= (o f)(ea)er = ealeo f)lea) 2 f(e).

Logo, (o d)(f) = f, para todo f € A. Entao ¢ o¢ = I4. Portanto,
¢ é isomorfismo de algebras.

(ii) Como Cj é uma subcodlgebra, segue que Cy é um coideal a
esquerda de C e dai, (Cy)* = Annc-(Cp) com respeito a agio c* —
¢ = ¢*(c2)c1, para quaisquer ¢* € C* e ¢ € C (veja [5], Proposition
2.5.3).

Temos que J(C*) é a intersecdo dos anuladores de todos os C*-
modulos & esquerda simples e Cy = Soc(CY) (veja [5], Proposition
3.1.4), ou seja, Cp é a soma de todos os C-subcomodulos a direita
simples de C' que equivale a dizermos que é a soma de todos os C*-
submodulos & esquerda simples de C.

Assim, se f € J(C*) entdo f- M = 0, para todo C*-mddulo a
esquerda simples M. Dado ¢ € Cp, podemos escrever ¢ = ), ¢;, com
¢; € 5, onde cada S5; é um C*-submoédulo & esquerda simples de C.
Dai, f ~¢c=>,f = ¢; =0. Logo, f € Annc-(Cy) = oo+, Portanto,
J(C*) C Cy*.

Seja u € Co. Denotamos f = ¢~ (u) € A. Assim, u = ¢(f) =ceof
e entdao (f(Co)) = u(Cp) = 0, pois u € Co™. Seja ¢ € Cy. Entdo

flo) ® c1(f(c2)) = cru(e2) = 0, pois ¢z € Cy, ou seja, f(c) = 0, para
todo ¢ € Cy.

Mostremos que f € J(A). Seja h € A. Chamemos g = Ic — hf e
provemos que g é invertivel & esquerda em A, ou seja, que g é injetora.
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Seja ¢ € ker(g) N Cy. Entao 0 = g(c¢) = (Ic — hf)(c) = c— h(f(c)) =
¢ — h(0) = ¢, pois f(Cy) = 0. Logo, ker(g) N Cy = 0 e como Cj
é essencial em C (veja [5], Corollary 2.4.12), segue que ker(g) = 0.
Portanto, g é injetora. Assim, I — hf é invertivel a esquerda para
todo h € A e entao f € J(A).

Como ¢ : A — C* é um isomorfismo de &algebras segue que u =

#(f) € J(C*). Portanto, Co™ C J(C*). |

Proposigao 1.22 Sejam C uma codlgebra e Cy, = Cp,_1A\Cy, para todo
n > 1. Entao {Cr}22, € uma filtragao de C. Tal filtragio é chamada
filtragd@o coradical de C'.

Demonstragao: Pela Proposigdo 1.20, resta verificarmos que C =
UZO:O C,,. Pelo Teorema fundamental das codlgebras, temos que C é a
soma de suas subcoalgebras de dimensao finita. Seja D uma subcoal-
gebra de C' de dimensao finita. E suficiente mostrarmos que D C C,,,
para algum m > 0.

Pela proposicdo acima, temos que J(D*) = Dyt. Sendo D de
dimensao finita, D* também o é. Portanto, D* é artiniano. Logo,
J(D*) é nilpotente e assim, existe m > 1 tal que J(D*)™ = 0, ou seja,
(D)™ = 0.

Mostremos por inducao que A% Dy = ((Do™)")*,¥n > 1. Para
n = 1 ¢ claro, pois ALbDy = Dy = (Dg)* = ((Do™)")*. Supo-
nhamos que vale para n e mostremos que vale para n + 1. Temos
N5 Do = Do Ap Do = (NpDo) D) = (D)) ) D)+ &
(Do) D)+ = ((Doh)™*1)*, aigualdade (x) ¢ devida ao fato de que
Dy possui dimensao finita.

Em particular, A Dy = ((Dg™)™)* = 0+ = D. Além disso, como
D C Ce Dy C Cy, segue que D = ANFDy C AN"Co = Cpy—q. [ |

Teorema 1.6 Sejam C' uma codlgebra e A uma dlgebra. Entio f €
Hom(C, A) € invertivel sequndo o produto de convolugdo se, e somente
se, flc, € invertivel em Hom(Cyp, A).

Demonstragao: (=) De fato, se (f*g)(c) = ue(c) = (gx f)(c),Ve e C
entdo (f x g)(c) = pe(c) = (g * f)(c), Ve € Cp.

(<) Seja g € Hom(Cy, A) o inverso de f|c,. Como Cp é um k-
subespago vetorial de C, existe um k-subespago vetorial D C C tal
que C = Cy @ D. Seja ¢ € Hom(C, A) tal que ¢'|c, =g e ¢'|p = 0.
Consideremos v = pe — ¢’ * f. Entao, se ¢ € Cy, temos

() = pe(e) = (g' = f)(e) = pe(e) = (g f)(c) = 0.
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Assim, 7|, = 0. Mostremos por indugao que v"*1|c, = 0. Supo-
nhamos que |, _, = 0 e provemos que v"*1|c = 0. Seja c € C,, =
Cpn-1NCy. Entao A(c) € Cp—1 ®C+C®Cy. Assim, podemos escrever
Ale) =) ,a;®@¢+ >, ¢ @b, com ¢;,¢c; € C, a; € Cpomy e by € Cp.
Daf,

Y e) = (7 ) Zv (ai)v(e) + 7" () (bi) = 0,

pois v, =0=7"c,_,-

Com isso, podemos definir ¢ = > ;7" € Hom(C, A). De fato,
dado ¢ € C, como C = |J;2, Cy, existe m > 0 tal que ¢ € Cp,. Dali,
4™ *#(c) = 0, para todo k > 1, pois y™*t|c, = 0. Assim, para cada
c € C existe m > 0 (que depende de ¢) tal que ¢(c) = > ;7" (c).

Mostremos que ¢ * g’ é um inverso a esquerda de f com respeito
ao produto de convolugdo em Hom(C, A). Seja ¢ € C. Entao ¢ €
Cp = Cru_1 A Cp para algum m > 0. Assim, podemos escrever A(c) =
Do @ci+ Yo, ¢ @by, com ¢, c; € C,a; € Cpoy e by € Cp. Dai,

((pxg)*x f)lc) = (px(g"*[))(c) = (¢*(ue —7))(c)
= (ﬁ*ue —x7)(c) = p(c) — (g x7)(c)
= D 0 =D plaiy(e) - Zso(C’ (b
n=0 1
m m—1
= D) ) =D> Aa
n;O mz 1k:0
= D "= > @)
n=0 k=_01 i
2N @) = Y A (e) = () = pele).
n=0 k=0
Para a igualdade (%) notemos que, para cada k € {0,---,m — 1},
temos

Y (e) = (VFy)( ZV ai)y(e)+ " ()r(bi) = 7" (as)y(en).

Analogamente, usando que § = pe— fxg’, afungaop = > ., " €
Hom/(C, A) esta bem definida . Assim, mostra-se que g'*1) é um inverso
a direita de f. Portanto, f é invertivel em Hom(C, A). ]

Lema 1.6 Seja C uma codlgebra conexa com G(C) = {1}. Entao,
para cadan > 1 e cada c € Cy, temos que Alc) =c®@1+1®@c+y,
comy € Cp_1 ® Cp_1. Além disso, C1 = k1 @ P(C).
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Demonstragao: Sejam n > 1 e ¢ € C),. Entao

Alc) €Y Cri®Ci CCHRCr+Cr®Co+ Cpy ®Criy.
1=0

Assim, como Cy = k1, existem a,b € C,, tais que A(c) =a® 1+
1®b+ 2, com z € C,,_1 ®C,_1. Logo,

c=I®e)A(c) =ac(1) +1le(b) + (I ®e)(z) € a+ Cp_q,

ou seja, existe ¢’ € C,,_1 tal que ¢ =a —c.

Analogamente, usando (e ® I), existe ¢’ € C,,_1 tal que ¢’ =b—c.
Consideremos y = ¢ ® 1 +1® ¢” + 2. Claramente, y € C,,_1 ® C,,_1 e
c@l+1@c+y=a®1+10b+2z=A(0).

Mostremos que C; C k1®P(C). Seja c € Cy. Entédo, ¢ = e(c)l+c—
e(e)1. E claro que £(c)1 € k1, falta mostrarmos que ¢ — e(c)1 € P(C).
Pelo feito acima, como ¢ € Cy, entdo A(c) =c®@1+1®@c+a(l®1),
com o € k. Dai, ¢ = (e ®I)A(c) = €(c)l + ¢+ al, donde oo = —¢(c).
Logo,

Alc—e(c)l)= c®14+1®c—¢e(c)l®l—¢e(c)l®1
(c=e(@)])®@14+1® (c—e(c)l).

Portanto, ¢ € k1 + P(C). Mostremos que k1 4+ P(C) C C;. Seja
x €kl+ P(C). Entdo x = A1+ v com A € ke v € P(C). Assim,

Alz)=A1®1)+ve1+1®veC e C+Cx (.

Logo, = € Cy A Cy = Cy. Portanto, C; = k1 + P(C).

Vejamos agora que tal soma é direta. Seja x € k1 N P(C). Entao
x = f1, paraalgum S € ke f(1®1) =Az) =2 1+1x =
B(1®1)+ B(1®1), donde S =0, ou seja z = 0. |

Teorema 1.7 Sejam C e D codlgebras, C conexa com G(C) = {1} e
f:C = D um morfismo de codlgebras tal que f|pcy € injetora. Entdo
f € injetora.

Demonstragdao: Como 1 € G(C) e f é um morfismo de codlge-
bras, segue que ep(f(1)) = ec(1) = 1. Logo, f(1) # 0. Tam-
bém, ep(f(P(C))) = ec(P(C)). Mas, ec(P(C)) = 0, pois dado
x € P(C) temos que v = (¢ ® I)A(x) = (x)l + x e isso nos diz
que e(x) = 0,Vz € P(C). Assim, ep(f(P(C))) =0.

Além disso, f(k1) N f(P(C)) =0, pois se z € f(k1)N f(P(C)) =0
entdo x = f(B1), para algum S € k. Assim, ep(z) = 0, pois = €
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J(P(C)). Por outro lado, e(z) = =(f(81)) = Be(f(1)) = 81 = B,
donde 8 = 0.

Mostremos que f é injetora em C;. Seja ¢ € C;. Pelo lema acima,
c=al+vcomac€keve P(C). Suponhamos que f(c¢) = 0, entao
0 = f(¢) = f(al) + f(v). Dai, f(al) = —f(v) € (1K) N f(P(C)) =0,
donde af(1) = 0. Logo, &« =0 (f(1) # 0) e entdo ¢ = v € P(C). Por
hipotese, f|p(c) € injetora e portanto, como ¢ € P(C) e f(c) = 0, segue
que ¢ = 0. Logo, f|c, é injetora.

Agora provemos por indugado que f|¢, é injetora. Assumimos que
fle,, € injetora, para um n fixo. Seja x € C, 41 tal que f(z) = 0. Pelo
lema anterior, A(z) =z ® 1+ 1® z +y, para algum y € C,, ® C,,. Dai,

0=A(f(z)) = (f @A) = (f @ f)y).

Assim, como f|¢, € injetora, f|c, ® f|c, também o é, e entdo
y = 0. Logo, x € P(C) e como f|p(c) ¢ injetora isto implica que x = 0.
Portanto, f|c, ., € injetora.

Como C = J;2, Cn, segue que f ¢ injetora em C. n
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Capitulo 2

Categorias

Nesse capitulo apresentamos os conceitos de categoria tensorial, ca-
tegoria trangada, categoria rigida e categoria simétrica, juntamente com
exemplos e alguns resultados principais para o desenvolvimento desse
trabalho. A principio, para nossos objetivos nao seria necesséario o
desenvolvimento de todos os resultados que aparecem aqui. Porém, os
mesmos surgiram como respostas as perguntas que nos fizemos ao longo
do caminho e achamos por bem inclui-los no trabalho.

Esse capitulo foi desenvolvido com base em [6], [7], [8] e [15].

2.1 Definicoes e exemplos

Definicao 2.1 Uma categoria C € definida como uma classe de objetos
e uma classe de conjuntos de morfismos que satisfazem os seguintes
ariomas:

(i) Para todo par (U, V') de objetos em C existe um conjunto Home(U,V)
de morfismos de U para V tais que Home(U,V) N Home (W, X) = 0,
se (U, V) # (W, X), para (W, X) par de objetos em C. Um morfismo

f € Home(U,V) € denotado por f : U —V ou UL>V;

(ii) Para quaisquer U,V e X objetos em C existe uma fungdo

Home(U,V) x Home(V,X) — Home(U,X)
(f.9) = gof

chamada composi¢ao de morfismos, que € associativa;
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(iii) Para cada objeto U em C existe um morfismo Iy € Home(U,U)
tal que foly = f e Iy og = g, para quaisquer f € Home(U,V) e
g € Home(V,U), sendo V' um objeto qualquer em C. Tal morfismo €
chamado morfismo identidade de U.

Exemplo 2.1 A classe dos conjuntos juntamente com a classe das
fungoes € uma categoria, categoria dos conjuntos.

Exemplo 2.2 A classe dos anéis juntamente com a classe dos morfis-
mos de anéis é uma categoria, categoria dos anéis.

Exemplo 2.3 Seja R um anel. A classe dos R-modulos a esquerda
juntamente com a classe dos R-morfismos a esquerda é uma categoria,
denotada por gk M, chamada categoria dos R-mddulos a esquerda.

Exemplo 2.4 Seja C' uma coalgebra. A classe dos C-comoddulos a
esquerda juntamente com a classe dos morfismos de C-comoédulos a
esquerda é uma categoria, denotada por “M, dita categoria dos C-
comddulos a esquerda.

Exemplo 2.5 Sejam € e D categorias. O produto € x D, cujos objetos
s@o todos os pares (U, V) tais que U e V sdo objetos em € e D, respec-
tivamente, e os morfismos sdo da forma (f,g) : (U,V) — (W, X), com
f € Home(U W) e g€ Homp(V,X), é uma nova categoria, chamada
categoria produto. A composi¢ao (quando possivel) e a identidade sao
dadas por (f',g") o (f,9) = (f'o f,g' o g) e Lwv) = v, Iv).

Definigao 2.2 Sejam C e D categorias. Um funtor covariante (ou
simplesmente um funtor) F de € para D, denotado por F: € — D, é
um par de fungées (ambas denotadas por F), uma fun¢io objeto que
associa cada objeto U em C a um objeto F(U) em D e uma fungdo
morfismo que associa cada morfismo f : U — V em C a um morfismo
F(f): F(U)— F(V) em D tal que

(i) F(Iv) = Irw), para todo morfismo identidade Iy em C;

(ii) F(go f) = F(g) o F(f), para quaisquer dois morfismos f e g em C
cuja composicdo g o f estd definida.

Lembramos que a palavra funcao que aparece na definigao acima
relacionando duas categorias significa apenas uma regra e nao uma
fung¢ao no sentido usual da teoria dos conjuntos.

Exemplo 2.6 O funtor identidade Id : € — € que associa cada objeto
e cada morfismo em C a si mesmos.
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Exemplo 2.7 Sejam k um anel comutativo com unidade, ;M a catego-
ria dos k-modulos e ® := ®j. Definimos Id®k : ;M — M que associa
cada k-moédulo M ao k-médulo M ® k e cada morfismo f: M — N em
£ M ao morfismo f® [ : M @ k - N ® k. Mostremos que Id® k é um
funtor. De fato,

(Id®@ k)(In) = Ing @ I = Ingsor = I(1asm)(m)

(Id®k)(fog) =(fog)®@Ix=(fog)®@yoly)
=(fe@L)o(g®Ix) = Id®k)(f)o (Id® k)(g).

Exemplo 2.8 Sejam C e D categorias. Entao 7: € x D — D x € que
associa cada objeto (U, V) em € x D ao objeto (V,U) em D x C e cada
morfismo (f,g) em € x D ao morfismo (g, f) em D x € é um funtor.
De fato,

T(Lwyvy) =7v, Iv) = (Iv,Iv) = [vu) = Lrwv)

((f',9')o(f,9)) =7(f'of,gdog)=(90g,f of)
=g f)olg, f)=7(f,9)o7(f 9)

Definigao 2.3 Sejam C, D categorias e FF : € — D, G : € - D
funtores. Uma transformagdo natural entre F' e G € uma funcao « :
F — G que associa cada objeto U em C a um morfismo ay : F(U) —
G(U) em D tal que, para cada morfismo f: U — V em C, o diagrama
abaizo comuta

F(U) 22> G(U)

F(f)l iam
F(V) ——= G(V).

ay

Observagao 2.1 (i) Sejam U e V objetos em uma categoria €. Um
morfismo f : U — V em C é dito um isomorfismo se existe um morfismo
f71:VsUemCtalque fof !=1Iye f'of=1Iy. Tal morfismo
é chamado morfismo inverso de f.

(ii) Se, para cada objeto U em €, o morfismo ay da definigdo acima for
um isomorfismo em D, entdo « é dito um isomorfismo natural. Além
disso, ! : G — F que associa cada objeto U em € ao morfismo

ap' : G(U) = F(U) em D é também uma transformacio natural.
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Exemplo 2.9 Seja k um anel comutativo com unidade. Consideremos
o funtor Id®k do Exemplo 2.7 e Id : 1M — M. Definimos « : Id®k —
Id de maneira que, para cada M em M,

Qg Mk — M
mr — mx.

E claro que as é morfismo em ;M. Mostremos que « é uma trans-
formacao natural. Seja f : M — N um morfismo em ;M. Provemos
que Id(f) o ay = ay o (Id® k)(f), ou seja, foay = ay o (f @ Ii).
Sejam m € M e x € k. Entao

(foam)m@x) = flam(m®x)) = f(mz) = flm)z
an(f(m)®x) = an((f @ Ix)(m
= (an o (f @ It))(m @ x).

® x))

Além disso, como «ajpy € isomorfismo em M, segue que a é um
isomorfismo natural.

2.2 Categorias tensoriais

Agora que estamos familiarizados com os conceitos de categoria,
categoria produto, funtor e transformagao natural, temos todas as fer-
ramentas necesséarias para definir categoria tensorial. Tal conceito é
de muita importancia, pois mais & frente, definimos uma categoria
trangada (que é uma categoria tensorial), um dos principais temas desse
trabalho.

Definicao 2.4 Uma categoria tensorial € uma cole¢io (C,®,1,a,l,r),
em que C € uma categoria, ® : CxXC — C € um funtor, chamado produto
tensorial e I é um objeto em C, chamado objeto unidade.

Além disso, a é um isomorfismo natural entre os funtores (—® (—®
—Ne((—®—-)®—) de € x C x C para C, | € um isomorfismo natural
entre os funtores Id e Id®1 de € para C e r € um isomorfismo natural
entre os funtores Id e I® Id de C para C tais que, para quaisquer objetos
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UV, W, X em C, os sequintes diagramas

UeV)e(WeX)

U (Ve (WeX)) (UeV)aW)® X
IU®aV,W,Xi TGU,V,W(@IX
U (VeW)e X) TR T—. U (VeW)eX
U 1IaV) Ly UV
UV

sao comutativos.

Na defini¢ao acima, o fato de que o primeiro diagrama comuta é
chamado azxioma do pentdgono e o fato do segundo diagrama comutar
é chamado azioma do tridngulo. Esses axiomas expressam, essencial-
mente, que o produto tensorial de um ndmero finito de objetos estéa
bem definido, independentemente da posicao dos parénteses e que I é
uma unidade para o produto tensorial.

Com o objetivo de evitarmos qualquer duvida, esclarecemos que o
funtor ® associa cada objeto (U, V) em € x € ao objeto U ® V' em C.
Assim como, associa cada morfismo (f,g) em € x € ao morfismo f ® g
em C. Também, o funtor 1 ® Id associa cada objeto U em C ao objeto
I® U em C e cada morfismo f em € ao morfismo I ® f. Valem as
mesmas consideragoes para o funtor Id ® I.

De agora em diante, omitimos o simbolo o da composi¢ao de mor-
fismos, denotando f o g por fg.

Exemplo 2.10 Consideremos € a categoria dos conjuntos, ® := X,
o produto cartesiano de conjuntos, e I = {y}, um conjunto unitario
qualquer. Para quaisquer U, V, W conjuntos em C, definimos

apyvw: Ux(VxW) — (UxV)xW
(uw, (vw)) = ((u,v),w)

ro: U — {y}xU ly: U — Ux{y}
v = (yu) u = (u,y)
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Mostremos que (€, x,{y}, a,l,r) é uma categoria tensorial. Fixados
objetos U,V,W em C, é claro que ay,y,w,ry € ly sdo isomorfismos
em C (bije¢oes). Logo, basta verificarmos a condigdo da definigio de
transformacao natural. Sejam U,V,W,U’, V', W’ conjuntos em C, f :
U—U\,g:V—=V eh:W — W’ fungdes em €. Verifiquemos que 0s
diagramas abaixo comutam

ay,v,w

Ux (VxW) (UxV)xW
fX(th)l l(fXQ)Xh

Ux (V' xW)—— (U xV')x W

ay’ v, w!

U o U x {y) U0 ()} x U

fl lfﬂm fl ll{y}xf

UI?UIX{y} U/W{y}XU/
U/

Sejam u € U,v € V e w € W. Entao

((f xg9) x havvw(u, (v,w)) = ((fxg)x
= ((fxg)(u

= ((f(u g(v))

= ap,v,w(

ayr v we(
)

)
((f x Iyl ) (w) = (f x Ty ) (w,y) = (F(u),y) = Lo (f(w) = (lur f)(u)

e

((Lggy x Flro)(u) = (Lggy x F)(y, w) = (y, f(u) = ro (f(w)) = (ro f)(w).

Logo, a,l e r sao isomorfismos naturais. Mostremos agora que valem
os axiomas do pentégono e do tridngulo. Sejam U, V, W, X conjuntos
em C,uelUveV,weWexeX. Temos

u,v), (w, z))
x)
)

» (v, (w,2)))

avxv,w,xau,v,wxx (u, (v, (w,z))) = avav)V)cg
w)

(((
= (avvar x Ix)((u, (v,
= (aUVWXIX)(aUVxWX( (( )x

= (avv,w X IX)aUVxWX([U X ay,w,x

(
),z
)
) )(u

avv (v x rv)(u,v) = avv(u, (y,v) = (v, y),v) = (lv x Iv)(u,v).
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Portanto, (€, x,{y}, a,l,r) é uma categoria tensorial.

Exemplo 2.11 Seja R um anel comutativo com unidade. Conside-
remos M a categoria dos R-moédulos, ® := ®p, o produto tensorial
usual sobre R e I = R. Lembremos que, se U e V sao R-moédulos, entao
U ® V também o é, cuja agao é dada por

r-(u®v)=r-u®uv,Vr € R,Yu e UVv eV.

Além disso, se f : U — U’ e g : V — V' sdo morfismos em M,
entao f ® g também o é, basta definirmos

(feg)(uev)=f(u)®@g),YueUVveV.
De fato, sejam u € U,v € V e r € R. Entao

(feglr-(wev)= (feg)(r-uev)=f(r u gv)
= - flwegw)=r-((f@g)(uew).

Assim, o funtor ® estd bem definido. Para quaisquer U,V e W
R-modulos, definimos

agyvw: U@VeW) - UV)eW
uR(vw) — (URV)Qw

ro: U — RU ly: U — URR
u = 1®u u = u®l.

Mostremos que (M, ®, R, a,l,7) é uma categoria tensorial. Sabe-
mos que ay,v,w,ly e ry sdo R-isomorfismos. Sejam U, V, W, U’, V', W’
R-moédulos, f:U - U, g:V - V' eh: W — W R-morfismos.
Notemos que os diagramas abaixo comutam

au,v,w

Ue(Vew) UeV)eW
f®(g®h)l i(f®g)®h

UV eoW)— UV )W
u’, v, w’

U—">U®R U—>RaU

fi lf@IR fl \Lh?@f

UIZHUI(@R U/THRQQUI
U’ u’
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A comutatividade do primeiro diagrama é analoga & do exemplo
anterior. Fagamos a comutatividade do segundo. Seja v € U. Entao

(f@Ir)ly(u) = (f@Ir)(u®l)= f(u) @1 =1y (f(u)) = (lu f)(u).

Analogamente, mostra-se a comutatividade do terceiro diagrama.
Assim, a,l e r sao isomorfismos naturais.

A verificacao do axioma do pentagono é analoga a do exemplo an-
terior. Verifiquemos o axioma do tridngulo. Sejam U,V R-moédulos,
uweUewveV. Entao

av,ryv(Iy @ry)(u®v) =apryvu® (1®v))=(t®1l)®0v)
= (lv ® Iv)(u®@v).

Portanto, (rkM, ®, R, a,l,r) é uma categoria tensorial. Ainda nesse
exemplo, notemos que se R = k é um corpo, ® = R, a,l e r definidas
da mesma maneira, a categoria dos k-espagos vetoriais é uma categoria
tensorial.

Antes de apresentarmos os dois proximos exemplos de categoria
tensorial, gostariamos de lembrar ao leitor que, ao considerarmos um
modulo sobre uma algebra A (um comddulo sobre uma codlgebra C'),
0s mesmos sao, por defini¢ao, k-espagos vetoriais (veja Defini¢oes 1.13 e
1.14) aos quais esta agregada a estrutura de A-modulo (de C-comodulo).
O mesmo ocorrendo para os morfismos de A-mo6dulos (de C-comodulos),
o leitor pode consultar a Definigdo 1.15 (i) e (ii).

Seja H uma bidlgebra sobre um corpo k. Ao considerarmos a cate-
goria yM dos H-moédulos & esquerda cujos objetos sao os H-modulos
a esquerda e os morfismos sao, exatamente, de H-mo6dulos & esquerda,
devemos sempre ter em mente o que acabamos de mencionar acima.

Também, ao considerarmos a categoria M dos H-comédulos &
esquerda, cujos objetos sao os H-comodulos & esquerda e os morfismos
sao de H-comodulos a esquerda, também devemos lembrar do que foi
dito acima.

Deixamos claro que, ao longo do trabalho, a expressao “a esquerda”
pode ser omitida por estar claro no contexto.

Exemplo 2.12 Sejam k um corpo e (H, A, e, m, u) uma bidlgebra so-
bre k. Consideremos a categoria yM, ® := ®j, o produto tenso-
rial usual sobre k, I = k,a,l e r definidas como no exemplo acima.
Mostremos que (gM, ®, k,a,l,r) é uma categoria tensorial.

Primeiramente notemos que se M e N sao H-mo6dulos & esquerda,
entao M ® N também o é, com acao dada por

h-(m®n)=h; -m®hy-n,Vh e HVm e M,¥n € N.
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Da mesma forma, se f : M — M’ e g : N — N’ sao morfismos em
M, entao f ® g também o é, basta definirmos f ® g como no Exemplo
2.11. De fato, sejam h € H, m € M e n € N. Entao

(fog)(h-(m@n)) = f(hi-m)®@g(hy-n)=hi-f(m)@hy-g(n)
h-(f(m) @ g(n)) = h-((f ® g)(m@n)).

Assim, o funtor ® esta bem definido. Além disso, k& € um H-mo6dulo
com a agao

h-a=c¢(h)a,Vh € H,Va € k.

Sejam M, N, P H-moédulos & esquerda, m € M,n € N ep € P.
Entao

aunph-(m®(n®p)) = aunp(hi-mhs-(np))
ap,n p(h1-m® (ha, -n® ha, - p))
apm,n.p(h1-m® (he-n® hs - p))
(hl ~m®h2-n)®h3~p
hi-(m®n)@hy-p

h-((m®n)® p)

h - (am,n,p(m® (n®p)),

l]\/[(h~m) = (h~m)®1:(hls(hg)-m)®1:h1-m®5(h2)1
by m®hs 1 =h-(m@1) = h- (Ly(m))

e analogamente, mostra-se que ry(h - m) = h - rp(m). Portanto,
am,nN,p, Iar € Ty sdo H-morfismos e claramente sdo bijetores. As-
sim, os mesmos sao H-isomorfismos. A verificagao de que a,l e r sao
isomorfismos naturais, assim como a validade dos axiomas do pentéa-
gono e do triangulo sao feitas de maneira anédloga aos dois exemplos
imediatamente anteriores. Portanto, (M, ®, k,a,l,r) é uma categoria
tensorial.

Aqui, alertamos o leitor para o fato de que usamos sempre a mesma
notacao para a func¢ao identidade, a saber I, omitindo o conjunto para
o qual a mesma é a identidade. Aproveitando a ocasiao, informamos
que as unidades das algebras envolvidas sdo denotadas por 1. Ambas
notacoes sao usadas em todo o trabalho, salvo nos casos em que possa
ocorrer alguma confusao.

Exemplo 2.13 Sejam k um corpo e (H, A, e, m, ) uma bialgebra so-
bre k. Consideremos a categoria M, ® := ®y, o produto tenso-
rial usual sobre k, I = k,a,l e r definidas como no Exemplo 2.11.
Mostremos que (M, ®, k, a,l,r) é uma categoria tensorial.
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Primeiramente notemos que se M e N sao H-como6dulos & esquerda,
entao M ®@ N é também um H-comoédulo & esquerda via p: M @ N —
H® M ® N dada por

p(m @n) = m-1n(-1) @ m) @ n()-

Igualmente, se f : M — M’ e g: N — N’ sdo morfismos em M
entdo f ® g é também um morfismo de H-comodulos, definindo f ® g
como no Exemplo 2.11. Facamos a prova desse fato. Sejam m € M e
n € N. Entao

(p(f®g))(m@n) = p(f(m)®g(n))

f(m)—1g(n)—1) ® f(m)o) ® g(n) )

= meyne— @ f(me) ® g(no))

= (I®(f®9)(miyn-1) @ me) ®n()

(I @ (f®g))p(men),

a igualdade (x) segue do fato de que f e g sd@o morfismos de H-

comodulos.  Assim, o funtor ® estd bem definido. Além disso, k é
também um H-comddulo a esquerda via p : k — H ® k definida por

p(l)=1®1.

Sejam M, N e P H-comoddulos & esquerda. Mostremos que aps,n,p
é morfismo de H-comddulos. Sejam m € M,n € N e p € P. Entao

pam,N,p(m® (n®@p)) = p((men)@p)
= (m®n)_np-1) @ (M n) ) @ po)
= (myn1)p-1) @ (M) @ n)) @ po)
m—1)(n(-1)P(-1)) ® (M(0) ® n(0)) ® P(o)
(I ® an,n,p)(m—1)(n—1)P(=1)) @ M) @ (N(0) @ P(0)))
(I ®@ ap,n,p)(Mm—1)(n @ p)(—1) @ M) @ (n & p)(0))
= ([ ®amnNp)p(m® (n@Dp)).

Também

plar(m) = p(m @ 1) =m1l1) ®m) @ )
()

= m1) @m) ©1 = I @) (m-1) @m)) = (I & l)p(m),
a igualdade (x) segue de que p(1) =1® 1.

Logo, lp; é morfismo e analogamente, mostra-se que rj; também
o é. Sendo tais funcdes bijetoras e morfismos em #M, segue que sdo
isomorfismos em 7M.

As naturalidades de a,l e r, assim como os axiomas do pentagono e
do tridngulo seguem analogamente dos Exemplos 2.10 e 2.11. Portanto,
(M, ®,k,a,l,7) é uma categoria tensorial.
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O proximo resultado fornece uma propriedade que sera util na prova
da Proposicao 2.2, mais adiante.

Proposigao 2.1 Sejam V e W objetos de uma categoria tensorial C
com objeto unidade 1. Entdo os seguintes diagramas

®(VeWw) W IoV)eW
\;VM A’
Vew
ay, w,i

Ve (Wel)

VeW)®

sao comutativos.

Demonstragao: Seja U um objeto qualquer na categoria. Considere-
mos o seguinte diagrama:

U (I (VeW))

TVQW

(U®]I)®(V®W)<7U®(V®W)—>U®((]I®V)®W)

U IQ(rv®I)
G/U®I,V,Wl aU,V,Wi laU,I(@V,W

((U®H)®V (lU®I)®I U®V ®Tv)®[ U® H®V))®W
Ym\ /
Ue(IcV))

Provemos que o tridngulo superior direito comuta, ou seja,
I@ayvw)I @rvew) =1 (rv ®1). (%)

Temos que o hexagono (parte externa do diagrama) comuta pelo
axioma do pentagono. Assim,

—1 —1
I®a,vw = agigvw(agyy @ Daverv,wavnvew-
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Lembrando que I = Iygw = Iy ® Iy (Exemplo 2.5 e Defini¢ao 2.2
(i)), os quadrados comutam pela naturalidade de a. Logo,

averv,w(lv ® I) = ((luv ® I) @ Iay,v,w

19 (rv @) = ag gy (I ©1y) @ Davy,w-
Observemos que pelo axioma do triangulo vale
aU,]I,V(I ® Tv) =ly®I.

No entanto, novamente pelo Exemplo 2.5, para morfismos em € x €
temos

(avrv,)o(I@ry,I)=(avgvI @ry),I) = (lv ®1,1),

ou seja, em C temos exatamente (apry @ (I @ry) @ I) = (luy ®
I) ® I e isso é equivalente a dizermos que o tridngulo inferior comuta.
A comutatividade do tridngulo superior esquerdo segue claramente do
axioma do tridngulo. Dali,

IQryew = aa,lI[,V®W(lU®I) e (ZU®I)®I = (aU7]17v®I)((I®Tv)®I).

Usando as igualdades acima, temos

(I X ay VW)(I ® TV®W)
= CLU%@VW(“UH v ®@ Daverv,wavivewayyew (v ® I)
= aUH®VW(aU]IV ® Naverv,w(lu ® 1)
= aUu®VW(aU11V®I)((ZU®I)®I)CLU,V,W
= agevwlapry ® Dlavgy @ H((I@rv) @ Dav,yvw
= aU}I@V,W((I ry)@DNayyw =1 (ry @1).

Fica provada a igualdade (). Além disso, como r é transformacao

natural, vale a comutatividade dos diagramas

VoW —=Y s 1gVeWw)
au,v,w’”vggwl lI®QH,V,W7‘V®W

V)W —

TaevV)ew

Io(IeV)e W)

TVRW

Veow ®(VeoWw)
Tv®ll l]@(’r‘v@[)

IeV)eW ——=1I (I V) W).
I®V)QW
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Logo,
(I @ (anv,wrvew))rvew = TIeV)eWaLV,WTVeWw
I @ (rv @ I))rvew = raev)ew (rv @ I).
Usando essas igualdades e a igualdade () para U =1, temos

- 1
ALV,WIvew = Tqgy)ew I8V)eWaLV,wTvew

raevyew L @ (@ ywrvew))rvew

Taovyew { @ avw)( @ rvew)rvew

(HQ}V)@W(I ® (ry @ I))ryew por (*)
Taevyewaeview (rv ® I) =ry @ I.

Portanto, comuta o primeiro tridngulo do enunciado. Para mostrar
a comutatividade do segundo tridngulo, usamos o diagrama abaixo

VoW el)eU

avew,I,uU av,w,i®1
lvew®I

VeW)e(lolU) <2 (VoW — > (VeWel)eU
(I®lw®1

aV,W,H@UT av,w,Uu TGV,W®J[,U
Ie(I® ®( ®I
VeoWeleU) 2y ow o2y o wel e )
m /
(WeleU)
para o qual aplicamos argumentos semelhantes ao caso anterior. [

2.3 Algebras e coalgebras em categorias ten-
soriais

Definimos agora uma generalizagao dos conceitos de algebra e de
coalgebra em uma categoria tensorial qualquer. Tais conceitos tém
fundamental importancia nos préximos capitulos.

Os exemplos sao propositalmente colocados aqui, uma vez que os
mesmos terao utilidade em capitulos posteriores, onde hé interesse em
que H seja uma élgebra de Hopf.
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Definicao 2.5 Seja C uma categoria tensorial. Dizemos que (A, m, 1)
€ uma dlgebra em C se A € um objeto em C, m: AQA —Aep:1— A
sao morfismos em C tais que os diagramas

QA A A meI

AR(ARA) —> (ARA)A——= AR A

z®mi lm

A® A — A
AR A
n&I J{m I®u
T® A< A ARI
TA lA

sao comutativos.
Dualmente, temos a proxima definigao.

Definicao 2.6 Dada uma categoria tensorial C, dizemos que (C, A, €)
€ uma codlgebra em C se C € um objeto em C, A : C - C®C e
e: C =1 sao morfismos em C tais que os diagramas abairo

c a cCeC

N Jer

C@OK0®(C®O)—>(C®0)®C

ac,c,c

C
N
A
IeC ol CeC Toe C®Il

comutam.

Exemplo 2.14 Uma algebra (respectivamente coélgebra) sobre um
corpo k é uma algebra (respectivamente coalgebra) na categoria dos

k-espagos vetoriais.

Para os quatro exemplos seguintes, H é uma bialgebra. Nossa prin-
cipal referéncia para maiores detalhes é [14].
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Exemplo 2.15 A é uma algebra em gM se, e somente se, A é um
H-mo6dulo algebra.

De fato, para quaisquer a,b € A e h € H, podemos escrever as
igualdades que seguem

m(h-(a®b)) =m(hy-a®hg-b)=(hy-a)(he-b),
h-(m(a®b)) =h-(ab),
(b 1) = p(e(h)1) = (A1) = <(h)1

h-pu(l)="h-1.

Dessas igualdades, temos a equivaléncia acima.

Exemplo 2.16 A é uma algebra em #M se, e somente se, A é um
H-comodulo élgebra.
Temos, para quaisquer a,b € A, que

p(mla © b)) = p(ab) = (ab)(-1) @ (ab) ),
(I®m)p(a®b) = (I®m)(a(_1)b(_1)®a(o)®b(0)) = a(_l)b(_1)®a(o)b(0),
p(p(1)) =p(la) e @ pp(l)=T@p)(lg®1) =1 @ 1la.

A equivaléncia segue claramente das igualdades acima.

Exemplo 2.17 C é uma coalgebra em gM se, e somente se, C' é um
H-moédulo coalgebra.
De fato, sejam h € H e ¢ € C. Entao

Ah-¢c)=(h-¢c); ® (h-c)a,

h-A(c)=h-(c1®c2) =h1-c1®@hg-co

e(h-c)=h-e(c) =¢e(h)e(c).

Novamente, dessas igualdades segue a equivaléncia.

Exemplo 2.18 C é uma coélgebra em M se, e somente se, C' é um
H-comodulo coélgebra.
De fato, seja ¢ € C. Entao

p(A(c)) = ple1 @ c2) = (c1)(—1)(c2)(—1) @ (1) (0) @ (c2)(0),

(I®@A)p(c) = (I @ A)(c—1) @ c0)) = ¢(—1) @ ¢(0); @ C(0)o
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ple(c) =1®e(c) =¢e(c)l®1

e
(I®e)p(c) =T ®e)(c—1) @ c)) = ¢(—1) ®e(c(0)) = ¢(—1)e(c)) @ 1.

Donde segue o resultado.

2.4 Categorias trancadas

Uma categoria trancada é um tipo especial de categoria tensorial,
em que ha mais um isomorfismo natural, chamado tranca. Com a
existéncia e as propriedades da tranga conseguimos dar uma estrutura
de algebra para o produto tensorial de duas algebras na tal categoria.
Isso nos permite definir algebras de Hopf trangadas, um dos principais
temas desse trabalho.

Definigao 2.7 Uma categoria (tensorial) trancada € uma colegio
€, ®,1a,lrc), em que (C,®,1,a,l,1) € uma categoria tensorial € ¢ é
um isomorfismo natural entre os funtores ® e QT tais que, para quais-
quer U, VW objetos em C, os diagramas abaixo

(U®V)®VVCU®7WW®(U®V) H1
U (VeW) WelU)eV
I®cv,w cu,w®1
Ua(WeV) = UaW)aV

U®(V®WLU7®>W(V®W)®U H2
UeV)eW Ve(WeU)
cu,v®I 1®cu,w
(V®U)®WT>V®(U®W)
comutam.

50



Na definicdo acima, o funtor ®7 : € x € — € associa cada objeto
(U,V) em € x C ao objeto V@ U em €. Assim como, cada morfismo
(f,9) em CxC ao morfismo g® f em €. Além disso, o fato dos diagramas
comutarem é chamado axiomas do hexdgono.

Se ¢ é um isomorfismo natural que satisfaz os axiomas do hexagono,
dizemos que ¢ é uma tran¢a. Observemos que o segundo hexagono pode
ser obtido do primeiro hexagono substituindo o isomorfismo ¢ por ¢ *.
Exemplo 2.19 Seja C a categoria dos conjuntos. Ja vimos no Exemplo
2.10 que (€, x,{y},a,l,7) é uma categoria tensorial. Para quaisquer
conjuntos U,V em C, definimos

Cuv : UxV — VxU
(u,v) = (v,u).

E claro que cyy ¢ isomorfismo em € (bijegao). Além disso, dados
U, U, V,V’ conjuntos em €, f: U — U’ e g : V — V' fungoes, ¢ facil
ver que o diagrama

cu,v

UxV VxU

fxgl ngf

U xV —=V'xU’

Cyr vt

comuta. Portanto, ¢ é um isomorfismo natural. Mostremos que c satis-
faz os axiomas do hexdgono. Sejam U,V e W conjuntos, u € U,v € V
e w € W. Entao

aw,uveuxvwauv,w (U, (v,w)) = awuyv(cuxv,w((u,v), w))
= aW7U7v('LU, (u, ’U))
= ((w,u),v)
= (CU,W X I)((u7w)vv)
= (cu,w % I)(av,w,v (u, (w,v)))
= (CU,W X I)aU7W7v(I X CV7w)(u, v,w))

a\j,li/V,UcU»VXWa(},l\/,W((ua v),w) = a;,lld/,U(CU,VXW(uv (v,w)))
a‘_/}W,U((U,w),u)
= (vv (’LU,U))
= (I xcuw)(, (u,w))
= (I x cuw)(ayyw((v,u),w))
= (Ix cU’W)a(,’lU’W(cU’V x I)((u,v), w).
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Portanto, (€, x,{y},a,l,r, ¢) é uma categoria trangada.

Exemplo 2.20 Seja R um anel comutativo com unidade. J& vimos no
Exemplo 2.11 que (gM,®, R,a,l,r) é uma categoria tensorial. Para
quaisquer U, V' R-modulos, definimos

cuv : UV — VU
UKV — vV&u.

E claro que cy,v € isomorfismo em pM. A comutatividade do dia-
grama da defini¢do de transformagao natural e os axiomas do hexédgono
sao verificados exatamente como no exemplo anterior, a menos de no-
tagao. Portanto, (rM,®, R, a,l,r,c¢) é uma categoria trancada. Nesse
exemplo, em particular, se R = k é um corpo e ® = ®j, concluimos
que a categoria dos k-espagos vetoriais é trancada.

Exemplo 2.21 Sejam k£ um corpo e H uma bidlgebra cocomutativa.
Vimos no Exemplo 2.12 que (gM, ®, k, a,l, ) é uma categoria tensorial.
Consideremos ¢ definida como no exemplo anterior.

Sejam M, N H-modulos. E claro que cyv,n € um isomorfismo de
k-espagos vetoriais. Mostremos que cps,ny € um H-morfismo, ou seja,
em,n(h-(men)) = h-cpyyn(men),Vh € HVm € meVn € N. Temos,
lembrando que H é cocomutativa, que

cunh-(men)) =cynlhi-m®@hy-n)=hz-n®@hy-m
=h1-n®hy-m=h-(n®@m)
:h-(cM’N(m@)n)).

A comutatividade do diagrama da definicdo de transformacio na-
tural e os axiomas do hexagono sdo obtidos como feito no exemplo
anterior. Portanto, (gM, ®, k, a,l,r,¢) é uma categoria trangada.

Exemplo 2.22 Sejam k£ um corpo e H uma bialgebra comutativa. En-
tao (M, ®, k,a,l,r) é uma categoria tensorial, pelo Exemplo 2.13.
Mostremos que (M, ®, k,a,l,r,c) é uma categoria trancada, em que
¢ é definida como no Exemplo 2.20.

Sejam M, N H-comoédulos. Como anteriormente, cps,ny € um iso-
morfismo de k-espagos vetoriais. Mostremos que cps,y € um morfismo
de H-comddulos, ou seja, peayr, v (me@n) = (IQcy,n)p(men), ¥Ym € M
e Vn € N. De fato,

peun(m@n) = p(n®@m)=n_yym1) @ ng) @ m)

= menn-1) @ cu,n(mey ®ny) (H é comutativa)
= (I ®cun)p(m@n).
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Com respeito a comutatividade do diagrama da defini¢ao de trans-
formacao natural e os axiomas do hexagono, consideramos o que foi
dito no Exemplo 2.20.

Por falta de ferramentas nesse ponto do trabalho, apresentamos um
exemplo de categoria trangada cuja tranga nao é a trivial no Capitulo
3. Agora um exemplo de uma categoria tensorial que nao é trancada.

Exemplo 2.23 Seja G um grupo nao abeliano de ordem finita. Como
(kG)* é uma bidlgebra segue, pelo Exemplo 2.12, que a categoria dos
(kG)*-modulos a esquerda é uma categoria tensorial.

Mostremos que tal categoria nao é trancada. Para isso, construimos
V e W dois (kG)*-mo6dulos tais que V@ W e W ® V nao sao isomorfos
como (kG)*-modulos.

Como G néo é abeliano, existem g, h € G tais que gh # hg. Con-
sideremos V' = kp, e W = kpp,, em que py e pp, sao elementos da base
dual para (kG)* tais que py * pp = pgdg,n. Temos que

pgn (V@ W) # 0, pois

Pon+ (g @ Pn) = D (D(ghya— * Pg) @ (Pa % Dh) = Pg © P
zeG

pgh - (W ®@V) =0, pois

(*)
Pgh - (Ph @ py) = Z(p(gh)x—l *pr) ® (e * pg) = 0.

zeG

Esclarecendo a igualdade (). Se supusermos que pgp, - (pr, @ pg) # 0
teriamos que ter, necessariamente, r = g. Mas isso nos daria entao
que ghg™!' = h, ou seja, gh = hg, o que é um absurdo, pois g e h ndo
comutam. Assim, para tais V e W em ()~ M, nao é possivel definirmos
um isomorfismo cyw : VoW — W & V. Logo, rg)-M nao é uma
categoria trancada.

Uma consequéncia importante dos axiomas de categoria trangada

dada no teorema abaixo, é que, para quaisquer U,V e W objetos na
categoria, omitindo o isomorfismo natural a, vale a igualdade

(cvw @ NI @ cuw)(cuy @)= I Qcuy)(cow @I & cyw).
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Teorema 2.1 ([8], Theorem 4.7) Sejam U,V e W objetos em uma
categoria trancada. FEntao o sequinte diagrama comuta e é chamado
dodecdgono

U (VeWw)
UeV)eW Ue(WeV)
cu,v®1J/ J/au,w,v
VeU)eWw UeW)oV
aviuw \L \LCU,W®I
Ve UeW) WelU)oV
I®cU,WJ/ J/a;vl,u,v
VeWeU) WeUeV)
avawo | | recoy
VW)U We(VeU)

WeV)eU.

Demonstragao: Para demonstrarmos tal comutatividade, “cortamos”
o dodeciagono em dois hexagonos e um quadrado, como na figura a
seguir.

U (VeWw)
UeV)oW U (WaV)
cu,v®I \L '\Lau,w,v
VeolU) oW UewW)V
a;,lU,W\L “‘cU,V®W ‘LCUW@I
VeUeWw) SWWeU)eV
Ve (WeU) WeUeV)
VeW)eU We(VeU)

WeV)eU
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Temos que a parte do diagrama acima do quadrado é exatamente
um hexagono do tipo H2 e como a categoria em questao é trancgada,
segue que

covew = avw,u(I @ cow)ayyw(cov ® Davy,w.

Da mesma forma, a parte do diagrama abaixo do quadrado é tam-
bém um hexagono do tipo H2, donde concluimos que

cowev = aw,v,u(I @ cuv)ay'yy(cow ® Davwy.

Além disso, como ¢ é uma transformagao natural entre os funtores
® e ®7, o quadrado comuta, ou seja,

cowevI @cyw) = (evw @ ey vew.
Usando as igualdades acima, temos que
(evw ® Davwu (I © cow)ayyw(coy © Davyw =
= (cvw®Icuvew

cvwev (I @ cv,w)
= awyvu(l ® CU,V)GEV%Uy(CU,W @ DNay,w,y (I @ cyw).

Portanto, o dodecagono comuta. ]

Essa parte do trabalho estd sendo desenvolvida para mostrarmos
que numa categoria trancada se um objeto possui dual & esquerda,
entao o mesmo possui dual & direita, e isso é o que diz o Teorema 2.2.
Esse fato nos permite entender por que para uma categoria trangada
ser rigida é pedido apenas que todo objeto possua dual a esquerda (veja
[8], Ch.XIX, Defini¢ao 2.1).

Proposigao 2.2 Para qualquer objeto W em uma categoria trancada
com unidade I, os diagramas abaixo

LW

IToW Wel Wol oW

NN

sao comutativos.
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Demonstragao: Sejam V e W objetos quaisquer na categoria. Con-
sideremos o diagrama

av,I,w CVRLW

VeIeW)—= (V)W —We (VeI

I®r aw,v,I
\ Tlv ol T I®l\

8w Vew —" s weVv WeV)eL

e LS

VeaWel) —VeW)el— WeV)xl
a cv,w®I

W, I
Mostremos que o tridngulo maior & esquerda comuta, ou seja,
I®lw=I@caw)lrw). (%)

Temos que o hexégono (parte externa do diagrama) é do tipo H1 e
assim,
IT®ew = ay ey © Dawvicvenwaviw.
Os quadrados acima e abaixo (no diagrama) comutam pela natu-
ralidade de ¢ e [, respectivamente. Donde,

cverw(ly @ 1) = (I @ly)ecyw e lwegveyw = (cvw @ Ilveow.

O tridngulo menor acima (no diagrama) comuta pelo axioma do
tridngulo. Dal,
ly 1= av7]17w([® Tw).

O triangulo menor abaixo (no diagrama) e o tridngulo maior a di-
reita comutam pela Proposicao 2.1, ou seja,
IRy = a‘;lVV’HlV(gW € aW,V,I[(I & lv) = ZW®V~

Usando as igualdades acima, temos

aw,vicveLwav,w (I @ rw)
aw,vicverLw (ly & I)

(I@ C]I,W)(I@ Tw) = a\;,lld/,ﬂ C;/,lVV ® I)

Cyw @ Dawvi(I®ly)evw
v )
)

I
S
<
=
/\/-\/&\/—\
=<
S
&
~

Il
Q
<1<
S
s =
s =
®
~
Y
S
=
®
=
=
®
=
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Dai, fica provada a igualdade (x). Além disso, pela naturalidade de
r 0s seguintes diagramas comutam

1474 Y S IeWw W AL, 30174
lwl i[@lw CJ[,WTW\L i[@clywrw
Wel—Ie (W eI) Wel——=I (WeIl).
TW QI TW I

Logo, T;V1®H(I Qlw)rw =lw e (I cLwrw )rw = rwelCLwrw -
Usando essas igualdades e a igualdade (x) para V =1, temos

lw = T‘;i@H(I @ lw)rw = e © cow)(I @ rw )rw
=Twerll @ LWTW)rw = Ty WeICLWTW = CLWTW -

Portanto, o primeiro tridngulo do enunciado comuta. Para mostrar
que o segundo tridngulo comuta, usamos argumentos semelhantes apli-
cados ao diagrama

1

(V®H)®W—>V®(H®W) IeW)eV

“il}v,v
I®rw rw®I
ly I

eva®I Vew —" - weVv I (WaV).

i e e

(H®V)®W—>H®(V®W)—>H®(W®V)

aHVW

V]I®W
(

Definigao 2.8 Seja V' um objeto em uma categoria tensorial €. Um
dual & esquerda de V' € uma tripla (V*, ey, by) em que V* é um objeto
emCoey : V@V 2T eby : 1 - V®V* sado morfismos em C tais
que as composicoes abaizo

—1
®ey

ail*
Vv ev eV Y v e (Ve V)YV ol v

VS IV is

—1
Vv eV Ve v v o v) o Ve VIS v
sao Iy e Iy« , respectivamente.
Um dual & direita de V' € uma tripla (*V,e,,b},), em que *V € um
objeto em C, ef, : V@*V =T ebl, : I - *V@V sio morfismos em €
tais que as composicoes abairo
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ay *v,v

v IQb}, e, @I ot
VS VeIV e (Ve V) VeV eviZiev % v
ey b, I vv \% ey, *V
*V»I[@*Vg(*V@V) *V *V®(V®*V) -—"Vel="V

sao Iy e I«y, respectivamente.

Exemplo 2.24 Sejam k um corpo e V um k-espaco vetorial de dimen-
sao finita. Entao V' admite dual a esquerda na categoria dos k-espagos
vetoriais de dimensao finita, V.

De fato, definimos V* = Hom, v(V, k) que é um k-espago vetorial de
dimensao finita. Sejam {vM), ... v} umabasede Ve {f1), ... fm}
a base dual para V*. Lembramos que sao validas, para quaisquer v € V'
e f € V*, as igualdades

v=> fOp® e f=>"f®)F0.
i=1 =1

Vamos usar essas igualdades, por exemplo, na prova do Teorema
3.5. Consideremos ey : V* ® V — keby : k— V ®V* definidos por

ev(f®v) = f(v) e by(l Zv(k)(@fk) E claro que ey e by sio
k=1
fungoes k-lineares.

Assim, para mostrarmos que (V* ey, by ) é um dual a esquerda de
V basta verificarmos as composigoes. Sejam v € V e f € V*. Entao

I @ ev)agy. v (bv @ Dry(v) =
= l(/l(I ® ev)a(/lv* vibv @ I)(1®v)

I (I ®ev)ayy..y Zv M f*)uv)
k=1

= Y i @e)w® @ (FP )

= YW e fOw)

k:l

) =

k=1
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ros(ev @ Dav- vy (I @ by)ly-(f) =
= rpiev ® I)av*,vyv* (I@by)(f®1)
)

n

7“;1(6\/ X I av*7V7V Zﬂ(k) (%9 f k)
k=1

- Zr‘jl (ev @ D((f @ v™) & 1)
- Zr (W)@ f*)
_ Zf (k) K = f.

Definigao 2.9 Seja C uma categoria tensorial. Dizemos que C € uma
categoria rigida se todo objeto em € admite dual & esquerda e dual @
direita.

O proximo teorema nos diz que para uma categoria trangada ser
rigida basta que todo objeto na categoria admita dual a esquerda.

Teorema 2.2 ([15], Proposition 2.105) Sejam € uma categoria trancada
e V um objeto em C. Se V' admite dual ¢ esquerda, entdo V admite
dual a direita.

Demonstragao: Seja (V* ey,by) um dual a esquerda de V. Con-
sideremos *V := V*. Como C é trangada, existem os isomorfismos
ey VRV =TV *@Ve c‘_,ly :VeV* - V*®V. Definimos ¢, e
b}, como as composigoes

ey by
— T T
VeV —s VeV —I I— VeV —=V*®QV.
Cy, v ev by C\;}‘,V

Assim, e}, = evcv v+ e bl = Cv* by sdo morfismos em €. Vamos
mostrar que (V*, e}, b(,) é um dual a direita de V.

Primeiramente, como vale a comutatividade do dodecdgono
(Teorema 2.1) para quaisquer objetos de €, em particular, vale para
os objetos V,V* e V. Logo,

aye yy(evv- @ Davy-v(I @yt ) =
(Iocyy)ayt vy (ept y@Davy- v @cvy+)ay - (cvy @ Day,yv-.
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Além disso, por H1, usando os objetos V*, V e V e por H2, usando
os objetos V.,V e V*, seguem as respectivas igualdades

av- vyl @ cp)apt yylept y @ Davye v = cplgyy

avy-v(I @ cvy-)ayy y.(cvy @ Davyy- = cvygv:.

Portanto,

(CV,V* ® I)avyv*’v(l ® C;l,v) =

= cyrguyv I @ cvy)ayy y.(evy @ Davy,y-

= C;*@,V’Va;)lv*)vav,v*,v(f ® Cv,v*)af/)lv,v* (eviy @ Dav,y,v+
= Crrguyay e vEV VOV

Chamemos a igualdade

(cvyv= @ Dayy-v(I ® c‘_/ly) = CX_/'1®V,V0“_/,1V*,VCV7V®V* de (%).

Pela naturalidade de ¢ e de ¢!, respectivamente, os diagramas co-

mutam
-1
Cvrev,v

Vel IV Ve(V*eV)—(V*eV)V

I®bvi lbv@[ I®evl lev@[

VaVeV ) —(VeV)aV Vel I®V.

Cv,1

LV
Logo,
1) -1 (2 1
cvvev-(I®@by) = (by @ Ievg e (ev ® I)CV*®V,V = C]I,V(I® ey).
Usando as defini¢oes de €}, e de b}, a igualdade (x), as igualdades

(1) e (2) acima, a Proposigao 2.2 e o fato de (V* ey,by) ser dual a
esquerda, temos que

rit (el @ Dayy- v (I @b,y =

= T;l(evcv,v* ® DNay,y-v(I ® c(/lyvbv)lv
ryt(ev @ I(evys @ Davy- v (I ® C;l,v)(l ® by )ly
T\jl(ev ® I)C;1®V,va;,1\/*,vCV,V®V* (I@by)ly
rylev (I @ev)ay . v (bv ® Devily
= LI @ev)ayy. v (bv @ Dry = Iy.
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Com isso, fica provado que a primeira composi¢gdo da defini¢cdo de
dual & direita é igual a I,,. Com argumentos analogos mostra-se que a
segunda composicao ¢é igual a [y «. [

Exemplo 2.25 Seja k um corpo. A categoria dos k-espacos vetoriais
de dimensao finita é uma categoria rigida. De fato, ja vimos que todo
objeto V nesta categoria admite dual & esquerda. Dai, sendo a categoria
dos k-espacos vetoriais de dimenséo finita trancada, segue que V admite
dual & esquerda e a direita. Portanto, tal categoria é rigida.

Definigao 2.10 Uma categoria simétrica € uma categoria trancada
(€, ®,L,a,l,r0c), em que cyveyy = Iveu, para quaisquer objetos U e
V em C.

Exemplo 2.26 Seja C a categoria dos conjuntos. Vimos no Exemplo
2.19 que (€, x,{y},a,l,r,c) é uma categoria trancada, com a tranca
dada por
Cuv : UxV — VxU
(u,v) +—  (v,u)

para quaisquer conjuntos U e V em €. Sejam u € U e v € V. Entao
(cuvevy)(v,u) = cuv(u,v) = (v,u).
Logo, cy,vev,y = Ivxu, ou seja, € é uma categoria simétrica.

Exemplo 2.27 Sejam R um anel comutativo com unidade e pRM a ca-
tegoria dos R-médulos. Vimos no Exemplo 2.20 que (rM, ®, R, a,l,r,¢)
é uma categoria trangada, com tranga a dada por

cov: U@V — VU
UuRXUV = vRuU.

E facil ver que tal categoria é simétrica.
Exemplo 2.28 Dada uma bidlgebra cocomutativa H, vimos no Ex-
emplo 2.21 que (gM, ®, k,a,l,r, ¢) é trancada. Tal categoria é também

simétrica.

Exemplo 2.29 Seja H uma biélgebra comutativa. Do Exemplo 2.22,
segue que (1M, ®,k,a,l,7,¢) é trangada e também simétrica.

No proximo capitulo estudamos a categoria dos moédulos de Yetter-
Drinfeld, que é um exemplo de categoria trangada que nao é simétrica.
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Capitulo 3

Mobdulos de
Yetter-Drinfeld

Nesse capitulo, apresentamos e estudamos a categoria dos modulos
de Yetter-Drinfeld sobre uma &algebra de Hopf H, que é uma categoria
trangada quando a antipoda de H for bijetora.

Nosso principal interesse em estuda-la é exatamente pelo fato de
querermos definir algebras de Hopf trangadas, o que é feito no Capitulo
4. Assim, considerando H com antipoda bijetora, faz sentido a defini¢ao
de uma &lgebra de Hopf trancada na categoria dos modulos de Yetter-
Drinfeld sobre H.

Baseamos nosso estudo aqui principalmente em [4], [12] e [13].

3.1 Definicao e exemplos

Definigao 3.1 Seja H uma dlgebra de Hopf sobre um corpo k. Um k-
espago vetorial M € um mddulo de Yetter-Drinfeld a esquerda sobre H
se M € simultaneamente um H-mddulo & esquerda e um H-comddulo
a esquerda tal que a sequinte relagio de compatibilidade é satisfeita

(h . m)(,l) ® (h- m)(o) =p(h- m) = hlm(,l)S(hg) ® ho - mo),
para quaisquer h € H em € M.

Exemplo 3.1 Todo k-espago vetorial é um moédulo de Yetter-Drinfeld.
De fato, se V' é um k-espaco vetorial, nao é dificil ver que V é um
H-mo6dulo e um H-comddulo & esquerda via

h-v=eh)v e plv)=1®0v,Vh e H Vv e V.
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Mostremos que vale a relagdo de compatibilidade. Sejam h € H e
v € V. Entao

hlv(,l)S(h;;) & ho - V(0) hlls(hg) R hy v = hls(hg,) X &‘(hg)’U
= hls(h3€(h2)) XUV = hls(hg) [y
= le(h)®@v=1®c¢c(h)v

= 1®h-v=p(h-v).

Os proximos dois exemplos sao usados na demonstragao de um im-
portante teorema desse capitulo, onde mostramos que a categoria dos
modulos de Yetter-Drinfeld s6 é simétrica no caso em que H é a alge-
bra de Hopf trivial (isto é, H = k), esse é um resultado devido a Bodo
Pareigis (veja [12]).

Exemplo 3.2 Seja H uma algebra de Hopf. Consideremos H com as
estruturas de H-moédulo e de H-comodulo dadas, respectivamente, por

h-x=hzS(hy) e p(x) =1x1 ® x9, para quaisquer h,z € H.

Mostremos que H com tais estruturas é um moédulo de Yetter-
Drinfeld. De fato, - definido dessa forma da a H uma estrutura de
H-moédulo. Sejam h, g,z € H. Entao

h-(g-z)= h-(g125(g2)) = h1g125(g2)S(h2)
= higizS(hag2) = (hg)125((hg)2) = (hg) - =

l-z=1zl =2z, pois A(l)=1®1.

Claramente H é um H-comddulo, pois p = A, que é a estrutura de
coélgebra de H.
Verifiquemos a relagao de compatibilidade. Sejam h,x € H. Entao

p(h-z) = p(hixzS(he)) = (h1zS(h2))1 @ (h1zS(h2))2
= hhxlS(hg)l (%9 h121'25(h2)2 = hhxlS(hgg) ® hlzﬂCgS(th)
= hlxlS(h4) & h2$25(h3) = hlxls(hg) & hQILCQS(hQZ)
= hll‘ls(h3) ® ho - x9 = hl.’L‘(,l)S(hg) ® hg - Z(0)-

A agdo acima é conhecida como a¢do adjunta G esquerda de H sobre
si mesma.

Exemplo 3.3 Seja H uma algebra de Hopf. Consideremos em H a
acao trivial que é dada por h - x = hx e a estrutura de H-comddulo
dada por p(z) = 215(x3) ® x2, para quaisquer h,x € H. Mostremos
que H com tais estruturas ¢ um modulo de Yetter-Drinfeld.
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Verifiquemos que p da a H uma estrutura de H-comédulo a es-
querda. Seja x € H. Entao

(A X I)p(x) = (A (%9 I)($1S(563) ®$2)

(z18(z3))1 ® (215(23))2 ® 22
x1,5(23)1 ® £1,5(73)2 ® 22

3711 33‘32) ®$12S(1‘31) ® T2

l‘ls(l‘5) ®$QS(Z‘4) X x3

z15(x3) ® ®2, S(x2,) @ T2,

z18(x3) ® p(z2) = (I ® p)(215(23) ® 72)
= ([ ®p)p(z)

(&

(e@p(x) = (e®I)(x15(x3) ® x2) = e(w15(x3))x2
= e(x1)e(S(x3))xe = e(xr)e(xs) w2 = e(1)e(23)22 = T

Verifiquemos a relagdo de compatibilidade. Sejam h,z € H. Entao

plh-xz) = plhz) = (hx)15((hz)3) ® (hx)e = hix1S(hsrs) @ hoxe
= hll’ls(xg)S(hg) ® hoxy = hlw(_l)S(hg) ® ho " Z(0)-

A coacao acima é conhecida como coa¢do coadjunta & esquerda de
H em si mesma.

3.2 A categoria YD

Denotamos por £YD a categoria dos médulos de Yetter-Drinfeld a
esquerda sobre H, em que os objetos sao modulos de Yetter-Drinfeld
e os morfismos sao aqueles que, simultaneamente, sdo morfismos de
H-mo6dulos e de H-comodulos.

Teorema 3.1 Seja H uma dlgebra de Hopf. Entio YD é uma cate-
goria tensorial.

Demonstracao: Consideremos ® = ®j, o produto tensorial usual so-
bre k. Para que o funtor ® : 2YD x HYD — HYD esteja bem definido,
precisamos mostrar que o produto tensorial de dois objetos e de dois
morfismos em YD também sio objeto e morfismo em YD, respecti-
vamente.

Sejam M e N em HYD. Mostremos que M ® N é um modulo
de Yetter-Drinfeld a esquerda sobre H. Sabemos que M ® N é um
H-mo6dulo a esquerda com a ac¢ao

h-(m®@n)=h;-m®hy-n,Vhe HVYmeM e VYne€ N.
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Também, M ® N é um H-comoédulo & esquerda via p: M @ N —
H ® M @ N dada por

p(m @n) = m-1n(-1) @ me) & n()-
Verifiquemos a relagao de compatibilidade, isto é,
p(h-(m@n)) =hi(m®@n)1)S(hs) ® hs - (Mm@ n)().
Como M e N sao modulos de Yetter-Drinfeld, temos que

p(h1-m) = hi,m1)S(hiy) ® h1, - M)

p(hg . ’/l) = hgln(_l)S(h23) X h22 O

Assim,

p(h-(m@n)) = p(hi-m&hy-n)

(hy-m)—1)(h2 - n)(—1) @ (h1 - m)(0) ® (h2 - 1)(0)
hllm(_l)s(h13)h21TL(_l)S(h23) & h12 *M(0) X h22 * 1(0)
hlm(_l)S’(hg)h4n(_1)S(h6) ® ho - mo) ® hs - 1(0)
hlm(,l)E(hg)ln(,l)S(f%) ® hg - m(o) ® hyg - 1(0)
hlm(,l)n(,l)S(hQ (9 €(h3)h2 “Mmo) @ hy - 1(0)
him—1yn(—1)S(ha) @ hy - m() @ h3 - n)
)
)

= hlm(_l n(_l)S(hg) (9 hgl s M) & h22 * 1(0)
= hlm(_l n(_l)S(hg) R hg - (m(o) & n(o))
= hi(m®n)_1)S(hs) ® hy - (M & n)g-

Logo, M ® N & um moddulo de Yetter-Drinfeld & esquerda sobre H.

Agora, dados f e g morfismos em YD sabemos dos Exemplos 2.12
e 2.13 que f®g é morfismo de H-modulos e de H-comédulos. Portanto,
f ® g é um morfismo em HYD.

Como o corpo k é um k-espaco vetorial segue, do Exemplo 3.1, que
k é um objeto em glﬂ). Definimos I := k.

Para quaisquer M, N, P em YD, consideremos

apynp: MR(N®P)— (M®N)® P,

iy M —->Mk e ry: M = k@M,

dadas, respectivamente, por ap, n p(m®(n®@p)) = (m@n)®p, lp(m) =
m®1ery(m)=1®m. Novamente, pelos Exemplos 2.12 e 2.13, segue
que ap,N,p, Iy € Tar s8o morfismos em gy@, assim como satisfazem
os axiomas do pentagono e do tridngulo.
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Lembramos que, se f ¢ um morfismo de modulos (respectivamente
de comddulos) e f & bijetor, entdo f~! é também morfismo de modulos
(respectivamente de comédulos). Como anr,n,p, I € Tar s80 bijetoras
(pois sao isomorfismos de k-modulos) segue que tais morfismos sao
isomorfismos em ZYD.

As naturalidades de a,l e r também foram provadas no Capitulo
2, isto &, para quaisquer M,N,P,M' N’ P em YD, f: M — M,
g: N — N'eh:P — P morfismos em g‘d@, os diagramas abaixo

amM,N,P

M ® (N ® P) (M®N)® P
f®(g®h)l i(f@g)@h

M’®(N’®P')Z*> (M’@N’)@Pl
M’ N’ P’

M&M@k‘ M%k@M

fl lf@l fl i1®f

M — Mok M —— ko M
3V vy

comutam. Portanto, (gy@, ®,k,a,l,r) é uma categoria tensorial. m

O corolério e a proposi¢ao abaixo sdo fundamentais na construgéo
da algebra de Nichols de um médulo de Yetter-Drinfeld, feita no altimo
capitulo desse trabalho. O coroléario nos da uma agao e uma coacao para
que o produto tensorial de uma quantidade finita de modulos de Yetter-
Drinfeld seja um modulo de Yetter-Drinfeld. A proposigao nos diz que
a soma direta qualquer de modulos de Yetter-Drinfeld é também um
modulo de Yetter-Drinfeld.

Corolario 3.1 Sejam My, --- , M, objetos em gHD. Entao M1 ®---®
M, € um objeto em g%@ com ag¢do e coag¢do dadas por

h~(m1®-~-®mr):h1~m1®-~-®hr'mr €
p(ml R mT,) = (ml)(fl) e (m,-)(,l) ® (ml)(O) X ® (m’r')(o)a

para quaisquer h € H,ym; € M;,i € {1,--- ,r}.

Demonstragao: Pelo teorema acima, sabemos que o resultado é valido
parar = 2. Suponhamos que vale para um r fixado (r > 2) e mostremos
que vale para r+1. Por hipotese de indugao M7 ®- - -® M,. € um objeto
em IP}'HD e como M, ; também o &, novamente pelo teorema acima,
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temos que (M1 ®- - ® M, ) ® M,11 é um modulo de Yetter-Drinfeld via

he((m @ @mp) @mp1) = (h1- (M1 ® - @m,)) @ (hg - myy1)
= (hl : ml) K- & (h7 . mr) & (hT-l-l . m7'+1)

[§]

p((m1 @ - @m,) @mypy1) =

= (m1 ®- ®mr)( D (Mri1)(—1) ® (M1 @ --- @ my) ) @ (Mry1)0)

= (m1) (- (M) 21y (M 41) (21) @ (M) (0) @+ - - @ (M) (0) @ (Merg1) (0) -

Verifiquemos agora a relagao de compatibilidade. Seja h € H. En-
tao

p(h-((my®-- ®mr>®mr+1))—p((hl-(m1®---®mr))®(hz-mr+1))
=(h1- (M1 ®---@m;))—1)(h2 - Mri1) () @ (1 - (M1 @ - @mMy)) (o) @
(ha - myy1)(0)

= hi(m1 ® -+ @ m;)(1)S(h3)ha(mri1)(—1)S(he) @ ha - (M1 @ -+ ®
my)(0) ® hs - (Mry1)(0)

=hi(m®-- -®mT)(_1)5(h3)1(mr+1)(_1)5(h5)®h2-(m1®~ : '®mr)(0)®
ha - (Mr11)(0)

= h1(m1 ® -+~ @ my)(—1y(Mry1)(=1)S(ha) @ ha - (M1 @ -+ - @ My ) (0) @
hs - (Myr41)(0)

=hi(m1 ® -~ @mg)(—1)(Mry1)(—1)S(h3) @ ha - (M1 @ - - @My ) (0) ®
(mr+41)(0))

=hi1(m1® - @My @myi1)(—1)S(h3) ®ha - (M1 &+ @My @My11)(0)-

Portanto, M; ® -+ - ® M,41 é um modulo de Yetter-Drinfeld. [ ]

Proposicao 3.1 Seja {M,}ic; uma familia de objetos em 1YD. Entdo
M = ®;e1M; é um objeto em HYD.

Demonstragao: Como {M,};c; é uma familia de objetos em £YD,
em particular, {M;};c; é uma familia de H-médulos a esquerda e uma
familia de H-comodulos & esquerda.

Assim, M possui uma estrutura de H-modulo a esquerda dada por
h (Xiermi) = Yierh - my, para quaisquer h € H e Y.,.,m; € M
(aqui, por abuso, estamos escrevendo um elemento qualquer da soma
direta como sendo ) ;.; m;, com m; € M;, mas é 6bvio que a soma ¢é
finita, pela defini¢do de soma direta).

Além disso, M possui uma estrutura de H-comodulo & esquerda
p: M — H®M tal que pt; = (I ® 1j)p; para todo j € I, em que
tj : M;j — M ¢é a inclusdo canonica e p; : M; — H ® M; é a estrutura
de H-comodulo & esquerda de M; (veja [5], Proposition 2.1.18).
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Mostremos que vale a relagao de compatibilidade. Fixemos j € I e
sejam m; € M; e h € H. Entao

p(h-m;) = p(h-1j(m;)) = p(e;(h-my)) = (I ®;)pi(h-m;)
(I ®¢j)(h1(mj)(—1)S(hs) ® ha - (m;)(0))
hi(m;)(-1)S(hs) @ t;(ha - (M) 0))
hi(mj)(—1)S(hs) @ ha - 1;((m;))0))

= ha(my)(—1)S(h3) ® ha - (mj)(0).-

Portanto, M é um objeto em ZHD. [ ]

Definigao 3.2 Seja M um mddulo de Yetter-Drinfeld sobre uma dl-
gebra de Hopf H. Dizemos que N C M ¢é um submddulo de Yetter-
Drinfeld de M se N é um H-submddulo e um H-subcomddulo de M.

A proxima definigdo é usada somente no Capitulo 5. Decidimos
apresenta-la desde ja por termos os pré-requisitos para entendé-la e
por ser esse o capitulo sobre médulos de Yetter-Drinfeld.

Definigao 3.3 Seja V' um mddulo de Yetter-Drinfeld sobre uma dl-
gebra de Hopf H. Dizemos que V € um mddulo de Yetter-Drinfeld
graduado se V. = @,>9V(n) é um espago vetorial graduado e V(n) é
submddulo de Yetter-Drinfeld de V', para todo n > 0.

Proposicao 3.2 Sejam M um mddulo de Yetter-Drinfeld sobre uma

dlgebra de Hopf H e N um submddulo de Yetter-Drinfeld de M. FEntao,

M M
N € um mddulo de Yetter-Drinfeld e a projecao candénica w: M — N

€ um morfismo em g‘jD.

Demonstragao: Como N é um H-submo6dulo e um H-subcomédulo

de M, sabemos que ~ possui estruturas de H-modulo e de H-comé6dulo

dadas, respectivamente, por h-m = h-m e p(m) = m(—1) ® Myg), para
quaisquer h € H e m € M. A projecao canénica 7w é um morfismo de
H-mo6dulos e de H-comddulos e portanto, um morfismo em g%}@.

Basta mostrarmos a relagao de compatibilidade. Sejam h € H e
m € M. Entao

p(h-m) = p(h-m)=(h-m)1® (h-m)q
= him_1)S(h3) @ ha - myq)
= h1m(,1)5(h3) ® ho m(o)
= hlm(_l)S(hg) ® hg m(o)



M
Portanto, ~ é um objeto em g‘d@. [}

O préximo teorema segue diretamente dos teoremas do isomorfismo
para modulos e para comodulos.

Teorema 3.2 Sejam M, N objetos em YD e f: M — N um mor-
fismo em BYD. FEntio ker(f) e f(M) sdo submddulos de Yetter-

M
Drinfeld de M e N, respectivamente. Além disso, m >~ f(M),
er

isto €, sao isomorfos como mddulos de Yetter-Drinfeld.

O Teorema 3.1 nos diz que a categoria dos modulos de Yetter-
Drinfeld sobre uma &lgebra de Hopf qualquer H é uma categoria tenso-
rial. Ao colocarmos hipoteses sobre a algebra de Hopf, sao obtidas pro-
priedades para a categoria. O teorema abaixo retrata o que acabamos
de dizer. Ao exigirmos que a antipoda de H seja bijetora, a categoria
EHD torna-se trancada.

Teorema 3.3 Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda bijetora. En-
tio (YD, ®, k,a,l,r) é uma categoria tensorial trancada.

Demonstragao: Definimos, para quaisquer M e N em #YD, a fungio
et M@N = N &M por cy,n(m®@n) =m_q) - n®m). Sejam
he H me M en € N. Entao

eun(h-(m@n)) = cyn(hi-m®hy-n)

hi-m) 1) - (ha - 1) @ (h1 - m) ()
hy,m1)S(h1,)) - (h2 - 1) ® ha, - m(g)
hlm(_l)S(h3)h4) ‘nQ hy - m(o)
hlm(_l)&‘(hg)l) -n& hy - m(o)
hlm(,1)> ‘n® (E(hg,)hg) - 1m(0)

1 (m1y - n) @ hy - mg

“(m—1) - n ® m))

= h-cyn(m®n).

P e e e

I
=

Logo, cpr,y € um morfismo de H-moédulos. Além disso,

per,n (m @ n) = p(m(-1) - n @ m))

= (m(—1y - 1) =1 (M) (1) @ (M(=1) - 1) 0) @ (M(0))(0)

= (m(-1))in-1)S((m-1))3)(m(0)) (-1) @ (M(-1))2 - n(0) ® (M(0)) (0)
= m(—ayn(-1)S(m(—2))m(-1) ® m(—z) - n) @ mq)

= m(—3n(-1)S((m(-1))1)(M(-1))2 ® m(2) - n(0) ® M)

= m(—3)n(-1)E(m(-1))1 © m(—2) - n(o) ® M(g)
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=m(—g)n(-1) ® e(m—1))m(—2) - n(o) @ m(o)
= m(—2)N(-1) ® M(-1) * N(0) @ M(0)

()
= m—nn(-1) ® (M())(-1) - 1) ® (M(0))(0)
= (I ® ey, ) (m(—1yn(—1) ® m() ® n(0))
= (I ®@cp,n)p(m@n),

na igualdade (x), usamos que M é um H-comodulo.

Logo, cjr,nv € um morfismo de H-comoédulos e portanto, cpr, y € um
morfismo em g‘jD.

Agora verifiquemos que ¢ é uma transformagao natural entre os
funtores ® e ®7. Sejam M,N,M',N' em YD, f: M — M' e g :
N — N’ morfismos em YD, entdo o diagrama abaixo

MoN-2Y NeoM
f®gl \Lg@f
M’®N’ N’®M’

comuta. Sejam m € M e n € N. Entao

e v (f@g)men) = cvr n(f(m) @ g(n))

= f(m)1y-g9(n) ® f(m)
= m1)-9(n) @ f(mq)
= g(my -n)® f(m)
= (9@ f)lmyy - n®m(0))
= (9®f)CM,N(m®”)’

—
—

na igualdade (1) usamos que f é morfismo de H-comodulos.
Mostremos que ¢ é um isomorfismo natural. Para quaisquer M, N
em YD, definimos c]T/IlJV :N®M — M ® N por

cypn(n@m) =mgy @S~ (m_y)) - n

Temos que ¢y} yemrn = ey € cuncyiy = INonm- De fato,
sejam m € M en € N. Entao

c&l’NcMyN(m ®n) = cA_/[lyN(m(_l) “n® myg))

(m0))0) ® S~ ((m0))(~1)) - (M(—1) - )
m(o) & (S_l(m(,l))m(,g)) ‘n

meoy @ (S™H((m—1))2)(m-1))1) - n
m() ®@ e(m—p)1-n
mpe(m—1)) ®n =m@n,

,\
L]
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a igualdade (%) usa o fato de que S~! ¢ antipoda para H?, e

cM}N(m(o) X S_l(m(,l)) . n)

(m))(~1) - (S7Hm(—1)) - 1) @ (Mm(0))(0)
= (m1)S~H(m(—z))) - n ®m)
s(m(_l))l "M@ M)

= n®e(mey)me) =n@m.

M NCyf (0 @ m)

. -1 . .
ASSlm, CM,N ¢é a inversa de CMm,N € COIno €sSsa € um morfismo em

YD, segue que 017417 n também o é. Portanto ¢ é um isomorfismo natu-
ral.

Agora basta mostrarmos que c¢ satisfaz os axiomas do hexagono.
Sejam M, N, P objetos em YD, m € M, n € N e p € P. Entao

(cmp @ DNappnI @cenp)(m®(nQp)) =
(em,p @ Dan,pn(m @ (n_1) - p@n)))
= (ecmp®@I)((Mm@nc1y-p)@nq))

(m-1) - (n(=1) - ) @ M(0)) @ N0
((m—1yn-1)) - p @ m)) @ n
apm,N((M—yn-1)) - P @ (M) @ n()))
apym,N((M®n)(_1)-p® (M ®n)q)
ap.m,N(cmen,p(Mm®n) @ p))
= apM,NCMaN,PAMN,P(M® (N p))

e

(I®CM,P)GN}M,P(CM,N @I)((men)®@p) =
= (®cu P)aNMP(( (—1) "N ®Mm)) @p)

(I ® car,p)(m_1y -0 @ (mg) ©p))
m1) -1 @ (M) (-1 - @ (M) 0))
m(;Q) ne (m(,l) P& m(o))
a]_\f,lP,M((m(—Q) "N m_y) p)® m(O))
ay P,M(((m(fl))l “n® (m—1))2 - p) @ m))
= aypu(mecy-(n ®@p) @ m())

= aEiP,M(CM,N@)P(WlL ® (n®@p)))

= ay pyuCMNePay y p((M®@n)®p).

Portanto, (£YD, ®, k,a,l,r,c) é uma categoria trangada. ]

O proéximo teorema nos diz que se a algebra de Hopf nao for tri-
vial, entao a categoria dos médulos de Yetter-Drinfeld nao é simétrica.
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Assim, produzimos exemplos de categorias que sao trancadas, mas nao
sao simétricas.

Teorema 3.4 Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda bijetora tal
que YD seja uma categoria simétrica. Entio H = k.

Demonstragao: Sejam M := H com h-z = hixS(h2) e p(z) = 21 Q@2
e N := H com h-x = hz e p(x) = 21 5(z3)®x2, para quaisquer h,z € H.
Vimos nos Exemplos 3.2 e 3.3 que M e N sio objetos em HYD.

Seja x € H. Consideremos 1®xz € N ® M. Como g‘z}@ ¢é simétrica,
temos que (cp,nen,m)(1® ) =1 ® z. Por outro lado,

eunenm(1®z) =cun(l-n - 2® 1) = cun(1S(1) - z®1)
= C]VI,N(l T X 1) = CM,N(I' X 1) =T(-1)" 1 ®x(0)
:$1‘1®.’£2:$11®1’2:$1®{E2.

Assim, 1®x = 1 ®x3. Aplicando I ® ¢ a essa igualdade, segue que
1®e(x) =21 Q@c(xe) =x1e(a2) @1 =2®1
e isso implica que x = x1 = le(z) € 1k. Portanto, H = 1k = k. ]

Teorema 3.5 Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda bijetora. En-
tao, a categoria dos mddulos de Yetter-Drinfeld de dimensdo finita é
uma categoria Tigida.

Demonstragao: Pelo Teorema 3.3, sabemos que tal categoria é trangada.
Logo, para que seja rigida basta mostrarmos que cada objeto admite
dual a esquerda.

Seja M um moédulo de Yetter-Drinfeld com dimensao finita n. De-
finimos M* := Hom, vy(M,k). Consideremos {m™) m® ... m}
uma base de M e {f(), fZ) ... f1 a base dual para M* tal que
fO(m)) =6; ;. Temos que M* é um H-médulo & esquerda via

(h- fY(m)= f(S(h) -m),Ym e M,Vf e M* VYh € H.

De fato, dados h,g € H, f € M* e m € M, temos
((hg) - f)(m) = f(S(hg)-m) = f(S(g)- (S(h)-m))
= (g-N)(Sh)-m) = (h-(g-f))(m)

(1-f)(m) = f(S(1)-m) = f(1-m) = f(m).
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Logo, (hg) - f=h-(g-f) el f= f. Além disso, consideremos
p(f) = fi-1) ® fo) = ZS )@ f(m )f“),Vf c M*.

Primeiramente, notemos que p definida acima é unicamente deter-
minada pela condi¢ao

fenfoy(m) = S~ m_1) f(m)),Ym € M. (%)

De fato, seja m € M. Entao podemos escrever m = >

Jj=1
com a; € k e claramente p(m) = . ajmgi)l) ®m%;. De acordo com

7j=1
a definigdo de p, temos que

a;m)

f(_1)f(0)(m) = ZS (’) éf))))f(i)(m)
= ZS_ (m? FmE) O am)
j=1
= Zs (z) (u))a]f(( )

,J 1
= ZS ) m(o)
. 1(771(71))f(m(0))~

Por outro lado, se ZZ':l T(k) @ Yy € um elemento de H @ M™* que
satisfaz > ayyey(m) = S™1(m(_1))f(m()) para todo m € M,
entdo Y ;| Tk @ Yy = f—1) ® f(o)- De fato,

fen®fo = ZS D) ® Fm) FO
N ZS fmig) @
= %n:lx(k)y(k)(m’)@@f(“
- Zx(k Z; Yy (mD) f@)

= Z T (k) @ Y(k)-
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Mostremos que M* possui uma estrutura de H-como6dulo & esquerda

via p. Sejam f €

(AeDp(f) =

M* e m € M. Entao
(B& D ZS D)@ Fm) 1)
2;‘ m)AS™ ) @ fO
if(mééﬁ)s—%( ) @S (m?)))n) @ 1O
Zf mig) o) S~ (mfg) <) ® ST m ) @ f@
5 i) e S-ln2, )5 10
i=1

fe=n)
fe-n)

=57 my) @ foymig) fD)
=1

e(f—u)foy(m) = e(f—1) foy(m)) = (S~ (m—1)) f(m(o) ))

Agora, vamos
satisfaz a relagao

= f(mo))e(S™Hm(_1))) = flmy)e(m1))
= f(mye(m_1y)) = f(m).

mostrar que M* com agao e coagao acima definidas
de compatibilidade. Para isso, como p é unicamente

determinada pela condigao (%), basta mostrarmos que

hif—1
Sejam h € H,

hif—1yS(h3)(ha -

S(hs)(ha - fio))(m) = S~ (m_1))(h- f)(m()).

feM*eme M. Entao
fo)(m) = hif1)S(h3) fi0)(S(h2) - m)

= hif1)f0)(S(h2) - m)S(hs)
hiSTH((S(h2) - m) (1)) f((S(h2) - m)(0))S (hs)
h1S™H(S(h2)1m(—1)S(S(h2)3)) f(S(h2)2 - m0))S(h3)
h1S™H(S (hay)m(—1)S(S(he,))) f(S(ha,) - m(0))S(hs)
hiS™H(S(ha)m—1)S(S(h2))) f(S(h3) - m(0))S(hs)
h15(h2)57 (m(—1))haS(hs) f(S(h3) - m(0))

m(_1))1e(h3) f(S(h2) - m(o))
f(S(h) - m)
S=Hm—1y)(h - f)(m(o))-
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Com isso, temos que M* é um objeto na categoria #YD. Conside-
remos ey e by definidas como no Exemplo 2.24, ou seja,

ev(f®@m)=f(m),Vfe M VmeM e by(1 zn:mk)@,f(k).
k=1

No exemplo citado, vimos que tais fungoes satisfazem as composigoes
da definigao de dual & esquerda. Assim, para mostrarmos que (M*, enr, bas)
é um dual & esquerda de M, basta mostrarmos que e e bys sao mor-
fismos em HYD. Sejam h € Hym € M e f € M*. Entao

M(h (f®m)) = eM(h1 . f®h2 m) = (hl . f)(hg m)
= [(S(h1) - (hz-m)) = f((S(h1)h2) - m))
f(e(h)1-m) =e(h)f(m) =h- f(m)

= h-emu(f®@m)

(I@em)p(f@m)= I @em)(f—rym—1) ® fo) ® mq))
fecym-1) @ fo)(mo))

f- 1)f (my)m-1 ®1

S7H((m ())( 1))f((m(0))(0))m(71) ®1
S=Hm_1y)m—2) @ f(m))

le(m(—1)) ® f(m()) = 1® fle(m1))m())
= 1® f(m) = p(f(m)) = pem(f ® m)).

he (1) = h-O-m® @ fE)=3"hy-m® @ hy - f0
k=1 k=1

= Zhl m*) ® Zn: mP) f0)
j=1

= Z hy - m® @ F8)(S(hy) - m@)) FO)

kjl

— Z hy - f(k ).m(j))m(k)) ® f(j)
,J 1

= Zhl Zf(k m)ym®) g £0)
= Zhl m) g fO0)

(0]



Z (h1S(hg)) - mW) @ )

Jj=1

= &(h) zn: 1m @ f9 = e(h)by (1)
= bM(ej(zl)l) =by(h-1)

prar() = o m® @ 0y =S m® 8 o m®) @
nk:1 k=1 N
(k) 4k k k
= m f( ))®mgog Zf() () f@)y
k=1 j=1
— (k) (k) (k) i
= Z 1)f( 1)f (m9) @ mig) @ F@
7,k=1
k j k
= > w5 n, ) m) @ mE) o 79
7,k=1
_ k) ( N, (R a—1/._(5) m®)
B Z f( (m ) me 1)5 (m(]_l)) M) & f
§ k=1
Notemos que, para cada j € {1,2,--- ,n}, podemos escrever m%)) =

>or_y £ (m%;)m(’“) e lembrando que M é um H-comoédulo, temos que

miy ©miy o mig =U®mMm@w41®mm@)®mg>

= (I ®p)( m 1)®Zf(k) (a> m®))
®ZH“ %i )
,® Z 5O D) m®, @ miE)
D)@ Z F®(mi) (’“>1) @ mp)

k k
m“%)@f’“)( Im{%y & mig),

I
M:

ES
Il

1
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ou seja,

® _ () ) )
Zm @ fEmEm® @ mig) = m?, @ m,) @ m).

Agora, voltemos em ®

® = ij) S~ (m ))) (J)®f(J)
_ if(m@l))l@m(]) ) _Zl@)f i) ymd) @ £
= 1® (_Zn: mP @ fU) = (Toby)(1@1) = (I ©by)p(1).

Portanto, (M*,ep,ba) € um dual & esquerda para M. Como a
categoria é trangada, segue que M admite também dual & direita. Logo,
a categoria é rigida. [

Proposigao 3.3 Sejam H uma dlgebra de Hopf com antipoda bijetora,
M e N mddulos de Yetter-Drinfeld de dimensao finita e f : M — N um
morfismo entre os mesmos. Entao f* : N* — M* dada por f*(g9) = gf
¢ também um morfismo em LYD.

Demonstracao: Sejam h € H,n* € N* e m € M. Entéao
(f*(h-n))(m) = ((h-n*)f)(m) = (h-n")(f(m))
= n (5( )+ f(m)) =n*(f(S(h) - m))
= (0" f)(S(h) -m) = f*(n*)(S(h) - m)
= (h-(f*(n")))(m).
Logo, f*(h-n*) =h-(f*(n*)). Também,

)
(@ f)pn*)= (I f* )(n’{ )®”<0))—”( 1) ® [ (nfy))
= n{_1) @ (o) f

Para mostrarmos que n{_;) ® (nz‘o)f) = p(f*(n*)), precisamos veri-
ficar a condigao () dada no teorema anterior. Para isso, seja m € M.
Entao

niyy (i) N)m) = ni_yynf) (F(m))
&) ST f(m)(—1y)n* (f (m) (o))
— S_l(m(,m)”*(f(m(o)))
= STHmen)fr(n*)(m)),



a igualdade (A) se deve ao fato de que M* é um H-comodulo e por-
tanto, a condigdo (*) é satisfeita.
Portanto, f* é um morfismo em ZYD. [

3.3 Espacgos vetoriais trancados

Nessa secao falamos sobre espagos vetorias trancados. Tais objetos
nao sao usados nos proximos capitulos, mas decidimos apresentar o
conceito no trabalho. Um fato interessante é que, pela comutatividade
do dodecégono, todo modulo de Yetter-Drinfeld é um espago vetorial
trangado. Além disso, todo espago vetorial trancado é um modulo de
Yetter-Drinfeld sobre alguma algebra de Hopf, salvo condigoes técnicas
na tranca (veja [17]). Um caso particular pode ser visto no item (iii)
da Proposigao 3.4.

Essa secao foi baseada principalmente em [4].

Definicao 3.4 Sejam V um espago vetorial e c: VRV -V @V um
isomorfismo linear. Dizemos que (V,c) é um espago vetorial trangado
se ¢ € uma solugdo da equagao da tranca, ou seja, se

(c@NI®c)(ckl)=I®c)(cr ) ®:c).

Exemplo 3.4 Sejam V um k-espago vetorial com base {z;}icr e
{qi,j}i,je 7 uma familia de escalares ndo-nulos. Definimos ¢: V@V —
V®V por c(z; ® xj) = ¢i,jx; @ x;. Entdo (V,¢) é um espago vetorial
trancado. De fato,

(coDI@c)(c@I)(z; @) @ xK) =

= (eI ®c)(gir; @ T @ TL)
¢i,j(c® I)(z; @ g kT @ T4)
Gi,j%i,k45,kTk @ Tj & T;
Qi k95,kTk Q i jTj @ Ty
¢k ® c) (v ® 2 ® x;5)
¢,k (I ® c)(qi kK @ T; @ T5)
(I®c)(c® ) (v ® qjrrr @ ;)
= (I@c)(c®)I ®c)(z;i ®x; @ wp).

Exemplo 3.5 Seja H uma &algebra de Hopf com antipoda bijetora.
Entao todo médulo de Yetter-Drinfeld sobre H é um espago vetorial
trangado.

78



De fato, seja M um modulo de Yetter-Drinfeld. Como a categoria
HYP & trangada, existe o isomofismo cprpr : M @ M — M @ M e, pela
comutatividade do dodecagono, temos que

(CM,M ®I)(I®CM7M)(CM7M ®I) = (I®CM,M)(CM,M ®I)(I®CM7M).

Lema 3.1 Sejam G um grupo e H = kG. Entdo V é um H-comddulo
se, e somente se, V. € um espaco vetorial G-graduado.

Demonstragao: (=) Suponhamos que V seja um H-comodulo & es-
querda com estrutura dada por p: V — H® V.

Definimos, para cada g € G, o conjunto V, := {v € V : p(v) =
g ®v}. Notemos que cada V; é ndo-vazio, pois 0 € V; e é facil ver que
cada V; é um k-subespago vetorial de V. Mostremos que V = ®4eaVy.
Seja v € V. Escrevemos p(v) = > ;g ® vg. Para facilitar a escrita,

denotamos ) . por ) .
Como V' é comddulo, temos que

v = e(v1))v0) = Zs(g)vg = ng.

Também,

(I@p)p) =T @p)(> g@vs) = gOh® (vg)n

(A o) =AY gov) =Y gogeu,

Logo, > g®@h® (vg)n =D g®gQuv,. Fixados go, ho € G, conside-
remos fq, fn, € (KG)* tais que fg(9) = dg0.9 € fro(9) = 0Ono,9, V9 € G.
Omitindo o isomorfismo k-linear existente entre k@ k®V e V e usando
a igualdade acima, segue que

(foo ® fro @ (g @b @ (vg)n) = (fgo @ fro ® D(D_ 9 © g @ vy),

ou seja,

ngo ®fho ) (Ug)h = (Ugo)ho

ngo ®fho )®Ug:v905907h0'

Logo, para qualquer g € G, vale que (vg)n = vgd4,,. Com isso,
p(vg) =D h®(vg)n = gR vy, isto &, vy € V. Assim, v =) vy € > V.
Agora mostremos que a soma ¢é direta. Seja x € VN Zg;éh V.
Entao podemos escrever x = vg e @ =} ), vp com vg € Vg e vp € V.
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Consideremos f; € (kG)* tal que fy(I) = 64,. Assim,
(fg @ Dp(vg) = (fg @ I)(g ®vg) =14

(fo®Dp(Y ) = (f0 DO h@wvy) =0.
g#h g#h
Logo, x = vy = 0. Portanto, V = @4eaVy.
(«<=) Suponhamos que V = @g4ecVy. Definimos p: V — H ®V por
p(vy) = g ®v,. E facil ver que p é k-linear. Seja v, € V. Entao

(AxI)p(vg) = (ARI)(gRvy) = g2g@v, = (IQp)(g@v,) = (I2p)p(vy)

e
5((”9)(—1))(”57)(0) = 5(9)”9 = Vg.
Portanto, V' é um H-como6dulo a esquerda. [

Proposicao 3.4 Sejam G um grupo e V. um kG-mddulo & esquerda e
um kG-comddulo & esquerda com graduagdo V = @geaVy. Definimos
o isomorfismo linear ¢: V@V =V @V porc(z @y) =g -yQz,Va €
Vg, Yy € V. Entdo sao verdadeiras as afirmagoes.

(1) V' é um objeto em FGYD se, e somente se, g-Vi, C Vohg-1,V9,h € G.

(ii) Se V ¢ um objeto em FSYD entio (V,c) é um espago vetorial
trancado.

(iii) Reciprocamente, se V. é um kG-mddulo fiel e (V,c) é um espago
vetorial trancado, entao V € um objeto em ’,:gHD.

Demonstragdo: (i) (=) Suponhamos que V' é um objeto em f&YD.
Sejam g,h € G e v, € V},. Entao

p(g - vn) = g1(vn)(~1)S(g3) @ g2 - (V) 0) = ghg™' @ g - v.

Logo, pela definicao de V, dada na demonstracao do lema anterior,
segue que g - vp € Vypg-1.

(<) Suponhamos agora que g-Vj, C Vy,,-1,Vg, h € G. Por hipotese,
V é um kG-modulo a esquerda e um kG-comodulo a esquerda. As-
sim, para mostrarmos que V é um mo6dulo de Yetter-Drinfeld, basta
verificarmos a relagao de compatibilidade. Seja v € V. Escrevemos
v =">_ wp. Dai,

p(g-> ) =p(3(g-vn)) =X plg-vn)
Y ghg™' @ g-vn = g1v(—1)S(g3) ® g2 - v(0),

p(g-v)
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pois p(v) =3 h ® vp,.
(ii) Sejam g,h € G,z € Vg, y € V), e z € V. Entao

(cx(I@c)(c)(zry®z)= (c)I®c)(g-yYQz® 2)
= (¢c®D(g-y®g-2@x)
= clg-y®g-2)

(ghg™) - (g-2)®g-y@u
(gh) - z2®g-yQx

= (I®cdg-(h-2)x®y)
(Ixc)(caD)(z®@h-2®7y)
I@c)(cx)(I®c)(zRy® z).

Por hipotese, V' é um modulo de Yetter-Drinfeld e assim, por (i),
G- Vi € Vypg—1 e como y € Vj, segue a igualdade (x). Portanto, (V,c)
é um espago vetorial trancado.

(iii) Sejam g, h € G. Mostremos que g-Vj C Vyp,-1 € por (i), segue
que V é um modulo de Yetter-Drinfeld.

Sejam = € Vg, y € Ve z € V. Como (V,c) é um espago vetorial
trangado, com os mesmos calculos feitos em (ii), segue que ¢(g-y® g -
2)@x = (gh) - 2® ¢y ®x. Sendo k um corpo, tal igualdade implica
emc(g-y®g-z)=(gh)-2®g-y. Como g-y €V, podemos escrever
g Y= Ya, emquey, €V, eac€ G. Dai,

Y(ag) 2 ®ys = da-(9-2)QyYa=>.c(ya®@g-2)
(X Wa®g-2)=c(Xya®g-2)
clg-y®g-z)=(gh) - 2®@g-y

= (Qh)'Z@’(Zya):Z(gh)'Z@ym

Para cada b € G tal que y, # 0, podemos considerar f, € V* de
modo que f(Ys) = dap, Va € G. Assim, pela igualdade acima, temos

(I )Y _(9h) -z @ ya) = (I © f1)(Y_(ag) - 2@ ya),

donde (gh) - z = (bg) - z. Logo, z = (h=tg~'bg) - z e, sendo V um
kG-modulo fiel, segue que b = ghg~!.
Dai, g -y = > Ya = Yghg—1 € Vgng-1 € portanto, g-Vj, C Vypg-1. m

81



Capitulo 4

Algebras de Hopf
trancadas e bosonizacao

Esse capitulo foi a motivagao inicial para o desenvolvimento dessa
dissertagao. Nosso “sonho de consumo” era entender o porqué de clas-
sificar algebras de Hopf pontuadas ser um ramo de investigacdo tao
promissor e cobicado. Para isso, nos apoiamos principalmente no tra-
balho de Andruskiewitsch-Schneider (veja [3]) e ja4 na pagina 2 do
mesmo nos deparamos com as “algebras de Nichols”, que sao algebras
de Hopf trangadas na categoria dos médulos de Yetter-Drinfeld. Sendo
assim, nosso primeiro passo é entender o que é uma algebra de Nichols
(assunto desenvolvido no préximo capitulo).

Em busca desse objetivo, embora seja possivel definir algebras de
Hopf trancadas em qualquer categoria trancada, fazemos tal defini¢ao
na categoria dos modulos de Yetter-Drinfeld sobre uma algebra de Hopf
H com antipoda bijetora, o que torna a categoria YD trancada.

4.1 Algebras de Hopf trancadas em g‘é@

Seja H uma algebra de Hopf com antipoda bijetora. Sejam (R, mg, pr)
e (S,mg, pg) algebras em EHD. A tranga cg g fornece ao médulo de
Yetter-Drinfeld R ® S uma estrutura de algebra via

Mmres = (MrO®ms)(I®csr®I) € ppes = (1r @ ps)lk

82



ReS®R® S ReS k20 Re S

o] :

RRIRRS®S—R®S k@k—R®S.
mpr®®ms HRAOWUS

Chamando mg(r @ r') = r/,Vr,7’ € R, ur(l) = 1z, ms(s ® s') =
ss' Vs, s € Sepg(l)=1g, temos que

Meres(r®@s@r'®s) = (Mrems)IQcsrR)(resr s’
= (mMrAmg)(r®@ sy 1" ®s0)@5)
= T’(S(_l) 'T’/)®S(0)S/

tres(1l) = (kr @ ps)le(l) = (Lr @ ps)(1® 1) =15 @ 1s.
Lembramos que o fato de R e S serem algebras em ZYD nos diz
que R e S sao objetos em YD e que mg, g, ms e p1g sdo morfismos
em HHD Podemos notar que R e S sdo simultaneamente H-moédulo
algebra e H-comoédulo algebra. Para os céalculos desse capitulo, seria
interessante ter em mente os quatro ultimos exemplos da Secao 2.3.

Proposicao 4.1 Com a notagao acima, (R ® S, Mrgs, lres) € uma
dlgebra em gy@.

Demonstracao: Por construcao, mrgs € frgs sao morfismos em
HYP, pois sdo composigoes de morfismos em YD, Basta verificarmos
a comutatividade dos diagramas. Sejam r,7',r”" € R e s,5',s" € S.
Entao

Mpes(Mres @) (r@s@r s @r’ ®s’) =
= Mpes(r(s ) - ) ® 5(0)5 S @1 ®s")
= (s 1) ) ((5(0)8") (=1) - 7" ( 5.0y

S(-1
)((s ) ) ® )0

r ) (((s00 ) 1)5 1) ") @ ((s (0))0)50)) "
) ((s¢ ' 0)
/( )

T(S(— )

1)1

N(5ns1y) ) ® (507500
1)) © (500)8]0y)s

"

r

(
(
(
)

(s

(s(-
(s(
( 5( 1)2'((
r(s(-

s ) & s ()
mR®S( ®s@1'(s(_q) ") © 5(5)8")
Mmpes(I @ Mres)(r@s@r' @s’' @r" @ s"),

Mpes(tres @ [)Tres(r ®s) = mres(bres @ I)(1®@1® )
= Mpres(lp®@1s®r®s)
= 1r((1s)(=1) - 7) @ (1s)(0)s
= 1g(ly 1) ®1gs
= res
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Mmpes(I @ pres)lres(r ®s) = mpes(I @ pres)(r @ s®1)
Mres(r@s®1p® 1g)
r(s-1) - 1r) ® s)ls
)’

(-

(

r(s(-1) - ur(1)) @ s(0)
= rur(s(-1) 1) ® s

rur(e(s-1))1 )®8<o>
rlr ®e(s(-1))s(0
= res.

Portanto, (R ® S, mres, flres) ¢ uma algebra em YD, [
A algebra acima ¢ denotada por R®S e 1rgs = 1r ® 15.

Definicao 4.1 Uma bidlgebra trancada em BYD é uma coleg:ao
(R,m, u,A,e) em que (R,m,p) € uma dlgebra em YD, (R,Ae) é
uma codlgebra em YD, A: R — RQR e : R — k sio morfismos de
dlgebras.

A titulo de notacdo, se (R, m, 1) é uma algebra em YD er r' € R,
denotamos m(r®r’) por rr’ e u(1) por 1g. Se (R, A, €) é uma coalgebra
em 2YD denotamos A(r) por rq ® ra, para qualquer 7 € R.

O fato de A : R — R®R ser morfismo de algebras nos diz que, para
quaisquer 7,7’ € R,

(rr')1 @ (rr')2 = r1((r2)(—1) - 1) @ (72)(0)7%

Notemos que uma bialgebra trangada em £YD &, simultaneamente,
um H-modulo dlgebra, um H-comodulo dlgebra, um H-moédulo coél-
gebra e um H-comoédulo coalgebra.

Definicao 4.2 Seja R uma bidlgebra trancada em £YD. Dizemos que
R ¢ uma dlgebra de Hopf trancada em BYD se existe um morfismo
k-linear S : R — R que é o inverso do morfismo identidade, seqgundo
o produto de convolugao, na dlgebra Hom(R, R). Tal morfismo S €
chamado antipoda.

O fato de S ser antipoda de R nos diz que S(r1)ra = r1.5(r2) =
e(r)1g, para todo r € R.

Exemplo 4.1 Se H = k, a categoria YD ¢ a categoria dos k-espagos
vetoriais. Uma algebra de Hopf nessa categoria é uma algebra de Hopf
sobre k.
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Proposicao 4.2 Seja R uma dlgebra de Hopf trancada em BYD. En-
tdo a antipoda S é um morfismo em HYD.

Demonstragao: Primeiramente mostremos que S é morfismo de H-
modulos. Para isso, definimos g, f,p: HOQR — R por g(h®r) = h-S(r),
f(her)=h-repher)=S(h-r), para quaisquer h € H e r € R.
Mostremos que g é um inverso & esquerda para f e que p é um
inverso & direita para f, ambos, com respeito ao produto de convolugao
da algebra Hom(H ® R, R). De fato, dados h € H e r € R, temos que

(g fiher)= glh1@r)f(ha®7r2) = (h1-S(r1))(ha - 12)
= h'(S(Tl)T‘Q):h-(ER(T)lR):€R(T)EH(h)1R
= preper(h®T)

(fxp)(h@r)= f(h1®@r1)plhe ®1r2) = (hy-7r1)S(h1-72)
= ((h-7r)1)S((h-r)2) =er(h-r)1r =h-cr(r)
= en(h)er(r)lr = preagr(h ®@7).

Portanto, p = g, ou seja, h - S(r) = S(h - r), para quaisquer h € H
er € R.

Agora, mostremos que S é morfismo de H-comodulos. Definimos
L,F:R— H®Rpor L(r) =r_@S(r@©)) e F(r) = S(r)—1y@S(r)(0),
para todo r € R. Mostremos que L é um inverso & esquerda para p e
que F' é um inverso a direita para p, ambos, com respeito ao produto
de convolugao da algebra Hom(R, H ® R). Seja r € R. Entao

(Lxp)(r) = L(r1)p(r2) = ((r1) 1) @ S((r1)0)))((r2) (=1) @ (12)(0))
= (r)n(r2) 1) @ S((r1)0)(12)(0)
= 71 @S((r©)1)(r©))2 = r(=1) ®er(r@0))1r
= er(r)(ly ®1r) = pugrer(r)

(px F)(r)= p(r1)F(rz) = ((r)ny ® (7“1)(0))(5(7”2)(—1) ® S(r2)(0))
7“1) 1)5(7“2 1) ® (r1)0)S(r2
® (r18(r2))(0)
ER(T)lR) ®( r()1R)(0)
= er(r)lpg® 1R = uHoRER(T).

I
—~—

3
oA
A
3
n
N~—
~—
=
H

Logo, L x p = pggrer = p * F, ou seja, L = F. Portanto, S é
morfismo de H-comoédulos. [ |

A proposigao abaixo é usada no Capitulo 5. Optamos por colocé-la
aqui por ja termos as ferramentas necessarias para tal.
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Proposigao 4.3 Seja R uma bidlgebra tran¢ada em £YD. Entio P(R)
€ um submddulo de Yetter-Drinfeld de R.

Demonstracao: E claro que P(R) é um k-subespago vetorial de R.
Mostremos que é um H-submoédulo e um H-subcomoédulo de R. Sejam
h € H er e P(R). Entao

A(h-r)

h-(A(r))=h-(rel+1®r)

= (hi-r)@(ha-1)+ (h1-1) @ (ha-7)
= (h1-1)®@e(h2)l +e(h1)1® (ha 1)
= (P eltleh-r).

Logo, h-r € P(R). Também,
(

r-1) ®A(re) = I ®@A)p(r) =p(A(r)) =pr@l+1er)
= 1l @70) @ L) + L-nr-1) @ L) @10
= 1) @re) @1 +rny@1erqg
= T(-1) X (’I“(o) ®R1+1® 7"(0))-

Logo, p(r) € H® P(C). |

Nosso préximo passo é mostrarmos que se R é uma &algebra de Hopf
trancada em YD de dimensdo finita, entdo R* também o é. Para isso,
desenvolvemos os dois lemas seguintes.

Lema 4.1 Sejam V,W mddulos de Yetter-Drinfeld de dimensao finita.
Entao W* @ V* ¢é isomorfo a (V @ W)* como mddulos de Yetter-
Drinfeld.

Demonstragao: Definimos

o Wravt o (VaWw)
Y = Pleey): VW — k
vRw = Y(v)e(w).

Temos que ® é um isomorfismo de k-espagos vetoriais (veja [5],
Lemma 1.3.2). Assim, basta mostrarmos que ® ¢ um morfismo em
EHD. Sejam he HpoeW* eV veVeweW. Entao

(h-2(e@y))vow) = S(e@y)(S(h)-(vew))

= P(e@¢)(S(h2) - v® S(h1) - w)
(S (h2) - v)p(S(h1) - w)

(he - ¥)(v)(h1 - ) (w)
(I)(hl'gO(X)hQ ¢)(U®w)

= (- (p®v))(vOwW).
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Logo, h - ®(p @) = ®(h- (¢ ®9)) e portanto, ® é um morfismo
de H-modulos.

Para mostrarmos que ® é um morfismo de H-comodulos, conside-
remos {v(® : i € {1,--- ,n}} uma base de Ve {wl) : j € {1,--- ,m}}
uma base de W. Assim, {v @ w\) :i € {1,--- ,n},j€{1,--- ,m}}
¢ uma base de V@ W e seja {f9) :i e {1,--- ,n},je{l,---,m}} a
base dual para (V ® W)*. Sejam ¢ € W* e ¢ € V*. Entao

(I2P)p(e@vy) = I@P)(p—1)¥(-1) ®Po) @ Y(0))
= Y- 1)®‘I)(<P ® Y(0))

ety ® O (e ®¢(o))(v(Z ® wi)) 7))
= Z@( Y 1)G;WO)(U(”)WO)(w(j))f(i’j)

= Z@( 1) (])W( 1Y) (v vy @ fO9)

= Zs W) )ewi)S 0o @ £

ZS i1) (])1))®¢( ) (w Egg)f(i,j)

- Zs Hu) @0 @ v) (vl @ wi) F9)
= ZS ()®wj))( 1) ® ®(p @) (01 @ w?) ) fO7)
= p( (v ®v)).

Portanto, ® é um morfismo de H-comodulos. [

Lema 4.2 As fungdes & : k — k* en : k* — k dadas por &(a)(x) =
az, Yo,z € k en(f) = f(1),Vf € k* sao isomorfismos de mddulos de
Yetter-Drinfeld.

Demonstragao: Nao é dificil ver que tais funcoes sao isomorfismos
de k-espacos vetoriais. Mostremos que ambas sao morfismos em gm.
Sejam a,x € ke h € H. Entao

(h-&@)(x) = &@)(S(h) - 2) = (@) (e(S(h))z) = E(a)(e(h)z)
ag(h)z = (h-a)z = ((h- ))(z).

Logo, h - &(a)) = £(h - ). Além disso, temos que

(I@&pla) =T @1 a)=10¢(a)
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Para mostrarmos que 1®&(a)) = p(&(a)), precisamos ver que 1Q¢(«)
satisfaz a condigdo (x) do Teorema 3.5 para a estrutura de como6dulo
de k*. Para todo x € k,

1¢(a)(2) = STHDE() (2) = ST (@ 1)E(a)(2(0)-

Portanto, £ é um morfismo de H-comoédulos. Sejam h € H e f € k*.
Entao

nh-f) = (h-f)1) = f(S(h)-1) = f(e(S(h))1)
= [f(e(h)) =e(h)f(1) = h-n(f)
T Ueme) = TenUn®fe) =l @)
= fen® fiol) = fyfol) el
Y osTrm el =1 (1)
= p(f(Q)) = p(n(f)).
A igualdade () segue da condigdo (x) do Teorema 3.5 para a estru-
tura de comoédulo de k*. [

Teorema 4.1 Seja R uma dlgebra de Hopf trancada em YD de di-
mensdo finita. Entdo R* é uma dlgebra de Hopf trancada em £YD.

Demonstragao: Sabemos, pelo Teorema 3.5, que R* é um objeto em
HYyD. Seja Ar a comultiplicagdo de R. Definimos a multiplicagao de
R* como a composic¢ao

Al
R*® R* —= (R® R)* —= R*.
\—/
mpg*
Pelo Lema 4.1, ® ¢ um morfismo em £YD e, pela Proposigao 3.3,

A% também o é. Logo, mp+ = AR® é um morfismo em £YD.
Para quaisquer f,g € R* e r € R, temos que

(f9)(r) (ma-(f ®9))(r) = (B2)(f @ 9))(r)
(AR((f @ 9)(r) = (B(f @ g)Ar)(r)
= ‘I’(f@g)(ﬁ ®ry) = g(r1)f(ra)-

Mostremos que mpg+ é associativa. Sejam f,g,l € R* e r € R.

Entao
((f9))(r)

|
o
=
Q3



Seja eg a counidade de R. Definimos o morfismo unidade de R*
como sendo a composigao abaixo

3

€R
k——k* —— R*,
HRr*
em que ¢ é o morfismo do Lema 4.2. E claro que pup- = eRé € um

morfismo em YD, pois ¢ uma composicio de morfismos em EYD.
Mostremos que pg+(1) = eg. Seja r € R. Entéo

pr-(1)(r) = (eM)(r) = eR(EM))(r) = (E(L)er)(r)
= &(W)(er(r)) =er(r).

Agora mostremos que €g é a unidade para R*. Sejam f € R* e
r € R. Entao

(erf)(r) = f(r1)er(r2) = f(rier(r2)) = f(r).

Logo, egrf = f. Analogamente, mostra-se que fer = f. Logo,
1g+ = eg. Portanto, (R*,mp«, up~) é uma algebra em ZYD.

Seja mp a multiplicagao de R. Definimos a comultiplicagao de R*
como sendo a composi¢ao abaixo

*

R " (R® R)* 2~ R* ® R,
— - (Re R —

AR

em que ® é o isomorfismo do Lema 4.1. E claro que Ag« = dImy ¢
morfismo em £YD. Além disso, para quaisquer 7, s € R, temos

fi(r)fa(s)

B(f1 ® f2)(s @ 1) = (GAge () (s ®7)
= (@) = (Fmr)s @) = f(sr).

Mostremos que Apg« € coassociativa. Para isso, notemos que a
fungdo abaixo é injetora (veja [5], Corollary 1.3.5)

0: RFROQR*®R* — (R®R®R)*
fegal — 0(feg®l): RIR®R — k
reset = f(r)g(s)i(t).
Assim, dada f € R*, para mostrarmos que (Agp-QI)Ag«(f) = (I®
Ap<)Ag-(f), basta que O((Apr- ® I)Ag-(f)) = 0((I @ Ap-)Ap-(f)).
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Sejam r, s,t € R. Entao

0(Ar- @ NAR-(f))(r@s®t) = 0(Ar- @ I)(f1 ® f2))(r®s®1)
9(f11 ®f12 ®f2)(7"®8®t)
J1.(r) 1z (s) fa(t) = fi(sr) f2(t)
[(t(sr)) = f((ts)r) = fi(r) fa(ts)
fl(r)f%(s)f%(

O(f1® f2, ® f2,)(r @ s@1)
01 © D) () (r @5 1),

Portanto, (Ar« ® I)Ag« = (I ® Ag+)Ag«. Seja pr o morfismo
unidade de R. Definimos a counidade de R* como sendo a composi¢ao
abaixo

\_/\./\_/

R g T

ER*

em que 7 é o morfismo do Lema 4.2. E claro que ep- = npR € um
morfismo em EHD. Para cada f € R*, temos que

er-(f) = nur(f) =n(fur) = (fur)(1) = f(1r).

Assim, dado r € R, (er+(f1)f2)(r) = fi(lr) f2(r) = f(rlr) = f(r).
Logo, er«(f1)f2 = f. Analogamente, mostra-se que fieg«(f2) = f.
Portanto, (R*, Ag+,cr+) é uma coalgebra em ZYD.

Agora, mostremos que Ag« : R* — R*®R* ¢ um morfismo de
algebras. Sejam f,g € R*. Basta mostrarmos que ®(Ag-(fg)) =
D(Apr-(f)Ar~(g)), pois ® é injetora. Sejam r, s € R. Entao

O(Ag-(f)Ag-(9)(r®s) = ((f1®f2)(91 92))(r @ s)
= ®(fi((f2)(—1) - 91) ® (f2)(0)92)(r @ )
= (Ail(f2)- ))(5)(( 2)(0)92)(r)
= fl(Sz)((f2)< 1 - 91)(51)(f2) 0y (12)g2(r1)
= fi(s2)(((f2)(~1)(f2)(0)(r2)) - 91)(51)g2(r1)
= fl(sz)((S_l(( 2)( 1))f2 (Tz)( ) - 91)(81)g2(r1)
= f1(82)f2((7“2)(0))(5 (( )" 9) 51)g2(r1)
= fi(s2)f2((r2)0))91(S (( )( ))) - 51)g2(r1)
= fi(s2)f2((r2)(0))9 ((7“2)( 1) 81)92(7"1)
= f((r2))s2)9(r1((r2)(-1) - 51))
Y F((rs)2)g((rs))
= (fg)(rs)
= ((fg)mr)(r®s)
= O 'my(fg))(r®s)
= O(Ar-(f9))(r@s).



A igualdade (%) segue do fato de que R é uma bialgebra trangada,
o que implica (75)1 ® (rs)2 = 71((r2) (1) - 51) ® (r2)(0)S2-
Logo, Ar«(fg) = Ar«(f)Agr+(g). Lembramos que 1g- = eg. Se-
jam r,s € R. Entao
®(Ap-(er))(r®s) my(er)(r @ s) = (ermg)(r @ s)
er(rs) = er(r)er(s)
= P(epr®@eR)(r®s).

Logo, Ag+(er) = €r ® €r = lrgRr~. Agora, mostremos que eg~ ¢
morfismo de algebras. Sejam f,g € R*. Entao

er-(f9) = (f9)(1r) = F(1R)2)g((1r)1) & F(1R)g(1R) = cre(f)er-(9)

e
er-(er) = er(lr) 21,

as igualdades (%) e (#x) seguem do fato de que R é uma bidlgebra
trangada (Ag e eg sdo morfismos de algebras).

Portanto, (R*,mpg~, g+, Ag-,€r+) ¢ uma bidlgebra trangada em
YD,

Seja S : R — R a antipoda de R. Definimos a antipoda de R* como
sendo S* : R* — R*. Pela Proposicio 3.3, S* é um morfismo em Z£YD.
Sejam f € R* e r € R. Entao

(S (fu)f2)(r) = S*(f1)(ra) fa(r1) = (f1.9)(r2) fa(r1)
= f1(S(r2)) f2(r1) = f(r18(r2)) = f(er(r)1R)
= er(r)f(1r) = er-(f)er(r).

Logo, S*(f1)f2 = er+(f)er e de maneira analoga, mostra-se que
f15*(f2) = er-(f)er. Portanto, R* é uma &lgebra de Hopf trancada
em EHD. [ ]

4.2 Bosonizacao ou biproduto

Nessa se¢ao, mostramos que uma algebra de Hopf trancada R em
gyﬂa determina uma algebra de Hopf R# H sobre k, chamada bosoniza-
¢ao ou biproduto de R por H, cujas estruturas de algebra e de coalge-
bra sao o produto smash e o coproduto smash, respectivamente, ambos
definidos na Segao 1.4. Para isso, precisamos de inicio que #YD seja
uma categoria trangada, assim pedimos que H seja uma algebra de
Hopf com antipoda bijetora.
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Mostramos também que se uma &algebra de Hopf A admite mor-
fismos de &lgebras de Hopf ¢« : H — A e wm : A — H satisfazendo
wt = Iy entao A é isomorfa a uma bosonizacao R#H, em que R é uma
subélgebra de A.

Sejam A e H algebras de Hopf, 7: A — H e + : H — A morfismos
de éalgebras de Hopf tais que mt = Iy. Consideremos

R=AT={acA:(I®m)Aa) =a® 1y}

Vamos usar a mesma notagao para as estruturas de algebra e de
coalgebra de A e de H, salvo nos casos em que possa ocorrer alguma
confusao.

Teorema 4.2 R ¢ uma dlgebra de Hopf trancada em £YD.

Demonstragao: Primeiramente vamos mostrar que R é um moédulo
de Yetter-Drinfeld. Claramente R é um k-espago vetorial. Definimos a
acao de H em R por

h-r=u(h1)ru(S(h)),Yh € H,Vr € R.
Sejam h € H e r € R. Entéao

(I@mAh-r) =
® t(h1)2r2t(S(h2))2)
4)) @ t(h2)rat(S(hs)))

1) ® (L( 2)r20(S(h3)))

4)) ® ham(r2)S(hs)

) @ halpS(hs)
) ®e(ho)ly
)@ 1y

Como r € R, temos que 1 ® m(ry) = r ® 1y, o que implica a
igualdade (). Logo, h -7 € R.
Além disso, para quaisquer 7 € R e g, h € H, temos

lg-r=(1g)r(SQy))=r

= 1(g1)t(h1)re(S(h2))e(S(g2))
g-(h-r).



Portanto, R é um H-moédulo a esquerda.

Definimos p : R - H ® R por p = (7 ® I)A. Assim, para cada
r € R, temos p(r) = 7(r1) ® ro. Mostremos que p esta bem definida,
isto &, que p(r) € H® R. E claro que p(r) € H® A. Além disso,

Ug@ImA)p(r)= g I m)A)(7(r1) ®ra)
= m(r) @ (I @m)(r: ®rs3))

= 7m(r)®@re®@m(rs) ® m(r) @re @ 1.

Comor € R, ri1®@n(ry) =r®1y e aplicando (m®Ia®Iy)(A® )
a essa igualdade, temos 7(r1) @ ro @ w(r3) = w(r1) ® ro @ 1y e segue a
validade de (%). Portanto, p(r) =7(r1) ® 12 € H® R.

Mostremos que R possui uma estrutura de H-comodulo a esquerda
via p. Seja r € R. Entao

(A®Dp(r) = (A®I)(n(r1) @r2) =7(r1) @7(r2) @3
= ([@p)(r(r) ®@rs) = (L& p)p(r)

(err @ Dp(r) = (e @ D)((r1) @ 12) = e (m(r1))rs =2 ea(ra)ra =1

Na igualdade (*) usamos que 7 é um morfismo de codlgebras, isto
é, cygm=c¢€a.

Finalmente, mostremos a relacao de compatibilidade. Sejam h € H
er € R. Entao

plh-r)="p((hi)re
m((¢(ha)r
m(e(h1)ry
h17r(r1)5
(r1)S

= h171' ’/’1)

(h2)))

S(h2)))1 ) (¢(h1)re(S(h2)))2
S(ha))) @ t(h2)ra(S(hs3))

) ® t(ha)rae(S(hs))

) @ ha -y = har(_1)S(h3) ® ha - 7(0).

(
(
hy
h3

(5
(
(

Portanto, R é um moédulo de Yetter-Drinfeld. Notemos que R é uma
subalgebra de A. De fato, u(1) = 14 € R e assim pu(a) € R,Va € k.
Para quaisquer r,s € R

(I@m)(A(rs) = ([ @m)(A(r)A(s) = (I @ 7)(r1s1 @ r2s2)
r151 @ m(re)m(s2) = (r1 @ m(r2))(s1 ® 7(s2))
(relp)(s®ly) =rs® 1y,

donde rs € R. Portanto, consideremos m a multiplicacao de A, restrita
a R e a unidade de R como sendo p(1) = 14 = 1g. Mostremos que tais
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fungdes sao mosfismos em #YD. Sejam h € H e r,s € R. Entdo

m(h-(r®s))= m(hy-r®hg-s)=1t(h)re(S(ha))e(hs)sc(S(hy))
= t(ha)re(Lge(ha))su(S(hs)) = t(hi)rsu(S(e(ha)hs))
= (h)rse(S(he)) =h-(rs)=h-m(r®s),
(I®@m)p(r® s) (I @ m)(r(—1)s(-1) @ r0) @ 5(0))

(I @m)(m(r)m(s1) @ T2 ® $2)
m(r181) @rose = w((rs)1) @ (rs)s2

p(rs) = p(m(r ©s)),
B (1) = h- 1r = (b)) Lre(S(ho)) = e(h) 1z = p(e(h)1) = (k- 1)

e

(Iou)p(l) = Iou) (1p®1) = 1Rl = m(1r)®1k = p(1r) = p(u(1)).

Assim, R é uma algebra em gy@.
Definimos A : R — RQR por Ag(r) = r1um(S(r2))®@rs. Primeira-
mente notemos que Ag(r) € RRR. De fato, temos que

(I @m)(r1, (em(S(r2)))1 @ ri, (em(S(r2)))2)
(I @ m)(riem(S(ra)) @ raem(S(r3)))
rim(S(ry)) @ w(raS(rs))

rum(S(rs)) @ m(e(r2)1r)
rim(S(re)) @ 1g.

(I @ m)A(r1em(S(r2)))

Logo, r1um(S(r2)) € R. Além disso,

(I @ (I ®@m)A)(rim(S(ra)) ©73) (I @m)(rs, @7s,))
(T @m)(rs @ 74))

r3 @ m(ry)

G TR

DI

Como r € R, temos que 1 ® w(ry) = r ® ly. Dai, aplicando
(A®I4®Ig)(A® Ig) nessa igualdade, segue que 11 ® 12 ® 13 ®
m(ry) =11 ® 1y ®r3 ® 1y e portanto, a igualdade (). Logo, Agr(r) =
rum(S(re)) ® r3 € RR.

Mostremos que Ap é um morfismo em ZYD. Sejam h € H e r € R.
Entao

Ag(h-1) = Ag(t(h)re(S(h2))
= (t(h1)re(S(h2)))1em(S((e(h1)re(S(h2)))2) @ (L(h1)re(S(h2)))s
= t(h1)r1(S(he))em(S(e(h2)r2t(S(hs)))) @ t(ha)rse(S(ha))



= t(h1)r1e(S(he)m(S(L(h2)r2t(S(hs))))) @ t(hs)rse(S(ha))

© t(h1)r1e(S(he)S(m(t(h2)r2t(S(hs))))) @ t(ha)rau(S(ha))

= t(h1)r1(S(he)S(ham(r2)S(hs))) ® t(h3)rae(S(ha))

= t(h1)r1e(S(ham(r2)S(hs)he)) @ t(h3)r3e(S(ha))

= t(h1)r1e(S(ham(r2)e(hs)1m)) @ t(hs)rse(S(ha))

= t(h1)r1e(S(ham(r2))) ® ( 3)73L(S(hag(hs)))

= t(h1)r10(S(ham(r2))) @ t(h3)rse(S(ha))

= t(h1)r1(S(m(r2)))e(S(h ))®b(h3)7“3b(3( 1))

) - (S () @ ha - 73 = h - Ar(r)

p(Ar(r)) = p(riem(S(re)) @r3)

= (rum(S(r2)))(-1)(rs) (1) @ (r1em(S(r2)))(0) @ (73)(0)
= 7((rem(S(r2)))1)m(rs,) @ (riem(S(re)))2 @ 13,
= w(rum(S(ra)))m(rs) @ raem(S(rs)) @ e
= w(r1S(ry)rs) @ roum(S(rs)) @ e
= 7w(rie(ry)lr) @ raum(S(r3)) @ rs
= 7(r1) @rouw(S(r3)) @y
= ([ ®@Ag)(m(r1)®@r2) = ®@Ag)p(r).

As igualdades (%) e (%) acima sdo devidas & Proposigdo 1.8 do
Capitulo 1. Com certeza tal proposigao é usada mais vezes no texto,
porém nao vamos menciona-la mais. Pedimos cautela, pois estamos
usando S para denotar ambas as antipodas de A e de H. Acreditamos
que, olhando a Proposi¢ao 1.8, fiquem claros os passos dados.

Agora, mostremos que Ap é coassociativa. Seja r € R. Entao

(Ar®ID)AR(r) = (Ap®I)(ruum(S(r2))@r3) = Ar(rum(S(re)))®@rs =
= (rum(S(r2)))1em(S((riem(S(r2)))2)) @ (riem(S(r2)))s @3

= rum(S(re) )em(S(raum(S(rs)))) ® raem(S(ra)) @ re

= rum(S(re))em(S(em(S(rs)))S(r2)) @ raum(S(ra)) @ re

= rum(S(re)S(S(rs))S(r2)) @ rawm(S(ra)) ® 17

= run(S(e(rs)1r)S(r2)) @ raum(S(ra)) @ 16

= rum(S(re)) @ r3em(S(ry)) @ rs

=rum(S(re)) ® Agr(rs) = (I ® Ag)Ag(r).

Definimos agora ep : R — k como sendo a restrigdo de € a R. Assim,
er(r) = e(r), para todo r € R. Mostremos que £ é um morfismo em
EHD. Sejam h € H e r € R. Entao

(h1)re(S(he))) = e(e(ha))e(r)e ((S(hg)))
=cy

er(h-r) (
a(h1)e(r)en (h2) (h)e(r) =h-e(r) =h-er(r)

3
3
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(er)(r) =1@e(r) =T ®e)10r) 2 T @e)(n(r) ®r)

=m(re) ®e(r1) = m(rae(r)) ® 1 = w(rie(r)) ® 1
= ®@e)(n(r)@r2) = (I @er)p(r).

A igualdade (%) segue do fato de que r € R, ou seja, 11 ® w(rz) =
rely.
Verifiquemos que £r é counidade. Seja r € R. Entao

(I®er)Ar(r) = ®eg)(r1tm(S(r2)) @r3) = rem(S(r2))e(rs)
=run(S(re)) = ri(S(m(re))) =r(S(1)) =r

(er@DAR(r) = (er@I)(r1tm(S(r2)) @ r3) = e(riem(S(re)))rs
= e(r)e(en(S(re)))rs = e(r1)e(S(r2))rs

= e(r)e(ra)rs =1,

na antepenultima igualdade, usamos que tm : A — A é um morfismo
de coalgebras. Com isso, R é uma coalgebra em gHD.

Vamos mostrar que Ar : R - R®R é um morfismo de algebras.
Sejam r, s € R. Entao

Agr(r)Ar(s) = (rum(S(r2)) ®r )(SWT( (s2)) ® s3)
=rum(S(r2))((rs)(-1) - (s1e7(S(s2)))) ® (r3)(0)S3
= rum(S(r2))(m(r ) (Slm( (s2)))) ® rass
= rum(S(r2))u(m(rs))s1em(S(s2))(S(m(ra))) ® rsss
=rumw(S(ry)rs)s1em(S(s2)S(rs)) ® 583
=rum(e(ra)lr)s1em(S(rsse)) ® rass
=r1sum(S(res2)) @ r3ss = Ag(rs)

AR(I) = 1L7T(S(1)) R1I=1®1= 13@3.
Além disso, eg é morfismo de algebras, pois € o é. Portanto, R é
uma bialgebra trangada em £YD.
Definimos Si : R — R por Sg(r) = vw(r1)S(r2), para todo r € R.
Mostremos que Sg estd bem definida, ou seja, que Sgr(R) C R. De
fato, seja r € R. Entao

(I @m)A(Sk(r) = @m)A(m(r1)S(r2))
= @m)(tm(r1)S(ry) @ vm(r2)S(rs))
=7 (r1)S(ry) @ (e (ra)S(rs3))
=7(r1)S(ry) @ w(ra5(r3))
=7(r1)S(r3) @ w(e(r2)1R)
=m(r1)S(rse(re)) @ w(1R)
= Lﬂ'(Tl)S(TQ) ®1ly = SR(T) ®1lyg



Vejamos que Sk é um morfismo em ZYD. Sejam h € H e r € R.
Entao

Sr(h-

>
=
S~—"

)) ®um(r2)S(rs)
) ® tr(re)S(rs) @ m(r1)S(ly) ® vr(re)S(rs)
r1) ®re) = (I ® Sg)p(r).

A justificativa para a igualdade (x) é a mesma usada para a igual-
dade (°K).
Finalmente, mostremos que Sg € a antipoda. Seja r € R. Entao

m(I ® Sgp)ARr(r) m(I ® Sg)(r1em(S(ra)) @rs)
r1em(S(re))Sr(rs) = rivm(S(re))en(rs)S(rs)
riem(S(re)rs)S(ry) = riem(e(re)1g)S(rs)
r18(r2) = e(r)1r = er(r)1r

m(Sr @ [)ARr(r) =m(Sgp®I)(ritn(S(ra)) ®rs)

—SR(rlmr( (r2)))rs

= ((r1em(S(r2)))1)S((riem(S(r2)))2)rs
ur(r1em(S(ra)))S(raem(S(rs)))rs
7T(T15(T’4)) (em(S(r3)))S(r2)rs
m(r1S8(re)S(S(r3)))S(ra)rs
(r15(S(rs)ra))S(r

E r3)1R))S

7T’I“15(€R( ) i
®

[V T T |
@ NN
3

1)er(r©)

mer(r)) = er(r)lg.

r1)er(r2)1R

)Ts
ro)ry = tm(r1)S(ra)rs
(-

= u(r—er(re)) = (1

(
o

A igualdade (x) segue do fato de que R é um H-como6dulo coélge-
bra. Portanto, R é uma algebra de Hopf trangada em gm. [
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Para os resultados que seguem, consideremos H uma &algebra de
Hopf e R uma algebra de Hopf trangada em £YD. Em particular, R
é uma algebra na categoria dos H-modulos e uma coalgebra na ca-
tegoria dos H-comodulos, ou seja, R é um H-moédulo algebra e um
H-comodulo codlgebra. Assim, pelas Proposicoes 1.10 e 1.11, R#H
possui estruturas de dlgebra e de coalgebra dadas por

(r#h)(s#l) = ’I"(hl . S)#hgl, ]-R#H = ]-R#]-Ha
A(r#th) = ri#(r2) (b1 @ (12) ) #he e e(r#h) = er(r)en(h).

Nao esquegamos que R é também um H-comoé6dulo algebra e um
H-mo6dulo coalgebra.

Teorema 4.3 Com a notagdo acima, R#H ¢é uma dlgebra de Hopf
sobre k.

Demonstracao: Primeiramente mostremos que A e € sao morfismos
de algebras. Sejam r,s € R e h,l € H. Entao

A((r#h)(s#l)) = A(r(hi - s)#hal) =
= (r(h1 - 8))1#((r(h1 - 8))2) (1) (h2l)1 @ ((r(h1 - 8))2) (0) #(h2l)2

w r1((r2) (- 1) (h1 51))#((r2) (0) (h2-52)) (~1)hali@((72) (0) (h2°52) ) (0) #Pal2
= 11(((r2)(—1)h1) - s1)#((r2)(0)) (~1)(h2 - 82)(—1)hals @ ((r2)(0))(0)(h2 -
32)(0)#h4l2

()

= 11(((r2)(—2)h1)-s1)#(r2) (—1yh2(52)(~1)S(ha) hsl1@(r2) (0) (h3-(52) (0)) F#hel2

=r1(((r2) (- hl) 51)#(r2) (—1)h2(s2) (—1)e(ha) Lal1®(r2) (0) (h3(52) (0)) #hsl2

=7“1(((T2)( 1) 11)81)#(12) (—1),h2(52) (1)1 @ (12) (0) (h3- (82) (0)) #hal2

= 71(((r2) (—1yh1)1-s1)#((12) (1) h1)2(s2) (—1)[1®(r2) (0) (h2+(52) (0)) #ala
((Tl#(rz)( yhi)(s1#(s2)(—1)l1)) @ (((12)(0)#h2) ((52) (0)#l2))

b (r1#(r2) (—1yh1 @ (r2) 0)#h2) (s1#(s2) (—1)l1 ® (s2)(0)#l2)

= A(r#h)A(s#l).
A igualdade (%) é valida, pois R é uma bialgebra trancada e Ag é
um morfismo de H-moédulos. De fato, temos

(r(h1-8)1 @ (r(h1-s))2 = Ag(r(hi-s)) = Ar(r)Agr(hi - s)
= (r1 ®r2)(h1 - Ar(s))
= (r1 ®7r2)(h1 - 51 ® hg - 52)
=71((r2)(-1) - (h1 - 51)) ® (r2)(0)(h2 - 52).

A igualdade (%) é a compatibilidade, pois R ¢ um mo6dulo de Yetter-
Drinfeld. A igualdade (x x x) é a multiplicagdo componente a compo-
nente da algebra (R#H) ® (R#H).
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Também,

A(lr#1y) = 1r#1 1)l @ Loy#1lg = 1r# 1y @ 1p#ln,

pois a unidade de R é um morfismo de H-como6dulos. Além disso,

e((r#h)(s#l1)) = e(r(hy - s)#hal) = er(r(hy - 5))en (hal)
= ¢er(r)(h1-er(s))en(h2)en(l)
= egr(r)en(h)er(s)en(h2)en(l)
= er(r)en(h)er(s)en(l)

e(r#th)e(s#l)

E(].R#].H) = ER(]-R)Z‘:H(]-H) =1.

Portanto, R#H é uma bialgebra. Finalmente, definimos

S: R#H — R#H por (r#h) = (1r#Su(r—1)h))(Sr(r©))#1u).

Mostremos que S é a antipoda. Sejam r € R e h € H. Entao

m(S @ IA(r#h) = m(S @ I)(r1#(r2)(—1)h1 @ (r2)(0)#h2)
5(7’1#(7‘2)( 1)h1)((7‘2) 0)#h2)
(Lr#Su((r1)(—1)(r2)(—1yP1)) (SR((11) (0))# 1 1) ((r2) (0) #P2)
(Lr#Su((r1)(—1)(r2)(—1)P)) (SR((11)(0))(12) (0) #h2)
(Ir#SH(r- )hl))(SR(7°(o)1)7“(o)2 hz)

(1r#Su (r(—1yh))(er(r0)) L r#th2)

er(r(o) )((SH( vha)) - 1r#(Su (r(—1)h1))2h2)

€ (7"(0))(5((SH(7“(—1)hl))l)lR#(SH(7"(—1)h1))2h2)
er(r))(Lr#SH (r(—1yh1)h2) = 1r#Su (h1)Su(r(—1)er(r0)))ha
1r#SH(h1)Sua(er(r)1m)he = er(r)(Lr#SH(h1)hs2)

13 (T)(lR#EH(h)lH) :€<T#h>1R#H

e}

m(I @ S)A(r#h) = m(I @ S)(r1#(r2)(—1)h1 ® (r2)0)#h2)

= (r1#(r2) (—1)h1)S((r2) 0y #ho)

= (r1#(r2)(~1)h1) (Lr#SH (((r2)(0)) (~1)72)) (Sr(((r2) (0)) (0)) #1H)
= (r(((r2) (~nyh)1 - 1r)#((r2) (~1)P1)2SH (((r2) (0)) (~1)"2))
(Sr(((r2)(0))(0))#1H)

= (ren(((r2)(—1yh)1)1r#((r2) (—1)h1)2Su (((12)(0)) (~1)h2))
(Sr(((r2)(0))(0))#1#)

= (r1#(r2)(—1)h1Su (((r2)0)) (~1)72)) (Sr(((r2) (0)) (0)) # 1)

= (r#(r2)(—1)h1Su (h2)Su(((r ) )1 (Sr(((r )(0))(0))#111)
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= (m#(r2)(—1nen (M) 1 Su(((r2)0))(-1))) (Sr(((r )<0))(0))#1H)
= e (h)(ri#£(r2) (- 1)15H((7”2)( 1)) (Sr((72)(0))#15)
=cep(h)(m#eu((re) (=) 1u)(Sr((r2)(0))#1H)
=en(h)(r#1u)(Sr(en((r2)(-1))(r2)0))#11)
=en(h)(r1#1u)(Sr(r2)#1r) = EH(h)( 1SR(r2)#1m)
=cu(h)er(r)(1r#1n) = e(r#h)1ryn.

Portanto, R#H é uma algebra de Hopf. [ ]

Definicao 4.3 Sejam H uma dlgebra de Hopf e R uma dlgebra de Hopf
trancada em £YD. A bosonizagdo ou biproduto de R por H ¢é a dlgebra
de Hopf R#H construida acima.

Proposicao 4.4 As aplicagées 7 : R#H — H e : H — R#H dadas
por w(r#h) = er(r)h e v(h) = 1g#h sao morfismos de dlgebras de
Hopf tais que mo = Iy. Além disso, R#1y = (R#H)°™.

Demonstragao: Primeiramente mostremos que 7w ¢ um morfismo de
algebras de Hopf. Sejam r,s € R e h,l € H. Entao

w((r#h)(s#l)) =m(r(hy - s)#hal) = er(r(hy - s))hal
=¢epr(r)(h1 - er(8))hol = er(r)em(h1)er(s)hal
= er(r)her(s)l = w(r#h)m(s#l),

m(1p#ly) =er(lr)ly = 1u,

(m @ m)A(r#h) (m @ )(r1#(r2) (b1 @ (12) 0y #h2)
€R(T1)(7"2)( 1)h1 ®ER((7’2)( ))h
= ER(T1)€R(T2)h1 ® hy = eg(r ) ( )
= A(er(r)h) = A(m(r#h))

eu(n(r#h)) = en(er(r)h) = er(r)en(h) = e(r#h).

Agora, mostremos que ¢ ¢ um morfismo de algebras de Hopf. Sejam
h,l € H. Entao

(h)e(l) = (Ar#h)(Ar#l) = (hy - 1g)F#hol
= {-ZH(hl)].R#th = ].R#hl = L(hl),

t(1r) = 1r#1y = 1p4m,
A(u(h)) = A(1p#h) = Lr#thy © Lp#thy = u(hy) ® 1(hs) = (1 ® ) A(R)

e

8(L(h)) = 8(1R#h) = €R(1R)€H(h) = EH(h).
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Além disso, para todo h € H, temos que
mu(h) = n(1r#h) = er(lr)h = h.
Logo, mt = Iy. Para mostrarmos que
R#lpg = (R#H)*" ={y € R#H : (I @ m)A(y) =y ® 1u},

primeiramente notemos que, para quaisquer r € Re h € H,

(I @ m)A(r#h) (I @ m)(r1#£(r2) (—1yh1 @ (r2)(0)F#ha2)
=r#(r2)nh @ €R((T2)(0))h2
= ri#er(r2)h1 @ ho

r#h1 ® hs.

E claro que R#1y C (R#H)™, pois (I @ m)A(r#ly) = r#ly &
1g. Reciprocamente, se r#h € (R#H )T entdo r#h1®hs = r#hQ1y,
donde h1 ® hg = h ® 1. Dali, aplicando ey ® I, temos que h
e(hi)he = en(h)ly. Logo, r#h = r#en(h)ly = reg(h)#1n
R#1y. Portanto, R#1y = (R#H)°™.

mm

Teorema 4.4 Sejam A e H dlgebras de Hopf, 7: A— H ev: H —> A
morfismos de dlgebras de Hopf tais que me = Iy e R = A°™. FEntdo
A R#H, isto é, sao dlgebras de Hopf isomorfas.

Demonstracao: Definimos ¢ : R#H — A ey : A — R#H por
o(r#h) = ri(h) e ¥(a) = apen(S(az))#n(as).

Notemos que ¥(a) € R#H, pois (I®m)A(a1tm(S(az))) = apen(S(az))®
15, como visto na demonstracao do Teorema 4.2. Provemos que ¢ é um
morfismo de algebras de Hopf e que v é a inversa de ¢, isto é suficiente
para mostrar que A = R#H. Sejam r,s € R e h,l € H. Entao

P((r#h)(s#1)) = ¢(r(hy - s)#hal) = r(hy - s)u(hal)
= ru(h1)su(S(he))u(hsl) = L( 1)8( (h2)hal)
L(hl)SA(€H(h2)1Hl) =ru(h)su(l) = ¢(7‘#h)¢(8#l)

=

¢(1p#ly) = 1pt(1y) = 1g.

Para o que segue, lembremos que a comultiplicagao da édlgebra de
Hopf R#H depende da comultiplicagao de R, que é dada por Ag(r) =
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rim(S(re)) ® rg. Assim,

(6© DAGHER) = (6® 8)(ram(S(ra) #rs) 1yhr ® (7)) o)
= (¢ ¢)(7“147T( (r2))#m(rs)hy ® ragths)
= rym(S( Yh1) @ rat(hs)
=run(S(re)r )L(hl) ® r4t(he)
=rum(er(r: ) ) 1) ® r3u(h2)
=r1(h1) ) (re(h))1 @ (re(h))2
= A(ru(h) o(r

=
—
>

ea(o(r#th)) = ea(ri(h)) = ea(r)ea(u(h)) = er(rem(h) = e(r#th).

Logo, ¢ é um morfismo de algebras de Hopf. Agora, sejam r € R e
h € H. Entao

Y((r#h)) = (ru(h)) = (re(h))em(S((re(h))2))#m((re(h))s)
= rye(hy)ew(S(rae(hs)))#m(rae(hs))
= r1e(hy ) (S(e(he)))em (S(ra))#m(rs)hs
= r1e(hy) e (L(S(he)))em(S(ra))#m(rs)hs
= le(hls hg))LT((S(TQ))#ﬂ'(’I‘g)hg
= T1L<EH<h1)1
(

Como r € R, temos que 11 @19 @7(r3) = r1 @12 ® 1y e isso implica
a igualdade (x). Assim, ¢ = Irxn. Seja a € A. Entao

P(¢(a)) = ¢larm(S(az))#m(as)) = arem(S(az))u(m(as))

= a1um(S(az)as) = apn(e(az)l) = a.

Logo, ¢1p = I4. Portanto, R#H = A como algebras de Hopf. [

Apresentamos agora um exemplo de algebra de Hopf trangada através
de uma aplicacao do Teorema 4.2.

Exemplo 4.2 ([3], Example 1.4.1) Sejam k& um corpo, N um ntimero
natural, £ uma raiz N-ésima primitiva da unidade de k. Consideremos
A = T¢ n a algebra de Taft, isto ¢, A é gerada como k-espaco vetorial
por elementos {g'z’ }fvj_:lo satisfazendo as relacoes gV =1, 2NV =0 e
zg = £gx.

A comultiplicac@o, a counidade e a antipoda sao dadas por

Alg)=9g®g, Alr)=gRr+z®1,
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e(g) =1, e(x)=0, S(g)=g " ¢ S(z)=—g 'z

Observamos que como gV =1 entdo g~ ! = ¢V ~!. Consideremos G

o grupo ciclico de ordem N (o(G) = N) e denotamos por y, o gerador
de G. Seja H = kG. Lembramos que a comultiplicagdo, a counidade e
a antipoda de H sao dadas por

A =1®1, e)=1e SU)=1"1VIeq.

Definimos m : A — H por w(g'z?) = y'dp; e v : H — A por
t(y*) = g*. Mostremos que 7 e ¢ sao morfismos de dlgebras de Hopf tais
que 7wt = Ig.

Sejam g'z?, g'a™ € A com i,j,1,m € {1,--- , N — 1}. Entdo, como
rg = Egr, existe a € N tal que g'zdgla™ = £¥g*Tlai+™, Logo,

m(g'alg'a™) = m( gAY = €2y 60 jm.

Além disso, m(g'z?)m(g'a™) = y'do ;4 00,m. Assim, se j +m # 0
entdo j # 0 ou m # 0. Dai, m(¢’a’g'a™) = 0 = 7(g'2? )n(g'z™).

Se j+m = 0 entdo j = m = 0. Dai, 7(g'2%¢'2?) = 7(¢g"t") = ¢! =
yiyl = w(g'a®)m(g'2®). Além disso, (1) = 7(g°2°) = y°8p,0 = 1. Logo,
7w é um morfismo de algebras.

Para vermos que 7 é um morfismo de coalgebras, notemos que

Alg'a?) = (A(9)'(A@) = (9@ g)(g@z+a®1)
J .
— i i J j—k k
= (d®g) (Z( . >(g®w)j (z®1) >

k=0

I
M~

(1)o@ e baten

k;o
J .
_ ( i >gi+j—kxk ®gz’xj—k_
k=0
Dai,
(remA(g'a)) = (r@m (Z (1)owter ®9’W>
k=0
J j o )
= Z < L ) yzﬂfkfso,k ® y'60,j—k
k=0 X A ..
= ¥y, =AYd,;) =Ar(g2?)).
Também,

e(m(g'a’)) = e(y'doy) = do; = 1’07 = e(g)'e(x)’ = e(g'a’).
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Portanto, 7 é um morfismo de 4lgebras de Hopf. Sejam y', 47 € H.
Entao

Wy'y) = uy™) =g =g’ =y uly’), (1) =uy’)=¢" =1
Ay) =Alg) =g ®g =(@)y @y) = (2 )AY) e
e(uly") =elg") =1 =e(y").

Portanto, ¢ ¢ um morfismo de algebras de Hopf. Além disso, 7i(y?) =
7(g%) = y'80.0 = ¥*, para todo y* em H. Logo, m = Ip.

Assim, pelo Teorema 4.2, R = A™ é uma algebra de Hopf trangada
k[X]
XN >
Para isso, definimos f : k[X] — R por f(X) = x. Note que f est4 bem
definida, pois (I@m)A(z) = (IQ7)(gRQzr+z®1) = g®1dp1+2®1d0,0 =
z ® 1. Logo, x € R. Além disso, f é definida de forma a ser morfismo
de algebras.
Para provarmos que f é sobrejetora, primeiramente calculemos (I ®
m)A(giz?) em glad € A

em 2YD. Mostremos que R e sao isomorfas como &lgebras.

(I®m)A(ga)) = (I®m) (Z ( ‘]1 ) g IRk ®gixjk>

k=0

j .
— Z ( .]76 ) gH_j_kJ?k ®y160,j—k
k=0 .
_ gzmj ® y’L.

Agora seja r = g'z/ € R. Entao ¢'2/ @ y* = ¢’z ® 1. Dai, ' =1 e
portanto, i = 0, pois o(G) = N |iei € {0,--- ,N —1}. Assim, r = 27.
Consideremos X7 € k[X], entdao f(X7) = f(X)’ = 2/ = r. Portanto,
f é sobrejetora.

Vejamos que ker(f) = < XV >. Seja p(X) = ZTZOanj €
ker(f). Como 27 = 0 para j > N, temos

m m N-1
0=f Zanj :Zajf(X)j:Zajxj.
j=0 Jj=0 Jj=0

Dai, a; = 0 para todo j € {0,--- , N — 1}. Assim,

pX) =D X0 =XV Y ;XN e <XV >
j=N j=N



Seja p(z) € < XN >, entdo p(X) = ), para algum ¢(X) €

V(X
KX]. Dai, F(p(X)) = F(XMg(X)) = F(X ) fa(X)) = 2" f(a(X))
0. Logo, p(X) € ker(f).

Portanto, pelo teorema do isomorfismo para algebras segue que R =
k[X]

< XN >

105



Capitulo 5

A algebra de Nichols de
um modulo de
Yetter-Drinfeld

Nesse capitulo apresentamos a defini¢ao, a existéncia e a unicidade
da algebra de Nichols de um modulo de Yetter-Drinfeld.

Esse capitulo é desenvolvido tendo em mente os pré-requisitos de-
senvolvidos nas Secoes 1.5 e 1.6 desse trabalho ja que uma algebra de
Nichols é uma &lgebra graduada. Além disso, para o que segue H &
uma algebra de Hopf com antipoda bijetora.

As principais referéncias para esse capitulo sao [3] e [4].

Definigao 5.1 Seja V' um mddulo de Yetter-Drinfeld sobre uma dlge-
bra de Hopf H. Uma dlgebra de Hopf trangada graduada R = @,>0R(n)
em BYD ¢ dita uma dlgebra de Nichols de V se k = R(0) e V = R(1)
em YD, P(R) = R(1) e R ¢ gerada como dlgebra por R(1).

Precisamos recordar alguns fatos para prosseguirmos. Seja V um
k-espago vetorial. Uma algebra tensorial de V' é um par (A,¢), em que
A é uma élgebra e ¢ é um morfismo de k-espacos vetoriais, que satisfaz
a propriedade universal: para qualquer algebra A e qualquer morfismo
k-linear f : V — A, existe um tnico morfismo de algebras F : A — A
tal que Fiv = f.

Lembramos que a algebra tensorial de V existe e é tinica. Uma breve
construgao é dada. Denotando T°(V) = k, TH(V) =V e T™(V) =
VeV -V (nvezes), n > 2, consideremos T(V) = &,>0T"(V) e
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t:V = T(V) ainclusao candnica. Entao (T(V'),¢) é uma algebra com
as estruturas m : T(V)QT(V) = T(V) e p: k — T (V) definidas como
segue. Sejam z =1 Q- R, ET"(V)ey=y1® - Quym € T™(V).
Entao

y=mERY) =118 QT @Y Q@ Y € T"T™(V)

p(1)=1eTV) =k

A multiplicagao de dois elementos quaisquer de T'(V') é obtida es-
tendendo a férmula acima por linearidade.

A proxima proposicao estende a propriedade universal da algebra
tensorial para o contexto de médulos de Yetter-Drinfeld. Para isso,
ainda fazemos algumas consideragoes. Sejam H uma algebra de Hopf
e V um objeto em ZYD. Pelo Corolario 3.1, para cada n > 2, T"(V) é
um objeto em HYD. Também, ji vimos que T°(V) = k é um objeto em
HYpP. Dali, pela Proposicio 3.1, a dlgebra tensorial T(V) = @,>0T™(V)
é também um objeto em gHCD.

Nosso objetivo agora é mostrar que T'(V) é uma &algebra de Hopf
trangada graduada em ZYD. Para isso sdo necessarios alguns resulta-
dos.

Teorema 5.1 Sejam H uma dlgebra de Hopf e V um objeto em HYD.
Entao o par (T'(V),.) satisfaz as propriedades abaizo.

g) T(V) é uma dlgebra em 5YD e v : V — T(V) é um morfismo em
YD.
H

(ii) Se A € uma dlgebra em BYD e f : V — A é um morfismo em YD,
entdo existe um tnico morfismo de dlgebras F : T(V) — A em BYD
tal que F'v = f.

Demonstragao: (i) Vejamos que m e p citadas acima sdo morfismos
em YD, Sejamh € Hyz =21®- @z, €ET"(V) ey =11 ®- - Qyp, €
T™(V). Entao

h-mz@y)= h-(21® @2, QY1 @+ Q Ym)
h1x1®..®hn.xn®hn+1y1®..®hn+m.ym

m(h1($1®®$n)®h2(yl®®ym))
— b G o)),
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(Iem)p(z@y) = (I®m)(($1)( 1) ()W) (Ym) ()@
(z1)0) @+ (l’n)(O)) ((y1 0) ® @ (Ym)(0)))
(1)(—1y - (@) (1) (Y1)~ 1) “(Ym) (1) @ (21)(0)®
@ (xn)0) ® (Y1) (0) ® ®( m)(0)
p(x1®--~®xn®y1®~-~®ym)

p(m(z ®y)),

ulh - 1) = u(e(h)1) = (W) = h - p(1)

T@up)=Teun(Ael) =10 u1)=p(ud)).

Portanto, T(V) é uma algebra em EYD. E claro que ¢ é um mor-
fismo em g‘j@.

(ii) Pela propriedade universal da algebra tensorial, existe um tnico
morfismo de algebras F' : T(V) — A tal que Fr = f. Mostremos que
F & um morfismo em gm.

Sejamh e Herx =21 ® - @z, € T"(V). Entéo

Fh-2)= F(hi 31 @ @ hp-2n) = F((hy-31) - (hn - 7))
= F(hy-x1) - F(hy - xp) = F(u(hy - 31)) - F(t(hn - 7))
= flh ) fhnw) (e fa) o (e Fa)

"2 (fa) - f)(wn>> }(WFL(:cl) ~Fu(zn))

—~
Z

= h-Flxy--x,)=h ® xy) = h- F(x)
(I@F)p(z)= (1)1 (Tn)(—1) @ F((21)(0) @ - @ (¥n)(0))
= (1)) (@n)(—1) @ F((z1)0) - (Tn)(0))
© (1) =1y (Tn) (1) @ F((x1)(0)) - F((zn)(0))
= (21)1) - (@n)(—1) @ Fu((z1)(0)) - Fel(zn)(0))
= (1) (@n)(—1) @ F((=1)0)) - () (0))
D))y FEn)) e © (Fa)o - (Fn))
' (Fa) @) © (o) -+ (o))
= (F(z1--2n))(—1) ® (F(21---24))(0)
= (F(z1® ®xn))( 1)®(F($1®-~-®$n))(0)
= (pF )(x @ xn) = (pF)(z),

em ambas as igualdades (*) usamos que F' é um morfismo de éalgebras,
em (x*) usamos que f é um morfismo em ZYD e em (* * *) que A &
uma algebra em £YD (veja Exemplos 2.15 e 2.16). Portanto, F' é um
morfismo em g’jD. [ ]
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Corolario 5.1 Com a notagdo do teorema, T(V') é uma bidlgebra tran-
cada em HYD.

Demonstragao: Consideremos f : V. — T(V)QT (V) definida por
f(w) =v®1+1®wv. Sabemos, pela Proposicao 4.1, que T (V)T (V)
é uma algebra em 2£YD. Além disso, f ¢ um morfismo em YD, pois
dados h € H e v € V, temos

h-flv)= h-(v@1+1Qv)=h;-vQ@hy-1+h;-1®hy-v
= h-v®elh)l+e(h)l@hy-v=h-v@1+1Qh-v
= f(h-v)

p(f(v) = plv@1+1R®v) =11 @) ®1+v_1) 1Y)
V(-1) @ (v(o) RLI+1® U(O)) =0(-1) ® f(v(o))
= (@)= ®ve) =T ).

Assim, pelo teorema acima, existe um morfismo de algebras A :
T(V) = T(WV)RT(V) em YD tal que Ar = f. Agora, consideremos
0:V — k a fungao nula, que é um morfismo em ZYD. Novamente,
pelo teorema acima, existe um morfismo de algebras € : T(V) — k em
EHD tal que er = 0.

Para concluirmos que (T(V), A, €) é uma coalgebra em YD, obser-
vamos que T(V) é gerada como algebra por V, ou seja, cada elemento
de T(V) pode ser escrito como uma soma de produtos de elementos de
V. Logo, é suficiente verificarmos a coassociatividade e a counidade em
V. Seja v € V. Entao

ADAW) = (ADvel+lew)

(v®1+1®v)01+101®wv
1R1®1+10ve1+101Qv
1R1IX1I+1®(vel+1ev)

= I0A)Wwel+lev)=1IoA)A@)

(e®@DAW) =c()l+e(l)v =v =ve(l) + le(v) = (I @ )A(v).
Portanto, (V') é uma bidlgebra trangada em £YD. ]
Agora, vejamos que T(V) ¢ uma bidlgebra graduada em ZYD.

Corolario 5.2 T(V) ¢ uma bidlgebra trancada graduada em HYD.
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Demonstragao: Pelo corolario acima, T'(V') é uma bidlgebra trangada
em BYD. Sabemos que T(V) = @,>0T"(V) e que T (V') é submodulo
de Yetter-Drinfeld, para todo n > 0.

Pelas defini¢oes da multiplicagdo e da unidade de T'(V') fica claro
que T'(V') é uma algebra graduada. Falta mostrarmos que T(V') é uma
coalgebra graduada. Pela definigdo de e, fica claro que e(T™(V)) = 0,
para todo n > 1, pois V gera T(V) como algebra. Mostremos, por
indugdo sobre n, que A(T"(V)) C >, T Y (V) @ TY(V).

Como T9(V) = ke A é um morfismo de algebras, segue que A(T°(V))
CTV)®T°(V). Assim, é véilido para n = 0.

Suponhamos que valha paran > 0, por hipdtese de indugao. Mostremos
que vale paran+ 1. Sejar =21 ® - @ 2, @ 1,11 € T"TH(V). Entdo

A@)= A@1 @ Qxn @xny1) = Alxy - 2n) ATp 1)

c O I WMeT(V)(Vek+kaV)
=0
C > @ WVIVeT(Vk+ T (V)ko T (V)V)
=0
c > (@ WV)eTH(V)+ T HV) @ THH(V))

=0
n+1

c Y V)R THV).

Na primeira inclusao, usamos a hipétese de indugao e o fato de que
A(v) =v®1+1®wv, para todo v € V. Portanto, T'(V') é uma bialgebra
graduada em gHCD. ]

Corolario 5.3 T(V) ¢é uma dlgebra de Hopf trancada graduada em
HBD
9D.

Demonstragao: Sendo T(V) uma coélgebra graduada temos, pelo
Corolario 1.2, que T(V)y € T%(V) = k. Logo, T(V)y = k. Con-
sideremos I : T'(V) — ( ) € Hom(T(V),T(V)). Notemos que
g : k — T(V) dada por g(1) = 1 é a inversa de I|; segundo o pro-
duto de convolugao em Hom(k,T(V)). De fato,

]k * g)(1) = Ix(1)g(1) = 1 = pe(1).

Assim, pelo Teorema 1.6, I é invertivel em Hom(T'(V),T(V)). Logo,
existe S : T(V) — T(V), a antipoda de T(V'). Portanto, T(V) é uma
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algebra de Hopf trancada graduada em YD. [
Consideremos & o conjunto de todos os ideais I C T(V) tais que

(i) I é um ideal graduadoe INV = 0.

(ii) I é um coideal, isto &, A() CIQT(V)+T(V)®1Iee(l)=0.

Seja G o conjunto dos I € & que sao submodulos de Yetter-Drinfeld
de T(V).

Os ideais I(V) =) ;cs € (V)= >_se& J sdo os elementos max-
imos em & ¢ em S, respectivamente. De fato, sabemos que a soma
de ideais é um ideal, a soma de coideais é um coideal e a soma de
k-subespagos graduados é ainda graduado. Relembrando a prova da
Proposigao 1.12, temos que I(V)NV = Z(Iﬁ V) = 0. Analogamente

Ie6
para I(V).
TV

I
graduada e uma coalgebra graduada. Além disso, R(0) 2 ke V = R(1),

pois kNI e VNI =0, respectivamente.

Se I € & entdo I € & e, pelo acima, R = ®n>oR(n) é uma algebra
graduada e uma coélgebra graduada. Além disso, I é um submoédulo
de Yetter-Drinfeld de T'(V) e dai, pela Proposigao 3.2, R é um moédulo
de Yetter-Drinfeld e a proje¢ao canonica 7 : T(V) — R é um morfismo
em YD,

As aplicagoes estruturais de algebra e de coalgebra quocientes sao
morfismos em ZYD, pois sdo composigdes das aplicagdes estruturais de
algebra e de coalgebra de T'(V') com a projecao canonica .

Além disso, as aplicagoes estruturais de coélgebra de T'(V') assim
como 7 sdo morfismos de dlgebras e isso implica que A : R — RQR e
er : R — k sejam também morfismos de algebras.

A construgdo da antipoda de R é analoga a de T'(V'), uma vez que
Ry = R(0) & k.

Por tudo que dissemos acima, R torna-se uma algebra de Hopf
trancada graduada em ZYD.

O teorema abaixo nos garante a existéncia e a unicidade da algebra
de Nichols de um modulo de Yetter-Drinfeld.

r(Vv)

Teorema 5.2 Sejam B(V) := ) enmy : T(V) = B(V) a projecao

Pela Proposicao 1.14, para cada [ € G, R = é uma algebra

canonica. Entao
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(i) V. = P(B(V)) e portanto, B(V) é uma dlgebra de Nichols de V.
(ii) I(V) = I(V).

(iii) Seja R = ®p>0R(n) uma dlgebra de Hopf graduada em YD tal
que R(0) = k1 e R € gerada como dlgebra por V := R(1). Entdo existe
um morfismo sobrejetor de dlgebras de Hopf graduadas f : R — B(V)
tal que f|p(1) € isomorfismo de médulos de Yetter-Drinfeld.

(iv) Seja R = @p>oR(n) uma dlgebra de Nichols de V. Entao R =
B(V) como dlgebras de Hopf trancadas em H£YD.

(v) Seja R = ®p>0R(n) uma dlgebra de Hopf trancada graduada em
BYD com R(0) = k1 e V = R(1) = P(R). Entdo B(V) ¢ isomorfo a
uma subdlgebra de R gerada por V.

Demonstragao: (i) Escrevemos B(V) = @,>0B(V)(n) e essa é uma
4lgebra de Hopf trangada graduada em ZYD com B(V)(0) = k e
B(V)(1) 2 V. Por defini¢ao, V C P(B(V)). Mostremos que P(B(V)) C
V. Temos que P(B(V)) = ®n>0(P(B(V))NB(V)(n)) (veja [13], Exer-
cise 4.4.11).

Fixemos n > 2 e mostremos que P(B(V)) N B(V)(n) = 0. Seja
X =,/ (P(B(V)) NB(V)(n)). Entdo X é um k-subespago graduado
de T(V), pois X = m,'(P(B(V)))NT"(V) e

Dmzo((r (P(B(V) NT*(V))NT™(V)) = my, (P(B(V))) N T™(V).

Além disso, como P(B(V')) é¢ submodulo de Yetter-Drinfeld de B(V')
(Proposigao 4.3) e Ty é morfismo em #YD, segue que 7, (P(B(V))) é
um submodulo de Yetter-Drinfeld de T'(V'). Logo, X é um submoédulo
de Yetter-Drinfeld graduado de T'(V).

Seja x € X. Entao my (z) € P(B(V)). Dali,

Any(z) =myv(z) @1+ 1@ 71y (2) = (tv @7y )(z @ 1+ 1@ x).
Como 7y & um morfismo de codlgebras,
A(my (2)) = (v @ mv)A(z).
Assim,
Alz) - (z®@1+1®z) € ker(ry @my) )
= [(V)eTWV)+T(V)2 V),
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pelo Lema 1.2. Logo, A(z) € z@1+1@z+I1(V)@T(V)+T(V)®I(V),
ouseja, AX) CX@T(V)+T(V)@ X +I(V)RT(V)+T(V)RI(V).

Consideremos I =< X > +I(V) C T(V), em que < X > ¢ o ideal
gerado por X. Notemos que I C &,>2T™(V) e assim, INV = 0. Além
disso, pela Proposicio 1.13, < X > & um ideal graduado de T(V) e I(V)
também o é. Logo, I é um ideal graduado de T'(V'), pela Proposigao
1.12.

Mostremos que I é um coideal de (V). E claro que £(I) = 0, pois
I C®,>2T"(V). Sejay=> arb+z €I, emquea,beT(V),zeX
e z € I(V). Entao

[N

Aly) = 2 Alaxb) + A(2) = 3 A(a)A(z)A(d) + A(z)
C DIMeTV)XeT(V)+T(V)@X +1(V)@T(V)+
T(V)@ I(V)(T(V)@T(V)+1(V)@T(V) +T(V) @ I(V)
(<X >+I(V)® T(V)+T(V) (< X >+I(V))
)+

IRTV)+T(V)®

Como X é um submodulo de Yetter-Drinfeld de T'(V), segue que
< X > também o é, assim como I(V). Logo, I é um submodulo de
Yetter-Drinfeld de T'(V). Assim, I € & e, pela maximalidade de I(V),
segue que I C I(V).

Logo, my (X) C 7y (I) = 0. Dai, P(B(V))NB(V)(n) =ny(X) =0.
Assim, P(B(V)) = P(B(V))nka® P(B(V))NV = P(B(V))NV, donde
P(B(V)) V.

E claro que B(V) é gerada como &lgebra por V, pois T(V) o é.
Portanto, B(V') é uma algebra de Nichols de V.

(ii) Como I(V) C I(V), podemos definir 7 : B(V) — 1;5“;; por
m(z 4+ 1(V)) = 2+ I(V), para todo = € T(V). Nao ¢ dificil ver que 7
que é um morfismo sobrejetor de coédlgebras.

Além disso, 7|y € injetora, pois dado & € V tal que 7(z+1(V)) = 0,
temos que £+ I(V) = 0. Assim, 2 € I(V)NV = 0. Pelo item (i), temos
que V = P(B(V)). Usando o Teorema 1.7 (B(V') é conexa), concluimos
que 7 € injetora.

Logo, dado = € I(V), 0 = 2 + I(V) = n(z + I(V)) e como 7 é
injetora, isso implica que z 4+ I(V) = 0, ou seja, € I(V). Portanto,
I(V)=I(V).

(iii) Definimos « : T(V) — R por a(v) = v, para todo v € V,
que estendende-se de forma a ser um morfismo de algebras. Como R é
gerado como algebra por V, segue que « é sobrejetora.

Além disso, o é um morfismo de coédlgebras pois, pela Proposicao
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1.16, V = R(1) C P(R) e assim, dado v € V,
(a®@a)A(v) = (a®@a)(vel+1v) =a®)®@1+1®alv) = A(a(v)).

Também, se v = v1---v, € T*(V), em que v; € V para todo
1 €{1,--- ,n}, entdo a(v) = a(vy) - a(v,) € R(n), pois a(v;)) € V =
R(1) e R é uma algebra graduada. Isso nos diz que o é um morfismo

graduado. Portanto, o € um morfismo de algebras de Hopf graduadas,
. TV)
e entao, =

ker(a)

Notemos que ker(a) € &, pois ¢ um ideal graduado (Proposigao
1.15), um coideal e ker(a) NV = 0. Logo, ker(a) C I(V) = I(V).

Assim, estd bem definida f : R = fer(a) — B(V), que é um mor-
fismo sobrejetor de algebras de Hopf graduadas. Além disso, f|r(1) €
isomorfismo de modulos de Yetter-Drinfeld, pois R(1) = V e f(V) =
V4+I(V)=8B(V)1)=V.

(iv) Do item (iii) temos f : R — B(V) um morfismo sobrejetor de
algebras de Hopf graduadas. Como R é gerado como &algebra por V,
a multiplicacdo de R é um morfismo em £YD, f|, ¢ um morfismo em
HYD e com contas analogas as feitas na prova do item (ii) do Teorema
5.1, concluimos que f é um morfismo em gm.

Portanto, f : R — B(V) é um morfismo sobrejetor de algebras de
Hopf graduadas em ZYD.

Por hipotese, P(R) = R(1) e vimos que f|p(1) é injetora. Logo, pelo
Teorema 1.7 (R é conexa), segue que f é injetora. Portanto, R = B(V).

(v) Temos que k < V > ¢ uma algebra em ZYD. Mostremos que
Ak <V >)Ck<V>® kE<V > Sejadvv, € <V >
Entéao, como V = P(R),

AR v vn) = Y A(v1) - Avn)
= Ymn®l1+1Quv) (v, ®1+1Qv,)
€ k<V>® kE<V>.

Logo, k < V > é uma codlgebra em £YD. Mais ainda, k < V > ¢
uma bialgebra trancada em £YD, pois as aplicagoes estruturais de coal-
gebra de k < V > sao restrigoes das aplicagoes estruturais de coédlgebra
de R, que sao morfismos de édlgebras.

Para cadav € V, como A(v) =v®1+1®wv, temos que 0 = e(v)1l =
S(v)l + S(1)v, ou seja, S(v) = —v. Assim, S(k <V >)Ck <V >.
Portanto, k < V > & uma algebra de Hopf trangada em £YD.

Nao é dificil ver que

k<V >=&,>(k <V >)NR(n).
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Assim, kK < V > & uma algebra de Hopf trancada graduada em
HYD, com graduagio dada acima. Além disso,

E<V>(0)=k<V>nR(0)=kl,

E<V>01)=k<V>nNR(1)=V

Pk<V>)=V.

Logo, k <V > é uma algebra de Nichols de V' e, pelo item anterior,
E<V >x=B(V). ]

Com esse teorema, finalmente comegamos a entender o que é uma
algebra Nichols. Assim, podemos realizar o primeiro passo no método
de classificagao de algebras de Hopf pontuadas proposto em [3]. Tal
passo consiste em estudar as algebras de Nichols de um moédulo de
Yetter-Drinfeld sobre kG, em que G é o grupo dos elementos grouplike
da algebra de Hopf pontuada.
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