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RESUMO

Nesse trabalho estudamos a teoria de equivaléncia de Morita-Rieffel
para algebra de operadores por uma perspectiva geral e a aplicamos
para entender produtos cruzados para agoes de grupos compactos em
C*-éalgebras. Nés apresentamos quatro formas diferentes para especi-
ficar um contexto de equivaléncia de Morita entre C*-algebras e con-
sideramos alguns exemplos conhecidos para ilustra-la. A C*-dlgebra
produto cruzado A x,, G proveniente de um sistema dindmico (A4, G, «)
é definida como o completamento de C.(G, A) com respeito a uma
certa norma universal naturalmente associada ao sistema dinamico.
Mostramos que as representacoes do produto cruzado estao em corres-
pondéncia biunivoca com as representacoes covariantes do sistema. A
teoria de representacoes da C*-algebra produto cruzado caracateriza-a,
a menos de isomorfismo, mas é geralmente dificil de calcula-la explici-
tamente. Nosso objetivo principal, nessa direcao, é apresentar alguns
teoremas de equivaléncia de Morita que nos permitirao entender pro-
dutos cruzados a menos de equivaléncia de Morita em casos especiais.
Em particular, mostramos que o produto cruzado A x, G em que «
é acao de um grupo compacto G sobre uma C*-algebra A é Morita
equivalente & algebra de ponto fixo A® se a acdo for saturada. Apli-
camos, apds, esse contexto de equivaléncia de Morita para provar o
Teorema Simétrico de Imprimitividade para agdes saturadas de grupos
compactos que relaciona, via uma equivaléncia de Morita, os produtos
cruzados para agoes comutativas de dois grupos compactos.
Palavras-chave: Produtos cruzados; sistemas dinamicos; Morita, im-
primitividade.






ABSTRACT

In this work we study operator algebra Morita-Rieffel equivalence from
a general perspective and apply it to the understanding of crossed pro-
ducts for actions of compact groups on C*-algebras. We present four
different forms to specify a Morita equivalence context between C*-
algebras and consider some standard examples to illustrate it. The
crossed product C*-algebra A x, G attached to a dynamical system
(A,G, ) is defined as the completion of C.(G,A) with respect to a
certain universal norm naturally associated to the dynamical system.
The representations of the crossed product are shown to be in bijective
correspondence with covariant representations of the system. The re-
presentation theory of the crossed product C*-algebra characterizes it
up to isomorphism, but it is generally difficult to compute it explicitly.
Our main goal is this direction is to present some Morita equivalence
theorems that enable us to understand crossed products up to Morita
equivalence in certain special cases. In particular we show that the
crossed product A x, G for an action of a compact group G on a C*-
algebra A is Morita equivalent to the fixed point algebra A® provided
the action is saturated. We then apply this Morita equivalence context
to prove the Symmetric Imprimitivity Theorem for saturated compact
group actions which relates, via a Morita equivalence, the crossed pro-
ducts of commuting actions by two compact groups.

Keywords: Crossed products; dynamical system; Morita; imprimiti-
vity.
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1 INTRODUCAO

A teoria de produtos cruzados estéd fortemente desenvolvida em
literatura variada e foi impulsionada principalmente devido a trabalhos
de Rieffel, em meados de 1980, quando adaptou a nocao de equivaléncia
de Morita (RAEBURN; WILLIAMS, 1998) para o contexto de C*-dlgebras,
conforme se vé em artigos como (RIEFFEL, 1982). Conforme esté es-
crito nas primeiras paginas de (WILLIAMS, 2007) a teoria de produtos
cruzados é fonte de exemplos interessantes de C*-dlgebras. A grosso
modo, dado (A,G,a) um C*-sistema dindmico com G grupo local-
mente compacto, constréi-se a C*-dlgebra produto cruzado A x, G,
cujas *-representacoes estdo em correspondéncia biunivoca com as re-
presentagoes covariantes do sistema dinamico, conforme veremos mais a
frente. No caso em que A é comutativa (portanto isomorfa a Cy(X) para
algum espago Hausdorff localmente compacto X)) os sistemas dindmicos
sao aqueles obtidos a partir de uma agao de G em X. Mais ainda, acoes
de G em X correspondem bijetivamente as agoes de G em A.

H4 dois objetivos norteadores desse presente trabalho. Primeiro,
o de preencher os detalhes do Teorema 1 do artigo (CURTO; MUHLY;
WILLIAMS, 1984) (que diz que se 4Ep é bimédulo de imprimitivi-
dade e G é um grupo compacto agindo em A, B e F, entdo A x G
e B x G sado Morita Equivalentes) bem como demonstrar uma variagdo
do Teorema 2, situado no mesmo artigo, também conhecido como Te-
orema Simétrico de Imprimitividade, o qual afirma que Cy(P/K) x
H, Co(P/H) x K e Cy(P) x» H x K sdo Morita equivalentes, em que
H e K sao grupos localmente compactos agindo sobre o espago local-
mente compacto P de forma livre e prépria (e portando canonicamente
em Cy(P)) e P/H,P/K sao espagos orbitais. Em outras palavras,
este teorema é pega fundamental para o contexto de agbes de grupos
localmente compactos sobre C*-algebras abelianas. Nos, porém, opta-
mos por provar esse mesmo resultado considerando grupos compactos
apenas, e C*-dlgebras arbitrarias (ndo necessariamente comutativas).
Simplificamos por um lado, trabalhando apenas com grupos compactos,
complexificamos por outro, permitindo dlgebras nao-comutativas. Al-
cangamos o primeiro objetivo no capitulo 5, com o Teorema Simétrico
de Imprimitividade para o contexto de agoes de grupos compactos so-
bre C*-algebras, onde mostramos que se dois grupos compactos agem
de forma comutativa e saturada numa C*-algebra entao cada grupo age
na algebra de ponto fixo relativa ao outro grupo e os produtos cruzados
(provenientes dessas novas agoes) sdo Morita equivalentes. Ainda neste



16

capitulo, provamos uma variagdo simplificada do Teorema de Stone-
von Neuman (mostrando que o produto cruzado C(G) x G é isomorfo
a algebra dos operadores compactos K(L?(G)) quando G é grupo com-
pacto e a agao considerada é a usual proveniente do grupo de trans-
formacao (G, X), para G = X) e mostramos que o produto cruzado
A x, G em que « é acdo do grupo compacto G na C*-algebra A é
Morita equivalente a 4lgebra de ponto fixo A® se a acéo for saturada.
Na verdade, esse ultimo resultado foi pega fundamental para demons-
trarmos o Teorema Simétrico de Imprimitividade.

O outro objetivo é elencar outras trés maneiras de se definir equi-
valéncia de Morita além da usual, que diz que duas C*-dlgebras sao Mo-
rita equivalentes se existir 4 £ um A-B bimddulo de imprimitividade.
No capitulo 3 também descrevemos algumas das principais proprieda-
des que goza um bimédulo de imprimitividade, associando a ele uma
C*-éalgebra, chamada a algebra de ligacao do bimdédulo, que contém
todas as informagoes relevantes sobre ele. Em particular, a algebra
de ligagao determina a equivaléncia de Morita inerente ao bimddulo.
Ao longo do mesmo capitulo, enunciamos e demonstramos resultados
concernentes a produto tensorial interno de médulos de Hilbert e pré-
bimddulos de imprimitividade a fim de estudarmos a equivaléncia de
Morita e as variadas formas de se caracterizé-la.

O quarto capitulo é reservado para topicos iniciais de integragao
em grupos (principalmente localmente compactos), sistemas dindmicos
e produtos cruzados. Nao objetivamos ser detalhistas aqui. Nosso
intuito é prover ao leitor algumas propriedades e ferramentas que uti-
lizaremos para desenvolver teoremas e exemplos emocionantes. Apesar
de nao exibirmos todos os detalhes, chegamos a mostrar que o conjunto
da representagoes covariantes nao-degeneradas de um sistema dinamico
estd em correspondéncia biunfvoca com as *-representacgoes da algebra
produto cruzado a ele associada.

Ja no segundo capitulo, abordamos a teoria de médulos de Hil-
bert, apresentando sua definicao, a algebra dos operadores compac-
tos de médulos de Hilbert e a algebra dos operadores adjuntaveis de
modulos de Hilbert.
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2 MODULOS DE HILBERT

Neste capitulo definiremos o que vem a ser médulo de Hilbert,
algebra dos operadores adjuntaveis em moédulos de Hilbert e dlgebra dos
operadores compactos em médulos de Hilbert, bem como elencaremos
propriedades e exemplos notaveis a respeito da teoria.

Definigao 2.1 Sejam E um espago vetorial sobre o corpo C dos com-
plezos e A uma C*-dlgebra. E ¢é dito um A-mddulo (a direita) (e de-
notado por Ea), se existir uma aplicagio E X A — E, (x,a) — xa, tal
que, para todos x,y,z € E, a,b € A e A € C, satisfaz:

1. (za)b = z(ab);

2. Mza) = (A\z)a = z(\a);
3. x(a+b) = za+ zb;

4. (x +y)a = za+ zb.

Definicao 2.2 Seja E4 um A - mddulo a direita. E é um A-mddulo
com produto interno se existir uma aplicagdo (-,-) : ExX E — A (deno-
minada de produto interno) que, para todos v,y € E, a € A e A€ C
satisfaz:

a) (X, \y+2)a =Nz, y)a+ {(z,2)a;
b) (z,ya)a = (x,y)aa
¢) (z,y)a = (v, x)a;
d) (z,x)4 > 0;

e) (x,2)4 =0= 2 =0.

Observagao 2.3 Note que as condigoes a) e ¢) dizem que (-,-)a €
conjugado linear na primeira varidvel. De fato:

Aet+ay,z)a = (2, Az +ay)y = Mz, 2)a + (z,a9) )"
= Mz, 2)a+a*{y,2)a.

Mais ainda, como (z,y) a{z,w)a = (x,y(z,w)a) 4, Seque que

(E,E) 4 := span{{z,y)a : x,y € E}
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é um ideal (bilateral) de A. Todo A-mddulo E que satisfaz (E,E)4 = A
é dito cheio.

Observagao 2.4 Mais geralmente, se Ag C A é uma *-subdlgebra da
C*-dlgebra A, Ey um Ag-mddulo com uma aplicagdo (-,-) : Eg X Ey —
Ao que satisfaz as condigées de a) a d) da defini¢do anterior (em que
(x,z) > 0 como elemento de A) entao Ey € dito um Ag pré-mddulo
com pré-produto interno.

Exemplo 2.5 Toda C*-dlgebra A é um A-mddulo a direita com pro-
duto interno (com multiplicagao de A) e produto interno dado por

(a,b) 4 = a*b.

Que A é A-mdbdulo a direita, isso é trivial. Verifiquemos as pro-
priedades do produto interno:

(a) {a,Ab+cha =a*(Ab+c¢) = Aa*b+ a*c = X a,b)a + (a, ¢) 4;
(b) {(a,bc)a = a*(bc) = (a*b)c = (a,b) ac;
(c) (a,b) = (a*b)* = b*a = (b,a) 4;
(d

)
) {
) (
(e) ¢

A
a,ays = a*a > 0;
a=a*a=0=0=|a%a] =|a]|* = a=0.

a,a)

A seguir apresentaremos uma proposicao e um coroldrio que sdo
uteis para se verificar a continuidade de aplicacoes entre moédulos de
Hilbert e a equivaléncia de Morita em determinados contextos. Para
mais detalhes, ver primeiro capitulo de (LANCE, 1995).

Proposigao 2.6 Seja E um Ay pré-mddulo conforme a Observa¢do
2.4. Se x,y € E, entdo:

<x7y>*Ag<I7y>Ao < H<$3‘T>Ao”<y7y>z40'
Corolario 2.7 Se E é A-mdédulo com produto interno, entao
1
[#]l.a == [I[(z, z)all>

define uma norma em E tal que ||zalla < ||z||allall e ||[{z,y)al <
llzl|allylla. Se E for completo em relagao a essa norma, E serd dito
A-mddulo de Hilbert. Mais ainda, o espago

E<E3E>A = 5pan{x<yaZ>A XL, Y,z € E}

é |.|la-denso em E.
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Pelo Exemplo 2.5, temos que a norma proveniente daquele pro-
duto interno coincide com a norma inicial da C*-algebra A.

Também segue diretamente desse coroldrio, para y € F, a se-
guinte igualdade:

lyll = supyzy<1{ll{y, 2) all}, (2.1)

pois [[(y, z)all < [lyllallzlla < |lylla para todo z € E tal que ||z[|a <1,
mas (supondo y # 0), podemos escolher

_ Y _ Y
g=—2 = _Z_

Iy, w)lz vl

e temos a igualdade.

Em algumas situagoes precisamos da nocao de soma direta de
médulos de Hilbert. Dada {E;} colecao finita de A-mddulos de Hil-
bert & direita, obtemos o espago vetorial ®F; := {(z;),x; € E;}, com
operacoes de soma e multiplicacao por escalar definidas pontualmente.
Podemos, ainda, enriquecer ®F; com multiplicagao por elementos de
A e produto interno com valores em A, respectivamente, por meio de:

(i), (Wi)a = Z(%,%M- (2.2)

g

Além disso, ®F; torna-se um A-médulo de Hilbert com essas
operagoes. De fato, tomando (1) sequéncia de Cauchy em @ E;, temos,
na verdade, para cada i € {1,...,n}, uma sequéncia de Cauchy z}" em
FE;, pois vale:

n _ m||2

|l

K2

Il = il

n
< ZII v — x|

i=1

= @) - @)

Assim, 27 — z; € E;, para todo i € {1,...,n}. Agora, néo ¢
diffcil ver que (z}) — (z;).
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Tendo adentrado em diversas especificacoes dos médulos de Hil-
bert, passemos a entender as principais aplicagoes nesses espagos.

Definigao 2.8 Sejam E e F A-mddulos de Hilbert a direita. Defini-
mos o conjunto dos operadores t : E — F adjuntdveis L(E, F) como
sendo (para todos x € E,y € F);

L(E,F)={t: E— F tal que 3t'F = E, {tz,y)a = (z,t"y)a}

E possivel mostrar que no caso em que E = F, L(E):=L(E,E)
é uma C*-dlgebra, como estd feito no primeiro capitulo de (LANCE,
1995).

Definigao 2.9 Sejam E, F A-mddulos de Hilbert a direita. Definimos
o congunto dos operadores compactos K(E, F) C L(E, F) como sendo:

K(E,F)=3pan{ly,y: E — F/ 0, y(2) =2(y,2)a, v € F, y,z € E}

Proposig¢ao 2.10 Sejam T € L(E) um operador e E wm B-mddulo de
Hilbert a direita. Entio (Tz,Tx)p < ||T||*(z,2)5.

Demonstragao: Como ||T||?> — TT* > 0, segue da teoria de C*-
algebras que ||T||? — TT* = R*R, para algum R € L(E). Assim:

ITI* (@, 2)p = (T, Tz)p = |TI*(z,2)p = (=, (|T|* - R"R)z)5

Observagao 2.11 FEssa proposicao também vale para maodulos de Hil-
bert a esquerda, com as devidas alteracoes.

Proposicao 2.12 Sejam K(E,F) e K(G,F) conforme definicio an-
terior, com E,F e G A-mddulos de Hilbert o direita. Tome x € F,
yu€eF,veG,te L(E,F), s € L(F,G). Entdao valem as sequintes
tqualdades:

gz,you,v = ex(y,u),v
t0ry = Oy
Onys = Ozsmy

Em particular, K(E) é um *-ideal de L(E).

Demonstragao: Em relacao a primeira igualdade, para z € G, temos:

GJJ»ZIHU,U(Z) = 9$7y(u<va Z>) = $<y, u(v, Z>> = $<y, u> <U7 Z> = eas(y,u),v(z)'
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Em relacao a segunda, obtemos para w € F":

10,y (w) = t(x(y, w)) = t(2)(y, w) = Oy(z) y(w)

A terceira igualdade segue passos analogos aos da demonstracao
da segunda. Agora, assumindo F' = G = E, para provarmos que K (F)
é *-ideal de L(FE), basta notarmos que (6, ,)* = 6, ., pois a partir da
Defini¢ao 2.9, K(F) é fechado em relacdo a soma de seus elementos e
por meio das igualdades acima, é fechado em relagdo a multiplicacao
por elementos de L(E). Mas, tomando z,w € E, obtemos a simples
constatacao:

(00,y(2), w) = (2{y, 2), w) = (z,y){x, w) = (z,y(z,w)) = (2,04 . (w))
Assim, K(F) é de fato um *-ideal de L(FE).
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3 EQUIVALENCIA DE MORITA

Nesse capitulo apresentaremos, pelo menos, quatro formas de
se definir a equivaléncia de Morita no contexto de C*-algebras. Para
isso, precisaremos conceituar bimodulos de imprimitividade, algebra de
ligagao e produto tensorial interno entre médulos de Hilbert. No final
do capitulo explicitaremos algumas C*-dlgebras Morita equivalentes.
Para mais detalhes, ver (LANCE, 1995) e (RAEBURN; WILLIAMS, 1998).

Definigao 3.1 Sejam E espago vetorial complexo e A, B C*-dlgebras.
E ¢ dito um A-B-bimddulo de imprimitividade (e denotado por sEg)
se aFE e Ep forem mddulos de Hilbert tais que

1. oF e Ep sdo cheios;

2. (Compatibilidade) a{x,y)z = z(y,2)p, V2,y,2 € E

Exemplo 3.2 Toda C*-dlgebra A é um A — A bimddulo de imprimiti-
vidade com multiplicagao (& direita e & esquerda) herdada da estrutura
algébrica de A e produtos internos definidos por:

ala,b) := ab*
(a,by4 :==a™d

Teorema 3.3 Todo 4Ep bimddulo de imprimitividade satisfaz
(Ve,y e E;a€ A):

a) (ax,y)p = (z,a"y)p e (xb,y)p = (x,yb")B;

b) (ax)b = a(zb);

¢) Existe um isomorfismo ¢ : A — Kg(F) tal que ¢(a)x = ax;
d) (az,az)p < ||la]|*(z,z)p e a(wb,xb) < [Ib% (2, z);

e) |[zlla = [lz]5-

Demonstragao:

a) Note primeiramente que z{az,y)p = z{x,a*y) g, pois

2az,y)p = Az, ax)y = a(z,x)a’y = 2(z,a"y) B,
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devido 2. da Defini¢do 3.1. Assim, para todos z,y,z,w € Fea € A,
temos:

<’LU, Z>B<G.’IJ7 y>B = <’LU, Z>B<l‘7 a‘*y>B-
Agora, pela condigdo 1 da Definigdo 3.1, segue que:
blax,y)p = blz,a*y)p

para todo b € B. Como todas as C'*-algebras tém unidade apro-

ximada, segue que {(az,y)p = (z,a*y)p. As contas para A sdo
andlogas.
Fixe y € A. Tome a € A e b € B. Pelo que acabamos de fazer,

temos:

a{(az)b, y) = afaz,by) = aa(xb,y) = ala(xb),y).

Como y é genérico, segue que (ax)b = a(xd).

Para fins dessa demonstragao, estamos interpretando £ como um B-
modulo de Hilbert & direita. Para cada a € A, defina p(a) : E — FE
por z — ax. Pelo item a) e Defini¢do 2.8, temos que ¢(a) é operador

linear adjuntdvel, cujo adjunto é ¢(a*). Mais ainda, a seguinte
férmula:

p:A— L(E)
a— ¢(a)
define um *-homomorfismo injetivo entre C*-dlgebras tal que p(A) =

K(E). A verificagdo de que ¢ define um *-homomorfismo é imedi-
ata. Mostremos a injetividade de ¢ e que ¢(A) = K(E).

Injetividade:

pla) =0=a(a(z,y) =0,Vz,ye E=aAd=0=0a=0.

Agora, tome z,y € E. Assim,

plalz,9))(2) = alz,y)z = 2(y, 2) B = Ou ().

Portanto, pela Definicao 2.9 e pelo fato de todo *-homomorfismo
entre C*-algebras ter como imagem um subespago vetorial fechado,
temos K (E) C p(A).
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Por outro lado, fixe a € A. Como E é A-médulo cheio, podemos
escrever a como um limite de sequéncia em 4(F, E), digamos a =

lim; 307 (al@ij, yiz)). Assim:
@(a) = <llmj Z Ilj,ylj > = llm] Z QO 1'7‘% Yij ))

Mmj Z gzi_ivyij € K(E)
=1

Portanto, ¢(A) = K(FE).

d) Por meio do isomorfismo acima, podemos ver a € K4 (F). Assim,
pela Proposigao 2.10, é imediato que {(az,az)p < ||la||*(z,z)5.

e) Fixado = € E, temos

lzlly = Jate,2)alz,2)| = || alalz,z)z, )|
= || ale((z,2)p)%, 2((z,2)5)%))|
< alBllz)

Portanto ||z]|a < ||z||p. Analogamente, ||z||p < [|z||a. E assim,
[2]la = [l 5-

Observagao 3.4 Mais geralmente, basta que E seja A — B bimddulo
com produto interno satisfazendo o item d) para que satisfaca também
o item e). A wverificacio para isso é inteiramente idéntica aquela feita
para o caso de s Epg ser bimddulo de imprimitividade.

Observagao 3.5 Todo B-modulo de Hilbert cheio a direita Eg € um
K (E)-B bimddulo de imprimitividade, com produto t.x = t(x) e produto
interno g (py(x,y) = Oz, para todos v,y € E et € K(E).

De fato, temos:
oty (W) = (N2 + 1) (2, 0) = My (W) + 6,2 ()
s () = Bz (2) (5, 0) = (2, 2y, 1) = B2 ()
(03,4)* = 0y, (Proposicao 2.12);

a

6
b) 6

C

)
)
)
d)

Para verificar essa propriedade, vamos usar a seguinte caracterizagao,
que é o Lema 2.28 de (RAEBURN; WILLIAMS, 1998):

TeLE),T>0& (Tx,z)p >0,Vx € E.
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Esse lema ¢é valido também para moédulos a esquerda.

Voltando para a demonstracao, fixe x € E. Entao:

<8E,I(y)a y> = <l’<1’, y>a y> = <£L’, y>*<xa y> Z 07
para todo y € E.
e) 0y, =0= z(x,y) = 0,Vy. Segue entdo que:

Iz, 21> = [z (z, ), @)l = 0.

Portanto, x = 0.

E imediato que kp(B)E ¢ cheio. A condi¢do b) da Definigao 3.1 segue
assim:
K(B) (T, 9)(2) =0, 4(2) = 2(y, 2) B

Observagao 3.6 Se sEp ¢ A-B bimddulo de imprimitividade e se
A =2 A e B 2 B (isomorfismos entre C*-dlgebras) entdo aEp
também é A’-B’ bimddulo de imprimitividade com respeito a estrutura
induzida pelos isomorfismos, ou seja, se pa : A — A" e g : B — B’
forem os isomorfismos, as operacoes ficam definidas por:

adr = ¢, (d)z,
b =z V),
alz,y) = palalz,y)),
(,y)p = vp({(z,9)B)

Proposigao 3.7 Se 4Ep é A-B bimddulo de imprimitividade, pode-
mos definir o sequinte B-A bimddulo de imprimitividade:
pEA = {i,z € E},

cujas operacoes e produto interno sdo definidos a sequir, para todos
ANeC,z,ye E,a€ A, be B:

—

T+y=x+y; )\izj\z; Ta = a*x; bT = xb*;

<‘i"g>A —=A (ac,y>; B<i‘7g> = <l‘,y>B

Demonstragao: _
Vamos mostrar que E é B-médulo a esquerda. De fato:

—~—

B</\a~2+:lj,2> = B(J\x+y,2> = <z,)\x—|—y>3
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= )\<Z,$>B+<Z7y>B :)\(B<i'72>)+(3<y32>)7

2. p(bi, ) =p (0%, §) = (ab",y)p = bz, y)p = b(5 (7, 1)),
3. (&) = (,9)5 = (. 2) =5 (5,2),

4. p(z,z) = (z,2)p > 0,

5 plz,2)=0= (r,1)p=0=2=0= 7 =0.

A verificagao para ENA segue o mesmo padrao. Nao é dificil,
também, provar que gE e F4 sao cheios. Falta mostrar a condigao 2
da Definicao 3.1. Esta se verifica como segue:

é<fag>2 = Z(B<g’i,>) = Z<yax>B = (A<Zvy>)m = (<275>A)x = i'<gv§>A

Apresentaremos agora uma nova C*-algebra, denominada algebra
de ligagao, que dentre outras utilidades, auxilia na verificacao de possiveis
equivaléncias de Morita, como veremos adiante. Mais detalhes po-
derdo ser encontrados em (ECHTERHOFF, 2006) e (RAEBURN; WILLI-
AMS, 1998).

Definicao 3.8 Seja 4Ep um A-B bimddulo de imprimitividade. A
dlgebra de ligacao de E e sua estrutura algébrica sdo dadas por:

A FE
E(E):{(g Z)/aeA,beB,x,yeE}:(E B>;
a x\ AN a+a z+2a
gob) g V) \yty b+t )

a x\ (d 2\ [(ad + alz,y) axr’ + xb’
g o) \y V) \ gd+by  (ya)p+b)

Teorema 3.9 L(E) é uma C*dlgebra com involugdo e norma dadas,

respectivamente, por:
a x\°_ [a* y
i) =02

G

TN
<

x p—
bl = suPiGai<
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(<yilj>; ich> H

Observagao 3.10 Note que nas igualdades acima,

= SUP|(z2)lI<1

(az + zc, {y, z) B + bc)

€ um elemento de E @& B. Assim, sua norma serd sempre calculada
tendo em vista a equagao 2.2.

Demonstragao: Nao é dificil ver que a soma estd bem definida. Ha-
veria certa dificuldade, talvez, em se mostrar que a multiplicacao é
associativa e distribui na soma. Mostraremos apenas a propriedade
distributiva, pois a associatividade decorre de calculos similares:

al/ 1,// a T a/ ‘,L_/
G ) (G 3) G o))
a//(a+a/)+A<x//,y+y/> al/(x+1,/)+x//<b+b/)
Y+ d)Hy Yy ) U b+ Y)
a”a+A<x”,y> CL//Jj_i_aj//b +
y'a+V'y (Y’ ) +0"(b)
+ a//a/ + A<x”, y/> allx/ + xllb/
y//a/ + b//y/ <y//’ x/>B + bl/b/
a// x// a T CL// x// a/ x/
= y7/ % g b + y7/ B! y~/ B
Para provarmos que a norma estd bem definida, que a involugao é
invariante pela norma e que vale o C*-axioma, mostraremos que existe
um *-homomorfismo natural ¢ : L(E) — L(E @& B) isométrico, por
meio do teorema a seguir.
Teorema 3.11 L(E) é C*-subdlgebra de L(E ® B) tal que E é A-B

bimodulo de imprimitividade e para todos a € A,b € B e z,y € F,
satisfaz:

maz{|lall, |z, [yl s, I6][} <

a T
(6 5] = vl + el + s + o

Demonstragao: Definimos o *-homomorfismo ¢ como aquele que leva
cada matriz de L(E) ao respectivo operador de L(E & B), ou seja:

o5 2) (- (W5at)
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Os seguintes célculos mostram que ¢ estd bem definido e que é
um *-homomorfismo entre C*-dlgebras (omitiremos apenas os cdlculos
que comprovam que @ é linear por terem praticamente o mesmo grau
de dificuldade dos que mostram que ¢ é multiplicativo):

a) (¢ bem definido)

o5 o) )+ ()]
= (s ()

B a(Az 4+ 2'V) + x(Ae + V)
T \(y, Az + 2By g + b(Ac+ V)

= <<yfl§>; gfbc) * (<y?§5>£ idbf') g
w5 ) () 7))
b) (¢ preserva adjuntos)
6690,
- (w5 5) (),

(az +zc, 2y + ((y,2) B + be)*c
(a,2")p + (xe, 2 ) + ((2,9) B + c70")
(

(

z2,a*2 Vg + (z,y)pc + " (x,2") g + c*b*
z,a*2 +yd)p + c*((x,2) g + b*c)

()= 2) (),
¢) (p é multiplicativo)
L DE N0
= (S ) ()

_ ad'z + Az, Y'Yz + ax’c + xb'c
— \(d"y+ b, 2+ (y, ) pe+ b e
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B aad'z +ax’'c+x(y,2)p +xblc
T \(y,dz+2'c)p+ by, 2)p + bbc

oG 3G Wl C)

Provemos agora que ¢ € injetivo:

a x az + xc
~ = — E B
<p<y b) 0:><<y,z>3+bc) 0,Vze E,ce

Assim, para todos z € F, ¢ € B temos:

az = 0 (3.1)
xzc = 0 (3.2)
(y.2)p = 0 (3.3)
be = 0. (3.4)

Escolhendo z = y, pela igualdade 3.3 acima, segue que y = 0.
Também de forma direta, tomando ¢ = b*, tem-se b = 0 pela igualdade
3.4.

Agora, segue da equagio 3.1 que a(4(z,w)) = 0 para todos z,w €
E. Como 2 FE é A-médulo cheio, temos aa’ = 0 para qualquer o’ € A.
Tomando a’ = a*, conclui-se que a = 0.

Para vermos que z = 0, tome {e;} unidade aproximada para
B. Pela igualdade 3.2, xze; = 0 para todo i. Mas, note que xe; — x.
Portanto x = 0 e, de fato, ¢ é injetivo. Mais ainda, ¢ é isométrico, por
se tratar de *-homomorfismo injetivo entre C*-dlgebras.

Finalmente, demonstremos as desigualdades envolvendo normas.
Para a desigualdade da esquerda, note que:

a xT\| _ az—i—xc
g b = SUP||(z,0)|I<1 5 +be

az
SUPINEONSL |\ (y, 2) g

v

> sup|z||<1llaz||
= [lall
A igualdade ||a|| = supj.|<1llaz| segue do item c) do Teorema

3.3.
Analogamente, teremos:

a T
H (ﬂ b) H 2 supjej<tllze] = ] (3.5)
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a x .
13 )|z somaciton el =1l (3:6)
a x
15 5|2 smencstoel = o (37)
Na equagdo 3.5, vale que ||z| = supj<1llzc|| pois |lzc| < [z

para todo ||c|| < 1 e como B tem unidade aproximada, ndo é dificil ver
que ||ze;|| — ||z||. Portanto a igualdade é vélida.

Na equacao 3.6, a igualdade ||(y,z)p| = ||g|| foi provada na
explicagao que estd logo abaixo do Corolario 2.7. Precisava-se ainda
verificar que ||7]| = ||y||, mas isso é consequéncia imediata da definigdo

de E na Proposicao 3.7.

J& a veracidade da igualdade supjcj<1||bc|| = ||b]| decorre do fato
de que toda C*-dlgebra possui unidade aproximada.

Provemos agora a desigualdade da direita. Primeiramente note

(6 o) =l (33)
(0 §)]=teto (39)
(5 o) = tts (3.10)
(o 3] = )

Mostraremos apenas a igualdade 3.10. Para demonstrar as ou-
tras, basta seguir praticamente os mesmos passos. Assim:

0 0\ _
g 0 = SUP||(z,0)|I<1

Porém, seja z € E tal que existe ¢ € B que satisfaz: [|(z,¢)| < 1.
Claro que [|z]| < 1 nesse caso. Mais ainda:

que:

, 2
(57| = swmarcalitv 10 = e

H(@’?B) H =y, 2) Il < llyll 5- (3.13)

Portanto, as sentencas 3.12 e 3.13 implicam a igualdade 3.10.
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Definigcao 3.12 Sejam A e B C*-dlgebras. A é Morita equivalente a
B se existe um A-B bimddulo de imprimitividade sEpg. Neste caso
escreve-se: A~y B

Nosso objetivo agora é demonstrar que a equivaléncia de Morita
é de fato uma relagao de equivaléncia. Para tal, precisaremos ainda
da nocao de produto tensorial interno entre médulos de Hilbert, teoria
sobre a qual desenvolveremos um pouco a partir de agora, iniciando
com a nogao de pré-bimoédulo de imprimitividade.

Defini¢ao 3.13 Sejam A e B C*-dlgebras, A9 C A, By C B *
subdlgebras densas. Um Ag-By pré-bimddulo de imprimitividade € um
espago vetorial Ey que € um Ag-By bimddulo satisfazendo:

1. Ey € um Ag pré-mddulo com pré-produto interno e um By pré-
mddulo com pré-produto interno (conforme Observagdio 2.4);

2. a,(Eo, Ep) e (Eg, Eo)p, sdo ideais densos em A e B respectiva-
mente;

3. Para todos a € Ag, b € By e x € Ey, valem
(ax,a2)p, < |lal*(z,2)B, € a,(xb,xb) < [[b]|* 4, (2, 2);

4. Para todos x,y,z € Ey, vale a,{x,y)z = x(y,2)B,-
Proposicao 3.14 Seja Ey conforme definicao anterior. Entao

2117 = lao (@, 2| = 11z, @) 5, | = 2, -

Demonstragao: Basta repetir os mesmos cdlculos do item e) do Teo-
rema 3.3. O

As duas proposigoes que seguem sao relativas ao completamento
de moédulos de Hilbert. Na primeira proposigao, descreveremos como
ocorre o completamento de um pré-moédulo de com pré-produto interno
a direita apenas, enquanto que na segunda detalharemos como se com-
pleta um pré-bimédulo de imprimitividade, levando em consideracao
suas estruturas de médulo a esquerda e a direita.

Proposigao 3.15 Suponha que Ag seja uma *-subdlgebra densa da C*-
dlgebra A e Ey um Ay pré-mddulo a direita com pré-produto interno.
Entao existem um A-mddulo de Hilbert E e wm homomorfismo q :
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Ey — E entre Ay mddulos (isto é, q é linear e q(xza) = g(x)a, para todos
x € Ey ea € Ap) tal que q(Ep) € denso em E e (q(x),q(y))a = (,y) 4 -
Denotamos por E o completamento de Ejy.

Demonstragao:

Sejam N = {z € Ey : (x,x)4, = 0} e ¢ : Ey — Ey/N o mapea-
mento quociente. Pelo Coroldrio 2.7, temos que (z,y) 4, = 0 = (¥, T) 4,
sempre que y € FEg e x € N. Portanto N é na verdade um Ag
submédulo de Ey e faz sentido construirmos Ey/N. Mais ainda, as
seguintes férmulas (estdo bem definidas e) fazem de Ep/N um Ap-
médulo com produto interno:

(q(z),q(W))a = (z,9) 4, € q(x)a = q(za), Y,y € Eo,a € Ap.

Pelo Corolério 2.7, temos que |¢(z)|| = ||(z,#)||2 define uma

norma em Fy/N e podemos tomar o completamento correspondente,

denotando Ey/N 4 =: E. O produto interno pode ser estendido a
E simplesmente por (z,y) 4 := limy,(q(xn), ¢(yn)) 4 em que q(z,) — z
e q(yn) — y. Nao é dificil ver que o produto interno assim definido
independe, da fato, das sequéncias convergentes escolhidas. Todas as
propriedades de produto interno sao trivialmente verificadas, exceto a
relacionada com positividade.

O Teorema 3.4.3 de (MURPHY, 1990) diz que um elemento auto-
adjunto a € C, em que C é uma C*-algebra, é positivo se e somente se
(a) > 0 para todo funcional linear postivo de C. Ainda por (MURPHY,
1990), mais especificamente pelo Teorema 3.3.1, todo funcional linear
positivo de uma C*-dlgebra é continuo. Levando em conta esses teore-
mas, sejam ¢ funcional positivo de A e x € F qualquer. Se q(x,) — x,
x, € Fy, entao:

e((z, 7)) = p(lim{q(zys), q(zn))) = limp({g(zn), q(zn)) =0

Finalmente, se tivermos (x,z)4 = 0, isso quer dizer que existe
sequéncia g(z,) — = com ||g(z,)|| — 0. Portanto ¢(z,,) — 0 e devemos
ter x = 0, completando a demonstragao. [J

Proposigao 3.16 Sejam A e B C*-dlgebras e A9 C A, By C B *
subdlgebras densas. Se Eqy for um Ag-Bgy pré-bimddulo de imprimi-
tividade, entao existe um A-B bimddulo de imprimitividade E e um
homomorfismo entre bimddulos q : Ey — E (q € uma transformagao
linear tal que g(axb) = aq(x)b, para todos x € Ey, a € Ag e b € By) tal
que q(Fo) € denso em E e ainda

(0(2),q(y)) B = (2, ¥) B, € 4(q(2),q(y)) = a,(z,Yy)
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para todos x,y € Fy.

Demonstragao:
Pela Proposigao 3.14, as normas || - |4 e || - ||p coincidem em
Ey. Assim, o completamento E de (Ey,| - ||z) é simultaneamente A

médulo de Hilbert cheio e B médulo de Hilbert cheio pela Proposicao
3.15. Note que aqui nao ha problema algum em se definir, usando a
mesma notagao da Proposigao 3.15,
aq(z) := q(az) e q(x)b = q(xb)

para todos a € Ag, b € By e x € Ey. Note ainda que pelo fato
das normas relativas A e B coincidirem, o N (também definido na
proposicao mencionada) é o mesmo, levando em consideragao o A ou o
B. Por isso E estd bem definido.

Agora, como o segundo item da Defini¢ao 3.1 e o item e) do Teo-

rema 3.3 valem para Fj, eles continuam valendo para o completamento,
o que garante que E é um bimédulo de imprimitividade. [

Tendo em maos a teoria de completamento de médulos de Hil-
bert, abordaremos o produto tensorial algébrico entre os médulos de
Hilbert E e F' (na verdade precisaremos apenas da estrutra vetorial de
ambos nesse nivel) para definirmos o que vem a ser produto tensorial
interno entre eles (aqui sim entra em cheio o fato de serem mddulos
de Hilbert, ndo apenas espacos vetoriais) e entdo passaremos para o
fechamento dessa nova estrutura.

Definigao 3.17 Sejam B e C' C*-dlgebras, Ep e Fo mddulos de Hil-
bert e ¢ : B — L(F) um *-homomorfismo. Denote por E Qqq F 0
produto tensorial algébrico entre E e F. Definimos o produto tensorial
interno (relativo a ) E ®, F como sendo o espaco quociente

E®y, F = (EQqg F)/N,

em que N = span{zb @y —x® ¢(b)(y) :x € E,y € F,b € B}.

Observagao 3.18 No caso em que ¢ = Ip na definicio acima, ou
seja, em que F' € um B-modulo a esquerda, denotaremos

EGo,F=FEGpF.

Proposicao 3.19 O produto tensorial interno acima definido é um C-
mddulo com produto interno dado por

(@ y, 2’ @9 = (W e((z,2")B)Y ).
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Demonstragao:

Que E ©, F' é C-moédulo a direita, isso segue do fato de F' o
ser. Para muni-lo de um produto interno, procederemos da seguinte
maneira: faremos os cédlculos das propriedades de semi-produto interno
para o produto tensorial algébrico entre E e F' e depois constaremos
que N' := span{z € E ®qq4 F : (2,2)c = 0} = N para mostrarmos
que nossa férmula define um produto interno avaliado em C no nivel
do produto tensorial interno.

Fixe + € F e y € F. Note primeiramente que a aplicagao
ExF = C, (@)~ (y,o({x,2")g)y')c é bilinear. Portanto, existe
unica aplicac@o linear L, , : E ®qq F — C, tal que L, (2’ @ y') =
(y, p((z,2")B)y')c. Defina a aplicagio L; , por L;  (a) = (L y(a))*
Tal fungao pertence ao espago vetorial C'L das transformagoes conjugado-
lineares de E ®alg F em C. Mais ainda, a aplicaggo £ x F — CL,
(z,y) = L;, ¢é bilinear. Portanto, novamente, existe tinica trans-
formagdo linear L* : E®qy F' — CL tal que L*(r®y) = L} ,. Podemos
entdo definir (o, f) = (L*(a)(B))*, para todos o, f € E Qqig F, € essa
é justamente a férmula que consta na hipdtese.

A verificagao de que temos um semi-produto interno em £ ®q4 F'
é trivial, exceto pela condi¢ao de positividade. Tome v = Y"1 | z; ®
y;. Portanto (a,a)c = (Y, o™ (X)Y)¢, em que Y = (y1,...,yn) €
Fm, X é a matriz ((z;,z;)) € M,(B). Estamos interpretando aqui
©™(X) como o operador em L (F™) representado pela matriz n x n
(¢({xi,z;))) e trabalhando com o produto interno usual no cartesiano
de médulos de Hilbert. Como todo *-homomorfismo entre C*-algebras
é completamente positivo e X é matriz positiva (ver Lema 2.65 de (RA-
EBURN; WILLIAMS, 1998)), segue que ¢(™(X) é um operador positivo
e, pelo item d) da Observagao 3.5, conseguimos (o, a)c > 0.

Vamos agora provar que N = N’. Tome xb@y—z®¢(b)(y) € N.
Assim:

(xb@y—2® D) (y),zb @y —z @ o(b)(y)) =
= (2bRy,zbRy) — bRy, p(b)(y)) +
—(z®@p(d)(y), 2b @ y) + (@ p(b)(y), r @ ¢(b)(y)) =
= (p((zb,zb))y,y) — (p({z,2b))y, p(b)y) +
—(p({zb, ))p(b)y, y) + (¢ ((z, 2))p(b)y, ¢(b)y) = 0.

Isso garante que N C N’. Agora, devemos mostrar a outra
inclusdo. Para tal verificagdo usaremos (sem demonstrar) o Lema 4.4
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do livro (LANCE, 1995) que diz que se Ep é um mdédulo de Hilbert,
x € E et é um numero real do intervalo (0, 1), entdo existe w € E tal
que z = w|z|t.

Sejaa € N', a =" x; ®y,;. Sabemos que

(o, )0 = (Y, ™ (X)Y) =0.

Considere o operador T = (™ (X). E claro que T2Y = T3iY =
0. Podemos agora olhar E™ como um M, (B)- mddulo de Hilbert e
nesse caso |z| = X2, em que & = (21,...,2,). Pelo Lema 4.4 do livro
(LANCE, 1995), existe w € E™ tal que wX 1 = z. Escrevendo ¢;j para os
elementos da matriz X 7, ficamos com T'5 = cp(”)(Xi) e portanto T'% é
amatriz de elementos (¢(c;;)). Portantoz; =, wicij e 325 ¢(cijy;) =
0. Assim, obtemos:

a=> 2@y =Y wiei; @y; = Y (wicy Dy; — w; @ p(cij)y;)-
J ij ij

Conclui-se entao que N’ C N e assim N’ = N. Pela Defini¢ao 3.17, mu-
nimos, de fato, F®, F' com um produto interno. O seu completamento
(denotado por E ®, F) é um C-médulo de Hilbert. (I

Proposigao 3.20 Suponha que A e B sejam C*-dlgebras e que E seja
um A-B bimddulo com produtos internos satisfazendo a sequnda e a
quarta condi¢des da Definicao 3.13. E serd um A-B pré-bimddulo de
imprimitividade se satisfizer, para todos a € A, be B ex,y € E

<a$>y>3 = <.’17,Cb*y>B e A<$b,y> —A (x,yb*)

Demonstracao: Considere a unitizacao de A,
A:={a+ X :XecC,ac A}

F se torna um A-médulo & esquerda com produto interno com a acao de
A sendo dada por (a+Al)z = ax+ Az e produto interno permanecendo
o mesmo. Note agora que continua valendo:
((a+ Az, y)p = (z,a"y)p + (z,\y) 5 = (z,(a + A1)"y) 5.

Mais ainda, seja ¢ € A um elemento positivo. Entdo ¢ = d*d
para algum d € A ¢ assim: (z, cx)p = (dz,dz)p > 0

Mas ||a]|?1 — a*a é um elemento positivo de A. Assim:
lal*(z, 2) 5 — {az, az)p = (2, ([a]*1 - a*a)zx) 5 > 0.

Um argumento similar é suficiente para o produto interno em A.
Portanto, F é um pré-bimoédulo de imprimitividade. [J
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Proposigao 3.21 Sejam A, B e C C*-dlgebras, AEp e pF¢ bimddulos
de imprimitividade, x,2' € E e y,y € F. Entio Z = FE O F ¢ um
A-C bimddulo e hd unicos produtos internos avaliados em A e C, res-
pectivamente dados por:

<$ ®B yax/ ®B yl>C = <ya <Jf, 33/>BZ/>C;
Az ®py, 2’ ®@pY') = alz, 25, y)).

O completamento de Z (denotado por EQp F') sequndo a norma
proveniente do produto interno a valores em C serd um A-C bimddulo
de imprimitividade.

Demonstragao:

A Proposicao 3.19 acima economizou-nos certo trabalho, pois
por ela, temos que Z é C-médulo com produto interno e os mesmos
argumentos servem para o contexto de A & esquerda. Pelo Corolario 2.7

e sabendo que (E,E)g = B e g(F,F) = B, as defini¢ées de produtos
internos em A e C claramente nos dizem que 4(Z,Z) e (Z,Z)¢c sao
densos em A e C respectivamente.

Nosso objetivo é caracterizar Z de acordo com a Definigao 3.13.
Para tal, considere a seguinte constatagao:

(z@py)(z@pw, 2 @puw)c = (r@py){(,2)w,w)c
= z@py(((+,2)w,w')c)

z®p ((y, (¢, 2)w)w’)

z(z(w,y), 2" g @p w

= al@, 2(5(w,y))(z' @ w')

= Az ®py,z@pw)(z @pw).

Até aqui verificamos as propriedades 1, 2 e 4 da Definigao 3.13
para Z. Para a propriedade 3, note que:

(ax QB Y,2 OB U}>C = <<Z7 G,.’L‘>y,w>c = <<G*Z,J3>y, w>C
= (z®py,a"z2Rpw)c.

Segue da Proposicao 3.20 que Z é um A-C' pré-bimédulo de im-
primitividade e que as normas (provenientes de A e C') coincidem. Sem
mais delongas, basta tomar o completamento de Z em relagao a C*-
algebra C' (denotado por E ®p F) que obtemos um A-C' bimédulo de
imprimitividade, segundo a Proposicao 3.16. [

Proposicao 3.22 Fquivaléncia de Morita é uma relacdo de equivaléncia.
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Demonstragao:

Com o trabalho desenvolvido até aqui, basta-nos reunir os resul-
tados pertinentes. A equivaléncia de Morita é reflexiva pois dada uma
C*-algebra A, é claro que A é A-A bimédulo de imprimitividade.

Em relagao a propriedade simétrica, se 4Ep ¢ bimédulo de im-
primitividade, entao o adjunto de E, E, segundo a Proposicao 3.7, é
um B-A bimdédulo de imprimitividade. Ja a propriedade transitiva é
obtida diretamente da proposicao acima. [

Nosso préximo passo é mostrar um dos resultados mais impor-
tantes desse trabalho. Importante por representar a realizacao de
um dos objetivos propostos: o de elencar outras possiveis defini¢bes
para equivaléncia de Morita. Para tal intento, precisaremos conceituar
algebra dos multiplicadores. Faremos isso de forma simples e direta.
Assim como (LANCE, 1995), dada uma C*-dlgebra A definiremos a
algebra dos multiplicadores de A como sendo a C*-ilgebra dos opera-
dores adjuntaveis L(A), em que A é vista como um A-médulo de Hil-
bert & direita. Usaremos a notacdo M (A) := L(A) para nos referirmos
a algebra dos multiplicadores de A, ja que tal notacao é bastante difun-
dida na literatura, conforme vemos em (RAEBURN; WILLIAMS, 1998) e
(LANCE, 1995), por exemplo. Ainda por (LANCE, 1995), temos que A é
isomorfa a dlgebra dos operadores compactos K(A) C M(A) e portanto
é um ideal de M (A).

Proposigao 3.23 Sejam A e B C*-dlgebras. Sao equivalentes:
1. A ~ M B;
2. Existe Eg B-mddulo de Hilbert cheio tal que A = Kg(E);

3. Existe C*-dlgebra C que contém um subespago fechado E tal que
B' =spanE*E = B, A’ =spanEE* 2 A, AE CFE e EB' C E;

4. Ezistem uma C*-dlgebra L e p,q € M(L) proje¢oes complemen-
tares tais que span(LpL) = span(LqL) = L, pLp = A eqLq = B.

Demonstragao:

Seguiremos a seguinte sequéncia: 2) = 1) = 4) = 3) = 1) = 2).

2)=1)

Suponha que exista Fp B-médulo de Hilbert cheio tal que A =2
KB(E). Pela Observacio 3.5, g, (g)Ep é bimédulo de imprimitividade.
Agora, pela Observagao 3.6, 4 Eg é bimédulo de imprimitividade, como
desejado.
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1) =4)

Suponha que exista 4Ep bimddulo de imprimitividade. Con-
sidere a dlgebra de ligagdo de E, L(E) — L(E @ B) e sejam p,q €
M(L(FE)) definidos como segue:

G360 6o
(-0 (D=0

Vamos mostrar que, de fato, podemos escolher L = L(E). Mos-
tremos primeiramente que span(LpL) = L. Tome a € A e x,y € E.
Considere ainda {e;} unidade aproximada para A e os seguintes célculos
envolvendo esses elementos:

Gl (5 )53

G 9B D)6 D)) oo

G o) (6 o) o) (o) o
(076 0)=0 was) @

Sendo E B-mdédulo cheio e ainda fe; = e;y, pelas sentencas

acima segue que:

(500000 Y cmmum

para todos z,y € E,a € A e b € B. Portanto L = span(LpL). Ana-
logamente, L = span(LqL). Falta-nos apenas mostrar que A = pLp
e B = qLg. Mas isso é trivial e segue diretamente dessas duas cons-

tatacoes:
a xz\  (fa xz\  f(a 0) a xz\ (00
Plg »)P7\o o/P7\o o) \g )97 \o b)"

4) = 3)
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Suponha que valha o item 4. Escolha C = L e E = pLq. Nao
é dificil ver que E define um subespago vetorial fechado de C. Mais
ainda, temos:

B’ =spanE*E = span(qLppLq) = span(qLpLq) = qLq = B,

A" =spanEE* = span(pLqqLp) = span(pLqLp) = pLp = A.

Para finalizar essa parte, como pLppLq C pLq e pLqqLq C pLq,
garantimos, respectivamente, que A’F C F e EB' C E.

3)=1)

Suponha que valha o item 3. Vamos provar que o subespago
fechado £ C C' é um A-B bimddulo de imprimitividade. Sejam A’ ¢ B’
as " cépias” respectivas de A e B contidas em C. As condigoes A’E C E
e EB’' C F dizem-nos que E é A’ médulo a esquerda e um B’ mddulo
a direita com a multiplicacao herdada de C.

J& vimos (Exemplo 2.5) que dados =,y € E, (z,y)p = z*y de-
fine um produto interno avaliado em B’. Analogamente, 4(z,y) := zy*
define um produto interno avaliado em A’. Obviamente, as condigoes
span(E*E) = B’ e span(EE*) = A’ garantem-nos que E é cheio (visto
tanto como A’-mddulo quanto como B’-mdédulo). Finalmente, o item
b) da Defini¢ao 3.1 segue por meior do simples célculo:

Alr,y)z = 2y*z = 2(y, 2) B

1) = 2)

Seja 4 Ep A-B bimdédulo de imprimitividade. Pelo Teorema 3.3,
existe ¢ : A — Kp(F) isomorfismo entre C*-algebras, o que finaliza a
demonstracao. [

Encerraremos o presente capitulo com dois exemplos que ilus-
tram uma classe importante de C*-algebras Morita equivalentes.

Exemplo 3.24 Sejam A C*-dlgebra e m,n numeros naturais. Entao
M, (A) ~p My, (A).

Considere o espago vetorial E = M, x,(A). Vamos muni-lo com
uma estrutura de M,-mdédulo de Hilbert cheio a direita. Para a,b € E
e c € My(A), sendo

aixz - Qlin bin -+ b

am1 e Amn bml e bmn
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FE se torna M,, moédulo a direita com produto interno por meio da
multiplicagdo usual de matrizes (note que o produto ac é uma matriz
de ordem m x n e portanto um elemento de E) e da aplicacao {(, )
E x E — M,(A) dada por:

_—

aly - ah, biy - by,
T . .
<aab>Mn(A) =a'b= : :
ai, Arn bin1 bmn

Como a multliplicagao usual de matrizes é bem comportada, nao
¢ dificil ver que E é M, (A) médulo & direita, a aplicagao (,)as, (a)
é linear na segunda varidvel, conjugada-linear na primeira e ainda
(a,bc)ar, ay = ({a,b) a1, (a))c. Agora:

*

Tl e '7;7]1 all ... a/ln
"
((bya)rr,a))" =

r bE mi - G

m * m * *
Zi:l bhain - Zi:l b @in

m * m *
Zi:l binair - Zi:l bin@in

m * m * *
doimi @b e DT afibin

m * m *
dimiapbin e YN adbin

= (a,b)nr,(4)

Para vermos que (a,a)s,4) > 0, considere o caso m < n e a
matriz obtida de a preenchendo-a com n — m linhas nulas:
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a1 A1n

CL/ _ Qm1 Amn
0 0
0 0

Como a' pertence a C*-dlgebra M, (A), temos a"*a’ > 0. Mais ainda,
olhando M,(A) = B(A"), é claro que (a,a)ys,a) = a”*a’ em B(A"™).
Portanto (a,a) s, (4) > 0 para todo a € E. O caso n < m ¢ analogo.

Suponha agora (a,a)a, 4y = 0. Entdao 7", aj;a;; = 0 para
todo j. Portanto aj;a;; = 0 para todos i € {1,...,m},5 € {1,...,n} e
a;; = 0 para todos 1, j, o que garante que a = 0.

Tendo provado que a aplicagao é de fato um produto interno,
mostremos que E é M, (A)-médulo cheio. Seja 0" a matriz n x n
cuja Unica entrada nao nula é a entrada kl, ocupada pelo niimero 1.
Mas 1 xm0* o xndtt = 1 xnd®. Isso nos diz que E é cheio como médulo
a direita.

Para vermos que E é completo com a norma ||a|| = ||{a, @), (a) &
basta notar que ||(a, a)r, (|| = |la’*a'|| = ||a’||2.

Analogamente, FE é M,,(A)-médulo de Hilbert cheio & esquerda
por meio da multiplicagao usual de matrizes e produto interno dado
por

* *
all ... aln 11 ... ml

M (4) (@) = :
ami  ** Amn Tn t b:(rm
Finalmente, o seguinte cdlculo garente-nos que u, (a)Enr,, (4) €
bimédulo de imprimitividade (a,b,b’ € E):
Mm(A) <a, b>b/ = ab*b’ = a(b, b/>M"(A)-

Exemplo 3.25 Se H € espaco de Hilbert, entdo a dlgebra dos opera-
dores compactos de H, K(H), é Morita equivalente a dlgebra C dos
numeros complexos.

Isso segue diretamente do item 2) da Proposigao 3.23. Mais ainda, esse
exemplo engloba o anterior, visto que para todo n € N,

M,(C) = B(C") = K(C").



43

4 SISTEMAS DINAMICOS E PRODUTOS CRUZADOS

4.1 PRELIMINARES - INTEGRACAO EM GRUPOS

Descreveremos nessa etapa alguns resultados que usaremos no
desenvolvimento da teoria de representagoes covariantes de sistemas
dindmicos. Nosso intuito aqui nao é o de sermos detalhistas, queremos
apenas apresentar algumas propriedades e fatos relacionados a inte-
gracao de grupos. O leitor interessado nos detalhes podera consultar
(WILLIAMS, 2007).

O primeiro ponto serd a topologia do limite indutivo. Seja
C.(G, D) conjunto das fungoes com suporte compacto de G (grupo lo-
calmente compacto) em D (espago de Hilbert). Diremos nesse trabalho
que uma net f; (em C.(G, D)) converge para f na topologia do limite
indutivo se f; — f uniformemente e existir K C G compacto tal que
supp(f;) C K para todo i suficientemente “grande”. Aqui o simbolo
supp(f) denota o suporte da fungéo f. Nesse caso, nao é dificil ver que
fi = f nanorma-L;. Mais ainda, nosso interesse nessa topologia reside
no fato de encontrarmos um conjunto de fungoes elementares, de (re-
lativamente) fécil manuseio, que povoa densamente o espago C.(G, D).
E exatamente isso que diz o lema a seguir:

Lema 4.1 Suponha que Dqy seja um subespago denso de D, espago de
Hilbert. Entao

C(G)ODy:={2®a:z€ C.(G),a € Dy}

com z®a € C.(G,D) , zQa(s) = z(s)a, € subespaco denso na topologia
do limite indutivo em C.(G, D) e portanto na norma-Ly.

Mais a frente, trabalharemos com o espago C.(G, A), em que A é
uma C*-4lgebra e é denso (numa certa norma) na algebra denominada
produto cruzado. Portanto, quando quisermos mostrar que certo con-
junto é denso nessa nova algebra, bastard mostrar que contém todas as
fungoes elementares acima.

O proximo resultado apresenta as principais propriedades que
goza a integragao em grupos que utilizaremos nos préximos capitulos.

Proposicao 4.2 Suponha D espago de Banach e G grupo localmente
compacto com medida de Haar p. Entao existe uma aplicagao linear

Jo:C(G,D) = D
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f= Jg f(s)du(s)

que € caracaterizada por:

. ( /| f(S)dM(S)) = [ elstsants)

para todo ¢ € D*. Também valem:

H /G 7(5)d(s)

/G @ a(s)du(s) = a /G +(s)dp(s)

o ([ s ) | et
[, s = [ sy

para todos [ € C.(G,D), z € C.(G), a € D e L : D — Y operador
linear limitado.

Mais ainda, se m: A — B(H,) é uma representa¢io, h,k € Hy,
ea,be M(A), entdo:

7 (Jo f(8)dp(s)) b k) = [ (m(f(
fo() ()b = [gaf(s)b

< | flh

s))h, k)dp(s);
dp(s)

4.2 GRUPOS DE TRANSFORMACAO

Nesta secao iniciamos nossa abordagem aos sistemas dinamicos,
representagoes covariantes e produtos cruzados. Um caso que merece
destaque aqui é quando consideramos A = Cy(X), a C*-dlgebra abeli-
ana das fungoes que se anulam no infinito, em que X é espago Haus-
dorff localmente compacto. Para uma definicao mais formal, dizemos
que f € Cp(X) se e somente se f: X — C é continua e dado € > 0, o
conjunto K = {z € X : |f(x)| > e} é compacto.

Definigao 4.3 Sejam G grupo e X um conjunto. Dizemos que G age
em X se existir uma aplicagao G x X — X (s,x) — sz tal que ex = x
e s(rx) = (sr)x, para todos s,r € G, x € X e e € G a identidade do
grupo. Tal aplicagao € denominada de acdo.
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Ainda, se G for grupo topoldgico e X um espago topoldgico, a
agao serd dita continua se a aplicagio G x X — X anteriormente
explicitada o for. Nessa contexto, X serd dito um G-espago a esquerda
e (G, X) serd chamado grupo de transformag¢do. No caso em que G e
X forem ambos localmente compactos, (G, X) serd denominado grupo
de transformagdo localmente compacto e X serd G-espaco localmente
compacto. Todas as noc¢oes a direita definem-se de forma inteiramente
andlogas.

Exemplo 4.4 Sejam X espaco topoldgico localmente compacto e h €
Homeo(X). Entao Z age em X por meio de nx := h"(x) e (Z,X) €
um grupo de transformacao.

Estamos interessados em estudar como agoes de grupos sobre
um espago topoldgico localmente compacto X podem nos produzir
aplicagoes em Cy(X) com propriedades especiais.

Seja (G, X) um grupo de transformacao localmente compacto e
fixe s € G. Assim, ¢ : X = X, ¢s(z) = sz é um homeomorfismo (com
inverso ¢,—1). Também a seguinte aplicagao:

a: G — Aut(Co(X))
s g

as(f)(z) = f(s™'a)

produz, para cada s € G, um automorfismo de Cp(X) (com inverso
as—1) e @ é6 um homomorfismo de grupos. De fato:

L oag(f)(@) = fr~tsla) = ar(f)(s7'2) = as(on (f))();
2. ae(f)(z) = f(ex) = f(x).

Lema 4.5 Seja (G,X) um grupo de transformagdo localmente com-
pacto e Aut(Co(X)) munido da topologia pontual. Entdo o : G —
Aut(Cy(X)) (definida nos comentdrios acima) é continua.

Demonstragao:

E suficiente mostrarmos que s; — € = ||lovs, (f) — f oo — 0, para
toda f € Co(X) e {s;} net em G convergindo para e. Pois supondo
esse trabalho feito, fixado g € G e tomando {s;} net convergente para
g, temos:

1

si—=>g=>9 si—~e=|laglag-1s(f) = f)lloc = 0.

Suponha do contrério, que existam net s; — e e f € Co(X) tais
que |las, (f) — f|| ndo converge para 0. Assim, existe €9 > 0 tal que,
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sem perda de generalidade,

I1f(s7 i) = fa)ll > 2o

para todo i.

Como f € Co(X), Keo :={z € X : [f(z)| 2 F} é compacto.
Agora note que devemos ter, sem perda de generalidade, s; v, e K N
para todo ¢ ou x; € K%o para todo . Isso quer dizer que existe uma
vizinhanga compacta de e, V tal que x; € V K< para todo i. Portanto
r; — x para algum x € VK 0. Pela continuidade de f deveriamos

ter || f(s; x;) — f(x;)|| = 0, o que ndo ocorre. Portanto, a é continua
como queriamos demonstrar. [J

Observagao 4.6 A menos que se diga o contrdrio, quando falarmos
de um grupo de transformagao (geralmente localmente compacto Haus-
dorff) (G,X) e nao mencionarmos a a¢ao o de G em Co(X), fica
subentendido que a acdo é aquela definida no lema acima.

4.3 C*-SISTEMAS DINAMICOS

Nesta secao definimos C*-sistemas dinamicos e produtos cru-
zados, bem como desenvolvemos alguns tépicos da teoria de repre-
sentagoes covariantes e a relacionamos com a teoria de representagoes
norma-1 decrescentes de produtos cruzados. Iniciemos os preparativos
com o grupo dos *-automorfismos de uma C*-algebra .

Seja A uma C*-élgebra. Denotaremos por Aut(A) o grupo dos
*_automorfismos de A, com operacao de composicao. Mais ainda, pelo
Lema 1.3 de (RAEBURN; WILLIAMS, 1998) ao munirmos Aut(A) com a
topologia da convergéncia pontual, (aquela em que dada uma net (¢;)
de Aut(A), esta converge para ¢ € Aut(A) se e somente se

[¢i(a) — ¢(a)l =0
para todo a € A) obtemos um grupo topoldgico.

Definigcao 4.7 Um C*-sistema dindamico (ou apenas sistema dindmico)
é uma tripla (A, G, a) consistindo de uma C*-dlgebra A, um grupo lo-
calmente compacto G e um homomorfismo de grupos continuo o : G —
Aut(A). Nesse caso, também dizemos que o é uma acao de G em A.

Exemplo 4.8 Pelo Lema 4.5, dados (G,X) grupo de transformagao
localmente compacto e a : G — Aut(Cy(X)) o homomorfismo de grupos
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dado por as(f)(z) = f(s71x), a tripla (Co(X),G, ) é um sistema
dindmico. E possivel mostrar que toda a¢do (continua) de G sobre
Co(X) € desta forma, como consta na Proposicio 2.7 de (WILLIAMS,
2007).

Iniciaremos a abordagem de representagoes covariantes de um
sistema dinamico com a definigao a seguir. Logo apds, daremos dois
dos principais exemplos situados nessa teoria. Mais ainda, definiremos
uma nova C*-algebra partindo da *-dlgebra C.(G, A) (em que (A4, G, «)
é sistema dinadmico) e de uma norma especial proveniente das repre-
sentacoes covariantes.

Definicao 4.9 Seja (A, G, «) sistema dindmico. Uma representagdo
covariante de (A, G,a) € um par (m,U) (em que m: A — B(H) € uma
representacio de A e U : G — U(H) uma representacao unitdria de G,
sendo H um espago de Hilbert, B(H) a C*-dlgebra dos operadores de
H limitados e U(H) o grupo dos operadores unitdrios) tal que:

m(as(a)) = Ust(a)Ug—1 (4.1)

para todos a € A e s € G. A equagdo 4.1 acima é chamada condi¢do
de covariancia.
Dizemos que (m,U) € ndo-degenerada quando w o for.

Exemplo 4.10 Seja (Co(G), G, o) sistema dindmico conforme o exem-
plo 4.8 para X = G. Considere M : Co(G) — B(L*(@G)),

Myh(s) = f(s)h(s)
e X: G = U(L*(Q)) representacio regular a esquerda,

A(r)f(s) = f(r7's).
Entdo (M, \) € representagao covariante de (Co(G), G, @)

Nao ¢ dificil ver que as férmulas estao bem postas, M e A bem
definidos, e que ambos os homomorfismos sao continuos (cada um em
seu contexto). Vamos provar que M preserva adjuntos, (A.)* = A.—1
e (M, ) satisfaz a condi¢ao de covaridncia. Tome f € Cy(G), h,j €
L*(G) er,s € G. Entao:

1. (M preserva adjuntos)

(My(h),j) = /G (M (h)F*)(s)du(s) = /G F(5)h(8)F()dpa(s)
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3. (Condigao de covariancia)

My, (pyh(r) = F(s7Ir)R(r) = (MpAg—1h)(s71r) = AsMpA -1 h(r).
Portanto, (M, \) é uma representacao covariante. [J

Exemplo 4.11 Sejam (A, G, «) sistema dindmico com G grupo local-
mente compacto e m : A — B(H,) uma representag¢do de A. A repre-
sentagdo covariante reqular (ou simplesmente representacdo reqular) de
(A, G, ) com respeito am € o par (7, \) em que 7 : A — B(L*(G,H,))
eX: G —U(L*(G,H,)) sdo dados por:

7(a)(§(r)) = m(az-1(a))(&(r));
Arg(s) = E(r™ts)

Com certo trabalho verfica-se que as férmulas estdo bem defini-
das. A condicao de covariancia é dada pelo seguinte célculo:

AsT(@)As-1)(h)(r) = (7(a)As-1)(R)(s™"7)
(er-15(a))(As-1h(s 7M7)
= 7(ap-1(a))h(r)

(as(a))h(r).

Nosso objetivo ao introduzir a nocao de sistemas dinamicos é
mostrar sua estreita relagdo com uma nova C*-dlgebra (a qual defini-
remos mais a frente) chamada produto cruzado. Nessa C*-dlgebra, as
operagoes de multiplicagao e involugao dependem do grupo e da agao
que estao sendo considerados. A norma serd determinada pelas repre-
sentagoes covariantes do sistema dinamico em questao. Provemos, pri-
meiramente, a seguinte proposicao. Resultados referentes a integracao
de grupos serao assumidos aqui para a construgao da teoria. A menos
que se diga o contrario, denotaremos por A o homomorfismo continuo

3

ET
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de grupos A : G — RT definido no Lema 1.61 de (WILLIAMS, 2007)
que satisfaz a seguinte igualdade para qualquer f € C.(G) e r € G:

/fsrdu /f (s

em que p é uma medida de Haar de G. O leitor interessado podera
encontrar mais detalhes em (WILLIAMS, 2007).

Proposicao 4.12 Sejam C.(G,A) o conjunto das fungdes continuas
de suporte compacto de G em A e (A, G,«) um sistema dindmico, com
G grupo localmente compacto e A uma C*-dlgebra. Para r € G, as
sequintes operagoes, respectivamente, de multiplicacdo e involugao:

= [ f(s)as(g(s™'r))du(s);
) =A@ Yo (f(r1)")

e soma pontual de fungoes munem C.(G,A) com uma estrutura de
*_dlgebra. A multiplicacao assim definida recebe também o nome de
produto de convolucao.

Demonstragao:

Assumindo que o produto de convolucao estd bem definido (Co-
roldrio 1.104 de (WILLIAMS, 2007)), passemos para os célculos propri-
amente ditos. Sejam f,g e h € C.(G, A). Entao:

1. (Associatividade da convolugéo)

Frlgeh)(r) = /G f(s)ors ( /G g(t)m(h(tlslr))d(t)) d(s)
_ / £(s) / s (g(®) o (Bt~ 5717 d(t) ()
G G
- / / F(5)as(g(s 1)) an (At 1)) d(t)d(s)
_ / / F(8)aa(g(s™ 1))y (Bt 1)) d(s)d(t)
= (f*g)*h(r).
2. (") = f)
U@ = A e )
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3. ((g=f)r=[f"xg")
0= [ 5@l )t
- /G Al (f(571) s (A )y, (9r15) ) da(s)
=867 [ a6 a5 auts)
=867 [ an( ) o) auls)
= a0 ar ([ s )ale) ) dute

= a6 (( [ stantstsr auts) ) )

= A Nar((g* fFr™1) = (g% f)*(r).

Observagao 4.13 Para cada f € C.(G,A), a aplicagdo

1l = /G 1£(5) ()

define uma norma em C.(G,A), algumas vezes chamada de "norma-
170u norma-Ly. Vejamos como tal norma se relaciona com a estrutura
algébrica que acabamos de impor a C.(G, A):

1. (Involugao)
[Paulht /llf )Idp(s) /HA ) s ldp(s)

= A6 [ 176 auts /uf Ydu(s) = 1711

Usamos acima que a funcdo modular A : G — R satisfaz, se-
gundo o Lema 1.67 de (WILLIAMS, 2007),

‘1/f‘1du /f )dp(s

para toda f € C.(G).
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2. (Convolugao)

sl = [ | [ #0)a(atrts)dutr)| duts)
< /G /G £ () (g(rLs)|| dia(r)dpa(s)
< /G /G LFOlg (= 8) dp(r)da(s)

= 100 ([ lat=9lduts) ) dntr

£l llgllx-

Definigcao 4.14 Um *-homomorfismo 7 : C.(G,A) — B(H) € cha-
mado uma *-representacdo de C.(G, A) em H. Esta € dita nao-degenerada
se span{m(C.(G,A))H} = H. Caso ||w(f)|| < ||fll1, entdo 7 € dita L4 -
norma decrescente.

Enunciaremos a seguinte proposi¢do sem demonstra-la. O leitor
interessado poderd encontra-la em (WILLIAMS, 2007). Ela é necesséria
pois introduziremos outra norma em C.(G, A), sobre a qual se embasard
toda a teoria de produtos cruzados.

Proposicao 4.15 Suponha (7,U) representagio covariante de (A, G, «)
em H espaco de Hilbert. Entao a aplicagao:

XU C(GA)—>B(H)
[ Jom(f(s)Usdp(s)

define uma *-representa¢io Li-norma decrescente de C.(G,A) em H,
chamada forma integrada de (w,U). Mais ainda, toda *-representa¢do
Li-norma decrescente de C.(G, A) € da forma acima. A representacao
7w x U € nao-degenerada se w for nao-degenerada.

Exemplo 4.16 Seja (A, G, a) um sistema dindmico e considere a re-
presentacdo covariante reqular (7, ) sobre L?(G, H) do Ezemplo 4.11
associada & uma representacao fiel m: A — B(H) (observe que toda
C*-dlgebra admite uma tal representacao pelo Teorema de Gelfand-
Naimark). Entao, utilizando a proposicdo acima, obtemos um homo-
morfismo 7@ x X: Co(G, A) — B(L*(G, H)) entre *-dlgebras que é dado
pela formula:

@, = ([ Ao ©mne)

I
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- /erdﬂWK@*MW@)
G

O fecho da imagem de ™ X, denotada por Axq -G, € portanto uma C*-
subdlgebra de B(L*(G, H)). Mais ainda, é possivel provar (PEDERSEN,
1979) que A Mo x G =2 A %o, G para quaisquer duas representacoes
T e p fiéis, isto €, a menos de isomorfismo, A X, G independe da
escolha de m. Por esta razdo, A X4 G € simplesmente denotada por
A Xor G. Esta C*-dlgebra é chamada o produto cruzado reduzido do
sistema dindamico (A, G, ).

Como um caso particular importante, temos a C*-dlgebra redu-
zida do grupo G, denotada por Cf(G), e definida como o produto cru-
zado reduzido C X4, G, onde o é (necessariamente) a agdo trivial de
G sobre C. Note que neste caso podemos tomar a representacdo identi-
dade m: C — C = B(C) na construgao acima. Assim Cr(G) € simples-
mente o fecho de \(C.(G)) em B(L?(Q)), onde \: C.(G) — B(L*(G))
é a (forma integrada da) representacdo regular dada por A(f)&(r) =
Ji F(5) (s )dp(r) = £ ().

Agora estamos prontos para introduzir uma nova C*-algebra a
partir de um sistema dindmico (A, G, a) dado. Faremos isso por meio
de uma proposigao (que também nao demonstraremos). Mais ainda,
posteriormente explicitaremos a relagao existente entre representagoes
covariantes e *-representacoes dessa nova C*-dlgebra.

Proposicao 4.17 Seja (A, G, a) sistema dindmico e para cada [ €
C.(G, A) defina:

[f1I:= sup{[|(z > U)(H)] - (x,U) € Rep(A, G, a)}
= sup{|[p(f)]l : p € Rep(Cc(G, A))},

onde Rep(C.(G, A)) denota a classe das *-representagées Ly-norma
decrescentes de C.(G,A). A norma ||.| é chamada norma universal
e Rep(A,G,a) € o conjunto de todas as representagées covariantes do
sistema dinamico (A, G, «). O completamento de C.(G, A) com respeito
a essa norma € uma C*-dlgebra, denominada produto cruzado de A por
G e denotada por A x, G.

Observagao 4.18 Dada uma representac¢ao covariante (w,U) do sis-
tema dindmico (A, G, «), a sua forma integrada wxU €, por construgdo,
uma representacdo de C.(G, A). Mas por defini¢cao da norma universal
podemos estendé-la ao produto cruzado A X, G. A estensdo é ainda
denotada por m x U. Pode-se mostrar que a aplicagio (m,U) — 7 x U
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€ uma bijecao entre a classe das representagoes covariantes do sistema
(A,G,a) e a classe das representagoes da C*-dlgebra A x, G — veja
(WILLIAMS, 2007).

Conforme o Exemplo 4.16, o produto cruzado reduzido A Xy, G
€ definido como o fecho da imagem de wma representacdo especial de
C.(G, A), a representacdo reqular © X X associada d uma representa¢do
fiel m de A. Estendendo T X A a uma representacao de A Xo G como
acima, vemos que a representacdo reqular pode ser vista como um *-
homomorfismo

TXAAXNGGE > AXo, G

que é necessariamente sobrejetivo (jd que a imagem de uma C*-dlgebra
por um x-homomorfismo é sempre fechada). Em vdrias situagdes, X A
€ injetiva e assim um isomorfismo. Este € o caso se o grupo G for
amenable; veja (WILLIAMS, 2007) para mais detalhes.

Casos especiais de grupos amenable incluem grupos compactos e
abelianos. Como todos os nossos principais resultados no Capitulo 5 en-
volvem apenas grupos compactos, eles também podem ser reenunciados
trocando-se os produtos cruzados cheios pelos reduzidos correpondentes.

Exemplo 4.19 Seja G wm grupo localmente compacto qualquer. To-
mando A = C com ag¢do « de G (necessariamente) trivial, o produto
cruzado C x G € chamado a C*-dlgebra do grupo G e denotada por
C*(G). Observe que C*(G) é a C*-dlgebra que é o completamento da
x-dlgebra C.(G) munida de convolugdo e involugdo

/ ()9l 0)du(s) e F1(s) = Als~) )
e com respeito 4 norma universal:

1F = sup{[|U ()]l : U € Rep(G)} = sup{[|p(£)] : p € Rep(Ce(G))},

onde Rep(C.(Q)) denota a classe das representagoes Lyi-norma decres-
centes de C.(G), e Rep(G) denota a classe das representagdes unitdrias
de G.

Para U € Rep(G), U denota a forma z'ntegmda de U isto é,
a representacio U € Rep(Co(QR)) dada por U(f = [ f(s) ) para
toda f € C.(G). Como observado acima, cada representag:ao L1 -norma
decrescente de C.(G) se estende a uma representacio de C*(G) e a
aplicagio Rep(G) > U +— U € Rep(C.(G)) = Rep(C*(G)) ¢ uma
bijecdo. Considerando a representagdo regular \ de G sobre L?(G),
obtemos a C*-dlgebra reduzida C;(G) de G como imagem de sua forma
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integrada \: C*(G) — B(L?*(G)). Também como jd observado, se o
grupo é amenable, entdo X é um isomorfismo e C*(G) = C*(G). Em
particular, este € o caso de grupos compactos e abelianos. Pode-se
mostrar que a reciproca também vale, isto é, G € amenable se e somente
se X € um isomorfismo. No caso de grupos abelianos, pode-se ainda
mostrar que C*(G) € isomorfa a C*-dlgebra comutativa Co(G) através
da transformada de Fourier f — f|, = fG%f(t)du(t) para f €
C.(G) ex € G, onde G denota o dual de Pontriagin de G (o grupo dos
homomorfismo continuos x: G — S' de G no circulo S* C C); veja

(WILLIAMS, 2007) para mais detalhes.

Enunciaremos agora outra propriedade fundamental do produto
cruzado. Dado um produto cruzado A x, GG, nem sempre é possivel
mergulhar a C*-dlgebra A ou o grupo G nele. Contudo, isso serd sem-
pre possivel quando considerarmos a C*-dlgebra dos multiplicadores
M(A x4 Q). Isso é o que mostra a proposigao a seguir enunciada. Omi-
tiremos sua demonstragao por se tratar de extenso trabalho técnico. O
leitor interessado podera encontrar subsidios em (WILLIAMS, 2007) e
(ECHTERHOFF, 2006).

Proposicao 4.20 Seja (A,G,a) um sistema dindmico. Entdo existe
um homomorfismo fiel nao degenerado

ian:A— M(Ax,G)
e uma representacdo unitdria de G
ig:G—=>UM(Ax,G)

tais que para f € C.(G,A), r,s € G e a € A, temos:

Também (ia,ic) € covariante, no sequinte sentido:
ia(or(a)) =ia(r)iala)ic(r)".
Mais ainda, se (m,U) € nao degenerada, entdo

(> U)"(ia(a)) = w(a); (7 xU)" (ig(s)) = Us.
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Em muitas situacoes é mais natural representar C*-dlgebras so-
bre médulos de Hilbert ao invés de espagos de Hilbert. De fato, impli-
citamente isto ja ocorreu na proposi¢ao acima, quando representamos
o sistema dinadmico (4,G,a) em M(A x, G) através de uma “repre-
sentacao covariante universal”, onde aqui consideramos a C*-dlgebra
A x4 G como médulo de Hilbert sobre si prépria. Para tornar esta lin-
guagem mais precisa, apresentamos a seguir uma estensao da teoria de
representagoes covariantes sobre espagos de Hilbert para representacoes
sobre médulos de Hilbert.

Definicao 4.21 Sejam o : G — Aut(A) um sistema dindmico e E um
B-mddulo de Hilbert a direita (ver Defini¢ao 2.1). Um homomorfismo
covariante de (A, G, a) na C*-dlgebra dos operadores adjuntdveis L(E)
(ver Defini¢ao 2.8) é um par (w,U) tal que w: A — L(E) é homomor-
fismo entre C*-dlgebras, U : G — U(E) é uma representacdo unitdria
de G, isto é, um homomorfismo de grupos fortemente continuo (en-
tre o grupo G e o grupo dos operadores unitdrios U(E) de L(E)) tal
que T(as(a)) = Usm(a)Us-1. (m,U) serd dita nao-degenerada se w for
nao-degenerada.

Definicao 4.22 Sejam L(E) o conjunto dos operadores adjuntdveis do
B-mdédulo de Hilbert & direita E, {T;} uma net em L(E) e T € L(E).
Dizemos que T; converge fortemente para T se e somente se

ITi(x) =T ()] = 0

para todo x € E. Dizemos que T; converge estritamente para T se e
somente se

T;R — TR e RT; — RT
para qualquer R € K(E).

Proposicao 4.23 Seja «: G — Aut(A) um sistema dindmico e E um
B-mddulo de Hilbert para alguma C*-dlgebra B. Se (w,U) é homomor-
fismo covariante de (A, G,«) em L(E), entdo

7% U(f) = /G 7 (f(5))Usdpu(s)

é operador bem definido em L(E) e x U se estende a um homomor-
fismo de Ax, G em L(E) que é ndo degenerado se 7 o for. Nesse caso,
(7xU)~ (ia(a)) = 7(a) e (7xU) " (ig(s)) = Us, em que (mxU)~ denota
a estensao de m x U para a dlgebra dos multiplicadores M (A x4, G).
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Por outro lado, se L : A Xy G — L(E) é um homomorfismo ndo
degenerado, entao existe um homomorfismo covariante ndo degenerado
(7,U) de (A,G,a) em L(E) tal que L = ® x U. De fato, se L é a
estensdo canénica de L em M(A x4 G) entdo Uy = L(ig(s)) e w(a) =

L(ia(a)).

Demonstragao:

Usaremos aqui o Lema 1.97 de (WILLIAMS, 2007): dado U : G —
U(E) homomorfismo unitdrio de grupos, U serd estritamente continuo
se for fortemente continuo. Assim, s — 7w (f(s))Us serd estritamente
continuo para cada f € C.(G,A) e m x U(f) serd operador em L(FE),
pelo Lema 1.101 de (WILLIAMS, 2007).

Considere agora p : K(E) — B(H,) representacao fiel nao-
degenerada. Tome p : L(E) — B(H,) a estensao de p. Vamos definir
a seguinte representagao covariante (7, U ),

#(a) = p(n(a)), Us = p(Us).

Mostremos que s — U, é estritamente continuo. Tome p(T)h € H,,
h € HyeT € K(E). Sendo p nao-degenerada, basta mostrar que

s+ Ugp(T)h é continuo. Note que Usp(T)h = p(UsT)h, portanto, a
continuidade que queremos segue da continuidade de p e do fato de
U,T ser continua em s. Agora:

(as(a)) = p(r(as(a))) = p(Ust(a)Us-1) = UsTt(a)Us-1.

Portanto (T, U ) é representagao covariante de (A, G, «). Observe

o seguinte célculo:
7 ([ rtropmans) )|
\ [ A Tdnts)| = 172 T <151

Entdo 7xU = p~ (7 xU) é homomorfismo de C,(G, A) em L(E)
e se estende para um homomorfismo de Ax,G em L(E). Assuma que 7
seja nao-degenerada. Provaremos que mxU é nao-degenerada. Fixe ¢ >

0ex € X. Seja {e;} unidade aproximada para A. Assim existe e;, = u
tal que [|m(u)r — z|| < 5. Também existe V' vizinhanca compacta

da identidade e do grupo tal que |Usz — z|| < £, para todo s eV.

Podemos ainda construir ¢ € C.(G) , ¢ > 0 tal que [, ¢(s)du(s) =1e
supp(¢) C V. Tome f € C.(G, A) dada por f(s) = ¢ ® u( ) = ¢(s)u.

[lp(m > U]l
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Tome y € X com |ly|| < 1. Entao:

(w3 U(f)z,y) = (z,y)l =

u)Usdp(s )Ly)H

) —z,y)du(s)

/¢ () Us () — 2, 9) [ds(5)

/¢8kumwxm—wMMMM$
G

IN

IN

fé¢@mmgwmm—xww

5+5) [ oeuts) -

Sendo y genérico, como ||r x U(f)(x) — z|| < ¢, temos © x U
nao-degenerada. Agora, passando para estensdo a dlgebra dos multi-
plicadores, conseguimos:

(3 U)~(iala)) o (r 3 U)~(f)

IN

(> U)~(ia(a)f)
= mxU(iala)(f))

| wtasts)Uauts
— m(a)(m % U)(f)
Isso garante que (m x U)~ (ia(a)) = m(a). Analogamente:

(mxU)" (ig(s)) o (mx U)~(f) (mxU)" (ic(s)f)
(m = U)(ic(s)f)

B /”(as(f(fl?”))U dp(r)
G

=Q/Uw F(5~ 1)U ()
= U [ (s Uy(n % U)~(f).
Assim, também temos que (7 x U)~ (ig(s)) = Us.

Agora, seja L : A X, G — L(FE) homomorfismo nao degenerado.
Defina:
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Us = LiiG(S));
m(a) = L(ia(a)).

Vamos provar que (7, U) é um homomorfismo covariante de (A4, G, «)
em L(E). De fato:

r(as(0) = Lialas(@))) = Llic(s)ia(alic(s ™)) = Usn(@)Uy 1.

Mostremos que 7 é nao-degenerada e U fortemente continuo.
Seja {e;} unidade aproximada para A. Queremos mostrar que 7(e;)z —
x para todo € X. Mas, L é ndo-degenerada (por hipdtese) e nao é
dificil ver que ia(e;) — 1 em M (A x, G). Portanto m(e;) = L(ia(e;))
converge estritamente para 1p € L(E).

Agora, como i¢ é estritamente continua e unitdria, L homomor-

fismo continuo, teremos:
5;i = e=1iq(si) = lmax.e) = L(ig(si))z — z,

para todo x € E e isso garante que U é fortemente continuo.
Para vermos que L = 7 x U trazemos a tona o seguinte cédlculo:

Lia(@ic(z)) = L(ia(@I(ic(2) = n(a)E ( / Z(S)iG(S)du(S))
= w(a)/C:z(s)Usdu(s) =7 xU(ia(a)ig(z)).

Como iag(a)ig(z) =z®ae span{z®a: z € C.(G),a € A} é denso em
A X, G, devemos ter L =7 x U O

Observagao 4.24 A partir da proposicao acima, podemos provar que
a aplicagio (m,U) — m x U é uma bije¢io entre o conjunto das repre-
sentagoes covariantes nao-degeneradas de (A, G, a) e as representagoes
nado-degeneradas de Ax,G. De fato, mostramos acima que tal aplica¢do
€ sobrejetiva. Suponha agora que my X Uy = mg X Uy, Assim:

mi(a) = (m % U1)~ (ia(a)) = (m2 x Uz) ™ (ia(a)) = m2(a);
Ui(s) = (m x U1)~ (ig(s)) = (m2 x Ua2) " (ig(s)) = Ua(s)

e a correspondéncia €, de fato, um-a-um.

Exemplo 4.25 Sejam G = Zy = {0,1} (inteiros mddulo-2), A uma
C*-dlgebra e a agdo de G em A. FEntao a% = 14, jd que 1 +1 =
0. Considere ainda o sistema dindmico (A,G,a). Nesse contexto, o

conjunto C(Zg, A) é simplesmente o conjunto de todas as fungdes de
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Zo em A. Provaremos que A X G € isomorfo a uma C*-subdlgebra de
Ms(A).

Considere a seguinte C*-subélgebra de My(A):

D= {(aib) ailza)) € Ma(A): ah € A} .

A verificagao de que D é espago vetorial que preserva adjuntos é
trivial. Note agora que:

(ol o) (ol o) =

B aa’ + baj (V) ab’ + baj (a') cD
C\ai(®)d +aj(a)t  ajb)b + aj(aa’) ’

pois
ai(D)V' + aj(aa’) = ai(aa’ + bay (V));

aj(b)a’ + aj(a)b’ = aj(ab + baj(a')).

Também nao é dificil ver que D é fechado em Ms(A). Tome
agora a seguinte aplicagao:

®: C(Zy, A) = D

_ ([ f0) f()
o(f) = (ai(f(l)) ai(f(O)))

Nao é dificil ver que tal aplicacao é um *-homomorfismo bijetivo
entre *-algebras, considerando C(Zs, A) com estrutura *-algébrica pro-
veniente de (4, G, «). Como D é fielmente representado num espago de
Hilbert, por defini¢do de norma universal, segue que || f|| > ||®(f)]|. Por
outro lado, fixe L representacao de A X, Zo. Segue, entao, que Lo ®~
é *-homomorfismo de D em B(Hp,) e como todo *-homomorfismo entre
C*-éalgebras é norma decrescente, segue que

IZHI = L@ H @D < 1R (H)]]-

Portanto ||f]| = ||®(f)| e ® é um isomorfismo de A X, Zs em
D (no sentido de sendo @ : C(Zg, A) — D *-homomorfismo isométrico
e sobrejetor, este se estende isomorficamente para o produto cruzado
A Ao Zg) O

Nosso objetivo agora é demonstrar, inspirados em (PHILLIPS,



60

2008), que quando G é finito, vale a igualdade
C(G,A) =Ax,G,

em que (A,G,«a) é sistema dindmico e C(G, A) é *-dlgebra com es-
trutura proveniente desse sistema dinamico. Para tal intento, alguns
preparativos.

Lema 4.26 Seja o : G — Aut(A) uma agdo de um grupo discreto
G numa C*-dlgebra A. Sejam my : A — B(Hy) uma representacao
e (7o, \) a representagio reqular de (A,G,a) associada. Tome f €
C.(G,A), ou seja, [ = Y cqf(s)ds, em que f(s) # 0 apenas para
uma quantidade finita de elementos de G e 65 € C.(G) € a fung¢ao que
vale 1 em s e 0 caso contrdrio. Para & € H = L*(G, Hy) temos:

7o X AN (E)r = Y molar—1(f(5)))(€(s7 7).

seG

Demonstracgao: O resultado segue da rapida constatacao:

o X AN @l = D 7o(f(8))AsE)lr = D molar—1(f(5))(E(s™1r)).0

seG s€EG

Corolario 4.27 Considere as hipdteses do lema anterior e tome f =
> scc f(8)ds também como ld. Para r € G, seja u, € B(Ho, H) iso-
metria que manda h € Hy para a funcao &, € L*(G, Hy) definida por
&n(s) =hses=r e& n(s) =0 caso contrdrio. Entdo

wi o ¥ A(f)us = mo(apr (f(rt™1)),Vr,t € G.

Demonstracao: Note que u? : L?(G, Hy) — Hy é o operador avaliacao
no ponto r € G. Dado h € Hy, teremos:

o X A(f)ui(h) 7o Mo A(f)ur(h)lr

™ ol (F(s)ue(h)(s7'r)

seG

= mo(a,—1 (f(rt™)))(h).

pois apenas quando tivermos s = rt~! a funcao u;(h) nio se anulara.

O

Lema 4.28 Seja (A, G, «) um sistema dindmico com grupo finito G e
considere C(G, A) com estrutura *-algébrica herdada do sistema dindamico.
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Entao para toda [ € C(G, A) vale:

[flloo < LA < [ £l

em que

[flloo = mazsea{llf(s)]},

IfIl € a norma universal;

1l = 2sec 1£(3)]I-

Demonstragao: Pelas proposi¢oes 4.15 e 4.17, temos || f]| < || f]1-
Para a outra desigualdade, seja mg : A — B(Hjy) uma representacao
nao-degenerada e injetiva. Utilizando a mesma notacao do Coroldrio
4.27, teremos:

£ ()= llmo(f DI = Nlugmo 3 A yup—r [ < [l X AN < 115

Proposigao 4.29 Se G ¢é grupo finito e o : G — Aut(A) € agdo na
C*-dlgebra A, entao C(G, A) (com estrutura *-algébrica proveniente do
sistema dindmico) é completo em relagdo a norma universal. Portanto,

nesse caso, C(G,A) = A x, G.

Demonstragao: Pelo Lema 4.28 acima, se G ¢é finito entdo || - |1
e || - |lo s80 equivalentes e ndo é dificil ver que C(G, A) é completo
considerando qualquer uma das normas. Como |f|lec < IfIl < |Ifll1
para toda f € C(G,A), entao C(G, A) serd completo em relagdo a
norma universal e assim, C(G, A) = A x, G.OJ

Agora, atentemos novamente para o caso A = Cy(X). HA4 si-
tuagoes em que é melhor se trabalhar com uma *-subdlgebra densa de
C.(G,Cy(X)) para se provar resultados referentes a produtos cruza-
dos. Considere C.(G x X) *-dlgebra com operagoes de convolugio e
involucao dadas, respectivamente, por:

L (f*g)(ra) = [ f( “hrsTla)dp(s),
2. fr(re) = A ) =1 rTa).
Vamos agora provar que a imagem da inclusao candnica
¢ : Ce(G x X) = Co(G, Ce(X)) C Ce(G, Co(X))

que associa f € C.(G x X) ao elemento ¢(f) € C.(G,C.(X)) definido
por ¢(f)(r)(x) = f(r,z) nos dd uma *-dlgebra densa. Mostremos,
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primeiramente, que, de fato, ¢ define um *-homomorfismo injetivo entre
as duas *-dlgebras consideradas.

Nao é dificil ver a injetividade e linearidade da aplicacao ¢. Pro-
vemos que ¢ é multiplicativo e preserva adjuntos:

1. (¢ preserva adjuntos

)
B () = ACTY
= AT
)
)

2. (¢ é multiplicativo)

o(f *g)(r)(x)

<ﬁmmm=1J@MMf%fwmm>

LWﬂ@m%w@w%mmW@
AMﬂ@@%W@w%wmmm
o(f) * 6l9) () (x).

Para vermos que C.(G x X) é densa em C.(G,Cy(X)) basta
notar que

Co(G)OC(X) :=span{z® f : z € C.(G), f € C.(X)}

em que (z® f)(r)(x) = z(r) f(z) estd em ¢(C.(G, X)). De fato, dados
z € C.(G) e f € C.(X), defina a fungdo z x f : G x X — C, por
zx f(r,x) = z(r)f(xz). Nao é dificil ver que ela partence a C.(G x X).

Mais ainda, ¢(z x f) = z ® f. Como o espago vetorial gerado pelas
fungdes do tipo z® f é denso em C.(G, Co(X)), (Lema 4.1, em (WILLI-
AMS, 2007)) é denso também em Cy(X) x, G. Portanto, pelos célculos
que acabamos de fazer, C.(G x X) é *-dlgebra densa em Cy(X) X, G.

Finalizaremos esta secao com um exemplo de produto cruzado
proveniente do grupo finito G = Z,. Antes disso, uma defini¢éo.

Definigao 4.30 Suponha que X seja um G-espago d esquerda ex € X.
A érbita em torno de x é o conjunto Gz == {sx € X,s € G}. O grupo
de estabilidade de v é G, = {s € G/ sx = z}. A a¢do de G em
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X € dita livre se G, = {e} para todo x € X. O conjunto das drbitas
serd denotado por G/X e ao munirmo-lo com a topologia quociente, o
mapeamento orbital natural p: X — G/X torna-se continuo.

Exemplo 4.31 Suponha X um Zy espago livre, Hausdorff e compacto
determinado pelo homeomorfismo o : X — X, com o2 = Idx. Entdo
C(Zy x X) é completo em relagao a norma universal e

_( fO,2)  f(ia) )
200 = (ol sootd
define um isomorfismo entre C(X) X Zo = C(Z2 x X) e a C*-dlgebra

A={feC(X,Ms): f(o(x)) = Wf(x)W*}, em que « € definida por
ai(f)(x) = flo(x)) e W € a matriz

0 1
W= (1 O) |
Em nossos calculos, identificaremos L?(Zy) com C? usando a
base ortonormal{dy,dj } em que §;(j) =1sei=jed;(j)=0sei#je
assim veremos operadores sobre L?(Zs) como matrizes complexas 2x2.

Fixe € X. Considere a representagao regular (ev;,A) de
(C(X),Zs,a) com respeito a representacao avaliagdo no ponto z,

evy : C(X) - C = B(C)
eve(f) = f(x),

conforme definimos no exemplo 4.11. Assim, para cada ¢ € C(X )
1

temos que ev,(¢) : L?(Zy) — L?(Z2) é o operador que para i = 0,
satisfaz

€U, (9)0i(s) = evg(as—1(4))di(s)

Um célculo simples mostra que

evg (¢)0g = ¢()dy + 063;
€Uz ()03 = 06y + ¢(o(2))d;.

Portanto, ev,(¢) é dado pela matriz:

0= (*0 gioten)-

Observe que C(Zex X) = C(Z2,C(X)). Para facilitar os cdlculos,
veremos ev, X A como um homomorfismo entre C(Zy X X) e My da
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seguinte maneira:

e X Af) = Y en(f(s, =) = e (f(0, =) +evn f(1, -\

s=0,1

= (157 o) 57 s

( f((),x) f(i,x) )
fA,o(z)) f(0,0(x)))"

pois A = <(1) (1)) Mais ainda, o *-homomorfismo

el XA : C(Ze x X) — My

. _ b )
é sobrejetivo. De fato, dada ) € My, como x # o(x) existem

d
fungoes continuas fo, f1 € C(X) tais que

fo(@) =a; folo(x)) =d; fr(z) =b; fi(o(z))=c.

Escolha f € C(Zy x X) dada por f($,y) = fs(y). Claro que

0= (2 1)

e temos a sobrejetividade.

Tome A = {f € C(X,Ms) : f(o(x)) = Wf(z)W*} conforme
hipéteses desse exemplo. Néao é dificil ver que A é subédlgebra fechada
de C(X, Ms). Para provarmos que é *-subdlgebra, tome f € A. Entao
temos:

[Hlo(x) = (Wf(z)W?)" = Wf(x)W* =W [ (x)W*

portanto A é C*-subdlgebra de C'(X, Ms). Defina o seguinte *-homomorfismo
injetivo P : C(Zy x X) — C(X, M) por

. f(0,$) f(l,.T)
b(f)(z) = (f(i,ax) f(O,ff(w))) '

Pelos nossos cdlculos, P (f)(z) = evz x A(f). Note que Im(p) C A,
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pois:
W) = da ) = (0l T
(01 £(0, ) fd,z 0 1
a (1 0) (f(i,a(x)) f(@dﬁ))) (1 0)
= Wu(f)(=)W".
Vamos provar que 1 é sobrejetora. Seja a € A,
_ (@) az(z)
a(x) o <a21(x) a22($)> ’
Portanto:

(all(a(x)) alz(U(l“))> _ <a22(33) a21($)> .

az1(o(x)) axn(o(r)) aiz(z) an(z)
Defina f € C(Zy x X) por f(k,x) = ay g41(x). Assim,

f(('),.x) = an(z); f(1,2) = aix(2);
f(1,0(x)) = a12(0(x)) = az1(z);
f(0,0(x)) = a11(0(x)) = aza(z).

e  é sobrejetora, portanto um isomorfismo entre C*-algebras, como
queriamos demonstrar.
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5 EQUIVALENCIA DE MORITA PARA PRODUTOS
CRUZADOS

5.1 ACOES SATURADAS

Neste capitulo apresentamos um do principais resultos do traba-
lho, exibindo certos contextos de Morita associados a sistemas dinamicos
por grupos. O primeiro resultado nos mostrara que, dada uma agao «
de um grupo compacto G sobre uma C*-dlgebra A, a dlgebra de pontos
fixos A ={a € A: a,(a) =a,Vr € G} é, em determinadas condicoes,
Morita equivalente ao produto cruzado A x,G. Antes disso, precisamos
de um lema de carater técnico.

Lema 5.1 Sejam G grupo compacto e (A, G, a) um sistema dindmico.

Para f,g € Ce(G, A), vale: (fgg"f*)(e) < llglI*(ff*)(e).

Demonstragao: Omitiremos a demonstragao por ser demasiado técnica
e extensa. O leitor interessado poderd encontréa-la em (PHILLIPS, 1987).

Proposicao 5.2 Sejam G grupo compacto e (A, G, ) sisterma dindmico.
Paraa€ A® :={ac A:a,(a) =a,Vr € G}, z,y € A e f € C(G, A),
defina:

a.r = ax,

of = [ ot @ (s)dnts),
sete) = [ oo )inGs),
(T,9) an,c(r) = " a(y).
Por meio dessas operagoes , B = Z”'HAG se torna um A% -mdédulo
de Hilbert cheio a esquerda e um A X G-mddulo de Hilbert a direita.
Muais ainda, E s6 nao serd A — A x4, G bimddulo de imprimitividade

se nao for cheio a direita.

Demonstracgao: Verifiquemos que os produtos internos estdo bem de-
finidos. Para o avaliado na C*-algebra A, basta a simples constatacao:

o, (/Gas(xy*)du(S)> =/Gars(:vy*)du(8)Z/Gas(my*)du(S)-
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A verificagdo para o produto interno avaliado em A %, G serd
feita logo mais. Precisamos antes definir um tipo especial de funcao.
Para cada x € A, defina a fungéo = € C.(G, A) C A x, G por

z(r) := ().

A continuidade de Z segue da continuidade pontual de a. Além
disso, a aplicacao x — T é trivialmente linear, ou seja, © + \y = T+ Ay,
para todos x,y € A e A € C. As seguintes constagoes relacionam tais
fungoes e os produtos internos definidos na hipétese:

1.
(@+5*)e) = /G s ()0 (7 (571 dp(s) = /G s () du(s)
= AG<xay>'
2.
rag(r) = / Fou (s ) du(s) = | (y)du(s)
G G

Tais igualdades sao validas pois £* = z*, para todo x € A. De
fato, dado r € G, temos:

7*(r) = Al Dan(@(r7)") = ap (a1 (@) = 27

As igualdades do item 2. garantem que o produto interno a
direita estd bem definido. Mostremos agora que A é tanto A- médulo
a esquerda com produto interno quanto A x, G-médulo a direita com
produto interno:

1.
olz g = [(EF)* e = (7 +9) « £7)(e)
= (@xzZ")(e)+ ANyx*2)(e)
= ac(z,2) + Mac(y, 2))
2.
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— o [ aulay)duts) = alas (e.1)).
G

Getea = ([ Oés(xy*)du(é’))*: [ sty yints

= AG <ya $>

pc ) = /G s (2" dpa(s) = /G aa(@)as(@) duls) > 0;

pois [ as(x)os () dp(s) é autoadjunto, o () (z)* > 0Vs € G
e fixado ¢ € A7 funcional positivo de A, temos, pela teoria de
medida para fungoes complexas positivas definidas num espacgo
de medida:

o ([ otorateran)) = [ etosiao)iuts
- /G (o (@) (0 (2)"))du(s) > 0.

Sendo ¢ genérico, temos de fato que go(z,z) > 0.
5. ac(z,x) =0= [, p(as(zz*))du(s) = 0,Yp € A%.

Agora constatemos as propriedades para o produto interno a
direita:

1.

(B Y+ 2)an,g = TxAYy+2z=A T *xy+T"x2

= Mz, Y)ax.c+ (&, 2)ax.c-

() anoc(r) = o /G o (y £ (3))dpu(s)) (1)
. ( / a;1<yf<s>>du<s>)
G
- / e (y£(5))da(s)
G
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2" arg(yf (™)) dp(s)

w o (yf (s~ r)du(s)

T~

= w* o (y)os(f(s7'r))du(s)
(,y) axaf(r).

Q

8

3.

(@ 9)ax.c) (1) = Ao, y)(r™)") = ar((@ -1 (y))")
ar(a(y")r) = y o () = (Y, 2) axc(r)-

4 (z,2)an,c =T *T > 0.
5 (£, 2) an,c =0=>Z=0=a5(z) =0 VseG.
Escolhendo s = e acima, temos o resultado.

Bem definidos os produtos internos, a simples constagao abaixo mostra
que eles sao compativeis:

2, 2) aene = /G a1 (@0, 2) e (5))dpi(5)

/G s (2 s(2))dpa(s) = /G e (™) 2dps(s)

/ as(zy*)d(s)z =46 (z,y)z.
G

Precisaremos demonstrar duas desigualdades antes de falarmos
do complemento de A em relagao a uma nova norma proveniente dos
produtos internos. Sao elas:

(ax,az) ax ¢ < |lal*(z,2) an.c (5.1)

ac(zfoaf) < fIP(ac(z,2)). (5.2)

Para a primeira desigualdade, considere i4 : A — M(A x4 G)
conforme a Proposicao 4.20, a € A® e x € A. Nesse caso, teremos:

7(ia(0)" (ia(a))2(r) = /Gi‘*m(a))*asm<a>af<s‘1r>du(s>
— /j*(s)as(a*)as(aozylr(m))d#(s)
G
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= / x*a*aa,(x)dp(s)
G
= z"a"aa,(z) = (ax,ax) ax G-

Portanto, a desejada desigualdade é conseguida do seguinte modo:

(02, a2) ax,c = 7" (4()"(1a(a))T < [|ia(a) P77 = [la]|*(z, 2) ax,c-

Para a segunda parte, note primeiramente que para f € C.(G, A)
ex € A, temos zf =Zf. De fato:

770 =ar ([ acsenauts)) = [ oo )auts) =)
G G
Portanto, conseguimos:
ac(af,af) =af«zf (e) =T [ T(e)
Mas, usando o Lema 5.1, obtemos:
@ffrz)(e) < IflIPzz* (e) = I f1I* (ac (z, ).

Tendo em maos as desigualdades 5.1 e 5.2, estamos prontos para
definir um A% — A x,, G bimédulo (possivelmente de imprimitividade)
por meio de um completamento especial da C*-dlgebra A. Para tal,
considere a norma ||z = || ¢ (&, z)|| 2 para A e tome o completamento,
A, relativo a essa norma. A Observagao 3.4 nos diz que ||x|[4c =
|zl ax.c, para z € A.

Mais ainda, E torna-se um A%-médulo de Hilbert & esquerda
cheio. De fato, tomando z € A% e {e;} unidade aproximada de A%,
conseguimos:

ac(z,e;) = / as(ze;))du(s) = xe; — x,
G

e isso garante que 4o (F,E) é denso em A e portanto E é cheio a
esquerda.
Gostariamos de definir, para todos z,y € E,

(@, Y) Axnc = Um(Tpn, Yn) Ax.G

em que {x,} e {y,} s@o sequéncias em A tais que x,, = x, y, — y na
norma ||.||ac. Precisamos verificar que o limite existe e que independe
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das sequéncias escolhidas. Para tal intento, perceba que:

1 1
Iz, y) axacll < [, 2) axa a2 (y: ¥) axacl 2

= [[(ac (@, 2))II% || (ac (w, w))I12
= |2/l ac Y]l ac-

Agora, dados =,y € E e sequéncias x,, — z, ¥, — Y ha norma
Il ac em A, temos:

(Try Yn) = (Tms Ym) = (Tr, Un) — (T, Yn) + Ty Yn) — (T Ym)
= <-rn - -vayn> + <xnayn - ym>

em que usamos (Tn, Yn) Ax.G = (Tn,Yn) parando ”poluirmos” os calculos.
Agora, néo é dificil ver que {(z,, yn)} é sequéncia de Cauchy em A x,G
(portanto convergente) e que raciocinio similar mostra que nossa de-
finicao de produto interno independe das sequéncias escolhidas. Isso
nos garante que E4x_ ¢ € modulo de Hilbert. Mais ainda, a nogao de
compatibilidade permanece, ou seja:

ac{z,y)z = m<yaZ>A><1aG

vale para todos x,y,z € E. Portanto, se F for cheio como A x, G-
médulo a direita, temos que 4o Eax, ¢ ¢ bimédulo de imprimitividade
e AS ~p; A x4 G nesse caso.

Definicao 5.3 Sejam G grupo compacto e (A, G, «) sistema dindmico.
Dizemos que a € saturada se o bimddulo E definido na proposi¢do an-
terior for de fato um bimddulo de imprimitividade.

Corolario 5.4 Seja (A, G, «) sistema dinamico com G compacto. Entdo
a € saturada se e somente se span{Z*y : x,y € A} € denso em A x,G.

Demonstragao:

(=) Suponha «a saturada. Entdo F4y, ¢ é médulo de Hilbert
cheio. Naturalmente, se olharmos apenas para A4y ¢ (sem o fecho),
nao teremos mais (possivelmente) um moédulo de Hilbert, mas ainda
temos um médulo com produto interno tal que

(A, A) g = A %0 G,

simplesmente pelo fato de A ser densa em E. Porém, conforme foi
visto, (x,y) ax.c = T*Y, e temos a primeira parte demonstrada.
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(<) Suponha que span{z*y: z,y € A} = A x, G. Trivialmente
a é saturada, visto que (z,y) 4. = T*Y, para todos z,y € A. O

Uma outra forma de interpretar a saturagao é dada pelo lema:

Lema 5.5 Seja (A,G,a) sistema dinamico com G grupo compacto.
Entao a € saturada se e somente se as funcoes ¢q, € C(G, A) tais que
Guy (1) = 2, (y) com z,y em A geram um subespago denso de A X, G.

Demonstragao: Esse lema é apenas uma abordagem diferente dada
ao corolario anterior. Omitiremos a demonstracao. J

5.2 TEOREMA SIMETRICO DE IMPRIMITIVIDADE

A partir de agora iniciaremos as preparacoes diretas para provar-
mos o Teorema 1 e uma versdo diferenciada do Teorema 2 de (CURTO;
MUHLY; WILLIAMS, 1984), conhecido como Teorema Simétrico de Im-
primitividade para C*-dlgebras comutativas. Nesse sentido, daremos
o conceito de agao compativel com um bimddulo de imprimitividade e
apés, empenhar-nos-emos nas demonstragoes dos teoremas.

Definicao 5.6 Sejam G grupo localmente compacto, s Ep um bimddulo
de imprimitividade, « e [ agdes de G em A e B respectivamente.
Uma agao compativel com o bimodulo de imprimitividade E € uma
aplicagio (r,x) — ~.(x), em que para todos r,s € G e x € E tem-
se: v+ E = E € linear, vr5(x) = v (71s(2)), ve(z) = z, a fungdo
fo: G = E, fu(t) = y(x) € continua para qualquer x € E e ainda
valem (para todos x,y € E, r € G,a€ A ebe B):

i) aly(@), 7 (@) = ar(a(z,y));
i) (ve(x), ()8 = Br((x,y)B)

Observagao 5.7 Para cada r € G, v, € isométrica, pois:

Iy @)1 = {3 (@), 3 (@)) 51l = 1B (2, 2) B) | = {2, 2) || = ||=]>.
Outro cdlculo simples mostra que se (v-(x),v-(y)) B = Br({x,y)B)

vale para todos 1 € G e x € E entao também vale que ~,(xb) =

¥r(2)Br(x) para todos r € G e x € E. Trocando-se B por A, B por

a e fazendo as devidas alteragoes, temos o resultado andlogo.
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Teorema 5.8 Sejam A e B C*-dlgebras, G grupo compacto, o e 3
acoes de G em A e B respectivamente. Se existir um bimddulo de
imprimitividade aAEp e uma acdo T compativel com ele, entdo

Ao G~y BxgG.

Demonstragao:

Considere a &dlgebra de ligacdo L(E) — L(E® B) de Ae B
segundo 4 Ep conforme Definicao 3.8 e Teorema 3.9. Para cada r € G,
defina a aplicagéo v, : L(E) — L(FE) por:

5 (a x) - Oﬁ:\(ﬁ) ()
"\g b 7 (y)  Br(b)
A partir da defini¢ao, nao é dificil ver que v,.s = Vs € Ve =

I (g). Portanto, cada aplicagao ~, ¢ inversivel, com inversa 7,-1. Pro-
vemos que v define uma acao de G em L(E):

1. (7, é linear)

a+id x4+ [or(@) +Aan(a)  Te(x) + AT (2)
TGNy b ) T

2. (7, é multiplicativo)

((a x) (q’ x’)) B (aa’—i— alz,y')  aa’ +abf )
v v)) T gd by (g2l b
ar(aa’) + ozT(A<x,y’>) 7-(az") 4+ 7 (2b)
(@) + ) Be(y.a)s) + B0

_ ( ar(ad’) + ar(az,y) Oér(a)fr(x’)+7r(w)ﬁr(b’)>
e )on(a!) + BT ()  (re(y) 7o () + B (B)

_ a x a
=r g b Tr yN/ v
3. (y» preserva adjuntos)

%[(g i)]*:@%) ﬁifq((gj)):” (m 5/)
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4. (v é pontualmente continua)

Fixado k € L(FE), devemos provar que r — 7, (k) é continua. Seja
{r;} net em G tal que r; — e. Assim, teremos:

= [lar (@) —al =0, (5.3)

>~
I
N
o Q
o O
N
N
o
3
SIGH
\
IS
o O

4

= 7 () =[] = 0, (5.4)

o R

>
Il

?T
I
— —

< O

)

)= %)

)=, o) -0 6o
)

’“:(8 2>;$H(8 )b

As igualdades envolvendo normas seguem do Teorema 3.11. Pe-
las quatro constatacoes acima, segue que para k € L(E) genérico a
aplicagao r — 7,.(k) é continua como desejado.

Nosso objetivo agora é encontrar, por meio de £(FE), uma C*-
algebra que satisfaz o item 4. da Proposicao 3.23 para concluirmos que
ANQGNJWBNBG.

Considere p e g projecoes candnicas de L(FE) definidas na Pro-
posicao 3.23,i4 : A — L(E) eip : B — L(E) imersoes dadas por:

@ =5 0)s e = (3 ).

Nao ¢ dificil ver que p+q = Ipr(£(g)) € novamente pelos cdlculos
da Proposicao 3.23, obtemos Im(ia) = pL(E)p e Im(ig) = qL(E)q.
P/rgzemos agora que, dado r € G, p e ¢ sao invariantes por 7,, ou seja,
() =pev(q)=q

Primeiramente, podemos interpretar ~, : L(E) — M(L(E)).
Pela teoria de C*-algebras, v, se estende de maneira tinica ao *-isomorfismo
Y M(L(E)) - M(L(E)) dado por:

Ve (1) Oy (R)E') = vy (uk)E".
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A aplicagdo 7, estd bem definida pois y; é ndo degenerada, ou

seja,
span{vy.(k)k' : k. k' € L(E)} = L(E).

Agora, denotando k = , temos

(k

a x
g b
-~ N (or(a) n(x)) <cg’ fv’) _ ,
T =p (010 TN (4 5) = st tw)

Isso é suficiente para termos p = 7,(p) pela condigdo de ndo degene-
rescéncia. Analogamente se mostra que ¢ = J.(¢). Também nao é
dificil ver que i4 e ip sao equivariantes, ou seja, t4 © Q. = Y. 0i4 €
igo By =7, 0ip. Assim, existe um *-homomorfismo injetivo i4 X G :
Axg G = L(E) x4 G tal que ia X G(f)(r) = ia(f(s)) para toda
f € C(G,A). Mostraremos que tal homomorfismo estd bem definido
e que de fato é injetivo na Proposi¢ao 5.9 a seguir. Do mesmo modo,
existe homomorfismo injetivo ig Xg G : B xg G — L(E).

Considere agora a aplicacdo jrgy @ L(E) — M(L(E) x4 G)
dada por jo(g) (k) f(r) = kf(r). Pode-se ver em (WILLIAMS, 2007) que
ela é nao degenerada. Portanto, existe tnica estensao unital j/;(;) :
M(L(E)) — M(L(E) xy G) tal que jr(m) (1) (o) (k) f) = jem) (pk) f
para toda f € C(G, A). A partir de agora, nessa demonstragao, usare-
mos apenas jr(g) = j para simplificar os calculos.

E claro que ;(p) e E(q) sdo projecoes complementares. Falta
mostrar que

D := span{(L(E) », G)(F(p))(L(E) x, G)} = L(E) x, G

span{j(p)(L(E) 1, G)j(p)} = ia % G(A % G)

pois o caso para ¢ serd andlogo. Mostraremos apenas a primeira das
igualdades, a outra segue por argumentos similares.

Observe que D C L(E) x, G. Para a outra inclusao, note que
Fi(k)j()i(K)g € L(E) x+ G, para todas f,g € C(G,L(E)) e para
todos k, k' € L(E). Mas:

Fi(k)i(p)i (K )g(r) = /Gf(S)as(kpk’g(Sflf))du(S) = fxkpk'g(r),

assim, segue que toda funcao da forma f x kg estd em D, em que f,g €
C(G,L(E)), k € L(E) e visto que span{kpk’ : k,k' € L(E)} = L(E),
pela Proposigao 3.23. Como nao é dificil ver que o espago vetorial
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gerado por fungdes daquela forma é denso em L(E) x, G, segue o
resultado. [J

Proposicao 5.9 Os homomorfismos ia X G e ig X G definidos no
teorema anterior sao injetivos.

Demonstragao: Primeiramente, vamos mostrar que eles estao bem
definidos. Seja (m,U) representagio covariante de (L(E), G, ). Entao

(7,U)em que 7(a) =7 8 8 é representacgao covariante de (A, G, a),

pois:

#lon(a)) =7 (% (g 8)) U (0 o) U* = U,#(a)U?.

Além disso teremos:
I Ulia G| = | o 7(ia(F(s)Usdils)| = 15 V(P
o e 2.
Por isso podemos estender i4 X G : A Xo G — L(FE). Analogamente
estendemos ip X G : B x5 G — L(E).

Vamos mostrar agora que ig X G : BxgG — L(E)x G é injetivo.
Tome 7w x U : B x G — B(H) representacao de B x G proveniente de
alguma representagao covariante (w,U) de (B, G, ).

Considere a representacao covariante (p, V') de (A, G, a) em que
Hy = F®,; H tal que p: A — B(H,) é dada por

pla)(z©§) = ar®¢
eV :G— U(H) por

Vi(z ®§) = 7(7) @ Ur ().

Nao ¢é dificil ver que p é fortemente continua e V' homomorfismo to-
mando valores unitdrios. A condicdo de covariancia é obtida assim:

(Vep(a)Ve-1)(z @ &) = Vipla)(r-1(z) @ Up-1(§))
= Vi(at-1(2) @ U,- 1(5)
= 7(ar-1(z) @ U, (U1
= ar(a)z® &= par(a))

Agora tome (o, W) representagio covariante canénica de L(E)
em Hy @ H tal que:

(
)
(€)))
(r®E).
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(2 2) (€)= (9 Ty e (6) = (749)

gy b)\n ;&) +m(on)” 7" \n Ur(n))
emque T, : H— Hy, T,(n) =z®neT;: H — H TH(y®n) =
m({x,y))n. A condicdo de covaridncia é obtida por meio desses célculos:

el 3w () = e G 3 ()
W (e U )
(027,
( pla

) r- 1(€)+VTU7" 1(77))
~1(&) + Urm(b)Uy—1(n)

U) n()
(&) +7(B-(b)) >

)

De fato:
UTVirlw@n) = UpT}(r(2) @ Upa(n)
Ur'ﬂ_(<y77—r (x»)Ur 1 = W(6T(<ya’rr*1>))n
= m((m(y),z))n =17 () (x ®n).
Logo T*

. *
) = UrTy Ve i
Para finalizar nossa demonstracao, mostraremos que

<

em que usamos U, T;V,.-1 = T:»(y)'

Po(exW)o(ipxG)=7mxU,

em que P: B(H;® H) — B(H), pelo viés matricial, é a transformagao
linear canonica:

o T T2\
b e (B0 )

De fato, temos:

Po(oxW)o(igxG)(f) = Po(ocxW)(ip(f))
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P /G o(in(£())Wadp(s)

/G P(o(in(£(s)))Ws)du(s)
_ /Gyr(f(s))Usdu(S) =7 xU(f).

Como toda C*-algebra tem uma representagao fiel, poderiamos
ter suposto inicialmente que ™ x U era injetora. Assim, ig X G serd
injetivo. O caso para i4 € inteiramente andlogo. [J

O seguinte resultado é também conhecido com Teorema Simétrico
de Imprimitividade.

Teorema 5.10 Sejam G e H grupos compactos e A C*-dlgebra. De-
note por « a acdo de G em A e por B a agcao de H em A. Se as agoes
comutarem (isto €, se a,fBs(a) = Psa,(a) para todos a € A, r € G e
s € H) e forem saturadas, entio (A% xgc H) ~pp (A" 3, G).

Observacao 5.11 Ezplicitaremos as acoes afl e S no meio da de-
monstra¢ao que seque.

Demonstracao: Pela Proposicao 5.2, existem AGZEL;>>4GQG e AHZ%LIZ H

bimédulos de imprimitividade. Escolhamos AGZE4’>>QGHG = Eg. Quere-
mos encontrar acoes 3¢, 5 e 7 de H em A9, A x, G e Eg respectiva-
mente tais que xo (7(2), 7(3)) = BE (40 (2, 1)) € (Fa(@), Fa () Anas =
Bs({x,y) ax. ) para podermos aplicar o Teorema 5.8.
Para a construcao de 7, note que, para x € A:
loll2, = Il fy r(@a)dpu(r) 4 < J Nl (@) [ adpa(r) = [lza*]| = o]l
Assim, para todo x € A a func¢do s — Ss(x), por ser continua
segundo a norma ||.||a, é continua segundo |.||gc. Podemos definir
entao 7 : H — Eg por

Ts (l’) = limf3s (:En),

em que o limite é tomado segundo norma de Eg, ¢ € Eg e (x,), € A
tal que z,, — z. Nao é dificil provar que 7 estd bem definida, que
de fato independe da sequéncia que se escolhe. Observe também que
Ts(z) = Bs(x), para todo = € A.

Para vermos que 7 é fortemente continua, fixe ¢ > 0 e z € Eg.
Tome ainda sequéncia (z,,) em A que converge para z. Seja N € N
tal que n > N = ||z, — z||g, < &. Seja V. vizinhanga de e tal que
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s € Ve = ||Bs(xn) — xn]|| < €. Portanto, para s € V, temos:
17s(2) —zllpe < |z —anllpe +[|8s(xn) —2nlpe + loy — 2l pe < 3e.
Isso garante que 7 é fortemente continua.

Defina agora 8¢ : H — Aut(A%), por 8% (a) := Bs(a), para todo
a € A%. A férmula faz sentido, pois dado s € G, temos:

Bs(a) = Bs(ar(a)) = ar(Bs(a)) = Bs(a) € AC.
Também nao é dificil ver que S¢ é fortemente continua e que define
uma acao de H em Aci.

Quanto a agdo S de H em A X, G, definamos:

Bo(f)(r) = Bs(f(r)).

Cada 3, é trivialmente *-homomorfismo. Mais ainda, valem:

By 0 By (f)(r) = BB (£(r)) = Bssr (f(r)) = B (£)(7);
Be(f)(r) = f(r). .

A priori, para cada s € H, nossa definicdo nos gera um *-
isomorfismo apenas contemplando §; : C(G,A) — C(G, A). Contudo,
dada (7, U) representagao covariante de (A, G, a), tem-se:

T ) U(Bs(f)) = [moBs(f(s)Usdu(s') = (w0 Bs x U)(f),
= [lm 3 UBs(/) = [[(mo Bs x U)(f)I]-

Mas, é claro que (7o B4, U) é também representacdo covariante.
Assim:

suprsv||(m X UYBs () = supros, x|l (7 0 Bs x UYF)I < | £,

portanto [|Bs(f)] < || f].

Procedimentos semelhantes mostram que para toda (, U) repre-
sentacao covariante de (A, G, a) vale:

lm < U = [I(m 0 Bs-r x U)(Bs(H)I-

Assim, cada 5; é *-isomorfismo isométrico e podemos estendé-lo (com
certo abuso de notagdo) a Eq : Axy G — Ax, G, que continuard *-
isomorfismo isométrico, visto que C(G, A) é x-algebra densa em A X, G.

Continuando com a verificagdo das hip6teses do Teorema 5.8,
para x,y € A temos:

AclF(@), Faly)) = /G 0t (Baly") ) dp(r)
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= 6. ([ artaryintn) = 6 o)

(Fe(@), e anac(r) = Ta(a)on(Te(y)) = Bs(27)ar (Bs()
= Br(x*as(y)) = ﬂs(<xay>A>4aG)(T)'

Pelo Teorema 5.8, obtemos: (A% x40 H) ~p (A %, G) xg H.
Analogamente (A x,u G) ~pr (A xp H) x5 G.
Considere o grupo G x H e a agdo a x 8 em A dada por

ax Bs)(a) = ar(Bs(a)).

Vamos mostrar que as C*-dlgebras Axqaxs(Gx H) e (AxaG) x5 H sao
isomorfas por meio da estensdo de ¢ : C(G x H,A) — C(H,C(G, A))
em que o(f)(s)(r) = f(r,s), para todos r € G e s € H. Antes de
provarmos que de fato podemos estender ¢ a ¢ : A Xoxpg (G X H) —
(A%, G) X5 H, mostremos que ¢ é *-isomorfismo entre *-algebras.

1. (g é linear)
o(f +Ag9)(s)(r) = f(r,5) + Ag(r,s) = o(f)(s)(r) + Ag(s)(r).
2. (p é multiplicativo)

(@ (f) * o(@)($)(r) = / () (B (plg) (5" 15)) (r)du(s')
/ / F 5 Yo B (g, 5 ) d ("))

/ f 8N x B oy (g(r' ™t 87 Ls))du(r’, s")
GxH
=@(f*g)(s)(r).

3. (¢ preserva adjuntos)

P (s)(r) = AlsBsle(H)s™))(r)
= AGTHB(A Dar(f(r7h ™)
= A(s” 1)A( DBsoar(f(rt,s™h)
- A(

TS )a X B(Ts (f(r_l _1)*))
r).
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4. (p é injetiva) o(f) =0= f(r,s) =0,Vre G,s € H= f =0.
5. (¢ ¢ sobrejetiva)

Dada F € C(H,C(G, A)), defina f € C(G x H, A) por f(r,s) =
F(r)(s). Claro que ¢(f) = F.

Vamos agora provar que tal x-isomorfismo é isométrico encon-
trando uma bijecao especial entre o conjunto das representacoes de
Axaxp(Gx H)e(AxaG)xgzH. Seja (m,U) representagao covariante
de (A,G x H,a x 8) em B(H) em que H é algum espago de Hilbert.
Podemos definir as aplicagoes Ug : G — U(H),Ug : H — U(H) tais
que Ug(r) = Ugrey), U (8) = Uey,s)- Vamos demonstrar agora que
(m,Ug) e (m x Ug,Up) sdo representagoes covariantes respectivamente
de (A4,G,a) e (A x, G, H, 5) As tinicas constatacoes nao triviais sao
as relativas a condigao de covariancia:

1. (Condigao de covariancia para (7w, Ug))

7T(O‘T’(a)) = 7T(O‘ X B(r,ey)(a)) = U(r,e)’]r(a)U(r*l,e)
Ug(r)m(a)Ug(r™1).

2. (Condigao de covariancia para (7 x Ug, Ug))

% Ua(Bulf) = /G T(Ba( () Uy dpi(r)

/G Utewr oy 7 (F ) UegraetyUtremydia(r)

/GU(ec,s)ﬂ—(f(r))U(T,eH)U(€G7S_1)du’(?ﬂ)

= Upg(s)m x Ug(f)UH(Sil).

Obtemos portanto uma aplicagao:

p: Rep(A xaxp G x H) = Rep((A xq G) x5 H)
7X U~ (mxUg)xUg

Provemos que p é bijetora.
1. (p é injetiva)

(7T>4Ug)><IUH =0= (WNUg)NUH(Cp(f» =0,Vf e C(GXH,A)
Contudo:
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(m > Ug) x Un(p(f)) =/ T3 Uc(p(f)(s))Un (s)dp(s)

/ / dp(r) Usrdp(s)

/G ) Udulrs) = 71 V(). 6.7)

Portanto, 7 x U = 0 e p é injetora.
. ( p é sobrejetiva)

Podemos ver By : A X4 G — M(A x4 G) da seguinte forma:
Bs(f)(g) = Bs(f) * g, para todo g € C(G, A). Como 8, é nao de-
generada, podemos passar para estensao (abusando da notagao)

Byt M(A o G) = M(Ax, G)
Bs(W)(Bs(f) % 9) = Bs(1f) * g.

Para mostrarmos a sobrejetividade de p, vamos encontrar relacoes
entre 35 e i4 e ig conforme definimos na Proposicao 4.20.

(a)
Bulia(@)(Baf) * 9)(r) = Bulia(@)f) * g(r)
/ Bu(af (') (g(r'~*r))du(r’)
— By(a / By (£ (9" r))dp(r)
= i(B.(@) (Ba() * 9).

Logo Bs(ia(a)) = ia(Bs(a)).
(b)

Balia( (f) * 9)(r") = Bolic(r) ) * g(r")

or
/ Bl () £ ()Y (g ("4 ) dpu( ™)
/ Baoun (=20 o (g ("= 14"))dpa(r")

- /G r B (F (s (g0~ 1~ dp(r”)
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—a /G Bu(f (")) e (g1~ dp ()
— i) (Ba(f) * 9)(r).

Logo Bs(ic(r)) = ic(r).

Tome agora (m x U) x V representacao de (A %o G) x5 H em relacéo
a um espago de Hilbert H. A relacdo de covariancia nos dé,

(m % U)(Bs(x)) = Vor 1 U (@) Vyr

para todos s € H e x € A x4 G. Tal relacdao vale ainda para todo
x € M(A %, G). Assim,

1.

7(Bo(@) = wxU(ia(Bs(a) =7 x U(Bs(ia(a)))
= VilrxU)(ia(a))Ve-r = Vim(a)Ve-r.

U = mxU(ig(r )):W ( s(i ()))
= Vi xUlig(r))V. VsUpVs-

Defina agora U’ : G x H — B(H), U(’T s) = UrVs. Segue que
(m,U") é representagao covariante de (A, G x H,« X f3), pois

71—(0‘ X ﬁ(r,s)(a)) = (Bs( )) 1 =U, Vﬂ-( )V r—1
= U(r,s)ﬂ-( )U(rfl,sfl)'

Agora, pelo cilculo 5.7 acima, segue que:

IO = sup@xowv)ll(m > U) 3 V(e(f))
= supullm x U (HIl < [IFI]

Por outro lado, também por 5.7, temos:

1Al = sup@u)llm = US|l (5.8)
= SUP(xxUe) Uy | (2 Uc) x Un(e(f))| < lle(H]- (5.9)
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Obtemos assim que ¢ é isométrico e sua estensdo é um isomor-
fismo, ou seja, A xaxg (G x H) e (AxqG) x5 H sio isomorfas segundo
. Portanto:

(A% xgc H) ~ur (AXa G) Mg H=AXaxp (G x H)
> Axgxa (HxG) ~py (A7 xou Q).

Portanto, (A% x36 H) ~n (AT x40 G), como querfamos demonstrar.
g

Nosso intuito agora é adaptar esse teorema para um caso mais
concreto: A = Cy(X), em que X é um G-espago topolégico Hausdorff
localmente compacto. Para tal intento, precisaremos de um resultado
preliminar, uma defini¢ao, dois lemas, um teorema e caracterizar de
forma apropriada a C*-algebra Co(X)%.

Proposigao 5.12 Se ¢ : A — B € *~isomorfismo entre C*-dlgebras e
(A, G, ) é sistema dindmico com G grupo compacto entao a aplicagdo

a1 G — Aut(B)

dada por o.(b) = (- (p~1(b))) € acdo de G em B, (B, G, ) € sistema
dindmico e A Xy, G = B Xy G.

Demonstragao: Comecemos com as verificagoes mais imediatas, por

exemplo, demonstremos que &’ é homomorfismo continuo (com topolo-

gia da convergéncia pontual em Aut(B)) de grupos:

ol (b) = plae(p (8)) = b = . = I

ol () = ol ((as (71 (6)))) = @lars(7 (1)) = alu(b).

Agora, se uma net (r;) em G é tal que r; — e entdao é claro que

(., (p~1(b))) — b para todo b € B, o que garante que o’ é homomor-

fismo continuo e temos, de fato, que (B, G, ') é sistema dinamico.
Considere agora a seguinte aplicacgao:

v« : C(G,A) = C.(G, B)
e (f)(r) = p(f(r)).

Ela é um *-homomorfismo isométrico e sobrejetor entre *-algebras. De
fato:

L. (¢« € linear) p.(Af + g)(r) = Ap(f(r)) + ¢(g(r)) = Ppu(f) +
P (9))(r)
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2. (4« ¢ multiplicativo)

pu(£)xoulg)r) = | eu(f)(s)al(@ulg)(s™ r))dpu(s)
p(f () (elg(s™r)))du(s)

o(f(s)p(as(g(s™ r)))du(s)
= @(f*g(r)) =e(f*g)(r).

I
ST~a—~a

3. (¢« preserva adjuntos)
(x(£))*(r) = ar((f(r71))) = p(an(F(r™)") = @u(f*)(r).

4. (o« é sobrejetora)
Dada g € C.(G, B) defina f(r) := ¢~(g(r)). Nao ¢é dificil ver
que f € C.(G,A) e pu(f) = 9.

5. (¢ é isometria, em particular, injetora)
Para provar esse item, precisaremos trabalhar com as representagoes
covariantes de ambos os sistemas dinamicos, provenientes de A e
de B. Seja (m,U) representacao covariante de (A, G, «). Tome
o par (7/,U) par tal que 7'(b) := 7(¢~1(b)), para todo b € B.
Entao 7’ é *-representacao de B e vale:

T (0) = 7w an(0)) = (e (plar (07 (1))
= w(ar(p7'(b) = U (™ (0))U,—1 = Uy’ ()U,-1.

Portanto, (7', U) é representacio covariante de (B, G, «'). Mais
ainda, note que:

PR V) = [ PNVt (5.10)
= [ AE)Udut) = 7 U, (511
Por conseguinte, temos uma aplicacio
Rep(A,G,a) — Rep(B,G, )
dada por (7,U) — (7/,U) e ainda ||¢(f)| > ||f]| (norma universal, ou

seja, aquela que considera todas as representages covariantes). Vamos
provar que a aplicagao entre representagoes covariantes é uma bijegao.
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Se (',U) = (¢/, V) entiio 7(¢~1(b)) = 7'(5) = #/(b) = p(¢ (b)) para
todo b € B. Portanto, m = p, U =V e aplicacao é injetora.

Para vermos a sobrejetividade, seja (M, U) representacao cova-
riante de (B, G, a’). Considere a representacao covariante de (4, G, )
(m,U) dada por m(a) = M(p(a)). A condicdo de covaridncia é facil-
mente verificada para (m,U) e ainda (7', U) = (M, U), donde segue que
a aplicacdo é bijetora. Pela constatacao 5.10 acima, temos que ¢ é *-
isomorfismo isométrico entre *-4lgebras, e portanto estende-se para um
isomorfismo no ambito de produtos cruzados, ou seja, Ax,G = Bx /G,
como queriamos demonstrar. []

Definicao 5.13 Sejam X espaco Hausdorff localmente compacto e A
uma C*-dlgebra. Dizemos que A € uma Cy(X)-dlgebra se existe um
*-homomorfismo nao-degenerado Co(X) — M(A) que associa cada f
ao multiplicador a — fa.

Se X € um G-espaco com [ sendo a agdo correspondente em
Co(X) e (G,A,a) é um sistema dindmico, dizemos que ele é uma
(G, Co(X), B)-dlgebra se A for uma Co(X)-dlgebra tal que o homomor-
fismo Co(X) — M(A) é G-equinvariante, ou seja, satisfaz:

ar(fa) = Br(f)ar(a)
para f € Cy(X),a€ Aered.

Observagao 5.14 Todo sistema dinamico (Co(X),G, ) (em que G,
grupo Hausdorff compacto, age em X e a € a acgdo correspondente
canénica em Co(X)) é uma (Co(X), G, «)-dlgebra de maneira canonica.

Lema 5.15 Sejam {e;}icr unidade aproximada para a C*-dlgebra A e
(A4, G, a) um sistema dindmico com G grupo compacto. Entdo

P(e) = [ auledu(s
G
€ uma unidade aproximada G-invariante para A.

Demonstragao:

Nao é dificil ver que para todo a’ € A, P(a’) é G-invariante.
Tome, agora, a € A, r € G e € > 0. Logo, existem i, tal que i > i, =
lle;ar(a) — a-(a)]| < € e uma vizinhanga de r, V,., tal que s € V, =
llas(a) — ar(a)]| < €. Portanto, para s € V,.,i > i, temos:

leias(a) —as(a)| < leias(a) — eiar(a)l| + [leiar(a) — ar(a)]| +
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+lar(a) — as(a)]
< 3e.

Sendo GG compacto, podemos extrair uma subcobertura finita de
U,eq Vo, digamos (J!_; V,, = G. Assim, tomando s € G (portanto
s € V., para algum j) e i > max{i,,, ..., %, }, obtemos:

leias(a) — as(a)]| <
leias(a) — e, (@)l + [leia, (@) — g (a)ll + [l (a) — as(a)]] < 3.

Isso quer dizer que e;as(a) — ag(a) para todo s € G uniforme-
mente. Portanto:

Peda—al = |

/G ar(es)adu(r) - a

/ lleia,—1(a) — ap-1(a)||du(r) < 3.0
G

/ (e — apr (@))du(r)
G

IN

Portanto P(e;) é unidade aproximada G-invariante para A.

Lema 5.16 Sejam G grupo compacto e X um G-espago livre (ver De-
finigao 4.80) localmente compacto Hausdorff. Entao as fungées @y, s, €
Co(G x X), ppp(r,x) = fi(z) fo(r~'x) , para todas fi, fa € Co(X)
geram um subespago denso de Co(G x X).

Demonstragao:

Primeiramente vamos mostrar que span{¢y, r, / f1, f2 € Co(X)} =
D é uma *-subdlgebra de Cyo(G x X). Tome f1, fo,g1 € g2 € Co(X).
Entao:

Pfif2Pg192 (T7 1’) = Pfif2 (Tv x)‘ﬁglgz (Tv ZC)
= fi(@) fo(r~ 2) g1 (2)ga(r )
= Pfig1 fag92 (r,z)

(rp) (r2) = fi(x) fo(r=ta) = @y ps (1, @)

mostram que, de fato, D é uma x-subdlgebra de Co(G x X). Vejamos
agora que ela separa pontos. Suponha (s, ) # (r,y).

Se x = y (o0 que implica s # r), tome f € Cy(X) tal que f(z) = 1.
Note que 7'z # s~ 'z, pois se tivéssemos r 'z = s~ 'z, entdo x =
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1 1

rs”'x e assim rs”' = e, jd que a acdo € livre. Mas isso contradiz o fato
de termos 7 # s. Assim, existe g € Co(X) tal que g(r~—'z) # g(s~'z).
Portanto, @4(s,x) # ¢5,4(r, x)

Se x # y, escolha f € Co(X)/ f(x) # f(y) e g € Co(X) tal que

g(K) = 1 para algum compacto K que contém Gx U Gy. Também h4a
separacao de pontos nesse caso, portanto. [

Teorema 5.17 Sejam G grupo compacto, X um G-espaco livre local-
mente compacto Hausdorff e (Co(X), G, B) o sistema dindmico corres-
pondente. Se (G, A,a) € uma (Co(X), G, B)-dlgebra, entdo o € satu-
rada.

Demonstragao:

Sejam a,b € A,z € C(G), s,r € G. Mostraremos que as fungoes
do tipo z®a(s) := z(s)a podem ser aproximadas em ||.||c em C(G, A)
por combinagao linear de fungoes do tipo s — acag(b). Isso mostrard,
devido aos lemas 5.5 e 4.1, que as fungoes do tipo s — aa,(b) geram um
subespago denso segundo ||. || (e portanto segundo a norma universal)
em C(G,A). Tome g € C(G), a € A ee > 0. Considere {e;} unidade
aproximada G-invariante para A e f € Cyo(X), 0 < ||f|| < 1 tais que
existe i tal que ¢ > ig = |la — ae;|| < € e ainda ||a — fal| < 0. Como a
aplicagao (r,z) — g(r)f(z) estd em Cy(G x X)), pelo Lema 5.16, temos
que existem fig, fog, k € {1,...,n} tais que:

< min (1, 6) .
lal

Escolha ay, = fixa; bix = forei,. Assim, dado r € G, teremos:

9(r) f(@) =Y furla) for(r ')
k=1

< lg(r)a —g(r)fal

g(r)a — Z ara,(bg)
k=1

+ ||9(r)fa— Z fivaar(fareig)

k=1
< lgllsolla = fall
+lg(r) fa=>" fivaBr(for ) (ei,)
f=1
< lgllce

+ g(r)fa - <Z flkﬂr(ka)) a(eio)
k=1
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< lglloce + el

g(r)f — Z fikBre(for)
k=1

S Fue(fan) o — aey,

k=1
< lglloce + e+ (1 + llglloc)e

+

em que f1x53:(for)(®) = fir(z)for(r~tx), para todo k € {1,....,n}. A
ultima desigualdade acima contou com a seguinte constatagao:

g(r)f = fikBre(far)

k=1
< 14 lglleeB

<

> FikBre(far)

k=1

+lg(r) /Il

Caracterizemos, logo apés definir aplicagdes préprias, C*-algebra
Co(X)C.

Definicao 5.18 Sejam X e Y espacos topoldgicos localmente com-
pactos Hausforff e f : X — Y wuma aplicacio continua. f € dita
prépria se f~1(K) é compacto em X sempre que K for compacto em
Y. Mais especificamente, um G-espaco localmente compacto (em que
G é um grupo localmente compacto) X serd dito proprio se a aplicagdo
(s,x) — (sx,x) for propria de G x X em X x X. Nesse caso, dizemos
ainda que a agao € propria ou que o grupo G age propriamente em X.

Observagao 5.19 Nao € dificil ver que toda acao proveniente de um
grupo topoldgico compacto € propria.

Proposigao 5.20 Sejam X G-espago localmente compacto Hausdorff,
G grupo compacto e (Co(X), G, ) sistema dindmico usual, com a-(f) =
f(r=tz). Considere 7 : X — G/X, m(x) = Gz, o mapeamento quoci-
ente. Entio 7, : Co(G/X) — Co(X)Y, m.(f) = fom, éum isomor-
fismo.

Demonstragao:
O Corolério 3.43 de (WILLIAMS, 2007) diz que G/X é Hausdorff, ja que
X é préprio. O Lema 3.37 de (WILLIAMS, 2007) nos diz ainda que se
G/X é Hausdorff entdo T' C G/X é compacto se e somente se existe
D C X compacto tal que D = 7~ !(T). Isso garante que 7 é uma
aplicagao prépria.

Vamos agora mostrar que a aplicacao 7., m«(f) = f o7 estd de
fato bem definida e se trata de um isomorfismo. Seja r € G e x € X.
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Entao:

a(fom)(z) = fon(r~'z) = f(Gr~'z) = f(Gz) = f o ().

O Lema 3.25 de (WILLIAMS, 2007) diz que 7 é continua e aberta.
Fixando € > 0, vale a igualdade:

{re X, fon(x)=f(Gr) >0} =7 *{Gx € (G/X) : f(Gx) > €})

e isso nos garante que f o m é continua e se anula no infinito.

Nao ¢ dificil ver que 7, é *-homomorfismo injetivo. Para vermos
que é sobrejetivo, seja g € Co(X)C. Defina a aplicacio f que para cada
Gz € G/X vale f(Gz) := g(z). Tal aplicacdo estd bem definida, pois,
por exemplo, tomando rz € Gz, temos

f(Grz) = g(rz) = ar-1(g)(2) = g(2).

Mais ainda, f é continua, pois dado A conjunto aberto em C ,
temos:

J7HA) = {Ge € G/X : f(Ga) = g() € A} = (g~} (4).

Sendo g continua e 7 aberta, a igualdade acima mostra que f~1(A) é
aberto, portanto f é continua. [

Tendo em maos os Teoremas 5.10 e 5.17, a Proposicao 5.12 e
o *-isomorfismo acima, obtemos o seguinte exemplo, que nada mais é
do que uma adaptacao do Teorema 2 de (CURTO; MUHLY; WILLIAMS,
1984) e conhecido como Teorema Simétrico de Imprimitividade (versao
para dlgebras comutativas).

Exemplo 5.21 Sejam X espaco Hausdorff localmente compacto e G e
H grupos compactos Hausdorff agindo livremente em X e comutando.
Considere Cy(X) e as respectivas agdes (provenientes da ag¢do em X )
de G e H em Cy(X) denotadas por a e B. Considere B¢ e ol acédes
conforme o Teorema 5.10 (para A = Cy(X)). Entdo:

(X/G) (BG) HNM Co(X/H) N(aH) G
em que (%) e (af)" sdo obtidas por meio dos *-isomorfismos entre

Co(X/G) e Co(X)Y e entre Co(X/H) e Co(X)H, que sio obtidos a
partir da Proposicao 5.20 e da Proposicao 5.12.
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Vamos ver agora um exemplo ainda mais concreto, que na ver-
dade é uma versao simplificada do Teorema de Stone-von Neumann,
pois consideramos G grupo compacto, ao invés de localmente compacto,
como estd em (WILLIAMS, 2007) por exemplo. Dentre outras utilida-
des, ele diz que mesmo que a C*-dlgebra A de um sistema dinamico
(4, G, ) seja abeliana, o produto cruzado proveniente pode nao ser.

Exemplo 5.22 Seja G grupo compacto e escolha X = G, portanto X
é um G-espago em relagdo a translagdo a esquerda. Se (C(G),G,T) é
sistema dindmico, com 7,.(f)(s) = f(r~'s) e G grupo compacto, entio

C(G) %, G 22 K(L(G)).

A acdo da hipdtese é livre, pois rz = ¢ = r = e,V € X = G.
Portanto, G, = {e}. Mais ainda, Cyp(X/G) = C como C*-dlgebras,
pois dados Gz e Gy, por y = yz~ 'z, tem-se Gz = Gy.

Vimos também que se G age livremente em X entao T é saturada
(Teorema 5.17). Assim pela Proposi¢do 5.2, obtemos: Cy(G/X) =
Co(X)G ~ M Oo(X) A G. Portanto: C ~ M C()(G) A G.

Pela Proposicao 3.23, existe H espacgo de Hilbert tal que C(G) %+
G = Kc(H). Assim, C(G) X G é C*-élgebra simples (pois K¢ (H) o é)
e encontrando uma *-representacio sua nao-nula, esta tem de ser fiel.

Considere a aplicacao

M : O(G) — B(L*(G))
[ My

em que M;(§) = f-¢&.

Vamos provar que M define de fato uma *-representacao fiel.
Primeiramente note que f-& é um elemento de L?(G) pois G é compacto
e f continua. Assim:

L. (My € B(L*(Q))) [|My|| = supjey<allf - € < IfIl = |My] <1,
2. (M é homomorfismo) Verificagdo trivial,
3. (M preserva adjuntos)

(Myp&,m) = _/G(Mfﬁ(r))*n(r)dﬂ(T) = /GE(T)f(T)W(T)dM(T)
= [ EOMnrdntr) = (€ My,
4. (M é injetiva) My =0 = f(r)&(r) = 0,¥¢ € L*(G),r € G. Sendo

G compacto, a fungao constante £ = 1 estd em L?*(G). Portanto
f=0e M é de fato representacao fiel.
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Considere agora A : G — U(L2(@Q)); A(r)f(s) = f(r~'s). B
claro que A é homorfismo unitdrio de grupos, com ||A(r)| = 1,Vr € G.
Verifiquemos agora que (M, \) é representacao covariante:

M Mpd—1(h)(s) = Mih—1(h)(r~'s) = f(r ts)\—1(h)(r™1s)
F(r=ts)h(s) = Me, () (h)(5)-

Pela teoria de produtos cruzados, temos que M x A : C(G) x G —
B(L*(G)) é uma *-representacio, portanto fiel, visto que

C(G) x. G = K(H)

e que a algebra dos operadores compactos de um espago de Hilbert é
simples. Mostraremos agora que M x A\(C(G) x. G) = K(L?*(G)).

Fixe 0, € K(L*(G)) com &,n € C(G). Defina f € C(G xG) —
C(G,C(G)) por f(s,r) =&(r)n(s™1r). Assim:

M >3 A(f)(g)(r)

[ MA@t

/ £(s,7)g(s™r)dpu(s)

G

/ (s g(s ') du(s)

G

£(r) /G W)9(5)du(s) = O n(g) ().

Portanto, K (L*(G)) C M x AMC(G) x G), visto que o conjunto
M x\(C(G)xG) é fechado e elementos da forma ¢ ,, geram K (L?*(G)).
Pelo Lema 5.16, a mesma igualdade mostra que M x A\(C(G) x: G) C
K(L?*(@)). Assim,

M x MC(G) x G) = K(L*(G)),

como queriamos demonstrar. [J

Para o préximo exemplo, precisaremos de mais alguns prepa-
ros. Primeiro, dada uma C*-algebra A e u € A, definimos a aplicacao
Ad(u) : A — A, Ad(u)(a) = uau™. Para mostrar a saturacio de agoes,
usaremos o seguinte resultado, que é o Teorema 7.1.15 de (PHILLIPS,
1987):

Teorema 5.23 Seja (A, G, «) sistema dindmico, com G grupo abeliano
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compacto. Para T € G defina:
A :={a€ A:a.(a)=7(r)a,Vr € G}.
A acdo o € saturada se e somente se
A*A, =span{a*b:a,be A} = A9, vr € G.

Observagao 5.24 Mantendo as mesmas hipdteses do teorema ante-
rior, note que todo T € G satisfaz: A*A, C A®. Dados a,b € A, e
r € G, a inclusao seque imediatamente dessas igualdades:

a,(a*b) = ay(a)*a,.(b) = 7(r)a*T(r)b = a*b.

Preparados, vamos ao exemplo.

Exemplo 5.25 Sejam My a C*-dlgebra das matrizes 2 X 2 com entra-
das complezas e G = {e, g1, g2, g192} grupo de quatro elementos tal que
9192 = gog1 (observe que G € isomorfo ao grupo Za X Zs). Defina a
agao o : G — Aut(My) por:

ae =1I; ag, :Ad<(1) 01>;

01 0 1
ozgzzAd<1 0); ozglgzzAd<_1 0).

Entao M2 Ao G = M4.
Demonstragao:
Mostremos primeiramente que MS' = C. Tome

a—<w y)GMQG
z W

Entao, calculos simples mostram que

agl(a):(lyu Z) e %(a)zcz ;y)

Dai segue que

B w oy _ [z vy W=z
agl(a)—a:(y :z:>_(z w):Z—y
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ag,(a) =a= (_xy ;y> = (‘; z> =y =0.

Mf:{(g 2):9&6@}%@

Agora, usando Teorema 5.23, mostraremos que « é saturada pro-
vando que AXA, = A; para todo 7 € G. Primeiramente observe que
G = {1,71,72, 172}, T; é o Unico caracter satisfazendo 7;(g;) = 1 e
7:(g;) = —1 para i # j. Note que G =~ G como grupos (isto é um fato
geral pois Z; 7 e G;<\G2 o é\l X (/?\2; veja (HEWITT; ROSS, 1994)).

Vamos agora calcular A, para cada 7 € G. Parat = 1 (o
caracter trivial: 7(r) = 1 para todo r em G), é imediato que A; = A%,
Vamos agora calcular

Portanto:

A ={a€ A:ay(a) =11(g)a para todo g € G}.

x .
Para ¢ = g1, obtem-se: para a = (z 5) , como acima, ag (a) =

71(g91)a = a implica y = z = 0. Em similarmente, a;(a) = 71(g2)a =
—a implica w = —z. Logo

An{@ _Ox>:x€(C}.

Analogamente, mostra-se que

_ (0 y).
AT2—{<y 0>.x€(C}
AT17'2:A7'1A7'2:{<0 y)l‘e@}

Disto segue facilmente que A* A, = A% para todo 7 € é, com desejado.
Logo a acao em questao é saturada. Pela Proposicao 5.2, temos C =
M§ ~yr My x4 G e pelo segundo item da Proposicio 3.23, existe H
espago de Hilbert tal que My x, G = K(H). Mas M x,, G é isomorfo
a C(G, M3) como espago vetorial e portanto H tem de ter dimensao 4.
Isso garante que K(H) = My, donde segue o resultado.

Exemplo 5.26 Seja G grupo compacto e considere a C*-dlgebra A =
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K(L*(@G)), com ag¢do a = Ad,, de G, dada por
r () = pr0 T 0 pros,

em que p : G — B(L?(Q)) € a representacdo reqular a direita: p,(€)|s =
&(sr), para todos € € L*(G) e s,r € G. Entdo o produto cruzado AX aq,
G € Morita equivalente a C*-dlgebra reduzida do grupo G, denotada por

CHG).
Primeiramente verifiquemos que « define uma agao de G em A:
1. au(z) = peozop. =,
2. ag(x) = pstoxopi1s-1 = as(proxop-1) = as(a(r)).

Seja M : C(G) — B(L?*(G)) = M(K(L?*(G))) a representacao
multiplicagao Mf(£) := f-€&. Entdo, por meio dela, A = K(L*(G))
se torna uma (C(G), G, 7)-dlgebra, em que 7 é a acdo de translagio
a direita: 7(f)|s := f(st) e definimos fk := Mk, para todos k €
K(L*(@)) e f € C(G). Como nio é dificil ver que M é *- homomor-
fismo, provemos apenas que My é G-equivariante:

ar(fR)()ls = ar(Mpk)(§)]s = pro Mgk o pra(§)ls
= (Myskop,—1)(&)|sr = f(sr)k o pr—1(&)|sr
= f(sr)(prokop.—1)(&)ls
= M, 5)((prokop.—1)(E)ls
= 7(f)ar(k)(E)]s.

Agora, como 7 é livre, temos que a é saturada pelo Teorema
5.17, portanto AY = A x, G. Calculemos agora a lgebra de ponto fixo
A% mais explicitamente. Por definicio, A% := {a € A : au(a) = a}.
Note ainda que vale a igualdade A¢ = {E(a) := [, o (a)dt,a € A}
Mais ainda, sendo E continuo pela constatacao abaixo:

|E@) - E®)| = | /G 0e(a) — ay(B)dt]
/ lon(a) — (Bt < fla — bl
G

IN

vale que A® = {E(a) : a € Ag} para qualquer *-subdlgebra densa A
de A. No nosso caso, queremos aplicar esse fato para

Ay = Span{oﬁ,n : 95;,;(() = £<77a <>}
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Pode-se ver em (LANCE, 1995) que Ay é de fato *-subalgebra densa de
A = K(L*(@)) (Ag é a *-subalgebra dos operadores de posto finito).
Veremos que A® = C*(G), a C*-algebra reduzida do grupo G (veja

Exemplo 4.16), isto é, o fecho de A(C(G)) em B(L?(G)), em que \ :
C(G) — B(L?*(@)) é a aplicagao A(f)g = f * g, em que

foglt) = /G F(5)g(s™ ) dpu(s)

é o produto de convolugio em C(G) C C x G. Lembrando da férmula
de involugao em C(G):

fr@t) = [,

note que:
E(0e)()(1) = /G (e ) () (£)dpu(r)

- / pr 0 0c 0 1 (O) (D) dp(r)

G
= [ B s (Qunautr)

G
- /G £(tr) (1, pr—1 (O))dpu(r)
_ / £(tr) / W) (sr VY dpa(s)du(r)
- / / E(tryn(s)C(sr V) du(s)du(r)
- / / ()¢ (s ) du(r) du(s)
- / / €(ryn(s=Tr)C (s~ ) dp(s)du(r)
- / / £(ryn(s= ¢ (s ) dp(r) du(s)
- / / £(ryn(s= T dp(r)C (s 1) du(s)

- / (€% ) (5)C(s ™ E)da(s)
= AE)O)(D):
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Agora, nao é dificil ver que o espaco vetorial gerado pelas funcoes
do tipo £ xn* é denso em C(G) e C(G), por sua vez, é denso em C x G.
Portanto:

AG

span{E(¢,) : £,n € C(G)} =span{ (€ xn*) : {,n € C(G)}
AC % Q) = Q).

Exemplo 5.27 Seja G grupo abeliano compacto e considere o dual de
Pontriagin G = {x : G — T : & é homomorfismo de grupos} que é um
grupo discreto (por (HEWITT; ROSS, 1994)). Seja 8 uma agdo de G na
C*-dlgebra B. Defina A := B xg G. Entio a agio o : G — Aut(A)
dada por o, (f)(xz) = z(r) f(z) € tal que A x, G ~p B.

Note que a, = ICC(G,B) e a5 = p 0 o para todos r,s €
G. Também, fixado r € G, o, : Co(G,B) — C.(G,B) é um -
automorfismo, onde CC(G’, B) é visto aqui como *-subélgebra de B x ﬁé' .
Mais ainda, .. é obviamente isométrica com respeito a norma L;. Se-
gue que o, se estende & um *-automorfismo de B x3 G (em particular,
isométrico com respeito & norma universal) e sua estensao serd ainda
denotada por «,.. Observe ainda que, fixada f € CC(G,B), a fungao
r — a,(f) é continua com respeito & norma L' e assim também com
respeito & norma C*-norma sobre B xg G. Logo a define, de fato, uma
acao de G sobre A = B x G.

Mais ainda, (A,G,«) é uma (C(G), G, 7)-dlgebra por meio da
aplicagao

Yi=igo¢:C(G) — M(Bxgs Q)

em que ¢ : C(G) — C*(G) é o *-isomorfismo tal que para cada z €
C(G) associa a transformada de Fourier 2, definido por

o) = [ Tt
eig:C*(G)=Cx G — M(B xgG) é o homomorfismo dado por

i6(2) = Y Aw)ig(a).
ze@
Todas essas constatagdes se encontram nas paginas 26 e 56 de (WIL-

LIAMS, 2007). Observe que v define, de fato, um *-homomorfismo
nao-degenerado por ser uma composicoes de tais aplicagoes (j4 que a
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transformada de Fourier é um isomorfismo e %@ é um *-homomorfismo
nao-degenerado por (WILLIAMS, 2007)). Para mostrar que ¢ é G-
equivariante, observe que

E por outro lado,

b(r)ar(Hle = ig(m(@)ar ()l
=S nE B, )y ) (r)

yed

=a(r) > ) (2 )8y (Fly~ ).

yEG‘

Para concluir que as duas expressoes acima sao iguais, basta ver que

77(;)(@/) = y(r)Z(y) e isso segue do seguinte célculo (onde usamos que
G ¢é abeliano e assim unimodular):

D) = /G V)7 (2)(8)du(s) = /G () =(s7)dp(s)
- /G o5 1)2()du(s) = y(r)5(y).

Assim (A,G,a) é uma (C(G), G, T)-algebra e portanto A X,
G ~ur A% ja que T é livre. Finalmente, vamos mostrar que A% = B
por meio da imersdo canénica ig : B — B xg G dada por ip(b) = bdy
(ou seja, bdy é a fungao de C’C(G’,B) que vale bem 1 € G e 0 caso
contrario).

Provaremos que A% = ig(B) usando que A =3span{E(a): a €
Ao} em que Ag = C.(G,B) C B x5 G = A. Primeiramente note que
dado z € G', temos

1 sex =1,
/Ga:(t)du(t) = 0g1 = { 0 caso contrario.

De fato, da invaridncia da medida de Haar, temos

/G £(t)du(t) = /G w(st)dp(t) = 2(s) /G () dp(t),
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0 ou z(s) = 1 para todo

para todo s € G. Dai segue que [ z(t)du(t) =
= 1 (j& que estamos sempre

5, isto é, z = 1 e neste caso [ z(t)du(t)
supondo p(G) = 1). Daf segue que

E(a)], = /G (@) odu(t) = /G £()a(@)dp(t) = by 1a(x) = b, 1a(1),

ou seja E(a) = ip(a(1)) para todo a € C.(G, B). Como obviamente
todo elemento de B ¢ da forma a(1) para algum a € Cc(é, B), segue o
resultado. Logo

BNGNG:ANQGNMB.

Observagao 5.28 A equivaléncia de Morita BxGxG ~y B do exem-
plo anterior estd relacionada com o Teorema de Dualidade de Takai-
Takesaki, que diz que B x G x G = B ® K(1*(G)), veja (WILLIAMS,
2007) para mais detalhes.

5.3 CONSIDERACOES FINAIS

Tomando por base os resultados obtidos nessa dissertagao, ha
muito o que se estudar ainda sobre equivaléncia de Morita para C*-
algebras e produtos cruzados. Alids, o presente trabalho ndo passa
de uma introducao a esses dois temas amplamente desenvolvidos por
Rieffel nas décadas de 70 e 80 e porteriormente por muitos outros ma-
tematicos. Elencamos aqui algumas perspectivas de continuidade dos
estudos, tendo como ponto de partida a presente dissertacao e as re-
feréncias usadas.

Apesar de termos elencado quatro formas diferentes de se enun-
ciar equivaléncia de Morita para C*-dlgebras (na Proposigio 3.23), ndo
discutimos quais as implicagoes dessa equivaléncia. A secdo 3.3 de
(RAEBURN; WILLIAMS, 1998) apresenta resultados nesse sentido, mos-
trando, dentre outras coisas, que duas C*-algebras Morita equivalentes
possuem as mesmas estrutura de ideais e teoria de representagoes, ele-
mentos evidenciados na Proposicao 3.24 desse mesmo livro, em que
alude a chamada Correspondéncia de Rieffel. Ainda no campo das im-
plicacoes da equivaléncia de Morita, é possivel mostrar que C'*-algebras
Morita equivalentes possuem grupos de K-teoria isomorfos e uma boa
referéncia para essa abordagem, para se aventurar por esse caminho, é
(PHILLIPS, 1987).

Mudando o foco, o leitor deve ter percebido que a saturacao
de agoes é hipdtese fundamental para a tese de teoremas importantes,



101

como o Teorema Simétrico de Imprimitividade, ou seja, Teorema 5.10,
e o Teorema de Stone-von Neumann, que para nés é o Exemplo 5.22.
Assim, qualquer esfor¢o no sentido de detectar se determinada acao é
ou nao saturada é muito bem vindo. Sobre esse assunto, escrevemos
pouqussima coisa nesse trabalho. O sétimo capitulo de (PHILLIPS, 1987)
é um prato cheio para os que se interessam por essa perspectiva.

Finalmente, h4 uma variedade imensa de exemplos interessantes
a respeito de produtos cruzados e equivaléncia de Morita nesse con-
texto a ser estudada. No presente trabalho elencamos uma quantidade
irriséria de exemplos se comparada a encontrada em (PHILLIPS, 2008).
Esse documento é uma versao expandida das notas das aulas que o
professor Phillips ministrou na escola de verdao de Ottawa em &algebra
de operadores no ano de 2007, contendo materiais adicionais de outros
cursos que o professor ministrou pelo mundo. Sem sombra de duvida,
a resolucao e analise detalhada dos exemplos e exercicios propostos
por Phillips seria uma ideia no minimo interessante para uma nova
dissertagao.
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