Universidade Federal de Santa Catarina
Curso de Pé6s-Graduacao em Matematica e

Computacao Cientifica

Operador de Ruelle-Perron-Frobenius e

Transformacoes Expansoras

Anderson Luiz Maciel

Orientador: Prof. Dr. Aldrovando L. A. Araijo

Florianépolis
Marcgo de 2005



https://core.ac.uk/display/30383448?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1

Universidade Federal de Santa Catarina
Curso de Pé6s-Graduacao em Matematica e

Computacao Cientifica

Operador de Ruelle-Perron-Frobenius e

Transformacoes Expansoras

Dissertacao apresentada ao Curso de Pés-
Graduacao em Matematica e Computacao
Cientifica, do Centro de Ciéncias Fisicas e
Matematicas da Universidade Federal de
Santa Catarina, para a obtencao do grau
de Mestre em Matematica, com Area de

Concentracao em Geometria e Topologia.

Anderson Luiz Maciel
Florianépolis

Marcgo de 2005



Operador de Ruelle-Perron-Frobenius e

Transformacoes Expansoras
por
Anderson Luiz Maciel

Esta Dissertagao foi julgada adequada para a obtencao do Titulo de “Mestre”,
Area de Concentragao em Geometria e Topologia, e aprovada em sua forma

final pelo Curso de Pés-Graduacao em Matematica e Computacao Cientifica.

Igor Mozolevski
Coordenador

Comissao Examinadora

Prof. Dr. Aldrovando L. Azeredo Aratijo (UFSC-Orientador)

Prof. Dr. Artur O. Lopes (UFRGS)

Prof. Dr. Celso Melchiades Doria (UFSC)

Florianépolis, Marco de 2005.



A Deus

A minha familia



SUMARIO

Introducao

Transformacgoes expansoras

1.1 Elementos de Teoria Ergoédica . . . . . . . . ... ... ... ... ...
1.2 Transformacgoes Expansoras . . . . . . . .. .. ... ... ... ...
1.3 O teorema de Ruelle e algumas aplicagoes . . . . . . . ... ... ...

1.4 Funcgoes homdlogas . . . . . . . . . . . . ...

Jacobiano
2.1 Definicao e existéncia do Jacobiano para medidas . . . . . . . .. ...

2.2 Propriedades do Jacobiano . . . . . .. ...

g-medidas
3.1 Representacao integral do operador de Ruelle-Perron-Frobenius

3.2 O teorema de Ledrappier . . . . . . . . . ... ... ... ... ...,

Prova do teorema de Ruelle

4.1 Provado teorema . . . . . . ..

Aplicacoes Expansoras por Partes e Teoria Espectral

5.1 Lemas Basicos . . . . . . . . ...
5.2 Propriedades Espectraisde Le Ur . . . . . . . .. ... ... .. ...
5.3 Propriedades de (Up, 1) . . . . . . o o o
5.4 Estados de Equilibrio . . . . . . .. ... o0

5.5 Existénciaeexemplos. . . . . . . ..o

16
23

29
29
33

39
39
43

56
o6



6 Apéndice 94

6.1 Particoes e Esperanca Condicional . . . . . . . . . . ... ... ... .. 94
6.2 Entropia de uma Particao . . . . . . ... ..o 97
6.3 Entropia de uma Transformacao . . . . . . . . . .. .. ... ... ... 101
6.4 O Teorema de Martingale . . . . . .. ... ... ... ... .. ..., 105
6.5 Entropia e o-algebras . . . . .. ... 107
6.6 Calculo da Entropia das Transformacoes Expansoras . . . . . .. . .. 109
Referéncias Bibliograficas 114



Agradecimentos

Agradeco inicialmente aos meus familiares, em especial a minha namorada
Divane e o meu irmao Cristiano que me aguentaram nas horas dificeis.

Os professores do departamento de matematica e os colegas da pds gra-
duacao com quem mantive contato durante esses dois anos, principalmente os professo-
res Igor Mozolevski, Gustavo da Costa, Celso Doria, Eliezer Batista, José Pinho, Joel
Souza entre outros. Ao professor Artur Lopes (UFRGS) que além de ter participado
da banca da defesa, me auxiliou em muitas questoes relativas a minha formacao.

Ao meu orientador e amigo Aldrovando Araujo, a quem guardo um sin-
cero respeito e admiragao, que me ajudou de varias maneiras diferentes, nao sé na
matematica.

Agradeco também ao suporte financeiro oferecido pela CAPES.



Resumo

Seja T': X — X uma aplicagdo expansora em um espag¢o métrico com-
pacto X.

Demonstramos o teorema de Ruelle para potenciais na classe de Schwarz,
que é uma classe um pouco mais geral do que a classicamente analisada (apenas Holder).
A demonstragao de alguns itens do teorema de Ruelle fica trivial quando usamos o te-
orema de Ledrappier [W1], que caracteriza as g-medidas. Para o teorema sobre a
existéncia e unicidade das g-medidas, T" além de ser expansora deve ser, também, to-
pologicamente mixing.

Por fim, estudamos fungoes expansoras por partes (também conhecidas
como aplicagbes monotonicas, ou mondtonas por partes). Além do espectro do operador
de Ruelle relacionado com estas fungoes, apresentamos o estado de equilibrio para tais

funcoes.



Introducao

Durante as ultimas trés décadas a compreensao do comportamento assin-
tético de Orbitas genéricas para intimeras classes de sistemas dinamicos se consolidou
consideravelmente. De um ponto de vista inicialmente mais deterministico, os estudos
evoluiram no sentido de considerar propriedades com carater estatistico. Este pro-
cedimento se mostrou extremamente frutifero, permitindo-se avancar o entendimento
dos sistemas uniformemente hiperbdlicos que comecara a consolidar-se nos anos oitenta
para os nao-uniformemente hiperbdlicos que tem sido o grande desafio dos tltimos
anos. Essas técnicas foram desenvolvidas para sistemas uniformemente hiperbdlicos
mas, felizmente, puderam ser estendidas a uma classe mais ampla de transformagdes.
Uma pequena parte desse desenvolvimento serd apresentada neste trabalho. Para isso
vamos tornar nossas idéias um pouco mais precisas.

Genérico é entendido aqui no sentido da teoria da medida. Assuma que
(X, A) é um espago mensuravel, com X um espago métrico compacto, e T : X — X
uma aplicagao A-mensurdvel (i. e., T71(A) € A para qualquer A € A). Por M7(X)
denotamos o espago das probabilidades invariantes por 1" no espaco de medida (X, A, p)
(i. e., para todo A € A vale que u(A) = u(T~(A))). No que segue, X serd um espago
métrico compacto, A a o-algebra de Borel dada pela métrica de X e C(X) denotard o
espaco das funcoes de X em R continuas. Considere uma fungao positiva g : X — R
usualmente chamada de potencial. Estamos interessados nas medidas de probabilidade

que maximizam a pressao topoldgica, i. e., medidas p € M (X) tais que

hH(T)+/ 10ggd,uzsup{h,,(T)+/ loggdu;uEMT(X)},
X X

onde h,(T") representa a entropia da transformagao relativamente a medida p, cuja de-

finicao é demasiadamente longa para ser apresentada nesta introducao, mas que esta



apresentada no apéndice deste trabalho. Pode-se definir a pressao topoldgica do poten-

cial g via:

P(T, g) = sup {h,,(T) + /X loggdv;v € MT(X)} .

Uma medida que satisfaz a primeira igualdade é dita um estado de equilibrio para o
potencial g, caso ¢ = 0 entao esta medida maximiza a entropia. Esses estados de
equilibrio tém propriedades ergddicas fortes e sao relevantes em aplicagoes fisicas. Para
se obter uma tal medida uma técnica foi desenvolvida por Ruelle em seu trabalho
pioneiro [R], para fungoes g : X — R Holder, que consiste no estudo das propriedades
de convergéncias para iteradas do operador £, : C(X) — C(X), agindo no espago das
fungoes continuas em um espago métrico compacto a valores reais, sendo 7' : X — X

uma aplicacao expansora definimos

Ly )= > gw)ew)

yeT—1(x)
onde a quantidade de pré-imagens, por T, para cada z € X é finita, uma vez que X
é compacto. Tal operador é conhecido usualmente como operador de Ruelle-Perron-
Frobenius (ou operador de transferéncia) e é apresentado em vérias formas permitindo,
em algumas delas, ser estendido ao espaco das funcgoes integraveis com respeito a alguma
medida especial. Por exemplo, se o espaco ambiente é uma variedade riemanniana
pode-se definir para uma aplicacao expansora o operador de Ruelle-Perron-Frobenius,

L, como a aplicacio em L'(u) tal que para toda f € L'(u) e para todo boreliano A

J = [ san

onde p aqui denota a medida de Lebesgue da variedade.

satisfaca

Para se obter boas propriedades de convergéncias das iteradas deste ope-
rador devemos fazer algumas restri¢oes sobre o sistema dinamico em questao, bem como
sobre o potencial que comecamos. Falando informalmente, o ambiente geral que garante
a validade da técnica depende da exigéncia de um certo tipo de hiperbolicidade fraca
(expande distancias) no sistema dinamico e na restri¢do do potencial para uma classe de
fungoes boas onde o operador age como uma tranformacao que essencialmente contrai.

Para varios casos de sistemas dinamicos uma classe de potenciais g deve

ser escolhida de modo a se obter um tnico estado de equilibrio. O procedimento também



é aplicado a sistemas descontinuos, em particular, para aplicacoes monotonas por partes
do intervalo onde o potencial é assumido ser de variacao limitada, [LY2],[Wo].

No inicio dos anos oitenta Keller, Hofbauer e outros comecaram o estudo
das propriedades espectrais do operador de Ruelle-Perron-Frobenius no caso de trans-
formagoes mondtonas por partes do intervalo, e conseguiram um enfoque unificado na
maioria dos casos onde as propriedades de convergéncia foram obtidas das proprieda-
des espectrais deste operador. Esta abordagem teve, apods isto, um desenvolvimento
importante trazendo a tona as condigoes espectrais necessarias que devemos exigir para
obtermos as propriedades de convergéncia desejadas [B]. Finalmente novas técnicas fo-
ram desenvolvidas em parte por Lai-Sang Young, que se mostraram aplicaveis a outras
situagoes onde menos hiperbolicidade é assumida sobre a aplicacao.

Esta mesma técnica comecada com Ruelle, que permite a obtencao de
estados de equilibrio, pode encontrar medidas SRB e estados de Gibbs ou até mesmo
medidas absolutamente continuas com respeito a medida de Lebesgue, quando o espaco
é uma variedade riemanniana, desde que se escolha corretamente o potencial inicial-
mente estudado.

Neste trabalho vamos apresentar esta teoria para dois casos. O primeiro
segue de perto a apresentacao de Peter Walters em [W1] exceto que nao é desenvolvido
no caso de subshifts unilateral, abordada em Bowen [B1] por exemplo, mas em um am-
biente mais geral que sao as aplicagoes chamadas expansoras em espagos métricos [C1]
que incluem transformagcoes espansoras de variedades e subshifts unilaterais. Além disso
o potencial é escolhido em uma classe diferente que chamamos de classe de Schwarz,
cujas definigao foi usada inicialmente por Schwarz na sua bem conhecida prova do teo-
rema de Denjoy sobre a nao existéncia de intervalos nao-errantes para difeomorfismos
de classe C'*¢ do circulo. Na segunda parte desse trabalho apresentaremos o enfoque
espectral, devido a Keller e Hofbauer [HK], para aplicagdes monétonas por partes do

intervalo.



Capitulo 1
Transformacoes expansoras

Neste capitulo apresentaremos uma breve introducgao a teoria ergodica e
logo apds definiremos transformacgoes expansoras em variedades compactas e em espacos
métricos compactos, e mostraremos que toda transformacao expansora em variedade é
expansora no sentido métrico. Na se¢ao seguinte enunciaremos o teorema de Ruelle e
faremos uma aplicacao do teorema para um potencial pré-definido. Na ultima secao
deste capitulo definiremos fungoes homélogas, enunciaremos o Shadowing Lemma e
provaremos quando duas fungoes Holder sao homoélogas. Por fim, provaremos que se

duas func¢oes Holder sao homdélogas entao elas possuem os mesmos estados de equilibrio.

1.1 Elementos de Teoria Ergodica

Iniciaremos esta secdo com uma breve revisao sobre teoria da medida,
onde apenas enunciaremos algumas definicoes bésicas. Para resultados em teoria da
medida as referéncias sdo [Cal, [Co] ou [Ru]. Logo apds apresentaremos algumas de-

finigoes e resultados basicos de um curso de teoria ergddica, onde citamos [M1] e [W2].

Definicao 1.1. Seja X um conjunto arbitrdrio. Uma familia A de subconjuntos de X

¢ uma o-dlgebra se
i) XeAd
ii) se A€ A entao A=X —Aec A

iii) se A; € A parai=1,2,3,... entao |J A; € A.

1>1



Definigao 1.2. Se A é uma o-dlgebra de subconjuntos de X, dizemos que u : A —

[0, 4+00] € uma medida se

a) u(0) =0

b) para toda familia {A;};, 1 =1,2,3,..., de conjuntos disjuntos em A vale que

H (U Ai) = Z/"L(AZ)

Defini¢ao 1.3. Um espaco de medida é uma terna (X, A, u) onde X € um conjunto

arbitrdrio, A é uma o-dlgebra de subconjuntos de X e p uma medida.

Dizemos que o espago de medida (X, A, 1) é um espago de probabilidade
se u(X) = 1, neste caso a medida p é dita ser uma medida de probabilidade ou,

simplesmente, uma probabilidade.

Definigao 1.4. Seja (X, A, u) um espago de probabilidade. Se Ao € uma familia de
subconjuntos de X, dizemos que A é gerada por Ay se Ay C A e toda o-dlgebra A’
de subconjuntos de X tal que Ay C A’ satisfaz A C A'. Se A, € uma familia de

subconjuntos de X, n > 1, denotamos por \/, -, A, a o-dlgebra gerada por |, -, A

Obs.: Se X é um espago topoldgico, a o-algebra de Borel de X ¢é a o-édlgebra gerada
pela familia dos conjuntos abertos. Neste caso, os conjuntos em A denominam-se

borelianos de X.

Definigao 1.5. Seja (X, A, ) um espago de medida. Definimos o suporte de p pelo

conjunto

sup(p) = {x € X;VV,, u(Vz) > 0}
onde V,, ¢ uma vizinhanc¢a do ponto x.

Defini¢ao 1.6. Se (X, A, ) é um espaco de medida e para todo A € A, A C |J A,
i=1

com p(A;) < 400 para todo i > 1, dizemos que p € uma medida o-finita.

Um dos principais objetivos da teoria ergddica é o estudo da dinamica
das transformacoes que preservam medida. Assim, vamos a definicao de uma medida

invariante.
Definigao 1.7. Sejam (X, A, u) e (Y, B,v) espagos de medida.
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a) Dizemos que uma transformacao T : (X, A, u) — (Y, B,v) é mensurdvel se para
todo A € B tivermos que T'(A) € A.

b) A transformacao T : (X, A,u) — (Y,B,v) preserva medida se é mensurdvel e
para todo A € B temos que u(T7(A)) = v(A).

Obs.: Estaremos interessados principalmente em casos onde (X, A, u) = (Y, B,v). Se
T:(X,A pn) — (X, A, n) é uma transformacao que preserva medida, também dizemos

que T preserva p ou que p ¢ T-invariante, ou ainda, que p é invariante por 7.

Definicao 1.8. Seja T : X — X wuma aplicagao continua em um espag¢o métrico
compacto. O conjunto das probabilidades sobre os borelianos de X € denotado por

M(X) e denotamos por Mr(X) o conjunto das p € M(X) invariantes por T.

Obs.: Seja T : X — X uma transformacao continua em um espago métrico com-
pacto. Como consequéncia do teorema de Krylov e Bogolioubov [W2], temos que o
espago M7(X) nao é vazio e é um subconjunto convexo de M(X) e ainda é fracamente

compacto.

Definig¢ao 1.9. Uma transformagao T : (X, A, pu) — (X, A, ) em um espago de proba-
bilidade que preserva medida é chamada ergodica se os unicos membros A € A tais
que T7Y(A) = A satisfazem pu(A) = 0 ou u(A) = 1. Neste caso, dizemos que j € uma

medida ergodica.

Definigao 1.10. Seja (X, A, ) um espago de probabilidade. Dizemos que um conjunto
A C X € de medida nula se existe Ay € A tal que A C Ay e u(Ay) = 0. Dizemos que
dois conjuntos Ay, Ay € A coincidem i mod 0, e o denotamos por A1 = Ay mod 0 se
A1AAy = (A — Ay) U (As — Ay) é de medida nula.

Definigao 1.11. Seja (X, A, u) um espago de probabilidade. Uma propriedade aplicada
a pontos de um subconjunto S C X wale em p quase todo ponto (abreviadamente p
q.t.p., ou simplesmente, q.t.p.), ou quase sempre (i q.s., ou simplesmente, q.s.) se o

congunto dos pontos de S onde a propriedade é falsa tem medida nula.

Definigao 1.12. Seja (X, A, ) um espago de probabilidade. Se B é uma familia de
subconjuntos de X, escrevemos A € B mod 0 se A = Ag mod 0 para algum Ag € B e
definimos

B mod0={AC X;A€ B mod0}.

Dizemos que B gera A mod 0 se A= Ay mod 0, onde Ay € a o-dlgebra gerada por B.
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Definicao 1.13. Seja T : (X, A, n) — (X, A, u) uma transformagdo que preserva
medida em um espaco de probabilidade. Dizemos que T' € uma transformacao exata ou

que p € uma medida exata com respeito a T, se para todo A € () T"(A) mod 0, (ou
n>0

seja, A pertence a (| T "(A) a menos de um conjunto de medida nula) tivermos que
n>0

pu(A) =0 ou pu(A) = 1.

Precisaremos de alguns teoremas de integracao, os mais utilizados sao os

seguintes.

Definigao 1.14. Seja X um espago métrico compacto. Definimos por C(X) o espago

de todas as fungoes continuas de X em R. Sobre C(X) usaremos a seguinte norma

[flle = sup{[f(z)];z € X}.

Teorema 1.1. Sejam v, u duas medidas de probabilidade de Borel sobre o espago

métrico X. Se
[ fu= [ gan vpecw
X b's
entao |t = v.
Demonstragao. [W2] O
Teorema 1.2 (Representagao de Riesz). Sejam X um espaco métrico compacto e

L:C(X)— R uma aplicagao linear continua que satisfaca L(1) =1 e L(f) > 0 para
toda f > 0. Entao existe p € M(X) tal que

L)~ [ fn Ve
Demonstragao. [Cal O

Obs.: Em [W2] temos a prova de que M(X) é identificado com um subconjunto
convexo da bola unitéria em C(X)*, o dual de C(X). Por este motivo podemos obter

uma topologia para M(X) através da topologia fraca-* em C'(X)*.

Definigao 1.15. A topologia fraca-* sobre M(X), onde X é um espago métrico com-
pacto, é a menor topologia onde cada aplicagao p — fX fdu, para f € C(X), € continua.

Uma base para tal topologia é dada pela colecdo de todos os conjuntos da forma

/sz'dl/—/xfidﬂ

onde p € M(X), k>1,e>0 e para todo 1 € {1,2,...,k}, f; € C(X).

Vi(fi,.oo, frse) = {I/ € M(X);

<e,1§i§k}

7



Teorema 1.3. Se X ¢ um espago métrico compacto entio M(X) € compacto na topo-

logia fraca-*.
Demonstracao. [W2] O

Teorema 1.4. Sejam T : X — X continua em um espago métrico compacto e p €
M(X). Entao, p € Mrp(X) se e somente se

[ rotan= [ fan vrecw),

Demonstragao. [W2] O

s,

Definigao 1.16. Uma transformagao entre espagos métricos v : (X,dx) — (Y,dy) é

Hoélder continua, ou simplesmente Holder, se existem M >0 ey > 0 tais que

dy (P(x), ¢ (y)) < Mdx(x,y)"

para x,y € X. A constante v € o expoente de Holder. No caso Y = R dizemos que
Y X — R € uma funcao Holder.

Definicao 1.17. Dizemos que ¢ : X — X em uma variedade riemanniana é de classe
Ck para v > 0 e k > 1, se ¢ € de classe C* e a derivada D*(v)) é Hélder continua

com vy sendo o expoente de Holder.

Por fim, caso T': X — X seja uma transformagao continua em um espago
métrico compacto, temos que Mr(X) # (). Entdo cabe perguntar se M (X) contém
elementos ergodicos.

Até o final desta secao estaremos trabalhando com T : X — X uma

transformacao mensuravel em um espaco métrico compacto. Para maiores informagoes
veja [M1].

Defini¢ao 1.18. Definimos Xo(T') como o conjunto dos pontos x € X tais que, para

toda f: X — R continua, exista o limite

n—oo N, 4

n—1
1 .
lim — > f(TV(x)).
7=0
Se x € Xo(T) definimos L, : C(X) — R por

Lo(f) = tim 23" f(T9(a))

n—oo N <



que ¢ linear e positivo donde, pelo teorema 1.2, existe uma tnica probabilidade p, sobre

os borelianos de X tal que

L(5) = | .

Definigao 1.19. Definimos 1(T) como o conjunto dos x € Xo(T) tais que p, € T-

wmvariante.
Obs.: Quando T é continua, Yy(7T) = X,(T) [M1].

Definigao 1.20. Definimos ¥5(T) como o conjunto dos v € %X1(T) tais que p, €

ergddica, e também definimos S(T) como o conjunto dos x € Xo(T) tais que x €

sup(fiz)-
Obs.: Os conjuntos 3(7), 3;(T"), i = 0, 1,2 sdo borelianos [M1].

Definicao 1.21. Um conjunto A C X € de probabilidade total se p(A°) = 0 para toda
ne MT(X)

Por fim, enunciamos o teorema da decomposicao ergodica das medidas

invariantes.

Teorema 1.5. Se M7(X) # (0, X(T) € um conjunto de probabilidade total.

Demonstragao. [M1] O

1.2 Transformacoes Expansoras

As transformagoes expansoras em variedades sao aplicagoes de grande
importancia na teoria de sistemas dinamicos e, consequentemente, na teoria ergddica.

Seja, portanto, a definicao.

Definicao 1.22. Seja X wuma variedade riemanniana compacta sem bordo. Dada a
transformacao T : X — X de classe C", r > 1, dizemos que T € expansora se existe
a > 1 tal que

DT (z)v]| = ofjv]]

para todo x € X ev e T, X.

O exemplo mais imediato deste tipo de transformacao é:

9



Ezemplol. Se X = S' = {2 € C;|z| = 1}, seja T': S! <= dada por
T(z) = 2", com n > 2.
Entao S* com a métrica induzida de C ~ R? satisfaz
T'(z) =nz"""

IT"(2)|| = nl|z" " = n
e entao se fizermos a = n teremos o resultado. O

Ezemplo 2. Seja A uma matriz 2 x 2 de coeficientes inteiros satisfazendo |a| > 1 para
qualquer o € esp(A), onde esp(A) é o espectro de A. Temos que A(Z?) C Z?. Deste
fato segue que A induz sobre o toro T? = R?/Z? a aplicaciao T : T? — T? tal que se
7 :R? — T? é a projegao candnica, i. e., m(z) = [x] = x + Z? entdao Tom = 7o A.

Do fato que A tem apenas autovalores com moédulo maior que um, segue

que se 1 < a < inf{|y|;v € esp (A)} entao
[D=To|| = ]|
U

Estao caracterizadas todas as variedades que admitem uma transformacao
expansora (ver [S1] e [G1]). A existéncia de medidas especiais para as transformacoes
expansoras em variedades estd provada quando a classe de diferenciabilidade é C'1*¢,
Ve > 0. Em particular elas admitem medidas SRB, medidas de equilibrio, etc. Um dos
objetivos deste trabalho é a apresentacao destas propriedades em um contexto mais
geral que engloba o conceito de transformacao expansora de variedades, mas que atinge
também os shifts unilaterais e outros exemplos em espacos métricos. E importante
observar que a condi¢ao a > 1, na definicao de transformacgao expansora, é claramente
uma condicao aberta na topologia C! e que portanto, toda aplicacdao suficientemente
Cl-préxima de uma aplicagio destas também é expansora (para uma apresentacao sobre
a topologia C'! veja [S2]).

Um resultado importante é o seguinte:

Teorema 1.6. Dada T : X — X expansora em um espaco métrico compacto X existe

uma unica probabilidade, w1, sobre os borelianos de X, invariante por T e que seja

10



absolutamente continua relativamente a medida de Lebesque, m, de X. Além disso,
pode ser obtida pelo limite
n—1
1 )
lim — T (m) =
Jim -~ ; {(m) = p

onde o limite acima é considerado na topologia fraca-* e T?(m) denota a medida

TI(m)(A) = m(T(A))

para qualquer A € A onde A € a o-dlgebra dos borelianos de X.

Vamos generalizar o conceito de transformacao expansora que engloba o

anterior e inclui os shifts unilaterais.

Definicao 1.23. Seja X um espaco métrico compacto e d sua métrica. Uma trans-

formacao expansora é uma aplicagao T : X — X continua satisfazendo:
eristemr > 0,0 < a <1 ec>0 tais que
i) wFy T(x)=T(y) = dzy) >c
it) Vz € X eae T (x) existe uma funcao continua ¢ : B,(x) — X tal que
p(z) =a
(Top)(z) =2 Vze B.(x)
d(p(2),0(2)) < ad(z,2"), Vz,72 € B.(z).

Obs.: A funcao ¢ é denominada de ramo da inversa de 7.

No que segue, iremos definir subshift unilateral do tipo finito.

Paran > 1seja I, = {1,2,--- ,n}. Seja BT(n) o conjunto das sequéncias
de n simbolos, ou seja,

BT(n)=1{0;0 N — I,}.

Definimos um cilindro de largura m com inicio em j como sendo o conjunto
C(j;i()az.la - '>Z.m—l) = {9 € B+(n)79(] _I_l) = il,'él € [nal = 0717 N 1}

Podemos munir BT (n) da topologia produto, associada a topologia discreta de I,,,
donde pelo teorema de Tychonoff (veja [Ke]) segue que Bt (n) é um espago topoldgico

compacto. Os cilindros formam uma base para a topologia produto de B*(n), veja [B].

11



Sobre B (n) definimos

d'(0,n) =

onde k é o menor indice tal que (k) # n(k). Temos que d’' é uma métrica e (BT (n),d’)
¢ um espago métrico compacto.
Seja A = (a;;) uma matriz n x n formada por 0 e 1, chamada matriz de

transigdo. Considere BT(A) C B (n) o subconjunto dado por
B*(A) = {6 € B*(n); aguyoi+1) = 1, Vi € N}.
Sobre BT (A) consideremos a aplicagdo o : BT(A) — BT (A) dada por
o(0)(i) =6(i+1), i=0,1,...
tal aplicacao é denominada de shift.
Definicao 1.24. Ao sistema dinamico
(BT(A),0)

como definido acima, denominamos de subshift unilateral de tipo finito associado a

matriz A.
Lema 1.1. A aplicagio o : BT (A) — BT(A) € expansora.

Demonstragao. Sejam 6 e vy dois elementos de B*(A) tais que

0#~y e  o(f)=0a(v).
Entio,
o(0)() = o(y)(i),  Vi=0,1,...
0(i+1)=~(+1), Vi=0,1,...
0(i) = (i), Vi=1,2,...

Como 0 # v = 60(0) # v(0) e portanto

, 1
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Fazendo 0 < ¢ < 1/2 provamos i).
Seja § € BT(A). Entao

o71(0) = {(4,0(0),0(1),.. );1 < i < n e amo = 1}.

Sejam r =1/2 ey = (4,0(0),6(1),...) com ae) = 1. Assim, se w € B, ()
entdo w satisfaz w(0) = 6(0). Definimos a aplicacdo ¢ : B,(0) — BT(A) dada por
¢(w) = iw, onde iw denota o elemento de B*(A) definido por

7, 7=0

Entao, para quaisquer wy,wy € B,.(0) temos

o 1
d'(ip(wr), p(ws)) = d'(iws, iws) = §d/(w1,w2).
Basta pois tomar o = 1/2, terminando assim a prova do lema. O

Lema 1.2. Seja T : X — X uma aplicacdo expansora em uma variedade compacta.

Entao T € expansora no sentido métrico.

Demonstragao. Sejam T : X — X uma aplicagdo expansora de variedade e (U;); uma

cobertura finita de X tal que V7

onde f :V;; — U; é um difeomorfismo. Seja r; o nimero de Lebesgue desta cobertura.
Seja ro > 0 tal que se p,q € X e d(p,q) < 2ry entao, da compacidade de X, existe
uma geodésica minimizante ligando p e ¢, i. e., v : [0,1] — X geodésica com v(0) = p,
(1) =qedp,q) =1(7).

Tome r = inf{ry,75}. Seja p € X, entdo existe um aberto U; tal que
B,.(p) C U;, v =T o 3 onde 8 é uma curva (que pode ser ou nao uma geodésica) que

liga ¢(p) a p(q), onde ¢ : B.(p) — X é um ramo da inversa de 7. Assim,

/ ()t = / 17 (5(t)B(0)||dt > /X all Bt = ad(8)

portanto ((y) > al(3) donde d(p, q) > al(B) > ad(p(p), p(q)) e, por fim, temos que

Al (p), o(a)) < ~d(p,0)
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Como a > 1,0 < 1/a < 1 e aprova de ii) estd concluida.
Para provarmos i), como X é compacto e supondo i) falso terfamos

sequéncias (pn)n € (¢n)n em X tais que
Pn — D n — 4

T(pn) = T(qn)
e temos que
¢: B, (T'(p)) — X.

Como ¢ é um homeomorfismo local, chegamos a uma contradigao. O

Isto mostra que a definicao de transformacao expansora engloba a grande

maioria dos exemplos conhecidos.

Definicao 1.25. Seja T : X — X uma tranformacdo bijetora em um espago métrico.

A orbita de um ponto x € X € o conjunto {T™(z);n € Z}.

Definicao 1.26. Seja T : X — X wuma transformacao continua em um espag¢o métrico
compacto. Dizemos que um ponto x € X € um ponto periddico para T se T™(x) = x
para algum n > 1. O menor n € N cuja igualdade € vdlida, € o periodo do ponto x.

Cason =1 dizemos que o ponto € fixo.

Definicao 1.27. Dizemos que uma transformacao T : X — X continua em um espago
topologico X € topologicamente mizing se para todo par de abertos U eV em X existe
N > 0 tal que

T (U)NV #0

para todo n > N.

Obs.:  Pode-se provar que se uma transformacao 7' : X — X é topologicamente
mixing em um espacgo topoldgico entao ¢é transitiva, ou seja, existe uma érbita densa
em X, ver [M1].

Sejam T : X — X expansora no espago métrico compacto X e Per(T') o
conjunto dos pontos periddicos de T', denotaremos por A o fecho dos pontos periddicos
de T, ou seja, A = Per(T).

Teorema 1.7. Sejam T : X — X uma transformacdo expansora em um espaco métrico
compacto X e A = Per(T). Entao existem compactos disjuntos unicos A§’”> C X onde

1=1,...,np,, m=1,..., N tais que
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(a) TA) = AT, 1<i<n,,1<m<N
T(AL™) =A™, 1<m<N

(b) UAM™ = A,

A — A 6 topologicamente mizing

(C) rmm Az(‘m) <A

Além disso, valem as sequintes propriedades:

LA Agm) ¢ uma transformacao expansora

(d) Tnm A(m) A

(e) para todo aberto U de Agm), existe M > 0 tal que

(T )M (U) = A,

)

Demonstragao. [C1] O

Lema 1.3. Seja T : X — X uma transformacao expansora topologicamente mizing em

um espaco métrico compacto, entao

a) para qualquer aberto U C X existe um M > 0 tal que T (U) = X.

b) dado & > 0 existe M > 0 tal que para qualquer v € X, T~ (z) é e-denso em X.

Demonstragao. a) Sendo T topologicamente mixing, a decomposi¢ao de A = m,
dada pelo teorema 1.7, é formada por um tnico compacto [M1] donde no teorema
anterior temos que N =1 e, pelo item (e) do citado teorema para todo aberto U de A
existe um M > 0 tal que TY(U) = A = X.

A igualdade X = A depende do Shadowing Lemma e serd provada na
secao 1.4.

b) Da compacidade de X é possivel escolher uma cobertura de abertos
U de X formada por um nidmero finito de bolas de raio /2. J& sabemos, por a), que
existe um M > 0 tal que

™U)=X

para toda U € U. Agora, escolha qualquer x € X e considere a bola B(y,e) para
algum y € X. Entao, existe U € U tal que y € U mas como diam(U) < & segue que
U C B(y,¢e). Além disso,

T™(B(y,e)) 2 TY(U) = X.
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Em particular, existe z € U C B(y, ¢) tal que T™(z) = z, provando que T-M(z) é

e-denso. n

1.3 O teorema de Ruelle e algumas aplicacoes

Para as proximas definigbes precisaremos do conceito de entropia de uma
transformacao e da prova da existéncia de partigoes geradoras para uma transformagao

expansora, que estao apresentados no apéndice deste trabalho.

Definigao 1.28 (Estados de Equilibrio). Sejam ¢ : X — R uma aplicagao continua
em um espag¢o métrico compacto X, T : X — X uma aplicagdo expansora e v € M(X)

(uma medida invariante por T ). A pressao topoldgica de 1) é dada por

(T¢)_sup{ /Q/)dl/VGMT( )}

onde h,(T) denota a entropia de T com relagdo a medida v. Dizemos que pu € Mp(X)

¢ um estado de equilibrio associado a 1 se satisfaz
P(T, ) = /ww

Definigao 1.29 (Medidas SRB). Seja T : (X, A, u) — (X, A, u) uma transformagao
mensurdvel em uma variedade riemanniana. A bacia de p € o conjunto B(u) dos pontos

y € X tais que
1 (Ti(y d
nggonZso /qu

para qualquer fungao continua ¢ : X — R. Dizemos que a medida jv € fisica ou SRB

(Sinai-Ruelle-Bowen) para T se sua bacia B(u) tem medida de Lebesgue positiva.

E possivel provar, veja [V], que para T': X — X expansora em variedade
temos que p é SRB se para os conjuntos A C X, de medida de Lebesgue total, i. e.,
m(X — A) = 0 tivermos que para todo z € A

1 (T9(x d
nggonZso /qu

onde ¢ : X — R é uma funcao continua.
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Medidas SRB podem ser entendidas como aquelas medidas invariantes
compativeis com o volume quando este nao é preservado pela transformacgao. Uma
observagao a ser feita a respeito das medidas SRB para transformacoes expansoras é
que essas medidas sao unicas, e sempre existem [V].

Finalmente apresentamos a nocao de medida de Gibbs que sao medidas
invariantes definidas sobre os shifts. Para isto seja a funcao ¢ : BT(n) — R continua e

defina sua variacao por

vary(¢) = sup{|e(0) — p(n); 0(i) = (i), Vi < k}
para k > 1.

Definicao 1.30 (Medidas de Gibbs). Uma medida de Gibbs para o potencial v €
uma medida de probabilidade invariante u tal que existem constantes ¢ > 0, e P > 0

satisfazendo: para todo cilindro C(0;1g, ..., 4in_1) vale

w(C(0;d0, -y im—1))
exp (-mP+ S olo0))

k=0

c1 < <l

Definicao 1.31. Sejam v : X — R wma fun¢ao continua numa variedade compacta
X eT: X — X expansora. O operador de Ruelle-Perron-Frobenius (ou operador de
transferéncia) L, : C(X) — C(X) € definido por

Lyp(x)= Y "Wy

yeT—1(x)

para ¢ € C(X) ex € X.

Para as varias propriedades do operador de Ruelle-Perron-Frobenius ci-
tamos [R], [AB], [LY2] e [B].
Obs.: 1) Sejam X uma variedade compacta e k o grau topoldgico de T : X — X,
i. e., o numero de pré-imagens da aplicacao T. Se a aplicagao for um difeomorfismo
local, prova-se que este nimero é constante e independe dos pontos = € X, veja [E].
Observe que a definicao de transformacao expansora em variedade implica que 7' é um
difeomorfismo local.
Obs.: 2) Em espagos métricos compactos vamos supor que o nimero de pré-imagens
de um ponto seja um conjunto contavel (finito ou enumeravel) e que o operador de

Ruelle-Perron-Frobenius seja somavel.
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Teorema 1.8 (Ruelle). Sejam T : X — X expansora em uma variedade riemanniana
compacta e Y : X — R Hélder continua. Entdao existem h : X — R Hélder continua e

estritamente positiva, v € M(X) e A > 0 tais que
a) Loh = Ah
b) Lyv =\
¢) [y hdv=1

d) Vo € C(X),

B -
C

— "@—h/(pdy
AnY N

e) h € a dnica auto-funcao positiva de Ly, a menos de multiplica¢do por escalar

f) A probabilidade pu = hv é T-invariante, exata, positiva sobre abertos e satisfaz
log A = h,(T) + / pdp
X

g9) Vn e Mqp(X),n# p
log A > h,(T) +/ Wdn.
X

Vejamos como este teorema pode ser aplicado as transformacgoes expan-
soras de variedade na obtencao de medidas absolutamente continuas relativamente a
medida de Lebesgue bem como de medidas que maximizam a entropia.

No restante desta secao estaremos trabalhando sempre com 7' : X — X
uma aplicacdo de classe C'*7, com v > 0, expansora em uma variedade riemanniana
compacta e com a fungao

(x) = —log|det D, T|

e é facil ver que a fungao ¢ é Holder. Assim, o operador de Ruelle-Perron-Frobenius

usado no restante desta secao é

Lyp(x) = Z ) |d;i(ly)1T"

yeT 1 (z

A o-algebra dos borelianos de X sera denotada por A. E vamos assumir que a medida

de Lebesgue em X, m, é uma probabilidade, ou seja, m(X) = 1.
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Afirmacao 1. Para ¢(z) = —log|det D, T| temos que se m é a medida de Lebesgue

em X entdao E;Zm =1m.

Demonstragao. Seja m a medida de Lebesgue de X, queremos calcular £jm. Observe

que (Lym)p =m(Lyp) e assim

\ \ e(y)
Emap:/<pd£m:/£<pdm:/ ——=—dm.
( v ) X ¢ X v XyeTZ;(z) | det D,T|

Para calcularmos esta integral subdividimos a variedade compacta X em

abertos disjuntos (U;); tais que Vi

k
— Uvm
j=1

onde f :V;; — U; é um difeomorfismo local. Assim,

v(y)
[ 3 e =2 % i

i ET 1(

Sejam g;; : U; — V;; os ramos da inversa de 7" em U;. Entao

_ely) / (g5 (x
/ | Z Tdet D, 71" Z\det \m(”“")
P yeT ()

gl]

gzg
= ————" —dm(x
Z / ‘/1] | det Dgzg )f| ( )

Z /V | detgg 2))) ||detDZ Fldm(2)

gzg

= d

- /fj |, PN

j=1

logo, Yy € C(X)

(y)
/X > |detD f|dm Z/U |detD f|dm(f”)

Tl( lETl(

:Z/ p(x)dm(x
i 7 Vii

- [ eloyimiz)
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ou seja,

£;Zm =1m.
]

Afirmacgao 2. Sejam v, h e pu dadas pelo teorema de Ruelle entao n = hm onde m é

a medida de Lebesqgue.

Demonstragao. Do item d) do teorema de Ruelle temos que

1
Vﬁﬁap—h/ wdv — 0
X
integrando relativamente a m tem-se

/E”apdm—>/ hdm/ wdv
X /godﬁ m—>/hdm/<pdu
— cpdm—>/ hdm/ pdv

X X X

donde A =1 e segue que Vy € C(X),

fin= i)

/dm:/ hdmuv(X
X D'
/hdmzl
X
i. e, /gpdm:/ wdv
X X

Vo € C(X), implicando que

fazendo ¢ = 1 temos

como p = hv segue que
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Afirmacao 3. Seja (z) = —log|det D, T|. Seja p a medida dada pelo teorema de
Ruelle. A entropia de T' com relagao a p vale fX log|det D, T|du e, além disso, para

outra medida invariante n, diferente de u, temos que
h,(T) +/ log | det D, T|dn < 0.
X
Demonstragao. Do item f) do teorema temos que

0= h,(T) +/ —log |det D, T'|du
X
= h,(T) = / log | det D, T|d.

b

Agora de g) se n é uma medida invariante por 7' diferente de u entao

hy, (T) +/ log | det D, T'|dn < 0.
X

Afirmagao 4. Para qualquer A € A vale que
m(T"(A)) — pu(A)

onde m é a medida de Lebesque em X, com m(X) = 1, e p a medida dada pelo teorema
de Ruelle.

Demonstracao. Seja ¢ € C(X) e considere

/ poT"dm = / poT™dLy'm = / Liy(poT")dm
b'e b'e X

vamos analisar o comportamento de Ljjp(z). Para n =1 temos

B o)
Lople)= [det D, T]|
yeT~1(x)

ja para n = 2 vale que

L) = Ly(Lyp)r) = 3 Ev?lV)

| det D, T|
yeT~1(z)
-y 1 3 O

| det D,T| |det D, T

yeT~(x) z€T~1(y)

Z o(2)

| det D, T7?|

2€T~2(z)
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segue, por indugao, que para qualquer n € N

"ol — ry)
w0 2 T DT

yeT—"(x
donde () )
ol (y
wlooT")(@) Z ‘et o]~ ) Z [det D, T
yeT " (x) yeT " (x)
Assim,
n n . 1
/Xﬁw(gooT )dm—/Xgo(x) Z \detDT”\dm
yeT " (x) Y
- [ ez
H/ o(x)h(z)dm
X
= / edp
X
ou seja,

/gooT"dm—>/g0d,u, Vo € C(X).
X X

Logo, se A € A entao

/XAOTndm_’/XAdN
X X

onde x4 € a funcao caracteristica do conjunto A, assim
m(T™"(A)) — u(A).
]

Afirmagao 5. Se a aplicacdo v usada no teorema de Ruelle for identicamente nula
entao teremos outra medida de probabilidade (i, que maximiza a entropia entre as

medidas invariantes.

Demonstracao. Para obtermos outra medida de probabilidade invariante toma-se

e o operador de Ruelle-Perron-Frobenius se escreve

Lyp(r)= > oly)

yeT~1(2)
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acarretando a existéncia de A\, h e v € M(X) nas condigdes do teorema. Sendo k o

grau topologico de T segue que

Lol@) = Y 1y =k = k()

yeT—1(z)
i. e., Ly1 = k1 donde tiramos que
A=k e h=1.
Além disso, X
E Z (p(y) - /X@d,umaxa VQP c C(X)
yeT—"(x)

Esta é a medida que maximiza a entropia pelo principio variacional. Sobre principio

variacional veja [M1] ou [W2]. O

A afirmacao anterior motiva a definicao de entropia topoldgica para a
aplicagao T : X — X continua no espago compacto X, que é o supremo das entropias
métricas, ou seja,

hiop(T') := sup{h,(T); n € Mp(X)}.

1.4 Funcoes homodlogas

Pode acontecer que dois potenciais diferentes gerem o mesmo conjunto de
estados de equilibrio. Vamos desenvolver nesta secao um critério que garanta quando

dois potenciais possuem o mesmo conjunto de estados de equilibrio.
Definigao 1.32 (Critério de Homologia). Supondo T : X — X expansora em um
espago métrico compacto X e topologicamente mixing, dizemos que ¥ e p € C(X) sao
homdlogas, 1 ~ @, se existir uma fungao u € C(X) tal que
v=p+uol —u.
Um corolério do préximo teorema apresenta um método de construcao

da funcao u quando i e ¢ sao funcoes Holder.

Teorema 1.9. Suponhamos 1 : X — R Holder continua em um espag¢o métrico com-
pacto X eT : X — X expansora e topologicamente mixing. Entao v ~ 0 se, e somente

se,

i
L

T"(x) =x implica Sy(x) =Y (T’(z)) =0.

<.
Il
=)
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Na demonstracao deste teorema usamos alguns resultados de dinamica
de transformagoes expansoras que podem ser encontrados em [C1]. Iremos demonstrar
apenas um destes lemas, devido a sua importancia, que é uma versao do Shadowing

Lemma para transformacoes expansoras em espacos métricos.

Definigao 1.33. Sejam (X, d) um espago métrico compacto, T : X — X uma aplica¢ao

expansora, € > 0 e 6 > 0. Dizemos que:

i) a sequéncia {x,}n>0 de pontos em X é uma e-pseudo-drbita para T se acontecer

que d(xp11,T(x,)) < e, n>0.

it) a sequéncia {x,}n>0 de pontos em X € uma e-pseudo-drbita periodica de periodo

N > 0 se € uma e-pseudo-orbita e v,y = x;, Vi > 0.

iii) a sequéncia {x, tn>0 de pontos em X € §-sombreada pela orbita de um ponto x € X
se d(z,, T™(x)) <, n > 0.

Antes de enunciar e provar o Shadowing Lemma vamos lembrar que se
T : X — X é expansora no espago métrico compacto X, a fungao ¢ : S C X — X é

ramo contrativo de 77" se T"(p(z)) =z, Vr € S e
d(T7(p(2)), T (p(y)) < @"Vd(z,y), VYo,ye S, 0<j<n
onde 0 < o < 1 é a constante da definicao de T expansora.

Lema 1.4 (Shadowing Lemma). Seja T : X — X expansora em espa¢o métrico
compacto. Para todo € > 0 existe § > 0 tal que se {xp}n>0 C X € uma d-pseudo-orbita

entdo existe um unico x € X cugja orbita forma uma e-sombra sobre {xy}n>o.

Demonstracao. Sejam € > 0, T : X — X expansora e r > 0,0 < a < 1 da defini¢ao de

T. Seja
, {l—a r }
0 < min g, ——r
o o

e considere a J-pseudo-6rbita {z, }n>o.

Considere os ramos contrativos, ¢, : B.(z,) — X, de T" com ¢, (T (x,-1)) =

Tp_1. Se z € B,(z,) entdo

d(z,T(zp-1)) < d(
=d

xn) +d(xn, T(x,_1)) <7 +0
d(SOn(Z%xn—l) 2

(QOTL(Z)J n(T(xn—l))) < 04(7" + 5) =art+ad<r
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resultando que ¢, (B, (z,)) C B.(r,_1), Vn > 1.
Consideremos {0 0@, (B.(z,)) }n>1 que é uma sequéncia decrescente
de conjuntos compactos com diametro tendendo a zero. Logo, existe um tnico ponto

reXtalquez € () pr0---0@,(B(z,)).
n>1
Seja m € N qualquer, entao

d(T™(x), 7)) < ad(T™(2), T(2,,)) < ad(T™(2), 2pi1) + ad(Tmgr, T(2m))
< aPd(T™2(2), T(2mer)) + ad(@pma1, T(2m)) < - --
< ad(@mir, T(zm)) + azd(xm-i-% T(tpmy1)) +- + am+jd(xm+j> T(Tmy))

Fazendo j — oo obtemos

d(T™(z), &) < 0 <e.

11—«
Quanto a unicidade sejam x,y € X pontos distintos cujas 6rbitas formam

uma e-sombra sobre {x, },>¢. Assim, Vn > 0 temos que

d(x,, T"(x)) < e e d(x,, T"(y)) < ¢
T"(x), T"(y) € B(xy,¢), Vn >0
x,y € T7"(B(xy,¢€)), Vn >0

e pela definicao de 7' expansora, temos que diam(7T"(B(z,,¢))) < a”ccom 0 < a < 1

e € > 0 arbitrario, provando assim que x = y. O

Corolario 1.4.1. Sejam T : X — X wuma transformacdo expansora em um espago
métrico compacto, € > 0 e 6 > 0 dado pelo Shadowing Lemma. Seja {xy}n>0 uma J-
pseudo-orbita periodica de periodo N. Entao, existe um unico ponto periodico de periodo

N, z € X, cuja orbita forma uma e-sombra sobre {x, }n>o.

Demonstracao. Sejam e > 0 e {z,},,>0 uma d-pseudo-orbita periédica de periodo N > 0
para 6 > 0. Seja x € X o ponto cuja érbita forma uma e-sombra sobre {x,},>o,
obtido pelo Shadowing Lemma. Assim, para 0 < i < n, d(T%(z),r;) < € e também
d(TH N (x), ;) < e para0 < i <mek > 0. Logo, 2 = T"(z) também é uma e-sombra

e, por unicidade da sombra, z = z mostrando que T (z) = . O
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Corolario 1.4.2. Seja T : X — X uma transformacao expansora topologicamente

mixing em um espa¢o métrico compacto. Entao X = Per(T).

Demonstracdo. Sejam x € X qualquer e z € X um ponto cuja orbita é densa em X.
Assim, dado € > 0 seja 6 > 0 dado pelo Shadowing Lemma. Seja B(z,d/2) entdo
existem 0 < k < j naturais tais que T%(z) e T7(2) € B(z,0/2) (use a densidade)
portanto {T%(z), TF*(2), ..., T771(2), T*(2), T***(2),...} é uma d-pseudo-Grbita pois
d(T*(2),T’(2)) < 0/2 + §/2 = 4. Logo, pelo corolario anterior, existe uma e-sombra
periddica w € Per(T) e d(w,x) < d(x, T*(2)) + d(T*(2),w) = 2&. O

Obs.: Se zj41 = T(z;), 0 < j < N —2 e d(T(xn_1),20) < 0 resulta que, para
d(T?(x), T’ (20)) = d(T? (), z;) < N 7d(TN(2), T(xn_1))

veja [C1].

Agora vamos provar o teorema 1.9.

Demonstracao. [=| Se 1 ~ 0 entdo existe uma fungao u € C'(X) tal que = uoT —u.
Seja z € X tal que T"(z) = x, entdo

J=0

implicando que S, (x) = 0.
[<] Seja S,¥(z) = 0 para todo z € X tal que T"(x) = x. Como T é
topologicamente mixing também ¢é transitiva [M1], ou seja, existe um a € X tal que a

orbita de a é densa em X. Agora, definimos u na érbita de a como
w(T™(a)) = u(a) + Snt(a)

onde u(a) é um valor qualquer.
Para provar a continuidade uniforme sejam 6 > 0 e d(T™(a), T™*"(a)) <

0, e podemos tomar a d-pseudo-érbita
T(a), T (a),..., 7™ (a), T™(a),.. ..

26



Dado € > 0, seja ¢ tal que existe x periddico de periodo n cuja orbita e-
sombreia a §-pseudo-6rbita acima. E temos que d(T7(x), T™ " (a)) < o™ d(z, T™ " (a)),

0<j7<n-—1. Assim,se C >0evy>0sao as constantes da definigao de 1) Holder
(T (a)) — w(T"(a))] = |Smnt(@) = Spib(a)| =[S0 (T (a))|
n—1
= [Su(T™(@)) = Suo(w)| < Y [$(T™(a)) — (17 ()|
=0

—_
—_

n— n—

<O AT (a), T(2)) < S (@™ ) < Oy

J

Il
=)
Il
=)

J
o que prova a continuidade uniforme de u. Assim, podemos estender v a uma funcao

continua em X. Seja y € X com y = lim 7™ (a). Entao,
j—o0

u(T(y)) — uly) = lim w(T"*(a)) — lim u(T™(a))

= lim Sp,19(a) = Sn,¢(a) = lim (1™ (a))
= ¥(y).
Logo, ¥ =uoT — u. O

Corolario 1.9.1. Sejam ¢ e p Holder continuas definidas no espagco métrico X. Entao

Y~ @ se, e somente se, T™(x) = x implica que S, () = Spp(z).
Demonstracao. E uma consequéncia imediata do teorema 1.9. O

Teorema 1.10. Sejam 1, ¢ : X — R fungoes homdlogas e T : X — X expansora em

espago métrico compacto. Entio Ey = E, onde

E, - {u € M(X): hy(T) +/X¢du = {h,,(T) +/X<pdy}}

¢ o conjunto dos estados de equilibrio para .

Demonstragao. Se pu € Mp(X) entao

/Xzbduzfx(wuoT—U)du:/Xsodu

/X Ydp = /X edp.

Assim, se i1 € Ey, hy(T) + [ edp = hy(T) + [ ¥dp e portanto p € E,. O]

donde
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Obs.: O teorema acima é valido para a seguinte generalizacao de homologia. As
fungoes ¢, 1 € C(X) sao homdblogas com constante ¢ se existe uma aplicagao u € C'(X)

tal que para algum c€ Rvale p = +uoT —u—+c.

Lema 1.5. Seja T : X — X expansora em um espago métrico compacto. Consideremos

v, : X — R Holder continuas tal que b ~ ¢. Entao,
[y = hiy e fy =€ “hu,

onde 1y e pu, denotam o estado de equilibrio para 1 e @, respectivamente, e h é a funcao

dada pelo teorema de Ruelle.

Demonstracao. Sejam T : X — X e 1) satisfazendo as hipdteses do teorema de Ruelle

e suponha que ¥ ~ ¢. Assim, para qualquer f € C'(X), ez € X
L,(f)(z) = Z €¢(y)f(y) — Z ew(y)+uoT(y)—U(y)f(y>

yeT—1(z) yeT—1(x)

— @) Z e?W f(y)e="W).

yeT 1 (x)
Sejam A\ e h autovalor e autovetor, respectivamente, do operador de Ruelle-Perron-

Frobenius dados pelo teorema de Ruelle. Assim, £,(h) = Ah e

Loh)@)= Y Oh)=| 3 Whly)e® | ¢ = An(a)

yeT—1(x) yeT—1(x)

para L,(e”"h) temos, usando que p =t —uoT +u

L,(e7"h)(z) = Z e“”(y)e_“(y)h(y):e_“(x) Z ed’(y)h(y)

yeT~*(x) yeT 1 (x)

=@ L, (h)(x) = Ae T h(x).

Isto é, se L,(h) = Ah entao
L (e™"h) = Ae™"h

e, portanto, e"h é o autovetor associado ao autovalor A. Assim, se jy () denota o

estado de equilibrio para 1 (¢) temos que

fp = hvy

Ly =€ “hu,.
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Capitulo 2
Jacobiano

Estritamente relacionado ao operador de Ruelle-Perron-frobenius esta a
idéia de Jacobiano de uma medida relativamente a uma transformacao localmente in-
jetiva. Esta nocao é claramente uma extensao da noc¢ao usual de Jacobiano de um
difeomorfismo com respeito ao volume no R™. Neste capitulo iremos definir o Jacobi-
ano de uma medida e calcula-lo para alguns casos. Também provaremos sua existéncia
e o teorema da mudanca de varidvel e uma variacao do teorema da funcao inversa,
ambos utilizando essa nogao de Jacobiano. No proximo capitulo iremos explicitar a

importancia do Jacobiano.

2.1 Definicao e existéncia do Jacobiano para medi-

das

No ntcleo da nossa apresentacao sobre o assunto desta se¢ao estd o con-
ceito de Jacobiano de uma transformacao relativamente a uma medida, nao necessa-
riamente invariante por esta transformagcao. Sendo esta nog¢ao uma clara generalizacao
do conceito de Jacobiano para um difeomorfismo de um conjunto aberto do R™, com
respeito a medida de Lebesgue, vamos primeiramente recordar esta definicao.

Para uma aplicacao diferenciavel que é localmente um difeomorfismo, a

seguinte identidade é bem conhecida de um curso de analise
m(#(A)) = [ det Df(a)dm(z)
onde f : U C R® — R" ¢ um difeomorfismo local C*!, m é a medida de Lebesgue em
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R™ e A é um conjunto de Borel tal que f|4 é injetiva. A fungao
In(f):U—=R

definida por J,,,(f) = | det D f(x)| é usualmente chamada de determinante do Jacobiano
de f no ponto x. Vamos estender esta definicao de Jacobiano para isto, seja a seguinte

definicao.

Definigao 2.1. Sejam (X, A, i) um espago de medida e p > 1. Denota-se LP(X, A, 1),
ou LP(p) o conjunto das fungoes f : X — R tais que |f|P € integrdvel, identificando
funcoes que coincidem em q.t.p., i. e., a menos de um conjunto de medida nula. Em

LP(u) definimos a norma || - ||, por

1/p
Hpr=:(j£|deu) .

Se p = o0, define-se L=(X, A, ), ou L>®(u) como o conjunto das fungoes f : X — R
tais que existe K > 0 onde |f(x)| < K para q.t.p. © € X, identificando fungdes que
coincidem em q.t.p. O infimo dos K com esta propriedade denota-se ||f||o € define

uma norma em L ().

Definicao 2.2. Seja T : X — X uma funcdo continua localmente injetiva definida em
um espagco métrico compacto X, e seja i uma medida sobre os borelianos em X. Uma
fungdo J, € L'(u) onde

J,(T): X - R

¢ um Jacobiano para T, com respeito a medida pu, se vale

W) = [ (@

A
para qualquer boreliano A C X tal que T|4 € injetiva.

Obs.: Quando um Jacobiano existe ele deve ser tinico, p quase sempre.

Definicao 2.3. Seja (X, A, p) um espago de medida. Dizemos que T : (X, A, u) —
(X, A, p) € duplamente mensurdvel se para todo A € A vale que

T(A) e A e T7Y(A) € A.
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Definicao 2.4. Sejam T : (X, A, u) — (X, A, nu) duplamente mensurdvel e p uma
medida o-finita, nao necessariamente T-invariante. Dizemos que T' € p absolutamente

continua (para frente) se VA € A com p(A) =0 tivermos que u(T(A)) = 0.

Para a prova da existéncia do Jacobiano, para transformacoes duplamente

mensuraveis, vamos precisar do seguinte lema.

Lema 2.1. Sejam (X, A, u) um espago de medida e T : X — X localmente injetiva em

um espago métrico separdvel. Para todo A € A tal que T|4 € injetiva definimos

Entao, v € uma medida sobre A.

Demonstracao. Seja X um espaco métrico separavel. Entao existe um conjunto denso
e enumeravel em X, seja S = {1, s, x3,...} esse conjunto.
Como T : X — X ¢é localmente injetiva, para cada = € X existe ¢, > 0

tal que T'|p._, () ¢ injetiva. Note que X = |J B, ().
zeX
Sejam, para todo i > 1, B; = B. (z) tal que z; € B., (z) para todo

x; € S. Assim, temos que {B;}; é uma familia enumeravel de bolas abertas que cobrem

X. Agora, consideremos os conjuntos

AlzBl
AQZBQ—Al

n—1
Ay =B, - J 4
j=1

Assim, {4;}; ¢ uma familia de borelianos disjuntos cuja uniao é X e tal que T'| 4, para
todo 5 > 1, é injetiva.
Se B € Aentao B = |J (BN A,). Agora definimos v : A — [0, +00] por

i=1

Z,u (BN Aj))

para todo B € A. Vamos provar que v é uma medida.
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o
Inicialmente é trivial que v(@)) = 0. Caso B = |J (B;) € A é uma uniao
j=1
de conjuntos disjuntos, entao

e (Gn) Sl G)

caso {T'(B; N A;)}; nao for uma familia de conjuntos dois a dois disjuntos, deve existir

um ponto y € X tal que para i # k, quaisquer
Y € T(BZ N Aj) [§ Yy E T(Bk N AJ)

donde devem existir x;; € B;NA; e xy; € ByNA; tais quey = T'(z;) e y = T'(xy;). Como
{B;}; é uma familia de subconjuntos disjuntos, temos que z;; # ;. Mas, x;; € A, e
rr; € Aj e sendo T'|,, injetora temos uma contradigao. Logo, {T'(B; N A;)}; é uma

familia de conjuntos dois a dois disjuntos. Assim,
ZM(UTBM ) =33 nmn
]:1 =1 jzl =1

I/

=1

Provando assim, que v é uma medida sobre A. O

Teorema 2.1. Seja T : (X, A, u) — (X, A, u) uma aplicagdo duplamente mensurdvel
e localmente injetiva em um espaco métrico compacto. Seja p uma medida de proba-
bilidade. Suponha que T seja p absolutamente continua (para frente). Entdo, existe o

Jacobiano de T com respeito a medida .

Demonstragao. Para todo A € A tal que T'|4 é injetiva seja, pelo lema anterior, a

medida v : A — [0, +00] dada por

que ¢é finita sobre A.
Assim, se A € A é tal que u(A) = 0 entao v(A) = u(T(A)) = 0, por
hipétese. Logo, v < p e pelo teorema de Radon-Nikodym [DS] existe uma fungao
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f € L' (u) tal que para todo A € A,

V(A) = /A fdy.

Chamamos J,(T') = f o Jacobiano de T" com respeito & medida p. O

2.2 Propriedades do Jacobiano

Lema 2.2. Sejam T : (X, A, n) — (X, A, p) uma fungio continua localmente injetiva
definida em um espago métrico X e p uma medida o-finita e T-invariante entao J,(T')

satisfaz
1

Ju (T)(y)

=1, i q.s..Vx
yeT~1(x)

sempre que J,(T) > 0.

Demonstragao. Pelo teorema de Radon-Nikodym, veja [DS]

_ w(T(B:(x)))
lim —————~ = J, (T)(x), q.s. ,Vz.
=0 M(Ba(l,)) N( )( ) 2

Seja T~ Y(x) = {x1,...,2,} e tome € > 0 tdo pequeno que

onde z; € A; e A;NA; =0 parai # j, 1 <i,j < n. Entao,

n

# = lim M = lim M
Z J(T) (z;) Lo; w(T(Ay)) LO; (B:(z))

1=

NS A — i T (Be(2)))
= Iy (B (z)) Z” () = Iy p1(Be(z))

o
2.
n
=
~

L

e
Q)

<
I

w(B:(x)) porque p é T-invariante. O

Vejamos como o operador de Ruelle-Perron-Frobenius se relaciona com a

nocao de Jacobiano.
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Definicao 2.5. SejaT : X — R uma funcao definida em um espaco métrico. O suporte

deT' € o conjunto

supp(T') = {x € X;T'(z) # 0}.
Caso supp(T) seja um conjunto compacto, dizemos que T' tem suporte compacto.

Lema 2.3. Seja T : X — X expansora em espaco métrico compacto. Seja v a medida

obtida pelo teorema de Ruelle para v : X — R Holder continua onde
Lyv = v, A> 0.
Entao,
J(T) = Xe™¥.

Demonstracao. Seja A um boreliano de X tal que A C S onde ¢ : S — X é um ramo da
inversa de T. Considere uma sequéncia ¢, : X — R, ¢, € C'(X) com suporte compacto
em A e tal que o suporte nao intersecta os outros ramos da inversa. Suponha, ainda,

que
¢n—Xa  em L' qtp.
enllc < 2.

Entéao, pelo teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue [DS]

/ e Yxadv = lim e Yo, dy
X

mas

/)\e_’l’gpndl/:/ Ae_’l’gpn%dﬁfw:/ e_wgpndCZV
X X X
— [ £t ey
X

LyleVon)(z)= Y eV, (y)= Y puy).

yeT—!(z) yeT~(x)

Afirmagao: definindo g,(z) = > ¢n(y) segue que g,(z) — x7(4)-
yeT ! (z)
De fato, se z € T(A) e como T4 é injetiva, existe um tunico y, € A tal

que T'(y.) = x e observe que ¢, (z) = 0 para todo z € T~1(x) N A°. Logo,

> ealy) =enly.) — 1, v s.

yeT~1(2)
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= gn(z) — 1.

Se x ¢ T(A) entdao Vy € T™!(x), y ¢ A e portanto

gn(z) =0 v q. s.
isto é,
Gn — XT(A)-
Segue que
/ e Vdy = lim [ Ly(eVp,)dv = lim / Z @n y)dv(x
A n—oo X n—oo
yeT—1

= lim [ g,(z)dv(z) :/ XT(a)dv
= v(T'(4)),

donde, pela unicidade q.t.p. do jacobiano,
J(T) = e .
U

Corolario 2.3.1. Seja T : X — X expansora em espaco métrico compacto. Se j = hv
dado pelo teorema de Ruelle entao
" ho T.

J(T) = Xe h

Demonstracao. Idéntica a do lema anterior. 0

O proximo lema servira de motivacao para apresentar o lema da distorcao
limitada. O lema da distor¢ao, além de mostrar que a distor¢ao de iteradas da T
e dos ramos da inversa sao limitadas, auxilia na definicao da classe de Schwarz, que

enunciaremos no proximo capitulo.

Lema 2.4. Seja T : X — X wuma transformacgao expansora em um espaco métrico
compacto. Se J,(T) > 0 é Holder continua entio existe A > 0 tal que para todo n, se

©: S CX — X éramo contrativo de T~™ entao para quaisquer x,y € o(S),

J,(T")(x)
T =
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Demonstracao. [C1] O

Lema 2.5 (Distorgao). Nas hipdteses do lema anterior, existe B > 0 tal que para

S1, S subconjuntos de S e p: S C X — X ramo da inversa de T™ temos que

1 plp(S1)) _ p(Sh) 1(p(S1))
B (o) = (52 = P ule(Se)

Demonstragao. A idéia da prova é, fixado x € ¢(S), temos

u@ﬂ=/waTWMSA%@@@MW@m

) = [ iz G (e(5)

e o resultado sai da manipulacdo entre essas duas desigualdades [C1]. O

Lema 2.6. SeT : X — X ¢ uma aplicagao expansora em um espaco métrico compacto

e topologicamente mizing com J,(T') > 0, entdo pu € positiva sobre abertos.

Demonstracdo. Assuma, por contradicao, que existe um conjunto aberto U C X tal
que p(U) = 0. Por inducdo, e usando a hipétese J,(T) > 0, podemos provar que
w(T™(U)) = 0 para qualquer n > 0. Mas sabemos que para algum M > 0

™U)=X
e entdo pu(X) = 0 absurdo. Logo, i é positiva sobre abertos. O

Obs.: Uma consequéncia do lema 2.6 é que o suporte da medida p é todo o espago
X, veja [C1].

Lema 2.7 (Férmula da Mudancga de Variavel). Sejam T : X — X uma aplica¢ao
continua definida em um espago métrico, localmente injetiva e p uma medida de Borel.
Se J,(T) : X — R € o Jacobiano para T, com respeito a medida i, e J,(T) € L*(u)
entdo para qualquer f € L*(u) vale

/T(A) Jdp = /A(f o 1) Ju(T)dp

sempre que A é um conjunto boreliano tal que T'|4 € injetiva.
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Demonstracao. Sabemos que

W) = [ 50

A

assim, se f = yp para algum conjunto boreliano B entao
| xwdn = (B AT() = (AN T(B))
T(A)
= / Ju(T)dp = / Ju(T)x1-1(8ydps
ANT—1(B) A

~ [ (xwo 13,1
isto é,
| xodu= [ (xwo 1) (D
T(A) A
para qualquer boreliano A tal que T'| 4 seja injetivo.

Como este resultado é valido para qualquer fungao simples, também sera

valido para qualquer f € L(u). O

Lema 2.8. Sejam T : X — X uma aplicacao expansora definida em um espaco métrico
compacto e p uma probabilidade a Borel. Se J,(T) : X — R € o Jacobiano para T, com
respeito a medida p, e J,(T) > 0 entdo

1

Ju(T)(z;) = m, Ve e X

onde x; = ¢;(z), e p; € um ramo da inversa de T.

Demonstragao. Sejam ¢; : S; — X um ramo da inversa de T e L : S; — X dada por
L =T o; que é a identidade em S;. Assim, para todo boreliano A em S; temos que

u(L(A)) = p(A) e pela defini¢ao de Jacobiano temos

/Alduzu(A)Z/Ju(L)du

A
donde J,(L) =1 para p q.t.p.

Para terminar a demonstracao basta provar que para todo z € X vale

Ju(T) (@) () (@) = 1.

Para isto vamos verificar que
Ju(T 0 @;) = (Ju(T) 0 ;) Ju())-
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Assim, seja A um boreliano qualquer em S; entao

H(T o @3(A) = [ IT o 5)dn
A
por outro lado, usando o teorema anterior temos que

u(To () = |

J,(T)dps = / (Ju(T) 0 93) 03
@;(A)

A

Logo, para quase todo ponto temos que

Ju(T o @) = (Ju(T) 0 ;) Ju(5)-

Assim, como ¢; é qualquer e pela unicidade do Jacobiano segue o resultado.

38



Capitulo 3
g-medidas

Neste capitulo além de explicitarmos a importancia do Jacobiano, sao
dadas defini¢coes e teoremas importantes como a representagao integral do operador
de Ruelle seguindo Lasota e Yorke. Também definimos a classe de Schwarz que sera
utilizada no teorema de Ruelle no préximo capitulo. No final desta secao sera demons-
trado o teorema de Ledrappier que caracteriza os estados de equilibrio para potenciais
na classe das fungoes G. Por fim provaremos um teorema de existéncia e unicidade de

g-medidas quando g estd em G e na classe de Schwarz.

3.1 Representacao integral do operador de Ruelle-

Perron-Frobenius

No que segue, vamos mostrar que o procedimento geral para a contrugao
do operador de Ruelle pode ser visto como um mecanismo de achar uma medida asso-
ciada a um Jacobiano pré-conhecido. Em outras palavras, comecando com uma funcao
dada tentamos achar uma medida cujo Jacobiano é esta funcao. Para ser um Jacobiano
a condicao que a funcao deve satisfazer é exatamente o que define a classe das g-fungoes
como apresentada por Peter Walters em [W1].

O operador de Ruelle-Perron-Frobenius pode ser representado de varias
maneiras, vamos definir e unificar duas dessas representagoes. A forma mais comum
do operador de Ruelle-Perron-Frobenius, que chamaremos de definicao classica, é a
seguinte:

Sejam T : X — X uma transformacao expansora em um espaco métrico
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compacto e ¢ : X — R uma funcao continua. O operador de Ruelle-Perron-Frobenius
Ly :C(X)— C(X) é dado por

Ly(f)@)= D eWf(y)
veT (@)

para f € C(X)ex € X.
Nos restringiremos ao caso X = M uma variedade compacta, 7" uma

aplicacao expansora C'! diferencidvel,
(x) = —log|det D, T|

e m a medida de Lebesgue em M. Uma propriedade interessante para este caso é que

para f,g € L*(m)
/ Ly(f)gdm =/ fUr(g)dm
M M

onde Ur : L?*(m) — L?(m) é o operador

Ur(f)=foT.

Assim, se olharmos para ambos os operadores agindo em L?(m) teremos

< Ly(f), g >=<f,Ur(g) >

mostrando que L, = UL. Podemos facilmente provar esta propriedade usando o argu-
mento na prova de L*m = m dado no primeiro capitulo.

Alguns autores usam esta forma integral para definir o operador de Ruelle-
Perron-frobenius no contexto acima especificado, citamos [Kl| e [AB]. Assumindo que
T preserva uma medida de probabilidade p que é invariante e absolutamente continua
com respeito a medida de Lebesgue m, eles escrevem L* para o operador de Ruelle-

Perron-Frobenius com respeito a essa medida. Esse operador satisfaz
| e o= [ sUrtgyin
M M

para todas as f € L'(u) e g € L°°(u) normalizadas, i. e., £/¢1 = 1. Se u tem densidade

h, ou seja, 4 = hm onde h : X — R é uma funcao continua entao L£* e L™ sao
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relacionadas pela equacao LV(f) = % De fato,

| &= [ Urtain= [ sUr(ghan
:/Mﬁm(fh)gdm:/ME""b(fh)%hdm

= [ i an
= oy = U

Uma bela representacao integral do operador de Ruelle-Perron-Frobenius
¢ apresentada por Lasota e Yorke no artigo [LY1]. Vamos seguir essa representagao no

que segue.

Definicao 3.1. Seja (X, A, ) um espago de probabilidade. Seja T : X — X uma
transformacdao duplamente mensurdvel. Dizemos que T ¢ nao-singular, ou que €

absolutamente continua (para trds), se
w(T71(A)) =0, sempre que pu(A) = 0.

Definigao 3.2. Se T': (X, A, u) — (X, A, u) € uma transformacao duplamente men-
surdvel e nao-singular em um espaco de medida, com pu uma medida o-finita. Definimos

o operador de Ruelle-Perron-Frobenius P : L'(u) — L'(u) por Lasota e Yorke como

[ o= | L

para quaisquer A € A e f € L'(u).

Dado f € L'(u) considere a medida v dada por

Se A€ Ae u(A) =0 entao, como T é nao-singular, u(T~1(A)) = 0 e assim

A) = _
v(4) /T L JA =0

mostrando que v < . Logo, pelo teorema de Radon-Nikodym [DS] temos que

_dl/

P(f)—@
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onde d/dp denota a derivada de Radon-Nikodym. Este operador é claramente linear,

preserva a integral e é uma contragao em L'(u), a saber,

[P < N lre-

Vamos ver como as representacoes classica e por Lasota e Yorke, do ope-

rador de Ruelle-Perron-Frobenius, estao relacionadas.

Lema 3.1. Sejam (X, A, u) um espago de medida, com p uma medida o-finita, e P :
LY(n) — LY(p) o operador de Ruelle-Perron-Frobenius, de acordo com a defini¢io de
Lasota e Yorke, e assuma que T : X — X € localmente injetiva e admite um Jacobiano
Ju(T) > 0. Se L € o operador de Ruelle-Perron-Frobenius, de acordo com a defini¢ao
cldssica, entio P(f)(x) = L 100, (f)(x) para toda f € L*(p).

Demonstragdo. Se f € L'(u) temos que

. v(B.(z)) .. fol(Bs(x)) fdu
PUO@ =l 5w~ h(Buw)
o Zj fAj fd:u 1 Zj f¢j(35(x)) fd,u
"0 u(Ba(x)) e p(B(x))
~ lim 2 fBg(x)(f © ;) Ju(p;)dp
0 u(B-(x))
_ lim fBg(x)(f ° ;) Ju(;)dp
<%0 u(Ba(0))

= > (Foe)@) o))

)
= Z —_— Wwaqs,reX
yGTfl(m) JN(T) (y)
onde ¢; : B:(x) — X s@o os ramos da inversa de 7" e usamos também a definicdo de
diferencial de uma medida [Ru] e os lemas 2.7 e 2.8.

Assim, temos que Vf € L'(u)

f()

PUie) = 7))

yeT ! (z)

= L 10g 7.1 (f) (@)
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E importante notar que, na definicao do operador de Ruelle-Perron-
Frobenius, P, nao estamos exigindo que p seja T-invariante. Por este fato neces-
sitamos da condi¢ao de nao-singularidade. Quando p é T-invariante a condicao de

nao-singularidade ¢ trivial e pode ser omitida.

3.2 O teorema de Ledrappier

A definicao do operador de Ruelle-Perron-Frobenius, £, no nosso con-
texto serd a classica onde T' : X — X é uma aplicagao expansora topologicamente
mixing de um espago métrico compacto e ¢ : X — R uma fung¢ao continua.

Para provar propriedades espectrais relevantes de £, precisamos restringir
as fungoes 1 para uma classe menor de fungoes. Na literatura sao propostas diferentes
classes de fungoes, mas do nosso ponto de vista nenhuma parece culminar em uma
apresentacao unificada e transparente. Assim, para preencher esta lacuna propomos a

seguinte classe de funcoes:

Definicao 3.3. Seja T' : X — X wuma aplicagdo expansora em um espaco métrico
compacto, sendo d sua métrica, e r > 0 dado pela definicao de T. Dizemos que uma

aplicacao ¢ : X — R satisfaz a propriedade de Schwarz com respeito a T se:
a) ¥(x) #0, para todo x € X

b) existem A(r) >0 e B >0 tais que sen>1es:U — X € um ramo contrativo
de T™" com diam(U) < r wvale

1:[ % < A(r)ezp (B Z_: d(T? (), Tj(?!)))

para todos x,y € s(U)

c) lim A(r)=1.

r—0t

Esta classe de funcoes é uma leve modificacao da classe de fungoes primei-
ramente introduzida por Schwarz na sua famosa demonstragao do teorema de Denjoy.
A fungao 1 que aparece na definicao classica do operador de Ruelle-Perron-Frobenius
estd fortemente relacionada com o Jacobiano das medidas invariantes provenientes do

operador. Bons Jacobianos irao constituir o que na literatura é chamado de “distor¢ao
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limitada.” E isto é o que temos quando requeremos que certa funcao pertenca a classe
de Schwarz. Nos parece, e o leitor podera se convencer a medida que avanca no texto,

que esta classe de fungoes é a mais apropriada para esta teoria.

Ezemplo. A qualquer fun¢ao ¥ : X — R Holder em um espago métrico compacto, que
nao se anula em nenhum ponto, podemos adicionar uma constante para que ) passe a

pertencer a classe de Schwarz. O

Lema 3.2. Seja T : (X, A, n) — (X, A, ) uma transforma¢ao mensurdvel em um
espago de medida. Para todo n > 0 seja A, = T "(A). Entao, ® : X — R € A,-

mensurdvel se, e somente se, existe 1 : X — R A-mensurdvel tal que
b =9podm
para todo n > 0.

Demonstragao. Para todo n > 0 seja A,, = T~"(A). Claramente, A,, ¢ uma o-algebra
e

ADA DA DDA, D...

Assim, se
L*(Ap, ) = {® € L*() : ® é A, mensurdvel}

para qualquer n > 0 teremos, também, que

LQ(A’ :u) 2 L2(A1,,U) 2 e 2 L2(Ana,u) 2 B

Para descrever L?(A,, i), seja ® : X — R uma aplicacao A,-mensuravel para um n > 0

qualquer. Entao, para cada y € R
o7 (y) € A,

e portanto 7' (y) = T~ '(z,), ou seja, ®|p-n(,,) = y com z, € A. Em particular, para
cada x € X
(I)|T—n(x) = cte.

Defina 1 : X — R por ¢(z) = ®|p-n(,). Entao

P(T"(x)) = Plr—rn(rr(a)) = ()
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ou, em outras palavras

S =oT".

Além disso, 1 é A-mensuravel. De fato, dado A um boreliano qualquer
de R
O7HA) =T (v} (A))

desde que ® seja A,-mensuravel. Entao,
(A =T""(B) com Be A

Deste argumento segue que ® : X — R é A,-mensuravel se, e somente se, existe

1 : X — R A-mensuravel tal que
O =oT".
]

Definicao 3.4. Uma transformacdao T que preserva medida de um espago de probabi-

lidade (X, A, 1) € um endomorfismo exato (u é exata) se

Aso = (T (A) mod 0 = {X,0}.

>0

Obs.: A definicao anterior é equivalente a

wé exata <= m L*(A,, 1) = {cte}
n>0

veja [M1].

Definigcao 3.5. Sejam (X, A, ) um espago de probabilidade e B C A uma sub-o-

dalgebra. O operador esperanca condicional é
E(|B): L'(X, A, p) — L'(X, B, )

que a cada f € LY(X, A, u) associa uma tinica fungdo, p q.s., denotada por E(f|B) €

LY (X, B, u) tal que
/fdusz(le)du
B B

para todo B € B.
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Sejam (X, A, 1) um espaco de probabilidade, e B C A uma sub-o-algebra.
Para f € L'(X, A, 1) positiva seja

vi(B) = /de,u, VB eB

vy é uma medida em B, veja [W2], e vy < p. Entao, pelo teorema de Radon-Nikodym
[DS], existe um tnico elemento E(f|B) € L'(X, B, i) tal que

vy(B) = / E(f|B)du

para todo B € B. Usando as partes positiva e negativa de uma f € L*(X, A, u) ar-
bitraria temos que E(.|B) age como um operador linear para todo L'(X, A, ). Logo,
E(.|B) estd bem definida.

Lema 3.3. Sejam (X, A, 1) um espaco de probabilidade e B uma sub-o-dlgebra de A. A
restricao do operador esperanca condicional E(.|B) a L*(X, A, i) € a projecao ortogonal
de L*(X, A, p) em L*(X, B, ).

Demonstragio. Para f € L'(X, A, n) sabemos que E(f|B) é a tinica fungao B-mensurdvel

tal que
/E(f|15’)d,u: / fdu, VB e B.
B B

Seja P a projecao ortogonal de L?*(X, A, ) sobre um subespaco fechado L?(X, B, p).
Se f € L2(X, A, )

/ Flp = / Frndi =< f,xp >=< f, Pxp >
B X

=< Pf,y5 >:/Pfd,u, VB € B.
B

Portanto,
Pf=E(f|B).
O

Outras propriedades sobre esperanca condicional podem ser encontradas

no apéndice deste trabalho.

Definigao 3.6. Sejam (X, A, u) um espago de medida, onde X é um espago métrico

compacto, eT : X — X uma transformacgao expansora. Definimos

G=Rg: X—=R;geC(X),g>0c¢ Z gly)=1,Vx e X

yeT~1(2)
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Assim, dado g € G seu operador de Ruelle-Perron-Frobenius associado é

definido por

Liogg()(x)= > 9W)fw)

yeT ! (z)

para f € C'(X) e x € X. Note que Loy, satisfaz

Liogg(Ur(M) @)= > g fTw)= > g f(x)

yeT~(x) yeT~*(x)

=f@) Y. gy)=flx).

yeT—1(x)

Portanto, Vf € C'(X)
Liogg(Ur(f)) = [

ou, de outro modo,
Liog¢(Ur) = 1d

onde Id: C(X) — C(X) é a aplicacao identidade.

Teorema 3.1 (Ledrappier). Sejam (X, A, 1) um espago de probabilidade, onde X é
um espagco métrico compacto, T : X — X uma transformacgao expansora e g € G. Se L

denota Lo, entao sao equivalentes
i) L= p
i) p € Mz(X) e para qualquer f € L' ()

EfATHA)@) = Y 9(@)f() pas,zeX

z€T—1(T(x))
i11) € Mp(X) e pu € um estado de equilibrio para log g.
Demonstragao. i) = ii) Seja f € C(X) e suponha que L*u = p. Pelo teorema 1.4,
para provar que i € Mp(X) basta mostrar que fX foTldu = fX fdp. Mas isto é valido
pois
/ fon,u:/ fonE*,u:/ L(foT)du
X X X
— [ ewrtdu= [ s vrecw)
X X
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mostrando assim que p € Mp(X).
Agora, seja A € T7!(A) donde

/ fdp = / Fxadp = / C(fxa)dp

/EfXA o Tdp = / > g f)xaly)dp.

yeT—1(T(x))

Como A € T7!(A), para algum B € A temos que A € T~'(B). Entao, se
x € A vale que T'(z) € B e, portanto T~(T(x)) C A. Disto segue que

xa(y) = xa(z), Yy e T7Y(T(x)).
Portanto,
[ X s - / @ Y ) f)du()
X yer-1(1(x)) yeT—1(T(x))

/ Z o)t

i.e,VAeT (A

/ fdp = / Z REOE

yeT-Y(T

Ja que > g(y)f(y) é claramente uma fungao T~1(A)-mensuravel, segue que
yeT~1(T(z))

E(fITNA)@) = Y 9W)f).

yeT (T (x))

i1) = 1i1) A prova da existéncia de parti¢oes geradoras para 1" expansora

se encontra no apéndice. Assim, seja P = {P,..., P,} uma particao de X tal que

\/T] = A mod 0

e portanto, para qualquer v € Mrp(X),

pAT) = = [ tozg ()i

onde g, : X — R é a funcao definida, v q.s., por

E(fITT (AN = > 9u)f®)

yeT~(T())
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Esta definicao de entropia e a prova da existéncia da funcao g, se encontram no apéndice
do trabalho. Assim,

h(T) = - /X log g, (2)dv = — /X B, (log g, |7~ (A))dv
- - /X > g.(y)logg,(y)dv.

yeT~(T())

Logo, usando que logz < x — 1 para todo = temos

h,,(T)+/ log gdv = —/ logg,,dy+/ loggdy:/ log (i) dv
X X X X 9v

g _ 1) dv

9v
E (i - 1‘T (A)) dv

DA (g(y) —1> dv

9.(y)

IA

yeT—1(T(z))
> (9y) = gu(y))dv =0
yET HT(z))
i e.,
h,(T) +/ log gdv < 0.
X
Mas,

h,(T) + / log gdp = 0.
X

Entao v é um estado de equilibrio para log g se, e somente se,

logizi—l, v q.s.
gl/ gl/
i. e.,
g= 0y, V(. S.
Como v satisfaz ii), g, = g portanto v é um estado de equilibrio para
logg.

i11) = i) Sendo v € M(X) um estado de equilibrio para log g entao pelo

argumento acima g, = g. Assim, se f € C'(X)

/Xc(f)du:/X onu—/ Z g(y)f(y)dv

/ E(f|T dy_/fdy
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L'V =v.
]

Definicao 3.7. Dado g € G, uma medida satisfazendo as condigoes equivalentes do

teorema de Ledrappier é dita de g-medida.

Obs.: Nas hipéteses do teorema de Ledrappier, segue do teorema de Schauder-Tychonoff
[DS] que £* sempre tem um ponto fixo em M (X) donde uma g-medida sempre existe.

Além disso, se pu é uma g-medida vale que

h,(T) + / log gdp =0
X

e g-medidas sao estados de equilibrios para log g.

Lema 3.4. Sejam (X, A, u) um espago de probabilidade, onde X € um espago métrico
compacto, T : X — X uma transformagao expansora que admite um jacobiano J,(T') >

0, seja ainda g € G. Se p é uma g-medida entao
i) J(T)=1/g
i1) p € positiva sobre abertos quando T € topologicamente mizing

iii) se g1, go € G e alguma gi-medida coincide com outra ga-medida qualquer entdo

g1 = ga.

Demonstragao. i) Temos que

it) Segue imediatamente do lema 2.6 pois J,(T') > 0.

i11) Segue imediatamente da unicidade do Jacobiano e de 7). O
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O préximo teorema afirma que sobre apropriadas restricoes na fungao
g € G existe uma unica g-medida p. Além disso, para qualquer f € C(X) temos a

convergéncia uniforme
n
L£(f) = / fdp
X
onde usaremos — para denotar a convergéncia uniforme. Para simplificar a notagao

vamos denotar p(f) = [, fdp.

Teorema 3.2. Sejam T : X — X wuma transformacao expansora topologicamente mi-
xing de um espaco métrico compacto e g € G na classe de Schwarz. Entdo, eriste uma

unica g-medida jr. Além disso, se L denota Li,g 4 vale que L™(f) converge uniformemente

para p(f), Vf € C(X).

Demonstragao. Dado f € C(X) primeiro vamos provar que

(L (f)n

¢ um subconjunto equicontinuo de C'(X) para obtermos, entao, a convergéncia uniforme

[DS]. Um célculo direto nos da que paratodon >1lex € X

LA = Y gwaTW) - gT" W) fy).

yeT—"(x)

Dado € > 0 escolha § > 0 tal que se d(x,y) < ¢ possamos escrever, para
todon >1

T "(x)={z1,...,2,,}

T‘"(y) = {yla cee 7yrn}

tal que paratodos 1 < j<nel <1<,
d(T7(2;), T (y:)) < " d(z,y)

onde 0 < o < 1 vem da definicao da transformacao expansora 1. Como ¢ esta na classe
de Schwarz, existem A(d) >0, B > 0e Vx; € T"(x), Vy; € T~"(y) vale que

1:[ % < A(8) exp (B X_j (T (;), T (yi))>
< A(6) exp (B i a"d(z, y)v>

< A(8) exp(Cd(z, y)")
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o

onde C'= B Y a" < 400, v > 0. Diminuindo § > 0, se necessario, podemos assumir
n=0

que se d(x,y) < ¢ entao

Entao,

L) (@) = L)) =

+Z\f yillg(s) -+ g(T" () — g(wi) - g (T (3:))]

<5 Y ote o)+ e Y- T o) - T o)

[T o) ~ [To@@ )| = [Tt (w) - 1‘

< TLo(T () sup{A®) exp(Calz. )") ~ 1.1 AG) exp(Cl(z. 1))}

~TLo@ Wk
Assim,

L))~ L) < 5+ ISlek 3 T o (w0)
= =+ fllck

ja que

rn n—1

> TLo(r ) -

=1 7=0
Como K = sup{A(d) exp(Cd(x,y)?)—1,1—A(J) exp(Cd(z,y)?)} entdao se diminuirmos

o valor de § > 0, mais uma vez, tal que

- €
2[[flle
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obtemos que, para d(x,y) <

1L () () = L)) < e

provando que (L"(f)), é equicontinua. J& que [[L"(f)|lc < ||fllc segue do teorema de
Arzela-Ascoli [DS] a existéncia de uma sequéncia (n;); de nimeros naturais e fo, € C'(X)
tais que

LM(f) = feo.

Agora, vamos provar que f,, é uma fungao constante. Para cada f € C'(X) sejam
I(f) = inf{ f(2); = € X}
S(f) =sup{f(z);z € X}.

Note que I(f) < I(L(f)) e S(f) > S(L(f)). De fato, para qualquer z € X

L@ = D gwfw)=1() D 9ly)=1(f)

yeT~(x) yeT~(x)

e entdo I(L(f)) > I(f). Analogamente provamos a desigualdade para S.
Além disso, I(fx) = [(L(fx)) € S(fx) = S(L(fx)). Vamos provar a
primeira igualdade, a segunda é andloga. Como L™ (f) = f. temos que L% (f) = foo

e portanto

I(f) S I(L(f) < - S I(LM(S)) <+ S I(f)-
Agora como
concluimos que

e como ja vimos que

segue o resultado.

Finalmente, se z € X ¢ tal que

I(fso) = I(L(foo)) = L(foo) ()
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entao para qualquer y € T71(x) vale que foo(y) = I(fs). Se nao for este o caso,

I(foo) = I(L(fo)) = L(f) (@) = Y g(y)f(v)
yeT 1 (z)
> D

yeT—1(x)
= I(f)
um absurdo. Entao, Vy € T(z)

fOO(y) = I(fOO)'

Se U C X é um conjunto aberto qualquer, pelo item a) do lema 1.3, existe
um M > 0 tal que
™(U) = X.

Isto significa que existe y € U tal que TM(y) =z, i. e., y € T"M(x) e portanto
fooy) = I(fx0)-

Além disso, f. assume seu valor minimo (global) em qualquer conjunto aberto e como

foo € continua segue que é constante. Disto segue facilmente que

L(f) = feo-

Usando o teorema de representacao de Riesz, teorema 1.2, existe p €
M (X) uma probabilidade tal que

L(f) = ulf)
para toda f € C(X). Se f € C(X) entao
/Mﬁ cwmgywmbgymm

provando assim que g é uma g-medida.

Finalmente, se v é outra g-medida entao para toda f € C(X)

/del/:/deE*I/:/X[,(f)dV:/XE"(f)du
N

e entao, pelo teorema 1.1, u = v finalizando assim a prova do teorema. O
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Ezemplo. Neste exemplo definiremos o subshift de Bernoulli. Para isto, seja Bt (n) o
espago das sequéncias unilaterais no conjunto X = {1,...,n}. Seja jo uma probabili-
dade de X definida por po({i}) = p; onde 0 < p; <1le >  p; = 1. Pelo teorema de
extensao de medidas existe uma unica medida de probabilidade y, denominada medida

produto associada a pg, tal que
p(C (s Ao, -, Am)) = [ [ 1o(4)).

Denotamos por B (n) ao espaco B (n) munido da medida g, e o shift o : Bf(n) —
B (n) é denominado shift de Bernoulli.
Se definirmos a fungdo g : Bf(n) — R como g(f) = p; onde 0(0) = j

entao a medida produto p é a Unica g-medida para o sistema.

Ezemplo. Sejam X = R/Z e Tx = 2z( mod 1). Se g € G é dada por ¢g(0) = ¢(1/3) =

9(2/3) = 1 entao é facil provar que as medidas

_ 01/3 + 02/3

o = do € H1 5

onde ¢, é a medida de Dirac do ponto p, satisfazem L, u = p portanto, sao ambas

g-medidas. O

Ezemplo. Sejam X = R/Z e Tx = 2x( mod 1). Vamos considerar uma fun¢ao ¢g dada
por
1+0025 27ra:’ T 7& O, 1/2

1/2, x=0,1/2.

g(z) =

Um cdlculo simples nos dé que para qualquer f € C(X) temos que L} f converge a

log g
f(0) tome, por exemplo, f =1 e x = 0. Porém, y = Jy ndo é uma g-medida pois g é

descontinua em zero. O
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Capitulo 4
Prova do teorema de Ruelle

Neste capitulo provaremos o principal teorema deste trabalho, o teorema

de Ruelle para potenciais na classe de Schwarz.

4.1 Prova do teorema

Definicao 4.1. Seja T : X — X uma transformacao expansora em um espago métrico

compacto (X, d). Para qualquer n > 1 definimos a métrica d,, por
dy(z,y) = sup{d(T’(z), T"(y));0 < j <n — 1}
Ve, y € X.

Obs.: E trivial provar que d,, é uma métrica.
Agora podemos enunciar e provar o principal teorema deste trabalho que

pode ser visto como uma generalizagao do teorema 3.2.

Teorema 4.1 (Ruelle). Sejam T : X — X uma aplicagdo expansora topologicamente
mixing em um espag¢o métrico compacto, ¥ € C(X) uma aplicagdo tal que e¥ esteja na

classe de Schwarz e Ly, o operador de Ruelle-Perron-Frobenius dado por

Lo()x)= D e Wfly)

yeT 1 (z)

para toda f € C(X). Entdo, existem um nimero A > 0, uma fungao h € C(X) e uma
medida v € M(X) tais que

i) Loy =
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ii) h >0 e Lyh=\h
iii) h € a unica autofuncdo positiva de Ly exceto por multiplicagao por escalar
w) [y hdv =1

v) para toda f € C(X) vale

— 0
c

H)\_" Z}f—h/del/

vi) = hv é uma probabilidade T-invariante, exata, positiva sobre abertos e
log A = h,(T) + / Wdp
b's
vii) para qualquer n € Mr(X), n # u vale

log A > hy,(T) + / Wb,
X

Demonstracao. Primeiro, vamos provar o item i) e a existéncia de v € M(X) e A > 0.
Seja o operador L : M(X) — M(X) definido por

;Zl/
(Lyv)(1)

Como M (X) é um conjunto convexo e compacto, o teorema do ponto fixo de Schauder-

Lv) =

Tychonoff [DS] nos garante a existéncia de um ponto fixo, v € M(X), para L. Portanto,
Lyv = v

onde A = (Lyv)(1) > 0.

Para achar h e provar o item ii) vamos, novamente, fazer uso do teo-
rema de Schauder-Tychonoff para £, agindo em um subconjunto de C'(X) convexo e
compacto. Para definir este conjunto fixemos €y > 0 menor que a constante de expan-
sividade de T, 0 < o < 1, e tal que para quaisquer z,y € X com d(x,y) < egen >0

possamos escrever

T7"(x) =A{x1,..., 25}

T7"(y) =A{v1, s
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onde s é o nimero de pré-imagens de T, satisfazendo para0 < j<ne(0<i<s
d(T (), T? (:)) < a"d(,y).

Paracada k> 1,n>0e z,y € X com di(z,y) < gy definimos

nl (T (2:)) .
By (4)(x,y) = sup H sy 1 <<k

onde T7"(z) =A{xy, ..., 25, }, T"(y) ={y1,-- -, Y, } €
(T (2:), T’ (y:)) < @™ d(z,y)

paral0<j<nel <i<k,.

Finalmente, definimos

Bi(¥) (2, y) = sup{ By (¢)(z,y);n = 1}.

E f4cil ver que, quando e¥ pertence & classe de Schwarz, By, é uma funcio continua bem
definida em X x X.

Agora, consideremos o conjunto

A={feCX);v(f)=1,f>0eVk>1,
flx) < Bi(¥)(x,y) f(y) se di(z,y) < eo}

temos que A é um subconjunto convexo e compacto de C'(X).
De fato A é um subconjunto convexo pois se « + (6 =1 com o, 3 > 0 e

f,h € A entao quando di(z,y) < &g

of () + fh(z) = jﬁﬁg £+ 2 ghy)

h(y)
= S {f ’h(y} y) + Ohy))

< Bi(¥)(x, y)(af(y) + Bh(y))

h(fﬂ)

provando que af + gh € A.
Para provar que A é limitado, escolha M > 0, dado pelo item b) do lema

1.3, tal que para qualquer ponto z € X, T~ (z) é eg-denso. Entdo considere quaisquer
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pontos x,z € X e escolha y € T=M(2) com d(z,y) < &p. Se f € A, f > 0 entdo

(LD = Y, Hr ()

seT—M(z)

> ew(y)+-~+w(TM*1(y))f(y)

> e MBI () (y, 2) f (=)
> oMV B £(p)

onde By = sup{B;(¢)(z,y); x,y € X }. Portanto,

(LY N)(=) M
flz) < 1/’)\7]‘/[6 11l 3, \

para todo z, e integrando esta desigualdade com respeito a v e usando o fato que

L*v = Av obtemos
M
Fl2) < AMEMIBI B, (%)
= \MMIVIB, = K.

Assim, f é limitada.

Para provar a equicontinuidade seja € > 0 e escolha k£ > 1 tal que
K|B,—1| <e.
Agora escolha 6 > 0 tal que
d(xz,y) <o = di(z,y) < €.
Entao, se d(z,y) < 9, dp(z,y) < g e

|f(@) = f(y)| < f(2)|Bx — 1
< K|Bk — 1| < E.

Como A é claramente fechado segue do teorema de Arzeld-Ascoli [DS] que
A é compacto.
Defina L : C(X) — C(X) por

L=)"Ly
e vamos verificar que L(A) C A.
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Se f €A, L(f) >0ev(L(f) = v(f) = 1. Além disso, se di(x,y) <
g9 podemos escrever T 1(x) = {zy,..., 2.}, T y) = {y1,...,ys} com d(z;,y;) <
ad(z,y). Entdo, dii1(vi,y:) <& e

(L(f)(@) = A7 Z ") f(a

<\t Z ) By 1 (V) (s, i) f (yi)

P(zs)
= A" Z Z’l’(y k1 (V) (4, yi)ew(yi)f(yi)
< A\” Z Bk f(yZ)

= By(y)(x, y)(L(f)(y)
provando que L(f) € A, i. e.,L(A) C A.

O teorema do ponto fixo de Schauder-Tychonoff [DS] nos garante entao,

a existéncia de um ponto fixo para o operador L, i. e., uma funcao h € A tal que
L(h)=nh

ou, de outro modo,
Lyh = Ah.

Para provar que h > 0, assuma por contradi¢ao que h(z) = 0 para algum

z € X. Como L(h) = h segue que

yeT~1(2)

e entdo, h(y) = 0 para qualquer y € T~'(z). Por indugao, h(z) = 0 para todo z €
T7"(x) etodon > 1. Como T "(x) é e-denso para n suficientemente grande e h € C(X),
segue que h = 0 contradizendo o fato que v(h) = 1.

Os items i) e ii) ja estdo provados. Como h € A entao v(h) =1 que é o
item iv).

Agora vamos provar o item v). Para isto seja

_eY@h(z)
9) = ShTw)
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e vale que g é continua, g > 0 e

VW p 1
Y o= 3 G w2

~—

yeT 1 (x) yeT~1(x) yeT~1(x)

L)

A h(x) '

Além disso,
1
L) =5 Y i)
yeT—1(z)
e?Wh(y) fly

- R e)

ou seja, L(f) = hLiogy(f/h). Para a (n 4 1)-ésima iterada temos que

L™ (f) = L(L"(f)) = L (hLiyy(f/N))
= h/'clogg (h‘clrf)gg(f/h)/h)
= hLis o (f/h)

log g

provando, por inducdo, que para toda f € C'(X)

ALY = By (f/h).

Precisamos aplicar o teorema 3.2 e para isto precisamos provar que

2= ew(x)h(l«)
(T (x))
estd na classe de Schwarz. Assim, para qualquer r > 0 defina
h(z)
K(r :sup{—;d x,y gr}.
(r) = swp { 1 yid@.y)

Como e? estd na classe de Schwarz, existe uma constante B > 0 e A(r) > 0 tal que

sempre que S : W — X é um ramo contrativo de 77", n > 1 e x,y € S(W) entao

n—l y(Ti(z)) n—1

e . .
11 TG = Ay(r) exp (B > d(T(x), T (y))> :
j=0 j=0
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Assim,

n—1

g(Ti(x)) T4 ewm(m) BT () \B(T+!
H) 9(Ti(y)) H eV W) \h(T7+ (2) ) h(T7
(

(

L (
(T TN h(z) h(T(y))

- (H) e¥(T7 (y)) ) h(y) h(T™(x))

J]=

n—1

< Ay(r)K(r)%exp <B ‘ d(T?(x), T’ (y)))

n—1
= A,(r)exp (B a(r )) :
7=0

Claramente, hII(l) A,(r) = 1, provando que g pertence a classe de Schwarz. Entao apli-

cando o teorema 3.2 obtemos

oS = @) Liog o (f/h)(x) — hu(f/h)

[ L

/deci*oggnz/ cloggfdn:/ Eloggf@dn
/Ahﬁw(fh>d”_/ Lo fh)hdv

:X/Xﬁw(fh)du: X/thdﬁg;y

:%/thdm/:/den
/X FdLig 1 = /X fdn

Liog g1 =1

onde p é a tnica g-medida. Assim,

Defina n = hdv e como Lyv = Av entao

i. e., para toda f € C'(X)

e entao

Portanto da unicidade das g-medidas temos que



i. e., u = hdv e provamos que para qualquer f € C(X)

quando n — oo, ou seja

—£"f:§h/ fdv
— 0.

— Zf—h/xfdu )

Pelo teorema de Ledrappier 3.1 segue que a medida pu = hv é probabili-

dade T-invariante, um estado de equih’brio para log g, é positiva sobre conjuntos abertos

e é exata. E ainda temos que h,(T) + [, tdu = log A pois

h(x
h,(T) :/ log gdu = / log e¥@ ))\h((T(L) dpu
= /wd,u /loghdu—i—log)\—i-/ log h(T
X
:—/wd,u—l—log/\—/loghdu—l—/loghon,u
X X X
——/¢du+log)\.
X

O que prova vi). Além disso, se 1 é outra probabilidade T-invariante entao

log A > hy,(T) + / Wban.
X

Terminando, assim, a prova do teorema de Ruelle. 0

Para finalizar este capitulo vamos apresentar dois corolarios do teorema

de ruelle que envolve funcoes homoélogas.

Corolario 4.1.1. Sejam T : X — X uma aplicagao expansora e topologicamente mizring
em um espaco métrico compacto, e ¢ € C(X) tal que e® pertence a classe de Schwarz.
Entao, para v € M(X), A >0 e h € C(X) dados pelo teorema de Ruelle,

i) ¢ tem um unico estado de equilibrio, pg, e pus(f) = v(hf), Vf € C(X)

e?h
ART

ii) pu € a unica g-medida para g =
iii) pu € positiva sobre abertos nao-vazios

i) a pressao topoldgica de ¢ com relagio a T vale log X em simbolos, P(T, ¢) = log A
T

e A € o raio espectral de Ly e vale a convergéncia (log L31)/n — P(T, ¢).
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Demonstragao. i) Calculando o logaritmo de g = ;Zg obtemos que ¢ ~ log g pois

¢ =1logg+loghoT —logh + log A

assim, pelo teorema 1.10, Ey = Fiog 4. Vimos que L, ,(f) converge a v(fh) donde temos
que log g tem um tnico estado de equilibrio dado por ps(f) = v(hf),Vf € C(X). Assim
fty € 0 Unico estado de equilibrio para ¢.

ii) Segue do teorema de Ruelle.

iii) E imediato do item ) do lema 3.4.

iv) Como p, é um estado de equilibrio para ¢ =log g+loghoT —logh+

log A temos, por um calculo direto, que
P(T,¢) = hyy (T) + p(¢) = hy, (T) + pg(log g) +log A = log A.
O raio espectral para L4 é dado por
i 125017 = Jim €317 = A

pelo teorema de Ruelle. Como L31/A\" — h segue que (log L}1)/n — P(T), ¢).
Note que A, v e h > 0 sao todos unicamente determinados por L} f/\" —
hv(f) visto que
log A = lim 1 log L1

n—oo M,

£rl
h= lim —2

O

Corolario 4.1.2. Sejam T : X — X expansora e topologicamente mixing em um espago
métrico compacto e as aplica¢oes ¢, € C(X) tais que e® e e¥ pertencem a classe de
Schwarz. Entdo, py = iy se e somente se p —1p = foT — f+c para alguma f € C(X)
eceR.

Demonstragao. [=] Vamos supor que ji, = fiy. Pelo corolario anterior temos que 4 é
a tnica g;-medida para alguma g; = e®h; /(A hT) e é a tinica gy-medida para alguma

go = €®hy/(A2hoT). Assim, pelo item #ii) do lema 3.4 temos que g; = go. Portanto,

hl oT hl )\1
- =1 — log — + log —.
¢ = =log =~ 08 7~ +log 3
[«<] Foi provado no teorema 1.10. O
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Capitulo 5

Aplicacoes Expansoras por Partes e

Teoria Espectral

Primeiramente vamos expor o ambiente de trabalho para este capitulo.

Para definigoes complementares em topologia geral veja [Ke]. Seja (X, <)
um conjunto totalmente ordenado, fechado, limitado pela ordem e completo pela ordem,
i. e., todo conjunto nao-vazio com uma cota superior tem um supremo. A topologia da
ordem para X é a menor topologia onde a ordem ¢ continua no sentido que se a,b € X
com a < b entao existem vizinhancas U de a e V' de b tais que para quaisquer z € U e
y € V tenhamos que = < y.

Consideraremos 7' : X — X uma aplicacado mondtona por partes e
continua pela ordem. Uma fun¢do mondtona por partes T : X — X é tal que para
N >1, X =JY, I, onde os I; sdo intervalos disjuntos e T'|;, é continua e preserva ou
inverte a ordenacao de modo que T'(1;) ainda seja um intervalo.

Em X consideramos uma medida que é uma probabilidade a Borel, [, e

denotamos por Bj(X) o espaco das fungoes mensuréveis a Borel e limitadas em X.

Definigao 5.1. Sejam (X, <) um conjunto totalmente ordenado, fechado, limitado pela

ordem e completo pela ordem e f: X — R. A variacdo de f em X € dada por

varx (f) = sup {ZV(!F:) —flzi)in>2,x0 <11 <...< xn}
i=1

A fungao f é dita de variagdo limitada se varx(f) < oco.

Dada uma funcao densidade (ou potencial) g : X — (0,d] onde d < 1,

que assumimos ser de variacao limitada denotamos, como nos capitulos anteriores, o
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operador de Ruelle-Perron-Frobenius por
,C BZ(X) — BZ(X)
LH@) = D gw)fy)

yeT ! (z)

para f € B(X) ez € X.

Quando T : X — X é uma aplicacao C'™ expansora por partes e

(@) = 5=
ST DT ()
é facil verificar que L satisfaz

m(Lf) =m(f)

onde m é a medida de Lebesgue no intervalo. Assim, adicionamos essa hipotese a nossa
medida, i. e.,

WLF) =1(f)
para toda f € Bj(X).

Definigao 5.2. Definimos por BV (X) o espaco das fungoes de variagao limitada em

X com a norma

1 lloar = /X L+ varx (£).

Precisaremos da variagao para fungoes em L'(I), o conjunto de todas as
classes de equivaléncia das funcgoes a valores complexos, [-integraveis em X. Assim,

definimos para f € L(])

var(f) = inf{varx (f) : f ~ f}.

5.1 Lemas Basicos

Vamos recordar nossas definigoes usuais. Para f € B;(X) o operador de

Ruelle-Perron-Frobenius £ é dado por

= 3 oI @I @) o)
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onde T; = T|;,. Também assumimos que [ é uma medida que é uma probabilidade a

Borel em X e que satisfaz

(L) =1(f), Vf e Bi(X).

Gostarfamos de mudar nossa funcao de forma que o suporte de [ se torne
invariante, e entao estudar a aplicagao restrita ao suporte da medida [. Para isto preci-
samos garantir que o operador £ nao sofra mudancas ao agir em L*(I). Para fazer isto

precisaremos dos seguintes lemas.
Lema 5.1. Seja B um boreliano de X com I[(B) = 0 entao [(T'(B)) = 0.

Demonstragao. Podemos assumir que B C [; para algum i. Se [(T'(B)) > 0 entao

N

(B) = l(xs) = l(Lxs) = (Z (T} l(x))XT(Ij)(fﬂ))

J

=1 (g(T; (@) xs (T () xray (@) = U(9(T7 () xra) ()

pois x5(T; ' (z)) = 0 se ¢ T(B).
Agora considere o conjunto

a={eetm): oo 2 1
para todo k > 1, como I(T(B)) > 0, fT gdl > 0 e entao existe um kq tal que
[(Ag,) > 0.
Assim, temos que

U(B) = 1 (g(T, (2))xr) (2)) > kiouT(B) A A) > 0

0 que prova o lema. O

Definigao 5.3. Seja A = {I,...,Ix} uma particao de X em intervalos onde a fun¢ao
T é continua e mondtona. Entdo, para todo k > 1, AF = \/k T “(A) € uma particao

finita de X em intervalos onde T ainda é continua e mondtona.

Lema 5.2. Para todo k > 1 e A € A* temos que [(A) < d¥ onde d < 1 € tal que
g: X — (0,d]. Em particular, [({z}) = 0 para todo x € X.
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Demonstracio. Vamos provar por indugdo. Se A € AF podemos assumir que A C I;

para algum 1 < j < N. Entao,

I(A) = Uxa) = ULxa) =1 (g(T; (@) xalT; (@) xra,) (2))
=1 (9(T; " (2))xrea () < dU(T(A)).

Como A € AF temos que T(A) € A*! e pela hipétese de inducao [(T'(4)) < dF1L.
Assim,
I(A) < I(T(A)d < d"'d = d".

O

Lema 5.3. Seja Y = ({F; F C X, F ¢ fechado e [(F) = 1} o suporte del. A aplicagio
T pode ser mudada em um nimero finito de pontos de tal modo que T(Y) C Y e

T-Y({z}) CY para todo, exceto por um nimero finito, v € Y.

Demonstragao. Comegamos provando que se J C X é um intervalo entao [(J) = 0 se e
somente se [(T'(J)) = 0. Se I(J) = 0 entao pelo lema 5.1 temos que [(T'(J)) = 0. Agora
se [(T'(J)) = 0 entao

() SUTHT(I)) = Uxrey o T) = UL(xr) o T))
= l(xrn£(1)) <UT(J))Nd

pois g < d e #T71(x) < N para todo z € X.

Este resultado implica que se = € int(/;) entdo = € Y se e somente se
T(xz) € Y. Quando z é um ponto extremal do intervalo, sabemos do lema 5.2 que = nao
pode ser isolado em Y e assim redefinimos T'(z) de modo que seja o limite unilateral

de T'(y) para y € Y. Entao, T(Y) C Y o que finaliza a prova do lema. O

Teorema 5.1 (Helly, [V]). Seja ¢, : X — R, n > 1 uma sequéncia de func¢oes em
BV[X] e assuma que existam constantes K1 > 0 e Ky > 0 tais que sup|e,| < Kj e
varx (vn) < Ky para todos os n > 1. Entdo, existe uma subsequéncia (¢n,)r € uma
fungao ¢p : X — R com sup(po) < Ki e varx(po) < Ks tal que (pn, )i converge a @q

quando k — oo l-quase sempre em L(I).

Demonstragao. Como (¢,), sao fungdes de variagao limitada podemos escrevé-las na

forma ¢, = ¢ — @ onde p> sdo sequéncias uniformemente limitadas de funcoes
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nao-decrescentes [Ru]. Usando o processo da diagonal [V] podemos escolher (ny)y tal

que
on (0) — ¢5 (q)

quando k — oo, para cada ¢ em um conjunto denso S em X. Se ¢ < ¢’ em S entao

on (q) <o (d) < Ky

e assim, i (q) < pi(q¢) < K; mostrando que ¢ é uma funcio nao-decrescente em S.

Portanto podemos estender gpa—L a todo o conjunto X definindo

vy (x) = inf ¢g(q).

qgeS,g>x

Vamos agora provar que goffk(x) converge a @i (r) quando k — oo, para todo ponto de
continuidade de 3. De fato, dados  um ponto de continuidade de ¢ e € > 0 existe
§ > 0 tal que |z — 2’| < 6 implica que |p(x) — i (2')| < /2. Escolha ¢, ¢' € S tal que
¢ <z <qel|qg—{q|<d/2. Entao,

eo (q') < w5 (2) < @5 (q).

Agora seja kg > 0 tal que se k > kg

) , 0
o5 (d) — 5 < on (d) < g (x) < o (q) < ¢y (q) + 3

Entao, se k > kg
on (q") < o () < op (q)

e portanto
|on (2) — 9o (@) <&, Vk = k.
Assim, goffk converge para <ng exceto em um conjunto contavel. Como
r}) = 0 segue que p> converge para & l[-quase sempre. Seja gpi uma fungao
Spn %o 0

continua pela direita commdmdo com @3 em todo ponto de continuidade de ¢ . Logo,

©, converge para o = @g — @y l-quase sempre em L'(l). Além disso,

pol@)] < lim [, (2)] < K,

N

Z ‘900 a] — %0 CLJ 1)| - hm Z |90nk CLJ) (pnk(aj_l)‘

< sup VarX(SOnk) < K
k
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sempre que r e a; < as < ... < ay estao em X exceto para um conjunto contavel.

Como ¢y ¢é continua pela direita segue que

[po(z)| < Ky, Ve e X,

vary (o) < Ko

O

Lema 5.4. i) Para todo ¢ > 0 o conjunto E = {f € L*(I, X) : || fllvar < ¢} € compacto
em (L'(1), || - 1l1);

ii) (BV[X], || - |var) € um espago de Banach;

i) BV|[X] € denso em (L*(1),] - |]1)-

Demonstragao. i) Seja (f,), C E. Entao, para cada € > 0 existe (ﬁ)n uma sequéncia
de funcoes tal que
var(f,) < var(f,) + ¢, vn.

Assim, f, : X — R é uma funcio em L'(I) tal que
var(fo) + [ falh < ¢ +e.
Afirmamos que
sup | fo| < var(f) + || full1-

Para provar isto, sejam £o > 0 qualquer e Z € X tal que | f,(2)| > sup|f,| + £0. Agora
seja y € X tal que |f,(y)| < Ix | fo|dl entdo

sup | Fol + 20 < 1 Fa(@)] < 1Fa@) = Fuw)| + 1Fal)] < var(Fo) + /X Fold

e como isto vale para qualquer g, arbitrario, segue o resultado.

Assim,
sup | f| < var(f,) +/ |fuldl < ¢+ e
X

Aplicando o teorema de Helly a (ﬁl)n obtemos uma subsequéncia de
funcoes (fnk)k : X — Reuma funcdo fy : X — R tal que sup|fo| < c+eevar(fy) < c+e
além disso,

f;k — fo, quando k — oo
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l-quase sempre em L!(l). Da prova do teorema de Helly segue que
var(fy) = klim var( fp,)

1ol = Jim {| fr ]l
—00

e portanto,
[ follvar < c+¢, Ve.

Como € > 0 é arbitrério existe fo : X — R tal que || follvar < ¢ € || foll1 = || fo|| provando
que E é um conjunto compacto.

ii) Exceto pelo completamento, as outras propriedades de um espago de
Banach sao ébvias. Assim, seja (f,), € BV[X] uma sequéncia de Cauchy. Entao para

cada € > 0 existe N > 0 tal que se m,n > N

||fn - fm”var <E.

Disto segue que ||f, — fuli < € se n,m > N e portanto (f,), é uma sequéncia de

Cauchy em L'(I, X). Assim, existe uma constante ¢ > 0 tal que
fo € Be={f € L'(L, X); || flvar < c}-
Como por i) E, é compacto em L!(l, X), existe uma f € E, tal que
fo—f em LY, X)

[-quase sempre. Usando o mesmo argumento da prova do teorema de Helly podemos
provar que

var(f, — f) — 0 quando n — oo

e entao

||fn - f”var — 0 quando n — oo

provando que BV[X] é completo, sendo portanto um espago de Banach.
iii) Como |-, A™ gera a o-dlgebra de Borel, I-quase sempre, entao as

fungoes simples em A" sdao densas em (L'(1, X), | - [|1)- O
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5.2 Propriedades Espectrais de L e Uy

Vamos iniciar com a seguinte férmula importante

para f,¢ € B;(X), ou seja,
L(f(poT))=L(f)-
No préximo lema vamos estender £ ao espago L'(1,Y).

Lema 5.5. Seja F o conjunto de todas as funcgoes a valores complexos limitadas em 'Y

e que sao mensurdveis com respeito a o-dlgebra de Borel B. Para toda f € F wvale

LA < -
Demonstragao. Se f € F defina p(z) = L(f)(z)/|L(f)(z)| quando L(f)(x) # 0 e

¢(x) =1 caso contrario. Entao, para todo x € Y temos que |¢(x)| = 1. Assim,

el = [ 10t = [ e = [ oo
/f¢onz</|f||¢oT|dz</|f|dz

= [/l
O

De acordo com o lema 5.1 qualquer mudanga de f em um conjunto de
medida nula (com respeito & medida /) mudard £(f) em um conjunto de medida também
nula (com respeito a medida /). Assim, £ pode ser visto como um operador agindo no
conjunto de funcoes limitadas em L'(I,Y"). Fazendo uso do lema 5.5 podemos estender

L para que atue no espago L'(I,Y). De agora em diante, vamos assumir que
L:LN1,Y)— LY1,Y).

Defina g, (z) = H;:ég(Tj(:c)). Como 0 < g(z) < d < 1, Vz, podemos escolher M € N
tal que

1
lgarlloe = sup{gm(2);z € Y} < 2.
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O lema seguinte é o resultado principal sobre o operador L e expressa o fato que o
operador de Ruelle-Perron-Frobenius melhora a regularidade de funcoes de variagao

limitada com respeito a suas variagoes.

Lema 5.6. Ezistem 0 < a <1 e 3> 0 tal que para toda f € L*(1,Y)

var(LM (f)) < avar(f) + B f]1.

Demonstracao. Escrevendo @ para £ e U para T™ temos que

) = ZQM(Ui_l(SC))f (U7 (@)xv) ()

onde (Jy, Jo, ..., Jy) é uma particao de Y em intervalos onde U], ¢ monétona, continua
evar(gals,) < |lgar]leo- Para achar a tltima exigéncia precisaremos subdividir a partigao
de U em intervalos onde U é mondtona e continua. Para ¢ > 0 associe fna classe de
equivaléncia definida por f € L'(1,Y) tal que

var(f) < var(f) +e.

Seja K; = U(J;) = U([a;, b;]). Entao

vary (Q(f)) = vary (Z gu (U7 (@) F(U7 () xx, (fC))

<§pm(wﬂmﬁwﬁmumm)

Z varg, (gu f) + ||9M||ooZ(|f(bz)| + | F(a))).

=1

No sentido de calcular o segundo termo, para x; € (a;, b;)

0]+ 1 f(an)] < [F(bs) = fla)l + |fla) = Fla)] + 21 f ()
< varge, ) (f) + 2| f(:)].

Como esta desigualdade vale para todo z; € (a;, b;) segue que
[F )+ (@] < varga, () + 2,
onde d; = inf{|f(z)|;z € J;}. Do teorema do valor médio para integrais [HS]

¢sumw]>t/|ﬂﬂ
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e portanto,

di < b~ / Fld
Ji

onde b = min{l([a;, b;]); 1 <i < N}. Assim,

N

G0+ Fla < D var (F) + 257 /Y Fld.

i=1

Do primeiro termo se z; < y; < 3 < ... < ¥y, ¢ uma particao de J; entao

> 1) gn (k) — Flar) g ()]

T

<D 1 w)gne () = Flue)gn (@)l + Y 1F ) gu (@) = flan)gar ()]

k=1 k=1

< 1 F )Nl wr) = ezl + > lane (@)l F () — f )|

k=1 k=1

<D 1 e)Vari, e (9a) + llgarlloovars, (f)-
k=1

Mas,

Z yk ‘Val" (@5, Y] gM < Z ‘f yk dz| + |di‘)var[$k7yk}(gM>
k=

< Z VaI‘J Var[gck Yk (gM)

b
<y (varjxf) s |f|dl) vatge, . (937)
k=1 @i
< (vara(F) + 07 [ 171ar) vara )
< llgarllo (varjxf) s [ |f|d1) .
Ji
Disto segue que

S Fmlane(oe) — Fonao] < laarl (vars () 457 [ 17iar)

k=1
+ llgarlloovar s, (f)

e entao

vty (Foue) < ol (vora (4070 [ 171dE) + w5
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somando sobre os valores de 7 temos

N
> vara (o) < Nl (var (7 +07 [ 171a1) + Lo lvary ()

i=1

Juntando essas estimativas temos

var(Q() < 2lgarll (vary<f> st [ |f|d1) lgw vy (F) +2670 [ |l

= 3lgullocvary (f) + 36 gar |l FIx
= ozvary(f) +5|J?||1

onde o = 3||gumloo < 1 € 8 =3b""|ganloc pPara b=min{i(J;);1 <i < N}.

Como, claramente, Q(f) é equivalente a Q(f) segue que

var(Q(f)) < var(Q(f)) < avary (f) + 8| f|x
= avary (f) + 0|/ fll1 + ¢

sendo ¢ arbitratio segue o resultado. O

O préximo teorema é uma consequéncia imediata do teorema ergddico de
Ionescu Tulcea e Marinescu [ITM] que enunciamos, sem prova. Para isto sejam E um
espaco de Banach linear sobre o corpo dos complexos e B um subespaco de Banach de
E.

Seja C'(B, E) a classe dos operadores lineares T': B — T'(B) C B limita-
dos satisfazendo

i)existe uma constante positiva H tal que para todo n > 1, ||[T"||p < H;

ii) existem duas constantes positivas R e p < 1 tais que |[|T(z)||p <
pllz||s + R||z||g para qualquer que seja x € B;

iii) se P C B é um subconjunto limitado entao 7'(P) é um compacto em
E.

Teorema 5.2 (Ionescu Tulcea e Marinescu). Seja T um operador em C(B, E).

Entao,

i) nao existe mais que um nimero finito de autovalores, A1, Ag, ..., \r, de médulo 1

de T
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i1) podemos escrever para todo n > 1,

T

T = (1/ANT; + 5"

i=1
onde T;, para 1 < i < r, sao operadores limitados de B em uma parte linear de B
com dimensdo finita e S : B — S(B) C B um operador linear limitado;
i) para todo i, T} = T;, para i # j vale que T;T; = 0 e para todo i, T;S = ST; = 0;

i) para todon > 1, ||S™| < M/(1+ h)™ onde M e h sao duas constantes positivas.

Teorema 5.3. Com as hipdteses do teorema de Ionescu Tulcea e Marinescu para L,

T, X el temos

i) L: LY, X) — LI, X) tem apenas um nimero finito de autovalores A\, X, ..., Ay

de modulo 1;

i) seja B; = {f € L*(I, X); L(f) = Nif} para 1 < i < r. Entio, E; C BV[Y] e
dim F; < +o0;

iii) o operador L pode ser representado por
L= N+t
i=1

onde ¢; sao projecoes sobre os autoespagos E;, ||os|| < 1 e é um operador linear
em L'(1, X) com sup{||¢"||1;n > 1} < +oo. Além disso, ¢;p; = 0 para i # j e
¢ = 0 para todo 1;

i) Y(BV[Y]) C BV[Y] e visto como um operador linear em (BV, || - ||var) Satisfaz
10| var < Hq™ (n > 1) para constantes H e ¢ com H >0 e 0 < g < 1;

v) 1 é um autovalor de L. Vamos assumir que A\ = 1;

vi) Escrevendo h = ¢1(1) e p = hl temos h > 0, [hdl =1 e L(h) = h. Entao p €
uma probabilidade T-invariante em Y e portanto em X. Se p' € T-invariante e

p < 1 entio p' < p.
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Demonstrag¢ao. Do item i) ao iv) é imediato do teorema de Ionescu Tulcea e Marinescu.

De iii) segue que

— Z)\igb,-(ﬁ(f)) +(L(f))
_ Z)\i@ <Z \;bi(f) +z/;(f)> + <Z Ajd;(f) +?/1(f)>

= D NG (f) + N (F) + D A (f) + ¢°(f)

i,j=1 j=1
=Y Nailf) + ¢ (f)
i=1

onde usamos que ¢? = ¢; e ¢;0; = 0, i # j e ¢p;1p = 0, Vi. Indutivamente temos que

Vk eN §
= 2 NoilF) + vE():

Seja h, = 1/n Y p— L¥(1). Entdo h, >0 e [, h,dl =1

Z(ZZA%Z 1) + (1) )—Z(iZAf>¢Z %Zlqp(l)

=1

donde

n—1

i —Z% )i(1 %Zw (1)

k=0
onde v, (i) = £ 377 o AF. De iv), como 1 € BV(Y) segue que

var(v*(1)) + [0 (1)l < Hq"

e portanto
1 n—1 1 n—1
~> | < gZW’ <= et
k=0 1 k=0

1-— 1
:<H q)——>0 quando n — oo.
1—q /) n

Agora vamos analisar o primeiro termo de h,,. Para cada i tal que \; # 1, —1 temos

—1
1 1—=A"
’——E ( )HO quando n — oo.
n - A
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O mesmo vale quando \; = —1, i. e., y,(i) — 0.

Assim, se 1 ¢ {\;,...,\.} entao em L'([,Y) vale que h, — 0. Pois
[ hndl = 1 para todo n que nao valha. Assim, 1 € {)\,..., A} e assumimos que
A1 = 1. Do argumento acima vemos que 7,(1) = 1 e v,(i) — 0 para i # 1. Logo, em
LY(1,Y)

hn — ¢1(1).

Vamos denotar h = ¢;(1). Entdo, h > 0 e [, hdl = 1. Além disso, h é invariante por L.
De fato,

1
L(h) = £(lim hn> = lim £(h,) = lim EZﬁk-ﬁ-l(l)
k=0
1
:nliIaloE(l—l—,C(l)—{—. L 1()+£n() )
T I i O Rl
n—oo n

pois [|[£™(1)|| < ||1]]. Além disso,

p(foT)=IU(hfoT)=IUL(hfoT)) =I(fL(h))
= U(fh) = p(f)
isto é, = hl é T-invariante. Finalmente, assuma que p’ é T-invariante e /' < [ entao

@ = h'l para alguma b’ € L'(1,Y), e

entao

/ FL(W)dl = / FHdl

para todo f € L'(I,Y) implicando que

L(h)=1N.
Dai segue que h' € BV[Y] donde existe ¢ > 0 tal que ' < ¢. Assim,
Vn>1
n—1
S WIS YIRS o
"=
Portanto, h’ < ch’ ou seja, ' < pu completando a prova do teorema. O
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Um modo de garantir a existéncia de medidas invariantes absolutamente
continuas com respeito a medida de Lebesgue m, para uma aplicacao mondtona por
partes T : [0,1] — [0,1] é dada pelo teorema de Lasota e Yorke [LY2], que pode ser
visto como um coroldrio do teorema 5.3 onde o potencial g é o inverso do determinante
da derivada de T. Como T é expansora segue que sup(g) < 1 e portanto, o potencial
g satisfaz as condigoes do teorema de Lasota e Yorke. Além disso, o teorema de mu-
danca de varidvel acarreta que m(Lf) = m(f) donde as condig¢oes do teorema 5.3 sdo
satisfeitas.

Antes de enunciar o teorema vamos relembrar a definicao do operador de
Ruelle-Perron-Frobenius. Sendo 7' : [0,1] — [0, 1] ndo-singular definimos o operador

Pr: Ly — Lq, por p

Pri@ =g [ s

Algumas propriedades de Pr sao
a) Pr é positiva, i. e., f > 0 implica que Prf >0
b) [i Prfdm = [ fdm,Vf € L,
¢) Prn = Py
d) Prf = f se e somente se a medida dyu = fdm é invariante por T
Agora vamos enunciar, sem prova, o resultado de Lasota e Yorke [LY2]

Corolério 5.3.1. Seja T : [0,1] — [0, 1] uma aplicagao C? por partes tal que inf{|T"(z)|; x €
[0,1]} > 1. Entdo, para qualquer f € Ly a sequéncia

n—1
1 n
~> Pif
5=0
converge, em norma, para f* € Li. A funcdo limite tem as sequintes propriedades
1) f>20=f2>0
1 gy 1
2) [, frdm = [; fdm
3) Prf* = f* e, consequentemente, a medida du* = f*dm ¢é invariante por T

4) a fungao f* é de variagcao limitada e existe uma constante c, independente da

escolha inicial de f, tal que varp 1 f* < c||f].
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Vamos apresentar um exemplo, que pode ser encontrado em [LY2], onde

a hipétese |T"(x)| > 1 falha em apenas um ponto do dominio da 7. Seja

z/(l—2), 0<x<1/2
S LR /
2r — 1, 1/2<zx<1

onde T"(0) = 1. A sequéncia P2(f), Vf € L', converge em medida para zero, para uma
defini¢do de convergéncia em medida veja [DS] ou [Ca]. Também, Pr(f) = f tem como
Unica solugao a trivial e nao existe uma medida nao trivial e absolutamente continua
com respeito a medida de Lebesgue que seja invariante por 7.

A prova da convergéncia em medida se faz do seguinte modo, primeiro
prova-se que para fo = 1 a sequéncia g¢,(x) = xf,(r) converge para uma constante
¢, onde f, = P}(fo). Entdo, usando que || f,|| = 1 obtemos ¢ = 0 donde f,, — 0 em
medida. Por fim, por um argumento de aproximacoes podemos estender este resultado

para uma sequéncia arbitraria Pr(f) com f € L'

5.3 Propriedades de (Ur, 1)

Os préximos lemas descrevem a adjunta, U7, de Ur em termos de L. Para

simplificar a notagao vamos utilizar L? no lugar de L*(y, X).
Lema 5.7. Para toda f € Li e A € C temos que

i) Upf = L(Fh)/h

ii) Urf = Af se e somente se L(fh) = Afh.

Demonstragao. i) segue das identidades
(Ui f,9) = (f,Urg) = /f?on,u = /fgoThdl = /ﬁ(fgoTh)dl
= /gﬁ(fh)dl = /g@hdl = /y@du

_ [L(fh)
‘< h’@'
O item ii) segue imediatamente de i). O

Lema 5.8. Valem as sequintes afirmacoes

80



i) (Uy)"Uf} = Id para cadan € N
it) Ufo (Up)" = L, onde L, denota a projecio ortogonal sobre o subespago Uf(L2).

Demonstragao. Para provar i) note que

<U1*“UT.f7 g> = <UTf> UTg> = <f7 g>

e entdo UsUr = Id. Portanto, para cada n € N vale que (U})"Uj = Id.

Para provar o item ii) vamos provar primeiro que UZ(U;)"™ é uma projecao

Ur o (Ur)" o Up o(Ur)" = Uz o (Ur)"
~————
Id
(Up o (Up)")" = (Up)™(Up)" = Up o (Up)".
Seja E = Ug o (U7)"(L2). E claro que Up(L2) C E. Agora, vamos assumir que f € E

entdo existe g € L tal que

Uy oUr'g=f
ou seja,
f= UT§
onde g =Uj"g, i. e.,
f=Urg

onde g € L? e entdo
E C Up(L2).

Logo,
E =Up(L).

O

Teorema 5.4. Seja esp(Ur) C {z € C;|z| = 1} o conjunto dos autovalores de Urf.

Entao,
i) esp(Ur) € {A1,..., A}
i) Upf =M <= Upf =X e[\ =1;

ii) dim E, ) (A) < 400 para cada X € esp(Ur) onde Ewy, (N = {f € L2;Urf =
A}
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Demonstra¢ao. Vamos provar o item ii) primeiro.

[=] Se Ur(f) = A\f entdo Urf = \f e
Usrf = Uf = NUNf = NUUrf = \f.
[«<] Agora, se Uy f = Af com || =1 entao

AUz f, AUz f) = ({Urf,Urf) = {f, f)
ou seja,

(/L[ =AUrf)=0

(f = AUrf,\Urf) = 0.

Apés subtrairmos temos

(f =AUrf, f = AUrf) =0

e portanto f = \Urf, Urf = \f.

Para provar i) assuma Urf = Af. Usando o lema e o item iii) temos
Upf =, L(hf) = Ahf
implicando que A é um autovalor de £, ou seja,
esp(Ur) € {\,..., A
Por outro lado, se £(g) = Ag para algum i, entdao g € BV e pelo teorema
gl = [ATgl = 1£7(g)] < llgllL™(1)

n—1
1 .
191 < llglle > L7(1) = [lgllsoh
=0

isto da |g|/h < ||gls € entao |g|/h € L. Usando o lema temos

s (g) _LGh) _Llg) _

_ 9
h h h ‘h
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Finalmente, usando novamente o lema

() -5

ou seja, \; € esp(Ur) donde

{1, .., A} Cesp(Ur)
terminando assim a prova de i). O mesmo argumento prova iii). O

Definicao 5.4. SejaT : X — X uma transformacao que preserva medida de um espaco
de probabilidade (X, A, n). Dizemos que (T, ) é fracamente mizing se para quaisquer
A Be A

Obs.: Temos que (T, 11) é fracamente mixing se e somente se T tem espectro continuo,
ou seja, 1 é seu unico autovalor e suas autofuncoes sao constantes. Uma prova deste

fato pode ser encontrada em [W2].
Teorema 5.5. Seja By, = (| T-"(B) onde B denota a o-dlgebra de Borel em Y. Entao,
n=1
i) {f € L2; f € B mensurdvely = () T™(L2) = 3 Ewyu(Ai). Em particular By
n=1 i=1
€ finito p-quase sempre.
ii) Se (T, ) € fracamente mizing entao Boo € trivial, i. e., (T, p) € ezata.

Demonstragio. Para provar i) seja B, = T~"(B) e E, = {f € L?; f € B, mensurével }.

Provamos anteriormente que
E, = {f € Li; f=goT" onde g é B-mensuravel, g € Li}

e portanto K, = Uf(L?) donde segue a primeira identidade.

Para provar a segunda igualdade tome f € >\, F, .)(\:). Entao,

F=X k5B,
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Seg=> "\l A f;, entdo teremos que

T

Up(g) =Y NT"f; = ZA"A"

i=1
=Zfi=f

Dat, segue que f € Uf(L?) e assim

ZE(UTH ) € UT(L2>

para todo n € N, e portanto

Z UTH mUT L2

ii) Se (T, 1) é fracamente mixing entao 1 é o iinico autovalor e o autoespago

de autovetores associados a 1 contém apenas funcgoes constantes. Assim,
iE(UT,u)()‘i) = Eupw(l) ={f € Li; f=cte. pq. s}
= ﬁ U?(Li) ={f e Li; f € B, mensurédvel }
i. e, {f € L2 f é B mensurdvel} = {f = c}.

Assim, B, = {X, (0} provando que (T, u) é exata. O

Obs.: As definigoes para esta observacao se encontram no final da primeira secao do
primeiro capitulo. A medida p pode nao ser ergddica, mas se y’ é uma componente
ergédica de p entdao supp(p’) = W C Y é um conjunto invariante por 7', ou seja,
T=YW)=W e xwoT = xw. Definindo I'(A) = [(ANW)/I(W) obtemos

IxwoLf) UL(fxwoT))

"ED =y T )
(fxwoT) lfxw)
(wy — 1(W) =)

além disso, temos que

L(hxw) = L{(hxw oT) = xwL(h) = xwh="H.
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Assim, toda componente ergddica de p é da forma p' = h'l' para I’ satisfazendo I'(Lf) =
U(f)eh tal que L(R') =].

Considerando T*, onde k é tal que A\¥ = 1 para todo 4, entdo uma compo-
nente ergédica de u é fracamente mixing para T%. De agora em diante vamos considerar
T* ao invés de T e g;, no lugar de g na definicdo de £. Portanto podemos assumir que

1 é fracamente mixing.

5.4 Estados de Equilibrio
Vamos provar que g satisfaz

man+/igmuzam{maw+/b@m}

onde o supremo ¢ tomado sobre todas as probabilidades v que sao T-invariantes em
Y. Provar isto é o mesmo que provar que p é um estado de equilibrio para o potencial

log g. Para isto, vamos precisar de alguns lemas.
Definigao 5.5. Seja f : Y — R definimos a parte positiva de f por f*(x) = max{f(x),0}.

Lema 5.9. Se f : Y — R € mensurdvel e v é uma probabilidade T-invariante em Y,
entdo (f — foT)" € LY implica que f — foT € L} ¢

/Y(f—foT)dy:O.

Demonstragdo. Seja F' = (f — foT)T entao 0 < F — (f — foTl)=F+ foT — f
se definirmos f,, : Y — R por f,(z) = min{f(z),n} obtemos 0 < F + f,oT — f, e

também
lim f,oT — f,=foT—f.

Agora, usando o lema de Fatou [DS]

/(F+foT— Fdv = /liminf(FJrfnoT— £.)dv
< liminf/(F+fnoT— fn)dv
= /Fdl/ < +00.

Dai, segue que F' + foT — f € L} e portanto
foT —felL.
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Mas |f,oT — fu| < |foT — f| e pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue
[DS]
/(foT—f)dV:lim (fnoT — fn)dv =10
Y n—ee Jy

]
Lema 5.10. Se v é uma probabilidade T-invariante em Y e
__ gh
9= hoT
entao
/logydu = /loggdu.
Demonstragao. Sabemos que Lh = h, ou seja, ZyeT,l(x) g9(y)h(y) = h(z). Entao,
> g- Y A
yeT—1(z) yeT— 1(w
1 h(zx)
e Z 9Whly) = 703
yeT—1(x)
donde para todo x € Y, > -1,y g(y) = 1. Desta igualdade e do fato que g > 0

obtemos que logg < 0.
Se [loggdv = [loggdv = —oo entdo nao hd nada para provar.
Se [loggdv > —oo entdo logg € L} e

logg =logg+logh —loghoT

logh —loghoT =1logg —logg.

Assim,

(logh —loghoT)" = (logg —log g)" < [log g
pois log g <0 (g(z) < d < 1.) Agora aplicamos o lema para obter
logh —loghoT € L}.
Entao,

logg € L}

86



e usando novamente o lema
0= /(logh —loghoT)dv = /logﬁdu — /loggdu.
Se [loggdv > —oo, usando o argumento acima para
logh™ —logh™'oT
temos o resultado. ]

Lema 5.11. A medida p € um estado de equilibrio para logg em Y.

Demonstracao. Defina o operador

yeT—1(x)
queremos aplicar o teorema de Ledrappier 3.1. Para isto, primeiro note que g € G e

vamos verificar que Z*,u = u. Esta dltima igualdade é vélida pois

/ Z hoT (y)hdl

5.5 Existéncia e exemplos

Para provarmos a existéncia de uma medida [ e uma funcao g que sa-
tisfacam

1) I(Lf) =1(f), para qualquer [ € F

i) g: X — (0,d] com d < 1 e tal que varx(g) < oo
precisaremos que o espaco X onde a transformacao 7' mondtona por partes esta definida
seja totalmente ordenado, munido da topologia da ordem, compacto e separavel.

A existéncia da medida [ sera obtida ao aplicarmos o teorema de Schauder-

Tychonoff a aplicagao continua




onde £ é 0 operador de Ruelle-Perron-Frobenius definido em X', que é uma modificacao
de X. Vamos iniciar pela defini¢ao de X'.

Seja A = {I1,..., Iy} uma particao de X. Além disso, para k > 1 de-
finimos A* como mno inicio deste capitulo. Sejam ¢ € C(X) de variacdo limitada
satisfazendo Y~ var;(p) < oo onde var;(p) = sup{|p(z) — o(y)|;z,y € A, A € A'}.
Seja W = U;Zo T77(E) onde

E= {lg%Tk(t),ltilI?T’“(t); k>lexed(l;),1<i< N} ,
onde 0(1;) é a fronteira do intervalo I;.

Seja W o conjunto, aberto e fechado, dos pontos de w que nao sao pontos
extremos de intervalos. Considere X' = X U W' onde W’ é uma cépia de W disjunta
de X. Em X’ vamos estender a relacao de ordem da seguinte forma, seja y < = < z
em X com x € W e seja 2’ € W’ associado a x entao, definimos y < x < 2’ < z ou
y < o’ < x < z tal que possamos estender T' continuamente em X'’. Sendo T continua
em X' e definindo W para X', todos os elementos de W sdo extremos de intervalos, que
sao abertos e fechados. A topologia da ordem de X’ é compacta e separdvel. Também

estendemos ¢ continuamente em X’ para entao definirmos o opeador £ por

para x € X',
Como os intervalos T'(I;) para 1 < i < N sao abertos e fechados em X',
L leva C(X’) em C(X'). Agora podemos aplicar o teorema de Schauder-Tychonoff na
aplicagao N
L]
— =
Lx1(1)

definida no conjunto das probabilidades que é um subconjunto compacto e convexo do

l

dual de C'(X’) com a topologia fraca-*. Assim, obtemos um ponto fixo [ tal que

ULS) = ()
para todo f € C(X') onde A = L*I(1).

Agora seja g(z) = e?@ /), queremos mostrar que ||g,||os < 1, para algum

n, onde
gn(2) = g(a)g(T(x)) - -~ g(T"(x))

e também provar que [(W') = 0. Para isto sejam os lemas
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Lema 5.12. Seja A um boreliano de X' tal que T™| 4 € mondtona para todo n. Suponha
que para todo j > 1 exista um boreliano B; que é um subconjunto de algum elemento
de A% (definido no inicio deste capitulo) e que satisfaca T" (B;) = A, para algum k;.
Além disso, suponha que B; N\ Bj =0 para i # j e que existe um r € N tal que Bj ¢ A

estejam contidos no mesmo elemento de A*~" para todo j > 1. Entdo, I[(A) = 0.

Demonstracao. Temos que
(B;) = AN"M1(LY yp,) > inf{gy, (y); v € B;}(A)

e, similarmente,
[(A) < sup{gy,(y);y € AH(T™ (A)).

Isto implica que

, kj inf{?kj (v):y € B;}
HBHTT(A) 2 sup{gx, (y);y € A}

I(A)? > exp (— Zvarigp — 2T||go||oo) I(A)?
i=0

pois A e B; estdo contidos no mesmo elemento de A%~". Como os B; sdo disjuntos,

temos que [(B;) — 0 quando j — oo. Claramente, [(T*(A)) <1 donde I(A) =0. O

Lema 5.13. Seja J um intervalo fechado que é um subconjunto de algum elemento de
A™. Entao,

- Ki(J)
R ()
onde K = exp (D>, var;p).

Demonstracao. Temos que

U(J) = AL s) = inf{g; JH(T"(J))
> sup{gn; J} exp (— anvariw) (T (J))
> K~ sup{gn; JH(T"(J])).
O

Para finalizar, vamos aplicar os lemas anteriores em dois exemplos que

sao, o subshift unilateral do tipo finito e uma aplicagao monétona por partes.
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FExemplo 1. Neste exemplo mostraremos, para qualquer ¢ : X — R de variacao limitada
que satisfaga >~ | var;(¢) < 00, a existéncia de uma probabilidade pr, um A > 0en € N
tal que I(Lf) = 1(f) e|g]loo < 1¢é satisfeita para g(z) = exp (Z?:_Ol @(T'(z))) /A". Além
disso, 4 ¢ um estado de equilibrio para .

Seja X = BT (M) um subshift unilateral do tipo finito com N simbolos,
vamos supor que X seja topologicamente transitivo, ou seja, a matriz de transicao M é
irredutivel [M1]. Além disso, assumimos que a entropia topolégica de X é positiva ou,
em outras palavras, que X nao é formado apenas de orbitas periddicas.

Se introduzimos em X a ordem lexicografica, ou seja, dizemos que 6 < n
em X se ao menor i > 0 tal que 0(i) # n(7) tivermos que (i) < n(i). A transformacao
shift ¢ : X — X entao se torna uma transformacao monétona por partes. Para isto
basta considerar os cilindros disjuntos C(0;i), para 1 <i < N, onde X = UY,C(0;1) e
o restrito a cada cilindro é continua.

Temos que W = () e, consequentemente, X’ = X. Vamos aplicar o lema
5.12 ao conjunto A = {6} para § € X. Como X nao tem s6 6rbitas periédicas, pode-
mos achar uma imagem inversa 19,71, . - -, Qm—1,00,01,... de 8 = 6y,01,... que nao é
periddica. Sendo M irredutivel existe um ko tal que para todo 6;, 6y € {1,2,--- , N}
existem iy = 0}, i1,%1,...,0 = Mo com k < kg € M(iy,%41) = 1 para 0 < r < k — 1.

Entao, existe uma infinidade de pontos da forma
90,91,...,Hj,il,i...,ik_l,no,m,...,nm_l,ﬁo,ﬁl,... e X

para j > 1. Eles podem ser usados no lema 5.12 como B; com r = m + kg para obter
[({0}) = 0.

Seja g, = max{l(A) : A € A*}, neste caso A" é o conjunto de todos os
cilindros C(0;n9, 71, - - -, Mk—1). Temos que g — 0 quando k — oo pois, caso contrério,
terfamos 6 € X e € > 0 tal que cada vizinhanca de § contém um A € A*, para algum
k com [(A) > e. Mas isto implicaria que [({#}) > e, uma contradigao.

Agora vamos provar que o suporte, Y, de [ é o espaco todo X. Existe, pelo
menos, um i entre 1 e N tal que [(C(0;4)) > 0 pois, caso contrario, teriamos [(X) = 0.
Escolha algum cilindro C(0; jo, - - -, jn—1) €, como argumentado acima, podemos escolher

io = jn—la ’il, .. .,ik = ¢ com M(’ir,’ir+1) =1. Entéo,

LCO0; G0y -y nersiny - -y ix)) > (inf §)FHU(C(0;34)) > 0
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donde I(C(0; jo, - - -, Jn-1)) > 0. Isto implica que Y = X. Em particular, {(C(0;7)) > 0
para 1l <7 < N.
Agora seja J = C(0;6y,...,0,-1) entdo o"(J) 2O C(0;i) para algum ¢,
donde
[(0"™(J)) > min{l(C(0;7)); 1 <i< N} =¢>0.

O lema 5.13 implica que sup{g,; J} < Kgq,/c. Como J é um elemento arbitrario de A",

existe n com ||Jnllso < 1. Tomando g = §,, temos que £ = L"/L e os itens i) e i) da

secao anterior estao satisfeitos, assumindo que ¢, g e g sao de variacao limitada.
Como Y = X e do fato que h,(0") = nh,(o) segue, pelo lema 5.11, que

i é um estado de equilibrio para . O

Ezemplo 2. Alguns resultados usados neste exemplo estdo provados no artigo [H1]
que considera transformagdes mondtonas por partes em [0, 1] que tenham entropia to-
poldgica positiva. Assim, sejam X = [0,1], 7" : X — X mondtona por partes com en-
tropia topoldgica positiva. Seja ¢ a funcdo identicamente nula entdo g = e?@ /X = A\7L,
Se fizermos g = g e se A > 1 entdo os itens i) e ii) do inicio desta se¢ao serao satisfeitos.

Consideremos os subintervalos I; € X', 1 < i < N, onde T é mondtona.
Dizemos que um intervalo K é um sucessor de um intervalo J C I; se K é um dos
intervalos, nao-vazios, da forma T'(J) N I;, 1 < i < N. Definimos D como o conjunto
que contém I;, 1 < ¢ < N, e cada intervalo com seus respectivos sucessores. Como
as imagens dos subintervalos I; sdo subconjuntos abertos e fechados de X', todos os
elementos de D sao abertos e fechados. Definimos, também, M uma matriz com valores
0 ou 1 dada por M(J, K) =1 se e somente se K é um sucessor para J onde J, K € D.
Elementos de D sao sucessores de mais que um elemento de D. Se a matriz M nao é
irredutivel podemos dividi-la em submatrizes irredutiveis L;, [ € N, tal que a cada I
esta associado um subconjunto Q2 C [0, 1] fechado e invariante por 7" [H1].

Se F' C D é um conjunto de indices para L;, ou seja, se L; = M|F entao
[ =U{J;J e F}, onde

F={JeD;3Jy, J1,...,Jn=1Jcom Jy€FeM(UJ,J) =1},

el = U{J;J € F—-F } sdo conjuntos invariantes por 7' que sdo unides finitas de
intervalos e

0= (\1-T—T7.

1=0
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Vamos escolher €2 tal que r(L) = r(M), onde r denota o raio espectral de L e M
vistos como operadores agindo no espago /1. Sendo I invariante por T, T'|; é ainda uma
transformacao monoétona por partes. Assim, podemos considerar I como sendo X e

assumir que a medida de Lebesgue [ esta concentrada em I.

Lema 5.14. (a) Se M(J;, Jiz1) = 1 para 0 < i < k—1 entao T*(JoN---NT7*(Jp)) = J.
(b) Para todo J € F, temos que I[(J) > 0.

Demonstragao. (a) A prova é por indugao. O processo de indugao é dado por

TH TN T J)N---NT ) =TT (J) N T NN TF(TL))
= TN N nT )

pois T'(Jy) 2 Jy, visto que J; é sucessor para Jy.

(b) Note que existe K € F com I(K) > 0, pois I(I) = 1. Podemos achar
Jo=J, Ji,...,Jpy = K com M(J;,Ji11) =1e J € F. Como L é irredutivel, podemos
fazer isto para todos os J € F. Seja Z = JoNT-YJ)) N...NnT7*(J,) C J. Entao,

usando o item anterior
UZ) = XML yz) = A7FUTH(Z)) = XFI(K) > 0.
Portanto, {(J) > 0 o que prova o item. O

Outro resultado do artigo [H1] é que r(M) = exp hip(X). Assim, (L) =
r(M) > 1e L consiste nao somente de um ciclo. Entretanto podemos achar Jy, J1, ..., J, =
JoeFeKy=Jy Ky,...,Ky =J, € Fparaalguns n,k >0e 0 <r <n—1 tal que
M(J;, Jiv1) = M(K;, Kiy1) = 1. Agora seja

k—1 n—1 oo
Ay= (T <ﬂ T‘j(Jj)), A=A,
i=0 §j=0 k=0

jn k 00
By = (T (igmoa ) N (VT G) OV T o )
1=0

i=1 i=1

Os conjuntos B; sao disjuntos pois T"(B;) C Ki, T""(Bjim) C J; e K e J; sdo
intervalos disjuntos pois sdo sucessores distintos para Jy. Além disso, 79"+ "="(B;) =
A e A e Bj estao contidos no mesmo elemento de A’". E segue do lema 5.12 que
[(A) = 0. Agora, aplicando o lema 5.13 obtemos que

UP G < TR (A,)) (5:1)
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Como T*(Ar) = T(J._1) D Jo, pelo item (a) do lema 5.14, e I(Jy) > 0, pelo item
(b) do lema 5.14, os lados direito e esquerdo da desigualdade 5.1 tendem a zero. Logo,
existe um k com supu, grn < 1. E, finalmente, como g, = A~F" obtemos que A > 1.
Segue do lema 5.2 que I(z) = 0 para todo x € X', donde [(W’) = 0.

Uma prova similar aquela do item (b) do lema 5.14 mostra que o suporte
Y de [ contém Q. Como hiop(£2) = logr(L) = logr(M) = hiop(X), segue do lema 5.11

que p é uma medida com entropia méaxima. O
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Capitulo 6
Apeéendice

As cinco primeiras se¢oes deste apéndice estao inteiramente contidas em
[PY], a nao ser pela construgao da partigdo geradora para uma transformagao expan-
sora, a ultima secao deste apéndice é importante pois trata do calculo da entropia para
transformacoes expansoras e provamos alguns resultados usados na demonstracao do
teorema de Ledrappier. Outros textos que abordam entropia num sentido mais geral
sao [M1] e [W2].

6.1 Particoes e Esperanca Condicional

Comecaremos com a definicao de particao de um espago de probabilidade.

Para isto, usaremos a defini¢cao 1.10 de um conjunto de medida nula.

Definigao 6.1. Seja P = {P;}ic; uma particao mensurdvel contdvel de um espago de

probabilidade (X, A, 1), ou seja, P satisfaz

i) X = |J P, a menos de um conjunto de medida nula, com respeito a fi;
i€l
ii) P, N P; =0 para quaisquer i # j, a menos de um conjunto de medida nula, com

respeito a fi.

De agora em diante P = { P, };c; denotard uma particao de um espago de

probabilidade. Os elementos P; de uma particao sao chamados de atomos da partigao.
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Definicao 6.2. Definimos a fun¢do informagao I(P) : X — R em um espaco de
probabilidade (X, A, 1) por

ou seja, I(P)(x) = —logu(P;) sex € P;, Vi € I.

A esperanca condicional E(.|B) : LY (X, A u) — LYX,B,u) em um
espaco de probabilidade com respeito a o-algebra A e a sub-o-dlgebra B, definida em

3.5, tem algumas propriedades interessantes que enunciaremos agora.

Lema 6.1. Sejam (X, A, n) um espago de probabilidade e B uma sub-o-dlgebra. As
principais propriedades de E(f|B) sao:

i) [ E(fIB)dp = [ fdu, para todo B € B e f e L'(X, A )
i) E(f|B) € L'(X, B, n)
iii) se f € LY X, A, u) e g€ L>®(X,B,u) entao E(fg|B) = gE(f|B)

w) se f € LNX, A, u) e B, C By C A sio sub-o-dlgebras entao E(E(f|B1)|B) =
E(f1B2)

v) se f € LYX, A, n) entao |E(f|B)] < E(|f|IB), e se f,g € L*(X, A,p) e 1/p+
1/q =1 entio E(|fgl|B) < E(|f[?IB)"/"E(|g|*|B)"/*

vi) seT preserva p entio E(f|B)T = E(foT|T~*(B)), onde T~'(B) = {T'(B); B €
B}.

Demonstragao. Os itens i) e ii) sdo essencialmente a definigdo de esperanca condicional
e ja foram apresentados no capitulo 3. A prova dos outros itens pode ser encontrada
em [W2]. O

Definigao 6.3. Sejam (X, A, u) um espago de probabilidade e P uma particio. Dada
qualquer sub-o-dlgebra B C A definimos a fung¢ao informacgdo condicional I(P|B) :

X — R por
I(P|B) = =) log u( Pi|B)(z)xp,(v)

el

onde j(P,|B)(x) = E(xr,

B)(x) é chamada de medida condicional.
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As propriedades seguintes s@o uma consequéncia imediata da definigao.

Lema 6.2. Sejam (X, A, ) um espago de probabilidade, P uma parti¢io e B C A uma

sub-o-dlgebra.

(1) Quando B = {0, X} entio E(P;|{0,X})(z) = pu(P;), para todo i € I, e também
(PO, X})(x) = I(P) ().

(2) SeT : X — X preserva a medida p entio I1(P|B)(T(z)) = I(T~Y(P)|T~(B))(x),
onde T~(P) = {T-Y(P,);i € I}.

(3) Se P C B entao I(P|B) =0 quase sempre.
Podemos associar a cada particao P a o-algebra P gerada por P.

Definicao 6.4. Dadas duas particoes P = {P;}icr, Q = {Q;}jes de um espago de
probabilidade (X, A, ). Definimos seu refinamento por

PVQ={PNQ;icl,jeJ}

Dadas duas o-algebras A, B denotamos por AV B a o-dlgebra gerada por
{ANB;A€ Ae B € B}.

Lema 6.3 (Identidade Basica da Informacgao). Sejam (X, A, ) um espago de
probabilidade, P, Q, R parti¢oes de X e R a o-dlgebra gerada por R. Entao temos que

I(PV QIR)(z) = I(P|QV R)() + [(QIR)(x)

[ q.s.

Demonstragdo. Observe que para qualquer fungao g € L'(X, A, 1) temos que
f 9 z)d
E(gR)(z) = Y xalx) 22

Em particular, para Q € Q podemos fazer g(x) = xg(x) e entao

QIR (x) = > xr(w) QHR)

ReR )

e, portanto,
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Q|R Z Xrno(x) log (M) ) (6.1)

ReR,QeQ 'LL(R)
A partigao Q VR nos dé que

N e (HPNQNR)
PRV =2 2 e (arm)- 62
Somando 6.1 e 6.2 obtemos
I(QIR)(x) + I(P|QV R)(x)
__ o (10p (MQOR)N - (MPNQNER)
N RGR,Q;QPGPXPOQQR( ) (l g( u(R) ) ! g( WQNR) ))
L o w(PNQNR)
X, menntoos (M)
= [(PV QIR)(x).
O

Definigao 6.5. Sejam P e Q partigoes de (X, A, ) um espago de probabilidade. Es-

crevemos P < Q se todo elemento de P for uma unido de elementos de Q. Neste caso

PVQ=09.

Corolario 6.3.1. Nas hipdteses do lema anterior, se P < Q entio I(P|R)(x) <
I(QIR)(x).

6.2 Entropia de uma Particao

Nesta segao (X, A, p) serd um espaco de probabilidade, e toda partigao
mencionada é referente a este espaco X. A aplicacao T : X — X serd uma transformacao

que preserva a medida p.

Definicao 6.6. Definimos a entropia da particao P por

H(P) = [ 1(P)ip =~ 3 u(P)logu(P

PeP

Dada uma sub-o-dlgebra B C A definimos a entropia condicional por

H(P|B) = /I(P|B)du
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Lema 6.4. Sejam P uma parti¢ao e B uma sub-o-dlgebra.
(1) Quando B ={0,X} entao H(P|{0,X}) = H(P).
(2) SeT : X — X preserva a medida pu entao H(P|B) = H(T-YP)|T~(B)).
(8) Se P C B entao H(P|B) = 0.
(4) Dados P e R particies temos que H(P|R) < H(P).

Demonstragao. Os itens (1), (2) e (3) seguem da integragao dos correspondentes resul-
tados para a funcao informacao no lema 6.2.

Vamos provar o item (4)

- o w(PNR)
HPR) == S PR g (1)
o u(PN R wW(PNR)
B ;2 PZGP ( 1(R) )
<-% [Zu(PﬂR> log [Zu(PﬂR)
PeP LRER RER
< — Z P)logu(P) = H(P)
PeP

onde para P € P fixado usamos que

- e () <

ReR

> uw(PNR)

ReR

log [Z u(PNR)

ReR

para provar este fato usamos a concavidade da funcao t — —tlogt, veja [W2]. O

Lema 6.5 (Identidade Basica para Entropia). Dadas as particoes P, Q e uma

terceira R que gera a o-dlgebra R, temos que
H(PV Q|R) = HP|QVR)+ H(QIR).
Demonstrac¢ao. Segue imediatamente do lema 6.3. U

Uma consequéncia da identidade bésica da entropia é o seguinte corolario.
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Corolario 6.5.1 (Monotonicidade da Entropia para Partigoes). Dadas duas
particoes P e Q com P < Q temos que

A

H(P|R) < H(QIR)
e, em particular, H(P) < H(Q).

Definicao 6.7. Assuma que T : X — X preserve a medida p. Dada uma particao

P = {P,}icr escrevemos, para n > 1
\/ T(P)={A,, NT YA )N -NT YA, )4, eP,0<i<n-—1}.

Obs.: Frequentemente iremos denotar R por R, donde se escrevermos H(P|R) en-
tendemos que isto significars, H(P|R).

Seja o seguinte lema sobre sequéncias numéricas.

Lema 6.6. Seja {a,}n>1 uma sequéncia de nimeros reais tal que Gmin < Gpm + Gp,

Vm,n, entdo existe o limite lim a,/n e vale inf{a,/n;n > 1}. (O limite pode valer

n—oo

—00 mas se a, for limitada por baixo entao o limite é positivo.)
Demonstragao. [W2] O

Obs.: Uma sequéncia de numeros reais que satisfaga as hipdteses do lema 6.6 é dita

de sequéncia subaditiva.
Para n > 1 escrevemos H,(P) = H(V!=, T~ (P)). Assim,
Hm+n(73) =H(PV T—l(P) Ve VTP v TN () vy Tl (p))
(7? vt V()
( (m+1)(7)) VARERY, T—(n+m—1)(7p))
(73 v Tl v TP
+H (T (73 VTHP)V v T D (P)))
= H,,(P) + H,(P)
provando assim, que a sequéncia H,(P), n > 1 é subaditiva donde temos a existncia do
limite na préxima definicao.

Definicao 6.8. Definimos a entropia da particao P relativa a transformacao T : X —

X pelo limite
H,(P)
m ——=.

n—oo n

T, P) =
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Proposicao 6.1 (Definicao Alternativa de h(7,P)).

— m).

As vezes, é conveniente escrevermos este limite como H(P| Ve, T7Y(P)).

n—oo

WT,P) = lim H (73

Demonstracao. Pelo lema 6.5 temos que, para todo n > 1

H (T/ T"(P)) =H (73 n\_/ T‘%P)) +H (T/ T"(P))

= H (73 n\_/lT—i(P)) + H (P n\_/QT—Z'(P)) + H (VT”(P))

1=0

Vemos entao que

n—1
1
li H T7'(P) | = lim H
fm (V ) i (7’

Aqui usamos o fato que se uma sequéncia de nimeros reais é tal que a,, — a entao

\_/ T‘%P)) .

i=1

a1+112:;"'+an — a. O

A entropia de uma transformacao relativa a duas particos é descrita pela

seguinte desigualdade.

Lema 6.7. Para particoes com entropia finita P e Q temos
MT,P) < MT, Q)+ H(P|Q).

Demonstracio. Como (/=g T=H(P))V (Vg T~4(Q)) > 1=, T~*(P) temos, usando o

lema 6.5, que

H <n\_/ T"(P)) <H <<n\_/ T"(P)) v <n\_/ T"(Q)))
—H <n\_/ T"(Q)) +H <n\_/ T7P) \,
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Agora, seja

H (n\_/l T-Y(P)

H (\_/ i) |\ T (Q)) < nH(P|Q)

Finalmente, podemos perceber que

1 (v 1 (v
el (\:/0 T"U’)) < -H <\:/0 T"(Q)> + H(P|Q).
E o lema estd provado ao tomarmos n — oo. O
Corolario 6.0.1. Para particoes com entropia finita P e Q temos que
[W(T, Q) — h(T,P)| < H(Q|P) + H(P|Q).

Demonstracao. Basta mudar P por Q no lema 6.7 onde obtemos que h(T, Q) < h(T,P)+
H(Q|P). O

6.3 Entropia de uma Transformacao

Nesta secao consideraremos 7' : X — X uma transformagao que preserva

medida em um espago de probabilidade (X, A, u).

Definicao 6.9. Definimos a entropia métrica para a transformacgao T por
h,(T) = sup (T, P)
P
onde o supremo ¢ tomado sobre todas as particoes finitas de X.
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Pode ser muito dificil calcular a entropia métrica para uma transformagao

T. Agora, vamos enunciar dois resultados que auxiliam nesse calculo.

Lema 6.8 (Abramov). Seja
ACAC--CACA

uma sequéncia crescente de particoes com entropia finita e tal que UkzlAk gera a o-
dalgebra A. Entao,
h,(T) = lim h(T, Ax).

k—o00

Demonstracao. [PY] O
A seguinte definicao nos da um modo de generalizar partigoes crescentes.

Definicao 6.10. Dizemos que uma particao P com entropia finita é um gerador para
0 espago de probabilidade (X, A, 1) se /ooy T7'(P) = A(mod 0).
Caso T seja inversivel, dizemos que uma particao P com entropia finita

¢ um gerador para o espago de probabilidade (X, A, i) se \/so___T7(P) = A(mod 0).

1=—00

Lema 6.9 (Sinai). Se P ¢ uma particao geradora entao h,(T') = h(T,P).
Demonstracao. [PY] O

No que segue, iremos provar a existéncia de uma particao geradora para

uma transformacao expansora em um espago métrico compacto.

Teorema 6.1. Seja T : (XA, u) — (XA, u) uma transformagao expansora definida em

um espaco métrico compacto X. Entao existe uma particao geradora para A.

Demonstracao. Seja T : X — X uma transformacao expansora em um espago métrico
compacto. Sejam 0 < a < 1, r > 0 e ¢ > 0 constantes dadas pela definicao de T
expansora.
Considere a cobertura de X dada por
U B(x,r")
zeX
onde B(x,r*) é a bola aberta de centro em x e raio 7* e r* < min{r/2,¢/5}. Como X

é compacto existem x1, o, ..., x,, € X tais que
m
UB(xi,r*) o X.
i=1
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Seja P a particao de X dada por
P:{Pl,...,Pm}

onde

m—1

P, = B(xy,r") — U B(x;,r").

=1

Definimos P* = PV T HP)V --- VT "*P). Queremos mostrar que P é geradora,
isto é, que
AC\/ T (P) (st (mod 0)).
§=0
Agora, seja A € A um aberto qualquer. Para n > 1 definimos os conjun-

tos
A, ={PeP";PCA}
B,=|J P
PEA,

note que By C By C---C B, C---C A. Agora, vamos provar que A = Un21 B,.

Sejam z € A e £ > 0 tais que d(x,0(A)) = ¢, onde J(A) é a fronteira de
A, entao pelo lema 6.10 (enunciado e provado logo ap6s o término desta demonstragao)
existe um n € N tal que diam (P") < £/2. Assim, deve existir P € P" tal que x € P,
uma vez que diam (P) < ¢/2 donde P C A. Como isto vale para todo x € A e todo

e > 0, temos que todo ponto de A esta contido em um B,, e podemos concluir que

A:UBH.

n>1

Assim, para uma medida qualquer p temos que
w(AAB,) — 0

quando n — oo, ou seja, A € \/ 2, P". Provando, assim, que T possui uma parti¢ao

geradora. 0
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Lema 6.10. Sejam T : X — X uma transformacdo expansora em um espaco métrico
compacto, € P a particao de X definida na prova do teorema 6.1. Considere, para
n>1,P =PVT Y P)V - VT " YP). Se diam(P") = sup{diam(P); P € P"}

entdo diam(P™) converge a zero quando n — 0.

Demonstracao. Seja T : X — X uma transformacao expansora em um espago métrico
compacto. Sejam 0 < a < 1, r > 0 e ¢ > 0 constantes dadas pela definicao de T
expansora e r* < min{r/2,¢/5}.

Seja Q um atomo qualquer de P™, entao
Q=P,NT(Py,)N---NTHR,).
Vamos provar, por inducao em n, que
diam (Q) < a™r*.
Se n = 0 entao da prépria definicao de P temos que se ) € P entao
diam (Q) < r*.

Suponhamos a afirmacao verdadeira para um n > 0. Agora vamos verificar

para n + 1. Observe que

Q=P, T '(P)N---NT (P, )N T~ (P,

n+1)'

Entao, @ = P, NTYQ') onde Q' = P, N---NT"*(P,,,,) € P". Segue por indugao
que diam (Q') < a"r*. Agora, T~1(Q') é formada por k pré-imagens disjuntas de Q'.
Afirmamos que duas destas pré-imagens quaisquer nao podem interceptar o mesmo
atomo de P pois, caso contrario, dado que diam (P;,) < ¢/5 segue que quaisquer dois
pontos destas duas pré-imagens que sao levados, por 7T, em um mesmo ponto estariam
a uma distancia menor que ¢, contradizendo o fato de 1" ser expansora.

Logo, existe ¢ : Q' — X um ramo contrativo de T~ tal que
p(@)NP,=TH(Q)NP,
e portanto

diam (Q) = diam (T-1(Q") N P;,) = diam (p(Q") N P;,)
< diam (Q)a < r*a"a = r*a"

Provando assim o lema. U
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6.4 O Teorema de Martingale

Seja T : (X, A, u) — (X, A, ) uma transformacao em um espco de pro-
babilidade. Sabemos que se f € L' (X, A u) e B C A é uma sub-o-dlgebra entao
podemos associar a esperanca condicional E(f|B) € L'(X, A, ). O teorema de Mar-
tingale descreve como E(f|B) depende da o-algebra 5.

Lema 6.11. Sejam (X, A, u) um espaco de probabilidade,
A CAC.--.CAyCA
uma sequéncia de o-dlgebras e A > 0. Se
E = {x € X;1r§€1%}§vE(f|A")(x) > /\)}
entdo temos uma cota superior para sua medida, 1. €.,
W(B)< 5 [ \fldn vF € LX),

Demonstracao. Sem perda de generalidade podemos assumir que f > 0, pois caso
contrario mudamos f por max,ex{f(z),0}.

Consideremos a particao £ = E1 U Es U---U Ey onde para 1 <n < N
B, = {z € X; B(f|A)(x) > A\, E(f]A)(z) <A1 <i<n—1}

e observe que E, € A,. Assim, E; N E; = () para todo i # j. Entdo, podemos escrever

/Efdu / fdu= Z/ (flAn)d Zi

—/\M

Assim, p(E) < 1 [ fdp =5 [|f|dp. O

Obs.: O lema 6.11 é muito parecido com a desigualdade de Chebyshev para f €
LY X, A, 1) e A > 0 que afirma que

ple € X: f(a) > 2y < LA
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Teorema 6.2 (Teorema Crescente de Martingale). Sejam (X, A, u) um espago
de probabilidade e f € L' (X, A, ). Assuma que

AlCAC---CAyCA
seja uma sequéncia crescente de o-dlgebras e que a uniao |J,—, A, gere a o-dlgebra A,
que denotamos por A, — A. Entdao, E(f|A,) — f em LY X, A, u) e E(f|A,)(z) —
f(z), 1 gs.

Demonstragdo. O teorema é claramente verdadeiro no subespaco |J°°, LY(X, A,, 1)

pois se g € L'(X, A,, ) entao E(g|A,) = g para n > k. Além disso, esse subespaco é

n=1

denso em L'(X, A, 1) na norma L'.
Dada f € L'(X, A, u) podemos escolher ¢ > 0 e g € L'(X, A, ) com,
digamos, [ |f — g|du < e. Assim, para qualquer n > k temos que

/ B(f1A) — fldu
< / B(fAy) — E(g]Au)ldp + / IE(glAy) — gldpu + / 9~ fldu

onde [ |E(g|A,)—g|dp = 0 pois E(g|A,) = g e usamos que E(-|4,) é uma contra¢ao em
LY(X, A, ). Em particular, limsup [ |E(f|A,) — fldu < 2e. Como & > 0 é arbitrario,

n—o0

temos a convergéncia em L.

Para mostrar que também temos a convergéncia 4 quase sempre, seja

1 {:c € X;limsup |E(f|A,)(x) — f(x)] > 81/2}

n—oo

< oo & Xitimsup (IE(S — gl)e) — (7~ 9))
HE(gA) (@) - g(@)]) > e}
< o € Xtimswp B(7 - gl AN + 17 - )0l > =}
u{x €X; hlrflnﬁsogplE(f gl An) ()] > %85}
+,u{:17 e X;|(f — g)()] > %gé}
2( 1/2)/\f gldu§2<%1/ )g<451/2



onde usamos o lema 6.11 e a desigualdade de Chebyshev. Sendo € > 0 arbitrario, isto

mostra a convergencia [ quase sempre. O

6.5 Entropia e o-algebras

Vamos aplicar o teorema crescente de Martingale para uma sequéncia de

fungoes informagao. Como anteriormente, (X, A, p) serd um espago de probabilidade.

Lema 6.12. Sejam P uma particao com H(P) < oo e as sub-o-dlgebras A; C Ay C
- C A. Entao,

/ (sup I<P|An>) dy < H(P) +1

n>1

e, em particular, f(x) = sup I(P|A,)(z) € LY (X, A, ).

n>1

Demonstragdo. Podemos escrever, para f € LY(X, A, p)

[ r@yinta) = [ Far (63)

onde F(t) = u{z € X; f(x) > t} supondo que o lado direito de 6.1 seja finito. Assim,
sendo P € P disjuntos

Fit)=p {x € X;sup I(P|A,)(x) > t}

n>1
Iu{xGX;SUP( > xp(r)log p(PA,) (x )) >t}
nzl PeP

~Y (p N {x € X;sup (— log u(P|AL)(z)) > t}) ,

Pep nzl

Simplificando temos

{o € Xisup (- togn(PLA) @) > 1} = {o € X nt (ogu(PLAL) @) <~}

n>1

~{oe it (P <t = U,

n>1

onde para todon > 1,

A, = {z € X;p(PlA) (@) < e, u(PlA)(2) = e 1 < i <n—1)

107



sao conjuntos disjuntos. Se escrevermos

F(t):zu<PﬁUAn> =Y > wPnA,)

PeP n>1 PeP n>1
entao podemos usar a estimativa

u(PﬂAn)Z/ XPdM:/ E(XP|An)dM§/ e 'dp = e u(Ay).
Ap Ap An

Assim, temos duas possiveis cotas superiores para a mesma soma, ou seja,

ST APOA) <3¢ tu(A,) = e

n>1 n>1

S AP0 AL) < u(P).

n>1
Logo, F(t) < Y pepmin{e, u(P)}. Finalmente, podemos usar esta cota para a esti-

mativa seguinte

PeP
E— P)log u(P) — N e 'd
];D(u( )log u(P) /_bgmp) t)
E— Z(“(P) log u(P) — u(P))
Pep
=H(P)+1

O

Teorema 6.3. Se P ¢ uma particio com H(P) < oo e Ay C Ay C -+ — A € uma
sequéncia crescente de sub-o-dlgebras entao I(P|Ay)(x) — I(P|A)(x) quase sempre e
em L'. Assim, H(P|A,) — H(P|A) quando n — oo.

Demonstracao. Pelo teorema 6.2 temos que pu(P|A,) — u(P|A) quase sempre, para
qualquer P € P. Isto implica que I(P|A,)(z) — I(P|A)(x) quase sempre.

Pelo lema 6.12 temos que I(P|.A,) sdo dominadas pela funcao integravel
sup,,>; I(P|An)(x). Assim, pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue [DS]
temos que I(P|A,)(x) — I(P|A)(z) u em L', ou seja,

/II(PIAn)(af) — I(P]A)(2)| du(x) — O

quando n — oo.

Por integragao temos que H(P|A,) — H(P|A) quando n — oo. O
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Corolario 6.3.1. SejaT : X — X uma transformacgao que preserva a medida 1. Sejam

B C A uma sub-o-dlgebra e P uma particao de X com entropia finita e tal que
\/ T (P) = B mod 0.
5=0

Entao,

T7(B))(2)xr, (2)du()

WT.P) == [ S log Exn

1>1

onde E(xp,|T~'(B)) denota a esperanga condicional de x p, relativa a o-dlgebra T~ (B).

()

Demonstracao. Da proposicao 6.1 temos que

n—1
\/ T‘j(P)> = lim H <7>
j=1

= lim H(P|T'(P,))

n—oo

n—oo

WT,P) = lim H (P

n—2
onde P, = \/ T77(P). Como lim P, = B, temos que
=0

n—o0

lim T74(P,) = T~4(B),

n—oo

e pelo teorema 6.3 segue que

W(T,P) = lim H(P|T~(P,)) = H(PIT~\(5))

= [ 1P B) @)uta)
- /X S log E(x |77 (B)) (@) s, (x)du(x).

i>1

6.6 Calculo da Entropia das Transformacoes Expan-

soras

Lema 6.13. Sejam T : X — X uma transformacgao expansora em um espaco métrico

compacto e p uma probabilidade T-invariante sobre os borelianos A de X. Entao existe
gu: X = R
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uma aplicagao p-integrdvel tal que para toda f € LY (X, A,u) ex € X

E(fITHAN@) = D> 9u)f )

yeT—1(T())

Demonstragdo. Dado ¢ : B — A um ramo contrativo de T~! definimos v a medida
definida em T'(B) dada por

entdo v < p pois, se u(C) = 0 entdo pu(T1(C)) = 0, uma vez que p é invariante por

T, e como

segue que p(p(c)) = 0 e portanto, v(C) = u(e(C)) = 0. Assim, segue do teorema de
Radon-Nikodym que existe
Ju(¢): T(B) — RT

tal que

Seja X = N, A4; tal que T|4, : A; — T(A;) é um homeomorfismo e A,
é um conexo contido em uma bola de raio » > 0, e tal que a fronteira de A; tenha
p medida nula. Observe que (T'|4,)"" : T(A;) — A; é um ramo contrativo de T—'.

Definimos g, : X — R* via, se € A; entao

gu(x) = Ju(p:) (T ()

que é uma aplicagao p-integravel. Onde ; : T(A;) — A; é um ramo contrativo de T,

Agora, devemos mostrar que

/

para todo A =T7(B) com B € A. Basta verificar esta férmula para A € T!(A) tais
que A =T7YB) com B C B,(y) de modo a termos ramos contrativos definidos em B,
i. e, T7YB)= Ule A; com ;: B— A;, i =1,2,..., k ramos contrativos de T~!.

gu(y)f(y)duzfAfdu

yeT—1(T'(x))
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nesta tltima igualdade usamos que xa(x) = xr()(T(x)) e usando que p é invariante

por T' temos

Mas, também temos que
/ fdp = / Ju(id) (W) f (ei(y))dp(y).-
wi(B)=A4; B

Logo, para z = ¢;(y) temos que

Entao,



provando a igualdade desejada. O

Corolario 6.13.1. Sejam T : X — X wuma transformac¢ao expansora em um espago
métrico compacto X, que preserva a medida de probabilidade p e admite um Jacobiano
J(T) > 0. Seja g, - X — R tal que

EfIT(A)@) = Y 9.u)fW).

Entao para pp q.t.p. v € X

Teorema 6.4. Sejam T : X — X uma transformagao expansora, que preserva a medida

de probabilidade p, P uma particao geradora para T e seja g, : X — R tal que

E(fIT A=) = > 9.0 f W)
yeT—H(T(x))
Entao,

h,(T)=— /Xloggﬂ(:c)du(x).

Demonstra¢ao. Como P é geradora, segue que
\/T‘j(P) = A mod 0.
j=0

Assim, pelo lema 6.9 e o corolério 6.3.1 segue que
hu(T) = (T, P) = — / > log E(xp|T ™ (A)(@)xp,(2)dp(x)
X i>1

S /X log B(xs, |7 (A))(@)xr (x)du(x)

i>1

== [ Tog Blxn|T (A @)duta)

i>1

Como os atomos de P foram escolhidos de modo que T

p, seja injetiva, ver prova de

6.1, segue que se x € P; para algum ¢ > 1

log E(xp T (A)(x) =log | > g.w)xny) | =logg,(x)

yeT~1(T(z))
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pois, se TN T(z)) = {x1,...,2,} e x; # x entdao z; ¢ P; pois v € P, e T|p, é injetora.
Logo, xp,(z;) = 0. Portanto,

1) = =X [ Togga)duta) = = [ logg,(a)du(e)

1>1
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