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RESUMO

Em diversas éareas, particularmente em controle de qualidade, é de interesse
modelar ndo s6 o parametro média, mas também o de dispersdo. Um modelo
desse tipo auxilia na melhoria continua dos produtos e processos, sem
aumentar os custos de producdo. Um aprimoramento de qualidade de um
processo industrial € verificado quando a dispersdo é minimizada e o valor
médio permanece sob controle. Nesta tese, sdo apresentados os modelos ndo-
lineares da familia exponencial de dispersao linear, que ficam caracterizados
por duas componentes sistematicas nao-lineares, uma para a média e outra
para a dispersdo, além de uma componente aleatéria, cuja funcdo densidade
de probabilidade pertence a familia exponencial de dispersao linear. O método
de estimacédo adotado foi o de méaxima verossimilhanca, que tem propriedades
assintéticas de ordem n™, onde n é o tamanho da amostra; portanto, esses
estimadores sdo n&o-viesados com erro aproximado de nt. Na pratica,
geralmente um viés dessa ordem € ignorado, contudo, para amostras
pequenas, 0 Viés pode ser apreciavel e ter o mesmo valor que o0 seu
correspondente erro padrdo; neste caso, torna-se Util se ter uma estimativa de
sua magnitude. Em geral, a reducdo do viés ndo necessariamente apresenta
um melhor estimador, ela sera benéfica somente quando a variancia €
reduzida. O objetivo desta tese é apresentar uma expressao para 0s Vvieses e,
com isto, melhorar as inferéncias. Como aplicagcdo, modelou-se e obteve-se o
estimador corrigido da concentracdo de flosequinan no plasma, com
submodelos one-compartment para a média e dispersdo e componentes
aleatérias: normal, gama e inversa gaussiana. E importante salientar que as
expressdes dos vieses sao de facil implementacdo. Pelo estudo de simulacéo,
os estimadores corrigidos foram avaliados e comparados aos estimadores de
maxima verossimilhanca restrita e também os de maxima verossimilhanca. Os
resultados evidenciaram que os estimadores corrigidos sdo mais precisos do
que os obtidos pela maxima verossimilhanca restrita e, também, do que
maxima verossimilhanca, recomendando, assim, o0 uso de estimativas
corrigidas em amostras de tamanho pequeno ou moderado.

Palavras-chave: método de méaxima verossimilhanca, familia exponencial de

disperséo, viés.



ABSTRACT

In several areas, mainly in quality control, it is from model interest not only the
mean, but also the dispersion parameter, which allows the achievement of
product and process continuous improvement without increasing the production
costs, that is, the quality of an industrial process that occurs when the
dispersion is minimized and the mean value remains under control. In this work,
the non-linear models of the dispersion exponential family are presented, which
are characterized by two systematic components, one for the mean and another
for the dispersion, in addition to a random component whose probability density
function belongs to the dispersion exponential family. The estimate method was
the maximum likelihood that has asymptotic properties of n* order, where n is
the sample size, thus, these estimators are not biased with approximate error of
nl. In practice, the bias is usually ignored; nevertheless, for small samples it
can be appreciable and have the same value as its correspondent standard
error, in this case, it becomes useful to have an estimate of its magnitude. As a
general rule, the reduction in the bias does not necessarily present a better
estimator; it will be beneficial only when the variance is reduced. The objective
of this work is to present an expression for the bias and, in this way, improve
the inferences. As application, it was modeled and obtained the corrected
estimator of flosequinan concentration in plasma, with one-compartment sub-
models for the mean and dispersion and random components: normal, gamma
and Gaussian inverse. It is important to highlight that the bias expressions are
easily implemented. Through the simulation study, the corrected estimators
were evaluated and compared to the restricted maximum likelihood estimators.
The results show that the corrected estimators are more accurate than the ones
obtained through the restricted maximum likelihood, besides the necessity of

obtaining corrected estimates in samples from small to moderate sizes.

Key-words: maximum likelihood, dispersion exponential family, bias.
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Capitulo 1
Introducao

A modelagem estatistica tem wum importante papel em aplicacoes na Engenharia de
Producao, como em uma industria, quando se deseja identificar os fatores que afetam o nivel do
processo de producgao ou manufaturacao, ou ainda quando se deseja otimizar a producao didria.
Assim, a modelagem fornece um conjunto de informagoes por meio das quais é possivel predizer
futuros resultados. Além disso, servem de base para o entendimento das préprias observagcoes.
A modelagem iniciou-se com os modelos cldssicos de regressao, das quais uma das restrigoes é a
suposicao de que a variavel resposta apresenta uma distribuicao normal. Posteriormente, com
o desenvolvimento tedrico nesta drea e os avancos computacionais, foi possivel a construcao de
modelos cada vez mais sofisticados. Uma das contribuigoes se deve a Nelder e Wedderburn
(1972) que introduziram os Modelos Lineares Generalizados (MLG), nos quais supoe-se que a
variavel resposta apresenta uma distribuicao de probabilidade membro da familia exponencial,
um conjunto de covariaveis que descrevem uma estrutura linear do modelo e uma funcao de

ligacao que relaciona a média da variavel resposta a estrutura linear.

Embora os MLG sejam flexiveis quanto a distribuicao de probabilidade da variavel resposta,
estes nao permitem que a componente sisteméatica seja nao-linear; contudo, se esta suposigao ¢é
vélida, tém-se os Modelos Nao-Lineares da Familia Exponencial (MNLFE). A diferenga entre
eles é que nos MLLG o preditor linear é usado para fungoes adequadas dos valores esperados das
observagoes e nos MNLFE os valores esperados sao fungoes gerais dos parametros de regressao.
Os MNLFE tém sido estudados, por exemplo, por Cordeiro e Paula (1989), os quais apresentam
a melhoria das estatisticas da razdo de verossimilhanca, Cook e Tsai (1990), que discutem a
aproximacao cubica das regides de confianga, Pazman (1991), que apresenta a aproximacao
do ponto de sela da distribuicao do estimador de méaxima verossimilhanca do ponto de vista
geométrico e Wei (1998), que introduz uma base para o estudo do comportamento estatistico

desta classe de modelos.

Tradicionalmente, tanto nos MLG como nos MNLFE modelam-se apenas a média,
enquanto a dispersao é supostamente conhecida ou desconhecida mas, fixada. Pregibon (1984),

em sua resenha sobre a primeira edi¢ao do livro de McCullagh e Nelder (1983), foi o primeiro a



apresentar uma proposta para modelar o efeito da dispersao. A partir desta, varios trabalhos
tém surgido para se modelar a dispersao. Entre eles, os MLG com covariaveis de dispersao ou
MLG duplos (MLGD), que modelam os submodelos média e dispersao pela fun¢ao densidade
de probabilidade, além de uma outra técnica baseada nos conceitos de Taguchi, que utiliza a
metodologia de superficie de resposta para modelar a média e variancia de caracteristicas de
qualidade para se obter a otimizacao experimental de produtos e processos, como apresentada
por Barbetta (1998) e Barbetta et al. (1999). Em ambos, a meta é modelar a variabilidade
na busca da qualidade de um processo industrial, e, se a partir destes modelos a dispersao
for minimizada, enquanto o valor médio ou esperado permanece sob controle, é alcancada a

melhoria continua dos produtos e processos sem aumentar os custos de producao.

Uma aplicacao dos Modelos Nao-Lineares da Familia Exponencial de Dispersao Linear
(MNLFED) ¢ utilizada em industrias farmacéuticas, em particular em farmacocinética, que
trata do estudo do desenvolvimento de uma droga (medicamento), no processo da absorgao,
da distribuicao do metabolismo e eliminacao de algumas substancias em um organismo. Nesta
Tese, sao utilizados voluntarios sadios, o que significa um nimero reduzido dos mesmos, pois
quanto menor a amostra, menor é o custo para as industrias farmaceuticas. Uma aplicacao

deste estudo é apresentado no Capitulo 6.

1.1 Importancia

Os estimadores dos parametros de todos os modelos citados geralmente sao obtidos através
do Método de Méxima Verossimilhanga (MMYV), pois, segundo Cordeiro (1986, p. 25), este
apresenta propriedades de consisténcia e eficiéncia assintética, mas sao geralmente viesados para
pequenas amostras. Portanto, é importante reduzir este viés, para melhorar os estimadores,
e, para isso, geralmente, ¢é utilizada a corregao proposta por Cox e Snell (1968) originada de
Bartlett (1953).

O estudo do viés de Estimadores de Maxima Verossimilhanga (EMV) em modelos nao-
lineares tem apresentado grandes avancos e varios autores tém estudado sobre o assunto.
Destacando-se: Box (1971) apresentou uma expressao geral do viés de primeira ordem em
modelos nao-lineares multivariados com matrizes de covariancias conhecidas; Sowden (1971)
estudou o viés em modelos com resposta quantal; Pike et al. (1980) investigaram o viés do
modelo linear logistico; Cook, Tsai e Wei (1986) apresentaram para os modelos nao-lineares o
viés para a posicao da covariavel no espaco das amostras; Young e Bakir (1987) mostraram que
a correcao do viés pode melhorar a estimacao em modelos de regressao log-gama generalizado;
Cordeiro e McCullagh (1991) demonstraram a férmula geral do viés em MLG; Paula (1991) de-
duziu o viés de primeira ordem para os modelos nao-lineares da familia exponencial; Cordeiro e
Klein (1994) apresentaram a férmula geral do viés em modelos ARMA; Cordeiro e Vasconcellos
(1997) obtiveram a férmula matricial geral para a corre¢ao do viés em modelos de regressao

nao-linear multivariado com erros normais; Botter e Cordeiro (1998) deduziram férmulas gerais

9



para o viés de primeira ordem dos estimadores de maxima verossimilhanca para os parametros
dos MLGD; Cordeiro e Vasconcellos (1999) apresentaram o viés de segunda ordem para a
estimativa de maxima verossimilhanga nos modelos de regressao von-Mises; Cordeiro e Botter
(2001) demonstraram a utilidade do viés com o objetivo de melhorar as propriedades estatis-
ticas de suas estimativas e apresentam as formulas do viés de segunda ordem para estimativas
de maxima verossimilhanga em MLG superdispersados; finalmente, Cordeiro e Barroso (2003)
apresentaram a correcao de terceira ordem das estimativas dos parametros, isto é, o viés de

segunda ordem para os estimadores dos parametros dos MLG.

Segundo Botter e Cordeiro (1998), o uso do viés de primeira ordem é ignorado na pratica,
pois, conforme alguns pesquisadores, este valor é muito pequeno quando comparado ao erro
padrao da média. Esta afirmativa pode ser considerada verdadeira para grandes amostras,
mas, se a amostra é pequena, o viés pode apresentar o mesmo tamanho do seu correspondente
erro padrao, sendo, neste caso, importante se ter uma idéia de sua magnitude. Portanto, cabe
salientar que o uso do viés é util em estudos farmacocinéticos, nos quais a amostra é constituida
de voluntarios sadios, e, também, em controle de qualidade, como pode ser visto em Montgomery
(2000, p. 146) e também Mattos (2004), que apresenta um estudo de experimentos com poucas
repeticoes. Assim, nestes casos, o objetivo é ter amostras de tamanho reduzido, visto que isto
implica em menor custo e, conseqiientemente, maior lucro para as empresas. Quando o niimero
de elementos na amostra ¢ reduzido, Botter e Cordeiro (1998) enfatizam que o célculo do viés de
primeira ordem, O (n~1), é a mais importante de todas as aproximagoes na teoria de estimagao

pelo método de méxima verossimilhanca em modelos de regressao em geral.

Portanto, como todo produto apresenta uma variabilidade, uma vez que nao é possivel obter
dois produtos exatamente iguais, a idéia é controlar a mesma, tentando manter a distancia
proxima de zero com relacao ao valor-alvo. Entao, quanto mais precisas as estimativas dos
parametros dos submodelos média e dispersao, melhor é o resultado obtido, contribuindo para

a melhoria dos estimadores de méxima verossimilhanca para os MNLFED.

1.2 Objetivos

1.2.1 Geral

Obter o viés dos estimadores dos parametros de maxima verossimilhanca em MNLFED.

1.2.2 Especificos

1) Divulgar a facilidade da obtengao dos estimadores de segunda ordem, O (n~2), em alguns

modelos de regressao.
2) Estender, para os MNLFED, as propostas contidas no estudo de Botter e Cordeiro (1998).
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3) Analisar e avaliar, via simulac¢do, submodelos lineares na média e na dispersao os esti-

madores de O (n™?) , e a metodologia proposta por Smyth e Verbylla (1999).

4) Obter expressoes analiticas dos  vieses de O (n™!) dos estimadores de méxima
verossimilhanga (EMV) dos submodelos nao-lineares: média e dispersdo na classe de

modelos da familia exponencial de dispersao.

5) Analisar e avaliar o viés obtido através de simulagao em submodelos nao-lineares na média

e dispersao para os EMV e estimadores de O (n™2).

1.3 Estrutura
Este trabalho apresenta a seguinte estrutura:

Capitulo 1: Introducao, que apresenta a importancia, o problema a ser resolvido, os objetivos

geral e especificos e uma estruturagao geral.

Capitulo 2: Uma revisao da literatura sobre os MLGD ¢é apresentada com uma aplicagao,
e ainda um estudo de simulagao que compara estimadores de O (n™?) e a metodologia
proposta por Smyth e Verbylla (1999), para comtemplar os objetivos especificos 1 e 3.

Nao é apresentado o MLG, pois esse é analogo ao submodelo média do MLGD.

Capitulo 3: Continuando a revisao, sao apresentados os MNLFE para contemplar o objetivo
especifico 1.

Capitulo 4: A contribuicao teérica na melhoria dos EMV para os MNLFED, a qual foi
desenvolvida por meio do conhecimento disponivel em teorias publicadas em livros e
artigos, identificando as teorias produzidas, a fim de contribuir, apresentando expressoes

para o viés de 1* ordem, satisfazendo os objetivos especificos 2 e 4.

Capitulo 5: Analise e avaliacao da simulacao, considerando variaveis respostas com distribuicao:
inversa gaussiana e gama, realizada baseada nos resultados do Capitulo 4, satisfazendo o

objetivo especifico 5.

Capitulo 6. Aplicagdo dos resultados obtidos em um experimento real, na qual alguma
caracteristica da droga flosequinan é modelada através de modelos one-compartment,
muito utilizadas em farmacocinética. Estes dados foram cedidos por Lindsey, os quais
foram usados no artigo Lindsey et al. (2000) .
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Capitulo 2

Modelos lineares generalizados duplos

Os Modelos Lineares Generalizados Duplos (MLGD) sao comumente utilizados quando a
variancia da variavel resposta excede a variancia explicada pelo modelo ajustado, que considera
o parametro de precisao ¢ constante. A suposicao de que esse parametro seja conhecido ou
desconhecido, mas igual para todas as observacoes, sera eliminada, permitindo que a média e

a dispersao sejam modeladas.

Esses modelos podem ser aplicados em controle de qualidade de uma industria, onde é de

interesse minimizar a dispersao, enquanto o valor médio ou esperado permanece sob controle.

Para estimar os parametros dos MLGD, dois procedimentos sao apresentados:

A) pelo MMV para os dois submodelos. Como os EMV sao geralmente viesados, é proposto
um método no qual, tanto para o submodelo média como para o submodelo dispersao,
estes sejam corrigidos por meio do calculo da expressao do viés, apresentado no Apéndice
C, devido a Cox e Snell (1968);

B) pelo método creditado a Smyth e Verbyla (1999), que estimam o submodelo média no
contexto dos MLG e, para o submodelo dispersao, a funcao densidade de probabilidade é

aproximada pelo ponto de sela.

2.1 Modelo

Os MLGD ficam caracterizados por uma componente aleatéria, pelas componentes sistemati-

cas para média e dispersao e pelas funcoes de ligagao, ou seja:

a) componente aleatéria: Y = (Y7, Ya -+, Y,,)T, supostas varidveis aleatérias independentemente
distribuidas, das quais os Y;/s sao provenientes da familia exponencial de dispersao, cuja

funcao densidade de probabilidade ¢ dada por:

P (y; 01, 9) = exp [ {y0 — b (0h) + c(y)} + di (y) +d2 ()], (2.1)
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sendo b(-), ¢(-), di (-) e dy () fungées conhecidas. Tém-se ainda que € é o parametro
.\ . - ab(0 -
candnico e ¢ o parametro de precisdo, em que E (Y}) = %ll) =1y, V(Y) = ¢V, com

4 ) e
Vi=V () = CTZL; uma funcao de variancia.

bl) componente sistemética do submodelo média: as covaridveis supostamente fixadas

= (1, xlp)T formam uma estrutura linear, isto é,
p
nl:g(pll):Z‘rljﬁl? lzl?"'vn ou n:X/B7 (22)
j=1
no qual
o= (771,- : -,nn)T ¢ o preditor linear n x 1;

e 3= (ﬂl, ce ﬂp)T é o vetor de parametros desconhecidos 3 C RP,p <n e

T11 T2 - T1p
Ti2 Tog - Typ

o X = ¢ a matriz modelo das covariaveis n x p.
Tn1 Tp2 = Tpp

b2) componente sistematica do submodelo dispersao: as covaridveis supostamente fixadas

T . . ,
s = (S, -y slq) formam uma estrutura linear, isto é,
q
T ="h(¢) = E SV I=1,---n ou T = 5%, (2.3)
k=1
no qual
T . : . .
e 7= (1,,-+,Tp) ¢ o preditor linear de dispersdao n x 1;
T, ~ .
° v = (71,- S %1) é o vetor de parametros desconhecidos v C R, g <n e
S11 S12 " Sig
S12 S22t Syq
e S = ¢ a matriz modelo das covariaveis n x q.
Spl Sn2 " Sng

c) fungoes de ligacao da média (g) e dispersao (h) relacionam a componente aleatéria as compo-
nentes sistematicas dos submodelos média e dispersao, respectivamente, ou seja, associam

os submodelos média e dispersao aos seus respectivos preditores lineares, isto é:

m=9) e Ti="h(g),
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sendo ¢ () e h(-) fun¢des mondtonas e diferencidveis.

Desse modo, tem-se que o modelo apresenta p + ¢ parametros a serem estimados, uma vez

que a matriz X é de posto p e a matriz S de posto q.

A funcao de ligacao é dita canonica se @ = 1 e nao ha restricdo quanto ao uso. No entanto,
é conveniente a sua utilizacdo, pois, segundo Cordeiro (1986, p. 20) e Paula (2001, p. 10),
existe a vantagem de que a mesma garante a concavidade da funcao log-verossimilhanga e,

conseqiientemente, muitos resultados assintéticos sao obtidos mais facilmente.

Uma observacao importante é que a matriz modelo S de covariaveis nao é necessariamente

um subconjunto das covariaveis da matriz X.

E essencial salientar que as duas componentes sistematicas sao parametrizadas como
p = p(B) ed = é(vy), onde a média e a dispersao podem apresentar estruturas lineares

diferentes.

2.2 EMYV e estimadores de O (n‘Q)

Nessa segao é apresentada a metodologia proposta por Botter e Cordeiro (1998) que sub-
sidiard a obtengao dos estimadores de O (n~?) para os MNLFED.

2.2.1 Fungao log-verossimilhanca, funcao escore e matriz de

informacao de Fisher de 3 e ¢

O logaritmo da fungao de verossimilhanga de (2.1) para os parametros p ou 6 e ¢, dado y;

n

s d) = D o {mb—b(0) +c(y)} +di () + da ()] ou

=1

(@) = ¢{y"0—0(0)+c(y)}+di(y)+da(d).

A fungao escore e a matriz de informagao de Fisher de § e v sao apresentadas, pois sao

necessarias para a obtencao dos seus estimadores.

Funcgao escore de 3

A fungao escore de B, que serd denotada por Ug = %, ¢é obtida a partir da equacao

apresentada a seguir, a qual estd demonstrada no Apéndice D:

Uﬁr = 1_21@ (yl - :U'l) (V (:ul))_l g_/;llxlra r=1,--p
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que, apos realizar os somatorios, a sua forma matricial resulta em:

a T
Ua= (V2EXT) oy - (2.4)
on
sendo V' = diag{V1,Va,- -, V,,} e ® = diag{¢y, P9, - -, 0, } -
2
Substituindo a matriz de pesos W' = diag{wy,ws, - - -, w,}, w, = % <g—‘;§> e manipulando
algebricamente, a expressao (2.4) torna-se:
(2.5)

Usg = XTOW'2V=12 (y — ).

Funcgao escore de ~
A fungao escore de v, que serd denotada por U,, é obtida de modo andlogo a Ug e ¢ dada

por:
s = 3 {ut =500 + () + 2520} %5, R =1, g,
=1
dda(¢,)
ds o Uy

conforme apresentada no Apéndice D. Considerando v; = y,0; — b(6;) + ¢ (y;) + n
resulta em:
—~ ¢,
U'YR = ; Vla—TlSlR. (26)

A expressao (2.6), apds aplicar a soma sob todos os elementos, resulta na seguinte forma
(2.7)

matricial:
U.-y = ST(I)1V,

. d
sendo @1 = diag {¢y1, ¢1p, - -, d1n ), com ¢y = a;ff'

Funcgoes escore de (3,7)

A partir das fungoes escore de B e v obtém-se este vetor que é dado por:

oUBy) T 1/27,-1/2 (< _
UB = (i )= (C T e, M
8—¢; S@ll/

Matriz de informacao de Fisher para 3, Kgg

O elemento (r, s) dessa matriz é definido como sendo

_ 020\ _ v L (o) B
Kpp, =L (_W> = lzzlﬁbzm (B_nf> Ty, T=1,---p,
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(mais detalhes da obtengao de K s ¢ apresentado no Apéndice D) que, apés calculos algébricos,

resulta na seguinte forma matricial:

K = XTOW X, (2.8)

Matriz de informacao de Fisher para v, K.,

O elemento (R, S) dessa matriz é dado por:

n
2
— 0%t — E %da(¢y) (09 —
K’YR'YS =F (_B'yR875> - 8¢l2l <BT;> sirsis, R=1,--+4q,

(veja detalhes da demonstragdo no Apéndice D). Matricialmente, torna-se:

K., = ST (=D,®}) S,

9%da(¢)

em que Dy = diag {d1, das, - - -, dan} sendo dy = =55
1

As matrizes Kz, = K,3 = 0 (como demonstrada no Apéndice D). Portanto, a matriz de

informacao de Fisher para os parametros 3 e v ¢é dada por:

(Kss Ks\  [(XTOWX 0

Logo, os parametros B e v sao globalmente ortogonais implicando que os EMV B e 4 sao

assintoticamente independentes.

2.2.2 EMV de B e~

Justifica-se estimar separadamente os parametros 3 e 7, uma vez que os estimadores sao

assintoticamente independentes.

Para obtencao dos EMV, conforme Apéndice B, deve-se resolver o sistema de equacoes
U (ﬁ,’?) = 0 que é, geralmente, nao-linear, sendo necessario um processo iterativo para sua

solucgao.

EMYV de 3

Para obter as estimativas de 3 através do MMV podem ser utilizados os algoritmos:

e de Newton-Raphson que estd disponivel no aplicativo SAS nas procedures NLP e NLMIXED.

1. , , . . 12 . , . .
Para utilizar este método, é necessario expandir %5) em série de Taylor até primeira
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ordem para uma dada vizinhanga de B'. Apés alguns célculos, obtém-se que para uma

~i4+1
dada iteragao i + 1 o valor de 3 ™ 6 dado por:

g {_a?e (ﬁi)} ot (B') 2.10)

0BoB" B

e escore de Fisher que esta disponibilizado na procedure GENMOD, do aplicativo SAS. Este

método consiste em substituir _3245(53 ) por E <—%ﬂ(2ﬁ)> na expressao (2.10). Apés alguns

calculos, resulta no seguinte processo iterativo:

- [(XTQJWX)_I XToWw {n + g—z (y — M)HZ ,

que pode ser reescrito como:

i

B Z {(XT<1>W:X)‘1 XTCIDWzg} , (2.11)
sendo o vetor de respostas ajustadas zg, dado por:

5= (n+ 220y — )

nx1

on _ g, oy 9n an
noqualﬁ—dmg{a—l;’a_/é,...’ﬁ _

O sistema de equagoes (2.11) pode ser visto como uma regressao de minimos quadrados

reponderados, com varidvel resposta ajustada zz e matriz peso ®IWV.

EMYV de ~
O estimador de « é obtido de forma andloga a 3, resultando no processo iterativo
it — {(ST (=Dy®?) 5) " 5T (=D, ®?) z,),}i, (2.12)
sendo o vetor de respostas ajustadas z,, dado por:

2y = (7‘ — D;lCDIIU)

nx1’

em que v = y70 +b(0) +c(y) + 222,

O sistema de equagoes (2.12) pode ser visto como uma regressao de minimos quadrados

reponderados, com varidvel resposta ajustada z, e matriz peso —Dy®?.
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2.2.3 Estimador de O (n_z)

Para a obtencao dos vieses dos EMV do MLGD, sao necessarios alguns cumulantes que

estao demonstrados no Apéndice D.

Os estimadores de O (n™2), conforme Apéndice C, nada mais sdo do que os estimadores

obtidos, na subsec¢ao anterior, subtraidos dos respectivos vieses.

Viés de 3

O viés de Ba, denotado por B <Ba) , para a =1,2,---,p, é obtido a partir da férmula de
Cox e Snell (1968), que para MLGD é a soma de todas as combinacoes dos p + ¢ parametros

B, By €71, 0,7, que resulta em:

( > > KTk St( M — mst) +Z:Zw 5T< —%ms:p). (2.13)

r,8,t

Os cumulantes sao obtidos a partir das derivadas da log-verossimilhanca os subescritos
minusculos 7, s,t,u, - - - denotardo as componentes do vetor 3 e subescritos maitsculos

R,S,T,U,--- para o vetor ~.

No Apéndice D, demonstram-se que:
T
L krS = Oa 'qu(ﬂs) = Oa RysST = 07

® Rpst = — Z ¢l (f + 29) ZirT1sTyg €
=1

® ffg"? = — Z ¢l (f + g)l LirLisLig-
=1

Substituindo esses resultados na expressao (2.13), tem-se:

( ) Z KR [— Z & (fi + 91) eraisTy + % Z & (fi + 2q1) sy | - (2.14)

78,0 =1 =1

Para obter B (B) na forma matricial, considere:

_ Oy 0
° F:dzag{flf"afn}? fi= %B_i;ll 877/?’

o Zg= XK[;ﬁlXT = {28in}; Zga = diag {2p11," - -, Z8nn } €
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Rearranjando os termos da expressao (2.14), tem-se:
B (5) = (XTowx) ™ XTowe, (2.15)

sendo |
6 - —§W71Z,3dF]_.

Observé-se que a expressao (2.15) é uma regressdo de minimos quadrados ponderados, cuja
variavel resposta é £ e a matriz peso é ®W.
Viés de 4

Analogamente ao caso do B (B) , ¢ obtido o viés de 4, denotado por B (%,), para
A=1,2,---,q. A expressao de Cox e Snell, neste caso, considerando o somatério da combinagao

dos p + g parametros, é dada por:

. 1 1 s
B = 30 W (Wl = Jrnsr ) = 5 350w (2.16)
R st

R,S,T

As expressoes a seguir sao demonstradas no Apéndice D:

o rps =T =0,

" . 3
(T) _ d*da(¢y) (99 82da(¢y) 029 8¢
® Kpg = E :{ dzs?l ar, ) 12 af;sl?l affl ar,  SIRSISST,
I=1

i 3

_ d*da(¢y) (99 d*da(¢y) 0%¢, 09

® KRsT = g [ 7 “lan) T3 067 : 6Tlgl or | SIRSISSIT €
=1

n
9¢
® Kpst = — E Wi g TisTstSIR-
=1

Substituindo esses resultados na expressao (2.16) , e fazendo algumas manipulagoes algébri-

cas, tem-se:

n q

1
B(74) = 3 Z {(ds16h?) + daidyy 1) 2u + (Drwn) zgu } Z kYsn, (2.17)

=1 R=1
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e 2, ¢ o elemento da matriz Z, = SKV_JST e

e zg 6 0 elemento da matriz Zg = X K5 X7

Entao, a expressao (2.17) em notacao matricial é dada por
B(5) = {ST (~D:%) S} ' ST (~D,93) ¥, (2.18)

sendo:

o Dy =diag{day}; D3 = diag {ds;},

o Oy =diag{pqyy} €

o U =1 (Dy®2) 7 {Z,4 (D30} + Dy®®y) + ZpgW P, } 1.

A expressao (2.18) é obtida como os coeficientes da regressao de minimos quadrados

ponderados com varidvel resposta ¥ e —D,®? sendo a matriz peso.

Viésde n e T

Os vieses dos preditores lineares n e T sdo obtidos a partir das expressoes (2.15) e (2.18),

respectivamente, que, apés algumas algebras, sao dadas por:

B(f) = Zs0WE e B(F)=—Z,Dy®*W . (2.19)

Estimadores de O (n™?) de B, v, ne T

Os estimadores corrigidos sao denotados por um til sobre o parametro (~) e dados por:
B=B-B(B). 7=4-B@A). ai=a-B@) ¢ F=%-B(#).

2.2.4 Aplicacao: modelando a quantidade de gases hidrocarbonos

liberados

Como ilustragio, os estimadores de O (n™?) de B e « sao obtidos utilizando o aplicativo
SAS, para o problema apresentado em Weisberg (1985). E importante salientar que o MLGD
adotado é o mesmo que o apresentado em Smyth e Verbyla (1989) apenas para ilustrar as

formulas obtidas.
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Descrigcao do problema

Sabe-se que quando a gasolina é bombeada em um tanque, os vapores de hidrocarbono sao
forcados para o tanque e liberados para a atmosfera. Com o objetivo de reduzir esta fonte de
poluicao do ar, sao instalados aparelhos para capturar esse vapor. Para avaliar sua eficiéncia,
realizou-se um experimento em um laboratério, no qual a quantidade de vapor liberado foi

medido sob condigoes controladas.

Modelo
Variavel Resposta

Y —hc: quantidade de hidrocarbonos liberados, em gramas, segue a distribuigao inversa gaus-
siana, ou seja,
YZN‘IG(IJ’l?gbl)? l:172,"',125.

Covariaveis

X, —ttanque: temperatura inicial no tanque, em °F,
X, —tgasolina: temperatura distribuida na gasolina, em °F,
X3 —ptanque: pressao inicial no tanque, em psi,

X4 —pgasolina: pressao distribuida na gasolina, em psi.

Componentes sistematicas do submodelo média e do submodelo dispersao

Os preditores lineares 1 e T sao:

n = log(p) =B, + f,ttanque+f,tgasolina+G;ptanque+ 3, pgasolina,
T = log(¢) =, + 7,tgasolina+~y,pgasolina.

Algoritmo do SAS

I) procedure nlmized : aplicado para obter as estimativas de MV dos parametros dos

submodelos média e dispersao.

IT) procedure iml : aplicado para obter as estimativas de O (n~?) dos parametros dos

submodelos média e dispersao.
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Resultados

A convergéncia do método ocorreu na 27% iteracao. Pela Tabela 2.1, observa-se que apenas
a temperatura do tanque nao foi significativa no submodelo média. Quanto aos vieses, quando
comparados com o seu respectivo erro padrao, observam-se que eles apresentam valores pe-
quenos. Logo, pelos resultados do quociente pode-se dizer que os estimadores de O (n™2) nao

contribuiram para a melhoria dos EMV.

Tabela 2.1: Estimativas de MV, de O (n™?) e desvios padrao do submodelo média.

Parametro Estimativa | Erro Viés Quociente, % | Estimativa | Valor p

B padrao | B (B) % 3 Normal

Intercepto 2,47786 | 0,04149 | -0,00011 0,26 2,47798 | <0,0001
Temp. Tanque 0,00014 | 0,00163 | 5,43E-6 0,33 0,00013 0,9327
Temp. Gasolina | 0,00607 | 0,00119 | 6,13E-6 0,51 0,00606 | <0,0001
Pres. Tanque -0,17460 | 0,04523 | -0,00013 0,29 -0,17447 0,0002
Pres. Gasolina 0,30891 | 0,04431 | -0,00003 0,07 0,30894 | <0,0001

Pela Tabela 2.2, quando se comparam os vieses com seus respectivos erros padrao, observa-
se que a variagao foi grande. E, nesse caso, pode-se dizer que os estimadores de O (n™?)

contribuiram para a melhoria dos EMV.

Ao contrario do submodelo média, observa-se que a temperatura da gasolina nao foi signi-

ficativa no submodelo dispersao.

Tabela 2.2: Estimativas de MV, de O (n™?) e desvios padrao do submodelo dispersao.

Parametro Estimativa | Erro Viés Quociente, (%) | Estimativa | Valor p

o padrao | B (%) % A Normal

Intercepto 6,77624 0,75420 | -0,05304 7,03 6,82927 <0,0001
Temp. Gasolina | -0,01929 | 0,01949 | -0,00347 17,80 -0,01582 0,3243
Pres. Gasolina 0,59456 0,21480 | 0,07420 34,54 0,52035 0,0065

Pelos resultados desta aplicagio, observa-se que o uso dos estimadores de O (n™2?) nao deve
ser ignorado quando os dois submodelos sao considerados.

2.3 Procedimento de estimacao dos MLGD por Smyth e Verbyla
(1999)

Este método foi apresentado por Smyth e Verbyla (1999) para a familia exponencial de
dispersao linear, dos quais os parametros do submodelo média sao estimados pelo MMV e do
submodelo dispersao pelo Método de Méxima Verossimilhanca Restrita (MMVR).

O MMVR, segundo os autores, produz estimadores para os parametros do submodelo dis-
persao com viés menor do que a estimativa de MV. Para comparar os estimadores de O (n~2)

com os EMVR, ¢é apresentado um estudo de simulagao no final dessa segao.
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O procedimento apresentado, por Smyth e Verbyla (1999), consiste em reescrever a fungao

densidade de probabilidade da varidvel resposta em funcao de sua deviance, isto é,

P (i 01, 4y) = C(yz,dn)exp{—%d(yz,m)}, (2.20)

no qual d é uma medida de distancia entre y e i, e para a maioria das distribuicoes d é obtido
como d (yi, p1y) = 2{t (i, y1) —t (Y, 1) } e t (yo, 1) = i — b (01) -

Jorgensen (1997, p. 103) estudou a familia de distribuigdes dada em (2.20) para diferentes
valores de d, demonstrando que, para a maioria das distribui¢oes de Y, p pode ser interpre-
tado como parametro de locagao e ¢ como parametro de dispersao. Os autores utilizam a

aproximacao ponto de sela, em que a variavel aleatéria d; é distribuida como uma gama, isto é,
dl ~G (¢la 2)

sendo ¢; = E (d;) e 2 o parametro de dispersao. Portanto, a componente aleatéria do submodelo

de dispersao tem as caracteristicas apresentadas na Tabela 2.3.

Tabela 2.3: Componentes do submodelo dispersao para estimar ~.

Componente Valor assumido
Variavel Resposta d,
Média o)
Funcao de Variancia V(o) = ¢*
Funcao de Ligacao h = log (¢)
Dispersao 2

EMYV de « usando aproximagao ponto de sela

Assim, o EMV dos parametros do submodelo dispersao, denotados por %, é obtido solucio-

nando o seguinte sistema de equacoes, iterativamente:
STW,Sy = STW,z.,, (2.21)

sendo a matriz de pesos W, dada por:

W, = diag

e o vetor de respostas ajustadas



EMVR

O MMVR consiste em maximizar a variancia nao das observagoes originais, mas de um
conjunto de contrastes de média zero, com o objetivo de ajustar os graus de liberdade disponiveis
e produzir estimadores que sao aproximadamente nao-viesados. Segundo Smyth e Verbyla
(1999), a generalizacao do método de méaxima verossimilhanga restrita ou residual para modelos
nao normais nao é 6bvia, uma vez que nao existem contrastes com média zero. Nesse caso, a

matriz chapéu é dada por:
H=W/X (XTW,X) " XTW}2.

A partir dessa matriz, os autores obtém a matriz peso e o vetor de respostas ajustado como

sendo:

o W3 =W, — 2diag # + H?, h; sao os elementos da matriz diagonal de H e
¢?<qu>
h (¢,) representa a funcao de ligacao da dispersao e

o 2= {di— (L= M) &} + ()

Assim sendo, o EMVR, denotado por 4*, é a solucao do seguinte sistema de equacoes:

T * QX % T * %k
STW: S5 = STz

2.3.1 Estudo de simulacao: comparando EMVR e estimadores de
O (n_z)

Nesta secio, o interesse ¢ comparar os EMVR com os estimadores de O (n™2) e, além disso,

ilustrar o procedimento proposto por Smyth e Verbyla (1999).

Simulacao da inversa gaussiana

Para amostras de tamanho 20, 30, 40 e 45 nao foi possivel obter as estimativas de ¥, pela
procedure NLMIXED, do SAS, devido a nao convergéncia do processo, sendo que isto ocorreu
para amostra de tamanho 50. Portanto, foram simuladas 10.000 amostras, de tamanho 50,
considerando a variavel resposta com distribuicao inversa gaussiana que, como a gama, ¢ muito

usada:

e no mercado de financas, quando o objetivo é descrever a volatilidade financeira diaria,

como em Forsberg (2002);
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e em cartas de controle, pois no processo de producao de uma industria as distribuicoes sao

positivas e assimétricas, como em Hawkins e Olwell (1997), entre outros.

Considerou-se a componente aleatéria Y ~IG (u, ¢), sendo p a média e ¢ a dispersao.

O submodelo da média toma a seguinte forma:

n = log (n) = 3121 + Byxy + B33,

e, para o submodelo da dispersao,
T =log (@) = 7151 + 7252

As matrizes modelo X e S foram simuladas de uma distribuigao U (0, 1), sendo fixadas para

todas as 10.000 amostras.

Foram utilizados os seguintes valores para os parametros 3 = ( 1 2 3 ) ey = < 2 3 ) )

A Figura 2.1 ilustra o processo de simulacao.

Para | = 1 uts o termanho
He grmonira n

GavEr @ rmEtriz modelo X, com 3 covaraume
Gmrar @ rrutriz modeio . eom 2 covarausie

Calcular om
salutialicen can

10.000 ermomiram,
Pelo proc seans

GIFEr UITE VE el o8t Corm urme fungdo
densideds ds probe bllide s Eam
distribulgdo INVE REA GAUSEIANA

atives B s
pErd om L]
EMp Ores nimiced

Obler am um dom pE 1]
disperade. pela aprexirmagde pento de
miE, pelz proc nimixed

Obtsr om viesss dom par [T]
MeCiE § disEero, pele Proc el

Oblere rrative de segunde ordem
pEre om pErdmetron da médis »
disperedo pelo proc el

disperale, mugwrida per Emyth »
Wertyls (1333), peio proc sl

Figura 2.1: Fluxograma do MLGD com distribui¢ao inversa gaussiana.
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Portanto, serao obtidos:

EMV de O (n™Y) 3, 7,

viés de 3, 4,

estimador de O (n™2) de 3, v e

EMVR, 5.

2.3.2 Resultados

Para amostras de tamanho pequeno, nao foi possivel a obtencao das estimativas de ¥, pela

procedure NLMIXED), devido a nao convergéncia do processo. E isto ocorreu para amostras a

partir do tamanho 50. Assim, realizou-se a simulacao apenas para este tamanho, uma vez que

este pode ser considerado o tamanho de amostra moderado.

A Tabela 2.4 apresenta a média e o desvio padrao das estimativas para as 10.000 amostras.

Observa-se que todas as estimativas convergem para o verdadeiro parametro e que, em média,

os desvios padrao das estimativas de O (n™2) sdo menores que as demais.

Tabela 2.4: Tabela das médias e desvios padrao.

Estimativa | Média | Desvio padrao
3, 0,950667 |  0,745817
3, 1,996136 | 0,059512
3y 3,028843 | 0,478166
3, 0,952256 | 0,739449
3, 1,996146 | 0,059500
3, 3,028419 | 0,477618
A, 1,973722 | 0,516332
o 2,970330 | 0,594779
¥, 1,983251 | 0,470063
o 2,982076 | 0,468009
o 1,932108 | 0,560401
33 3,098265 | 0,661342

Os diagramas de caixa, apresentados nas Figuras 2.2 e 2.3, mostram que, para os parametros

do submodelo dispersao, as estimativas de O (n™?) sao melhores, isto ¢, os desvios padrao destas

sao menores quando comparadas as outras.
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4.5

35 é 3 g
N = \\\\\%
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# Extremos

Figura 2.2: Diagrama de caixas da distribui¢ao das estimativas de ;.

3

ol

EFlgamaz

< Qutliers

#  Extremos
garmacorrigidoz

< Cwtliers

#  Extremos
gamarerml2

< Cwtliers

# Extremos

Figura 2.3: Diagrama de caixas da distribui¢ao das estimativas de 7,.

Considerando este estudo de simulacao, verificou-se que a proposta de Smyth e Verbyla

(1999) é de dificil convergéncia para amostras de tamanho pequeno. E, ainda, mesmo com

uma amostra de tamanho 50, considerada moderado, as estimativas se equiparam as de MV,

concluindo, portanto, que as estimativas de O (n
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Capitulo 3

Modelos nao-lineares da familia

exponencial

Neste capitulo, é apresentada uma continuacao da revisao de literatura, nao s6 para facilitar
o desenvolvimento tedrico desta Tese, mas também para mostrar o uso pratico dos estimadores

de O (n72%).
Os MNLFE sao extensoes dos MLG, ou seja, o preditor 17, que nos MLG é linear, neste

modelo ¢ permitido que seja nao-linear.

Estes modelos sao aplicados na farmacocinética, ecologia e producao industrial, entre outros.

3.1 O modelo

Os MNLFE ficam caracterizados por uma componente aleatoria, por uma componente

sistematica da média e por uma funcao de ligacao, isto é,

a) componente aleatéria: Y = (Yi,-- - Y,)T, no qual ¥; tem uma funcao densidade de

probabilidade pertencente a familia exponencial:

p(u; 01, 0) = exp [{o{wiby — b (01) + c(y)} + di (i) + da (9)}], (3.1)

com parametros canonicos 6; e de precisao ¢, sendo E (V) = p; = %(Zl), V() =¢ Ve

Vi=Viy) = %‘I‘ que é chamada fungao de variancia.

b) componente sistemédtica:

m :g(:ul) :f(lea/g)a l= 1,"',” € ]: 17”.7p ) (32)
sendo
e f(-;-) uma funcao nao-linear conhecida com rela¢ao a um vetor 3,
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e 3= (ﬁl, ce ﬁp)T um vetor de parametros desconhecidos, 3 CRP, p < n,

e X uma matriz modelo de posto p.

Logo, esse modelo fica caracterizado por sua aplicabilidade para qualquer membro da familia
exponencial linear, e a presenga da func¢ao de ligagao que conecta o preditor 1) ao valor esperado
de Y.

As condigbes de regularidade requeridas por (3.2) sao apresentadas em Wei (1998, p. 15).

3.2 Funcao log-verossimilhanca, funcao escore e matriz de

informacao de Fisher de (3 e ¢

Os estimadores dos parametros serao obtidos pelo MMV e os de interesse sao 3, ¢, 6 e pu.

A funcao log-verossimilhanca para os parametros desse modelo é dada por:

((B)=o{y 0—0(0)+c(y)}+d(y)+dz(9) (3.3)

ou equivalentemente

n

CB) =0 Hubr —b(0) +c(w)} + di () + da (¢)]-

=1

A funcao escore de 3, denotada por Up, estd deduzida no Apéndice E, considerando ¢

constante, e apresenta o seguinte resultado:

sendo (r) = g—g,. E, fazendo as somas, tem-se a seguinte forma matricial:
Us = X" W'V (y — ), (3.4)
sendo
o X — af(a),; B) o
1 (0w 2

o IV = diag{IU1,w27 ""w”}’ W=y (‘%z) '

A matriz de informacao de Fisher de 8, denotada por Kgg, deduzida no Apéndice E,

considerando ¢ constante é dada por:

Kﬁrﬁs == Z _¢wl (T’ 8) )
=1
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sendo (r, s) = g—gig—g’s. Portanto, a matriz de informacao de Fisher para 3 é dada por:

Kgg = X WX. (3.5)

A fungao escore e a matriz de informacao de Fisher de ¢, denotadas por Us e Ky,

respectivamente, sao dadas por:

« Uy=5=y"0-0(0)+c(y)+ 222

9%da(¢)

A matriz de informacao de Fisher de B e ¢ é:

Kgs Kpg pXTWX 0
K (3,¢) = = 2atyi) | -
(8, 9) ( Koy Ko 0 Pdy:0)

ApOPT

Portanto, 3 e ¢ sao ortogonais, logo, podem ser estimados separadamente.

3.3 EMV de 3

O EMV de B é obtido igualando a expressao (3.4) a zero, isto é,
XTW2y =12 (y — pu) =0, (3.6)

pois ¢ é uma constante. Todavia, este sistema de equagoes nao é linear, logo, s6 podera ser

resolvido numericamente por um processo iterativo, que pode ser:

A) método de Newton-Raphson, que estd disponibilizado na procedure NLP e NLMIXED, do
aplicativo SAS. Este método consiste em expandir a fungao log-verossimilhanga em série

de Taylor, em uma vizinhanga de (3,, como apresentado no Apéndice B, que resulta em:

) o(e)
BT =0+ ~ 805" 95 i=1,2,3,--

onde 3" é a i-ésima iteracao.

B) método escore de Fisher, que estd disponibilizado na procedure GENMOD do aplicativo

SAS. Esse método é uma aproximacao do Newton-Raphson, no qual o valor — g;g(g% é

substituido por F (— U )). O EMV para este método na iteracao, ¢ + 1, consiste em

oBop”
resolver um sistema de equagoes reponderado, isto €,

R { (xrwx) XTWz}i ,
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sendo

on
Z—77+a—(y—u),
. b} 9 9
e Aane gﬁ—dzag{a—ﬂvﬁwwaﬁi}-

A convergéncia do processo iterativo é rapida, mas depende fortemente da escolha do valor
inicial B,. Quanto mais proximo o valor inicial do verdadeiro parametro, mais facil a sua

convergencia.

Cordeiro e Paula (1989b) apresentam um procedimento que permite que a estimativa dos
parametros dos MNLFE seja feita através da procedure GENMOD do SAS, utilizando o

comando offset.

3.4 Estimadores de O (n_Q)

Paula (1991) apresenta os vieses do EMV e os estimadores de O (n™2) dos parametros 3, n,
1 e @, que serao abordados nessa se¢ao, uma vez que essa Tese trata de modelos cujo preditor

1 é nao-linear.

3.4.1 Vieses do estimador de 3,1 e ¢
Viés de 3

A expressao de Cox e Snell (1968) é utilizada para a obtengao do viés de Ba, denotado por
B <Ba> ,paraa =1,---,p, como no Capitulo 2. Nesta expressao, sao necessarios os cumulantes

dados a seguir, que sao calculados no Apéndice E, considerando ¢ constante:

Rrst = ¢Z [gl (7”, S, t)l + w; (tu Ts)l] ;
1
Kpst = — Z o (fi+2q) (r,s,t), +w {(r,st), + (s,tr), + (¢t,7s),}.
=1

Substituindo esses cumulantes na expressao de Cox e Snell, e fazendo algumas manipulagoes
algébricas, tem se:

B (5) - (XTWX>_1XTW§, (3.7)
no qual:
° {= 51 + €2§
o £ =—(20)7"ZWVTF1 e & =—(20)"" Dsl;
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0w Oy . : .
o =V 18—;21 877‘? é o elemento diagonal da matriz F’;

NN N1~
o 7, ¢é a diagonal da matriz Z = X (XTWX> X7,

= ~ ~\ —1 =
e Dy = diag{dy,ds,...,d,} e d = tr {Xl <XTWX) }, X; é uma matriz p X p cujos
elementos sao %.

Observa-se que a expressao (3.7) nada mais é que uma regressao de minimos quadrados

ponderada, cuja variavel resposta é £ e a matriz peso é W.

Viés de 7

Para o calculo do viégs de np = f (X , B) , aplica-se a expansao em série de Taylor; em seguida,

a esperanca, e obtém-se,

B(#) = — (20) " {ZZ4F + (ZW —I) D} 1. (3.8)

Estimadores de O (n™?)

Substituindo um estimador consistente de ¢ nas expressoes (3.7) e (3.8), obtém-se os

estimadores corrigidos de 3 e m, denotados B e m, dados, respectivamente, por
B=B-B(B) ¢ a=n-B{).

3.5 Aplicagcao: modelando a quantidade de vendas de produtos ao

consumidor

Como ilustracao, serao obtidos os estimadores corrigidos de B e -, utilizando o
aplicativo SAS, para o problema apresentado em Whitmore (1986), onde o interesse é modelar

as quantidades de vendas reais e as projetadas para 20 produtos de uma companbhia.

Descricao do problema

Uma organizacao produz um inventario de mercado e vende um relatorio, o qual apresenta
projecoes, isto ¢, estimativas da venda anual, em ddlares, para todos os produtos de todas as
companhias, em particular para a industria de produtos ao consumidor. As projecoes sao feitas
monitorando as quantidades de vendas em um painel da saida de vendas a varejo. Qualquer
companhia em uma atividade que compra o relatorio do inventario é capaz de comparar a quan-
tidade real de vendas para esses n produtos (Y;,l =1,2,...,n) com as quantidades projetadas

no relatério (x;,0 =1,2,..,n).
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Na Tabela 3.1, estdo apresentados os dados fornecidos por Whitmore (1986) sobre as

quantidades de vendas de produtos de uma certa companhia.

Tabela 3.1: Dados das quantidades de vendas reais e estimadas.

Produto (i) | Estimado (z;) | Real (v;) Produto (i) | Estimado (x;) | Real (y;)
1 5.950 5.673 11 227 487
2 3.534 3.659 12 353 463
3 2.641 2.565 13 331 225
4 1.965 2.182 14 290 257
) 1.738 1.839 15 253 311
6 1.182 1.236 16 193 212
7 667 918 17 156 166
8 613 902 18 133 123
9 610 756 19 122 198
10 549 500 20 114 99

Variaveis
Y, —resposta: quantidade real vendida, em délares;

X; —covariavel: quantidade projetada para venda, em dolares.

Modelo Componente aleatério

Whitmore (1986) sugere a distribuigao inversa gaussiana para descrever a variavel resposta

CcOoml:

3{l~11c2<@1xf2, ), I=1,2,..,20.
Neste caso, ¢ foi considerado constante, mas desconhecido.

Componente Sistematica

1
m=—=p"
l n 1+

Algoritmo do SAS

Passo 1) procedure nlin: aplicado para obter os valores iniciais.

Passo 2) macro: obtengao das estimativas

a) procedure iml utilizada para estimar (3, e em cada iteracao i,

al) dar as primeiras derivadas da matriz modelo, X = g—g;
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a2) considerar T = n — X3, para o uso do comando offset, de Cordeiro e Paula
(1989), permitindo o uso do procedure genmod com vetor de respostas ajustadas

dado por z* = n + diag {%, } ly —p] — 7 1=1,2,...,20, onde X é dada por:

-~ On on  on 3 3 .
RO ()= (o ),

b) em cada iteracao i, atualizar os valores de X, z*, i) para estimar 3'.

Passo 3) procedure iml: calcula-se o viés de [‘3, utilizando um arquivo saida, do procedure
genmod, onde os resultados da matriz peso W e do vetor de estimativas do preditor linear

7 sao retirados. Agora sao necessarias:

e matriz de peso W = diag {1y} ;

e matriz F' = diag {—772—2};

l

e cada uma das 20 matrizes das derivadas segundas, que é dada por:

9% 9%n 3
~ 86% aﬁlalﬁ2 0 'Tl 2 log (,I‘l)
X = =
0% _ &2 B B 2
Bﬁzglﬁl aﬁngl z;?log (7))  Bh)” [log ()]

Nota: Uma medida para verificar a qualidade do ajuste é o AIC, critério de informacao de
Akaike, quando se deseja comparar modelos ajustados que pertencam a distribuicoes diferentes

e é penalizada pelo niimero de parametros. E calculado por:
AIC = —2log-verossimilhanca + 2p,

sendo p niimero de parametros. Segundo Pinheiro e Bates (2000, p. 84), Ogliari (1998, p. 93)
e Davidian e Giltnan (1995, p. 156), o melhor modelo é aquele que apresenta menor valor de
AIC.

Resultados

O processo convergiu na 3 iteracao e os resultados estao na Tabela 3.2, em que pode-
se observar que os parametros (3; e (3, apresentam erros padrao pequenos e, para avaliar a

magnitude do viés, calculou-se o quociente deste com o seu respectivo erro padrao.
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Tabela 3.2: Estimativa de MV, de O (n™?), desvios padrao, quociente e AIC.

Parametro | Estimativa | Erro padrao | Viés Quociente Estimativa
3 Pt — % 100 3
B34 0,9242 0,1095 0,0056 5,14 0,9186
B -0,9868 0,0713 -0,0047 6,60 -0,9822
AIC = 88,7867

Pelo resultado, as estimativas de O (n™2) parecem influenciar pouco nas conclusoes.
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Capitulo 4

Estimadores dos modelos nao-lineares
da familia exponencial de dispersao

linear

Neste capitulo, sdo obtidos os EMV e os estimadores de O (n™?) dos MNLFED. Os

estimadores de O (n™?%) sdo a contribuigao teérica desta Tese.

Como referenciado no capitulo da Introdugao, esses modelos sao importantes, pois, tanto
na area tecnolégica como na bioldgica, observam-se fenomenos que apresentam estruturas nao-
lineares, distribuicoes assimétricas, e o parametro de dispersao pode depender de covariaveis.
A resolugao desse problema é complexa, porém, pode ser superada por meio do avanco dos

computadores e do uso de aplicativos nao sé estatisticos, mas também matematicos.

Para enfatizar os resultados obtidos nesse capitulo, sao apresentadas, a seguir, as expressoes

dos vieses para o submodelo média e dispersao:

B (5) — (X(I)WX) ' Xowe

4.1 Modelo

Os MNLFED ficam caracterizados por uma componente aleatdria, pelas componentes

sistematicas para média e dispersao e pelas fungoes de ligacao, isto é,

a) componente aleatéria: Y = (V1,Y,...,Y,)T,  varidveis aleatérias independentemente

distribuidas, nos quais os Y;/s sao provenientes da familia exponencial de dispersao, cuja
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funcao densidade de probabilidade é dada por:

P (y; 01, &) = exp ¢y {ybr — b (01) + ¢ (y)} + di (y) + d2 (&),

sendo b(:), c(-), di(-) e dy(-) fungdes conhecidas. A média e a variancia de Y, sdo

E(Y) = %9911) =u, VIY)=¢ WicomV, =V (1) = Z—’g;, como uma fungao de variancia.

Os parametros 0; e ¢; > 0 sao chamados canonico e de precisao, respectivamente.

b) componentes sisteméticas do:

submodelo média: as covaridveis supostamente fixadas z;, j = 1,- - -,p apresentam

uma estrutura nao-linear, isto €,
nl:g(lul):f1<le7ﬁl)7 l:177n7

submodelo dispersao: as covariaveis supostamente fixadas si, k = 1, - -, ¢, formam

uma estrutura nao-linear, isto €,

Tl :h((bl) :f2(5k177l)7 l=1,---n.

4.2 Funcoes escore e informacao de Fisher de 3 e ¢

Como as componentes sisteméaticas dos submodelos da média e dispersao sao nao-lineares,
isso torna o cédlculo dos cumulantes das derivadas da funcao log-verossimilhanga mais complexo,

como observa-se no Apéndice E, em que sao calculadas as derivadas da log-verossimilhanca e
os cumulantes dos MNLFED.

Funcgao escore de 3

O procedimento para obter a fungao escore de 3, denotada por Ug, a partir do Apéndice E,

¢ analogo ao apresentado no Capitulo 3 e é dado por:
Us = XTOWY2V V2 (y — ), (4.1)

sendo ® = diag{¢,, -, ¢, } .

Funcgao escore de ~

A funcao escore de 7 é obtida com mais detalhes por ser a primeira vez que é referida nesta
Tese. Seu calculo parte da derivada primeira da fungao log-verossimilhanca com relacao a -,

que é demonstrado no Apéndice E, cuja expressao é dada por:
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_ 8@(61,71)%871
" d¢, 011 0vR

n

B ddy (¢,) | 99, 011
- Z |:{ylel —b (91) -+ C(yl)} +— d¢l 87'[ 8’yR

=1

2:{w&—sz+CQM}%A ), + dudy (R),],

sendo:

o 5= (R); i3 = (RS) e gt = (R, S),;

Ovgr L) 9vRovs Ovg Ovs

i 4 .
. 6;? = ¢, e ©; =diag{d;," -, Pin}, Para i =1,2;

° 8d§¢ =dyed; ={dy, -, dln}T, somando sob todos os [ tem-se, em notacao matricial,
que:
U’Y = ST(I)ll/,
sendo

e v=y'0+0b(0)+c(y)+di;

_ ot _ 9f(S7)
oy T oy

Funcao escore (3,7)
A func@o escore (3,7) é representada por um vetor particionado como segue:
0U(B) XTHWL/2y - 1/2(
Y — 1)
U (/67 7) = op -
8555;7) STd,v
Matriz de informacao de Fisher de 3

A matriz de informacao de Fisher de B para os MNFED, a partir do resultado do Apéndice
E, é obtida de modo analogo aos MNLFE, sendo dada por:

Ksp = XTOWX.

Matriz de informacao de Fisher de ~

No Apéndice E, demonstra-se que:
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Drre = g =~ 3 b0+ ) 0 () + 63 (RS))

- Z {dQl (¢1l)2 (R, S)l} - Z {dudy (R, S),}
= {dudu (BS),},
l

sendo

° aigﬁ(?z) =dy e D; = diag{d;,- - -,di,}, para i = 2,3;
l

02 .
® Oy = Wi;l e Oy = diag {1, -+, Pap}

. o . 824 . ~ ,
Para Obter a matriz K’Y'Y = E( 87128'75)’ aphca—se a esperanca nessa equacao € apos

algumas manipulagoes algébricas obtém-se:

K., =S"(-Dy2}) S.

Para esses modelos, demonstra-se que Kz, = K,g = 0, e para mais detalhes ver Apéndice
E. Portanto, a matriz de informacao de Fisher particionada de 3 e v forma a seguinte matriz

bloco diagonal:

_ (Kgs Kay\ (XTOWX 0
K%W_@@y&)_< 0 We%ﬁw> 2

Logo, os parametros 3 e « sao globalmente ortogonais.

4.3 EMV de B e~

Para estimar os parametros 3 e =, basta solucionar o sistema de equagoes U (ﬁ, ’?) = 0.
Esse sistema de equagoes nao € linear, logo, s6 podera ser resolvido numericamente por um

processo iterativo.

Submodelo média

O método de Newton-Raphson esta disponibilizado nas procedures NLP e NLMIXED do
aplicativo SAS. Este método consiste em expandir a funcao log-verossimilhanca em série de

Taylor, em uma vizinhanga de 3, como pode ser visto no Apéndice B, para uma dada iteragao

g (PLB)) 00(B)
i+1 _ i o
p _B+< 8666T> 0BT

1+ 1, tem-se:
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O método escore de Fisher esta disponibilizado na procedure GENMOD do aplicativo SAS.

2°U(B)

6 260" ¢é substituido por

Esse método é uma aproximagao do Newton-Raphson no qual o valor —

E (—g;gg%). Assim, tem-se:

161+1 ( /6 >z
substituindo K ﬁ_é e Ug e fazendo algumas manipulacoes algébricas obtem-se o EMV, para a

iteracao ¢ 4+ 1, que é dado por:

~i+1

3 { <XT<I>WX> 1 XTchzﬁ}i ,

sendo

~ 0
%ZXﬂ+5g@—u%

em que 3 —71 = diag (8’“) .

Submodelo dispersao

O método de Newton-Raphson ¢é a solucao do sistema

ity (LB T )
Ovoy" oy
Para o método escore de Fisher, a quantil — 5 ﬁa(g% é substituida por E ( a;g(,e%> Logo,

Y= (= KRU)'

. . . _1 ’ . ~ ’ .
em seguida, substituindo os valores de K. e Uy, e ap6s algumas manipulagoes algébricas

tem-se: )
. - N ¢
= {(ST (—D2®7) S) ST (-D,®7) zw}

sendo
2, =Sy — Doy, (4.3)

emquev =y 0 +b(0)+c(y)+di.

4.4 Vieses de B e y

Esta secao é a contribuigao tedrica desta Tese; logo, os vieses de B e 4 sao demonstrados

com certo rigor.
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Viés de B

O viés de Zia é obtido por meio da expressao (2.13), do Capitulo 2, para a = 1,---, p. Assim,
¢ dado por:

< ) Z KR < Krg — —mst> +Z Z KR ST( — %FJTST> : (4.4)

r,s,t=1 r=1 S, T=1

Os cumulantes do MNLFED sao demonstrados no Apéndice E e apresentam os seguintes

resultados:

o k) =— Z¢l [(fi + 1) (r,s,1), +wi {(r, st) + (s,71) }];

=1

® Rprst = — Z (bl (fl + 291) (7“, S, t)[ + wq {(7“, St)l + (87 tr)l + (t7 7ﬁs)l};
=1

° ﬁg) =0e r.g7=0.

Portanto, substituindo esses resultados na expressao (4.4) obtém-se

B(5) =, 29 { (Z <r>l) (Z K (s,0), fz> 202w (st (st = (1 rs)Z}} .

Apoés alguns cédlculos e rearranjando convenientemente os somatoérios, o viés de 3, na notagao
matricial, é dado por:

A 1/~ N1 . 1 /- -1
B (5) = -3 (XchWX) X725 @1 - < (XT<I>WX> XTOWD,;  (45)
) NN | 1
_ (XT<I>WX> XT<I>W{—§W‘1ZWF1—§D51},
sendo:

e ~ ~\ —1 p
o Dy = diag{d;}, d, —tra(;o{Xl <XT@WX) } e X; uma matriz p X p cujos elementos

92
(st), = a3, glﬂt

NV NG
o Zy=X (XT<I>WX> XT ¢ Zgq = diag (Z5) .
Na expressao (4.5) substitui-se {—1W™'Z3,F1 — $Dgl1} por £ resultando em:
. N N
B (B) - (XchWX) XTOWE. (4.6)
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E importante salientar que &€ pode ser decomposta em duas componentes, isto é, & = & +¢&,,
sendo

51 = —%W‘lngFl e 52 = —%Dgl . (47)

Portanto, o viés é um conjunto de coeficientes de uma regressao de minimos quadrados
ponderados, cuja variavel resposta é £ = &, +&,, com a matriz X sendo a matriz de covarigvel
e ®W a matriz peso. Logo, para sua obtencao, basta um aplicativo com médulo de regressao
linear ponderado.

Viés de ¥4

O viés de 44, denotado por B (4,), para A=1,--- ¢, serd obtido a partir de Cox e Snell
(1968), que, nesse caso, como nos MLGD, resulta em:

. 1 1 s
B(y4) = Z AT (ﬁgs) - §HRST) 5 Z Z KPR K R, (4.8)
R st

R,S,T

cujos cumulantes desta expressao sao obtidos no Apéndice E e sao dados por:
o wpg = > {dst (61)" + 2dudydu} (RS, T)+ Y dun (90)* {(R, ST), + (. RT),};
! !

o rrst = ) {da(60)’ + 3dudydn} (R, S, T)+ Y {da ()"} {(R, ST), + (S, RT), + (T, RS),};
! l

® RKRst = — Zwlébu (R, Svt)l'
=1

Para obter B (9 4), é necessario substituir estes cumulantes na expressao (4.8). Para facilitar,

foi decomposta a equacao em duas parcelas, sendo a primeira:

1
Z /fARFCST (/{%TS) - iﬁRST) =

R,S,T

=Y [FMETTY  (da (60)° + dudyda) (R, S, T), + do (¢)° {(R, ST), + (S, RT), — (T, RS), } | ,
l

R,S,T

e a segunda:

% Z kAP Ky = % Z Z kA RS Z dywi (R, s, 1),
By st R l
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Em seguida, subtraindo a primeira da segunda parcela e rearranjando os somatorios obtém-se:

Bl)=53 { (dst (61)° + dadudn) Y 54 (R), w57 (S, T)l}
=1 R,S,T
+ = de gbll Z /{AR w5 (ST), ZgbllwlZZ/{AR (s,1),.

(4.9)

Fazendo os somatorios e rearranjando obtém-se a notagao matricial,
B(4) = % (K157 Zoa (Ds®} + Dy®1@5) + (K 1ST) ZoaW ey + (K157 Dy03D, |
sendo:
o 7, = gK%lS’T e Zya = diag{zy11,"  *, Zynn };
o D, = diag{dy} em que dy :tra(;o{gl (ST (—D,®?) §>_1} e g’l sao os elementos da

: Pr _
matriz 57— = (ST),, 1=1,2,...,n

Para simplificar, considere
U =T, + Uy, (4.10)

sendo:

o Uy = —1(Dy®) 7 [Z,4 (D3®} + Dy®®y) + ZsgWPy) 1

—1p1.

277

o U, =
Portanto, a expressao simplificada para o viés de 4 resulta em:

B(#) = <§T (= Dy?) 5*)1 ST (= Dy®?) W, (4.11)
Assim, o viés de 4 é um conjunto de coeficientes de uma regressao de minimos quadrados

ponderados, cuja variavel resposta ¢ W = WU, + W, sendo S a matriz modelo e (—D®?) a matriz

peso. Logo, para o seu calculo, basta um aplicativo com médulo de regressao linear ponderada.

Estimador de O (n™?) de 3 e ~

Como nos capitulos anteriores, estes estimadores nada mais sao do que a diferenca entre o

EMV e o viés, pelo Apéndice C, e serao denotados por um til sobre o parametro, isto é,
B=B-B(B) ¢ F=5-BA)
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4.5 Caso especial

Nesta secao, é demonstrado que as expressoes obtidas na secao 4 estendem os resultados de

Cordeiro e Botter (1998), que é um dos objetivos especificos dessa Tese.

Para os MLGD, as componentes sistematicas sao lineares, portanto,
m=9u) = fi(zu,0)=XB e Ti="h(d)=f2(s5,7) =57

Observa-se que para estes preditores:

o X=X = Zy =X (XTOoWX) ™ XT;

° f(l =0= Dg=0= &, =0, portanto a componente § = &, = —%W‘lZﬁdFl;
¢« S=5=Z,=25 (5" (~Dy32)5) " ST;

¢ $=0= D, =0= T, =0

o U=, = —1 (D87 [Z,4(Ds®3 + Dy®By) + ZqW by 1.

1
2

Substituindo nas expressoes dos vieses de 3 e 4, isto é, nas expressoes (4.6) e (4.11),

obtém-se:

B(B):(X%W)Q“X%W&l e B(4)= (ST (~D,d2)S) " ST (—Dyd?) Uy

Estas expressoes sao as mesmas apresentadas por Botter e Cordeiro (1998) para os vieses de ﬁ

e 4, respectivamente.

A1

4.6 Viésde ), 7, 1, ¢ e ¢
Viés de 7

Para se obter o viés de 7, denotado por B (1), expande-se 7} = f (X , ,3) em série de Taylor,

na vizinhanca de 3, isto é,

i=1 (x.8) = 1 (x.0)+ (8- B) 2L <5_ﬂ>2<!ﬂ_ﬁ) a;f;;;;ff

Rearranjando os termos

r(x.8)-r(x.8) = (8-8) 01 (X.B) | (6-5) (s-8) Of(X.8)



Aplicando a esperanca, tem-se:

B(f) = g_ZB (B) + %ag;ZTV (5) .

Substituindo V (ﬁ) por diag (K/gﬁl) e B <B> pela expressao (4.6), resulta em:
1
B(7n) = —3 {ZsZ34F1+ (ZsWP — 1) Ds} 1. (4.12)

Viés de 7

O viés de 7 é obtido analogamente ao anterior, isto é, expande-se f(S,%) em série de
Taylor, na vizinhanga de -, aplica-se a esperanca e considera-se V (%) = diag (Kv_yl). Apds
alguns cdlculos algébricos, tem-se:

B (%) = Zy (—Dy®7) ¥y + {Z, (—D,®}) — I} Us. (4.13)

Viés de 1

Obtém-se, agora, o viés de fi expandindo ¢! (7)) = ji em série de Taylor, na vizinhanga de

n, 1sto &,

99 ' (m) . 1297 (n) . Y
=22 Vi _m+ L Vip_ — .
an (71 —m)+ 3 oot (71 —mn) (A —mn)
Apoés aplicar a esperanca, considera-se somente os termos da diagonal da matriz de covariancia
E (=) (@) isto 6,V (5) = diag { E | (7 ~m) (4 —n)" | } = Zsa, uma vez que é o viés

de cada componente. Agora, considerando G = diag {g—’;ﬁ} , Go = diag {%} e substituindo

gt @m)—g ()

em (4.12), o viés de fu resulta em:

1 1
B(f) = 5 (GaZpal +2G1 ZsW &) = 5 G (ZsW — 1) Dyl (4.14)

Viés de ¢

Para o cdlculo do viés do parametro de precisao ¢, h™! () = ¢, é necessario expandir

h~! (#) em série de Taylor, na vizinhanca de 7, isto &,

10~ (1)

W'(#F) —h ' (r)=———=(F—-7)+ 3 GrarT

(‘T'—T)(f'—‘r)T.

Em seguida, aplicando esperanca, considera-se somente os termos da diagonal da matriz de

covariancia E (£ —7) (£ —7)"|, isto é, V (#) = diag {E [(‘T‘ —7)(F— T)T] } = Z,q, uma
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vez que é o viés de cada componente. Ao substituir (4.13) na expressao anterior, e realizar

algumas manipulacoes algébricas, obtém-se:

N1
B (¢> = 5 (922501 = 20, 2,07 D, W1) — (Z, D261 + 1) . (4.15)

Viés de ¢

Finalmente, o viés do parametro de dispersao ¢ ' ¢é obtido também expandindo

_ ~—1
(g7 (7)) t= ¢ , em série de Taylor, na vizinhanca de 7. Aplicando a esperanca, resulta em:

P(7) - HEE e v

% a1 2(3%)2—;2%’”)1} A
= 22 (h(7) B(T>+—{ 5 VI(F).
87'( ) 2 (h(T)_)

Em seguida, substituindo (4.13) e considerando V (7;) = Z,4, na expressao anterior, obtém-se

a seguinte forma matricial:
~— ]_ ]_
B <¢ 1) =5 {(207 — ©20) 2,41 + 20,2 °Z, D, @701 } + 3 (Z,D:®@7 + I) D,1,
que resulta em:

B(37) = 5 {28} — .0) 857,01 + 20,8 22, Dy, ) (2,058} + 1) Wy (2, Do} + 1) s,
(4.16)

Estimadores de O (n™?)

5 -1 .
Concluindo, os estimadores de O (n™2) para os parametros i, T, ft, ¢ e ¢  sdo obtidos,

respectivamente, por:
~ N ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ -~ -~ ~—1 ~—1 ~—1
W=n-B{H). F=7-BF). i=p-B@). ¢=>0-8(d) ¢ ¢ = -B(d ).

4.7 Aplicagao: modelando a quantidade de vendas de produtos ao

consumidor

Apresenta-se aqui a mesma aplicacao do Capitulo 3, considerando, agora, os submodelos da

média e dispersao.
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4.7.1 Modelo

Componente aleatorio

Neste Capitulo, seguindo a sugestao de Whitmore (1986), é adotada como variavel resposta

a distribuicao inversa gaussiana:
Y, ~ IG (ﬂlxlﬁw;lxﬁ) , [=1,2,...20.
Componentes Sistematicas:

a) Submodelo média:

1
77 = — = 5 €T 2‘
A 17
b) Submodelo dispersao:
)
TI=¢p=
T

Estimativas de O (n™1):

e O estimador B foi obtido de forma analoga ao do Capitulo 3.

e (Calcula-se, inicialmente, o viés de 4 e, em seguida, 7. Para isso, é preciso:

matriz dos parametros

matriz da primeira derivada

ST — <—ﬂ M) ,sendo S = X,
20x2

v? 72

matriz peso e —ng’)% = diag {— (—#)} ,
20%20

matriz das segundas derivadas, 5,

2572 _s72
- 7t 7
S; = el=12,..20.
_s2 s2log(s)
71 Y1
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4.7.2 Resultados

Os resultados das estimativas encontram-se na Tabela 4.1, juntamente com os quocientes

dos seus respectivos erros padrao, para avaliar sua magnitude. Pode-se observar que o
submodelo média apresenta para o quociente entre o viés e o erro padrao valores proximos de
zero, enquanto que no submodelo de dispersao o mesmo nao ocorre. Logo, neste tltimo caso,

as estimativas de O (n~2) parecem necessérias.

Tabela 4.1: Estimativas de MV, de O (n™?) e erros padrao.

Parametro | Estimativa de MV | Erro padrao | Quociente | p valor | Estimativa de O(n=?%)
B4 1,09701 0,03808 0,3 <0,0001 1,09689
By 0,92716 0,02616 0,2 <0,0001 0,92710
Y 0,00984 0,00403 23,1 0,0241 0,01212
Yo 2,48626 0,44290 36,1 <0,0001 2,32586

AIC = 27,65135

E, ainda, comparando o AIC' deste modelo com o do Capitulo 3, considerando ¢ constante,
observa-se que este esta melhor ajustado, pois aqui o valor do AIC foi 27,65 e, no outro caso,
pela Tabela 3.2, foi de 88,78. Concluindo, a necessidade de modelar a dispersao.
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Capitulo 5

Avaliando estimadores de O (n_Q)

através de um estudo de simulacao em
MNLFED

Neste capitulo, é realizado um estudo de simulacao para mostrar a importancia dos
estimadores de O (n~2) em experimentos onde o tamanho da amostra é pequeno. Isto, ocorre
quando se deseja controlar a qualidade de um produto, como em processos industriais que
necessitam ser caracterizados em amostra de tamanho pequeno, para que defeitos nos produtos
sejam detectados logo, permitindo, assim, a eliminagao de perdas e, conseqiientemente, aumento

do lucro.

Foram realizadas simulacoes para variaveis respostas com distribui¢ao inversa gaussiana e
gama que podem ser utilizadas para descrever a volatilidade financeira diaria, segundo Forsberg
(2002).

Para se obter as estimativas de MV, foram utilizadas as procedures NLP e NLMIXED do
SAS, que usam o método de Newton-Raphson. Segundo Wolfinger (2004), apesar da procedure
NLMIXED do SAS ser utilizada para ajustar modelos com efeito aleatério, pode também ser

utilizada quando isto nao ocorre.

5.1 Simulacao da variavel resposta com distribuicao inversa

gaussiana

O primeiro modelo simulado, pertencente a classe dos MNFED, foi a distribuicao inversa
gaussiana, que é muito utilizada para fazer a previsao do risco de vida em atudria ou em
cartas de controle, pois o processo de producao de uma industria apreta distribuicao positiva e

assimétrica, segundo Hawkins e Olwell (1997).

Os resultados para comparar os EMV 3 e 4, seus correspondentes vieses e os estimadores
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corrigidos 3 e v, foram efetuados via simulagao de Monte Carlo.

5.1.1 Submodelos média e dispersao

Adotou-se para a componente sistematica da média o modelo Gompertz, que, como as
demais curvas de crescimento, apresenta dois parametros biologicamente relevantes. Um deles,
(3, a assintota da funcao, interpretada como o tamanho médio de maturidade, e o outro, 35, é
a taxa de crescimento até o tamanho adulto, sendo chamado indice de maturidade. O terceiro
parametro, 35, nao tem significado especial. Este modelo foi utilizado por Ogliari (1998) para
descrever a média da variavel resposta: volume solido com casca de arvores de eucalipto em

diversos anos.

As componentes sistematicas adotadas sao dadas como se segue.
Submodelo média
O modelo Gompertz ¢ dado por:
n = p = [exp(—exp (B — f32)). (5.1)
Submodelo dispersao
E, considerou-se uma variabilidade como sendo:
T =@ =exp (7,51 +7252) -

Algoritmo do SAS

Passo 1) Macro: para gerar 10.000 amostras de tamanho n, no qual os valores de n foram 20,
30, 40 e 60.

Passo 2) Gerar matrizes modelo X e S com distribui¢do uniforme, U (0,1), sendo fixadas

para todas as simulacoes, com igual tamanho de amostra.

Passo 3) Os parametros do modelo foram fixados como sendo
Bz(l 2 3) e ~y=(1,5 2,5).

Passo 4) Gerar amostras de tamanho n, cuja varidvel resposta, Y ~ IG (u, @), isto é, a sua

funcao densidade de probabilidade, é dada por:

1/2 N2
Py ps @) = (nyg) exp (—¢%> .




Para isto, utilizou-se a transformacao apresentada por Chhikara e Folks (1989, p. 53).
Passo 5) Procedure N LP: para estimar os parametros 3 e =.

Passo 6) Procedure IML: para obter os vieses.

Apés a simulagao de cada amostra, sdo obtidos os vieses e as estimativas de O (n~2). Para

obter os vieses, sao necessarias algumas matrizes, apresentadas a seguir:

e Matriz X = ( g—gi g—gé g—gé’ >nx3’ onde cada <ng7;> ¢ um vetor de n elementos e j = 1,2

e 3, que ¢é dado por:

S = exp (—exp (B, — By7))
= g_g; = — By exp (B, — Bsz) exp(—exp (B, — Bsx)) e
g—g; = B,xexp (By — Byz) exp(—exp (B4 — B3x)).

e Matriz peso

1
OW = diag (QSZE) .

l

e Matriz F', cujo elemento diagonal é

1 Ou, 0%
Hy M—O,

hi= V (1) O, On

. - . . . , 0 . 0?2
uma vez que a ligacao é identidade, isto é, a—;” =1 e, conseqiientemente, an‘? =0.
t l

e Matriz X, é dada por:

%y, *ny %y
B3 08,08, 08,083
jz' _ % 8n, %
¢ 98,90, 983 98,903
32771 32771 %
0B,085 08,0083 opB3

no qual cada elemento da matriz é dado por:

32771 —_—0N-
= o5 =0;

~ 3212%2 = —exp (B, — Byr) exp(—exp (B, — By) ;
= ag?—%g = zexp (By — Byx) exp(—exp (B, — B57));
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= T = =B, exp (B, — Byw) exp(—exp (B, — Byr))+6; {exp (B — Byr) } exp(— exp (B, — By));
= o = Bz exp (By — Byr) exp(— exp (B, — Byw)) Bz {exp (B, — Byw) Y exp(—exp (B, — Byz));

= f—;g = —B12% exp (B — B3) exp(— exp (By — By))+5,2° {exp (B, — By)} exp(— exp (B, — By)).

e 5= (g%, g—;’), no qual cada (g—:i) ¢ um vetor de n elementos e k = 1 e 2, logo, para o
1 2 3

submodelo dispersao, a matriz da primeira derivada é dada por:

S = ( slexp (7181 4+ 7,52)  s2exp (7,51 + 74952) >

nx2

e Matrizes:

= peso: —Dy¢p7 = diag <ﬁ> ;
!
= D3 = diag (%),
o
= & = I,,«, sendo I a matriz identidade e
= ®y = 0,,xn, pois a ligacao ¢é identidade.

e Em seguida, para o cédlculo de WUy, sao necessarios os calculos das n matrizes 2 x 2 das

derivadas segundas:

s1% exp (1181 + 7,52) s1s2exp (7,51 + 7452)

sls2exp (7151 +7282)  s2%exp (yy51+7,52) ),

5.1.2 Resultados

As estimativas de MV e de O (n™?), bem como os desvios padrao para as 10.000 amostras,
com tamanhos 20, 30, 40 e 60, estao apresentados na Tabela 5.1. Observa-se que os desvios
padrdo das estimativas de O (n~2?) sdo menores quando comparados com os respectivos desvios
padrao obtidos pela MV, e que 33 ¢ praticamente o valor do parametro para todos os tamanhos
da amostra. Tem-se, ainda, que o submodelo média esta melhor estimado do que o de dispersao
e, além disso, quanto maior o tamanho da amostra, as estimativas de MV e as de O (n~2) tendem

ao parametro.
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Tabela 5.1: Estimativas de MV, de O (n™2) e desvios padrao.

n | estimativas parametros
pr=1 By =2 By =3 7 =15 Y2 =2,9
de MV 1,006403 2,000003 3,001460 1,580471 2,584113
20 | desvio padrao | (0,110406) | (0,012272) | (0,097340) | (0,945028) | (0,945961)
de O (n™?) 1,005261 2,000002 3,001463 1,492191 2,510794
desvio padrao | (0,105140) | (0,012233) | (0,095937) | (0,752975) | (0,820877)
de MV 1,004672 1,999965 3,001460 1,550399 2, 563342
30 | desvio padrao | (0,097658) | (0,011048) | (0,079667) | (0,795413) | (0, 767448)
de O (n=?) 1,004009 1,999961 3,001468 1,492046 2,507641
desvio padrao | (0,093978) | (0,011029) | (0,078330) | (0,686448) | (0,649970)
de MV 1,003828 1,999996 3, 000856 1,555018 2,531408
40 | desvio padrao | (0,085336) | (0,009716) | (0,068270) | (0,648638) | (0,629063)
de O (n™2) 1,003361 1,999995 3, 000866 1,518822 2,499339
desvio padrao | (0,082407) | (0,009709) | (0,067325) | (0,558200) | (0,549016)
de MV 1,002441 1,999970 3,000795 1,536999 2,523925
60 | desvio padrao | (0,071417) | (0,008260) | (0,057046) | (0,469749) | (0,477901)
de O (n™?) 1,002162 1,999969 3,000795 1,521429 2,507760
desvio padrao | (0,069417) | (0,008248) | (0,056396) | (0,424031) | (0,400079)

Na Tabela 5.2, observa-se que o quociente do viés pelo seu respectivo desvio padrao diminui
conforme cresce o tamanho da amostra. Assim, por esta Tabela, tem-se que a magnitude dos

vieses é consideravel para tamanho da amostra pequeno.

Tabela 5.2: Quociente do viés do parametro pelo seu respectivo desvio padrao.

tamanho quociente
da amostra, [viés Bq] [viés Byl [viés B3] [viés ~4] [viés v,]
sB 58y 583 571 575
20 1,10% | 0,01% | 0,02% | 10,31% | 8,63%
30 0,71% | 0,06% | 0,01% | 7,.85% | 7,84%
40 0,56% | 0,02% | 0,02% | 5,90% | 5,41%
60 0,40% | 0,01% | 0,00% | 3,47% | 3,56%

Pela Figura 5.1, que representa o diagrama de caixas da estimativa do parametro (3;, pelos

dois métodos, observa-se que os resultados estao praticamente empatados.
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Figura 5.1: Diagrama de caixas da estimativa do parametro 3;.

Considerando, agora, as estimativas dos parametros v, e 75, construido os diagramas de

caixas para as suas estimativas, observa-se que as estimativas de O (n_2) sao mais precisas.
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Figura 5.2: (a): Diagrama de caixas da estimativa do parametro 7,; (b): Diagrama de caixas
da estimativa do parametro 7,.

Os resultados foram os esperados, uma vez que, para amostras de tamanho pequeno e
moderado, o viés é consideravel, enquanto que, para amostras grandes, o viés é praticamente

nulo.

O programa deste estudo de simulagao encontra-se no Apéndice F.
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5.2 Simulacao da variavel resposta com distribuicao gama

A segunda simulacgao realizada foi a distribuicao gama, que, assim como a inversa gaussiana,
é muito utilizada na pratica. Também, para esta, o uso do viés foi estudado através da simulacao

das amostras via Monte Carlo.

Como no aplicativo SAS a simulagao da distribuicao gama é feita considerando apenas um

parametro, dado por:
1
¢

()"

em que ¢ é o parametro shape e E(X) = V (X) = ¢, porém, nesta Tese é necesséaria a

p(z; ¢) = “lexp (—x), (5.2)

distribuicao gama de dois parametros, que ¢ dado por:

oo = i (1) e () >

sendo F (X) = pu, V(X) = % em que p ¢ a média. Para passar da distribui¢ao (5.2) para
(5.3) aplica-se o teorema da transformagcao da varidvel aleatéria, considerando os parametros

de escala igual a &, shape igual a ¢ e a parametrizacao:

M
Yy = —x.

¢

As matrizes X e S foram geradas a partir da distribuigao uniforme U (0, 1), sendo fixadas
para as 10.000 simulagoes para amostras de mesmo tamanho. Também, utilizou-se a restrigao
de que os valores de ¢ deveriam ser todas maiores que 1, pois, caso iSso nao ocorra, 0 processo

de estimagao apresenta instabilidade.

5.2.1 Submodelos média e dispersao

As componentes sistematicas, tanto para a média como para a dispersao, foram as mesmas

da distribuicao inversa gaussiana.
Os valores dos parametros dados foram para: 5, =1, 3, =2, 83 =3, 7, =1,5 e 7, = 2,5.

Inicialmente, foram geradas as matrizes X e S, consideradas fixadas e, em seguida, a varidvel
resposta Y. Ap0s, a geracao da variavel resposta Y, para cada amostra, pelo procedure NLP,
foram obtidas as estimativas dos parametros pelo método de maxima verossimilhanga: 3, (3,
e (5 e, alternadamente, v, e 7,, uma vez que 3 e 7 sao globalmente ortogonais, por (4.2). E,
posteriormente, para se obter as estimativas de O (n™2), é necessdrio calcular os vieses de (3,

por (4.6) e 7, por (4.11), pelo procedure IML.

Para o calculo dos vieses, sao necessarias as matrizes das primeira e segunda derivadas,

obtidas pelo aplicativo matematico Maple.
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a) Para o submodelo média, a matriz X e X; s@o iguais ao caso da distribuigao inversa

gaussiana, no qual a tnica diferente é a matriz peso, que é dada por:
, 1
W =diag | o— | -
n

Em seguida, todo os passos sao iguais aos descritos para a distribuicao inversa gaussiana.

b) Para o submodelo de dispersao, as matrizes S e S; sdo iguais ao caso da inversa gaussiana,

no qual a diferenca é a matriz peso dada por:
2 4 1 4
—Dy¢p7 = diag re digamma () | .

Todos os passos sao os mesmos daquelas descritos para a distribuicao inversa gaussiana.

5.2.2 Resultados

Para cada tamanho de amostra 20, 30, 40 e 60, realizararam-se 10.000 simulagoes, cujos

resultados estao apresentados na Tabela 5.3.

Tabela 5.3: Estimativas de MV, de O (n™2) e desvios padrao.

n | estimativas parametros

p=1 By =2 By =3 11 =155 Y2 =2,5

de MV 1,051734 2,005798 3,006257 1,495976 2,680128
20 | desvio padrao | (0,255802) | (0,031210) | (0,356724) | (0,900227) | (0,853378)
de O (n™?) 1,027184 2,005114 3,005271 1,495976 2,679933
desvio padrao | (0,197087) | (0,028896) | (0,357752) | (0,900162) | (0,849476)

de MV 1,026738 2,002912 3,007338 1,5632217 2,577719
30 | desvio padrao | (0,189736) | (0,025147) | (0,258882) | (0,675256) | (0,649081)
de O (n™?) 1,017699 2,002728 3,006740 1,532230 2,577823
desvio padrao | (0,165064) | (0,022938) | (0,259201) | (0,675229) | (0,647034)

de MV 1,017300 2,001662 3,004823 1,522720 2,555748
40 | desvio padrao | (0,151543) | (0,021089) | (0,210565) | (0,596970) | (0,574742)
de O (n™?) 1,012602 2,001580 3,004629 1,522732 2,555781
desvio padrao | (0,136374) | (0,019603) | (0,211415) | (0,596938) | (0,573347)

de MV 1,010848 2,001105 3,006253 1,526725 2,525774
60 | desvio padrao | (0,130747) | (0,017461) | (0,172457) | (0,478318) | (0,446653)
de O (n=2) 1,008302 2,001060 3,006111 1,526729 2,525826
desvio padrao | (0,120840) | (0,016553) | (0,173152) | (0,478309) | (0,445773)

Na Tabela 5.4, é apresentado o quociente do viés pelo seu respectivo desvio padrao, cujos

resultados confirmam a teoria, isto é, quanto maior o tamanho da amostra menor ela é.
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Tabela 5.4: Quociente do viés do parametro pelo seu respectivo desvio padrao.

tamanho quociente
da amostra [viés Bq] [viés Bs] [viés B3] [viés 7] [viés 5]
sy 5By B3 571 Yo
20 12,46% | 2,39% | 0,28% | 0,01% | 0,16%
30 5,48% | 0,78% | 0,23% | 0,00% | 0,02%
40 3,45% | 0,41% | 0,09% | 0,00% | 0,01%
60 2,11% | 0,01% | 0,08% | 0,00% | 0,01%

Portanto, por este estudo de simulacao, tanto para a distribuicao inversa gaussiana como a
gama, conclui-se que os vieses sao necessarios para amostras de tamanho pequeno e que, para
tamanhos de amostras grandes, as estimativas de segunda ordem sao praticamente iguais as de
MYV, concordando com a teoria, isto é, conforme o tamanho da amostra vai aumentando, as
estimativas tendem ao verdadeiro parametro e uma observacao importante é que as estimativas

de O (n™?) apresentam menor desvio padrio, ou seja, sio mais precisas.
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Capitulo 6

Aplicacao em modelos

one-compartment

Estes modelos sao usualmente adotados pela industria farmacéutica na Fase I de
experimentos em farmacocinética, cujo interesse é conhecer o comportamento geral de uma

nova droga.

Os modelos desse tipo consideram que, apds a administragao da droga, a mesma se distribui
em todo o organismo instantaneamente. Supondo um bloco homogeéneo para a droga, é como
se ela estivesse sendo dissolvida em um béquer contendo um tnico solvente. A Figura 6.1
esquematiza a relacao entre a concentracao da droga no plasma e o tempo apods a aplicacao,

que pode ser descrito como a soma de parcelas exponenciais.

Cinética absor¢ao
Farmaco

— Organismo
Cinética eliminagéo

Figura 6.1: Modelos one-compartment.

Lindsey et al. (2000) analisam a concentragao do flosequinan no plasma, que é uma droga

para o tratamento de insuficiéncia cardiaca, ressaltando que:

e na Fase I, a amostra é constituida de voluntarios sadios, e isto implica para as industrias

farmaceuticas um custo muito alto quando o tamanho da amostra é grande;

e geralmente a transformacao logaritmica é aplicada na variavel resposta, induzindo uma

implicita relacao entre a média e a variancia;
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e ajustaram trés modelos: com variancia constante, para a média e para dispersao e por
ultimo, os mistos considerando os voluntarios sadios como medidas repetidas, e isto, pode
provocar superdispersao, conforme Dobson (2002, p. 167), uma vez que, as observagoes
dentre os individuos estao correlacionadas. Os resultados evidenciaram que os
modelos mistos, modelos para média e para dispersao quando comparados aos modelos

com variancia constante, sao melhores.

Diante do exposto, justifica-se o uso deste experimento, uma vez que, o intuito é somente

ilustrar a viabilidade pratica da metodologia proposta.

6.1 Modelo

Os dados analisados estao disponibilizados no site http://www.popgen.unimaas.nl/~jlindsey,

com autorizacao deste, e referem-se a Fase I do estudo da droga flosequinan.

6.1.1 Variaveis de interesse

Y, —resposta: concentragao do flosequinan, em microg/ml;
t; —covariavel: tempo, em h e

d;, —covariavel: dose, em mg.

6.1.2 Delineamento experimental

O delineamento experimental é do tipo medidas repetidas, isto é, as amostras de sangue
foram coletadas a 0; 0,5; 1; 1,5; 2; 3; 4; 6; 8; 10; 12; 24 horas, em cada voluntario sadio.

As doses da droga usadas foram 50 mg, 100 mg e 150 mg.

A amostra consistiu de 18 voluntarios sadios, com idade média de 34,3 anos, com desvio

padrao de 10,3 anos, peso médio de 63,6 kg e desvio padrao de 10,2 kg.

6.1.3 Componente aleatoria

Utilizou-se para variavel resposta as distribuigoes gama, inversa gaussiana e normal, que

serao denotadas com subescrito GG, IG e N, respectivamente, isto é,

Yar ~ G () Yiai ~1G (py,¢) e Yy~ N(p,¢) sendo I =1,--- 648,
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6.1.4 Componentes sistematicas:

Submodelo média

A fungao que descreve a média dos modelos one-compartment apresentam trés parametros
k., k. e v, no entanto, nesta andlise, sera considerado que k, = k., pois, caso contrario, a funcao
log-verossimilhanga da concentracao serd bimodal, dificultando a obtencao das estimativas;

portanto, o preditor nao-linear 7, é dado por:

- kamdltl
= .

m = (exp (—kamt1)) , (6.1)

sendo:

k, interpretado como razao de absorcao;

k. interpretado como razao de eliminagao da droga;

v interpretado como volume que converte a dose total do compartimento em concentracao;

indice m colocados como subescrito, denota parametros da média.

Submodelo dispersao

_ exp(—huat)
Vd

sendo:
e indice d colocado como subescrito denota o parametro dispersao.

Aqui também considerou-se k, = k.

E importante salientar que neste modelo as estimativas dos parametros obtidos devem ser:

1. positivas, uma vez que a razao de absorcao, razao de eliminagao e volume sao valores

positivos

2. f)>l%amef)>l%€m.

Observacoes:

e As variaveis aleatoérias com distribuicoes gama ou inversa gaussiana assumem valores

positivos, entao, para adoté-las, adicionou-se uma constante a concentracao do flosequinan

60



no plasma, uma vez que neste banco de dados ha varias observagoes iguais a zero, isto é,
Y = concentragao + 10; (6.3)
e o submodelo de dispersao para distribuigoes:

— gama: ¢g = @ (#) (; +10)? = —exp(;§adtl) (fg) ( +10)%

— inversa gaussiana: ¢;q = ¢, <i> (jy; 4 10)3 = 22Faalt) (i) (p + 10)%.

I vd I
6.2 Algoritmo do SAS

Passo 1) As estimativas de MV foram obtidas pela procedure NLMIXED. Nesta procedure,
deve-se fornecer a funcgao log-verossimilhanca, os submodelos média e dispersao e a
tentativa inicial.

Para obter a tentativa inicial, construiu-se graficos com varios valores de kg, ou v,, ou kg
ou vg no eixo X, e a funcao log-verossimilhanga no eixo Y. Um desses graficos é apresentado a
seguir:

logyvern
logvero

logvern

Karn

(c)

Figura 6.2: (a): Comportamento da log-verossimilhanga quando k,, é fixado para dose 50;
(b): Comportamento da log-verossimilhanga quando k,, ¢ fixado para dose 100; (c):
Comportamento da log-verossimilhanga quando k,, ¢ fixado para dose 150.

Passo 2) As estimativas de O (n?) foram obtidas pela procedure IML e, para isto, é necessdria

a obtencao das seguintes matrizes:

61



matriz das primeiras derivadas

T

X7 — [ dt exp(—kamt)—kamdt? exp(—kamt) Eamdt exp(—kamt) ]

5 .
Um Vin nx2

matrizes peso do submodelo média

o Wy = diag <gbll%l2> ,

nxn
o dW;n = diag (qb%) § e
o OWy = diag (¢1)

nxn-

matriz das segundas derivadas, X, paral=1,2,.., 648,

N 2dt? exp(—kamt) kamdt3 exp(—kamt) _dt exp(—kagmt) kamdt? exp(—kamt)

~ Um + Um, ”?n T UTQn
X, =
_dt exp(—kamt) + kamdt? exp(—kamt) 2kamdt exp(—kamt)
2 2 3
Um Um Um 2X2

matriz ' é nula.

matriz das primeiras derivadas do submodelo dispersao

S«T _ [ _texp(fkadt) _exp(*kadt) :|T

5 .
vd Yd nx2

matrizes peso do submodelo dispersao

+ (D) = diag { = (5 digamma ()} -

o (—=Dy9}),, = diag {— (—#) }an e
¢ (-0:88),, = diag {~ (~55)

nxn

matriz das segundas derivadas, 5} para l =1,2,...,648,

t? exp(fkadt) t exp(fkadt)
B vq v2
S; =
texp(—kaqat) 2 exp(—kaqat)
7)2 'U2
d d

matriz F é uma matriz nula.

6.3 Resultados

O diagrama de dispersao, apresentado na Figura 6.3, mostra que o comportamento da média

decresce exponencialmente. Portanto, a funcao que descreve a média é razoavel.
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Figura 6.3: Diagrama de dispersao da concentragao versus tempo.

As Tabelas 6.1, 6.2 e 6.3 apresentam as estimativas obtidas para as componentes aleatorias

gama, inversa gaussiana e normal.

Pode-se observar que o modelo normal é o que tem menor AIC, porém, neste, k.4 é negativo.

Logo, este modelo é descartado. Portanto, utilizando o critério AIC, o modelo a ser adotado

deve ser inversa gaussiana.

Tabela 6.1: Estimativa de MV, de O (n™?), erros padrao para modelo gama.

Parametro | Estimativa de MV | Erro Padrao | p-nivel | Estimativa de O(n=?)
Eam 0,4684 0,0078 <0,0001 0,4066
Un, 6,4839 0,2462 <0,0001 6,0756
kad 0,8305 0,0191 <0,0001 0,7997
Vg 5,6587 0,6804 <0,0001 5,9077
AIC 3621,3105

Tabela 6.2: Estimativas de MV, de O (n™2), erros padrao para modelo inversa gaussiana.

Parametro | Estimativa de MV | Erro Padrao | p-nivel | Estimativa de O(n=?%)
Eam 0,5528 0,0035 <0,0001 0.5484
Unn, 84,4798 2,0047 <0,0001 83,5095
Ko 0,4782 0,0101 <0,0001 0,4788
Vg 11,1950 0,9534 <0,0001 11,1771
AIC 3369,8256
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Tabela 6.3: Estimativas de MV, de O (n™2), erros padrao para modelo normal.

Parametro | Estimativa de MV | Erro Padrao | p-nivel | Estimativa de O(n™?)
Eam 0,9075 0,4349 <0,0001 0,9068
U, 30,9131 8,7391 <0,0001 30,8909
kaa -0,4601 0,0134 <0,0001 -0,4599
va 0,8316 0,0850 | <0,0001 0,8336
AIC 1011,2265

Para avaliar os vieses, o quociente entre estes e seus respectivos erros padrao, para o

modelo adotado, estao apresentados na Tabela (6.4). Observa-se que para o submodelo média,

a variacao ¢ grande; o mesmo nao ocorre para o submodelo de dispersao. Portanto, os vieses

devem ser considerados neste caso.

Tabela 6.4: Porcentagem do quociente entre o viés e seu respectivo erro padrao para resposta

inversa gaussiana.

Quociente

Modelo Inversa Gaussiana

v1Skam
S,kam
ViSUm,
sv
V1SKqd
skad
VISVg
SUq

1282
48,3
6,4
1,8

Conclui-se que, para estes dados, adotando a componente aleatéria inversa gaussiana, os

estimadores de O (n™?) parecem relevantes.
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Capitulo 7
Consideracoes finais

Como a area de atuagao de um Engenheiro de Producao é a geréncia dos sistemas de
producao, nas indtustrias manufatureiras, nas instituicoes financeiras, nas instituicoes de satde,
entre outras e, como compete a ele prever e avaliar os resultados destes sistemas, é importante,
portanto, a tomada de decisao em tempo real, o que induz amostras de tamanho pequeno.
E, nesses casos, o estudo de simulacao das distribuicoes inversa gaussiana e gama evidenciou
que o uso dos estimadores de O (n™2) ¢é relevante. A obtencao dos vieses, aqui, foi calculada
na procedure IML, com o objetivo de mostrar que pode ser facilmente implementada, pois é
solucao de um sistema de equagoes de uma regressao de minimos quadrados ponderados. A
maior dificuldade para isto é resolver as derivadas de primeira e segunda ordem dos submodelos

média e dispersao, mas isto pode ser sanado por qualquer aplicativo matematico, como o Maple.

Ainda, enfatizou-se o uso nao sé do submodelo média, mas também do submodelo dispersao
para uma funcao densidade de probabilidade pertencente a familia exponencial de dispersao
linear, ja que a meta na Engenharia de Qualidade é desvio nulo com relagao a média. Contudo,
isto nao ocorre na pratica, e é necessario modelar a dispersao para controlar a variabilidade de

um dado produto, de tal forma que ela seja a mais reduzida possivel.

Desse modo, recomendam-se:

e 0 uso dos estimadores de O (n™2) sempre que o tamanho da amostra for pequeno, pois é

de facil implementacao e sua magnitude pode ser consideravel nestes casos;

e 0 estudo da distribuigao amostral dos estimadores de O (n™2), uma vez que, nesta Tese,

foi obtida a expressao e avaliada através de um estudo de simulacao.
Todos os programas utilizados nesta Tese serao disponibilizados no site

www.uem.br/des~mctudo.
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Apendice A

Identidades de Bartlett

Para a obtencao dessas identidades sao necessarias as condigoes de regularidade definidads

a seguir.

Condigoes de regularidade

Considere Y o valor observado de uma varidvel aleatéria Y = (Y3, Y5, ..., Yn)T caracterizada
por uma funcdo de densidade dada por f (y;#) conhecida, porém dependente de um vetor de
parametros conhecidos @ = (01, 0s, ..., QP)T. Seja © C RP o espaco paramétrico representando
o conjunto de valores possiveis para o vetor 8. Assim, para se ter regularidade devem ser

satisfeitas as seguintes condigoes:

a) © é fechado, compacto e tem dimensao finita onde o parametro verdadeiro §y é um ponto

interior de ©;.
b) f (y;0), a fungao densidade, é uma fungao biunivoca de 6;;

c¢) £(0), a fungao log-verossimilhanga do parametro 6, apresenta derivadas de no minimo

até a terceira ordem na vizinhanga de 6;

d) Ky, a matriz de informagao de Fisher, é finita e positiva definida na vizinhanga de 6y;

e) para modelos continuos a igualdade % E {t (Y)} = [t (y) %dy é valida para qualquer

estatistica t(y). Para modelos discretos basta substituir a integral pelo somatério.

Identidades de Bartlett

Seja L = L(0) a verossimilhanga total de um problema regular e adotado e a seguinte

notagao para as derivadas da funcao log-verossimilhanga ¢ = ¢ (6) = log L (9),

ol 0%/ ov of
a0 U=~ aa.08. U 2600,

U, =

etc.
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onde todos indices variam de 1 a p, sendo p o nimero de parametros.

Os momentos conjuntos de derivadas de £ (#) sao
My = E (UT) » Mes = E(UT’S)7 Hp s = E (UT’US)7 Hp st = E (U’/‘USt)

e assim por diante.

Como p, = 0 os correspondentes cumulantes conjuntos (k’s) expresso em termos dos mo-

mentos sao:

R = My, Kr,s = Hp g5 Krs = Mg,
"frs,t = /’L'r57t7 R’I‘,S,t = /’Lr7s7t’

Brstgu = Mpsty = Mpstiy € Rrsitau = Mrsty — § 3) o st o0

onde ) () Tepresenta o somatorio sobre todas as k combinagoes de indices.

Os  momentos e  cumulantes  definidos nao sdao  independentes, mas
satisfazem a certas equacoes que facilitam seus calculos. Estas equacoes sao denominadas

de identidades de Bartlett e para a sua deducao utiliza-se a propriedade:

E{t )} = / y y’ I (:9) (A1)

que ¢é valida em problemas regulares.

Se
Ky =0,

para sua deducao tem-se que U, = LT onde L, = B—L Por outro lado, [ Ldy = 1. Diferenciando
com relacao a 6, esta igualdade tem se [ 6L dy = 0 Logo, [ L,dy = 0, mas como L, = U, L,
tem-se que [ U,Ldy = 0. Conclui-se, entéo, que E (U,) = 0, logo x, = 0.

Ou ainda, se

Krs + Rys = Oa

para sua dedugdo basta diferenciar [ L, dy = 0 com relagao a 6, obtendo-se [ 8%5[’7“ dy = 0,
substituindo L, por U,L tem-se que [ 6%5 (U.L) dy = [ { (8UT) L+ (&) Ur} dy = 0, assim
f (U,s L+ UU,) dy = 0, ou seja, ks + krs = 0 ou ainda, k.5 = —Fys.

A seguir, mais identidades de Bartlet, denotando-se as derivadas dos cumulantes com so-

brescritos, isto é,
2
® — Oirs (b _ O Fors () _ Okrst otc

rs aet’ K“rs - 89t89u’ 'L‘/frst - 89u7 ©0y

e estas podem ser deduzidas de forma andloga aos anteriores: kK, s; + Kpst + 2(3) Krst = 0,

(r) _ (t) (u) _ (r) _
Ky st + Kpst — Kgt = 0> Krsit — 2/437"515 + 2(3) Krs 0 Kpst = Rrstuy Frstu + Krstu — Rstu = 07

71



Rrstu + 2(4) "ir,stu + 2(3) ffrs,tu + 2(6) "ir,s,tu + fir,s,t,u = 07 ﬁr,s,t,u - _3’1rstu + 22(4) KJS;)& -

2(6) KS;U) + 2(3) K’/’s,tua '%r,s,tu = Krstu — "{SL - Kg;)t + '%gf) - ers,tu-

Além das identidades de Bartlett a invariancia entre os cumulantes é muito utilizado, para
o célculo de cumulantes, como apresentado em Cordeiro e Barroso (2003) e McCullagh e Nelder
(1989, p. 462). Essa propriedade permite a troca da ordem da diferenciacao e da integragao,

isto é, Kyst = Kstr = Kres, CUjo resultado é valido para os MLGs, mas nao é uma regra geral.
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Apendice B

Propriedade dos estimadores de

maxima verossimilhanca

Teoria Assintotica de Primeira Ordem

A importancia da teoria assintética da verossimilhanca é que produz simplificagoes con-
sideraveis para problemas onde o tamanho da amostra pode ser considerado como grandes,
ao contrario da teoria de amostras de tamanho pequeno a moderado onde as solugoes exatas

apresentam alto grau de complexidade.

As solugoes aproximadas sao necessarias em dois casos distintos. O primeiro quando nao
se tem a solucao exata para o problema estatistico ou ela é complicada. Entao, podera ser
de interesse obter uma aproximacao simples em grandes amostras. O segundo caso, o mais
freqiiente, revela o papel central da teoria assintética da verossimilhanca na inferéncia estatistica
e ocorre quando realmente nao se tem uma solugao exata, sendo inevitavel a obtencao da solucao
aproximada. Os resultados da teoria assintética de primeira ordem sao validos quando n tende
a infinto, onde n é o tamanho da amostra, e sao decorrentes de técnicas de linearizacao local

baseadas nas expansoes da série de Taylor e nos teoremas centrais do limite.

Método de maxima verossimilhanca

Em 1922, Fisher introduziu o método de maxima verossimilhanca que constitui uma das
técnicas mais utilizadas em estimacao paramétrica, pois suas equagoes sao praticas para serem
usadas computacionalmente, e além disso, por Cordeiro (1999, p.94) os estimadores apresentam
as propriedades tais como: consisténcia, unicidade, normalidade e eficiéncia, quando n tende a

infinito. Porém, o problema ¢é que elas sao usualmente viesadas de O (n™1).

Em geral, os estimadores de maxima verossimilhanca nao podem ser expressos analitica-
mente, e neste caso, sao necessarios métodos iterativos para a obtencao das raizes da equacao

de verossimilhanca. Quando as duas primeiras derivadas da log-verossimilhanca existem, aplica-
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se a expansao de Taylor, em torno de alguma estimativa inicial #,,_1, para obter as estimativas

de maxima verossimilhanca, isto é,

o) o (O,r) PU(On)
g0 =gt (I r) =0
Entao,
- 0L (0,1) (020 (0,-1) "
On = bns — —5 { prs . (B.1)

O método de estimagao de Newton-Raphson para a obtencao dos estimadores de maxima
verossimilhanga consiste numa dada iteracao i, (B.1), substituir #;,_; por 6;, obtido no passo

20(0,_4 920(0,_1)

anterior. Mas, quando o valor de 9 560 ) ¢ substituido por E <— 560 ) em cada iteragao

tem-se o método escore de Fisher.

Segundo Cordeiro (1992, p.16) em muitas situagoes é mais ficil obter a inversa em forma

" 2005 R
analitica de E <—%) do que %-

Teoria Assintética de Segunda Ordem

Com objetivo de melhorar os resultados da teoria assintdtica de primeira ordem alguns
resultados referentes a teoria assintotica de segunda ordem sao apresentados, e neste caso os

erros associados as propriedades estatisticas sao de ordem O (n™?).

Para o cdlculo do viés de primeira ordem, O (n™!), sdao necessarios cumulantes e as iden-
tidades de Bartlett, pois estas facilitam a obtencao dos cumulantes, uma vez que para deter-
minada parametrizagao pode-se conduzir a um célculo direto e simples de alguns cumulantes,
sendo os demais calculados indiretamente através destas identidades. Portanto, a seguir sera
apresentado as identidades de Bartlett e o viés o estimador de méaxima verossimilhanca apre-
sentados por Cox e Snell (1968).
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Apéndice C

Viés dos EMV-Cox e Snell (1968)

Como foi visto no comportamento assintético dos estimadores de maxima verossimilhanca,
em geral, estes estimadores sao viesadas, porém, segundo Cordeiro (1986) e Botter e Cordeiro
(1998) o viés é algumas vezes ignorado na prética, uma vez que comparando a ordem de seu viés,

1 12 observa-

que é n~ ", com a do erro padrao da estimativa de maxima verossimilhanca, que é n~
se que o viés ¢é desprezivel se n for grande, mas em pequenas amostras este viés pode apresentar
uma magnitude comparavel ao do erro padrao de sua estimativa, assim, é interessante estima-lo

nestes casos.

A férmula do viés de ordem n~!, do estimador do parametro pelo método de maxima
verossimilhanga considerando observacoes identicamente distribuidas para modelos uniparamétri-
cos foi deduzida por Bartlett (1953), e, para modelos multiparamétricos com observagoes nao

necessariamente identicamente distribuidos a dedugao ¢ apresentada por Cox e Snell (1968).

Para determinar o viés de ordem O (n™!) do estimador de mdxima verossimilhanga, Cox e
Snell (1968) expandem o sistema de p equagoes , = 0 até o termo de segunda ordem da série
de Taylor mas, para isso, é necessario estimar inicialmente <9 — 9) através da expansao até

primeira ordem de , = 0, isto &,

7J:3igﬁ_%8%£%)(a__&):Jﬁ_%z;Uﬁ<a——&>%—Opﬂ%

que na forma matricial fica,

U:K@fﬂg+@ﬂ)

Resultando,

0, —0,) =K 'U+0,(1). (C.1)
(6.-2.)

Agora, expandindo , até segunda ordem, tem-se,

= Ut > Uy (05— 6,) + % > Ut (8= 0,) (80— 61) +0,(1). (C2)
s st

75



Aplicando a esperanga em (C'.2) e como , = 0, tem-se
EU)+Y E {Um (és )} ZE{ - ( 95) (9t - et)} +o,(1)=0. (C.3)
Por outro lado a segunda expressao de (C.3) fica,

ZE{U( )} ZE TSZE<9 —0>+COU{UTS,<0 9)} (C.4)

e por (C.1) tem-se que 0, — Z k5 Uy, entao (C.4) resulta,

Cou {0, (0, 0.)} - ;;E{ ( §;Hwﬁ>}
= —Z ) E (UrsUr)
= —Z/{St/{mt. (C.5)

E o terceiro termo da expressao (C.2) é calculada analogamente, resultando

s {0 (-0 (=0} = (). <)

Assim, a equagao (C.3), lembrando que F (U,) = 0, é a soma das parcias (C.4), (C.5) e (C.6)
resultando

Z Rprs Z E <és - 98) Z /{St"frst + = Z /{rst + Op (1) 07

~

e, como Y  E (98 - 6’S> =B (0) e como 0, (1) é um valor desprezivel, obtém-se

Z HTSB (9) = (Z KJStK}rs,t + % Z Hrst) ) <C7)
s s,t s,t

cuja inversao resulta em

( ) > R (ms,w%mst), (C.8)

s,t,u

para r = 1,2, ...,p até ordem n~!. Esta férmula (C.8) é devida a Cox e Snell (1968) e através
desta obtém-se o viés de ordem n~', O (n™!), da estimativa de mdxima verossimilhanga em
modelos multiparamétricos. Para a utilizagao da férmula (C.8) basta conhecer a matriz inversa
da informacao de Fisher, os cumulantes com relacao a todos os parametros e as identidades de
Bartlett.
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Estimativa corrigida de segunda ordem

A grande utilidade da equagao (C.8) é definir um estimador de méaxima verossimilhanca

corrigida até ordem dois, O (n™?), que ¢ dada por
0, =0-B (9) , (C.9)

onde B() é o viéss B() avaliado em 6. O estimador de mdaxima

verossimilhanga corrigida 6, ¢ de ordem dois, O (n™2) .
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Apeéendice D

Cumulantes dos MLGD

Funcao densidade de probabilidade

Py 0,0) = exp [ {yi01 — b (1) + c(y)} + di (yi) + dz (&)

Log-verossimilhanca

CB,7) = didubi = b (6) + ()} + da () + da (&)

D.1 Calculo de U, e &,

Para obter o cumulante x, calcula-se o valor esperado da derivada da log-verossimilhanca

nT:E(%ﬁl;%)) = E(U,).

com relacao a f3,, isto é,

Entao, pela regra da cadeia em,

ol (5;;%) (‘38; a#l 3m

Ur = 00, (9,ul on, 0pr’

Em ordem, a primeira parcela,

oL ( 5la71 b(0;)
891 Z¢l{ Y — 891 }7

m m 9b(61)
as como gl = i

ag ﬁla'}/l Zgbl {yl Nl
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a segunda parcela,

90, -1
— =V
aﬂl (:ul) )
a quarta parcela,
o,
— =2, D.1
opr ! (D-1)
pois,
m =B+ bran + ... + o + ..+ Bpaip.
Portanto,
Upr=> o {u—m}V () 18—77’%' (D.2)
l

=1

Portanto, o cumulante k, sera,

Ky =0, pois E (y; — ;) = 0.

D.2 Calculo de U,, e k,

_ L (B, M) - 0 ot (By,7) N
s ‘E( 95,00, ) -F (aﬁs ( o7, )) =B

Aplicando a regra da cadeia em

& 10
(Z Sy — w3V ()™ 8—’”%)
s =1 Yy

n 1 o i v (1) Ay
- Z X { V) om (v = ) {V ()} Oy } Tis

0
U?"S - 8/8

2 2
n 1 Oy _ B v oy
- Zﬁbﬂlrl‘ls V) ( M (Wi —m) {V(m)}¥ <8m>

32
I=1 + =) V(iu) 877?
2 2
n 1 % _ _ L %
= (yl ! ) L 8_M2lxlrxls
=1 UV V() on;

onde V(1) = V()
Opy

Aplicando a esperanga em (D.3) tem-se

n
2
,f:§¢ S S (-/7700 R
" PL V) \on ) s f
=1
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denotando

1 Oy ) :
R — = W s D4
V() (3771 : (D4
conclui-se que
= — Z ¢lwl.’lﬁlr$15. <D5)
1=1

D.3 Calculo de U, € kg

_ P (Br,m) _ 9 (*L(B,n) _
fra =& (8@8@8@) - (8@ ( 98,03, >) = B0

Derivando (D.3) tem-se

VO o\’ 1 2| o

rst Z ¢l$lrxls ( /JJZ) + 2 ,u

(V (1))* \ Oy V() o [ on™

’ o ()

n V() \ Om )

— , _ VOV (u)—2v® (o -
Z DT Tys + (?/l ﬂz) (V(;l)) <6n5> an Tt
=1 82#1 v

at (W= 1) e

v O %y

n r 1 du B
+ Z oy Vi on onf T W ”l) (V (u))? O o}
1 IrLls ‘93#1
+ (U = 1) Ty

] LirLisTig

A seguir, calculando o valor esperado de U,z obtém-se

(- () + 2 (59) 22

u T WVou)? \ o m)

Rrst = — Z ¢l l 3 LirLisTig,
— _ ) vw (w) +< 1 u%)

(V())? \ Om V(u) on7 0

e denotando

&)
|1:

—_
S5
=
(S5
[
| =

f = ma—a— e (D.6)
v Oy ) ’ D
— S , 7
' = I 7 (>0
resulta em .
Kpst = — Z & (f +29) xp2500. (D.8)
=1
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D.4 Calculo do /-@g)

L(T) _ Okirs  OKys % 0T
" 8’7T 8¢z Ty 87T

Aplicando a regra da cadeia em (D.5) tem-se que

n
(1) _ 09,
Rpg” = — wlxlrxlsgslT

=1 L

D.5 Calculo de Uyg € kyr

_ PLBrm) ) _
ran= (5 any) =7 0

Assim, derivando (D.3)

ot} ()
UstR = - Z ) 1‘/(“ Ay o _Tl-fljlsajstisa
=1 ( ) ( D) 8771 a

agora, aplicando a esperanca na equagao anterior obtém-se,

n

_ 1 O\~ 99,
RstR = Z v (Ml) (a7h> or = LisTstSIR

=1

e de (D.4) resulta que

KstR = Z wz JCzsIstSlR (D.10)

D.6 Calculo do qu(ﬂ?

87’3 arsa
pt) — Ghrs _ Ohrs O

" T08,  ow on "
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Utilizando (D.5),
0 = 2 ou
® —_— =2 |_ _ 1 Oy ZH
Rpg = a,ul [ lzl ¢l { V() ( 7];) LirTs }] anl Tyt

- Vo ’ 1 0P Opy
= - ) (—) +2 —— ¢ Ty XysT
—1 : {V () \ Oy V() o7 O, e

e utilizando (D.6) e (D.7) na equagao anterior tem-se

KD == "¢ (f + 9) mptisn. (D.11)
=1
D.7 Calculo da Uy
UR — 8€ (6[7 Fyl)
IR

Derivando ¢(3;,7,) com relacao a -y obtém-se

Un = 5o (Z o1 {16y — b (01) + ¢ (u)} + dh () + <¢l>) ot
= Z [{ylgl - (QZ) + c(yl)} + dd;q(sjbl)} g—ijZR- (D.l?)

=1

D.8 Calculo de Ugg e kgg

b — E 9 (9(B,m) — E(Uns
(s (F5)) ~ e

375 aVR

Para este cédlculo é necessério obter o valor esperado de ¢ (y), obtido a seguir.

D.8.1 Calculo do Valor Esperado da c(y)

De (D.12) e pelas condigoes de regularide pp = E (Ug) = 0 e como E (y;) = p,; tem-se que

FE |:{ylel —b (91) + C(yl) g_fZSlR + ddfj—q(ﬁjzsl)g_ﬁsl}z} 0
|:{E (ylel) - b (8) + E (C (yl))} + dd;q(j)l)} Z—fisl}g O
b —b(0;)+ E(c(y)) + dd. (91) 0,

de,
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e portanto,

E(c(y)) =— {m&l —b(0) + dd;;?l) } . (D.13)

Para obter o cumulante krg sera calculado a seguir Ugrg.

n 82
Uns = 3 b~ b(0) + )} S Lsinsis
=1 t
ddy () (06 ddy (¢,) 0%,
i S VAN Bl — D.14
+ d</512 (87;) SirRS1S + do, aTZQ SIRSLS ( )

Aplicando esperanca em (D.14) e utilizando (D.13) o cumulante krg resulta em

" d2d 9o\’
RRs = lzl ngb(l;bl) (a—fj> SIRSIS - (D15)

D.9 Calculo do “g)s

astS . a(bl
8@ t (Z d¢l (37;) SZRSZS) >

conclui-se que

mg)s =0
D.10 Calculo do HE%TS)
(1) _ OKgs
FRS = 57T

Aplicando a regra da cadeia

o _ 9 d*dy (¢,) (%)25 .
RS 87T d¢12 87—[ IR>IS

d {deQ (9 (%) L (6) a?abl} 0
1

- 1= d¢; oTy de? Ot} (9_lsl RSISST
— n d3d2 (¢l) 0¢l 3 a2d2 (¢l) 92 ¢l a¢l
: ; { o <5_ﬁ> TE 00 or or [ ST (D.16)
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D.11 Calculo de U,5 e k,g

. 826(517%) _ 9 8“@’%) —
firs = E( 93,07 > =F (875 ( a5, )) = B,

derivando pela regra da cadeia a (D.2),

=1

_ 0 - - _1 01y P,
Urs = o, (Z Gy — V() anlfclr) o7, Sis

1 0y 0
=> (= m) V()" a—:a—ﬁxzrsls. (D.17)
=1

Portanto, aplicando esperanga em (D.17) obtém-se

KRrs = 0. (D18)
D.12 Calculo do '
(1) _ Ok, s
rS 8’7T

Portanto, pela equagao (D.18) observa-se que

K =0 (D.19)

D.13 Calculo do k,g1

o PB) 0 ((Br) )Y _
frsr = & ((%ﬁ%aw) ‘E<aw< 05,075 )> ~ s

Logo, derivando pela regra da cadeia (D.17) com relagao a v,

_ ” L O 99, on
Usr = (Z (v — 1v) V (1) O, 071 TirSis oy

=1

0
87'[
S YT R . LA
2 1 — 1y V(Mz) 8771 87'12 IrS18SIT-

Portanto, aplicando esperanca tem-se que
RyeST = 0. (DQO)
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D.14 Calculo do kgt

M4 (55: 71)

st = B <3VR<97537T

) = EUnsr)

Assim, calculando

I 0 |< {y— b () +c ()} & 57 2 LSIRSIR
RST = 7 — >
O |1 | +° Z;M (g-ff) SIRSIS + jf”%il SIRSIS
B L i + Lo ()’
= d¢2 87’1 87’ dd)l 87—1
e aplicando a esperanca e utilizando (D.13) resulta em
[ Lda(0) (06) | Jdda(9) 6, 06
KRST = — | = | +3——="F—55 | sirsisSir-
wor =30 000 (22)" 4 o P T
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Apeéendice E
Cumulantes dos MNLFED

Funcao densidade de probabilidade

p(yi:0,¢) = exp (¢, {yi — b (1) + c ()} + di (i) + da (&))]
Log-verossimilhanca

CB) =D o {mbr —b(0) + c ()} + di () + dz ()]

=1

E.1 Calculo de U, e k,

Para obter o cumulante x, calcula-se o valor esperado da derivada da log-verossimilhanca

com relacao a (3,, isto é, k, = F (%ﬁ’j”) = F (U,). Assim, pela regra da cadeia obtém-se

- ol (557%) 00, aﬂl 5m

U, = —CLIL SR
00,  Op, On; OPr
logo,
oL (B;,7;) . - { ob (91)} 00, O, O,
a5, ; VT 86, | B on, 95
como %0911) =, g—zll = ﬁ e denotando
on, _
a_ﬂr = (r)
tem-se que




Portanto, aplicando a esperanca o cumulante

Kk, = 0.

E.2 Calculo de U, e ks

Por (E.1) tem-se que

U - Z o (=) )

00, V() Oy
@ (ow\?
n Ty ) {vvml);? (8%) (r:5)
- Z P + (g — ) V(lm) %Wllg (7, 3)1 ’
=1
+ (g0 — ) v(lm) g—’;j (Ts)l
em que
an, an, Oy ny ay _ 9V ()
_ = _ = = V =
905 (5) 90r 03 (r;s), Bprog, (rs), e By
Portanto,

Kirs = B (g — {_V(lm) @_Z)Z (r’ S)}> ’

logo, como (D.4) conclui-se que

E.3 Calculo do /Q&Q

8 TS
o) — Ghirs

TS 8/6t

Portanto, derivando (E.2) com relacao a 3, tem-se
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(E.3)



3

. _ v (o L o m 1 owm P
S o { Tou () + i et v o 8n?l}(r’ 5:1)
N S )

0,
= iy (%) {0 st) + (s,7))
e por (D.6) e (D.7) tem-se que
WO = S o+ a) (1) 4w (G t) + 5, 70)] (E4)

=1

E.4 Calculo de U, e k,4

o — (M) _ E{ 0 (‘W (5“”))} — B (Uy)

90,008,005, 98, \ 08,00,
Derivando (E.2) e denotando 2 gﬂ(“ ) — v tem-se
1

Y (2) . — 2y 2 (5,0,

2\ % a_
U, Z &, V() *711 Y V(
—vy (%) {rts) + (st,))
( VOV () —2vD (o) )
— (Y — ) W a_ml (7, Svt)l
n _y ) ou
+3 ¢ iy (3) (r5.0)
: Y ) YO 0w Py gy
_ Y — 1y V(i )2 gm 877l2 ISR
) o
. (yl :U’l) (v ‘z ))2 (a_nj) {(Tt?8>

L v\ o 8
. {_V(u_z) (v — ) <v<ul>f} o o7
d
- Z g + (v =) (1111) anfgiil (
=1 82
— (i — 1) v(l M {(7"5 s), + (st,7),}

n 1 (%)Q(TS t)—( )L(%)Q(m t)

+3 4, V(e \ om TR WG \om O
i o

1=1 + (=) v ( D 3,, F(rs, ), 4 (ye— ) V(#z) al,;; (rst),

Portanto,
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3
v (o 1 %32#
n V()2 avf) (8, 0)1 = 250y oy a2 (7555 1),
B v (9
Krst Zcbg V(luz ( m) [(s,7t) + (1, st)] + Ta? (V )2 ( ‘;;) (r,s,t),
- Lo iy (rys,t), — o2 (a—“>2(t )
L V(i) Oy om? V() \ on ’
n v O Py 1 9w 9Py
_ Z¢l [ V() ( > )8 on V() Omy 37712} (T’S’t)l
)
= s (#) [(s rt) + (r, st) + (t,7s)]
De (D.6) e (D.7) Kyg resulta em

Rprst = — Z ¢l (fl + 29l> (Ta

=1

E.5 Calculo do x;s;

3’t>l + w {(Ta St)l + <3>tr)l + (t7 Ts)l}

Rrst E(UrsUt>
De (E.1) e (E.2) tem-se que
( 1 1 o 2 op,
“rtmety 0= m) () 5 000
Ut = g, | 00 () T (%) o (1) (1)
C + (= ) (5 — 1) V(LZ)V@J_)%W’;’?,—;‘;(TS)Z(t)j
+ (o= 1) (95— 1) gy oot (73 ()

e portanto, o seu cumulante resulta em

3
\%4C) ou 1 82, O
Kooy = Z ¢l2 -V (yl) (V(Hl))3 (8_7]§> (T; Sat)l + V (yé) (V(Nl))Q 877?1 (977; (T, S,t)l
7 +V (y) L om (rs,t)
l ) @y \om ) (780
mas, como V (1) = ¢~ 'V (1),
3
_ Vo o 1 P Ony
K = Z¢ { (V(m))® (8771> + V() on? 77; } (T, 3>t)l
rs,t T 1 ,
| ot () s
Vi) \ Om TSN




que de (D.6), (D.7) e (D.4) resulta em

Frst = D &y lgu(r,s, 1), +wy (t,7s))]

l

E.6 Calculo de Uy

— ot (6[7 Fyl)

U
f 873

Pela regra da cadeia,

U, — oL (B, ) O¢y 0Ty
R =

olo) 3_713%2
- ddy (¢l) gy 01y
= 6, —b(6;) + + —_—
> |00 ety + T G5
denotando 5 96 ddy (&)
o 9o _ 2\P1) _
8’YR (R)l ) 37’; ¢1l d¢[ dll
obtém-se

Ur =Y [{uibi = b(00) + ¢ (1)} 6 (R), + dudy (R),]-

=1

E.7 Calculo de Ugg € kprs

(B d (ot(B,)\ _
KRS_E(W) _E{G’YS ( OV )} = £ {Uss)

Derivando (E.8),

_i . %87’1 dd2(¢l)% 87’[
s = 5 2 R ) e T e

Denotando

87; aTl

IR Ovs

627'1
7S b - 4 —
( )l OvRrOVs

0? d?d
( )la 87?:(/521 6%:@1

e por (E.7) obtém-se
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Urs = Y Al —b(0) +c(w) (6 (R, S), + &1y (RS),)}
+ Z {dﬂ <¢1l>2 (R, S)l} + Z {01y (R, 5)}
l l
+> {dudy (RS),}.

E aplicando a esperanga e de (D.13) resulta em

kps = Y da (6y)* (R, S),. (E.10)

E.8 Calculo de U ](%TS) e do cumulante “gs)

(1) _ OFRs
N

Derivando (E£.10),

,fg:g) = Z@ [day ( (61)° (R, S),]
— Z {ds (6y)° + 2di¢y 6 } (R, S, T),
1

+3 " dar (6)* {(R.ST), + (S, RT),} (E.11)

E.9 Calculo de Ugrgr e do cumulante xrgr

Krst = I (M) =k ( 0 (626 (@fh))) = E (Ursr)

0ROV 5OV T Oy OOV
Denotando Fo B (@)
1 2 \ Py
—= = — =
67'? ¢3l € d¢? 35
obtém-se
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¢3l (R7 S? T)l + 92521 (RT7 S)l
Urstr = Z (0 —b(601) +c(y)) | +¢o (ST, R), + ¢y (RS, T),
l +¢q, (RST),

dsi (64,)° (R, S, 1), + 2dy ¢y dy (R, S, T),
*Z{ +dy (¢4)* {(R. ST) + (S, RT)} }

dopy 09 (R, S, T) + dyos (R, S, T)
+dugy {(R,ST), + (S, RT),}

dyy (S, RT) +dll¢21 (R, ST)
+dudy by (R, S, T), + dugy, (RST),
1,0

L= b(0) + ()] (63) + day (61,)° (R,S,T),
+2d2l¢1l¢21 + d2l¢1l¢2[ + dll¢3l

(R, ST)

(W6 — b (61) + ¢ (1)) boy + duchy, :
Z{ oy (y)? }{ +US AT, }
F

+ (T7 RS)I
(w0 — b(0)) +c (1)) o1y + dugy ) (RST),

Agora, aplicando a esperanca obtém-se

KRST = Z {ds (61)° + 3dy¢y o} (R, S,T),
I

+ 3 {da (61)°} {(R. ST), + (S, RT), + (T, RS),} (E.12)

E.10 Calculo de Uiy € do cumulante xpy;

(B o (LB _
i = B (maﬂsaﬁt) -F (fwt < 105, )> = F k)

Derivando (E.8) tem-se que
“~ 0
Ups =
* ZZ 5,

1 Oy
= Z(yl_ul)‘/(ul)an ()¢1l( )

=1

0, —b(01) +c(y)} ¢y (R), + dudy (R))]

E aplicando a esperanca tem-se que
Kkrs = 0. (E.13)
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Em seguida derivando com relacao a (3,,

= 3 ) R

URst ; aﬁt {(yl /’Ll) v (/,Ll) anl (S)l (bll( )l}

(Y — 1) V(lm) [(?92—,;;21 (s, t)l + g—ﬁl’ (St)l]
2

Y ou(®) e

2
o v (1) 19]
Vi) (6_;7;5) + (= ) vy (a_Zf) } (s:0);

Portanto, o cumulante serd

n

1 8Ml>2
a. ¢ R,S,t
—1 V(1) <3m ul )

RRst = —

e de (D.4)

RRst = — Z wl(bll <R7 S, 2f)l : (E14)
=1
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Apeéendice F

Programa de simulacao para inversa

gaussiana

Listagem F.1: Programa de simulacao para varidvel resposta inversa gaussiana

/*************************************************************

/ * SIMULACAO: MODELO INVERSA GAUSSIANA

/ * MNLFED

/+*  VRESPOSTA DE Y : Inversa Gaussiana

/ * SUBMODELO DA MEDIA: MODELO DE GOMPERTZ

/ * SUBMODELO DA DISPERSAO: MODELO EXPONENCIAL

/ * COVARIAVEL DO SUBMODELO MEDIA: X : U(0,1)

/ * COVARIAVEL DO SUBMODELODISPERSAO: S1 : U(0,1)
/ * S2 : U(0,1)

/*************************************************************/

options nonotes nodetails; libname libref ”f:\marga”;
libname out f:\marga”;
%macro geracao (quantidade=m=);

/% Inicializacao do Vetor das Estimativas * /
data out.estimativas; betal = 0; beta2 = 0; betad = 0; gamal =
gama2 = 0; vbetal=0; vbeta2=0; vbeta3d=0;vgl=0;vg2=0;
cbetal=0;cbeta2=0;cbeta3d=0;cgl=0;cg2=0;stddevbl1=0;
stddevb2=0;stddevb3=0; stddevgl=0;stddevg2=0;

run ;
/* Simulacao das Matrizes dos Modelo * /
data out.dados(drop=i);
do i=1 to &m;
x1 = uniform (i+12);
sl = uniform (i478);

94

0;



33

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

s2 = uniform (i+91);

/ * Submodelo da Media mu dispersao phi
mu = Ixexp(—exp(2—3%x1));
phi = exp(1.5%xs1+2.5%s82);
output;
end ;
run;
%do 1 =1 %to &quantidade
/ % Simulacao da Variavel Resposta Dado X e S Com
Distribuicao de Probabilidade inversa gaussiana * /
proc iml;

use out.dados;
read all;
close out.dados;
y = j(&m,1,0);
do j =1 to &m;
y[j] = normal (j+ankei +62579)xx2;
end;
pl = mutmufH2ty /(2#phi);
p2 = —mu/(2# phi)#sqrt (4smugp hidy-nudH24y #42);
x = plip2;
out = j(&m,1,0); u = out;
do j =1 to &m;
ulj] = uniform (j+&ar&i );

end ;

do j =1 to &m;

if ulj] <=mul[j]/(mu[j]+x[j]) then out[j] = x[j];
else out[j] = muljl##2/x[j];

end ;

saida = out || x1]]sl]]s2;

create out.saida from saida;
append from saida;
quit ;

/ * Estimativa de Maxima Verossimilhanca para Beta

Independentemente de Gama * /
proc nlp data = out.saida tech=tr noprint
outest=out.emvsbeta (keep=betal beta2 beta3d _type_
where=(_type_ in ("PARMS”)));

max | ;

parms
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67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

7

78

79

80

81

82

83

84

85

86

87

88

89

90

91

92

93

94

95

96

97

98

99

100

101

102

103

104

105

betal =1,
beta?2 = 2,
betad = 3;
gamal = 1.5;
gama? = 2.95;
y = coll;
xl = col2;
sl = col3;
s2 = col4;
mu = betalxexp(—exp(beta2—beta3*x1));
phi = exp(gamalssl4+gama2xs2);
teta=—1/(2xmux*2);
bedeteta= —(—2xteta )*x.5;
cdey=—1/(2%y);
L. = phix(yxteta—bedetetatcdey)+.5xlog(phi);
run ;

Estimativa de maxima Verossimilhanca para Gama
Independentemente de Beta * /
proc nlp data = out.saida tech=tr cov=2 vardef=n pcov noprint
outest=out .emvsgama (keep=gamal gama2 _type_ where=
(_type_— in ("PARMS” ,”COV2:H”)));

max | ;
parms
gamal = 1.5,
gama2 = 2.5;
betal = 1;
beta2 = 2;
betad = 3;
y = coll;
x1 = col2;
sl = col3;
s2 = cold;
mu = betalsxexp(—exp (beta2—betadxx1));
phi = exp(gamalxsl+gama2*s2);
teta = —1/(2+%muxx2);
bedeteta=  —(—2xteta )*x*.5;
cdey = —1/(2xy);
L = phix(yxteta—bedetetatcdey)+.5*%log (phi);
run;
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109

110

111

112

113

114

115

116

117

118

119

120
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123

124

125

126

127

128

129

130

131

132

133

134

135

136

137

140

141

142

143

144

145

/ *

/ *

/ *

data
set
run;
data
set
run;

proc

out .

out

out

out

iml:

estimatbeta (drop=_type_);
.emvsbeta; if _type_ ne "PARMS” then delete;

.estimatgama (drop=_type_);
.emvsgama; if _type_ ne "PARMS” then delete;

)

Chamando os Arquivos das Matrizes que Serao Usadas x/

use out.estimatbeta;

read all into betas;

use out.estimatgama;

read all into gamas;

use out.saida;

read all into dados;

Nomeando as Variaveis e Matrizes * /
y = dados| ,1];
x1 = dados| ,2];
sl = dados| ,3];
s2 = dados | ,4];
matx = x1;
mats = sl||s2;
betal = betas [1];
beta?2 = betas [2];
betad = betas [3];
gl = gamas [1];
g2 = gamas [2];
beta = betal//beta2//beta3d;
gama = gl//g2;
theta = t (beta);
tgama = t (gama);
p=3; q=2;
dimensao = p**2;
dimensaoq = q**2;
sgama = mats*gama;
expsgama = exp (sgama ) ;

Nomeando cl e c2 para Facilitar o Produto de Matrizes * /
cl = exp (beta2—beta3#x1);
c2 = exp(—exp (beta2—betad#xl));
phi = expsgama;
mu = betal#c2;
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149

150
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155

156

157

158

159

160
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162

163

164

167

168

169

170

171

172
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174

175

176

177

180

181

182

183

184

185

/ *

/ *

Obtendo o ¢Trao

wdebeta 1 /mu##3;
wii = diag (phi#wdebeta );
pesobeta = phi#wdebeta ;
Obtencao da Matriz das Primeiras Derivadas de Eta * /
xtill = c2;
xtil2 = —betal#cl#c2;
xtil3 = x1#betal#cl#c2 ;
xtil = xtill || xtil2 || xtil3;
xtiltwfi = t(xtil)*wfi;
kdebeta = xtiltwfisxxtil;
detkdebeta = det (kdebeta);
invkdebeta = inv (kdebeta);
Termino do Calculo da Matriz Inversa de Fisher para Beta * /
zdebeta = (xtilxinvkdebetaxt (xtil));
diagzdebeta = diag (zdebeta );

Nomeando produtoclc2 e produtoclc2qua para Facilitar o Calculo

*/

da Matriz das Segundas Derivadas de Eta

produtoclc2 = cl#c?2;
produtoclc2qua = produtoclc24#cl;

Obtendo a Matriz das Segundas Derivadas de Eta * /
x2till =  j(&m,1,0);
x2til2 = (=1)#produtoclc?2;
x2til3 = xl#produtoclc?2;
x2til4 = betal#(—produtoclc2+produtoclc2qua );
x2til5 = xl#betal#(produtoclc2—produtoclc2qua);
x2til6 = x1##2#betal#(—produtoclce2+produtoclc2qua);

da Matriz Xtiltil * /

traco = x2till#invkdebeta[l,1]4+2# x2til2#
invkdebeta[l,2]+2# x2til3#invkdebeta[l,3]+
x2tild#invkdebeta[2,2]+2# x2t115#
invkdebeta[2,3]+ x2til6#invkdebeta [3 ,3];
quisi2 = —.5#traco;
/* Obtendo o Vies de Beta %/
biasdebeta = invkdebetaxxtiltwfixquisi2;

/* Obtendo Beta Corrigido
betacorrigido
tbiasdebeta =
tbetacorrigido =

Vies de Gama

phigf#2

Inicio do Calculo do

fiqua =

98
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beta — biasdebeta
t (biasdebeta );
t(betacorrigido );
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188

189

190

191

192

194

195

196

197
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199

200

201

202

203

204

207

208

209

210

211

212

213

214

215

216

217

218

219

220

221

222

223

224

225

ficubo = phi##3;

d3 = 1/ficubo;
d2 = —.5/fiqua;
Obtendo a Matriz das Primeiras Derivadas de Tau %/
still = expsgama#s]1 ;
stil2 = expsgamazts?2 ;
stil = still || stil2;

Inicio do Calculo da Matriz Inversa de Fisher para Gamax/
wdagama = —d2;
stiltwdagama = t(stil )xdiag(wdagama);
kdegama = stiltwdagamaxstil ;
invkdegama = inv (kdegama ) ;

Termino do Calculo da Matriz Inversa de Fisher para Gama */
zdegama = diag (stil*invkdegamaxt(stil));
pisil = Sxinv (diag (wdagama))* (zdegamax

(diag(d3))+diagzdebetaxdiag (wdebeta));
Obtendo a Matriz das Segundas Derivadas de Tau * /
s2till = s 1##24#expsgama ;
s2til2 = s1#s2#expsgama;
s2til3 = S2#H2Hexpsgama ;

Obtendo o ¢Trao da Matriz Stiltil * /

tracogama = s2till#invkdegamal[l,1]+2# s2ti112#
invkdegama [l ,2]+ s2til3#invkdegama [2 ,2];

um - i(&m,1,1);

pisi2 = —.5xdiag(tracogama);

pisi = (pisil+pisi2 )*um;

Obtendo o Vies de Gama * /
biasdegama = invkdegamaxstiltwdagamax pisi ;
gamacorrigido = gama— biasdegama;
tbiasdegama = t (biasdegama );
tgamacorrigido = t (gamacorrigido );
varibeta = vecdiag(invkdebeta);
erropadbeta =  t(varibeta##.5);
varigama = vecdiag(invkdegama );

erropadgama=t (varigama#+#.5);

nomes = {"betal” "beta2” "beta3d” ”"gamal” "gama2” ”vbetal”

"vbeta2” "vbetad”’vgl” "vg2” "cbetal” ”"cbetal”
"cbetad” "cgl” "cg2” "stddevbl” "stddevb2”
"stddevb3” "stddevgl” "stddevg2”};

dadosl = theta||tgama||thbiasdebeta || tbiasdegama ||
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226 tbetacorrigido || tgamacorrigido || erropadbeta ||
227 erropadgama;

25 create out.saidapar from dadosl[colname=nomes |;

220 append from dadosl;

230 quit ;

231 proc append base=out.estimativas data=out.saidapar;

232 Trun;
233 data out.est;

234 set out.estimativas ;
235 if betal = 0 then delete;
236 T'UN ;

a7 Joput &1

238 Jend ;

20 Ymend geracao ;
200 Yogeracao (quantidade=10000,m=60);
221 proc means data = out.est; run;
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