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RESUMO

O problema de alocagdo de gés de injecdo com restricoes de alinha-
mento pogo-manifold e restricoes de pressao no sistema de producao
é um problema néo linear inteiro-misto de dificuldade consideravel. A
complexidade deste problema reside na natureza das decisoes discretas
do alinhamento e nas nao linearidades presentes nas curvas de producgao
dos pogos e de queda de pressao nas tubulacoes.

A abordagem de solugao utilizada neste trabalho é a reformula-
¢ao deste problema em programas lineares inteiros-mistos com o uso
de ferramentas de linearizagao por partes para fungoes multidimensio-
nais. Foram desenvolvidas sete reformulagoes lineares inteiras-mistas,
considerando aproximacoes por hipercubos e por simplexes. Enquanto
a aproximacao por hipercubos é mais simples e possui menos varia-
veis, a aproximacao por simplexes possui mais varidveis, mas é mais
detalhada.

Foi apresentada uma andalise computacional destas formulagoes
para um cenario modelado a partir de um sistema de producao sintético
construido com uma ferramenta de escoamento multifasico. Para ava-
liar o desempenho das formulagoes desenvolvidas, foram considerados
cendrios com diferentes disponibilidades de gas no compressor e diferen-
tes qualidades de aproximacao. Os resultados da anélise computacional
mostraram que, para as aproximagoes por hipercubos, o modelo SOS2
teve melhor desempenho na maioria dos cenarios. Para as aproxima-
¢oes por simplexes, o modelo Log teve o melhor desempenho dentre
os modelos. Considerando ambas aproximagoes, para um cenario com
qualidade de aproximagao fina e com uma restricao mais apertada na
disponibilidade de gas de inje¢ao, apenas o modelo Log conseguiu obter
a solugao 6tima para o problema.

Palavras-chave: Linearizagao Por Partes, Func¢oes Multidimensio-
nais, Programacao Inteira-Mista, Alocagao de Gas de Injegao, Restri-
¢oes de Pressao.






ABSTRACT

The problem of allocating lift-gas to oil wells subject to well-manifold
routing, and pressure constraints in the production system is a mixed-
integer non-linear problem of considerable difficulty. The complexity of
this problem rests on the nature of discrete decisions of the routing and
the non linearities of the well production curves and pressure drops in
the pipelines.

The solution approach used in this work is the reformulation of this
problem into mixed-integer linear programs with piecewise-linearization
tools for multidimensional functions. Seven mixed-integer linear refor-
mulations were developed with hypercube and simplex approximations.
While the hypercube approximation is simpler and more compact, the
simplex approximation has more variables, but is more accurate.

A computational analysis of the application of these formulations
to a synthetic production system represented in a multi-flow simulator
is presented. In order to evaluate the performance of these formulations,
instances with different availability of lift-gas in the compressor and
different qualities of approximation were considered. The results of the
computational analysis showed that the SOS2 model solved the problem
faster in most instances of the hypercube approximation. With simplex
approximations, the Log model was faster in all scenarios. Considering
both approximations, when the quality of approximation is accurate
and the lift-gas availability is low, only the Log model obtained the
optimal solution.

Keywords: Piecewise-linearization, Multidimensional Functions, Mixed-
Integer Programming, Lift-gas Allocation, Pressure Constraints.
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1 INTRODUCAO

Embora os recentes avancos tecnolégicos tenham ampliado a di-
versidade de alternativas energéticas disponiveis na sociedade, o petro-
leo ainda é a principal fonte de energia do mundo moderno. Além de
combustivel, esse 6leo de origem féssil também estd presente em diver-
sos produtos incorporados no nosso dia-a-dia, como fertilizantes, tintas,
borrachas, além dos derivados do petrdleo, os quais substituem uma
grande quantidade de matérias-primas. Ainda hd uma grande quanti-
dade deste recurso disponivel no planeta, entretanto, por ser uma fonte
de energia nao-renovavel, ele se esgotara. Como consequéncia, a medida
que estes hidrocarbonetos sao extraidos, mais caro e dificil se torna seu
processo de extragdao. Além disto, a demanda crescente por petrdleo
e a competitividade dos mercados levam as indtstrias a inovarem em
tecnologia com o objetivo de otimizar o processo de produgao e reduzir
os custos operacionais.

O réapido desenvolvimento das tecnologias de hardware e soft-
ware, como as tecnologias para medicao digital e para processamento
de dados, tem possibilitado a aplicacao de técnicas avancadas de auto-
magao no processo de producao dos pogos. Com a integragao destas
tecnologias com os sistemas de informagao digital, as operacoes tem se
tornado mais flexiveis, resultando em custos operacionais reduzidos e
em um aumento do fator de recuperagao dos reservatérios (BOOTH-
ROYD, 1994; YETEN et al., 2004; CAMPONOGARA et al., 2010;
CAMPOS et al., 2010).

Essas inovagoes e as demandas pelo uso eficiente das novas tec-
nologias deram origem ao conceito de Campos Inteligentes, também
conhecidos por Smart Fields, Intelligent Fields, e, na Petrobras, pelo
nome de Gerenciamento Integrado de Operagdes (GIOp), cuja ideia é
integrar sistemas de informacao digital com as mais modernas técnicas
de perfuragao, sismicas e de reservatério para melhorar a gestao das
operagoes nos campos de petréleo. Entretanto, os desafios cientificos
e tecnoldgicos para tornar a tecnologia de campos inteligentes em re-
alidade sao intimeros. Para isto, modelos e algoritmos que utilizem a
informacao tutil provida pelos sistemas de informagao digitais e pelas
ferramentas de simulagao devem ser desenvolvidos com o intuito de
trazer beneficios na otimizagao da produgao.

Ao longo da operagao didria nos sistemas de produgao de petrd-
leo, muitas decisoes precisam ser tomadas com o objetivo de maximizar
a producgao. Dentre essas decisbes estao a escolha da configuragao das
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valvulas, quais pogos estarao ativos e para onde serd direcionada a pro-
ducgao de cada poco, respeitando-se as restricoes operacionais como a
capacidade de processamento nas instalagoes da superficie, disponibili-
dade de gas para injecao, restrigoes de fluxo e pressao nas tubulagoes,
dentre outras. Entao, para se obter uma operagao diaria 6tima, as
interagoes entre reservatorio, pocos e instalacoes da superficie devem
ser consideradas simultaneamente. Atualmente, a operacao de campos
de petréleo em alto-mar é geralmente baseada em anélises de sensibi-
lidade com o uso de ferramentas de simulacao e heuristicas. Embora
estes métodos otimizem a producgao de dleo para casos particulares, eles
nao necessariamente determinam o modo de operacao que maximiza a
producao de petréleo didria (KOSMIDIS; PERKINS; PISTIKOPOU-
LOS, 2005).

H4 diversos trabalhos na literatura que utilizam a programacao
matematica para maximizar a producao de campos de petrdleo, com
atencao especial voltada para campos em alto-mar, onde a complexi-
dade é geralmente maior (BUITRAGO; RODRIGUEZ; ESPIN, 1996;
ALARCON; TORRES; GOMEZ, 2002; KOSMIDIS; PERKINS; PIS-
TIKOPOULOS, 2005; CAMPONOGARA; CONTO, 2009; MISENER,;
GOUNARIS; FLOUDAS, 2009). Entretanto, um aspecto que ainda
possui desafios cientificos é a representagao das restrigoes de pressao
nas tubulagbes que conectam pocgos, manifolds e separadores. Sem o
tratamento explicito destas restrigoes, os planos de produgao podem
nao ser viaveis operacionalmente. Este trabalho propoe algoritmos e
modelos com o objetivo de tornar a estratégia de producao diaria dos
campos de petréleo eficiente.

1.1 CONTRIBUICAO

Quando se considera a influéncia da variagao de pressao nos ma-
nifolds e da injecao de géds pressurizado nos pocos, as curvas de produ-
¢ao dos pogos podem ser caracterizadas como fungoes nao-convexas com
dominios bidimensionais. As curvas de queda de pressao nas tubulacoes
sao funcgoes das vazoes de gés, dleo e dgua nas tubulacoes, caracteri-
zando curvas nao-lineares com dominios tridimensionais. Investiga-se
entao a modelagem de func¢bes nao convexas que, em geral, levam a
problemas NP-Dificeis, i.e., muito dificeis de se resolver, em especial,
quando tais fungoes sao multivariadas.

Neste trabalho, apresentamos um modelo em programacao nao-
linear inteira-mista para o problema de alocacao de géds sob restrigoes
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de alinhamento entre pocos e manifolds e restricbes de pressao. A com-
plexidade deste problema reside nas decisoes discretas do alinhamento
entre pocos e manifolds e nas nao-linearidades presentes nas curvas de
producao dos pogos e de queda de pressao das tubulagoes. As nao-
linearidades deste problema surgem nas curvas de producao dos pogos
e nas curvas de queda de pressao das tubulacoes.

Aqui, sdo propostas diversas reformulagoes lineares inteiras-mistas
para o problema de alocacao de gas com base nos diversos modelos
apresentados em (VIELMA; AHMED; NEMHAUSER, 2010) para re-
presentar fungoes lineares por partes multidimensionais. Em seguida,
o desempenho computacional dos modelos desenvolvidos é comparado
para aproximagoes com representagoes por triangulacoes e por hiper-
cubos.

Podemos sumarizar as principais contribuigoes deste trabalho
como segue:

e Formulacdo em Programagao Nao-Linear Inteira-Mista (MINLP)
do problema de alocagao de gas sob restricoes de alinhamento
entre pocos e manifolds e restrigoes de pressao;

e Sete reformulagoes do problema com Programagcao Linear Inteira-
Mista (MILP), obtidas com o uso das ferramentas de linearizacao
por partes multidimensional e

e Analise de desempenho das formulagoes MILP desenvolvidas para
duas aproximagoes diferentes.

1.2 ESTRUTURA DA DISSERTACAO

Esta dissertacao esta dividida em seis capitulos e um apéndice.
No Capitulo 2 apresentamos com mais detalhes o cenério do problema
na 6tica da engenharia de petréleo, revisando conceitos sobre elevagao
artificial por injecao continua de gés e restrigoes de pressao, conside-
rando o estado da arte dos trabalhos desenvolvidos nesta drea. Ainda
neste capitulo, é apresentada uma formulagao matemaética para o pro-
blema resolvido nesta dissertacao em programagao nao-linear inteira-
mista.

O Capitulo 3 apresenta os modelos lineares inteiros-mistos para
representar funcoes lineares por partes multidimensionais, os quais ser-
vem como fundamentagao tedrica para o trabalho desenvolvido nesta
dissertacao.
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O Capitulo 4 apresenta as reformulagoes lineares por partes do
problema modelado como um programa nao linear inteiro-misto exibido
no Capitulo 2 com base nos modelos apresentados no Capitulo 3.

O Capitulo 5 apresenta o modelo do sistema de producao que foi
utilizado como instancia para o problema resolvido nesta dissertacao
e uma andlise computacional dos formulagoes lineares inteiras-mistas
desenvolvidas no Capitulo 4 para aproximagoes com hipercubos e com
simplexes.

O Capitulo 6 apresenta o sumario da dissertacao, sintetizando
os resultados alcancados e as perspectivas de trabalhos futuros.

Por fim, o Apéndice A apresenta conceitos e ilustracées que po-
dem auxiliar no entendimento dos conceitos apresentados neste traba-
lho.
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2 DEFINICAO DO PROBLEMA

Um sistema integrado tipico de produgao de gés e éleo consiste
em: (i) o reservatério, que é definido como uma regido da superficie
que contém dleo, gés e agua saturados no espago poroso de uma rocha
permedvel; (ii) os pogos produtores, que transferem os fluidos do reser-
vatério para manifolds; (iii) o manifold, onde as vazodes que vém dos
pogos sdo misturadas; (iv) as tubulagdes que conectam os manifolds as
instalagoes na superficie; (v) os separadores, os quais sdo os sistemas
de tratamento primdrio da produgao, onde os fluidos sao separados em
6leo, gds e dgua; e (vi) compressores para disponibilizar gds para pogos
com elevacao artificial por injecao de gas. A Figura 1 ilustra um sis-
tema de produgao tipico onde hé o reservatorio, cinco pocos produtores
escoando dleo, gas e dgua para os concentradores, chamados manifolds.
Entre os pogos e os manifolds, ha valvulas de alinhamento que sao res-
ponséaveis por direcionar a producdo de um pogo para um manifold. As
véalvulas de alinhamento direcionam a producao de um pogo para um
determinado manifold. Em seguida, a producao chega a um separador
que separa as fases e direciona o gds para um sistema de tratamento e
compressao de gas, o qual contém um ou mais compressores. Parte do
gas pressurizado serd exportado e parte serd injetado nos pogos com
elevagao artificial. A vazdo de gds pressurizado que é injetado em cada
poco é regulada pelas valvulas, denominadas chokes de injecdo. A agua
é geralmente enviada para um estagao de tratamento e o éleo enviado
para exportagao.

A produgao de petréleo é geralmente limitada por condigoes fi-
sicas do reservatorio, pocos e pela capacidade de processamento e ar-
mazenamento de fluidos nas instalagoes da superficie tais como capa-
cidade de compressao dos compressores, limites operacionais de vazao
dos fluidos nos pogos, restrigoes de pressao entre os pocgos, manifolds
e separadores, dentre outros. Ao longo da operagao diaria, essas limi-
tagoes devem ser consideradas no conjunto de decisoes tomadas pelos
operadores humanos a fim de maximizar a producao de éleo. Dentre
essas decisbes estao a escolha da configuragao das valvulas que regu-
lam as vazoes, a escolha dos pogos que produzirao em um determinado
momento, o alinhamento entre pocos, manifolds e separadores.

Atualmente, a operacao didria de pogos em alto-mar é geralmente
baseada em anélises de sensibilidade, usando ferramentas de simulacao
e heuristicas. Embora estes métodos otimizem a produgao de éleo para
casos particulares, eles nao necessariamente levam a utilizagao de um
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Sistema de tratamento e separago de gas

_‘4

Valvulas de Alinhamento

Oleo + Gas + Agua

Manifolds

Sisterma de trfamento de
agua eiexportdcdo de dleo Oleo-Agua

Gas Pressurizado para
Injetar nos Pogos

Chokes de Injegdo
de Gas

Figura 1: Sistema Simplificado de Produgao com Alinhamento e Injecao
de Gés.

modo de operacao que maximiza a producao didria. Este trabalho tem
como objetivo desenvolver uma ferramenta com base na programacao
matematica de suporte a decisdo para um campo de petréleo que é
composto por um conjunto de pogos produtores, manifolds, separadores
e tubulagoes que transportam os fluidos neste sistema.

Neste capitulo, sao revisados os conceitos da engenharia de pe-
tréleo necessarios para o entendimento do problema. Apresenta-se em
seguida os trabalhos disponiveis na literatura relacionados e é apresen-
tada uma formulagao matematica para o problema a ser tratado nesta
dissertagao.

2.1 ELEVACAO ARTIFICIAL POR INJECAO CONTINUA DE GAS

A producao de um pogo de petrdleo em alto-mar é determinada
pela diferenga de pressao entre a valvula localizada na cabega do pogo e
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o reservatorio. Quando a pressdo no reservatério é suficientemente ele-
vada, os fluidos sao capazes de alcangar a superficie naturalmente. Po-
¢os com esta caracteristica sao chamados de pogos surgentes. Quando
a pressao do reservatorio é baixa para elevar os fluidos naturalmente
ou quando a producao do pogo esta abaixo do ideal, hd a necessidade
da utilizacdo de métodos de elevacao artificial.

Um método de elevagao artificial bastante usado nos campos de
petréleo em alto-mar é a elevagdo por injecao continua de gés (gas-lift),
no qual injeta-se gas pressurizado no fundo da coluna de produgao do
pogo de petréleo com o objetivo de aumentar a producdo. A Figura 2
ilustra o método de elevacao artificial por injecao continua de gas.

Choke de Produgio
Gas + Oleo + Agua & Manifolds
o Separador

<4—— Compressor
Giés de Injegio  Choke de
Injegdo de Gas

Anular
Coluna de Produgao
& Revestimento
Valvula de

Gas-Lift

Reservatorio

S

Figura 2: Injecao Continua de Gas.

A producao dos fluidos da formacao é realizada utilizando-se uma
tubulagao chamada de coluna de produgao. O gas é injetado utilizando-
se o espago anular formado entre o revestimento e a coluna de produgao.
H& uma valvula na superficie, denominada choke de injegao de gas, que
controla a injecao de gas pressurizado. O gas pressurizado proveniente
do compressor chega pelo anular (annulus) do pogo e é injetado através
da valvula de gas-lift. A coluna de produgao conduz o dleo, gas e dgua
provenientes do reservatério até o choke de produgao. A injecao do gés
pressurizado na coluna de producgao produz dois efeitos: reducao da
pressao hidrostatica do poco, reduzindo a densidade média do fluido,
e aumento do atrito devido ao aumento do volume ocupado pelo gas
na tubulacao. Quando o gés é misturado com o éleo, o peso da coluna
de produgao é reduzido, resultando na reducao da pressao de fundo
(Pyr). A diferenca entre a pressao do reservatério (Pg) e a pressao
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de fundo (P,f) induz a vazdo de fluidos do reservatério para o pogo.
Como a pressdo hidrostatica de saida é reduzida na injecdo do gés
pressurizado, a diferenca de pressao entre o reservatério e o fundo do
poco é elevada, possibilitando que os fluidos do reservatério entrem no
poco a uma vazao maior. O bom resultado que se obtém com a injecao
de gas diminui & medida que a quantidade de gas injetada ultrapassa
um ponto 6timo, uma vez que a injegao do gas também aumenta o
atrito, elevando a pressao de saida e reduzindo a vazao.

Para determinar a taxa 6tima de injecao de gas de injegao, uma
pratica usual é alocar o gds a um pogo de acordo com a sua Curva
de Desempenho do Poco, do inglés Well Performance Curve (WPC)

(MAYHILL, 1974; NISHIKIORI et al., 1995). A WPC é uma curva

Instavel Estavel

]

o 1

(0] i

— 1
3 / !

Q ‘

"5 J |

Q Operacao Normal
] B | N

e Regido 6tima| de Gas-Lift

—és de Injecdo !

e de gas !

~ Produ¢do Maxima

1
Xmin Xmax >

Injecdo de Gas

Figura 3: Curva de Desempenho do Pogo.

que descreve a vazao de fluidos obtida em fungao da taxa de inje¢ao de
gas alocada a um pogo. A Figura 3 ilustra uma WPC tipica, onde ha
uma regiao de instabilidade, uma regiao de estabilidade e uma regiao
de vazao de injecao 6tima de gas pressurizado. Quando a capacidade
de compressao de gas ¢ ilimitada, a taxa de injegao de gas étima para
cada poco é o ponto maximo na curva de desempenho. Entretanto, a
capacidade de compressao dos compressores em um campo de petrdleo
pode ser menor que a soma das taxas Otimas de injecao para todos
os pogos. O problema de otimizacao de alocacao de gas de injecao
consiste em encontrar as taxas de gas de injecao para cada pogo que
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maximizam o beneficio com a producgao do campo sujeito as restricoes
de capacidade de compressao de gas e as demais restrigoes operacionais.

2.2 TRABALHOS RELACIONADOS: DISTRIBUIGAO DE GAS DE
INJEGAO SUJEITO A RESTRICOES DE PRESSAO

Os métodos disponiveis na literatura para a otimizacdo da pro-
dugao em campos de petréleo podem ser divididos em trés categorias:
(i) andlise de sensibilidade com o uso de ferramentas de simulagao,
(ii) métodos heuristicos e (iii) métodos de programagdo matemadtica.
H4 diversos trabalhos disponiveis na literatura que utilizam a pro-
gramacao matematica como ferramenta para otimizar a produgao de
campos de petréleo em alto-mar (BUITRAGO; RODRfGUEZ; ESPIN,
1996; ALARCON; TORRES; GOMEZ, 2002; BOGAERT et al., 2004;
KOSMIDIS; PERKINS; PISTIKOPOULOS, 2004, 2005; CAMPONO-
GARA; CONTO, 2009; MISENER; GOUNARIS; FLOUDAS, 2009).
Neste trabalho, o método para resolugao do problema de otimizacao da
producao serd um método de programagao matematica.

Nesta segao, serd apresentada uma revisao da literatura para
o problema de alocacao de gas de injecao e, em seguida, para uma
extensao deste problema em que se incorpora as restrigoes de pressao
para o problema sob a ética da programagao matemaética.

2.2.1 Alocagao de Gas de Injegao

Redden, Sherman e Blann (1974) desenvolveram um procedi-
mento analitico para encontrar a distribuicao de gés com melhor bene-
ficio econémico. O procedimento utiliza informacgoes do poco e realiza
calculos sobre o comportamento da vazao multifasica nas tubulacoes
para avaliar a resposta na vazao do pog¢o a uma alteragao na taxa de
injecao de gas. A distribuicao étima do gés disponivel foi calculada com
base na contribuicao de cada pogo para o beneficio total do sistema.
Esta solucao foi utilizada em um campo de petrdleo na Venezuela com
1500 pogos com elevagao artificial por injecao continua de gés e no
Texas em 150 pogos.

Gémez (1974) propuseram um método para ajustar os pontos a
fim de encontrar uma aproximacao polinomial de segunda ordem para a
curva de desempenho do poco. Em seguida, o problema de otimizagao
foi resolvido com o uso de Programacao Quadratica Sucessiva (PQS).
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Um dos primeiros trabalhos disponiveis na literatura para o pro-
blema de alocagao de gés em pogos operados com elevacao artificial com
base na curva de desempenho do pogo foi proposto por Kanu, Mach e
Brown (1981). O método desenvolvido, denominado equal-slope, con-
verge para uma solugao em que a inclinacao das curvas de desempenho
dos pocos deve ser igual, ou seja, um aumento infinitesimal na taxa de
injecao de gas produziria o mesmo resultado para todos os pocos.

Nishikiori et al. (1995) propuseram uma extensdo do método
equal-slope com base no algoritmo otimizacao nao-linear quasi-newton.
Este método possui a necessidade de uma estimativa inicial factivel
para que haja convergéncia do algoritmo. Em certos casos, ter uma
boa estimativa inicial configura um problema consideravel. Tanto o
método equal-slope quanto o método quasi-newton usam informacao
do gradiente da fung¢ao na escolha da diregao de busca, podendo ficar
presos a étimos locais caso a fungao seja nao-convexa. Estes métodos
baseados na inclinacao das WPC’s nao podem ser diretamente aplicados
em pocgos que necessitam de uma vazao minima de gés para produzir,
pois as WPC’s dos pocos, neste caso, ndo sao concavas.

Buitrago, Rodriguez e Espin (1996) propuseram um método para
resolver o problema de alocagao de gas que utiliza um algoritmo gené-
tico e um procedimento estocastico para calcular a regiao de descenso no
algoritmo de busca. A exploracao do espaco de solugoes factiveis pode
ser intratavel computacionalmente caso o problema possua muitas res-
trigoes, além de também nao haver garantia de otimalidade global pela
natureza probabilistica do método. De acordo com os resultados apre-
sentados neste trabalho, este método nao tem bons resultados quando
se trata de problemas com muitas restri¢coes, produzindo melhores re-
sultados em problemas irrestritos ou com poucas restrigoes.

Fang e Lo (1996) desenvolveram um método para encontrar as
taxas 6timas de injegao para o problema de alocacao de géas sob restri-
¢oes nas instalacoes de superficie. As curvas de desempenho dos pogos
foram aproximadas por um conjunto finito de pontos através de uma
funcéo linear por partes e o problema foi solucionado com programa-
¢ao linear. Como o problema foi modelado como um programa linear,
algumas varidveis discretas do problema foram consideradas continuas,
podendo resultar em solugoes infactiveis. Esta limitacao foi solucionada
com o0 uso de programacao inteira-mista em um trabalho apresentado
posteriormente em (WANG, 2003).

Vazquez et al. (2001) abordaram o fato de algumas solugoes pro-
postas para o problema de a otimizagao da produgao de dleo terem
multiplos étimos locais. Os solvers podem ficar presos em um 6timo
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local que é inferior ao 6timo global. Foi usado um solver hibrido que
consiste de um algoritmo genético e uma busca heuristica, levando a
resultados préximos ao 6timo global.

Alarcén, Torres e Gémez (2002) desenvolveram uma extensao
do método proposto em (G()MEZ, 1974) com a inclusdo de um termo
logaritmico. Os resultados obtidos apontaram que o ajuste da curva
com este termo é melhor do que o apresentado no trabalho anterior.

Camponogara e Nakashima (2006) solucionaram o problema de
otimizagao da alocagao de gis com o uso de programacao dinamica sob
uma capacidade de compressao limitada do compressor. A ativacao dos
pocos foi feita com a introdugao de restrigoes de precedéncia. Uma van-
tagem da utilizacao da programagao dinamica é que, com os resultados
intermediarios computados, encontrou-se a solu¢ao para uma familia
de problemas em toda a faixa disponivel de gas de injegao.

Camponogara e Conto (2009) resolveram o problema néao linear
inteiro-misto de distribuicao de gas, considerando os limites de inje-
¢ao para cada pocos e as restricoes de precedéncia. Eles propuseram
uma formulacao linear inteira-mista do problema com a linearizacao das
fungoes nédo lineares, o que possibilitou o uso de algoritmos de progra-
magao inteira. O problema foi solucionado com o uso de um algoritmo
cut-and-branch com cortes desenvolvidos com base em coberturas ba-
seadas no problema da mochila (knapscak). Os autores afirmaram que
os resultados numéricos mostraram que o nimero de nés explorados na
arvore de busca foi reduzido depois da insercao dos cortes.

Misener, Gounaris e Floudas (2009) consideraram o problema de
otimizar a distribuicao de uma quantidade limitada de gas de injecao
para pocgos em um campo de petréleo com o uso de técnicas de linea-
rizagao por partes. Eles investigaram quatro diferentes abordagens de
linearizacao e comparam os resultados quanto a eficiéncia computacio-
nal.

Camponogara et al. (2010) desenvolveram um método que es-
tima a WPC por meio de medigoes da pressao de fundo do pogo e com
base na disponibilidade de vazao de géas fornecido pelas estacoes de
compressao para o manifold de gas-lift. Eles desenvolveram um algo-
ritmo de programacao linear inteira-mista para solucionar o problema
de alocagao de gés com base nas WPC’s e validaram os resultados em
um simulador de escoamento multifasico denominado OLGA(©.

Codas e Camponogara (2012) desenvolveram duas formulagoes
lineares inteiras-mistas para o problema de alocagao de gas nao-linear
inteiro-misto. A primeira (compacta) foi obtida com uma aproxima-
¢ao linear por partes das curvas nao-lineares, com o usa de variaveis
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bindrias para representar a linearizacao e as decisoes de alinhamento.
A segunda formulagao (integrada) combina decistes de linearizagao e
alinhamento com o uso de uma tnica varidvel binaria. A estrutura de
ambas formulagoes foi explorada para desenvolver cortes de cobertura
estendidos. Os resultados mostraram que a geracao de planos de cortes
com o uso da formulacdo integrada torna esta formulacdo mais eficiente
que a compacta, embora possua mais varidveis.

2.2.2 Restrigoes de Pressao

Os trabalhos discutidos na segao anterior que sao baseados nas
WPC’s dos pocos assumem que estas sao independentes para cada poco.
Isto é valido grande parte dos sistemas de producao de petrdleo em
alto-mar, pois, nestes casos, o0 manifold de producao esta localizado na
plataforma de produgao. Como a tubulacao que conecta o manifold de
produgao e o separador de produgao, nesta situacao, é relativamente
curta, a queda de pressao pode ser considerada desprezivel e, portanto,
a pressao no manifold é considerada constante. Entretanto, com a
introducao de novas tecnologias de exploragao submarinha nos sistemas
de produgao de petréleo modernos, os pogos que estao distantes da
plataforma de produgao escoam sua produgao a plataforma de producgao
através de uma tubulagdao comum.

Devido a longa distancia das tubulagoes compartilhadas, a queda
de pressao nessas tubulagoes pode ser grande, variando em funcao do
volume dos fluidos em cada tubulagao. Portanto, ajustar a producao de
um pogo mudando a taxa de injegao de gas pressurizado ou a abertura
da valvula de producao afetard os outros pocos que compartilham a
mesma tubulacao para enviar os fluidos para a plataforma. A Figura 4
ilustra a vazao de liquido de um poco que nao produz agua em funcao
da injegao de gas e da variacao da pressao no manifold. Neste caso,
modelos que utilizam as WPC’s dos pogos nao podem ser aplicados di-
retamente ao problema de alocagao de gas de injecao devido a variagao
da pressao nos manifolds de producao. Para se obter resultados mais
precisos, as funcoes de queda de pressdo nas tubulagoes que conectam
0s pogos, manifolds e separadores precisam ser incorporadas no modelo
de otimizagao.

A presenca de multiplas fases na composi¢ao dos fluidos de uma
tubulacao torna complexo o célculo da queda de pressao, pois as pro-
priedades de cada fluido e as interacoes entre elas devem ser conside-
radas. Para contornar a complexidade, Beggs e Brill (1973) estudaram
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Figura 4: Curva de Produgao do Pogo.

as correlacoes entre a queda de pressao e a vazao dos fluidos em uma
tubulagao. Tais correlages foram usadas posteriormente para aproxi-
mar a queda de pressao em uma tubulacao como funcao das vazoes dos
fluidos. A Figura 5 ilustra a queda de pressao em uma tubulagao de 100
metros em fungao da vazao de gas e de liquido. Os pogos que enviam
os fluidos para esta tubulagao possuem uma fracao de agua, do inglés
Basic Sediments and Water (BSW) igual a 10.

Litvak e Darlow (1995) desenvolveram duas técnicas para repre-
sentagao das equacoes de pressao em um sistema de producao: modelos
analiticos e tabelas com os breakpoints para a pressdo. A primeira é
bastante usada na engenharia de petrdleo para a simulagao da vazao
nas tubulacoes dos pocos, valvulas e instalagoes da superficie por ser
precisa em relagao ao fenomeno fisico real. A segunda técnica modela
a queda de pressao nas tubulagoes como fungao da pressao absoluta na
saida e das vazoes de dleo, gis e agua. A fungao original da queda de
pressao é aproximada com um funcao linear por partes representada
em tabelas que mapeiam a queda de pressao associada com os break-
points de pressao de saida e as vazoes de cada fase. Embora esta técnica
seja mais eficiente quanto ao tempo computacional, o uso de tabelas
demanda uma quantidade de memoria considerdvel e pode se tornar
invidvel em redes de produgao muito extensas.
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Figura 5: Curva de Queda de Pressao.

Dutta-Roy e Kattapuram (1997) propuseram uma nova aborda-
gem para otimizagao do problema de alocacao de gas de injegao usando
equalizacdo das pressdes com base na vazao multifdsica das tubulacoes,
acoplado a técnica de PQS para lidar com as restri¢oes nao lineares do
problema de otimizagao. A abordagem foi avaliada com até trés pocos
idénticos compartilhando a mesma tubulagao. Os resultados aponta-
ram que as taxas de injegao Stimas para cada pogo foram reduzidas a
medida que o nimero de pog¢os aumentou.

Todas as solugoes discutidas até entao garantem apenas que um
6timo local seja encontrado. Como os problemas formulados sao ge-
ralmente nao-convexos, os algoritmos podem nao encontrar a solugao
6tima global. Stoisits et al. (1999) desenvolveram um algoritmo ge-
nético para encontrar uma solucao préxima ao étimo global para um
problema similar. Entretanto, nao héa garantias de se encontrar um
6timo local ou o 6timo global. Além disto, o algoritmo desenvolvido
nao ¢ eficiente, pois a estrutura do problema néao é explorada durante
o método de solugao.
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Handley-Schachler, McKie e Quintero (2000) utilizaram Progra-
macao Linear Sucessiva (PLS) ao invés de PQS para resolver o problema
de otimizacao com as restri¢coes de pressao. As quedas de pressao nas
tubulagoes foram modeladas usando-se equacOes nao-lineares padro-
nizadas. Em cada iteracao do algoritmo PLS, a queda de pressao é
linearizada para cada poco. A curva de desempenho de cada poco foi
modelada como uma superficie linear por partes usando inequacoes li-
neares, similar ao que foi feito em (FANG; LO, 1996). De acordo com
o autor, isto reduziu o ntimero de iteragoes necesséarias pelo algoritmo
PLS.

Wang (2003) modelou o problema de alocagdo de gds conside-
rando as interacoes de fluxo na linhas compartilhadas pelos pogos. Di-
versas formulagoes foram investigadas, dentre elas, uma formulagao foi
sugerida pelo autor por ter suporte a fechamento e abertura dos pogos
e por ser computacionalmente eficiente. O problema foi solucionado em
seguida com um algoritmo PQS.

Kosmidis, Perkins e Pistikopoulos (2004) prop6s uma formulacao
inteira-mista para a operacao didria de um pocgo e a alocacao de gas
para campos de petrdleo em alto mar considerando o comportamento
do reservatério, os fluidos multifasicos nas tubulagoes e as restricoes de
capacidade nas instalagoes da superficie. Com a inclusao da pressao
no modelo do campo de petrdleo, a vazao de um pogo operado com
elevagao por injecao continua de gas passa a depender da taxa de gas
injetado e da pressao no manifold de producao que coleta a producao
de varios pogos que compartilham a tubulagao que leva o fluido até o
separador na superficie. Por isto, os modelos dos pogos foram aproxi-
mados com fungoes lineares por partes e o problema foi reformulado em
um programa nao linear inteiro-misto eficiente. Mais tarde, Kosmidis,
Perkins e Pistikopoulos (2005) modelaram o mesmo problema de alo-
cagao de gds como um programa nao linear inteiro-misto envolvendo
restrigoes légicas, aproximacgoes lineares por partes para o modelo de
cada poco, restrigoes de pressao e alinhamento entre pogos, manifolds e
separadores. Eles ilustraram a aplicabilidade da abordagem de solugao
de proposta com um nimero de exemplos ilustrativos e os resultados
mostraram um aumento na produgao de déleo acima de 10 % quando
comparados com os métodos tradicionais aplicados na maioria dos cam-
pos de petrdleo na pratica.

Gunnerud e Foss (2010) aproximaram as fungdes de queda de
pressao nas tubulagoes que conectam os manifolds e os separadores com
uma funcao linear por partes que depende apenas das vazoes de 0leo,
gds e dgua, pois a pressao no separador, ou seja, na saida da tubulacao,
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foi considerada constante. Conjuntos Especialmente Ordenados Tipo
2 (SOS2) foram usados para representar a funcdo linear por partes
multidimensional. As demais curvas nao lineares foram aproximadas
por fungoes lineares por partes e o problema foi reduzido a um programa
linear inteiro-misto. A solucéo foi aplicada ao campo de petréleo Troll
Oeste, que é estruturado em um conjunto de clusters submarinhos.
A estrutura do campo é adequada para aplicacdo de decomposigoes.
Portanto, foi desenvolvida uma decomposicao Dantzig Wolfe para o
problema de otimizagao, que depois foi solucionado com um algoritmo
de branch-and-price.

Com os resultados obtidos nesta dissertagao, Silva, Codas e Cam-
ponogara (2012) desenvolveram um programa nao linear inteiro misto
para o problema de alocagao de gés com restrigoes pressao e alinha-
mento entre pocos e manifolds. Como este problema é consideravel-
mente dificil de resolver, eles propuseram duas reformulagoes lineares
inteiras-mistas do problema com base nos modelos agregados de combi-
nagao convexa padrao (CC) e Logaritmico (Log). Os resultados apre-
sentados pelos autores indicaram que o modelo logaritmico é mais efi-
ciente que o modelo padrao por causa do nimero reduzido de varidveis
e restrigoes.

Apesar de existirem diversos trabalhos abordando o problema
de otimizacao da produgao em pogos de petrdleo operados com eleva-
¢ao artificial por injegao continua de gés, a representacao das restri¢oes
de pressao nos sistemas de producao que utilizam as novas tecnolo-
gias submarinhas ainda é um desafio. Alguns trabalhos mais recentes
tém utilizado fungoes lineares por partes para aproximar as fungoes de
queda de pressao nas tubulagoes. Entretanto, nao hd disponivel na li-
teratura, uma andlise computacional dos diversos modelos que podem
ser usados para representar fungoes lineares por partes com aplicacao
na engenharia de petroleo. Neste trabalho, busca-se incorporar as res-
trigoes de pressao aos modelos de sistemas de produgao operados por
injecao continua de gés. Procura-se avaliar o desempenho computaci-
onal dos modelos de programagao linear inteira-mista para representar
as fungoes lineares por partes que aproximam as funcoes de queda de
pressao nas tubulagoes, com o objetivo de identificar ferramentas capa-
zes de melhorar o desempenho das abordagens utilizadas nos campos
de petrodleo.
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2.3 FORMULACAO DO PROBLEMA

O problema de otimizacao da produgao didria de um campo de
petréleo com pogos operando com injecao continua de gas tem como
objetivo determinar: (i) a condigdo operacional de cada pogo (aberto
ou fechado); (ii) as conexdes entre pogos, manifolds e separadores que
compdem o sistema; (iii) a vazao dos fluidos resultante de cada pogo;
(iv) a pressdo que cada manifold deve ser operado; (v) a quantidade
de gés de injecao alocada para cada pogo tal que o beneficio diario, ou
seja, o ganho com a venda de 6leo menos o custo do gas usado pelo
compressor para elevar os fluidos em um dia, seja maximizado.

O modelo também deve considerar as leis fisicas e as restri¢oes
operacionais tais como: (i) balango de massa ao longo das tubulagoes
na rede de produgao; (ii) limites superior e inferior de produgao para
cada poco; (iii) limites de separagdo de gds, 6leo e dgua nas insta-
lagoes da superficie; (v) capacidade de tratamento de gds de injecao
pelo compressor; (vi) relagoes de pressao entre os pogos, manifolds e
separadores.

O problema de alocacao de gas de injecao a pogos de petroleo,
considerando o roteamento dos pogos para os separadores e sujeito a
restricoes de gas e capacidade de processamento das unidades de se-
paragao foi discutido em (CODAS; CAMPONOGARA, 2012). Com o
intuito de analisar modelos lineares por partes multidimensionais, este
trabalho propoe uma extensao do trabalho prévio considerando também
as restrigoes de pressao nas tubulagoes que conectam pogos, manifolds
e separadores. O problema é formulado como um programa nao-linear
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inteiro misto:

Pimax f= ) g(q")~ ) c(df) (2.1a)

meMN neN
sa.: Y qf <qg™ (2.1b)
neN
Para todon € A4 :
Inyn < ¢ < tnyn (2.1c)
Y, zam=vn (2.1d)
mE///,,
=q""(p".q!)znm, Y € M, (2.1e)
S Z < yaq" U (2-1f)
eMy
qQ"= Y " <q"S,Vme A (2.1g)
ne N
pm _ pm,S _‘_Apm(qm)) Yme H (2.1h)
pm,min < pm < pm,max (211)
yne{O,l},VneJV (2.1j)
Zam €{0,1},Vn e N, Vm € M, (2.1k)

com as seguintes variaveis:

g é a taxa de gés de injecao alocada ao pogo n;
vn € 1 quando o pogo n estd produzindo, e 0 caso contrario;

Znm assume valor 1 se a producao do pogo n é direcionada ao
manifold m, e O caso contrério;

qZ’m é a vazao da fase h € 7 enviada do pogo n para o manifold m,
e q"" = (q," :h € #’) é um vetor com as vazoes de todas as fases.
A vazao de gas recebido pelo manifold m de produgao é a soma
da taxa de gds de injetado no pogo n (Inj) e do gés proveniente
do reservatério (R): gg™ = qg:g +qgﬂj;

q"= Y "™ é a vazao total recebida dos pocos conectados ao

neMy
manifold m para todas as fases;

p™" é a pressao do manifold m;

parametros:
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e N é o ntmero de pogos de petrdleo, A ={1,....N}e A, C A éo
subconjunto de pogos cuja produgao pode ser enviada ao manifold
m;

e M é o ndmero de manifolds, # = {1,... M} e M, C # é o sub-
conjunto de manifolds que podem receber producao do pogo n.
A producéao de cada manifold é direcionada para um unico sepa-
rador;

o ¥ = {o,g, w} possui as vazoes multifdsicas: 6leo (0), gds (g) e
agua (w);
e ¢"™ ¢é a capacidade de compressao dos compressores;

e [, e u, sao limites na injecao de gas para cada pogo n;

e p"™S é a pressdo operacional do separador que recebe a producio

do manifold m;

e q"" e "YU sdo os vetores com os limites inferiores e superiores

para a vazao do pogo n em todas as fases h € J7;

e q"S é a capacidade de processamento do separador conectado ao
manifold m;

o p™™MM & a pressao operacional minima do manifold m;

o p™MaX & g pressao operacional maxima do manifold m;

e fungoes:

e f éuma funcao composta pela funcao g que representa o beneficio
econdémico proveniente da produgao dos pogos, que é concentrada
nos manifolds e pela fungao ¢, a qual representa o custo de injecao
de gas nos pogos. A funcao g possui na sua representacao os custos
com a compressao de gas e tratamento da dgua e os ganhos obtidos
com a producao de gas e éleo. Qualquer outra funcao continua
pode ser considerada, tal como a producao total de 6leo;

o ¢, (p".q}") ¢ a vazao da fase h enviada do pogo n ao manifold
m, dado como uma fungao da pressao do manifold e da taxa de
gés injetado no pogo n, com " (p™,q") = (¢," (p",q") : h € H)
sendo a fungao vetorial com as vazoes de todas as fases;

e Ap™(q™) é a funcdo que representa a queda de pressdo na tu-
bulacao que conecta o manifold m ao separador que recebe sua
produgao.
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A capacidade de géds no compressor e os limites superior e inferior
na taxa de injecao de gds para cada pogo estao definidos nas restrigoes
(2.1b) e (2.1c) respectivamente.

O alinhamento de pogos para manifolds é determinado pelas res-
trigoes (2.1d)-(2.1e) e garantem que cada pogo enviard sua produgio
para apenas um manifold quando estiver ativo, ou seja, quando y, = 1.
Quando o pogo n nao estiver alinhado com o manifold m, ou seja,
Znm = 0, a producao do pogo n enviada ao manifold m é nula e, caso
contrario, a produgao do pogo n que é enviada ao manifold m é limitada
pelas capacidades maximas e minimas q™Y e q respectivamente.

Os limites operacionais de producao dos pocos, o balanco de
massa e os limites de separacao para cada fase nas instalagoes da su-
perficie sdo definidos nas restrigdes (2.1f) e (2.1g), enquanto o balango
de pressao entre os manifolds e separadores sao assegurados pelas res-
trigoes (2.1h) e (2.1i).

(qm.s: pm.S)

Separadores
(g™, Ap™)
pm Manifolds
(20.m,q™™)
(Yn,> qi") Pogos

Manifold de Injecdo de Gas

Compressor

Figura 6: Formulacao da Rede de Producao
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A formulacdo do problema é ilustrada na Figura 6 para uma
rede de produgao. A principais varidveis de decisao do problema estao
ilustrada na cor verde, enquanto as demais varidveis estao ilustradas
em azul. Os parametros e limites operacionais do problema estao em
vermelho.

O problema de alocacdo de gis de injegdo com alinhamento
poco-manifold é um problema de programagao nao-linear inteiro-misto
de complexidade computacional consideravel, devido as caracteristicas
nao-lineares das funcées de vazao dos pocos "™ (p™,q!"), de queda de
pressao nas tubulacoes Ap™(q™) e as varidveis discretas. Este problema
pode ser considerado NP-dificil, pois é mais geral que o problema de
alocagdo de gas tratado em (CAMPONOGARA; NAKASHIMA, 2006),
ao qual o problema cldssico da mochila é redutivel em tempo e espago
polinomial.

2.4 SUMARIO

Neste capitulo foi apresentada a motivacao e a definicdo do pro-
blema que é abordado e solucionado nesta dissertacao. Inicialmente, foi
feita uma breve apresentagao de alguns conceitos bésicos da engenha-
ria de petrdleo necessarios ao entendimento do problema e uma revisao
sucinta sobre a elevagao artificial por injecao continua de gas. Em se-
guida, foi feita uma revisao bibliografica contendo diversos trabalhos
disponiveis na literatura relacionados com o problema de alocagao de
gds sujeito a restrigoes de pressao. Por fim, o problema foi formulado
matematicamente como um programa nao linear inteiro-misto.
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3 MODELOS INTEIROS-MISTOS PARA FUNCOES
LINEARES POR PARTES MULTIDIMENSIONAIS

Problemas de minimizagao envolvendo funcdes convexas podem
ser modelados como problemas de programagao linear (LP) através
de técnicas de linearizacao por partes e resolvidos de forma eficiente.
Quando a modelagem de problemas complexos envolve fungoes nao-
convexas, ¢ necessario introduzir nao-linearidades no modelo, o que
pode tornar o problema de otimizagao NP-Dificil mesmo quando todas
as fungdes sao uni-variadas. Estas nao linearidades podem ser aproxi-
madas com fungoes lineares por partes e com a introdugao de varidveis
bindrias auxiliares e restrigoes adicionais, que relacionam as varidveis
continuas do modelo com as variaveis binarias auxiliares, ou ainda atra-
vés da construcao de ramificacoes especializadas nas varidveis continuas
(KEHA; FARIAS JR; NEMHAUSER, 2004).

Problemas de otimizagao envolvendo fungoes lineares por partes
podem ser resolvidos com algoritmos especializados tais como o branch-
and-cut desenvolvido por Keha, FARIAS JR e Nemhauser (2004) sem
o uso de varidveis bindrias, ou os algoritmos propostos em (TOMLIN,
1988) e (FARIAS; JOHNSON; NEMHAUSER, 2001), que estendem
o conceito de conjuntos especialmente ordenados (SOS) para fungoes
nao-convexas multidimensionais e semi-continuas, respectivamente, e
utilizam tais conjuntos em um método de branch-and-bound. Estes
problemas que envolvem funcoes lineares por partes também podem ser
modelados como programas inteiros-mistos e resolvidos com solvers de
propésito geral. A vantagem desta ultima abordagem estd no emprego
da tecnologia disponivel no estado da arte dos solvers de Programacao
Linear Inteira-Mista (MILP).

Modelos para fungoes lineares por partes nao-convexas tém sido
amplamente estudados na literatura (SHERALI, 2001; JEROSLOW;
LOWE, 1984; LEE; WILSON, 2001), mas tais estudos concentram-se
nos casos em que as fungdes sao uni-variadas ou separaveis. Em al-
guns problemas em &areas tais como economia, engenharia quimica e
engenharia de petréleo, a modelagem de fungdes multidimensionais ou
multivariadas é inevitavel. Em alguns casos, hda como se converter uma
funcao multivariada em uma funcéo separavel através de alguma mani-
pulagao algébrica, mas tal conversao pode ser indesejavel porque pode
resultar em uma formulacao mais fraca ou com erros numéricos eleva-
dos. Vielma, Ahmed e Nemhauser (2010) estudaram diversos modelos
em MILP para representar funcoes lineares por partes nao convexas,
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com atencao especial as fun¢bes multidimensionais. Neste capitulo,
apresentaremos os modelos em MILP existentes na literatura para re-
presentar fungoes lineares por partes nao-convexas multidimensionais.

3.1 NOTACAO

Seja f: 2 — R uma funcao continua definida sobre um domi-
nio compacto 2 C R, onde um conjunto compacto, em espacos com
dimensao finita, é um conjunto fechado que é limitado. De acordo
com Vielma, Ahmed e Nemhauser (2010), f é uma funcao linear por
partes se, e somente se, existe uma familia de politopos &2, tal que,
UperP =2, {mp}pcp CR? e {cp}per, tal que:

f(x) :={mpx+cp, XxEPVPE P} (3.1)

Seja V(P) o conjunto de vértices do politopo P e ¥ (&) =
Upe 2V (P) o conjunto de todos os vértices do dominio.

3.1.1 Exemplo com Dominio Unidimensional

Nesta sec@o, apresentamos uma funcgdo linear por partes com
dominio unidimensional, representada na Figura 7, com o objetivo de
ilustrar o conceito destas fungoes apresentado na Equagdo (3.1) e para
explicitar os modelos apresentados neste capitulo para o caso unidi-
mensional.

Esta fungdo possui dominio unidimensional 2 = [0,4], dividido
em uma familia de politopos & = {P|,P,,P;,P,}, onde P, =[0,1], P, =
[172]7 Py = [273]7 Py = [374]’ V(Pl) = {07 1}7 V(PZ) = {172}7 V(P3) = {273}
e V(Py) ={3,4}, com os pontos do grifico ¥ = {(x, f(x)) : x € 2} sendo
{(0,8),(1,28),(2,14),(3,25),(4,21)}.

3.1.2 Exemplo com Dominio Bidimensional

As formulagées MILP das funcoes lineares por partes deste capi-
tulo serao explicitadas para o caso bidimensional com uma fungao linear
por partes que aproxima a func¢ao f(x,y) =e >+ e x> +xy —2y ilus-
trada na Figura 8.

O dominio desta funcio 2 = [-2,2]* é uma triangulacio J1
(Union Jack), particionada em um conjunto de politopos & = {P;, P,
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Figura 7: Funcao Linear por Partes Nao-convexa com Dominio Unidi-
mensional.

..., P} e um conjunto de vértices para cada politopo ¥'(P;) = {(-2,-2),
(_27 _1)7 (_17 _1)}7 V(P)= {(_27 _1)7 (—1,-1), (_270)}7 SRS 7/(1:)32> =
{(2,-1),(1,—-1), (2,—2)} conforme ilustrado na Figura 9. Nesta figura,
os triangulos do dominio sao definidos a partir de pontos centrais lo-
calizados nas coordenadas impares do dominio, ou seja, nos pontos
(=1,=1),(=1,1),(1,—1) e (1,1). Em torno deste pontos centrais, sao
criados quatro quadrados que, mais tarde, sao particionados em trian-
gulos, os quais representam os politopos do dominio da fungao. Nesta
figura, os vértices foram dispostos de forma ordenada de acordo com
o triangulo. Esta ordenacao é usada mais tarde pelo modelo Incre-
mental, o qual serd apresentado neste capitulo. A triangulagdo J1 é
definida formalmente no Apéndice A.1 e uma heuristica de ordenacao
dos triangulos e vértices é apresentada no Apéndice A.2.

3.2 MODELOS DE COMBINACAO CONVEXA DESAGREGADA

As formulactes desta secao dividem o dominio da fungdo em um
conjunto de politopos . Cada politopo P € & possui um conjunto
de vértices V(P) e, para cada vértice v € V(P) deste politopo, hd uma
varidvel continua Apy associada. A representagdo de um ponto do gra-
fico ¢ da fungéo é descrita como a combinagdo convexa dos vértices de
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fixy)

Figura 8: Funcao Linear por Partes com Dominio Bidimensional.

cada politopo com as seguintes relagoes:

xf®)= Y, Y Aes(V.f(V)) (3.2a)

PEPveV(P)
{Aev}tpervevip) C R+ (3.2b)
Y )Y A=l (3.2¢)
PEP veV (P)

Note que, para a funcao ilustrativa unidimensional ilustrada na Figura
7, PANP, = {1}, entdo o vértice v =1 terd duas varidveis continuas
associadas: Ap, 1 e Ap, 1.

3.2.1 Modelo Basico

O modelo de Combinacao Convexa Desagregada (DCC) néo re-
quer nenhuma propriedade especial na sua familia de politopos, sendo
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Figura 9: Triangulacdo J1 no dominio de f(x,y)

dado pela formulagao:

Z ApyV =X (3.3a)
PePveV(P)
Y Y AV =f(x) (3.3b)
PeP veV(P)
Apy >0,VP e P NveV(P) (3.3¢)
Z Ap,v =yp, VPE X (3.3d)
veV(P)
Y yo=1yre{0,1},vPc 2 (3.3¢)

pPe

As restrigoes (3.3a)-(3.3c) representam um ponto do grafico (x, f(x))
como combinagdo convexa de (v, f(v)) para v € ¥ (Z). As equagdes
(3.3d) e (3.3e) limitam a combinagdo convexa a exatamente um poli-
topo P. Note que, pela restrigdo (3.3e), apenas uma varigvel yp pode
assumir valor 1, significando que apenas um politopo pode estar ativo.
Quando yp = 1, as varidveis de peso associadas aquele politopo Apy
podem assumir um valor no intervalo [0,1], enquanto todas as outras
varidveis associadas aos demais politopos assumem valor zero. Esta
formulagao foi estudada em (CROXTON; GENDRON; MAGNANTI,
2003), (JEROSLOW; LOWE, 1984), (MEYER, 1976) e (SHERALI,
2001).
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3.2.1.1 Caso Unidimensional

Nesta segao, a formulagao explicita do modelo DCC para fungao
linear por partes unidimensional ilustrada na Figura 7 é apresentada,
como segue:

Y Y A v:x@{ Ao O4+Ap 1 14+Ap 1 14+Ap0 2 +
e Apy2 24 AP35 3+ Ap 3 3+ Apa 4= x
7Lp|7() 8+;LP1,1 28+lp2,1 28—|—7LP2’2 14 +
Z Z )up’vf(v) :f(x) & 7Lp372 14+Ap3,3 25+
PePve¥ (P) )VP4,3 25+},P474 21 :f(x)

Ap0>0,Ap1>0,Ap,1 > 0,Ap,2 >0,

>
Ay 20,YP € 2, ¥ € V(P) & { Ap,2 > 0,Ap,3>0,4p,3 > 0,Ap, 4 >0
Ap o+ Ap 1 =Yp

Z Apy=yp,VP € P & ipzﬂ i;tPZ,z iyp2
vev(P) P2+ Ap, 3 = yp,

Ap, 3+ Ap, 4 =Yp,

Y yp=1%Syp +yp +yp+yp =1
Pe?

yp € {Oa 1}7VP € & <:>yP1 € {07 1}aYP2 € {071}7)7P3 € {0,1},}’P4 € {071}
3.2.1.2 Caso Bidimensional

Nesta secao, a formulagao explicita do modelo DCC para a fun-
¢ao linear por partes bidimensional ilustrada na Figura 8 é apresentada,
como segue:

API oy (—2,-2) —|—lpl W (=2,-1)

+AP17V§1 (—1,-1) +AP2,vf2(72’ —1)

Z Z 7LP,VV:X<:> +A'P2,v12)2 (_la_l)"_prvgz (=2,0)

PeP vey (P — —
VeV (P) + +AP32’V?2 (2,-1) +/1P32’V§32 (1,-1)

+AP32,v§32 (2,-2)=x
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Apy o (114074) 2, 1, (2.7366)
Ay 1 (5.0862) + Ap, 2 (2:7366)
+A, 7(5.0862)+A  p(—2.9817
Y Y v =fx) & o2 )4, i )
PeZvey (P) +-+ ’lpﬁ,v’fﬂ (—1.2634)+

R (i (30862) + A,y (3.4074)

=f(x)

Apy >0,YPe P, veV(P) < /IP

0 ZO,API’V? >0,...,A >0

Py Z
P32,V332

A +A +A =
P ;Vfl P ,VI;I P 7V§1 VP,
A +A +A =
Pz.,vlln2 Pz,vlz)2 P27v§)2 Ypy

Z lgv:yp,VPe K=
veV(P)

A Py +A Py + A Py = YP.
P32-,V132 1’32-,"232 P327V332 MEE

Z yp=1<yp +yp+-typ =1
pPe

yp € {07]}7VP€ «@@)’Pl € {O’ 1}’yP2 € {07 1}7 <y YpPy € {07]}
3.2.2 Modelo Logaritmico

O Modelo de Combinagao Convexa Desagregada Logaritmico
(DLog) tem como objetivo reduzir o nimero de variaveis binarias e de
restrigoes adicionais do modelo DCC. Com base nos resultados apresen-
tados em (IBARAKI, 1976; VIELMA; KEHA; NEMHAUSER, 2008),
Vielma e Nemhauser (2009) desenvolveram uma nova formulagao onde
cada politopo P € & é representado com um vetor binario definido por
y € {0,1}°221Zl1 "ysando uma funcéo injetora B: & — {0, 1}le2|2l,
Algumas varidveis bindrias sdo usadas para forcar que Yycy(p) Apy =1
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quando y = B(P). O modelo resultante é dado por:

Egs. (3.3a)—(3.3¢) (3.4a)
Y Apy=1 (3.4Db)
PP veV(P)

Y Y v<wvieL(2) (3.4c)

Pe 2! (B,l)veV(P)
Y ey <(1—y).VieL(P) (3.4d)

Pe PO (B,I)veV(P)
y; € {0,1},VI € L(2) (3.4e)

onde B(P); é o valor do cédigo bindrio associado ao politopo P na posi-
cdo [, sendo a posicio [ crescente da esquerda para a direita, 2/ (B,[)
é o conjunto de politopos cujos cédigos bindrios tem o valor j € {0,1}
na posigdo I e L(Z?) é o conjunto de indices para as entradas de um
c6digo bindrio B(P), conforme definidos a seguir:

PI(B)l):={Pc Z:B(P),=j},jc{0,1}
L(2):={1,...,[log, | 2|}

As Equacoes (3.4c)—(3.4e) garantem que Apy seja diferente de
zero apenas quando y = B(P).

3.2.2.1 Caso Unidimensional

Para a fungao ilustrativa unidimensional, B é definida como uma
fungdo injetora tal que B(P;) = (0,0), B(P ) (0,1), B(P;) = (1 0) e
B(P)) = (1,1). Assim, 2'(B,1)={P;,P,}, 2'(B,2) = {P,R,}, 2°(B,1) =
{P,P} e 2°(B,2) ={P;,P;}. O conjunto L(Z) = {1,2} é o conjunto de
indices para o cédigo bindrio dos politopos. As equagdes (3.4a) do mo-
delo DLog sao equivalentes as equagoes (3.3a)—(3.3¢). Como a forma
explicita de tais restricoes ja foram apresentadas na secao 3.2.1.1, a
formulagao a seguir apresenta apenas as demais restricoes do modelo
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Dlog:

Z A’P _ 1 & { 2’P],O""aflz‘],l""2113‘2,]"’&]3‘2)2 +
VT _
PePveV (P) Apo+ A3+ Ap 3+ Ap s =1

Y Y A< Viel(P) s

{ Ap, 2+ Ap, 3+ Ap, 3+ Ap 4 <y
Pe 2! (B,l)veV (P)

Apy 1+ Ao+ Ap 3+ Ap a4 <o
)vPl,O + )‘Phl + )yp271

<(1—
Y Y Ay<l-wViel(P)s IAPMZ(] 31)
P20 (B,l) veV (P) P 0+ AP+ Ap 2

+2Ap,3 < (1—y2)
vy €{0,1},Vie L(Z) <y €{0,1},y, € {0,1}

3.2.2.2 Caso Bidimensional

Nesta secao, a formulacao explicita do modelo DLog para a fun-
¢ao linear por partes bidimensional ilustrada na Figura 8 é apresentada.
Seja B uma funcao injetora definida como segue:

(P]) (070707070)7
B(P,) =(0,0,0,0,1),
B(Ps) = (0,0,0,1,1),
B(Py) = (0,0,0,1,0),
B: 2 —{0,1}[2l7l & B(Ps) =(0,0,1,1,0),
B(Ps) = (0,0,1,0,0),
B(P3;) = (1,0,1,1,1),
B(P3) = (1,1,1,1,1)
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A seguir, serao definidos os conjuntos necessarios no desenvolvimento
da formulagao:

L(2)=A{1,...,[log, |2||} & L(£) ={1,2,3,4,5}
PYB1)={..., P31, Py},
P°(B,1) = {P\,P,,Ps,P,,P5,Ps,...},
P2Y(B,2)={...,Pn},

PY(B,2) = {P,Py,P;,Py,Ps,.... Py},

91(3’5) = {P25P37"'5P317P32}a
2°(B,5) = {P1,Ps,Ps,Ps,...}

As equagoes (3.4a) do modelo DLog sdo equivalentes as equa-
¢oes (3.3a)—(3.3¢). Como a forma explicita de tais restri¢oes ja foram
apresentadas na se¢ao 3.2.1.2, a formulacao a seguir apresenta apenas
as demais restri¢goes do modelo Dlog:

AP] ,V}I’l +)LP] ,vlz)1 +AP| ,vg)l
+A m+A p+A P
Z Apy=1< Py’ +P2,Vj_2 Py, vy?
PeP vey (P)
A pp+A Pyt A py, =1
P32,V132 P32,V232 P32,V332

Z Z )vP,v SylaVIGL(‘@)
Pe21(B,1)veV(P)
0

Yrew (1) Lvev(p) Apy S V1 & ”'+)LP31’VIIJ31 +;LP317"12331 +;LP3|7V§31
Pc 2! (B,1) LveV(P) APy = +A’P32 vf32 +A’P32,vp32 +2’P 2’32 <y

Ype (B2) Lvev(p) Apy < Y2 & { “'+)LP327v§32 +7LP32,V§32 <y

A A A
Pz,vfz + Pz,v;)2 + Pz,vg)2
* Py + Pyvy? + P37V§3 +
+A, ey +A e +A P
P30, P31 vy P3p vy
+A

P +A, p+A py, <ys
P32-V132 P327V232 P327V332 Y

Ype(8,5) Lvev(p) Apy < Vs &




63

Z ;LP,V < l_yl,Vl eL(gZ)
PePO(B,1) VeV (P)

)

A ‘Vf] +2’P11v§1 +AP1 Py

Py V3
+AP2,VI;2 + ;LPz,vgz + /’LPZAvg32
+;{IP3,\/1;73 + ;LP3,\/§3 + AIP')',VI;S
+AP4,vf4 + ;LP4,v§4 + /’LP4AV§4
Ay st A s Ay s
+}LP6,VT(’ + A’PG,\);(’ oo s 1 )
a{Pl ,vI:l + a{Pl ,VI;I + 2'Pl ,v§l
+}LP2,VT2 + Z’Pz,\/g2 + A’Pz,vl;2

A A A
+ P3.,\111)3 + P3.,v§3 + P3,V§3

ZPeﬁ?’O(B,z) ZVGV(P) ;LP-,V <l-y»& +AP4,vf4 + A’P4,v§4 +AP4,v§4
+AP5,v11)5 + ZIPSAV;)5 + APSJ’QJS + o

Ypero(s,1) Lvev(p) Ay < 1—y1

+A Py +A A
1"31,V131 P31~,V231 P31’V33l
<l-»m
A A A
Pl,VIIJI + Pl,VPI + Pl,vg'

+;LP4,vf4 + ;LP4,V§4 + /,LP4¢7§4
Yre0(ps5) Lvev(p) Ary < 1—ys & JrAPS,va JF;LPS,V;’S JF/,LPS,V;’S

+AP67VT6 +}’P67V§6 +A’P6A’V§6
+--<1—ys

v €{0,1}, V€ L(Z) & y1 €{0,1},y2 € {0,1},y3 € {0,1},...,y5 € {0,1}

3.3 MODELOS DE COMBINACAO CONVEXA (AGREGADA)

Os modelos desta secao associam a cada vértice v € ¥ () uma
varidvel continua A, e representam um ponto do grifico (x,f(x)) com
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as seguintes equagoes:

xfx) =), A(V.f(v), (3.52)

VeV (P)
{A}ver () C Ry (3.5b)
Z ),v_l (3.5¢)

vey (P

Estes modelos foram desenvolvidos com o objetivo de reduzir o
namero de varidveis do modelo DCC, agregando as varidveis continuas
associadas a cada vértice v € ¥ () que pertence a mais de um politopo

Pec 2.
3.3.1 Modelo Basico

O modelo de combinagao convexa agregada (CC) é dado por:

Z Ayv=x (3.6a)
vey ()
Y AfV)=f(x) (3.6b)
VeV (P)
Ay >0,¥v eV (P) (3.6¢)
Y A=1 (3.6d)
vey ()
Ay < Z yp, Vv €V (P) (3.6¢)
PEP(v)
Y yw=1ype{0,1},vPe 2 (3.6f)
pPe

onde Z(v):={Pe &£ :veV(P)} éo conjunto de politopos que contém o
vértice v. Esta formulagao foi estudada na literatura por Keha, FARIAS
JR e Nemhauser (2004), Lee e Wilson (2001) e Padberg (2000).

3.3.1.1 Caso Unidimensional

Nesta secao, a formulacao explicita do modelo CC para a fun¢do
linear por partes unidimensional ilustrada na Figura 7 é apresentada a
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seguir:
MVv=x A0+ A1 +A2+A33+A4d =x
veV (2)
A f(v) = f(x) © 28+ 4128 + A2 14+ 4325 + 1421 = f(x)
vey (P)
AvZOaVVEA//(e@)@AOZOJH 2052'22072’3207)’420
Ao <yp,
M <yp +yp,
Z yp, Vv € V(P A2 <yp, +yp,
€z A3 <yp, +yp,
Ay <yp,
Y ye=1<yp+yp+yp,+yp =1
Pe»

yp€{0,1},YVP e &
3.3.1.2 Caso Bidimensional

Para a funcao f(x,y) ilustrada nas Figuras 8 e 9, o modelo CC
pode ser descrito de forma explicita pelo conjunto de equagoes abaixo:

Y Av=xE A (=2,-2) + Ay, (<2, 1)+ F Ay (2,-2) =x
vey ()

Y, Af(v)=f(x) & Ay, 114074+ Ay,7.7569 + - -
vey ()

+Ay,s(—3.8463) = f(x)
L>0WeV (P)e Ay, 20,4, >0,..., A4, >0
Z Ay =Dy + Ay + Ay + - F Ay = 1

vey ()



66

v < yp R
A'Vz S yp +yP2
2'V3 S yp +yP2 +yP7
W< Y yp, VeV (P) & VP TYPis T YPis
Pe? +)’P9 +yPg
2'V25 < YPys +)’P32
Y yp=yp Aty +yp+Hyp, =1

pPey
yp € {0, 1}7VP S < yp € {07 l},yp2 € {0,1},...7)7[)32 S {0,1}

3.3.2 Modelo Logaritmico

O modelo de Combinacao Convexa Agregada Logaritmico (Log)
é baseado no modelo CC, mas utiliza um nimero logaritmico de varia-
veis bindrias e restrigoes associadas em relacao a cardinalidade do con-
junto de politopos do dominio. O modelo Log associa a cada politopo
P € 2 um vetor bindrio em y € {0,1}°221?1l através de uma funcio
injetora B : 2 — {0,1}[°221Z1l tal que B(P) =y. Conforme discutido
em (VIELMA; AHMED; NEMHAUSER, 2010), a fungao B precisa in-
duzir uma ramificacdo bindria em que, no ultimo nivel, as varidveis de
peso A associadas aos vértices de ao menos um politopo P € & sejam
diferentes de zero:

FPe Ptalque {ve ¥ (Z): Ay >0} CV(P) (3.8)

Uma ramificagao valida para a condigao (3.8) consiste de uma sequéncia
de dicotomias {L;,R; };c 7 definidas por um conjunto finito J de indi-
ces e subconjuntos correspondentes L;,R, C ¥ (), tal que, para cada
Pe P, éverdade que V(P) =Nz (Y (P)\T;) onde T, =L, ou T, = Ry,
para cada t € 7. Tais ramificagbes impdem a condi¢do (3.8) na formu-
lagao atribuindo o valor zero a determinados A’s de acordo com o ramo
escolhido no nivel da drvore, ou seja, Ay, =0,Vv; € L; e &y, =0,Vv, €R;.
A formulacao que constréi um ramificacao valida para o modelo Log é
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dada por:
Egs. (3.6a)—(3.6d) (3.9a)
Y W<y, vieT (3.9b)
vEL;
Y A<(l—y),vieT (3.9¢)
VER;
v €40,1},Vre T (3.9d)

Uma ramificagao valida para a funcao ilustrativa com dominio
unidimensional da Figura 7 é dada por L; = {2}, Ry ={0,4}, L, = {3,4}
e R, ={0,1}, com  ={1,2}. O conjunto de equagdes que implementa
as equagoes (3.9b)-(3.9d) da formulagéo acima para a ramificagdo apre-
sentada é dada por:

Z)ngy,,\ﬁeﬂ@{ A2 <y,

vel, +A <y
Ao+ < (1—y1),
< —
VEZR’M_(I yr%VtEﬁ@{ o+ A1 < (1—y2)

i € {071}a Vit € «7@)’1 S {071}7 » e {071}

A ramificagao construida a partir da formulagao apresentada acima é
ilustrada na Figura 10. Para cada nivel da arvore, hd um ramo induzido

Figura 10: Uma Ramificacao para o Modelo Log.

pelas varidveis binérias y;, t € J e, como resultado, um conjunto de
varidveis de peso A assumem valor zero. Por exemplo, no primeiro
nivel, quando y; =0, é criado o ramo L; = {2} e a varidvel de peso A,
recebe valor 0. Neste caso, apenas os poliedros P = [0,1] e Py = [3,4]
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podem ser habilitados, pois os demais poliedros que contém o vértice
vy = 2 possuem a varidvel de peso A, associada com valor nulo. No
final da ramificagao, cada folha da drvore possui apenas um poliedro
habilitado, o qual possui as varidveis de peso A que nao foram zeradas.
O dominio da fungao é composto pela uniao dos poliedros habilitados
nas folhas da ramificacdo. Note que o modelo Log assegura que a
ramificag@o seja independente, ou seja, que cada nivel da arvore possua
os ramos da esquerda e direita independentes dos niveis superiores.
Mais especificamente, independente de quais varidveis sao ramificadas
primeiramente, os ramos das subarvores da esquerda e direita nao serao
alterados, conforme pode ser visto na Figura 10.

Vielma e Nemhauser (2009) desenvolveram uma formulagao que
constréi uma ramificagao valida com um ntumero logaritmico de vari-
aveis binarias e dicotomias em relagao a cardinalidade do conjunto de
politopos. Tal ramificagdo é vélida para uma familia de politopos &
que seja topologicamente equivalente ou compativel com a triangulacao
J1. Esta ramificagdo é baseada em um procedimento de duas fases. A
seguir, alguns conceitos sao introduzidos com o objetivo de se modelar
tal ramificagao.

Seja &7 o conjunto de eixos do dominio com dimensdo d da
fungao. Seja S. = {so,...,5,} 0 conjunto de breakpoints, ou seja, dos
valores de cada coordenada, e &, := {[s0,51], - - ., [Sn—1,84]} 0 conjunto de
intervalos contidos no eixo e € &¢. O conjunto dos vértices do dominio
é definido como ¥ (&) =S, x -+ x S,,, onde ey,...,eq sao os eixos do
dominio pertencentes ao conjunto &¢. Seja F,(s) :={F € F,:s€ I}
o conjunto de intervalos que contém o breakpoint s. Seja E,([si,si+1]) =
i+1 o indice do intervalo . = [s;,si41] € F. Seja B: {1,...,|.%|} —
{0, 1}Me22(7DT yma fungao compativel com SOS2, ou seja, B(i) e B(i+1)
diferem em apenas um bit, tendo como resultado um cédigo bindrio.
Existem diversos conjuntos de vetores binarios com esta propriedade e
estes sao geralmente denominados Gray Codes (WILF, 1989).

A primeira fase da ramificacdo consiste em usar uma disjuncao
de conjuntos para limitar a combinagao convexa dos vértices do dominio
a um hipercubo. A formulagao correspondente & primeira fase usard os
conjuntos

Jig = {5 €Se 1 BE(S)) = 1,V.I € F(s)}
Rp={sE€Se:BE(I)) =0,V € Z(s)}

e

que constroem a primeira parte da ramificagdo do Log. O breakpoint
$ NO eixo e pertence ao conjunto J:B ; se todos os intervalos que contém
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o breakpoint s tém na posicao [ do seu respectivo cédigo binario o valor
1. O conjunto ‘Ie(‘),B,l é semelhante, porém os intervalos que contém o
breakpoint tém na posigao [ do seu cédigo binario o valor 0.

Seja [0,w]> € %#? o dominio da funcdo para a dimensdo d = 2.
Neste caso, o conjunto de eixos &2 = {x,y}. As equagles a seguir mo-
delam a primeira fase da ramificagao do Log:

Y Y A, < Vee s Vie{l,... Tlog(w)]} (3.10a)
2=0vielfy,
Y Y A, <12 Vee & Vie{l,... [logy(Iw))]}  (3.10b)
v2=0v,es0p,
7€ {0,1},Veec &4, Vi {1,...,[logy (w1}, (3.10¢)

A segunda fase seleciona um simplex dentro do hipercubo ini-
bindo alguns vértices ainda habilitados depois da primeira fase da ra-
mificacdo. Para esta fase, alguns novos conceitos sao introduzidos.

Seja v; o valor da posigao j do vetor v. .Z.; é o conjunto dos vérti-
ces que tém valor par na posicao r e impar na posic¢ao s do vetor v, sendo
definido como & = {ve ¥ (&) :v, é par e vy é impar}. %, ¢ o con-
junto dos vértices que tém valor impar na posig¢ao r e par na posigao s do
vetor v, sendo definido como %,s ={v € ¥ (&) : v, é impar e v, é par}.
As posigdes r e s pertencem ao conjunto 2 = {1,...,d}, onde d é a
dimensao do dominio da fungao. O conjunto de equagoes a seguir im-
plementam a segunda fase da ramificagao do modelo Log:

Y A<y, Vrs€eZ:r<s (3.11a)
V€$ﬁ,x

Z M<i—y, Vnse D :r<s (3.11b)
VERy s

3.3.2.1 Caso Unidimensional

Nesta sec¢ao, a formulagao explicita do modelo Log para a fungao
linear por partes unidimensional ilustrada na Figura 7 é apresentada.
Seja a funcdo B definida de acordo com a propriedade Gray Code como
segue B(P;) = (0,0), B(P,) = (0,1), B(P;) = (1,1) e B(Py) = (1,0). Os
conjuntos que criam uma ramificacido nas varidveis de peso A sdo defi-
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nidos a seguir:

J&BJ) = {2}, J&’B@ ={3,4}

J?X!Bvl) = {074}"]8(,3,2) = {0) 1}

As primeiras equacoes do modelo Log sao equivalentes as equagoes
(3.6a)-(3.6d) do modelo CC. Por isto, serao apresentadas abaixo apenas
as demais equacoes do modelo:

X AZSZ)I(
) MSZ;,VZEL(@)@{ Mot du <2

-
VEJx,BJ

Y A<(-)VieL(P) s

0
vel g,

71 €{0,1},VIe L(2?) & 7{ €{0,1},25 € {0,1}

Ao+2Aq < (1-2Y)
Mo+A <(1-23)

3.3.2.2 Caso Bidimensional

Nesta secao, serd apresentada uma formulacao explicita para a
funcao bidimensional ilustrada na Figura 8, cujo dominio esté repre-
sentado na Figura 9, usando o modelo Log. Para a dimensao do espago
d=2, seja 2 =1{l,...,d} um conjunto de indices e J =[-2,...,2]> o
conjunto de vértices que compdem a triangulagdo J1. Seja B: .7 —
{0, l}ﬂogﬂj ' uma funcéo injetora seguindo a propriedade Gray code,
B([—Z, _l]) = (0,0), B([—LO]) =(0,1), B([Ov l]) = (1,1), B([I,Z]) =(1,0),
onde . ={[-2,-1],[-1,0], [0,1],[1,2]} é o conjunto de intervalos. Note
que os intervalos pertencentes .# sao da forma [s;,s;y1] para s; € S\{su},
onde S = {s1,82,...,8,} é o conjunto de breakpoints.

Seja J*™(a,B,1) C S, o conjunto do breakpoints do eixo a (x ou y)
tal que, para cada s € S,, os intervalos I € . (s), aos quais s pertence,
possuem valor 1 na posicao I dos seus cédigos binérios B(I). A defini¢ao
do conjunto J°(a,B,l) é similar a J*(e,B,l), exceto para os cédigos
bindrios dos politopos que contém um determinado breakpoint s devem
ter valor 0 na posicao [/, ao invés de 1. Como os conjuntos de breakpoints
para os eixos x e y para a funcao bidimensional ilustrativa sao idénticos,
os conjuntos de vértices J* e JO sdo os mesmos para ambos os eixos.
Para a fungao ilustrativa bidimensional, conjuntos J* (e, B,1) e J%(e, B, 1)
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sdo definidos como segue:

JT(x,B,1)=J"(y,B,1) = {0}
J°(x,B,1) =J(y,B,1) = {-2,2}
JY(x,B,2)=J"(y,B,2) = {1,2}

J°(x,B,2) =J(y,B,2) = {-2,—1}

A primeira fase do Log consistird em selecionar um quadrado
dentro do dominio da funcao. Este esquema de ramificacao usa duas
varidveis bindrias para cada eixo para codificar os intervalos: (z3,z})
codifica os quatro intervalos do eixo X, enquanto (z%,z{) codifica os do
eixo y, onde zj é a varidvel bindria para uma posicao / do cédigo para
0 eixo a. A primeira fase do Log para a funcao ilustrativa com dominio
bidimensional é formulada com as seguintes equacoes:

2 Aoi+A1+201+ A
iy sy S i +A o+ A0+ A2
s1==25€J7(y,B.2) +Aip+A2 <3

2 M-oa+A1+Ao+A
Asi sy < Bne Fho+A o+Ar
S2:72S|€]+ (X,B,2) +A’2,0 —+ A,271 =+ 12’2 S Zé

2
y Y s §Z¥®{ Ao+ A-10+A0

< y
s1=—25,€J* (y,B,1) +Ao+tA 0 <z

2

M —2+A -1+l
Y Y mesae{ it
s2=—2s51€J7(x,B,1) +%’1 + )~O,2 < <1



72

Ao 2+A o _14+A o
FA1+A02+4, 2
+A 1+ 0+ A2
+Ar < (1-2))

2
Asisr < (1=27)
$3=—25,€J9(x,B,1)

FA 21 +A22+A 1
FA 1+ A0+ A
+A1p < (1-25)

2
Z Z A5152— 1-73) &

$2==25,€J9(x,B,2)

Ao o+A 124+
+AM,2+A, 2+ A 22
+A 22+ A 12+ Ao
+ha+rr <(1-2))

Z /’Lb‘l,bz y 1721

—25,eJ%y,B,1)

||MI\J

{ 1727,2 +172,71 +/'sz,0

Ao o+A 12+
+A 2+ A 2+ Ao
e <(1-2 ’ g ’
Z Z A (1 -5) & +A 1+ M1+ Ao

s1==25,€%(y,B,2) Fh < (1 _ZY)
,—1 = 2

2 e{01),3e{01},3 {01}, e {01}

Para o exemplo ilustrativo, quando (z3,z}) = (0,1) e (2},2]) = (0,1), o
politopo quadrado [—1,0] x [—1,0] é selecionado.

A segunda fase da ramificacao seleciona um tridngulo dentro do
quadrado escolhido na primeira fase da ramificacdo. Os conjuntos de
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equagoes definidos a seguir modelam a selecdo do triangulo:

I ={(s1,%2) € ZxZ:51 <5} ={(1,2)}

Ly, 5o ={VEJ 1V, é par,vy, é impar}, V(s1,s2) € j &
Z12={(-2,-1),(=2,1),(0,-1),(0,1),(2,-1),(2,1)}
Ry, 5, = {VEJ 1 vy, é fmpar,vy, é par},V(s1,5) € 7 &
Z12={(-1,-2),(=1,0),(=1,2),(1,-2),(1,0),(1,2)}

Ao 1+Ao1+ 201
A/ < PEN ) s s
5150 > Vs, { Jr)\al Jrlz’il +1271 <yia

(s1,52)€Z5) 5,

Al ot+A o+A o
E 1’5152<1_y313‘2<:>{ ’ ’ .
A2 = ’ M_o+A Mo <(1-—
(510526 1, A2+ Ao+ A2 < (1—y12)

yi2 €1{0,1}
3.4 MODELO MULTIPLA ESCOLHA

O modelo Miltipla Escolha (MC) aproxima a funcao original
com equagoes de hiperplanos. O dominio é dividido em um conjunto
de politopos, que sao limitados por um conjunto de inequagoes lineares.
O modelo MC é dado por:

Z Xp =X (3.14a)
Pc?

Y. (mpxp+cpyy) = f(x) (3.14b)
pPey
Apxp < bpyp, VP € & (3.14c¢)

Y ve=1,yp€{0,1},VPe (3.14d)
PeZ

onde Apxp < bp é o conjunto de inequagoes lineares que descrevem
P. O modelo MC representa um ponto do dominio como um vetor,
denotado por xp, para cada politopo da familia. A equagao (3.14a)
representa um ponto do dominio, enquanto a Equagéo (3.14b) aproxima
a funcao original para cada politopo P com a equagao de um hiperplano
mpxp +cp. A Equagdo (3.14c) e as varidveis bindrias yp garantem que
um ponto do dominio pertenga a apenas um politopo. Esta formulagao
foi estudada em (BALAKRISHNAN; GRAVES, 1989), (CROXTON;
GENDRON; MAGNANTI, 2003) e (JEROSLOW; LOWE, 1984).
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3.4.1 Caso Unidimensional

Para a fungao unidimensional ilustrada na Figura 7, a formulagao
explicita MC é apresentada a seguir:

Z Xp =X Xp +Xp, +Xp, +Xxp, =X
Pe”
{ (20xp, +8yp,) + (—14xp, +42yp, )+

L (mexetcpye) =S (11— 8ym) 4 (~dxp, +3Tom) = £()

Pey

-1 0

I 1 xPl S I 1 yP17

[ —1 [ —1

I ] -XPZ S | 2 _szﬂ
Apxp pryp,VPE K= r 1 B r 5 -

I 1 xpy S I 3 -yPga

- 1 - 3 _

1 _XP4§ 4 _yP4

Y ye=1Syp +yp,+yp,+yp =1
Pe?

yp € {Oa 1}7VP S < yp € {07 1}7)’P2 € {07 1}7yP3 € {07 1};)’& € {07 1}



75

3.4.2 Caso Bidimensional

Para a funcao bidimensional ilustrada na Figura 8, a formulagao
explicita MC é apresentada a seguir:

Z Xp =X Xp +Xp, +-+Xp, =X

Pez
23496 —8.6708]xp, — 1.235yp,
+[23496 —5.7187])xp, +1.7175yp,
Z(mPXP+CPYP):f(X)<:> +eeet
Pe [-4.3496 —4.6708] Xp;, +2.765yp;,
= f(x)
[ 1 0 [ —1
-1 0 2
0 1 Xp S -1 yp,
0 -1 2
| 1 -1 ] | 0 |
(1 0 [ —1
-1 0 2
0 1 Xp, S 0 yp,,
Apxp < bpyp, VP € P s 0 -1 1
11 =
1 0 2
-1 0 —1
0 1 Xpy, < | =1 |ypy,
0 -1 2
1 1 0

Y yp=1Syp+yp+typ, =1
PeP?

yp €{0,1},VP € & < yp € {0,1},yp, € {0,1},...,yp, € {0,1}
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3.5 MODELO INCREMENTAL

O modelo Incremental (Inc) aproxima a fungao original incre-
mentalmente a partir de um conjunto ordenado de vértices divididos
em politopos no dominio da fungao. Este modelo requer que o conjunto
de politopos & seja uma triangulagao com uma propriedade especial
de ordenagao.

3.5.1 Caso Unidimensional

Para o caso unidimensional, a propriedade de ordenacao é sempre
satisfeita, pois h4 uma ordem natural entre os vértices no dominio da
funcao. Por simplicidade, apresentaremos abaixo a formulagao para
uma fungdo uni-variada f: [l,u] - R e para & = {[dy_1,d]}X_,, onde
l=dy<dy <---<dg =u. Nestas condi¢oes, o modelo incremental
tem a forma:

K
do+ Z 5k(dk —dkfl) =X (315&)
k=1
K
f(do) + Y. 8 (f(di) = f(di—1)) = f(x) (3.15D)
k=1
51 S 1, 6]{ Z 0 (3156)
Orr1 <y < O,y €{0,1},Vke {1,...,K—1} (3.15d)

A equagdo (3.15a) representa o deslocamento de um ponto x do
dominio para um determinado politopo P € & de acordo com a orde-
nagao dos vértices. O mesmo acontece com a fungao, conforme repre-
sentado na equagao (3.15b). As restrigoes (3.15¢)—(3.15d) garantem
que um ponto do dominio pertenca & apenas um politopo. Quando x
estd no politopo [dy_1,dy], entdo {5]-}];;} assumem valor 1, &, assume
um valor no intervalo [0,1] e {5j}§<=k 41 assumem valor 0.

Para o exemplo ilustrativo unidimensional apresentado na Figura
7,temosque K=4edy=0,di=1,dy=2,d3=3edy=4. Assim, & =
{[0,1], [1,2],[2,3],[3,4]},com [ =0<1<2<3<4=u A formulagdo
Inc explicita para a fungao ilustrativa com dominio unidimensional é
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dada por:
LS 7 0+8(1-0)+8(2-1)
d”,{Z]‘s"(d"d":l)“i*{ +8(3-2)+8,(4—3)=x
K 8+ 81 (28— 8) + &(14 —28)
fldo)+ Y 8 (f(d) — fldi—1)) = f(x) & ¢ +63(25—14) + 84(21 —25)
= ~ 1)
01<1,6k>0862>0
&<y <6
Ol Sk <O, Vke{l,... . K-1} & ¢ <n<d
0 <y3<68

Yk € {031}7Vk€ {1a"'7K_1}<:>y1 € {0,1},)12 € {071}7))3 € {031}
3.5.2 Caso Multidimensional (Bidimensional)

A extensao do modelo incremental para fungdes multivariadas
requer que a familia de politopos & seja uma triangulagio 7 que
obedeca as seguintes propriedades de ordenagao:

O1 Os simplexes em 7 devem estar ordenados segundo Ti, ..., T 7| tal
que TiNTip #Oparaie{l,...,|T|—1}.

02 Os vértices de cada simplex T; devem possuir uma ordenagao v?, ey

le(E)I—l V(T)I-1 _ o

tal que v; =i parai€{l,....|7|—1}.

Para uma definicdo formal de um simplex consultar o Apéndice A.1.
A propriedade O1 garante que haja uma ordenagao entre os simplexes
do dominio. A propriedade O2 significa que o ultimo vértice de um
simplex deve coincidir com o primeiro vértice do simplex seguinte. Isto
garante uma ordenagao total de todos os vértices do dominio.

Tais propriedades de ordenagao sao condigoes necessarias para
representar um ponto do gréfico 4 = {(x, f(x)) : x € dom(f)} de forma
incremental como ocorre em (3.15a) para o caso uni-variado. Lee e
Wilson (2001) mostraram que tais condigoes sdo satisfeitas por diversas
triangulagoes, inclusive pela triangulacao J;. Para uma triangulacao
que obedeca as propriedades de ordenagao O1—02, a formulagao Inc é
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dada por:
|7 V(1)1
V1+Z Z 5](V fv) (3.16a)
. \7HV L1 .
FON+Y Y & (D) - £00) = £ ) (3.16b)
=1 j=1
V(T)-1
Y & <ivie{l.. 7} (3.16¢)
j=1
§>o0vie{l,..., Ty Vje{l,.. |V(T)|-1} (3.16d)
yi <8I vie 1,17 -1} (3.16¢)
V(Tiy1)|—1
8, <wvie{l,...,|7|-1} (3.16f)
j=1
yie{0,1},Vie{l,...,|7|-1} (3.16g)

Este modelo foi estudado em (DANTZIG, 1960; JEROSLOW; LOWE,
1985; KEHA; FARIAS JR; NEMHAUSER, 2004; LEE; WILSON, 2001;
PADBERG, 2000), referenciado por método delta. Mais recentemente,
este passou a ser denominado modelo incremental em (VIELMA; AH-
MED; NEMHAUSER, 2010; CROXTON; GENDRON; MAGNANTI,
2003; KEHA; FARIAS JR; NEMHAUSER, 2004). A formulagao expli-
cita do modelo Inc para a fungdo com dominio bidimensional ilustrado
na Figura 9 é dada pelo conjunto de equacoes:

|71 IV(T; 1

V1+Z

j=1

[i#ﬁf([_”—[_ﬂ)

-2 -2
+82 T e
[ —1 -2
+8) B
) -2
+ (| o |- [ |)t
2 1
sy S e
2 1 X
+5 (| 5| :[y
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|71V (T)|-1

FON+Y Y & (fo) - £00) = 1)
= j=1
(

11.4074 + 5] (5.0862 — 11.4074) + 82(2.7366 — 11.4074)
+8)(5.0862 —2.7366) + 67(—2.9817 — 2.7366) + - - -+
81,(—1.2634 —3.0862) + 62 (3.4074 — 3.0862) = f(x)
Sl+62<1
L 8 +67<1
§<1,vie{l,...,.7} & ,

V(1)

=1 :
8 +65, <1

5l >0,82>0
. 8 >0,8>0
8 >0,vie{l,....7},Vje{l,..,|V(T)| -1} & .

820,85 >0
yi <8I e (1,17 — 1} ey <8,y <83, y3 < 83
521+622§y1,
V(Ti)-1 81 + 87 <y,
Y &, <wvie{l,.. . |7|-1}& .
=1 :
8, +68% <y
yle{oal}7VI€{17a|y|71}<:>yl 6{0a1}7)’2€{071}7--~7)’31 6{071}

3.6 MODELO SOS2

Em um trabalho pioneiro, Beale e Tomlin (1970) propuseram
uma representacao de fungoes lineares por partes usando variaveis de
peso A’s associadas aos vértices no dominio da fungdo para realizar
a combinagao convexa, restringindo tais varidveis tal que no méximo
duas varidveis A sao diferentes de 0 e consecutivas em um procedimento
branch-and-bound. Este tipo de restricao é denominada restrigao com
conjunto de varidveis especialmente ordenado do tipo II (SOS2), ou
simplesmente restrigoes SOS2. Atualmente, alguns solvers de propdsito
geral, a exemplo do CPLEX, dao suporte a restrigoes SOS2.

Camponogara, Nazari e Meneses (2012) apresentaram um exem-
plo que ilustra como uma restrigao SOS2 é tratada em uma ramificacao

em um procedimento branch-and-bound. Suponha que {)Lj(-),‘..,),;((] )}
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sao SOS2 e seja {Zjo,i]l yers 71}’&(1')} a solucao da relaxacao do problema,

onde apenas A%, 1% > 0 para ki, k € {0,.. k() }, ki <kpekp—k; >2.

Esta violagao de restricoes SOS2 pode ser incorporada ao branch-and-

bound introduzindo as restrigoes l? =...= /'Lj].‘l =0 em um lado da

)Lk(J)
J

ramificagdo, e ;le_<1+2 == =0 do outro lado.

3.6.1 Caso Unidimensional

A formulacao SOS2 para a fungao ilustrativa unidimensional é
apresentada a seguir:

Z Av=x5 20+ 1+A2+A33+A4d4=x
vey (2)
Y, Af(v)=f(x) & M8+ A28+ Ay 14+ 4325+ 2421 = f(x)
vey ()
A>0WeV(P)=>0,4>0,1>0,13>0,14>0

Z M=leop+h+Lh+A3+A4=1
vey (P)

(M)yer (o) 580 SOS2 6 (Av),cq0,1234) S0 SOS2

Para a fungao ilustrativa da Figura 7, cada vértice ve ¥ = {0,1,2,3,4}
do dominio possui uma varidvel de peso associada A, para realizar a
combinagdo convexa. As varidveis {A,},cy compdem uma restri¢do
SOS2. Neste caso, no maximo duas varidveis A,, com v € ¥, sdo di-
ferentes de 0 e consecutivas ao longo da busca branch-and-bound. Por
exemplo, quando o politopo P; = [0, 1] estiver habilitado, apenas g e
A1 podem ser diferentes de 0.

3.6.2 Caso Multidimensional

Beale (1980) mostrou como estender restrigoes SOS2 para fun-
¢oes lineares por partes multidimensionais usando cadeias ligadas de
restrigoes SOS2. Esta ideia serd apresentada para a fungao com domi-
nio bidimensional ilustrada na Figura 8.

Seja X ={-2,—1,...,2} eY={-2,—1,...,2} os conjunto de bre-
akpoints do eixo x ey, respectivamente. O dominio da fungao bidimen-
sional é particionado em uma grade 4 =X xY e, a cada vértice v desta
grade, é associada uma varidvel de peso Ay. A Figura 11 ilustra a grade
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¢, onde Ay, v, com (vi,v2) € ¥ representa a varidvel de peso associada
ao vértice (vi,v2) da grade.

2 Aoap

_g%zp

Figura 11: Dominio Bidimensional da Funcao Ilustrativa Particionado
em uma Grade

A funcao original ilustrada na Figura 8 pode ser aproximada por
meio do modelo SOS2, com o seguinte conjunto de equagoes:

x= Y (i) (3.17a)
(viv2)e¥
f="% AnfOrv) (3.17b)
(viv)e¥
Y A =1 (3.17¢)

(vi,2)e¥

Além disto, é necessdrio impor as seguintes restrigdes nas varidveis A:

&i=Y Ay, i eX (3.17d)
12134

My =Y, Aoy, V€Y (3.17e)
vieX

(&,)x sao SOS2 (3.171)

(M, )y sdo SOS2 (3.17g)

A restrigao SOS2 nos &’s assegura que somente os A’s correspondentes a
vértices contidos em duas colunas vizinhas sejam diferentes de zero. De
forma similar, a restricaio SOS2 imposta nas varidveis 1 assegura que
apenas os A’s correspondentes dois vértices contidos em linhas vizinhas
sejam diferentes de zero. O conjunto de equacoes a seguir aproxima a
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fungao original com o modelo SOS2:

— Ao 2(=2,-2)+A 2 1(=2,—1)+-
ve';(‘i@)lvv e { +A22(2,-2)=x

_ 172,’7211.40744—2,72’717.7569

ve;,@)%f(v) =f(x) < { T a8 < 70

Ay >0, Vv e ¥ (P) <:>l,2,72 >0, 172,71 >0, ...,12,,2 >0

M=Ao 24+As 1+-+A =1

vey ()
Eo=A0 20+Ao 14+

=2 o+ A+ + Ao
gx:Z/lw,VxEX@ o '
yey .
=l 2+l 1+ -+l
No=Ao a+A 2+ +A o

No1=Ao 1+A 1+ +A

=Y Ay, VWeye o

xeX

Mm=Aoo+A 12+ -+
(&x)x sao SOS2
(ny)y sao SOS2

Note que, para o exemplo ilustrativo com dominio bidimensional, o mi-
nimo da fungao é encontrado quando A_5» =1 e 0os demais A’s assumem
valor 0. Quando isto acontece, & 5 =1 e 1y =1, e as demais varidveis
&, n tém valor 0.

3.7 TAMANHO DAS FORMULACOES

Nesta se¢ao, sao apresentados os tamanhos das formulagoes es-
tudadas neste capitulo. As Tabelas 1 e 2 contém informagoes sobre
o tamanho das formulagbes em relagao ao nimero de varidveis conti-
nuas e bindrias e ao numero de restrigoes adicionais para cada modelo,
respectivamente.

Os tamanhos das formulagoes é definido em fungdo da dimensao
do dominio d, do nimero de politopos |Z?| e do ntimero de vértices
|7 (2)] ou |[V(P)|, para P € &, com excegdo dos modelos Log, MC e
SOS2.

O tamanho do modelo MC é uma funcao de d, |#| e do niimero
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Modelo Varidveis Adicionais Varidveis Bindrias
DCC | 2|+ Lper |V(P)] 12|
DLog | [logy(|Z|)]+Xper [V(P)] [log,(|2])]

CcC [V (2)|+|2| |2|
Log [V (2)|+ 18] N
MC d+ 1|2 | 2|
Inc | [Z|=14+Ypexr([V(P)—1) |2 -1
SOS2 |V (2)|+d 0

Tabela 1: Numero de Varidveis

Modelo Restrigoes Adicionais
DCC d+2| 2|4+ Yper |V(P)| +2
DLog | d+Ypes |V(P)|+3[log,(|2])] +2

CC d+21Y(2)|+|2]|+3
Log d+|7V(2)|+3|S|+2
MC d+Ypcr F(P)+|2|+2
e | d+4 2]+ Epen(V(P) ~1)-2
SOS2 2d+K(9)+2

Tabela 2: Numero de Restrigoes

de facetas dos politopos P, denotado por F(P) em &2. Em particular,
quando & é uma triangulacao, temos que |F(P)| <d+1,VP € &, onde
d é a dimensao do dominio.

Para o Log, o tamanho da formulagao é uma fungao do ntimero
de vértices |7 (Z)| e de ||, onde S é uma ramificacdo para uma trian-
gulacio J; definida em [0,K]?. Para o caso bidimensional, por exemplo,
temos que | 2| = K4d! e |S| = d[log,(K)] +d(d —1)/2. Para dimensées
com d >2, o valor de |S| = log,(]Z]), ou seja, Igiir!o\5|/(log2(|t@|) =1
(VIELMA; AHMED; NEMHAUSER, 2010).

No modelo SOS2, o nimero de variaveis adicionais varia também
em fungdo do numero total de breakpoints de cada eixo da grade ¥.
Para o exemplo ilustrativo com dominio bidimensional, o ntimero de
varidveis adicionais é K(¥¢) =|X|+|Y| =10, onde X e Y representam o
numero de breakpoints das coordenadas x e y da grade G do dominio.



84

3.8 SUMARIO

Neste capitulo, foi apresentada uma definicao para funcoes linea-
res por partes. Em seguida, foram estudados modelos lineares inteiros-
mistos para representar estas fungoes. Além disto, para cada modelo,
foram apresentadas formulagoes explicitas para fungoes ilustrativas com
dominios unidimensional e bidimensional. Por fim, foram apresentados
os tamanhos das formulagdes com relagao ao numero de varidveis e
restrigoes adicionais.
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4 REFORMULACOES LINEARES POR PARTES

As néao-linearidades do problema de alocagao de gas sob res-
trigoes de pressao e de alinhamento descrito no Capitulo 2 aparecem
nas curvas de desempenho de poco (WPC) e nas fungoes de queda de
pressao nas tubulagoes que conectam os manifolds de producao aos
separadores nas instalagoes da superficie. A complexidade computacio-
nal deste problema reside na natureza nao-convexa e multidimensional
destas fungoes e no conjunto de decisoes discretas relacionadas com a
ativagao de um pogo ou com o roteamento entre pocgos, manifolds e
separadores para escoar os fluidos.

Fungoes lineares por partes podem ser usadas para aproximar
fungoes nao-convexas. Problemas de otimizagao que envolvem tais fun-
¢oes podem ser modelados como programas lineares inteiros-mistos, que
podem ser resolvidos com algoritmos especializados ou com solvers de
propésito geral. Geralmente, a tltima abordagem tem vantagem sobre
a primeira, pois utiliza a tecnologia no estado da arte disponivel para
solucionar problemas lineares inteiros-mistos.

Neste capitulo serao apresentadas aproximagoes lineares inteiras-
mistas para o problema em questao com base nos modelos apresentados
no Capitulo 3. A primeira se¢do apresenta a reformulagao linear inteira
mista completa para o problema, enquanto as demais se¢oes apresentam
apenas a reformulacido das restrigoes que estdo relacionadas com as
fungoes nao-convexas.

4.1 REFORMULACAO COM O MODELO DCC

A vazao de liquido ¢ de um pogo n depende da pressdo do
manifold m ao qual ele estd conectado, p™, e da taxa de gas injetado no
poco, ¢'. A funcao da queda de pressao Ap™(q™) nas tubulagoes que
conectam cada manifold m ao seu separador é uma fungao nao-linear
das vazoes de gas, 6leo e agua.

As curvas de desempenho de pogo e queda de pressdo nas tubu-
lacoes sao aproximadas com funcgoes lineares por partes e o problema P
é reformulado em um programa linear inteiro-misto baseado no modelo
DCC como segue:
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Poccimax f= ¥ ¢(@") - ¥ cla)) (4.12)
meM neN
st.o Y qf <q™ (4.1b)
neN
Para todon € .4 :
Liyn < CI? < UnYn (4'1C)
Z Zn,m = Yn (41d)
me My

Y Y Y xha=4 (4.1¢)

ey PEP"™ (g5, pr)EV (P)

Y Mnlpe<pt Vme (4.1f)
PEPM™ (gi,pr)EV (P)

Y, A e P (L= zum) 2 P
PEP™M (¢;,pr) €V (P)
Vme M, (4.1g)
Y o AP (g, pe) = Q" Ym € A,
PEP™M (4;.pr) €V (P)
(4.1h)
g™ <Y G < g™ (4.11)
me .My
Ayt > 0,Vm e My, P e P, (gi,pr) €V(P)  (4.1))

Y A=y Yme My, PE P (41K)
(thr)ev(P)

Yo" =z, Ym € My (4.11)
Pe‘// n,m
yp" €{0,1},Vm € A,,P € P (4.1m)
yn €{0,1} (4.1n)

Znm € {0, 1}, Ym € 4, (4.10)
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Para todo m€ A :

m,P ~
- Qo ke oo Wio s v = 4" (4.1p)
Pcgpm (k”,kg,kw)EV(P)
qm _ Z qn,m < qm,S (41q)
neENm
m( o m om
szi&kwAp (qko7kg’kw) = Ap (411‘)
PEDP™ (ko k8 k)EV (P)
pm,S _|_AA;" =p" (4.15)
QP > 0,YP € P, (KK, K") € V(P) (4.1t)
Y Qe =YRYPEP" (4.10)
(Ko & KTV (P) '
L p=Y" (4.1v)
pPem
y' < Z Znm (41W)
neNy
y$€{071},VPE,@m (41X)
ym € {07 1} (41}’)

com as seguintes variaveis:

g é a taxa de gés de injecao alocada ao poco n;
vn € 1 quando o pocgo n esta produzindo, e 0 caso contrario;

Znm assume valor 1 se a producdo do pogo n é direcionada ao
manifold m, e 0 caso contrario;

g,™ ¢ a func¢do que aproxima a vazao da fase h € J enviada do
pogo n para o manifold m, e @ = (qzm th € ) é um vetor com
as vazoes de todas as fases. A vazao de gas recebido pelo manifold
de produgéo é a soma da taxa de gés de injetado no pocgo n (Inj)
e do gés proveniente do reservatério (R): gz = qg:g Jrq;ﬁj;

q"= Y "™ é a vazao total recebida dos pocos conectados ao

neNy
manifold m para todas as fases;

p™ é a pressao do manifold m;

,

m,P . . )
Ag'p. € uma varidvel de peso associada a um par de breakpoints
em " x ™" no politopo P. Quando o manifold m recebe
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producao do pogo n, z,, assume valor 1 e a sua combinagao
convexa respectiva se torna ativa;

e " (y#) é uma varidvel bindria associada a cada politopo P €

P PM) que assume valor 1 quando a combinagao convexa é li-
mitada ao politopo P. De acordo com a Restri¢ao (4.1k), quando
isto acontece, apenas os vértices de P podem ser parte da combi-
nacao convexa que define a injecao de gas no pogo n e a pressao
do manifold relacionado m;

QZ,’IZK o ¢ a varidvel de peso associada ao vértice (k?,k8,k") €
V(P), com P € P

e y" é uma variavel bindria que recebe valor 1 quando o manifold

m recebe produgao de algum pogo.

parametros:

e N é o ntimero de pogos de petrdleo, A ={1,....N}e A, C A éo

subconjunto de pocos cuja produgao pode ser enviada ao manifold
m;

M é o nimero de manifolds, # ={1,....M} e My C M é o sub-
conjunto de manifolds que podem receber produgao do pogo n.
A producao de cada manifold é direcionada para um tnico sepa-
rador.

A = {0, g, w} possui as vazdes multifisicas: Sleo (o), gés (g) e
dgua (W);

g™ é a taxa de géds de injecao disponivel nos compressores;

I, e u, sao os limites inferior e superior na injecdo de gds para
cada poco n;

p"™S é a pressao operacional do separador que recebe a producao

do manifold m;

Qo j¢ v € @ vazao de fluido para as fases de dleo (k°), gds (k%)
e dgua (k") para o vértice (k? k8,k") pertencente ao dominio da
funcéo de queda de pressao Ap™.

q"" e q"Y sao os limites inferior e superior para a vazao do poco
n;
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e q"S é a capacidade de armazenamento do separador conectado
ao manifold m para cada fase de 7

o "M ¢ o conjunto de politopos com os vértices pertencentes a
M " onde M e MM sAo os conjuntos de breakpoints
referentes a vazao de gds de injecao e a variacao da pressao do
manifold quando o pogo n envia produgao para o manifold m,
respectivamente;

o p™MIX & a pressao maxima do manifold m;

e fungoes:

e f é uma funcdo com o beneficio proveniente da producgao dos
pocos, que é concentrada nos manifolds (g), descontado o custo
da injecao de gés (c);

e ¢, (p",q") ¢ a vazao da fase h enviada do poco n ao manifold

m, dado como uma fungao da pressao do manifold e da taxa de
gés injetado no pogo n, com """ (p™,q!") = (¢," (p",q") : h € )
sendo a funcao vetorial com as vazoes de todas as fases.

e Ap™(q™) é a funcdo que representa a queda de pressdo na tu-
bulacao que conecta o manifold m ao separador que recebe sua
produgao.

Note que as restrigoes (2.1e) e (2.1f) do problema original foram
reformuladas no problema aproximado P pcc com o conjunto de restri-
goes (4.1e) — (4.1m). Estas restri¢bes expressam a aproximagao linear
por partes da curva de desempenho do poco ¢ com o uso do modelo
DCC. As equagoes (2.1g) e (2.1h) do problema original também foram
reformuladas no problema aproximado P pcc com o conjunto de restri-
goes (4.1p) — (4.1x). Estas restrigoes expressam a aproximacao linear
por partes da curva de queda de pressao Ap(q™) nas tubulagées com o
modelo DCC.

Nas secoes seguintes deste capitulo apenas as reformulacoes li-
neares por partes das restri¢oes (2.1e) — (2.1h) do problema original P
serao apresentadas.

4.2 REFORMULACAO COM O MODELO DLOG

Nesta secao, serd apresentada a reformulagao linear por partes
P DLog do problema P com o uso do modelo DLog. A curva de desempe-
nho do pogo ¢ é aproximada por uma funcao linear por partes com
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base no modelo DLog, como segue:

Para todon € A :

Y Y Y na=d4 (4.2a)

me. My PEP™ (gi,pr)€V (P)

Z l;i’f[',’;Ppr <p",VYme .#, (4.2b)

PETM (g1, pr)EV (P)
Y, A e P (L =z ) 2 " Y€ My (4.2¢)

qiPr

PEPMM (gi,pr) €V (P)
Ay d " (g pr) = Q" Ym € A (4.2d)

PePmM (g;,pr)€V (P)
ynqu < Z qn,m < ynqn,U (4-26)

me. My

k;l”;;LFP Z 07 Vm € '%”7 Pe (@n,m, (CIiaPr) € V(P) (42f)
Y )L(Z,,r;;P = Zum, VM € My, (4.2g)

PeZ™M (gi,pr)€V (P)
Y AP <y Yme Myl e L(PM) (4.2h)
pezlnm(B 1) (gi,pr)€V(P)

Y AP < (1), Ym € Myl € L(PM)
PecpOnm(B ) (qi,pr) €V (P)
(4.2i)

v €{0,1},Ym € M1 € L(P™™) (4.2))

tendo como variavel adicional:

e y; é uma variavel bindria para a entrada ! do cédigo binario de

cada politopo que constréi a ramificacao das variaveis de peso A.

e parametros:

plnm(B,1) e 229%™ (B,l) representam os conjuntos de politopos
associados a funcdo injetora B que mapeia politopos em vetores
bindrios, agrupando os politopos de acordo com o indice [ da sua
representacao bindria B, onde &2/ (B,l) :={P € "™ : B(P), =
it j€{0,1};

o L(PmM):={l,...,[log, | "™} é o conjunto de indices para os

vetores bindrios que representam cada politopo P € &2"™,

Por simplicidade, os parametros, varidveis e fungoes ja definidos previ-
amente nao foram apresentados novamente. O conjunto de restrigoes
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(4.2a)-(4.2j) apresentadas acima reformulam as restrigoes (2.1e) e (2.1f)
do problema original, aproximando a curva de desempenho do poco
q""(gi, p").

Em seguida, a curva de queda de pressao nas tubulagoes Ap(q™) é
aproximada com uma reformulagao linear por partes baseada no modelo

DLog:

Para todo m € ./ :

Q;c'z;fcg,kwa]?',kg,kw = qm (433,)
PEDP™ (kO k8 kW )EV (P)
qm — Z qn,m < qm,S (43b)
neNy
—~m
Qe AP (A g o) = Ap (4.3¢)
PEP™ (ko k8 J¥)EV (P)
p"S+Ap” = p" (4.3d)
Qe v = 0,YP € 2" (K kE,K") € V(P) (4.3¢)
Qe o =¥", VP € 2" (4.3f)
(ko k& kV)eV (P)
YV'< Y m (4.3g)
nE N
Qe oo Sy, VI E L(PM) (4.3h)

Pe2lm(B]) (ko k8 k)EV (P)

Qe < (1=y), VI € L(P™)  (4.3i)
PepOm(B 1) (kO k8 k¥)eV (P)
y" e {0,1} (4.3j)
y €{0,1},Vl € ZL(2™) (4.3k)

O conjunto de restrigoes apresentados reformulam as restrigoes (2.1g) e
(2.1h) do problema original, aproximando a curva de queda de pressio
nas tubulagoes Ap™(q™).

4.3 REFORMULACAO COM O MODELO CC

Nesta secao, serao apresentadas as reformulacoes lineares das
restrigbes nao-lineares (2.1e) e (2.1f) do problema original com o uso
do modelo CC. As equagoes que expressam a curva de desempenho do
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poco q""™(gj, pr) sao reformuladas como segue:

Para todone€ A4 :

=Y Y L Aha
me My qi X" pre RN
Y Y Agpe < ™ Ym e A,y
qiel/’”" preﬂn,m '
pm § Z Z A‘;li:rgrpr +pm’max(1 *me),Vm S %n
Qi EH M prER

qn,m — Z Z A(;Li,’rgrqn,m(qi’pr% Vm € %n
qieji/n,m pre%n,m

ynqn,L < Z qn,m S)’nqu
me. My
lé’i’g’r >0,Ym € My,q; € X" pr € B

nm __
)’qi’pr - Zn,my vm 6 '%n;
in.)f"J" p,e%""”

b <Y, B Yme g€ A poE B

PP (g pr)

Z y;’m = Zn,m> Vm € My

pegnm
yp" €40,1},Vm € A, VP € ™"

com parametro adicional:

o P"M(qi pr) é o conjunto dos politopos P € Z"™ que contém o

vértice (gi, pr)-

Para o modelo CC, a reformulacao das equagoes (2.1g) e (2.1h)
referentes & curva de queda de pressdo Ap™(q™) é dada a seguir: Para
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todom e A -

q" = Z Q%,kg,kwqﬁ’,k&kw (4.5a)
(ko & W )e ¥ (om)

- F s b
neNy

Ap = )y Qo ke jor AP™ (o s gov ) (4.5¢)

(ko k8 Jw) ey (2om)
pr=p"S +Ap" (4.5d)
Qe > 0, V(K7 K, K) € /(97 (4.50)

Qb e v < Y YRk, KE KY€ v (2™ (4.5f)
' PEPM (kO K8 o)

Y =y (4.5g)
pem
sz;7kg7kw' = ym (45h)
(ko,kg,kw)E’y/((@"l)
ym < Z Znm (451)
neMy,
y"€{0,1} (4.5])
Vi e {0,1},vP e 2" (4.5K)

tendo como parametro adicional:

o P™M(k° k8,k") é o conjunto de politopos P € ™ que contém o
vértice (k% k8 k).

Note que a reformulacdo das restrigoes (2.1g) e (2.1h) do problema
original com o conjunto de restrigoes apresentado acima aproxima a
curva de queda de pressao nas tubulagoes Ap™(q™).

4.4 REFORMULACAO COM O MODELO LOG

Nesta secao, a fungao nao-convexa " (p™,¢) é aproximada com
uma funcgao linear por parte com o uso do modelo Log apresentado na
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Secao 3.3.2 como segue:

Para todone 4 :

@=Y Y Y And (4.62)

mE My G EH N pr e

Y Y Ahpe<p".Vme A, (4.6b)

qi;Pr
Qi€ M pLE R

pm < Z Z /'L(;lilfgrpr_i_pm,maxu —Zn,m),Vm €M,
qie:%n’)n pre%mm

(4.6¢)
@ = Y Y Ammqt(qp), Yme A,

Qi €M pLERNIM

(4.6d)
g < Y @ < yuq™Y (4.6¢)

me. My,

)Léli:rgr 2 07 Vm € ///m(h € %n,m’ vPr c @

(4.6f)
2";li:r};lr = Zn,m, Vm € %na (46g)

Qi EH M pLEGRM

Para todon€ A, m € My, | € d(H™™):

)» Y Agh <" (4.6h)

i EJ;is(%"‘m)‘B‘I preZm
)y Y Agh < (=) (4.61)

. 0 egnm
i E‘Iaxis(){,/”fm),B‘l Pr

Para todone A, me #,, | € (X"™"):

nm wn,m j
Z . Z Agipe < (400
. nm
Q€A Prejaxis(e%”m)-,l?-/

) A < (1—=x") (4.6k)

. n,m 0
GEH Pr&J o vis(nm) Bl
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Para todo n € A, m € #,, ¥(r,s) €T

A <y (4.6)
(qi.pr) 205"
At < (1= (4.6m)

(qi.pr) €213

com as seguintes variaveis adicionais:

o X/ (Xf™ ) ¢ uma varidvel bindria que induz a primeira fase da

ramificagdo do Log para cada indice em [ € ®(#"™) (O(Z™™))
de B;

e yry' é uma varidvel bindria que induz a segunda fase da ramifica-
¢ao do Log para cada par (r,s) € "™,

parametros:

o O(M) :={1,...,[logy(H ™)} e ®(Z""):={1,...,

[log,(%"™™)]} sao conjuntos de indices;

o I"":={(r,s) €D*:r<s}, sendo D:={l,...,d}, onde d é a di-
mensao do dominio;

o LM ={vey(P"") v, épar eV, éimpar} e
K" ={ve V(P v, é impar e v, é par}, Vr,se D={1,...,d},
r <s, onde d é a dimensao do dominio.

e funcgao adicional:
e axis(2) é o eixo que contém o conjunto de breakpoints 2.

O conjunto de restrigdes acima lineariza as restrigoes (2.1e) e (2.1f) do
problema original P. As restri¢oes (4.6h)-(4.6k) realizam a primeira fase
da ramificagdo do modelo Log, selecionando um quadrado no dominio
da funcao q™"™.

As restrigoes (4.61) e (4.6m) sao responsdaveis pela construgao da
segunda fase da ramificagao do modelo Log, selecionando um triangulo
dentro do quadrado escolhido na primeira fase da ramificagao.

Agora, a fungao nao-linear Ap™(q™) é aproximada com uma fun-
¢ao linear por partes e as restri¢oes nao lineares (2.1f) e (2.1g) do pro-
blema original sao reescritas em um programa linear inteiro-misto, com
base no modelo Log, conforme apresentado a seguir.
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Para todo m € -

~m

= Z sz,kg v Qo kg kw
(kO k8 kW) eV (2m)

(~lm _ Z qn,m < qm,S
neNy

Ap = Z Qo s jor AP™ (o e gow)

(ko ke Dy ¥ (m)
pr=p"S+Ap”
Qo e v > 0, V(K% k8, k) € ¥/ (™)
Q;?;)kg’kw S Z y$7 v(ko’ng{W) € 7/(@’")

PEPM(kO 8 Jov)
Y =y

Pcpm

Qm — m
ko ks kv =Y
(ko k8 )y (m)

ym < Z Zn,m
ne My

y"€{0,1}
Vi e {0,1},vP e 2"

Para todom € .#,Y € {O,G,W}, 1 € d(Y™):

Y
Qo e v < X"

(kO k8 kWY (5 m):kre‘/;is(rm).&l
m,Y
Qo s g < (1=277)
(ke K8 KV (PM)RYESS )
Para todo m € ., (r;s) €T :
m m
-ka,kg’kw < Vr.s
(ke k8 kV)e L
m m
-Q'kn’kg’kw S (1 7yr.,x)
(ke & Jom) e A,

tendo as seguintes varidveis adicionais:

(4.7)

(4.7m)

(4.7n)

(4.70)

mY .y o s . . . ~
e x; 7 € a varidvel bindria que define a primeira fase da ramificagao
do Log para a fase com Y € {O,G,W} e para o indice [ € P(Y™)
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de B;

e y ¢é a varidvel bindria que constréi a segunda fase da ramificacao
do Log para cada par (r,s) € I"".

parametros adicionais:

e O" G™ e W™ sao os conjuntos de breakpoints referentes ao ma-
nifold m para as fases de dleo, gis e agua, respectivamente. O
conjunto de vértices do dominio da funcao de queda de pressao
Ap™(q™) é definido como ¥ (P™) = 0™ x G" x W™,

o PM(k° k8,k") é o conjunto de politopos P € ™ que contém o
vértice (k% k8 k");

o LN :={veV(P"): v, éparv, éimpar}, Vrs € D={l,...,d},
com r < s, onde d é a dimensao do dominio;

o XZ) :={veV(P"): v, éimpar,vs é par}, Vrs € D= {l,...,d},
com r < s, onde d é a dimensao do dominio.

As restrigoes (4.71) e (4.7m) induzem a primeira fase da ramifica-
¢ao do modelo Log, na qual o dominio é condicionado a um hipercubo.
As restrigoes (4.7n) e (4.70) implementam a segunda fase da ramifica-
¢ao, na qual um tetraedro é escolhido dentro do hipercubo selecionado
na primeira fase. Este esquema de ramificagdao constréi uma familia de
politopos compativel com a Triangulagao J1.

4.5 REFORMULACAO COM O MODELO MC

Nesta secao, a funcdo nao-convexa ™" (p™,q) serd aproximada
com uma fungao linear por partes com o uso do modelo MC apresen-
tado na Segao 3.4. O conjunto de equagtes que aproximam a funcao
q""(p™,q}) com o modelo MC ¢ apresentado a seguir:
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Para todon € A4 :

Y Y 4"'=q (4.82)

me. My, Pe Pnm
Y PP < p" Vme 4, (4.8b)
penm
pr< Y p 4 p N (L= zum), Vm € A, (4.8¢)
pPcnm
_n,m,P
) (m?*'" { T } + C%’"’y?"") =" Vme Ay (484)
Pcgpnm pr
g < Y G < g™ (4.8e)
me.#y,
.n,m.,P
A | s | <vEmE m ety p e (4.86)
T
Y W =zum Vme 4, (4.8g)
pepmmn
q;"m"P >0, p~™Pf >0,Ym € M,, P c P (4.8h)
yp" €{0,1},Ym € M, P € P (4.81)

com variaveis adicionais:

nmpP . s ; e~ ,
° qi’ " é uma varidvel continua que representa a mjecao de gas em

um pogo n para o politopo P € ™™

P

e p™" 6 uma varidvel continua que representa a pressio do mani-
fold m no politopo P € ™",

nm 4 sz s . .
e y, € uma varidvel bindria que recebe o valor 1 quando o politopo
P e 7™M estd ativo e 0, caso contrario.

e parametros adicionais:

e m}" é o vetor com os coeficientes para o hiperplano que aproxima
a funcao ™ no politopo P € 2",

nm . . . . ~
e ¢y ¢é o coeficiente linear do hiperplano que aproxima a fungao
q"™ no politopo P € L™

e A" e b}" sao as matrizes e os vetores de coeficientes das inequa-
¢oes lineares que definem o politopo P € Z™™, os quais podem
ser de qualquer familia de politopo, a exemplo de hipercubos ou
simplexes;
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A seguir, é apresentada uma aproximacgao baseada no modelo
MC para a funcao da queda de pressdo Ap™(q™) nas tubulagoes que
conectam os manifolds aos separadores:

Para todo m € A4 :

Z q"f =" (4.9a)
Peym
qm — Z qn,m S qm,S (49b)
meNy,
m,P
—m e
Ap =Y (mp| g" | +cBp (4.9¢)
Peopm m,P
qw
pr=p"S+Ap” (4.9d)
m,P
qg
AR | g | <biypvpe o (4.90)
qw
Y =y (4.9f)
pPepm
ym < Z Zn,m (49g)
neNy
q"" = (2", qy" qw") = 0,yP e 2" (4.9h)
yp €{0,1},vPe 2™ (4.91)
y"e{0,1} (4.95)

com variaveis adicionais:

o qf = (q}?gqgo, q’,ﬁ‘w) ¢ um vetor que contém as variaveis continuas
que representam as vazoes de gds, 6leo e dgua, respectivamente,
na tubulagao que conecta o manifold m ao seu separador, dentro
de um politopo P € 2™

e yp é uma varidvel bindria que recebe o valor 1 quando o politopo
P e P estd ativo e 0, caso contrario.

e parametros adicionais:

e mj contém os coeficientes do vetor normal do hiperplano que
aproxima a funcdo Ap™(q}p) no politopo P € P™;
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e ¢ é o coeficiente linear do hiperplano que aproxima a funcao
Ap™(q}) no politopo P € P"™;

e A7 e bp sao os coeficientes das inequagoes lineares que definem
o politopo P € 2™ os quais podem ser de qualquer familia de
politopo, a exemplo de hipercubos ou simplexes;

4.6 REFORMULACAO COM O MODELO INC

Nesta secao serao apresentadas as equagoes baseadas no modelo
Inc que aproximam as funcoes nao convexas q*™ e q". O conjunto de
equagoes a seguir aproxima a funcao q*:

Para todon € 4 :

1,0 AR ik [k 0
4 = qi:n,m + Z Z Z 6r'z],7m (qijjn,m - qiﬁz,m) (4.10&)
meMy, j=1 k=1

v .
Pt XY, 8l (P pln) < p"VmeE Ay (4.10b)
j=1 k=l

|7 V(7)1

1,0 i,k i,k j,0
pm < Prjam + Z 61{,'m (pg,n,m - p{,n,m)
= k=
+ pm,maX(l - Znﬂm), Vm € %n (410C)

o 1o | 7| [V(T;)] =1 "
" = 4" (G Pra) T Y, Y, Gim
=1 k=1

j.k j i,0 j
(qn7m(qij’h’m7p{:rl:,m)_ qn7m(Qij’h’m7p{:r(z),m)) 3 Vm € %n (410d)

g < Y @ <yuqt? (4.10e)
me. My
V(1)1
Z 6’11/:! < Znm, Vm € M, (410f)
k=1

8l = 0,Ym € My, j € {1,...,| T} ke {1,... [V(T))| ~1}
(4.10g)
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who <8 T me iy, je{1,.. | T| -1} (4.10h)

V(T)|-1
Z S < wl . Yme My, jE{1,.. | T —1}  (4.100)
k=1

wh’m €{0,1},Vme A, je{1,...,|T7""| - 1}. (4.105)

tendo como variaveis:

e &% 6 uma varidvel continua de peso que, incrementalmente, con-
dlclona o dominio a apenas um politopo;

° wfhm é uma variavel bindria que recebe valor 1 quando as varidveis
-
k . , .
de peso &, dos simplexes Ty € 7™" com j' < j recebem valor 1.

Neste caso, o simplex ativo é o Tj41.
e parametros adicionais:

Gi pm € O breakpoint de injegao de gés correspondente ao vértice k
do simplex j;

° p{,’fm é o breakpoint de pressao do manifold m correspondente ao
vértice k do simplex j;

e J™M ¢ o conjunto de simplexes que compdem a familia de poli-
topos do dominio da fungao de vazao do pogo n para o manifold

n,m.
mq

e V(T) é o conjunto de vértices do simplex T € ™. A rigor, teria-
se que utilizar a notagao T™™" € ™" porém deixa-se T para nao
sobrecarregar a notacgao.
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A seguir, a fungdo Ap™(q™) é aproximada, através da reformula-
¢ao das equagoes (2.1g) e (2.1h) com o modelo Inc:

Para todo m € A4 :

\gmv-r
=+ Y Y 5t (4 - al) (4.11a)
j=1 k=1
qm: Z qn,mgqm,s (4.11b)
neMy
A 1,0 EAll j k j k j,0
B =@+ Y Y St (A - @)
j=1 k=1
(4.11c¢)
pr=p"S +Ap" (4.11d)
V'S Y zum (4.11¢)
ne Ny
V(1)1
Y &Sy (4.11f)
k=1
&1 >0,vje {1, |7} € {1, IV(T)| - 1} (4.11g)
wi < VI i, |7~ 1) (4.11h)
Y stk <wl vied{l,... .| 7" -1} (4.11i)
k=1
wl €{0,1},Vje{l,...,| 7" -1} (4.11j)

tendo como variaveis adicionais:

° 5,{,’]‘ é uma variavel continua de peso que, incrementalmente, con-
diciona o dominio a apenas um politopo ou simplex T; € ™. A
rigor, teria que ser 7", mas vamos deixar T; para nao sobrecarre-
gar a notagao;

e w}, é uma varigvel binéria que recebe valor 1 quando as varidveis

o
de peso &, * dos simplexes Ty € 7" com j' < j recebem valor 1.
Neste caso, o simplex ativo é o Tj41.

e parametros adicionais:

gk gk gk gk 4 , S, ,

® qn = (Qm,gan,oanyw) ¢ um vetor que contém as variavels conti-

nuas que representam as vazoes de gas, 6leo e dgua, respectiva-
mente em um vértice k de um simplex T; € I,
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e 7™ é o conjunto de simplexes que compdem a familia de politopos
do dominio da fungéo de queda de pressdo Ap™(q™) na tubulagao
que conectam o manifold m ao seu separador;

e V(T) é o conjunto de vértices do simplex T € ™. A rigor, teria-
se que usar T™, mas vamos deixar T para nao sobrecarregar a
notacao.

4.7 REFORMULACAO COM O MODELO SOS2

Nesta secao, serao apresentadas as reformulagoes lineares das
restri¢oes nao-lineares do problema original com o uso do modelo SOS2.
As equagdes que expressam a curva de desempenho do pogo ¢ (gi, pr)
sao reformuladas como segue:

Para todon € A4 :
i=Y ¥ T Mia (4120

me/ﬁn qiejgfn,m Pre%')n,m

Z Aylppr < p",Nm € My (4.12b)
qi €A preZM

p" < Z Z l[;’i’;',’rpr +p"" (1 = zum),Ym e My (4.12c)
GER M peETnm

=Y Y Ad"(Gip),Vme A, (4.12d)
g EH N pEe R '
"< ) G <yng"t (4.12¢)
me.#y,
AL > 0,g; € A Nm € My, pr € B (4.12f)
)’t;li’-,,;r = Zn,ma Vm € %m (412g)
inJ/n‘m pre%)n,m
a" = X AgpoVaie ™" (4.12h)
pre%n‘m
=Y Agp Vo€ B (4.121)
giexmm
(&™) ymm 580 SOS2 (4.12§)
(n;;m)%n,)7z Sé‘o SOS2 (412k)

tendo como varidveis adicionais:

nm -, .z /. 1.
e £, 6 uma varidvel continua auxiliar que representa a soma das
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o ;o
variaveis de peso lq;’ . tal que g; = g;.

P

nm i4vel ; il . . das
L] T'I?r € uma variavel continua auxiliar que reprebenta a Soma das

. ;L
varidveis de peso Ay v tal que pi = p;.

As varidveis auxiliares &™ e 1, compdem a cadeia ligada de
conjuntos de varidveis especialmente ordenadas do tipo 2 e induzem a
construgdo de uma grade, de forma semelhante & ilustracdo apresen-
tada na Figura 11. As restrigdes SOS2 (4.12j) e (4.12k) garantem que
a combinacdo convexa das varidveis de peso A, p, associadas a cada
vértice (gi, pr) estardo limitadas a apenas um politopo, um quadrado

neste caso, do dominio.

A reformulagao das equagdes (2.1g) e (2.1h) referentes & curva
de queda de pressao Ap™(q™), com o modelo SOS2, é apresentada a

seguir:
Para todome .4 :
q"'= Z Qﬁ,kg,kwqﬁnk&kw
(ko k8 WY eV (m)

. - S
qm _ Z qn,m < qm,
neMy
—~m
Ap = Y o ks jor AP™ (Ao g o)
(ko k8 kw)ey (2Pm)

pm :pm,S +A/;m
O e > 0, (K7, K8 1) € ¥/ ()"

é;ﬂ = Z Q;?{’,kg,kw’ \V/() S Om
(ko k& kW) €7 ( FPm):0=ko

Ny = Y Qo ks v, Vg € G
(kO k8 kw)eV (2Pm):.g=k8

W = Z Qk",kg,kwv Yw e w™
(kO k8 kW)Y (PM):w=k¥W

ym < Z Znm
neNy

Qﬁ.kg,kw =y"
(kO k8 kW)€ gom

y" e {0,1}

(4.13a)
(4.13b)
(4.13¢)

(4.13d)
(4.13e)

(4.13f)
(4.13g)
(4.13h)
(4.13i)
(4.13))

(4.13k)
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(&) om sd0 SOS2 (4.131)
(n7') gn S0 SOS2 (4.13m)
(Y )yym sdo SOS2 (4.13n)

tendo como variaveis adicionais:

e &M ¢ uma varidvel continua auxiliar que representa a soma das
variaveis de peso Q%_kgﬁkw tal que k° = o0 para o € O™,

e 7, é uma varidvel continua auxiliar que representa a soma das
variaveis de peso &5 o v tal que k¥ = g para g € 4™;

e Yy é uma varidvel continua auxiliar que representa a soma das
varidveis de peso €5 o v tal que k¥ =w para w € #'".

e parametros adicionais:

e 0" G™ e W™ sao os breakpoints de dleo, gas e dgua, respectiva-
mente, que compoem o dominio da fungao de queda de pressao
Ap™(g™) na tubulagao que conecta o manifold m ao seu separador,
sendo ¥ (™) = 0" x G x W™.

4.8 SUMARIO

Neste capitulo foram propostas aproximagoes lineares por partes
para as fungbes nao-lineares q"™ (g, pr) € Ap™(q™) do problema nao-
linear inteiro-misto de alocacao de gas sob restrigoes de alinhamento e
de pressao formulado na Segao 2.3. Para modelar estas fungoes lineares
por partes, foram propostas reformulagoes lineares inteiras-mistas do
Problema P com base nos modelos apresentados no Capitulo 3.

As formulagoes MILP propostas neste trabalho e contidas neste
capitulo compoem uma contribui¢ao na area de otimizagao da producao
de petrdleo para a solugao do problema de alocagao de gas de injecao
sob restrigoes de alinhamento e de pressao.
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5 ANALISE COMPUTACIONAL

Este capitulo apresenta uma andlise computacional das formu-
lagoes lineares inteiras-mistas desenvolvidas no Capitulo 4 no contexto
do problema de alocagao de gés sob restrigoes de alinhamento e de pres-
sao apresentado no Capitulo 2. O cenério desenvolvido para analisar o
desempenho computacional dos modelos é um sistema de produgao de
um campo de petréleo sintético modelado com o uso de um simulador
de escoamento multifésico.

Este capitulo foi estruturado da seguinte forma: a primeira parte
apresenta a modelagem do sistema de producao; em seguida, sao apre-
sentados os resultados de desempenho dos modelos para aproximacoes
com hipercubos e simplexes. Por fim, é feita uma analise geral dos
modelos com ambas as aproximagoes, discutindo-se a relagao de custo-
beneficio entre a qualidade da aproximacao e o desempenho computa-
cional.

5.1 SISTEMA DE PRODUCAO

O sistema de producao possui N = 16 pogos e M = 2 manifolds,
onde todos os pogos podem ser alinhados para os dois manifolds de
producdo, ou seja, Ay, = A para todo m € .#. O campo possui dois
separadores, um para cada manifold. H4 um compressor que envia o
gds para um manifold de injecdo, o qual distribui o gis para os 16
pocos. A rede de produgao ¢ ilustrada na Figura 12.

Os pogos e os manifolds do sistema de produgao estao topologica-
mente divididos em dois grupos: os pogos 1-8 estao a 1 km de distancia
do manifold 1, e a 10 km de distancia do manifold 2, enquanto os pogos
de 9-16 estdo a 1 km do manifold 2 e a 10 km do manifold 1. As tu-
bulagbes que conectam os pogos aos manifolds possuem 4 polegadas de
didmetro interno (DI) e 0,001 polegadas de rugosidade (R) . Com esta
estrutura topoldgica, se 0 poco n estd mais proximo do manifold m; do
que do manifold my, entdo "™ (p,qi) > Q"™ (p,q;) para uma pressao
p no manifold e uma injecao de gas gj.

Todos os pogos possuem a razao gas-6leo (RGO) e a fracao de
agua (BSW) constantes para as diferentes taxas de injegdo de gés e
variagoes na pressao do manifold. A vazao de liquido de cada pogo é
regida pela equacao q; = pi(pr — pwyr), onde q; = go + gy, pws € a pressao
no fundo do poco, p; é o indice de produtividade do poco, e p, é a
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Manifold de Injecdo de Gas

Compressor

Figura 12: Rede de Producao com Injecao de Gas.

pressao estatica do reservatorio.

Estes parametros sao apresentados na Tabela 3, onde as unida-
des para RGO, BSW, p, e p; sdo sm®/sm?, %, psi, and STB/d/psi,
respectivamente.

Tabela 3: Parametros dos Pogos

n RGO BSW Dr pi | n RGO BSW Dr Di
1 200 0 2100 15| 9 200 10 1900 5
2 200 20 2300 2 | 10 200 40 2200 9
3 300 10 1950 12 | 11 300 0 1850 11
4 300 40 2050 15 | 12 300 20 2300 6
5 400 0 1750 4 | 13 400 10 1825 14
6 400 20 1700 9 | 14 400 40 2200 7
7 500 10 1700 11 | 15 500 0 1600 8
8 500 40 2100 10 | 16 500 20 1800 5

A tubulagao que conecta o manifold 1 ao seu separador possui um
comprimento de 100 m, enquanto a tubulacdo que conecta o manifold
2 ao seu separador mede 50 m. Ambos possuem elevagao desprezivel,
ID = 4,5 polegadas, e R = 0,001 polegadas. A pressdo absoluta dos
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manifolds pode variar de 300 a 800 psi de acordo com as condigoes
operacionais, enquanto a pressao nominal do separador é 300 psi.

Todos os pogos possuem tubulagoes idénticas com as seguintes
caracteristicas: ID de 3 polegadas, profundidade de perfuracao de 3,7
km, profundidade de 2,7 km, e ponto de injecdo a 2,8 km. A maior
taxa de vazdo de géds permitida para cada pogo é de 8000 Mscf/d.

As curvas usadas para representar este sistema de produgao es-
tao disponiveis em (SILVA A. CODAS, 2011) em formato AMPL. Esta
instancia foi obtida com o uso do software Schlumberger PIPESIM, ins-
pirado em uma instancia sintética apresentada em (KOSMIDIS; PER-
KINS; PISTIKOPOULOS, 2004).

5.2 ANALISE DE DESEMPENHO

Esta secao apresenta uma andlise computacional das formula-
¢oes lineares inteiras-mistas apresentadas no Capitulo 4 para o cenario
apresentado na secao anterior. Essas formulagoes foram escritas na lin-
guagem de programagado matematica AMPL e resolvidas com o solver
de programacao inteira-mista CPLEX 11 em uma estacao de trabalho
com sistema operacional Linux, com processador Intel Core 2 Quad
3.0GHz e com 4GB de memoéria RAM. Todos os experimentos foram
executados com um limite de tempo de 10.000 segundos (= 2,78 horas).

Para fins de comparacao do desempenho das formulagoes, foram
analisados o impacto da variagao da capacidade de compressao de gas e
da quantidade de politopos usados para representar as funcoes lineares
por partes multidimensionais. A primeira anélise avalia como o desem-
penho dos modelos varia em fungao da limitacao de gés de injecao no
sistema, enquanto a segunda anélise tem o intuito de analisar o tempo
de execugao dos modelos quando a qualidade da aproximagao se torna
mais fina e, consequentemente, o niimero de varidveis adicionais do pro-
blema aumenta. Para a primeira analise, foram considerados trés niveis
de capacidade de compressao de gds no compressor:

Capacidade de Compressao Alta: Nao ha limite para a vazao de
gas de injecao;

Capacidade de Compressao Média: A vazao de gés de injecao dis-
ponivel no compressor é a metade da vazao necessaria para injetar
0 maximo possivel em todos o0s pogos;

Capacidade de Compressao Baixa: A capacidade de compressao
de gas para todo o sistema é o equivalente ao maximo de gas que
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se pode injetar em um tnico poco.

Para a segunda andlise, os dominios das funcoes lineares por par-

tes foram particionados em politopos caracterizados como hipercubos e

simplexes. Foram considerados trés niveis de qualidade de aproximacao
~ ] o ~ n,m m n

das funcoes lineares por partes que aproximam as fungoes ¢ (p™,g")

e Ap™(q"):

Qualidade Baixa: Uma aproximagao com hipercubos foi considerada
com qualidade baixa quando possui 18 politopos (6 breakpoints de
injecao de gés e 3 breakpoints de pressao no manifold) no dominio
da funcao """ (p",q"') e 25 (5 breakpoints para cada fase do fluido)
politopos no dominio da fungdo Ap™(q™). Para representar o
mesmo dominio, uma aproximagao com simplexes considerada
de qualidade baixa possui 36 politopos (o dobro do nimero de
quadrados) no dominio da funcao " (p™,q") e 150 (6 vezes o
nimero de cubos) politopos no dominio da funcao Ap™(q™);

Qualidade Média: Para uma qualidade média, a aproximacao com
hipercubos representa o dominio da fungao q""(p",q!') com 66
politopos (11 breakpoints de injecdo de gés e 6 breakpoints de
pressdo no manifold) e o dominio da fun¢ao Ap™(q™) com 1000
politopos (10 breakpoints para cada fase do fluido). A represen-
tagdo do dominio por simplexes para a qualidade média possui
132 (o dobro do ntimero de quadrados) politopos no dominio da
funcao "™ (p™,q!') e 6000 (6 vezes o niimero de cubos) politopos
no dominio da fungéo Ap™(q™);

Qualidade Fina: Para uma qualidade fina, a aproximagao com hi-
percubos representa o dominio da fungao ¢""(p™,q!') com 180
(15 braekpoints de injecdo de gas e 12 breakpoints de pressao no
manifold) politopos e o dominio da fungdo Ap™(q™) com 2197
politopos (13 breakpoints para cada fase do fluido) . A represen-
tagao do dominio por simplexes para a qualidade fina possui 360
(o dobro do nimero de quadrados) politopos no dominio da fun-
cao q""(p™,q!") e 13182 (6 vezes o niimero de cubos) politopos no
dominio da funcdo Ap™(q™).

Note que a representacao do mesmo dominio para uma qualidade de
aproximagcao similar possui um numero diferente de politopos para a
representacao com hipercubos e simplexes. Para a aproximacao da
fungao "™ (p™,q!') com dominio bidimensional, cada quadrado do do-
minio é particionado em dois triangulos. Para a aproximagao da fungao
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Ap™(q™) com dominio tridimensional, cada cubo é particionado em 6
tetraedros. Portanto, dentre as aproximacoes, a representagao do do-
minio por simplexes é mais fina.

Inicialmente, é feita uma comparagao dos modelos DCC, DLog,
CC e SOS2 com a aproximagao por hipercubos. Em seguida, os mode-
los DCC, DLog, CC, Log e MC sao aproximados com uma familia de
politopos que é compativel com a triangulagao J1 e analisados quanto
ao seu desempenho computacional. A parte final desta segdo compara
o desempenho de ambas as aproximagoes e discute a qualidade de apro-
ximagao de cada abordagem.

A Segéo A.3 do Apéndice apresenta os tamanhos das formulacoes
desenvolvidas, considerando o niimero de varidveis continuas, binarias
e de restricoes do problema para as diferentes qualidades de aproxi-
macao. Os parametros usados no problema de otimizacao, bem como
as solugoes obtidas para as aproximagoes por simplexes e hipercubos,
considerando as diferentes qualidades, s@o apresentados na Segdo A.4
do Apéndice.

5.2.1 Aproximacgao por Hipercubos

Nesta segao, sera feita uma andlise computacional dos modelos
DCC, DLog, CC e SOS2 com hipercubos para o problema de alocagao
de gés discutido no Capitulo 2. As formulagoes que falharem ao tentar
encontrar uma solugao étima para o problema por excesso de memoria
serdo apresentadas nas tabelas com um asterisco (*).

A primeira parte desta secao tem como objetivo analisar o de-
sempenho computacional dos modelos com a variagao da capacidade
de compressao de gas, enquanto a segunda faz uma andlise do desem-
penho com relagao a variagao do niimero de politopos, considerando a
evolugao do GAP dual no tempo.

5.2.1.1 Variacdo da Capacidade de Compressao de Gas

Nesta secao, o desempenho computacional dos modelos é ana-
lisado com diferentes taxas disponiveis no compressor para injecao de
gés. As Tabelas 4, 5 e 6 apresentam os tempos de execucdo (em se-
gundos) de cada formulagdo para resolver o problema de otimizagao
da produgao para uma qualidade de aproximagao baixa, média e alta,
respectivamente, variando-se a capacidade de compressao de gas de in-
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jecdo. Nessas tabelas também é apresentado o GAP dual da solugao
encontrada dentro do tempo limite de 10.000 segundos (& 2,77 horas).

Tabela 4: Aproximacao com Hipercubos com Qualidade Baixa

Alta Média  Baixa

Tempo (s) | 21,47 21,14 553,58

DCC T Gap (%) 0 0 0
Tempo (3) | 21,11 17,05 144,38

DLog | Gap (%) 0 0 0
cc | Tempo (5) [ 17.66 12,08 80337
GAP (%) 0 0 0
Tempo (s) 5,90 6,57 238,99

SOS2 | qup (%) 0 0 0

Analisando-se os dados da Tabela 4, os quais sao referentes a
aproximagao com qualidade baixa, pode-se notar que todos os modelos
conseguem encontrar a solugao otima para todas as capacidades de
compressao de gas no compressor. Para as capacidades de compressao
de gas alta e média, os modelos tiveram desempenho similar, sendo o
SOS2 o modelo com o melhor desempenho. Com uma capacidade de
compressao de gés baixa, o problema se torna mais restrito e os modelos
levam mais tempo para encontrar a solugao 6tima. Neste caso, o modelo
DLog teve um desempenho melhor.

Tabela 5: Aproximacao com Hipercubos com Qualidade Média

Alta Média  Baixa

DCC Tempo (s) 276,61 397,94 10.000
GAP (%) 0 0 2,41

DLog Tempo (s) | 7.460,58 10.000 10.000
GAP (%) 0 0,03 0,12

cC Tempo (s) 105,22 53,17  10.000
GAP (%) 0 0 9,91

Tempo (s) 21,11 28,68 367,44

SOS2 1 Gap (%) 0 0 0

Analisando-se os dados da Tabela 5, a qual apresenta os resul-
tados para uma qualidade de aproximacao média, pode-se notar que
todos os modelos convergem para a solugao 6tima com a capacidade de
compressao de gas alta. Com capacidade de compressao de gas média,



113

apenas o modelo Dlog nao encontra a solucao étima. Para uma capa-
cidade de compressao de gas baixa, apenas o modelo SOS2 conseguiu
encontrar a solugao 6tima. O modelo CC teve um desempenho melhor
que o DCC para os cendarios com capacidades de compressao de gés alta
e média, e também conseguiu chegar mais préximo da solugao 6tima
com uma capacidade de compressao baixa. Isto era esperado, pois o
modelo CC reduz o nimero de varidaveis do modelo DCC agregando as
varidveis continuas associadas aos vértices dos politopos. Entretanto,
com uma capacidade de compressao de gas baixa, o modelo CC nao
chegou & solugao étima, ficando com um GAP dual de 9.91%, que é
relativamente elevado. O modelo SOS2 teve o melhor desempenho para
todas as capacidades de compressao de gas. Este resultado aponta que,
no cendario com qualidade de aproximagao média, o tratamento algo-
ritmico das restrigoes SOS2 ao invés do uso de varidveis bindrias deu
ganhos significativos na resolugao do problema de alocacao de gas.

Tabela 6: Aproximacao com Hipercubos com Qualidade Fina

Alta Média Baixa

DCC Tempo (s) 3.927,00  4.180,19 6.618,02*
GAP (%) 0,00 0,00 169,36

DLog Tempo (s) | 10.000,00 10.000,00 10.000,00
GAP (%) 0,11 50,29 22,72

cc Tempo (s) 4.078,94  1.002,81 10.000,00

GAP (%) 0,00 0,00 7,63

3052 Tempo (s) 380,97 417,99  10.000,00
GAP (%) 0,00 0,00 5,95

Analisando-se os dados da Tabela 6, que apresentam os resultado
para uma qualidade de aproximacao alta, pode-se notar que, com exce-
¢ao do modelo DLog, todos os demais modelos conseguiram encontrar
a solucao 6tima com as capacidades de compressao de gas alta e média.
Isto mostra que o ganho obtido com a reducao logaritmica de varia-
veis bindrias com relagao ao numero de politopos teve pouca influéncia
no desempenho computacional do modelo DLog, pois era esperado que
este modelo tivesse um bom desempenho com um nitmero maior de
politopos. Com uma capacidade de compressao de gas baixa, nenhum
dos modelos conseguiu encontrar a solu¢ao 6tima. O modelo SOS2 teve
o melhor desempenho dentre os modelos, conseguindo chegar mais pro-
ximo da solugao 6tima com uma capacidade de compressao baixa, com
um GAP dual de 5,95%.
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5.2.1.2 Variacdo da Qualidade de Aproximagao

Esta secao tem como objetivo analisar o desempenho dos mode-
los com a variacao da qualidade da aproximagao, considerando a evolu-
¢do do GAP dual ao longo do tempo de execugao. As Figuras 13, 14 e
15 apresentam os graficos dos modelos para os cenarios com capacida-
des de compressao de gas alta, média e baixa, respectivamente. Cada
grafico apresenta o desempenho dos modelos para as aproximacoes com
as qualidades baixa, média e fina. Os graficos estao em escala logarit-
mica em fungdo da alta variacdo do tempo computacional e GAP. A
aproximagao com hipercubos para as qualidades baixa, média e alta sao
denotadas por 18-125, 66-1000 e 180-2197, respectivamente. Tais va-
lores representam o ntmero de politopos para os dominios das fungoes
de vazao dos pocos e das curvas de queda de pressao nas tubulagoes.

—&— DCC 18-125
—— DCC 66-1000
—— DCC 180-2197
~#— DLog 18-125
~#A— DLog 66-1000
=0~ DLog 180-2197
—8— CC 18-125
—— CC 66-1000
—e— CC 180-2197
S0S2 18-125
SOS2 66-1000
SOS2 180-2197

GAP (%)

10 10 10°
Tempo (s)

Figura 13: Hipercubos - Capacidade de compressao Alta

Analisando-se o grafico ilustrado na Figura 13, cujo cendrio é
caracterizado pela capacidades de compressao alta de géas, pode-se no-
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tar que todos os modelos convergiram para a solugao 6tima com as
qualidades de aproximagcao baixa e média. Quando a qualidade é fina,
apenas o modelo DLog nao conseguiu encontrar a solucao. Este resul-
tado aponta que o crescimento logaritmico em relagao ao nimero de
politopos de varidveis binarias do modelo DLog nao teve muita influén-
cia no desempenho deste modelo. Para a aproximagao com qualidade
baixa, os modelos tiveram um desempenho similar, encontrando a so-
lugao 6tima em menos de 100 segundos. O modelo SOS2 teve melhor
desempenho com todas as qualidades de aproximagao.

—a— DCC 18-125
= DCC 66-1000
—8— DCC 180-2197
—#— DlLog 18-125
~A— DLog 66-1000
==& DLog 180-2197
—8— CC 18-125
=4 CC 66-1000
—8— CC 180-2197
S0S2 18-125
S0S2 66-1000
SOS2 180-2197

GAP (%)
s_
:
>

4 L
10°
Tempo (s)

Figura 14: Hipercubos - Capacidade de Compressao Média

Analisando-se o grafico da Figura 14, cujo cenario é caracterizado
pela capacidade de compressao de gés média, pode-se notar que, com
uma qualidade de aproximagao baixa, todos os modelos conseguiram
encontrar a solugdo 6tima e fechar o GAP dual. Com esta qualidade
de aproximacao, o desempenho dos modelos foi similar, sendo o modelo
SOS2 aquele com melhor desempenho. Para as qualidades de aproxima-
¢ao média e alta, todos os modelos, com excecao do DLog, conseguiram
encontrar a solu¢do 6tima. Embora tenha conseguido fechar o GAP,
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o modelo DCC encontrou a primeira solugao factivel mais distante da
solucao étima para todas as qualidades de aproximacao. Pode-se notar
que, quando o nimero de politopos aumenta, o modelo DLog tem o pior
desempenho dentre os modelos e nao chegou a solugao étima para os
cendarios com capacidade de compressao de gas média e baixa. Este re-
sultado pode indicar que o impacto do niimero logaritmico de varidveis
bindrias adicionais deste modelo teve pouca influéncia no desempenho
do mesmo. O modelo SOS2 também teve o melhor desempenho para as
qualidades de aproximagao média e alta, indicando que o tratamento de
restrigoes SOS2 pelo solver acelerou consideravelmente o desempenho
deste modelo.

—&— DCC 18-125
—— DCC 66-1000
—&— DCC 180-2197*
= DLog 18-125
~#A— DLog 66-1000
~4— DLog 180-2197
—=— CC 18-125
—de— CC 66-1000
—@— CC 180-2197
S0S2 18-125
S0S2 66-1000
SOS2 180-2197

GAP (%)

Tempo (s)

Figura 15: Hipercubos - Capacidade de Compressao Baixa

A Figura 15 apresenta um grafico que relaciona o GAP pelo
tempo de execugao dos modelos com aproximagao por hipercubos para
o cenario com capacidade de compressao baixa. Para a qualidade de
aproximagao baixa, todos os modelos conseguiram encontrar a solugao
6tima. Neste cenario, embora o modelo SOS2 tenha encontrado uma
solugao factivel primeiro, o modelo DLog teve o melhor desempenho.
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Com uma qualidade de aproximagao média, dentre todos os modelos,
apenas o modelo SOS2 conseguiu encontrar a solu¢ao 6tima. Quando a
qualidade de aproximagao se torna fina, nenhum dos modelos conseguiu
encontrar a solugao 6tima para o problema, sendo o SOS2 o modelo que
conseguiu encontrar uma solu¢ao mais proxima da solugao 6tima, com
um GAP dual de 5,95%. Este resultado mostra que o problema de
alocagao de gés com capacidade de compressao baixa no compressor é
um problema consideravelmente dificil de se resolver a medida que a
qualidade da aproximagao se torna mais fina.

5.2.2 Aproximagao por Simplexes

Nesta se¢ao, serd feita uma andlise computacional dos modelos
DCC, DLog, CC, Log e MC para uma aproximacao por simplexes para
o problema de alocagao de gas discutido no Capitulo 2. As formula-
¢oes que falharem ao tentar encontrar uma solugao 6tima por falta de
memoria serdo apresentadas nas tabelas com um asterisco (*).

De forma similar ao que foi feito na se¢do que apresenta os resul-
tados com a aproximacao por hipercubos, a primeira parte desta secao
tem como objetivo analisar o desempenho computacional dos mode-
los com a variacao da capacidade de compressao de gas, enquanto a
segunda faz uma andlise do desempenho com relagao a variacao do
numero de politopos, considerando a evolu¢ao do GAP dual no tempo.

5.2.2.1 Variagao da Capacidade de Compressao de Géas

Nesta secao, o desempenho computacional dos modelos é ana-
lisado com diferentes taxas disponiveis no compressor para injecao de
gés. As Tabelas 7, 8 e 9 apresentam os tempos de execucdo (em segun-
dos) gastos por cada formulagao para resolver o problema de alocacao
de géds com as qualidades de aproximacao baixa, média e alta, respec-
tivamente, variando-se a capacidade de compressao de gas de injecao.
Nessas tabelas também sdo apresentados os GAP’s duais das solucoes
encontradas dentro do tempo limite de 10.000 segundos.

Com base nos resultados apresentados na Tabela 7, pode-se no-
tar que, para uma capacidade de compressao alta, todos os modelos,
com excegao do CC conseguiram encontrar a solugao 6tima. Para as
capacidades de compressao média e baixa, os modelos DCC e CC nao
conseguiram encontrar a solugao 6tima, embora estes modelos tenham
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Tabela 7: Simplexes - Qualidade Baixa

Alta Média Baixa

DCC Tempo (s) 614,22 10.000,00 *7.000,00
GAP (%) 0,00 0,04 8,63

DLog Tempo (s) 220,61 570,31 3152,90
GAP (%) 0,00 0,00 0,00

cC Tempo (s) | 10.000,00 10.000,00 10.000,00

GAP (%) 0,02 0,05 8,61

Log Tempo (s) 7,29 7,42 6,88

GAP (%) 0,00 0.00 0.00

MC Tempo (s) 791,46 775,62 365,35

GAP (%) 0,00 0,00 0,00

chegado a uma solucdo com GAP relativamente pequeno para a ca-
pacidade de compressdao média. O modelo DCC encontrou a solucao
Otima com uma capacidade de compressao alta, mas falhou ao tentar
encontrar a solucao para o problema com capacidade de compressao
baixa. E relevante observar que, para as capacidades de compressao
alta e média, os modelos logaritmicos DLog e Log tiveram o melhor de-
sempenho, tendo melhor desempenho que os modelos DCC e CC para
todas as capacidades de compressao de gés. Isto era esperado, pois a
aproximagao por simplexes possui mais politopos do que a aproxima-
¢ao por hipercubos para a mesma qualidade de aproximagao. Assim, as
propriedades de crescimento logaritmico das formulacoes DLog e Log
tiveram um impacto relevante na aproximacao por simplexes com ca-
pacidades de compressao de gas alta e média. Entretanto, quando a
restrigao de capacidade de compressao de gds se torna mais restrita,
o modelo MC apresenta um desempenho melhor que o modelo DLog.
Em todos os cenarios, o modelo Log teve o melhor desempenho.
Analisando-se os dados da Tabela 8, pode-se notar que, para
uma capacidade de compressao alta, todos os modelos, com excecao
do MC, conseguiram encontrar a solucao étima. Com uma capacidade
de compressao média, com exce¢ao do DLog que nao fechou o GAP
no tempo disponivel, os demais modelos conseguiram encontrar a so-
lugao étima, sendo o modelo MC aquele que teve o pior desempenho.
E vélido observar que, com as capacidades de compressao de gas alta
e média, o modelo DCC teve desempenho melhor que o modelo DLog.
Este resultado nao era esperado, pois o niimero maior de politopos da
aproximagao com qualidade média deveria evidenciar o crescimento lo-
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Tabela 8: Simplexes - Qualidade Média

Alta Média Baixa

boc | Tempo (s) | 334249 871604 75350,45
GAP (%) 0,00 0,00 13,33

DLog Tempo (s) | 4.701,79 10.000,00 10.000,00
GAP (%) 0,00 0,02 4,54

cC Tempo (s) 2.423,16  1.713,72 *4.341,63
GAP (%) 0,00 0,00 127,36

Log Tempo (s) 27,97 13,92 60,04
GAP (%) 0,00 0,00 0,00

MC Tempo (s) | 10.000,00  9.019,77  10.000,00
GAP (%) 0,04 0,00 3,26

garitmico de varidveis binarias do modelo DLog em relagao ao DCC.
Isto pode se dar pelas caracteristicas intrinsecas do poliedro formado
pelas restrigoes do problema de alocagao de gas. Outro fato a se des-
tacar é que o modelo CC teve melhor desempenho que o modelo DCC
com as capacidades de compressao alta e média. Isto era esperado, pois
o modelo CC reduz o ntimero de variaveis continuas do modelo DCC
agregando as varidveis associadas aos vértices de politopos vizinhos.
Para a capacidade de compressao baixa, os modelos DCC e CC falha-
ram ao tentar encontrar a solucao 6tima para o problema e apenas o
modelo Log conseguiu encontrar a solugao étima para o problema. Para
todas as capacidades de compressao de gas, o modelo Log teve desem-
penho consideravelmente superior aos demais modelos. Analisando-se

Tabela 9: Simplexes - Qualidade Alta

Alta Média Baixa

DCC Tempo (s) | *5.808,49 *6.975,51 *6.026,55
GAP (%) 554,05 536,78 554,09

DLog Tempo (s) | 10.000,00 10.000,00 10.000,00
GAP (%) 0,12 0,10 29,11

le Tempo (s) | *6.985,34 *5.818,30 *4.305,80

GAP (%) 63,54 100,45 111,02

Log Tempo (s) 106,61 96,55 698,11

GAP (%) 0,00 0,00 0,00

MC Tempo (s) | 10.000,00 10.000,00 10.000,00

GAP (%) 0,30 0,23 10,21
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os dados da Tabela 9, pode-se notar que os modelos DCC e CC falha-
ram ao tentar encontrar a solucao 6tima para todas as capacidades de
compressao de gas. Os modelos DLog e MC nao conseguiram encon-
trar a solugao 6tima dentro do tempo disponivel. Apenas o modelo Log
conseguiu encontrar a solugao 6tima em todos os cenério de capacidade
de compressao de gas. Este resultado mostra que a propriedade de
crescimento logaritmico do ntimero de variaveis e restrigoes adicionais
do modelo Log teve um impacto consideravel na eficiéncia de solugao
do problema com uma qualidade alta.

5.2.2.2 Variagao da Qualidade da Aproximacao

Esta secao apresenta uma andlise de desempenho dos modelos
com variagoes na qualidade das aproximacoes por simplexes. As Figu-
ras 16, 17 e 18 apresentam a evolucao do GAP em funcao do tempo de
execugao dos modelos para os cendrios com capacidades de compressao
de injecao de gas alta, média e baixa, respectivamente. Os graficos
estdo em escala logaritmica em funcao da alta variacdo do tempo com-
putacional e GAP. Para fins de comparagao, cada grafico apresenta o
desempenho dos modelos para as aproximagoes com qualidades fina,
média e baixa em cada cenario de capacidade de compressao de gas.

Analisando-se o gréfico ilustrado na Figura 16, cujo cendrio é
caracterizado pela capacidade de compressao alta, pode-se notar que,
para uma qualidade de aproximacgao baixa, todos os modelos, com ex-
cecao do CC, conseguem encontrar a solugao o6tima. Neste cenério, os
modelos DCC e MC tém desempenho similar, enquanto o modelo DLog
apresenta um desempenho melhor. Para uma aproximacao com quali-
dade média, apenas os modelos Log, DLog e DCC conseguem encontrar
a solugao 6tima. Neste cendrio, os modelos logaritmicos apresentam
um resultado melhor, o que era esperado, uma vez que o nimero de
variaveis destes cresce de forma logaritmica em relagao ao nimero de
politopos. Com uma qualidade de aproximagao fina, apenas o modelo
Log consegue encontrar a solucao 6tima, sendo o modelo com melhor
desempenho para todas as qualidades de aproximacao no cendrio com
capacidade de compressao de gés alta.

O gréfico ilustrado na Figura 17 apresenta o desempenho dos
modelos com um cendrio caracterizado pela capacidade de compressao
média de gas. Neste cendrio, todos os modelos, com excecao do CC,
convergem para a solugao 6tima para uma qualidade de aproximacgao
baixa. Os modelos DLog e MC apresentaram desempenho similar, en-
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Figura 16: Simplexes - Capacidade de Compressao Alta

quanto os modelos DCC e Log tiveram desempenho melhor. Para a
aproximagao com qualidade média, apenas o modelo DLog nao conse-
guiu encontrar a solu¢do 6tima. Ao contrario do esperado, o modelo
DCC teve desempenho superior ao DLog com as qualidades de aproxi-
magao baixa e média, possivelmente porque o poliedro do problema é
menor devido a restricao mais apertada da capacidade de compressao
de gés, minimizando o ganho do modelo DLog com a redugao do nu-
mero de varidveis binarias. Com uma qualidade de aproximagao fina,
os modelos DCC e CC falharam ao tentar encontrar a solugao étima.
Os modelos DLog e MC néao encontraram a solugdo 6tima, mas fica-
ram com um GAP dual relativamente pequeno. Apenas o modelo Log
conseguiu encontrar a solucao 6tima para o problema, sendo o modelo
com o melhor desempenho para todas as qualidades de aproximagao no
cenario com capacidade de compressao média.

O gréfico ilustrado na Figura 18 apresenta o desempenho dos
modelos para um cenério caracterizado pela capacidade de compressao
baixa de gds. Para uma qualidade de aproximagao baixa, apenas os
modelos Log, MC e DLog conseguiram encontrar a solugao 6tima. O
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Figura 17: Simplexes - Capacidade de Compressao Média

modelo MC teve desempenho melhor que o modelo DLog, enquanto
o Log teve o melhor desempenho. Para as qualidades de aproximacao
média e alta, apenas o modelo Log conseguiu encontrar a solugao 6tima,
sendo o modelo com melhor desempenho para todas as qualidades de
aproximagao no cendrio com capacidade de compressao baixa de gés.

5.2.3 Analise Geral

Esta secao analisa o desempenho computacional das formulacoes
para as aproximacgoes com simplexes e hipercubos, considerando o im-
pacto da variacao na qualidade de aproximagao em cada abordagem.
Para o cenario analisado, os resultados obtidos com a andlise computa-
cional dos modelos para ambas as aproximagoes suscitaram as seguintes
conclusoes:

Desempenho Computacional : De um modo geral, para o cena-
rio analisado, os modelos SOS2 e Log apresentaram os melhores
desempenhos para as aproximagoes por hipercubos e por simple-
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Figura 18: Simplexes - Capacidade de Compressao Baixa

xes, respectivamente. Com as qualidade de aproximacao baixa,
embora os resultados sejam préximos, o modelo SOS2 tem desem-
penho ligeiramente melhor quando a capacidade de compressao
de gés é alta ou média. Quando a capacidade de compressao se
torna restrita, o Log apresenta resultado consideravelmente mais
eficiente. Para uma qualidade de aproximagdo média, o SOS2
é melhor apenas com capacidade de compressao alta. Nos ca-
sos com qualidades média e alta, o Log tem melhor desempenho.
Com uma qualidade de aproximacao alta, o Log é melhor que
o SOS2 em todos os cenarios. Na situacao especifica em que a
qualidade de aproximagao é baixa e a capacidade de compressao
de gas é baixa, o modelo DLog teve melhor desempenho que o
SOS2. Com os resultados apresentados neste capitulo, nota-se
que, quando a capacidade de compressao de gas é baixa, o pro-
blema de alocacao de gés se torna mais dificil. Neste cendrio,
a medida que a aproximacao se torna mais fina, ou seja, o nu-
mero de politopos aumenta, o modelo Log se destaca pelo seu
desempenho em relagao aos demais modelos. Para a qualidade
de aproximagao fina, dentre todos os modelos, apenas o modelo
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Log conseguiu encontrar a solugao étima para o problema. Isto
se explica pelo crescimento logaritmico de variaveis continuas e
bindrias do modelo Log em relagdo ao ntimero de politopos.

Qualidade da Aproximacao : Para uma mesma qualidade, a apro-
ximacao por hipercubos resulta em formulagbes com menos vari-
aveis continuas, pois possui menos politopos que a aproximagao
por simplexes. Entretanto, como a representacao do dominio de
ambas aproximagoes é equivalente, a aproximacao com simple-
xes € mais fina e produz um resultado com erros de aproximacao
menores.

Para uma qualidade baixa, os modelos DLog e SOS2 apresen-
taram desempenho melhor para a aproximagao com hipercubos,
enquanto o DLog, MC e Log tiveram melhor desempenho com
simplexes. Para uma qualidade média, apenas os modelos DLog
e MC enfrentaram dificuldades para resolver o problema, porém,
quando a capacidade de compressao de gds é baixa, neste cend-
rio, apenas os modelos SOS2 e Log conseguem encontrar a solugao
otima. Para as aproximagoes por hipercubos, quando a qualidade
da aproximacao é fina, os modelos DCC, CC e o SOS2 conseguem
resolver o problema com as capacidades de compressao de gas alta
e média. Entretanto, quando a capacidade de compressao de gas
se torna restrita (baixa) neste cendrio, nenhum dos modelos com
aproximagao por hipercubos consegue resolver o problema. Para
as aproximagoes com simplexes, apenas o Log conseguiu resolver
o problema com a qualidade de aproximacao fina para qualquer
capacidade de compressao de gas.

5.3 SUMARIO

Neste capitulo, foi apresentada um andlise computacional das
formulacoes lineares inteiras-mistas vistas no Capitulo 4 para o pro-
blema de alocacao de gas sob restrigoes de alinhamento e de pressao
apresentado no Capitulo 2. Inicialmente, foi apresentado um sistema
de produgao de um campo de petréleo que serviu como instancia para
a andlise computacional. Em seguida, foi apresentada a andlise de de-
sempenho dos modelos DCC, DLog, CC e SOS2 para uma aproximacgao
com hipercubos que considerou a variacao de capacidade de compres-
sao de gas e a variagao da qualidade de aproximagao. Foi apresentada
também uma andlise de desempenho dos modelos DCC, DLog, CC,
Log e MC para uma aproximagao com simplexes que também levou em
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conta a variacao da capacidade de compressao de gas e a variagao da
qualidade de aproximagao. Por fim, foi feita uma andlise geral do de-
sempenho das aproximagoes com simplexes e hipercubos, considerando
a qualidade de aproximacao de cada abordagem.
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6 SUMARIO

A alta competitividade dos mercados petroliferos e os altos cus-
tos do processo de extracao tornam qualquer lucro obtido na producao
de hidrocarbonetos muito significativo. Neste contexto, a obtencao das
taxas 6timas de injegao de gas para os pogos com elevagao artificial,
da configuragao das vélvulas como resultado das pressoes obtidas pelos
modelos de otimizacao e do alinhamento entre pocos e manifolds que
permitam maximizar o beneficio obtido com a producao tem papel im-
portante nos campos de petréleo. Neste trabalho, foram apresentados
modelos e uma abordagem de solugao para se obter o modo de operagao
diario que maximiza a producao de campos de petréleo que utilizam a
elevacao artificial por injegao continua de gas.

Uma formulagdo nao linear inteira-mista foi desenvolvida para
modelar o problema de alocagao de gas de injecao em pogos sujeitos a
restrigoes de capacidade de gas disponivel no compressor, limites ope-
racionais de vazao dos pogos e as restrigoes de pressao, o que confi-
gura um cenario bem préximo da realidade de campos de petréleo atu-
ais. Uma vantagem da modelagem deste problema com programacgao
inteira-mista é que outras restrigoes podem ser incorporadas ao modelo
do problema, o qual pode ser estendido para outros cenarios, servindo
de base para diferentes métodos de solugao.

A abordagem de solugao utilizada neste trabalho foi a refor-
mulacao do problema nao-linear inteiro-misto em um programa linear
inteiro-misto com o uso de ferramentas de linearizagao por partes para
fungoes multidimensionais. Foram desenvolvidas sete formulagoes em
programacao linear inteira-mista para solucionar o problema, conside-
rando aproximacoes por hipercubos e por simplexes. A programacao
linear inteira-mista aliada & ferramenta de linearizacdo por partes é
uma ferramenta poderosa porque viabiliza o computo de solugoes 6ti-
mas globais para problemas que envolvem fungoes nao-convexas, o que
geralmente configura problemas NP-Dificeis, i.e., muito dificeis de se
resolver, em especial, quando tais fungoes sao multivariadas. O interes-
sante desta ferramenta é que o erro da aproximagcao é reduzido a medida
que a qualidade da aproximagao se torna mais fina. Em contrapartida,
a medida que a aproximacao se torna mais fina, o problema se torna
mais dificil de se resolver, pois passa a ter mais varidveis e restricoes
adicionais.

Foi apresentada uma andlise computacional das formulacoes li-
neares inteiras-mistas desenvolvidas para um cenéario modelado a partir
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de um sistema de producéo sintético construido com uma ferramenta
de simulagao de escoamento multifisico. A anélise teve como objetivo
analisar o desempenho computacional dos modelos com a variacao da
disponibilidade de gas no compressor e com diferentes qualidades de
aproximagao para hipercubos e simplexes. Os resultados encontrados
podem servir para balizar a decisao dos operadores de campos de petro-
leo e para nortear o desenvolvimento de solugoes mais especificas para
cendrios diferentes do abordado nesta dissertagao. De um modo geral,
para as instancias usadas no trabalho, os modelos SOS2 e Log apresen-
taram os melhores desempenhos para as aproximagoes por hipercubos
e por simplexes, respectivamente. Com as qualidade de aproximacao
baixa, embora os resultados sejam préximos, o modelo SOS2 tem de-
sempenho ligeiramente melhor quando a capacidade de compressao de
gas é alta ou média. Quando a capacidade de compressao se torna res-
trita, o Log apresenta resultado consideravelmente mais eficiente. Para
uma qualidade de aproximacao média, o SOS2 é melhor apenas com
capacidade de compressao alta. Nos casos com qualidades média e alta,
o Log tem melhor desempenho. Com uma qualidade de aproximacao
alta, o Log é melhor que o SOS2 em todos os cendrios, sendo o Unico
modelo a solucionar o problema com qualidade de aproximagao alta e
capacidade de compressao baixa.

Dentre as reformulagoes apresentadas neste trabalho, aquela que
se baseia no modelo Inc nao foi analisada quanto ao seu desempenho
computacional porque nao foi desenvolvido uma heuristica de orde-
nacio dos simplexes e vértices para o R®. O desenvolvimento desta
heuristica é um um trabalho futuro a ser desenvolvido.

Como sugestao para trabalhos futuros propomos uma aborda-
gem hibrida através composicao de uma aproximagao convexa para a
funcao de queda de pressao com a funcao linear por partes para a vazao
dos pocos. A aproximagao convexa pode ser encontrada com um algo-
ritmo de Programacao Semi-definida. O resultado desta abordagem ¢
uma formulacao mais compacta e que pode trazer ganhos no desempe-
nho devido a utilizacdo da informacao do gradiente da funcao convexa.
Um outro tema de pesquisa futura é a extensdo do problema para um
cendrio mais complexo, com a incorporagao de alinhamento entre ma-
nifolds e separadores. Neste caso, a pressao de saida das tubulagoes,
onde ocorrem as quedas de pressao, se torna uma variavel do problema
e a incorporacao desta no problema de otimizagao requer a modelagem
de uma funcao linear por partes de quatro dimensoes. Espera-se que
o modelo logaritmico (Log) tenha um bom desempenho neste cendrio,
uma vez que o crescimento do seu niimero de variaveis é logaritmico.
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Esta Secao contém conceitos e ilustragoes sobre a triangulacdo
J1 que podem facilitar o entendimento desta dissertagdo. Além disto,
apresenta informacgoes sobre o nimero de varidveis e restrigoes dos pro-
blema resolvidos nesta dissertacao e as solugoes correspondentes.

A.1 TRIANGULAGAO J1 ("UNION JACK”)

Em topologia, a generalizacao do conceito de triangulo a outra
dimensoes é um simplex, o qual é um invélucro convexo de n+ 1 pontos
independentes em Z". Esta nomenclatura se deve ao fato de o simplex
ser o poligono mais simples de sua dimensao, ou seja, um triangulo
(2D) é o poligono que possui menos vértices e arestas, o tetraedro (3D)
é o poligono que possui menos vértices, arestas e faces.

Uma triangulacao J1 é composta por um conjunto de simplexes
que particionam um dominio D = [0,K]", para K € Z, com K par. O
conjunto de vértices da triangulac¢do J1 é dado por ¥ ={0, ..., K}". A
construgao desta triangulacao é baseada no produto cartesiano de trés
conjuntos: conjunto dos de vértices impares (#?), conjunto de direcdes
(S) e conjunto de permutagoes (Sym(N)). Seja N ={1,...,n}, sendo
n a dimensao do dominio. Pode-se definir os conjuntos dos vértices
impares, diregoes e permutacoes da triangulagao J1 como segue:

o/ ={ve ¥ :v; é impar,Vi € N}
eSym(N) = Permutagodes simples do conjunto N
oS={-1,1}"

A triangulagdo J1 é entao definida em torno dos vértices impares do
conjunto #°. A Figura 19 ilustra uma triangulacdo J1 com dominio
em [0,2]%, onde 70 = {(1,1)}, Sym(N) = {(1,2),(2,1)} e o conjunto S =
{(_17_1)7(_17 1)7(17_1)’(1’ 1)}

A partir do vértice impar vg = (1,1) s@o definidos quatro qua-
drantes. O quadrante que contém os tridangulos 77 e Ty corresponde a
direcao s; = (—1,—1); o quadrante que contém os tridngulos 7> e T3 cor-
responde & direcao s, = (—1,1); o quadrante que contém os triangulos
Ts e Ty é referente & direcdo s3 = (1,—1); e o quadrante que contém os
tridngulos Tg e T; é referente a diregao sq = (1,1).

Cada quadrante é dividido em dois triangulos, que sao definidos
pelas permutacoes. Sendo assim, podemos afirmar que cada simplex em
uma triangulacao J1 pode ser identificado de forma tnica por uma tripla
(W, 1,5) € #°x Sym(N) x S". O tridangulo T; da Figura 19 é definido pela
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T. Ty Tz T7

1 il Y% U1 U2
Ty Ty Ts Ty

V) vy A vy

0 1 2

Figura 19: J1 ordenada em [0,2]?

tripla [(1,1),(1,2),(=1,—1)]. Para a fungdo ilustrada na Figura 8, com
K=4n=2e7°={(1,1), (1,3),(3,1),(3,3)} e Sym(n) = {(1,2), (2,1},
o tridngulo (politopo) P3 = {(1,3),(0,3),(0,2)} é definido a partir da
tripla (vo,,s), onde vo = (1,3), = (1,2) e s=(—1,1).

Agora, vamos definir formalmente a triangulacdo J1. Seja e’ o
i—ésimo vetor unitdrio de %#". Para cada (W0,7,s) € 70 x Sym(N) x
§", hd um simplex definido por j1(vo,7,s), cujos vértices {V'}', sdo
definidos da seguinte forma:

V(J =70

vi=yi-] +S7(5) e”(i), Vie N
Para ilustrar essa definicao, apresentaremos a seguir a aplicacao deste
método para o tridngulo 77 definido pela tripla [vo, 7, s], onde vo = (1,1),
r=(1,2)es=(—1,—-1):

W= (1,1)
v = v0—|—s,r(1) ™V onde (1) =1,5, = —1,¢' =(1,0)

AR

vi=y! +57(2) ™ onde m(2) =2,5 = —1,¢* = (0,1)

22 (2]
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A.2 ORDENACAO NUMA TRIANGULACAO J1

Neste segao, apresentamos uma heuristica para ordenacgao dos
simplexes da triangulacdo J1 no R?>. A Figura 19 ilustra uma trian-
gulacdo J1 em [0,2]? com os triangulos e vértices ordenados conforme
as propriedades O1 e O2 apresentadas na Segao 3.5.2. A heuristica de
ordenacgao da triangulagao J1 foi dividida em trés partes.

A primeira parte cria uma ordenacdo para os vértices impares
vo € #° de acordo com as coordenadas em X e Y. Inicialmente, os
vértice (x;,y;) € 7 sdo ordenados em relacio a X. Em seguida, os
vértices com a mesma coordenada x; sao ordenados em relacao a Y.
Esta ordenagao garante que haja intersecao entre os quadrantes.

A segunda parte ordena os tridngulos de cada quadrante com
base nos parametros que definem cada simplex da triangulacdo 77,
Sym(n) e §" com o objetivo de garantir que a propriedade O1 seja sa-
tisfeita. Os triangulos sdo ordenados em diregoes de subida e descida,
conforme ilustrado na Figura 19.

A subida do lado esquerdo do quadrante, correspondente as dire-
coes Se = {(—1,—1),(—1,1)}, seleciona os triangulos T1{vo = (1,1),m =
(1,2),s=(—1,-1)}e {vo=(1,1),m=(1,2),s=(—1,1)}, com a permu-
tagao (1,2). Em seguida, a descida é realizada com a escolha da permu-
tagdo (2,1), definindo os tridngulos T3{vo = (1,1), 7 =(2,1),s =(—1,1)}
e Tu{vo=(1,1),m=(2,1),s = (—1,-1)}.

A subida do lado direito do quadrante, correspondente as di-
regoes Sy = {(1,—1),(1,1)}, seleciona os triangulos Ts{vp = (1,1),7 =
(2,1),s=(1,-1}eTeivo=(1,1),r=(2,1),s=(1,1)}, com a permuta-
¢ao (2,1). Em seguida, a descida é realizada com a escolha da permu-
tagdo (1,2), definindo os tridngulos T7{vo = (1,1),7 = (1,1),s = (1,1)}
e y{vo=(1,1),m=(1,2),s =(1,—1)}.

Na segunda parte da heuristica, os triangulos foram ordenados
de tal forma que ha pelo menos um vértice comum entre os tridngulos
subsequentes. A terceira parte da heuristica define a ordenagao dos
vértices de cada triangulo com o objetivo de satisfazer a propriedade
02. Para isto, dados os triangulos subsequentes T; e T,y |, basta escolher
um vértice em comum desses triangulos e garantir que este vértice serd
o tltimo vértice de T; e o primeiro vértice de T;y1. O primeiro vértice do
primeiro triangulo é escolhido do conjunto dos vértices deste triangulo
que nao sao comuns ao triangulo subsequente. O tltimo vértice do
ultimo triangulo é escolhido do conjunto de vértices deste triangulo
que nao sao comuns ao triangulo anterior.
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A.3 TAMANHO DAS FORMULACOES

Esta secao apresenta o tamanho das formulacoes desenvolvidas
para as aproximagcoes por simplexes e por hipercubos para as diferentes
qualidades de aproximagao apés o presolve do CPLEX, etapa na qual
se realizam redugoes de redundancias do problema original. As Tabelas
10, 11 e 12 apresentam o numero de varidveis continuas, binarias e de
restrigoes das formulacoes com base nos modelos DCC, DLog, CC e
MC para a aproximagcao por simplexes com qualidades de aproximacao
baixa, média e alta, respectivamente.

Tabela 10: Tamanho da Formulagao (Qualidade Baixa, Simplexes)

Modelo | Variaveis continuas | Variaveis Binarias | Restrigoes
DCC 5.170 1.522 1.753
DLog 5.170 228 637

CC 940 1.586 1.141
Log 228 940 599
MC 690 1.674 3.351

Tabela 11: Tamanho da Formulagdo (Qualidade Média, Simplexes)

Modelo | Variaveis continuas | Variaveis Binarias | Restricoes
DCC 45.026 12.318 12.549
DLog 45.026 300 781

CC 4.226 15.890 4427
Log 4.226 336 821
MC 8.574 3.250 15.637

Tabela 12: Tamanho da Formulacao (Qualidade Fina, Simplexes)

Modelo | Variaveis continuas | Variaveis Binarias | Restrigoes
DCC 65.122 19.102 19.333
DLog 65.122 364 909

CcC 7.874 22.802 8.075
Log 7.874 368 917
MC 21.886 9.906 47.765

Em seguida, as Tabelas 13, 14 e 15 apresentam o numero de va-
ridveis continuas, bindrias e de restricoes das formulagoes com base nos
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modelos DCC, DLog, CC e SOS2 para a aproximagao por hipercubos
com qualidades de aproximacao baixa, média e alta, respectivamente.

Tabela 13: Tamanho da Formulagdo (Qualidade baixa, Hipercubos)

Modelo | Varidveis continuas | Varidveis Binarias | Restricoes
DCC 2.418 498 729
DLog 2.418 190 561

cC 940 498 1.141
SOS2 1.258 50 599

Tabela 14: Tamanho da Formulagao (Qualidade média, Hipercubos)

Modelo | Variaveis continuas | Varidveis Binarias | Restrigoes
DCC 18.178 3.108 3.339
DLog 18.178 262 705

cC 4.226 3.108 4.427
SOS2 4.830 50 885

Tabela 15: Tamanho da Formulagao (Qualidade fina, Hipercubos)

Modelo | Varidveis continuas | Varidveis Bindrias | Restri¢oes
DCC 47.474 8.434 8.665
DLog 47.474 328 837

CC 10.268 8.434 10.469
SOS2 11.210 50 1.223

A.4 SOLUCAO DAS INSTANCIAS DO PROBLEMA

Os modelos de linearizacao por partes multidimensional apre-
sentados nesta dissertacao sao equivalentes quando a aproximagao € a
mesma. Esta segao apresenta a solugao do problema de otimizagao para
as aproximagoes por simplexes e hipercubos com as diferentes qualida-
des de aproximagao. A Tabela 16 apresenta os ganhos e custos conside-

rados na fungio objetivomax f= ¥ (poqy +Peqs —Pwqw) — L p?qfnj.
meM neN
As Tabelas 17 e 18 apresentam o valor da fungao objetivo, as vazoes de

Oleo, gis e agua e a pressao nominal dos manifolds resultantes da solu-
¢ao obtida para as aproximagoes por simplexes e por hipercubos para
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as aproximagoes baixa, média e fina. As vazoes estdo apresentadas em
metros cibicos (sm3) e a pressdo dos manifolds em psia.

Tabela 16: Custos/Ganhos Econémicos

Ganho com venda de 6leo (p,) 20
Ganho com venda de gas (p;) 2
Custo com tratamento de agua (py) | 1
Custo com compressao de gas (p;) 0
Tabela 17: Solucao com Simplexes
Qualidade Baixa Média Fina
Funcao Objetivo 5.016.386 | 5.015.744 | 5.015.925
T Tm | 1328 1.139 1.299
Vazdo de Gleo (qy) | | 1 596 1.680 1.532
Vazio de gés (") mp | 1.240.000 | 1.240.000 | 1.240.000
848 4y my | 1.240.000 | 1.240.000 | 1.240.000
- , m my 317 180 315
Vazao de dgua (gi) o 400 483 402
- | M 535 528 550
Pressao absoluta (p™) o 45T 470 460

Em seguida, as vazoes para injecao de gas nos pogos sao apre-
sentadas nas Tabelas 19 e 20 para as aproximacoes por hipercubos e
simplexes, respectivamente, considerando as qualidades de aproxima-

¢ao baixa, média e alta.



Tabela 18: Solucao com Hipercubos
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Qualidade Baixa Média Fina
Funcao Objetivo 5.015.756 | 5.015.782 | 5.015.948
- . m my 1.297 1.140 1.300
Vazdo de dleo (q5) | | 596 1.681 1.533
Vazdo de gés (") mp | 1.240.000 | 1.240.000 | 1.240.000
845 (dg my | 1.240.000 | 1.240.000 | 1.240.000
- [ m my 315 184 315
Vazao de dgua (¢%) o 405 483 401
- | m 549 528 551
Pressdo absoluta (p™) o 459 470 460

Tabela 19: Injegdo de Gés (Hipercubos)

Pogo | Qualidade Baixa | Qualidade Média | Qualidade Fina
1 90.576 84.950 73.194
2 135.883 225.065 136.051
3 90.576 93.092 89.375
4 90.576 149.726 89.375
5 92.915 121.409 113.265
6 135.883 121.409 113.265
7 90.576 93.092 105.556
8 90.576 76.610 97.084
9 119.002 104.927 97.084
10 74.250 104.927 89.403
11 74.250 48.293 80.903
12 74.250 54.243 73.223
13 74.250 48.293 80.903
14 74.250 76.610 102.177
15 119.556 48.293 97.084
16 119.556 76.610 105.585
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Tabela 20: Injegdo de Géds (Simplexes)

Pogo | Qualidade Baixa | Qualidade Média | Qualidade Fina
1 90.612 84.950 72.717
2 128.628 226.535 129.446
3 90.612 87.486 89.342
4 133.282 169.901 89.342
5 90.612 113.267 113.265
6 90.612 121.290 113.265
7 90.612 84.950 113.265
8 90.612 75.108 97.084
9 90.612 104.903 97.084
10 90.612 104.903 89.436
11 90.612 48.269 80.903
12 59.566 48.269 80.903
13 90.612 48.269 80.903
14 90.612 80.768 89.436
15 104.872 48.269 97.084
16 110.246 80.768 113.265




