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RESUMO

Para estudar neuronios computacionalmente, pode-se escolher entre,
pelo menos, duas abordagens diferentes: modelos biologicos do tipo
Hodgkin e Huxley ou modelos formais (ex. o de Hindmarsh e Rose
(HR), o de Kinouchi e Tragtenberg estendido (KTz), etc). Neuronios
formais podem ser representados por equagoes diferenciais (ex. HR)
ou por mapas, que sao sistemas dinamicos com varidveis de estado
continuas e¢ dindmica temporal discreta (ex. KTz). Poucos mapas fo-
ram propostos para descrever neuronios. Tais mapas provéem diversas
vantagens computacionais, ja que nao ha necessidade de ajustar ne-
nhuma precisao arbitraria em varidveis de integracao, o que leva a uma
melhor performance nos cédlculos e a resultados mais precisos. Acopla-
mos mapas KTz em redes regulares e complexas através de um mapa
de sinapse quimica. Em redes regulares, verificamos que o modelo
exibe diferentes tipos de sincronizagao (tais como sincronia em fase
e em antifase e através de ondas que se propagam nas diagonais da
rede); estudamos o efeito das sinapses na sincronizagao e nos interva-
los entre disparos: sinapses muito lentas, em certas condigoes iniciais
da rede, podem travar os neurénios em um comportamento de dispa-
ros rapidos, mesmo eles tendo sido ajustados em regime de bursting.
A excitabilidade do neuronio KTz foi estudada. Redes regulares de
neurdonios KTz excitaveis apresentaram ondas espirais e mudanca no
intervalo dindmico ao mudar o parametro de acoplamento. Redes regu-
lares e complexas excitdveis com acoplamento homogéneo apresentaram
transicoes de fase de primeira ordem. Propomos a adi¢ado de um ruido
uniforme no acoplamento, o que torna as transicoes de fase continuas
e gera distribuigoes criticas de avalanches temporais e espaciais, apon-
tando para um modelo criticamente auto-organizado, com expoentes
~ 1.6 e =~ 1.4, respectivamente. FEstudamos a influéncia de alguns
comportamentos dinamicos dos neurénios na estabilidade das avalan-
ches. Finalmente, analisamos os efeitos da subamostragem dos dados
através de dois métodos, comparando as distribuigoes criticas de uma
amostra completa com as de uma subamostra, ou amostra parcial, da
rede. Constatamos que um dos métodos mantém a lei de poténcia com
expoente ~ 1.35, enquanto o outro gera uma distribui¢ao log-normal.
Palavras-chave: Meios Excitaveis. Redes de Neurdnios. Mapa KTz.
Sincronizacao. Transicao de fases. Criticalidade Auto-Organizada. Su-
bamostragem de dados. Redes regulares. Redes Complexas.






ABSTRACT

To study neurons with computational tools, one may call upon, at least,
two different approaches: Hodgkin-Huxley like neurons (i.e. biological
models) or formal models (e.g. Hindmarsh-Rose (HR) model, exten-
ded Kinouchi-Tragtenberg model (KTz), etc). Formal neurons may be
represented by differential equations (e.g. HR), or by maps, which are
dynamical systems with continuous state variables and discrete time
dynamics (e.g. KTz). A few maps had been proposed to describe
neurons. Such maps provide one with a number of computational ad-
vantages, since there is no need to set any arbitrary precision on the
integration variable, which leads to better performance in the calculati-
ons and to more precise results. We coupled KTz maps within regular
lattices and complex networks through a chemical synapse map. In
regular lattices, the model exhibits different kinds of synchronization
(such as phase and antiphase synchronization and linear wave fronts
propagating over the network’s diagonals); we studied the effect of sy-
napses in the synchronization patterns and in the interspike interval
times: slow synapses, under certain network’s initial conditions, can
lock down neurons into fast spiking behavior, even though they had
been set into a bursting regime. The excitability of KTz neurons was
studied. Excitable regular lattices and complex networks subjected
to homogeneous coupling presented first order phase transitions. We
propose the addition of uniform noise in the coupling, transforming
the transitions into continuous phase transitions and generating cri-
tical avalanches’ distributions in time and space, pointing towards a
self-organized critical model, with exponents = 1.6 and =~ 1.4, respec-
tively. We studied the influence of some dynamical behaviors of the
neurons over the stability of the avalanches. Finally, we analyzed the
data subsampling effect by two different methods, comparing the criti-
cal distributions of a full sample with those of a subsample, or partial
sample, of the network. We found that one of the methods keep the
power-law shape with exponent ~ 1.35 whereas the other generates a
log-normal distribution.

Keywords: Excitable Media. Neuronal Networks. KTz Map. Syn-
chronization. Phase Transition. Self-Organized Criticality. Data Sub-
sampling. Regular lattices. Complex Networks.
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1 INTRODUCAO

A tabela peridédica tem pouco mais de 100 elementos. Entao, de
onde saiu tamanha diversidade existente na natureza? — Esta é uma
questao que, a principio, parece 6bvia; mas os mecanismos por traz
da grande diversidade do universo devem ser desvendados pela ciéncia,
pois esta é a maneira mais objetiva que os homens ji criaram para
conhecer o mundo. Certamente, nao é a tnica, muito menos hé ape-
nas uma explicacao, dentro da prépria ciéncia, para cada fené6meno
observado na natureza — o que mostra que nao podemos conhecer esta
plenamente; podemos, apenas, propor explicagoes (ou teorias) que des-
crevam, entre outras coisas, satisfatoriamente bem o que acessamos
através dos sentidos, e corrobora-las, ou refuta-las, através de experi-
mentos.

O universo poderia ter evoluido para um estado cristalino, ou
para um gas ideal, mas a matéria nao se condensou dessas maneiras tao
simples. Ela se condensou formando estruturas peculiares em todas as
escalas possiveis, desde os atomos até os planetas, estrelas e galdxias.
Ainda préximo das menores escalas, encontram-se todas as formas de
vida que conhecemos.

Gases e cristais podem ser explicados através das leis bésicas da
fisica. Apesar de formado por muitos componentes — sejam dtomos ou
moléculas —, os cristais sao compostos por estruturas regulares que se
repetem em todas as diregoes, formando um sistema ordenado. Assim,
cada atomo da rede se comporta da mesma maneira. Por outro lado,
os componentes dos gases apresentam velocidades e posi¢oes muito di-
ferentes individualmente, mas, na média, todos eles também se com-
portam da mesma maneira. Contudo, a matéria viva e a maioria das
estruturas formadas no universo apresentam variadas formas e fungoes
— podemos chamar esses tipos de sistemas de sistemas complexos!.

A teoria da Criticalidade Auto-Organizada? (SOC), proposta por
Bak, Tang e Wiesenfeld (1987), é uma abordagem audaciosa para res-
ponder a pergunta que destacamos ha pouco. Em sintese, ela busca
explicar como, e por qué, emergem estruturas complexas e compor-
tamentos distintos em escalas meso e macroscépica de sistemas que,

IN&o vamos entrar na discussdo de uma definicio mais formal de complexidade.
Basta, para fins informativos, entendé-los como sistemas de muitos corpos intera-
gentes que podem apresentar grande variedade de comportamento macroscépico.
Discutiremos um pouco melhor esse conceito no capitulo 2.

2Entraremos em detalhes sobre ela no capitulo 2.
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microscopicamente, parecem simples (BAK, 1996). SOC fundamenta
estudos desde terremotos (OLAMI; FEDER; CHRISTENSEN, 1992) até a
evolugao de sistemas biolégicos (BAK; SNEPPEN, 1993), como veremos
no proximo capitulo. Basicamente, a teoria de SOC afirma que um
dado sistema se auto-organiza — sem nenhuma ajuda de agentes exter-
nos, i.e., apenas através da dinamica de seus componentes interagindo
entre si — em um estado critico®, caracterizado, principalmente, por
leis de poténcia na distribuicao de tamanhos e de duragoes de eventos,
chamados de avalanches.

Por outro lado, neurdénios sao sistemas dinamicos que apresentam
caracteristicas marcantes de SOC, como os limiares da excitabilidade
(IZHIKEVICH, 2007), além de redes de neurdnios se auto-organizarem
durante o processo de aprendizagem e formacao de memorias (KOCH;
LAURENT, 1999; PERETTO, 1994). Estudos com redes de neurénios
apontam para a formacgao de padroes nas redes, como ondas espirais
(JUNG et al.,, 1998; RIBEIRO; COPELLI, 2008) e rajadas de atividades
(BAL; MCCORMICK, 1996; BUTTS et al., 1999).

Leis de poténcia foram reportadas por Beggs e Plenz (2003)
para culturas de tecido cerebral, o que levou esses autores a propor
que o cérebro é um sistema criticamente auto-organizado e, devido
ao expoente encontrado, pode ser explicado através de um processo
de ramificacio. Outros sinais de SOC, como o ruido* 1/f, em me-
didas de eletroencefalograma também foram reportados (GEORGELIN
et al,, 1999). Trabalhos comparando atividade cerebral in vivo com
modelos bem aceitos de SOC (PRIESEMANN; MUNK; WIBRAL, 2009) e
com modelos criticos® (RIBEIRO et al., 2010) obtiveram bons resulta-
dos. Werner (2010, p.14), em sua revisao, discute as consequéncias do
comportamento critico no cérebro, tais como a otimizacao da sensibili-
dade a estimulos externos (KINOUCHI; COPELLI, 2006), a otimizagao
da memodria e processos de aprendizagem (ARCANGELIS; PERRONE-
CAPANO; HERRMANN, 2006) e a otimizacao do processamento de in-
formacao e do poder computacional.

Bonachela e Mufioz (2009) e Bonachela et al. (2010) fazem uma
revisao sobre algumas abordagens computacionais ao problema. Em
particular, destacamos o trabalho de Levina, Herrmann e Geisel (2007),
no qual é proposto um modelo em que neurdnios integra-dispara estao
conectados em redes de campo médio através de sinapses dinamicas®; e

3Definiremos criticalidade com mais rigor na segio 2.1.

4Ver sobre rufdo 1/f na secio 2.2.

5Ribeiro et al. (2010) comparam seus dados com um autémato celular critico
por construcao, em que cada célula é uma idealizacdo de um neurénio excitavel.

SFalaremos mais sobre o modelo integra-dispara e as sinapses dinamicas nas
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o trabalho de Arcangelis, Perrone-Capano e Herrmann (2006), no qual é
proposto um automato celular capaz de se auto-organizar criticamente
devido & plasticidade das sinapses”.

Contudo, todos os trabalhos que lidam com esse problema se ba-
seiam em modelos demasiado simplificados de neur6nios. Alguns auto-
res estudaram modelos de redes com neuronios representados por osci-
ladores de fase (SOMPOLISNKY; GOLOMB; KLEINFELD, 1991; HANSEL;
SOMPOLINSKY, 1992; HEMMEN; WRESZINSKI, 1993; ARENAS; PéREZ-
VICENTE, 1994) ou por elementos excitdveis do tipo de FitzHugh-
Nagumo® (ABBOTT, 1990; KURRER; NIESWAND; SCHULTEN, 1991; WAL-
LENSTEIN, 1993; GOLOMB; RINZEL, 1993). Outros, estudaram sin-
cronizagao, caos e outros fendomenos espaco-temporais em redes de
neurénios representados por mapas® (CHAT¢; MANNEVILLE, 1992; KA-
NEKO, 1994). Porém, esses modelos, em maioria, utilizam o mapa
logistico que, apesar de conhecido e bem estudado, tem pouca mo-
tivacdo bioldgica'?. Herz e Hopfield (1995) propuseram um modelo
de redes de mapas acoplados — onde o mapa representa um neurénio
integra-dispara — em que a dinamica mantém analogias com a de terre-
motos criticamente auto-organizados. Ibarz, Casado e Sanjudn (2011)
fazem uma revisao dos mapas utilizados para modelar neuronios.

Propomo-nos a estudar a dinamica de um modelo de neurénio
formal'!, definido por um mapa tridimensional — o modelo de Kinouchi
e Tragtenberg estendido (KUVA et al., 2001), o qual possui semelhangas
importantes com modelos biolégicos'?, como correntes rapidas, lentas
e varidveis de retorno —, conecté-los em redes de diferentes topolo-
gias através de sinapses quimicas e buscar, neste contexto, comporta-
mento critico ou criticamente auto-organizado. O diferencial do nosso

secOes 3.2 e 4.1.1.2, respectivamente.

70 termo plasticidade é utilizado para designar sinapses que adaptam sua inten-
sidade de acoplamento de acordo com a atividade nos neurénios pré o pés-sinapticos.

80 modelo de FitzHugh-Nagumo sera visto na segio 3.2.1.

9Mapas também sdo conhecidos como equacdes de diferencas. Mapas sdo siste-
mas de tempo discreto, porém de varidveis continuas. Falaremos mais sobre eles na
secao 3.2. Redes de mapas sdo, geralmente, referidas por Coupled map lattices.

100 mapa logistico é um modelo geral, cujas varidveis dindmicas nio tem nenhuma,
correspondéncia com as varidveis de modelos biolégicos, como o modelo de Hodgkin-
Huxley, estudado na secao 3.1.1.

1 Por modelo formal de neurénio, entendemos aqueles que preservam as carac-
teristicas dinamicas dos neurdnios reais, mas cujos parametros nao necessariamente
possuem uma realidade fisica, ou seja, ndo podem ser medidos em experimentos.
Sao modelos fenomenolégicos, por assim dizer. Ver secao 3.2.

2Modelos biolégicos serdao definidos na secdo 3.1, mas em sintese, modelos
biolégicos de neurdnios sao aqueles baseados em condutancias, ou seja, cujos
parametros podem ser determinados experimentalmente.
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trabalho é, portanto, a utilizagao de mapas que reproduzem melhor
as caracteristicas dos modelos baseados em condutancia e a utilizacao
de sinapses quimicas (também representadas por mapas) com ou sem
ruido.

Pretendemos chamar a atencao para a utilidade de mapas na
Neurociéncia computacional, na mesma linha de Izhikevich e Hoppens-
teadt (2004) e de Ibarz, Casado e Sanjudn (2011), além de fornecer
mais ferramentas para um melhor entendimento da possibilidade de
um estado critico ocorrer no cérebro e do que, na verdade, este estado
significa. Conforme discute Vertes, Bassett e Duke (2011), a auséncia
de comportamentos caracterizados por leis de poténcia, no cérebro,
pode estar diretamente relacionada com algumas doengas como esqui-
zofrenia. Em sintese, nosso objetivo é entender o mecanismo por tras
do comportamento de avalanches em redes de neurénios para, futura-
mente, estudar sua relagao com doencas neuroldgicas, como a esquizo-
frenia e a epilepsia'®.

Outro ponto chave deste trabalho é a subamostragem das re-
des de neurdnios. Priesemann, Munk e Wibral (2009) e Ribeiro et al.
(2010) discutem que medidas da atividade neural sdo sempre subamos-
tradas, devido a impossibilidade de implantar um eletrodo em cada
neurdnio do cérebro para medir sua atividade, ja que 14 ha bilhdes de
neurdnios. Simulagoes computacionais levam em consideracao apenas o
conjunto completo de dados, o que pode ser de pouca utilidade quando
comparado com dados experimentais.

Nosso principal objetivo é, portanto, responder perguntas as
quais os modelos simplificados nao respondem, tais como:

e QQuais sao as propriedades dinamicas dos neurdnios importantes
para obter um estado critico?

e Quais as condigoes as quais a rede e/ou as sinapses devem estar
sujeitas para possibilitar o aparecimento de um estado critico? e

e Até que ponto as medidas subamostradas representam o compor-
tamento da rede, como um todo?

Dentre as vantagens do uso de mapas, estd a preservacao do compor-
tamento dinamico dos modelos biolégicos de neuronio — que sao re-
presentados por equagoes diferenciais —, o baixo custo computacional
e a maior precisao dos resultados, quando comparados com equagoes
diferenciais.

13Silva et al. (2010) discute que, na verdade, sinapses elétricas sdo importantes
no estudo da epilepsia, mas focaremos este trabalho apenas em sinapses quimicas.
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Para discutir a possibilidade de um estado criticamente auto-
organizado, definiremos, no capitulo 2, rapidamente, o que entendemos
por criticalidade e, posteriormente, por criticalidade auto-organizada.
Revisaremos alguns modelos importantes de modo a salientar suas prin-
cipais caracteristicas e nortear nosso estudo.

Em seguida, no capitulo 3, cabe uma discussao sobre a dinamica
dos modelos bioldgicos e formais de neurtnios que sao amplamente
estudados na literatura, visando fundamentar a nossa escolha do mapa
de Kinouchi e Tragtenberg estendido como unidade fundamental das
nossas simulagoes.

O capitulo 4 apresenta os diferentes mapas de sinapse quimica es-
tudados. Inclusive, traz nossa proposta de um mapa de sinapse quimica
com ruido — nossa principal contribuigao, pois nos possibilitou observar
avalanches. Ainda, traz os resultados para redes regulares e complexas,
ambas com sinapses homogéneas ou com ruido, conectando neurdnios
em diferentes regimes de comportamento. Destacaremos as transicoes
de fase, as avalanches e a subamostragem dos dados.

Concluiremos com uma breve reflexao sobre a possibilidade de
criticalidade auto-organizada em nosso modelo, tanto na secao 4.6 e
no capitulo 5. O apéndice A mostra o calculo dos expoentes criticos
para modelos magnéticos a fim de completar o raciocinio da segao 2.1.2
sem atrapalhar o andamento geral do texto. Detalhes dos estimulos
que utilizamos em nossas simulagoes, detalhes de algumas simulacoes e
de alguns algoritmos desenvolvidos podem ser encontrados no final do
trabalho, nos apéndices B e C, respectivamente.
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2 AUTO-ORGANIZACAO E COMPLEXIDADE

O objetivo da ciéncia da auto-organizagao e complexidade é en-
tender a origem e o carater das estruturas espaciais e dinamicas tempo-
rais em sistemas de muitos componentes que exibem, sem forcamento
externo, grande diversidade, ou variabilidade. Quando aplicada a siste-
mas biolégicos, pretende-se entender as implicagoes funcionais da com-
plexidade espago-temporal: como que dessas estruturas e suas dinamicas
emergem certos comportamentos tao diversos? — Dessa maneira, seria
possivel ndo s6 os descrever, mas também os prever (mesmo que de
maneira estatistica) e/ou controlar a evolugao de tais sistemas.

Um sistema ¢ dito auto-organizado quando sua estrutura emerge
sem a influencia de algum agente externo, i.e., a organizacao do sis-
tema resulta apenas das interacoes internas entre os seus constituintes
(HAKEN, 2008). Dissipar energia é uma condigdo necesséria & auto-
organizac¢ao (NICOLIS; PRIGOGINE, 1977). O exemplo fisico mais sim-
ples é a situacio de dois metronomos' iguais sobre uma tabua que
pode deslizar em uma superficie ideal, ambos realizando pequenas os-
cilagoes. Caso a tdbua nao estivesse presente, ambos os metronomos
realizariam um movimento harmonico simples, cada um com sua fase
devidamente ajustada nas condigoes iniciais. Ao inserir a tabua, inseri-
mos um vinculo no sistema, prendendo, de certa forma, as coordenadas
dos dois metréonomos. Dessa maneira, o movimento de um influencia
o outro e vice-versa, fazendo com que o sistema nao mais permaneca
num estado qualquer, mas se auto-organize em um dos seus dois novos
modos normais de vibracao, independentemente das suas fases inici-
ais?. Dizemos que essa nova ordem no sistema emergiu diretamente
do acoplamento entre os dois metronomos, pois sem este eles nao se
auto-organizariam (sincronizariam).

O fendmeno de auto-organizacao é extremamente comum na na-
tureza e em atividades humanas, ocorrendo em fenémenos tao diversos
quanto plantas e animais, na formacao das listras em zebras, por exem-
plo, até na formacao de opiniao piblica e na organizacao de redes soci-
ais (HAKEN, 2008). Inclusive, foi proposto que a formag¢ao de memdrias
em processos de aprendizagem seja auto-organizada (PERETTO, 1994;

IMetrénomo é um aparelho utilizado para marcar o ritmo de uma musica. Con-
siste, basicamente, em uma mola de torcao e um ponteiro. Este sistema recebe
energia constantemente para compensar a energia dissipada por atrito.

2Neste caso, esse processo de auto-organizacio é também conhecido como sin-
cronizagdo (PIKOVSKY; ROSENBLUM, 2007), mas nem tudo que estd sincronizado
passou por um processo de auto-organizacao.
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STASSINOPOULOS; BAK, 1995).

O termo complexidade nao tem um significado precisamente de-
finido, mas é comumente empregado para descrever sistemas de muitos
constituintes interagentes (AUYANG, 1998; SPORNS, 2007), geralmente
cada um com uma dinamica nao-linear, apresentando comportamen-
tos cadticos, de onde emerge ordem em escala meso e macroscépica
de maneira andloga ao caso dos metronomos®. Em geral, sistemas de
muitos corpos (ou muitas varidveis dinamicas — muitos graus de liber-
dade) sao descritos por teorias estatisticas. Em seu livro How Nature
Works*, Bak (1996, p.1-26) discute algumas questoes epistemolégicas
interessantes sobre porque uma Teoria da Compleridade deve ser es-
tatistica e defende que complexidade é sindénimo de criticalidade (Ibid.,
p.105-112).

Sem entrar no mérito dessa discussao, é fato que ha muitos tra-
balhos sobre complexidade envolvendo leis de poténcia estatisticas que
descrevem as propriedades de escala de processos que tém estruturas
espaciais e/ou temporais fractais e estruturas consideradas, pelo menos
qualitativamente, complexas®, fazendo assim uma ligacdo entre critica-
lidade e complexidade, ja que, na maioria desses trabalhos, as leis de
poténcia representam grande variabilidade® e grande susceptibilidade
a flutuacoes. Apenas descrever de maneira satisfatéria as flutuagoes
auto-similares, tanto espaciais quanto temporais, com geometria frac-
tal, i.e., em termos de expoentes de escala em leis de poténcia, nao
revela porque essas estruturas sao tao comuns na natureza. Por ou-
tro lado, a Teoria de Criticalidade Auto-Organizada (do inglés, SOC)
prové nao s6 a descricao desses sistemas, mas também busca entender
porque esse fendmeno ocorre.

Como o nome sugere, essa teoria sustenta que sistemas com-
plexos tendem a se auto-organizar num estado critico. Este estado
é, em analogia com a teoria de fendmenos criticos, um estado que
apresenta grande variabilidade, estando sujeito a flutuagoes de todos
os tamanhos (grande susceptibilidade), geralmente caracterizado por

3 Apesar de a dinamica dos metrénomos discutida aqui ndo apresentar comporta-
mento cadtico no limite de pequenas oscilagdes, é uma situagdo em que o comporta-
mento de cada um deles, separadamente, é diferente do comportamento do sistema
como um todo, como ocorre geralmente em sistemas ditos complexos.

4Do inglés, Como a Natureza Funciona.

5A grande maioria das referéncias deste trabalho sdo exemplos de complexi-
dade caracterizada por leis de poténcia criticas e pela Mecanica Estatistica fora do
equilibrio.

SPor variabilidade entende-se diversidade. No contexto da criticalidade auto-
organizada, como veremos a frente, pode ocorrer uma grande variedade de eventos,
pois a distribuicao de tamanho de eventos é caracterizada por uma lei de poténcia.
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uma transicao de fase de segunda ordem (continua). Assim, torna-se
necessario fazer, a seguir, uma breve descricao dos conceitos basicos
ligados a transicoes de fase e a criticalidade, diferenciando transi¢oes
de primeira e segunda ordem. Estas definicbes também nos ajudarao a
analisar nossos resultados no capitulo 4. Posteriormente, retornaremos
a teoria de SOC, descrevendo os problemas originais os quais se propos
resolver e contextualizando-a dentro deste trabalho.

2.1 TRANSICOES DE FASE E CRITICALIDADE

Uma transicao de fase ocorre quando as propriedades de um dado
sistema mudam de maneira perceptivel, de modo que haja uma singula-
ridade na energia livre que o descreve (YEOMANS, 1992). O formalismo
desenvolvido pela Mecanica Estatistica para descreveé-las pode ser apli-
cado a uma enorme variedade de sistemas de muitos corpos, sendo al-
guns exemplos as transigoes liquido-gas, condutor-supercondutor, para-
magneto-ferromagneto, ordem-desordem estrutural, etc.

De acordo com a classificacao de Ehrenfest, corrigida por Fisher
(Ibid., p.22), hé dois tipos de transicao de fase cujas caracteristicas séo
muito diferentes. A saber, quando duas fases claramente distintas estao
separadas por uma linha de coexisténcia, a transicao é dita de primeira
ordem, estando caracterizada por uma descontinuidade numa derivada
de primeira ordem da energia livre. Caso contrario, se as duas fases
nao estiverem claramente separadas, ja que a transi¢ao entre as duas
fases € suave, e haja alguma singularidade ou descontinuidade em uma
das derivadas de ordem superior, a transigao é dita continua, critica ou
de sequnda ordem.

2.1.1 Transicoes de 1% Ordem

O estado de um sistema é completamente determinado quando
conhecemos sua rela¢ao fundamental (ou potencial termodinamico) e
o valor de suas varidveis termodindmicas’. Em particular, trataremos
de sistemas convenientemente descritos pelo potencial de Gibbs G, 1til
para tratar sistemas termodinamicos em contato com um reservatorio
térmico e com um reservatério de volume, no caso de fluidos, ou com

TUsualmente, as varidveis termodinamicas (e suas conjugadas por transformada
de Legendre) sdo: entropia S, temperatura 7', energia interna U, pressao P, volume
V, potencial quimico p, ntimero de particulas (ou nimero de mols) N, campo
magnético H, magnetizacao M, etc.
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um reservatorio térmico e um reservatério de campo magnético, no caso
de sistemas magnéticos, definimo-lo como, respectivamente (CALLEN,
1985):

G=G(T,P,N) ou G=G(T,H,N). (2.1)

Para simplificar a notagdo, definimos® g = G/N, que deve ser uma
fungao concava de suas variaveis intensivas e convexa de suas variaveis
extensivas (Ibid., p.208), resultando na condic¢ao de estabilidade dada
por 2.2:

0%g 0%g
572 <0; 5P <0. (2.2)

A fase do sistema é um de seus estados de equilibrio. Para achar
o estado de equilibrio de um sistema descrito por ¢(7', P), minimizamos
g com relacao aos parametros livres do sistema (u e v, neste caso, pois
T e P sao fixos para uma dada fase) (Ibid., p.218).

Em outras palavras, a fase em que o sistema se encontra é, por-
tanto, o minimo global (obtido pela minimizagao de g em relacdo a u
e v) da energia livre de Gibbs por particula, g(7, P). Apesar das flu-
tuagoes, o sistema permanece estdvel nesse minimo (Ibid., p.210-222).

A figura 1 ilustra as fases de um sistema definido por G(T', P).

A superficie G(T, P) sobre o plano T x P (ilustrada para um
P qualquer na figura 1) ¢° G(T,P) = G4(T,P) para T < Ty, pois
Gs(T,P) < G|(T,P) e G5(T,P) < G4(T,P). O mesmo vale para as
outras duas fases. Ou seja, a fase é sempre a superficie mais baixa
sobre o plano T' x P. Os cruzamentos entre G, G; e G4 dao origem
as curvas de coexisténcia'®. A projecio de G(T,P) em T x P é o que
costuma-se chamar de diagrama de fases (Ibid., p.220).

Quando variamos os parametros intensivos de maneira contro-
lada, de uma condigao inicial (T, Py), em direcao a linha de coe-
xisténcia, (T, P»), a diferenca na profundidade dos minimos de'! g(7T', P;v)
diminui, tornando-os iguais justamente sobre a linha de coexisténcia.

8 Adotando a convencdo de letras maitsculas para uma grandeza em funcdo do
numero de particulas, por exemplo G(T, P, N), e letras minusculas para grandezas
extensivas por particula, por exemplo a energia livre por particula, g(T, P), o volume
por particula, v = V/N, etc.

9 Assumindo Gyolido (T, P) = Gs(T, P), Giquido(T, P) = Gi(T, P) € Ggas (T, P) =
Gy (T, P). Cada uma dessas superficies corresponde a um minimo global de G em
relacdo aos parametros livres.

10Estas curvas levam este nome justamente por ser uma regido onde coexistem
duas fases igualmente provaveis de encontrar o sistema. Ambas as fases sdo minimos
globais do sistema.

HEsta notacio significa que a fungio g(T, P) pode ser representada em fungio do
volume especifico v — um parametro livre — em torno do qual ela deve ser minimizada
para satisfazer a condi¢do de equilibrio dada em Callen (1985, p.157).
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Figura 1. TIlustracdo das fases de um sistema descrito por G(T, P),
com P fixo. O estado do sistema é determinado pelo menor valor de
G(T, P), entre Gsotido(T, P), Gliquido(T; P) ¢ Ggas(T, P). Portanto, o
estado do sistema é sélido para T' < Ti, liquido para Ty < T < Ty e
gasoso para 1" > Th.

Matematicamente, considerando a fase inicial A e a final B, te-
mos a evolugao:

ga(Ty, Pryva) < gg(Th, Pr;vg)

, 2.3
= ga(To, Pa;va) = gp(To, Pa;vp) (23)

onde v4 # vp. Dali, a coexisténcia da substancia em duas fases dife-
rentes (ga(Ta, Pa;va) = gp(Ta, Pa;vp)), caracterizando uma transicao
de primeira ordem.

Para determinar a curva de coexisténcia, dada na equacao 2.3,
varia-se a temperatura e a pressao de quantidades infinitesimais (07", 6 P)
— tanto em g4 quanto em ¢gp, de modo deixar a fase A em direcao a
B e deixar a fase B em diregao a A. Portanto, podemos expandir em
Taylor até primeira ordem em torno de (T, P2) = (T, P):

ga(T + 0T, P+ 0P;va) = gg(T + 0T, P + 6 P;vp)

, dga 994 <, . dgB J9B
ga(T, P;va) + 8—T§T+ a—P§P =gp(T, P;vp) + a—T§T+ a—PESZP4)

Como, por hipétese em 2.3, a temperatura em que se encontram
as duas fases é a mesma, esta se mantém constante durante a transicao,
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de modo que o calor atribuido a essa transformacao é:

B
szTds:>AQ:T/ ds =T (sp — sa)
A

L
@AQZTAS?AS:T, (2.5)

onde definimos L = T'As, sendo s a entropia por mol, como o calor
latente da transicao.

Ja que a pressao também se mantém constante, eq. 2.3, pode-
mos cancelar os termos ga(T, P;va) e gp(T, P;vp) (pois ambas séo
iguais; eq. 2.3) em 2.4 e reorganizar o restante, colocando 07 e 6P em

evidéncia: 5 9 5 5
gA 9B _ 9B 994
<8T_8T>5T_(8P ap)ép' (26)

Agora, basta escrever a energia livre dada em 2.1 na forma dife-
rencial,

_ Y9 99 1p_
= 8TdT+ anP— sdT +vdP , (2.7)

e substituir a entropia, s = —dg/dT, e o volume, v = dg/IP, em 2.6:

dg

(SB —SA)5T= (’UB —UA)5P

dP  sp—sa As

=22 A _ = 2.8
dI v —va Av’ (2:8)
ou, com uso do calor latente em 2.5,
dP L
= 2.
dr  TAv’ (29)

que é a forma diferencial da equagao de Clausius-Clapeyron.

Dessa dedugao, fica claro que ambos, entropia e volume especifico,
sao fungoes descontinuas que dao um salto durante a transigao da fase
A para a fase B, ambas no mesmo ponto de temperatura e pressiao
(T, P). Como estas varidveis sao derivadas de primeira ordem da ener-
gia livre, este tipo de transigdo recebe este o nome de transicao de
primeira ordem.

Fica claro, também, que a transicao ocorre devido a uma flu-
tuagao no sistema. I.e., quando o resfriamos de (T3, P;) até o ponto
de transicao de maneira quase-estatica, a fase permanece a mesma até
que uma flutuagao (67, JP) conduza, pelo menos, uma pequena parte
do sistema ao outro estado.
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Podemos definir o parametro de ordem de transicoes liquido-gas
como sendo 1/vg — 1/vp. Assim, uma transicdo descontinua estard
sempre ligada a um parametro de ordem descontinuo. Neste caso, o
volume varia repentinamente de v4 a vp.

Uma construgao andloga pode ser feita para um modelo magnético
de spin 1/2 descrito por g(T, H), de onde obtemos uma expressao si-
milar a 2.8, dada por:

dH As

_— = — 2.10

dar  Am’ (2.10)
onde m é a magnetizagao por particula dada por m = —9g/0H.

Se considerarmos a entropia como uma medida da desordem,
dada pela férmula de Boltzmann S(E, N) = kIn (Q(E, N)), onde k é a
constante de Boltzmann, F a energia e Q) (F, N) é o nimero de estados
acessiveis para uma dada energia, ou temperatura, e um dado nimero
de particulas, entao teremos S4 = Sp, pois a quantidade de estados
acessivel para ambas as fases, A e B, é a mesma, ja que o modelo pos-
sui simetria de inversdo de campo'?. Portanto As = 0 = dH/dT = 0,
mostrando que a linha de coexisténcia é paralela ao eixo de temperatu-
ras, estando particularmente em H = 0. Este é também um exemplo de
uma transicao de fase onde nao hé calor latente, ja que as entropias sao
iguais, estando os estados caracterizados por magnetizagoes de sinais
opostos, mas de mesma intensidade.

De qualquer maneira, ainda temos uma descontinuidade na mag-
netizagao — derivada de primeira ordem da energia livre — sobre a
curva de coexisténcia de fases dada por H = 0 e T < T., onde T,
é a temperatura critica, o que caracteriza essa transigao como de pri-
meira ordem. No entanto, ao nos aproximarmos do ponto definido por
(T = T.,H = 0) a transicio muda fundamentalmente, tornando-se
continua, como veremos a seguir.

2.1.2 Transicoes Continuas

Transi¢oes continuas ocorrem quando ha alguma discontinuidade
ou singularidade em, pelo menos, uma das derivadas de ordem supe-
rior da energia livre. Essas singularidades sao descritas em termos de
expoentes criticos, cada um representando o comportamento de uma
dada fungao termodindmica quando T — T, — calor especifico, suscep-
tibilidade ou compressibilidade isotérmica, magnetizacao, etc. O im-

12 Ao trocar o sinal do campo, o sistema continua igual, mas agora com um sinal
trocado também na magnetizacao.
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pressionante é que esses expoentes se mostram iguais para uma grande
variedade de sistemas (desde que estes tenham mesma simetria).

A teoria do Grupo de Renormalizacao explica esse fenomeno e ge-
neraliza esse comportamento critico. Nao é de nosso interesse detalhé-
la, j& que a teoria fenomenolégica de Landau, baseada na descri¢ao
apresentada na segao anterior, d4 uma boa idéia do que ocorre numa
transigao critica em termos da energia livre g(T, H), mesmo que 0s ex-
poentes obtidos com ela sejam de campo médio. Para uma descri¢ao
mais detalhada, recomenda-se seguir os trabalhos de Stanley (1971)
e Yeomans (1992). Ademais, a teoria de Landau fornece ferramentas
suficientes para a analise qualitativa que faremos adiante.

Quando no ponto critico (T' =T, e H = H.), o comportamento
das varidveis termodinamicas de modelos magnéticos pode ser descrito
através de expoentes criticos, definidos por (Ibid., p.26):

e calor especifico a campo nulo:
cu ~ |t (2.11)
e parametro de ordem (magnetizagio a campo nulo, figura 2):
m e~ (—t)? (2.12)
e susceptibilidade magnética isotérmica a campo nulo:
Xt ~ [t (2.13)
e isoterma critica (¢t = 0):
H ~ |m|°sgn(m) (2.14)
e comprimento de correlagao:
E~ [t (2.15)
e correlagao de pares em (¢ = 0):
[(7) ~ 1/rd=24n (2.16)

onde «, 3, v, §, v e i sao os expoentes criticos, d é a dimensionalidade
do sistema, sgn(z) é a fungao sinal, ¥ uma distancia radial em relagao a
um elemento qualquer do sistema e definimos a temperatura reduzida
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T-1T.
T,

t= (2.17)
E importante destacar que a funcao e o comprimento de correlagao,
eqs. 2.15 e 2.16, divergem apenas sobre o ponto critico. Para outras
temperaturas, a correlagao cai exponencialmente e o comprimento de
correlacao é pequeno. Ou seja, o sistema é fortemente correlacionado
sobre o ponto critico e fracamente correlacionado fora dele. Em outras
palavras, sobre o ponto critico uma pequena flutuagao pode se propagar
por qualquer quantidade de elementos da rede, inclusive por toda ela,
ja que todos os seus elementos estao fortemente correlacionados; esta é
uma propriedade importante para caracterizar o estado SOC.

ml) _

OC

k,T1J

Figura 2. Esbogo da magnetizagao (pardmetro de ordem) de um ferro-
magneto em funcao da temperatura. kp é a constante de Boltzmann e
J é o acoplamento do modelo.

Toda transigao continua esta relacionada com um parametro de
ordem que varia continuamente e se anula sobre a transigao de fase que
ocorre em (T'=T.,H = H.), sendo este ponto conhecido como ponto
critico. Um esbogo da magnetizagdo em funcao da temperatura para
um ferromagneto esta na figura 2.

Sao exemplos de parametro de ordem: a magnetizagao no mo-
delo de Ising, a diferenca entre volumes das fases liquida e gasosa no
modelo de van der Waals, a polarizacao espontanea de um material
ferroelétrico, a diferenca entre as densidades do cobre e do zinco num
sitio da rede cristalina da liga bindria de CuZn, etc (SALINAS, 1999).
Deter-nos-emos em estudar o caso em que o parametro de ordem é a
magnetizagao m.

O célculo dos expoentes criticos para o modelo fenomenolégico
de Landau se encontra no apéndice A, por completeza.
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2.2 CRITICALIDADE AUTO-ORGANIZADA (SOC)

A teoria de Criticalidade Auto-Organizada foi proposta por Bak,
Tang e Wiesenfeld em 1987 para explicar o ruido'® 1/f (BAK; TANG;
WIESENFELD, 1987, 1988). Tal ruido nao pode ser obtido de maneira
trivial — ou por integracao ou por diferenciacao — de algum ruido con-
veniente e, ainda assim, é muito comum na natureza. Ele é encontrado
em diversos campos do conhecimento como fisica, engenharia, biologia,
astrofisica, geofisica, economia, psicologia, linguagem e musica (WARD;
GREENWOOD, 2007). Sendo assim, argumentam Bak, Tang e Wiesen-
feld, deve haver uma teoria geral (independente de detalhes do sistema
descrito) que descreva o aparecimento desse ruido.

Até entao, as teorias que tentavam explicar a emergéncia do
ruido 1/f eram especificas e dependiam de detalhes dos fenomenos que
descreviam (Ibid.). Portanto, a SOC foi a primeira teoria indepen-
dente de um fenémeno especifico que se propos a explicar, de maneira
generalizada, a ocorréncia desse ruido como decorrente de estruturas
auto-similares presentes nos mais diversos sistemas (BAK, 1996; JEN-
SEN, 1998).

O espectro de poténcia'* é a decomposigao espectral de um si-
nal temporal, mostrando o quanto (em energia por unidade de tempo)
uma dada frequéncia f contribui para um sinal temporal qualquer. As-
sim, obter uma lei de poténcia do tipo S(f) o« 1/f como espectro de
poténcia significa que todas as frequéncias do espectro contribuem para
a dindmica do sistema que estd gerando o sinal transformado (BAK,
1996, p.22), o que, sob certas condigoes, indica (JENSEN, 1998, p.9):

14

e forte correlacao temporal;
e falta de escala de tempo caracteristica (grande variabilidade);
e estabilidade de longo alcance;

Os autores argumentam que essas caracteristicas sao consequéncia da
organizacao do sistema em estruturas auto-similares no espago e no
tempo (j& que se carece de uma escala de tempo bem definida). E mais,

BRuido 1/f significa que a densidade espectral, ou espectro de poténcial?, apre-
senta a forma S(f) o 1/fP, geralmente com 0.5 < 8 < 1.5. Situa-se entre o
ruido branco (S(f) = constante) e o ruido Browniano (S(f) o 1/f2) (WARD;
GREENWOOD, 2007).

MSeja F(w) a transformada de Fourier de um sinal temporal T'(t), o espectro
de poténcia é definido como S(w) = |F(w)|? (BAKER; GOLLUB, 1996), onde a
frequéncia w = 27 f.
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essas estruturas auto-similares espaco-temporais sao consequéncias umas
das outras (MASLOV; PACZUSKI; BAK, 1994), resultando no espectro
1/f. Em outras palavras, a grande variabilidade nos tempos carac-
teristicos do sistema indica que ha processos ocorrendo muito lenta-
mente, bem como processos extremamente rapidos'®. Em sintese, a
teoria de SOC é a proposta de um mecanismo genérico do qual emer-
gem espontaneamente estruturas auto-similares no espago e no tempo
(matematicamente representadas por leis de poténcia), relacionando-as
com a presenca do ruido 1/f. Esses sistemas tao distintos e comuns,
0s quais essa teoria se propoe a descrever, recebem o nome de Sistemas
Complexos'©.

Em seu estudo, estamos interessados na decomposigao espectral
do sinal temporal definido pelo tamanho e pela duracao de avalanches'”
em um dado sistema dissipativo, bem como se o sistema apresenta uma
estrutura fractal (devido a falta de escalas caracteristicas) no espago (na
distribui¢ao de tamanho de avalanches) e no tempo (na distribuicao de
duracao de avalanches). Em outras palavras, supondo que estejamos
lidando com um processo estaciondrio (JENSEN, 1998, p.9), constata-se
que essas distribuicoes sao dadas, respectivamente, por:

P(s) ~s™@
{ PEt)) el (2.18)

onde s é o tamanho de uma avalanche e t sua duragao, o que gera um
espectro de poténcias com a forma 1/f% (BAK; TANG; WIESENFELD,
1987; JENSEN; CHRISTENSEN; FOGEDBY, 1989), confirmando as trés
caracteristicas listadas acima. As distribui¢oes dadas em 2.18 apresen-
tam estrutura fractal, j4 que leis de poténcia carecem de uma escala
caracteristica'®, o que significa que ha uma grande variabilidade nas
varidveis s e t, de maneira analoga ao que foi discutido na secao 2.1.2.
Em outras palavras, do mesmo sistema podem derivar eventos comple-

15Essa distingdo entre esses dois tipos de processos serd de grande importancia,
ao descrever o que é essencial para que um sistema desenvolva um estado SOC.

16Para uma discussdo introdutéria, ver (NICOLIS; ROUVAS-NICOLIS, 2007;
SPORNS, 2007; BAK, 1996) e suas referéncias.

"Definimos uma avalanche como sendo um conjunto de eventos disparados em
decorréncia de um estimulo externo. Intuitivamente, podemos tomar uma avalanche
de neve como exemplo: o conjunto de todos os graos de neve que deslizam (eventos)
formam a avalanche, que foi previamente causada por algum estimulo externo (um
pequeno tremor de terra, um som muito alto, etc).

18]sso significa que num processo de re-escala da varidvel s, por exemplo, a mu-
danga relativa em P(s) independe de s: P(ks)/P(s) = k—%, onde k é uma constante
qualquer e P(s) = s~ 2.
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tamente distintos temporal e espacialmente, o que, segundo Bak (1996),
explica a grande variabilidade observada na natureza, estando as gran-
dezas t e s diretamente relacionadas por (BAK; TANG; WIESENFELD,
1987):

Y~ s (2.19)

onde v é a taxa através da qual a avalanche se espalha no sistema.

Apesar de Jensen, Christensen e Fogedby (1989) terem mostrado
que o ruido na proposta original de Bak, Tang e Wiesenfeld é, na ver-
dade, 1/f2, h4 outros exemplos na literatura onde o ruido é 1/ f em que
a explicagao empregada é a propria SOC (MASLOV; TANG; ZHANG, 1999;
DE-LOS-RIOS; ZHANG, 1999), além de trabalhos tedricos que corrigem
as inconsisténcias do ruido 1/f no trabalho de Bak, Tang e Wiesen-
feld (VESPIGNANI; ZAPPERI, 1998). Mesmo com ruido 1/f2, segundo
Jensen (1998, p.41), a proposta de Bak, Tang e Wiesenfeld continua
interessante, pois nao é um caso que resulta de um simples processo
de Poisson'? (lembrando que sabemos da origem do processo expresso
por 2.18), assim o rufdo 1/f? torna-se tao interessante quanto qualquer
outro comportamento de lei de poténcia, s6 nao pode ser utilizado para
explicar a origem do ruido 1/f.

2.2.1 Pré-Requisitos da Auto-Organizacao Critica

Bak, Tang e Wiesenfeld (1987) estudam um modelo computacio-
nal de pilha de areia muito simples para introduzir a teoria de SOC.
Basicamente, o modelo proposto consiste nas seguintes regras:

e Acimulo de tensdo: joga-se areia no monte de maneira contro-

lada;

e Relaxagao: a areia desliza sobre os graos vizinhos caso a in-
clinacao do monte seja maior que um limite.

Deste sistema, podemos tirar algumas caracteristicas que se mos-
traram essenciais para o desenvolvimento de SOC nos estudos feitos
desde entdo. Sdo elas®® (JENSEN, 1998; LINKENKAER-HANSEN, 2002):

9Processo de Poisson é um processo estocdstico que consiste num conjunto de
eventos que ocorrem no tempo de maneira independente. Mais detalhes no apéndice
B.5.

20Muitas caracteristicas aqui descritas podem ser condensadas em outras, tor-
nando aparentemente menor a quantidade de pré-requisitos. Porém, achamos im-
portante explicitd-las em detalhes.
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Regras internas simples e dinamica complexa emergente;

o No caso da pilha de areia, temos apenas duas regras muito
simples, como visto. E veremos que dessas regras, emerge um
comportamento critico, ou complexo, no sentido que definimos
anteriormente.

Separagao de escalas temporais;

o O tempo de acimulo de tensao deve ser muito maior que
o tempo de relaxacao. Ou seja, as avalanches devem ser rapidas
comparadas com o tempo levado para atingir a inclinacao critica
no processo de tensionamento — processos em diferentes escalas
de tempo, como ja mencionado.

Limiares locais;

o E necesséaria a presencga de limiares a partir dos quais o
sistema relaxa. Eles devem ser locais de modo que as avalanches
sejam localizadas. No caso da pilha de areia, a inclinagao é local,
pois podemos ter partes da pilha com diferentes inclinagoes, entao
teremos locais mais préximos do limite de tensao e locais mais
distantes, fazendo com que haja avalanches em alguns locais e
posteriormente em outros.

Interagoes locais;

o Cada objeto que compoe o sistema deve interagir apenas
com sua primeira geracao de vizinhos, assim como na pilha de
areia a avalanche deve se propagar sobre uma geragao de vizinhos
por vez.

O sistema nao deve ser ajustado por algum agente externo;

o Em outras palavras, o sistema deve ser auto-organizado,
atingindo um comportamento critico sem que algum parametro
seja ajustado por um experimentalista de maneira adequada, por
exemplo, como no caso das transi¢oes de segunda ordem convencio-
nais estudadas, onde devemos ajustar a temperatura e o campo
externo de modo a levar o sistema até o ponto critico.

Dissipagao e nao-linearidade;

o O sistema deve estar sujeito a dissipagao, i.e., a energia
deve fluir através do sistema, nao ficando concentrada. Podemos
imaginar a pilha de areia sobre uma mesa: algumas avalanches
vao escorregar para fora da mesa, fazendo o sistema dissipar ener-
gia potencial.
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e Independéncia de condigoes iniciais;

o A dindmica de avalanches deve emergir no monte de areia
independentemente de quanta areia ja estava presente 14 antes de
comecar as medidas.

e O sistema deve ser extenso e estar num estado estaciondrio.

o Basicamente, SOC é um fendmeno coletivo, portanto nasce
da interacao de muitos corpos. Porém, nao é um comportamento
completamente aleatorio e, sim, um comportamento dinamico
estavel — pois prevalece mesmo perante perturbagoes externas — e
definido em termos dos padroes espaciais e temporais que podem
ser medidos no sistema.

Essas caracteristicas, apesar de em grande niimero, sao, em mai-
oria, comumente encontradas em diversos sistemas dinamicos?! (MON-
TEIRO, 2006). Em sintese, sistemas que apresentam essas caracteristicas,
sao considerados criticamente auto-organizados se:

e As distribuigoes de atividade temporal e espacial obedecerem leis
de poténcia (eq. 2.18);

o Como vimos na segao 2.1.2, leis de poténcia caracterizam o
estado critico. Essas leis de poténcia também evidenciam a auto-
similaridade espago-temporal. Essas distribuigoes, nesse caso, sao
frutos de uma dinamica por avalanches.

e Possuirem forte correlacao temporal e espacial;

o O que gera o sinal 1/f# como espectro de poténcias.

Para colocar em uma frase, o conceito de criticalidade entra aqui para
expressar, portanto, o comportamento descrito através de leis de potén-
cia, extremamente susceptivel a estimulos externos, fortemente correla-
cionado espacial e temporalmente e estavel no tempo, sendo esse estado
um atrator global da dinamica do sistema (BAK; TANG; WIESENFELD,
1987).
E importante notar que varios esforgos foram feitos na busca de
um formalismo para a teoria de SOC (DHAR, 2006; VESPIGNANI; ZAP-

PERI, 1998; DE-LOS-RIOS; ZHANG, 1999, entre Outl‘OS)QQ, mas nenhum

21Gistemas dindmicos sdo sistemas descritos por equacdes diferenciais acopladas,
geralmente ndo-lineares, ou por mapas — equacoes de diferencas —, portanto tém
uma evolucdo temporal bem determinada, apesar desta depender fortemente do
valor dos parametros do sistema.

22Ver Jensen (1998) para um resumo de alguns formalismos.
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obteve sucesso em descrever as leis de poténcia analiticamente, ape-
sar de mostrarem que os sistemas possuem atratores criticos (JENSEN,
1998). A falta de resultados analiticos torna a classificagdo de um sis-
tema como SOC dificil. Por outro lado, Bak (1996) argumenta que uma
teoria que descreve sistemas compleros nao poderia ser simples. Sendo
assim, sabemos que o fenomeno que essa teoria tenta descrever ocorre
na natureza, como veremos a seguir, mas a divida permanece sobre se
a explicagao fornecida pela Teoria de Criticalidade Auto-Organizada é
a melhor possivel.

2.2.2 Sistemas Criticamente Auto-Organizados

Bak (1996) e Jensen (1998) trazem diversos exemplos de siste-
mas onde ocorre, de fato, SOC, tais como deposi¢ao de sedimentos,
formacao de litorais e paisagens, crescimento de superficies, engarra-
famentos no transito, dinamica de vértices em super-condutores, mer-
cado financeiro, chuvas, incéndios em florestas, avalanches no Himalaya
e até evolugao. Alguns trabalhos ainda sugerem que SOC pode ser a
teoria que explica alguns fendmenos observados no cérebro (BEGGS;
PLENZ, 2003, 2004; PRIESEMANN; MUNK; WIBRAL, 2009; VERTES; BAS-
SETT; DUKE, 2011). Nesta se¢ao, destacaremos alguns dos sistemas j&
consagrados, pontuando suas principais caracteristicas que os fazem se
encaixar nos itens listados na secao anterior, discutindo a seguir por
que devemos esperar SOC em algumas redes de neurdnios do cérebro.

Como exposto na secao 2.2.1, a pilha de areia exibe SOC sob
certas condigoes. E vasta a literatura que estuda este modelo. Dentre
eles, Bak, Tang e Wiesenfeld (1987, 1988), Jensen, Christensen e Fo-
gedby (1989), Maslov, Tang e Zhang (1999), Dhar (2006), Vespignani
e Zapperi (1998), etc, para citar alguns.

Foram encontrados problemas no estudo experimental da pilha
de areia, como o balango entre a inércia dos graos ao escorregar do
monte e o atrito entre os graos da avalanche e a pilha de areia (BAK,
1996). Frente a dificuldades, decidiu-se estudar pilhas de arroz, onde
se verificou também a presenca de SOC (FRETTE et al., 1996; BEN-
GRINE et al., 1999; PRUESSNER, 2003). A dinamica da pilha de arroz é
completamente similar a da pilha de areia.

A dinamica dos terremotos é estudada ha muitos anos, pelo me-
nos desde 1895 por Omori no Japao (OMORI, 1895). Esse sistema foi
estudado em detalhes por Christensen (1992), Olami, Feder e Chris-
tensen (1992), Rundle et al. (1997), Kinouchi, Pinho e Prado (1998),
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Lise e Paczuski (2001a, 2001b), Bak et al. (2002), Kotani, Yoshino e
Kawamura (2008), entre outros. A dindmica consiste no acimulo de
tensao por atrito entre as placas tectonicas e na relaxagao através de
terremotos.

A formacao de chuvas também é um sistema comumente estu-
dado (PETERS; HERTLEIN; CHRISTENSEN, 2002; PETERS; CHRISTEN-
SEN, 2002). Neste caso, o actimulo de tensao é a formacao das gotas
de chuva e o limiar é a massa das gotas, ja que a partir de uma certa
massa, a forca peso torna-se maior que a forca de sustentacao do ar,
fazendo a gota cair. As avalanches sao as préprias chuvas.

Por dltimo, destacaremos os incéndios em florestas (DROSSEL;
SCHWABL, 1992; CHRISTENSEN; FLYVBJERG; OLAMI, 1993; MALAMUD;
MOREIN; TURCOTTE, 1998) que consiste na formacao de clusters® de
arvores, acumulando tensao no sistema, e posteriormente queimando
clusters aleatoriamente, sendo cada incéndio uma avalanche.

2.2.3 Modelos computacionais

Na dificuldade de achar um formalismo geral e consistente para a
SOC, seu estudo foi feito principalmente por modelos computacionais.
Cada um dos sistemas citados na se¢ao anterior possui um modelo com-
putacional correspondente de onde se pode tirar as leis de poténcia das
distribuigoes de atividade temporal e espacial, além de outras carac-
teristicas importantes no estudo da SOC.

Descreveremos por alto apenas dois algoritmos:

1. Pilha de Areia, pois é o modelo originalmente proposto por Bak,
Tang ¢ Wiesenfeld (detalhado no artigo original de Bak, Tang e
Wiesenfeld (1987, 1988) e no livro de Jensen (1998));

2. Fogo na Floresta, pois apresenta semelhangas com o nosso mo-
delo proposto (detalhado em Drossel e Schwabl (1992), em Ch-
ristensen, Flyvbjerg e Olami (1993) e também no livro de Jensen
(1998));

E importante notar que conforme Kinouchi (1998) discute, os
modelos computacionais nao podem ser ditos auto-organizados, con-
forme conceituado no inicio deste capitulo, pois todos dependem do
ajuste de alguns parametros, mesmo que sejam poucos ou até imper-
ceptivelmente ajustados, como veremos.

23Traduzir como aglomerados. E preferivel utilizar a palavra em inglés para
manter uma melhor correspondéncia entre este e os textos originais.
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2.2.3.1 Pilha de Areia

O modelo é um autémato celular definido numa rede quadrada?*,
onde cada célula da rede é uma pilha de areia com c¢ vizinhos?®. De-
notando por z;(t) a quantidade de graos de areia na pilha i no tempo
t e por z. a quantidade de graos necessaria numa pilha para que a in-
clinagao local fique instavel de modo a causar um desmoronamento, as
regras sao representadas no passo de tempo t + 1 por:

1. Sorteia-se um sitio n;
2. zp(t+1) = zp(t) + 1;
3. Se z,(t+ 1) = z., entdo comega uma avalanche:

(a) 2y (t+1) = z(y(t)+1, onde (j) denota os primeiros vizinhos
de n (se n for uma pilha na fronteira da rede com ¢’ vizinhos,
entao é dissipada a quantidade z. — ¢’ de graos);

(b) zn(t+1)=2,(t+1)—c¢
(c) Se zi(t+1) > z. para algum 4, entdo n = i e volta para (a);

(d) Senao, volta para 1.

A quantidade de passos de tempo t em que o algoritmo perma-
nece no loop (a)=(c) é a duragao de uma avalanche (o que nada mais
é do que a quantidade de geragoes de vizinhos do sitio inicial sorteado,
n, que foram atingidas pela avalanche). Os passos (a)—(b) definem um
desmoronamento de ¢ graos, um para cada vizinho, sendo o tamanho
da avalanche, s, definido como a quantidade total de sitios atingidos
durante esse desmoronamento durante todo o loop.

A distribuicao de t e s serd dada por 2.18, de onde pode ser
calculado o espectro de poténcias com a forma 1/f”, independente-
mente das condigoes iniciais z;(0). Segundo Bak, Tang e Wiesenfeld
(apud JENSEN, 1998, p.5), um sinal se espalhard pelo sistema a me-
dida que encontrar um caminho conectado de células instéveis (com
z = z.). Quando o sistema é dirigido aleatoriamente (pelos graos que
caem em sitios aleatdrios, por exemplo), tendo as pilhas comegado de
uma condigao inicial aleatdria, essas regioes instaveis formarao um tipo
de rede aleatoria. A rede serd modificada, ou correlacionada, pela acao
da dindmica interna (redistribuicdo de graos) induzida pelo for¢camento

24Do inglés, square lattice.
25No caso de rede quadrada, ¢ = 4.



54

externo (graos jogados aleatoriamente). Graos que caem em sitios
instaveis disparam avalanches que se propagam pelos sitios instaveis
vizinhos (ou que vao se tornando instéveis a medida que a avalanche se
propaga). A dindmica pdra sempre que o sistema relaxa internamente,
ou seja, todos os sitios tém menos que z. graos de areia.

O forcamento externo vai eventualmente levar alguma parte do
sistema para a instabilidade, reiniciando o processo de relaxagao. O re-
sultado é uma rede complicada e delicadamente entrelacada de regices
acopladas dinamicamente. Ao continuar dirigindo o sistema a partir
desse estado criticamente auto-organizado marginalmente estavel, ve-
remos agoes rapidas (avalanches), ji que o forgamento externo acaba
excitando atividades locais que se propagam por diferentes caminhos
no sistema. A natureza complexa das operacoes de forcamento e re-
laxacao combinadas torna intuitivo imaginar que a rede de caminhos
dinamicamente conectados tem uma geometria esparsa parecida com a
de percolacao. E essa geometria, conforme sugeriram, pode ter a forma
fractal desejada, tanto espacial quanto temporalmente.

Neste modelo, a criticalidade s6 se desenvolve em algumas topo-
logias da rede do automato celular, ou seja, é preciso ajusta-la, fazendo
com que o modelo deixe de ser estritamente auto-organizado no sentido
discutido no inicio desta segao.

2.2.3.2 Fogo na Floresta

Conforme discute Jensen (1998, p.66), o modelo de Fogo na Flo-
resta nao é criticamente auto-organizado, pois apesar de sua dinamica
ser regida por um ponto critico, este é repulsivo. Porém, na teoria de
campo médio desenvolvida por Christensen, Flyvbjerg e Olami (1993),
no limite em que o nimero de incéndios é muito menor que o ntimero
de drvores que nascem no sistema, o ponto critico torna-se um atrator
da dinamica do sistema. Esse modelo descreve bem o espalhamento
de infecgoes (RHODES; ANDERSON, 1996). Ainda, dados representando
a frequéncia em funcdo do tamanho de incéndios, medidos por insti-
tui¢oes dos Estados Unidos e da Australia (conforme compilados por
Paiva et al. (2011) num projeto educacional da Universidade de Lisboa)
mostram claramente uma forma de lei de poténcia.

O modelo é definido numa rede hipercubica de dimensao d, tendo
cada sitio 2d vizinhos. Em cada passo de tempo, cada um dos sitios
pode assumir apenas um dos seguintes estados: vazio (estado 0); contém
uma arvore (estado 1); contém uma drvore em chamas (estado 2). Seja
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z;(t) o estado do sitio ¢ no tempo ¢, a dindmica se d4 da seguinte ma-
neira:

Lozi(t+1)=0 V z(t)=2;

2. zp(t+ 1) = 1 com probabilidade p, onde n é um tunico sitio sele-
cionado aleatoriamente entre todos os sitios i em que z;(t) = 0;

3. zi(t +1) = 2 se pelo menos um dos z(j(t) = 2, onde (j) denota
primeiros vizinhos;

4. z,(t+1) = 2 com probabilidade f, onde m é um sitio selecionado
entre todos os sitios 7 em que z;(t) = 1;

A condicao de contorno é suposta periédica. O passo 4 (ignigado es-
pontanea) é essencial para obter um estado critico na rede, senao o
sistema se torna peridédico com um comprimento caracteristico dado
por 1/p. Porém, a criticalidade s6 pode ser obtida se tomarmos o li-
mite p — 0 e f/p — 0 (drvores entram em ignigido espontanea muito
mais raramente do que crescem novas arvores, condi¢cao necessaria para
a separagao de escalas temporais).

A dimensao critica do modelo foi mostrada ser 6 (CHRISTENSEN;
FLYVBJERG; OLAMI, 1993), possibilitando sua relagdo com modelos de
percolacgao, cujos resultados estao melhor estabelecidos.

2.2.4 E Possivel Haver SOC no Cérebro?

As caracteristicas ha pouco listadas também se fazem presentes
no cérebro, tornando-o atraente do ponto de vista da SOC. Nesta secao,
justificaremos essa hipétese, uma vez que ela é a motivagao principal
deste trabalho.

A estrutura do cérebro é composta por bilhoes de neurdnios, atin-
gindo uma densidade de aproximadamente 10° células/mm? de tecido
cortical, estando cada célula sujeita a, em média, de 10® a 10* sinap-
ses, sendo a maioria delas locais (em um raio de aproximadamente 3
mm), apesar de algumas serem de longo alcance (NUNEZ, 1995). Essa
estrutura é essencial para o desenvolvimento de SOC, pois esta consiste
na formacao de padroes auto-similares no espago e no tempo, o que re-
quer um sistema amplo espacialmente (com muitos elementos), capaz
de armazenar memoérias®®, evidenciando uma forte correlacao tempo-
ral entre dois eventos. Assim, mudangas estruturais devem ocorrer

26Uma meméria é comumente aceita como uma configuracio espacial de uma
dada rede de neurénios (PERETTO, 1994).
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mesmo quando o cérebro codifica memorias acessiveis conscientemente,
ajustando a eficacia de sinapses ja existentes ou estabelecendo novas si-
napses de acordo com a atividade neuronal (fenémeno conhecido como
plasticidade (KOCH; LAURENT, 1999)), o que evidencia também a auto-
organizacao do sistema (PERETTO, 1994), fendmeno conhecido e estu-
dado em modelos de aprendizagem, por exemplo (STASSINOPOULOS;
BAK, 1995).

Sistemas SOC devem ser estimulados de maneira lenta, evidenci-
ando a separacao de escalas temporais. E f4cil visualizar isso no modelo
de Fogo na Floresta, descrito na segao anterior: caso a taxa de ignicao,
f, seja grande comparada com a taxa de crescimento de arvores, p, o
sistema, vai passar por muitos incéndios curtos. Por outro lado, se p
for muito maior que f, mas f for significante, o sistema tera incéndios
muito longos. Das duas maneiras, o sistema nao seria critico e sua dis-
tribuigao de tamanho de incéndios (avalanches) nao seria dada por uma
lei de poténcia, i.e., a criticalidade depende de um balango entre tensio-
namento e relaxagao. No caso do cérebro, uma rede de neuronios sujeita
a muitos estimulos seria levada a um estado de muita atividade, esgo-
tando as vesiculas neurotransmissoras das sinapses e tornando a rede
extremamente refratdria, com pouca chance de propagar um sinal. Por
outro lado, a rede deve propagar o sinal que é, eventualmente, recebido
por um dado neurénio que a compoe, espalhando-o através dos primei-
ros vizinhos do neurénio atingido, depois através dos segundos vizinhos
e assim por diante. Portanto, deve haver algum mecanismo que faz com
que o sinal se dissipe?”. Definimos o conjunto de neurénios que dispa-
ram em decorréncia do estimulo realizado em apenas um dos neurénios
como uma avalanche neural. Ha véarios exemplos que mostram que a
atividade neural se propaga dessa maneira (BAL; MCCORMICK, 1996;
BUTTS et al., 1999).

Apesar de mamiferos, em geral, estarem sujeitos a diferentes
condigoes externas durante seu desenvolvimento, seus cérebros apresen-
tam padroes muito similares, tanto funcional quanto anatomicamente,
onde é possivel, por exemplo, identificar dreas responsaveis por cada
um dos sentidos, apesar das possiveis e provaveis diferengas nas células
que formam esses sistemas. Isso lembra a caracteristica de que siste-
mas SOC devem ser independentes da condigao inicial, sendo o ponto
critico um atrator global da dindmica do sistema (MASLOV; PACZUSKI;
BAK, 1994; PACZUSKI; MASLOV; BAK, 1996).

27Caso contrario a rede acabaria se tornando super-ativa também, conforme des-
crito no texto. Veremos mais adiante que essa propagacao-dissipagao depende de
propriedades dindmicas dos neurdnios, como os disparos e os periodos refratarios.
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O comportamento, tanto de sistemas SOC, quanto do cérebro,
deve depender muito fracamente de cada célula que forma o sistema,
de modo que a estatistica global espago-temporal, ou comportamento
emergente, seja estavel, independentemente dos sitios microscépicos do
sistema — nascendo apenas da interacao entre eles. No cérebro, por
exemplo, a morte de um Unico neurdonio nao pode afetar significativa-
mente o comportamento da regiao a qual esse neurdnio pertencia.

Ainda se pode especular que o tempo necessario para o amadure-
cimento do cérebro é maior para espécies com cérebros maiores devido
ao tempo necessario para que o sistema se torne fortemente correlacio-
nado especialmente, o que é necessario para a formacao de memorias,
por exemplo, em analogia aos sistemas criticamente auto-organizados,
que também devem demorar para atingir o estado SOC, uma vez que
as correlagoes nesses sistemas também demoram para se desenvolver.
Em outras palavras, o estado SOC s6 ¢é atingido depois de uma longa
evolugao necessédria para que o sistema se torne fortemente correlacio-
nado.

Sistemas SOC, conforme vimos, também sao susceptiveis a uma
grande variedade de estimulos. Da mesma maneira, o cérebro também
responde a uma enorme variedade de estimulos. Trabalhos tedricos
mostraram que o estado critico numa rede de neurénios otimiza o in-
tervalo de resposta de uma rede de neur6nios (KINOUCHI; COPELLI,
2006). Werner (2010) discute que o estado critico também otimiza o
processamento de informagoes, a capacidade de guardar memdrias e o
poder computacional do cérebro. Evidéncias que sugerem que o cérebro
esteja num estado critico.

Contudo, redes de neurénios s foram propostas exibir SOC em
algumas referéncias. Jung et al. (1998) observaram comportamento de
escala em leis de poténcia em organizagoes espago-temporais de ondas
de célcio em culturas de células gliais e num modelo computacional do
mesmo sistema (JUNG, 1997). Simulagoes de populagoes de neurdnios
que geram padroes dinamicos de ondas, culminando em ruido 1/f, fo-
ram estudadas por Usher, Stemmler e Olami (1995) e Chialvo, Cecchi e
Magnasco (2000). Ainda, em eletroencefalogramas humanos, compor-
tamento de lei de poténcia foi reportado para a duracdo de bursts?® de
oscilagoes (GEORGELIN et al., 1999) e para suas correlagoes temporais
(LINKENKAER-HANSEN et al., 2001, 2005). Beggs e Plenz (2003) pro-
puseram que o cérebro fosse descrito por um processo de ramificagao

28Um neurénio exibe bursts quando estd numa fase de sucessdo de periodos osci-
lantes e quiescentes. O termo em inglés foi mantido para facilitar o vinculo com os
trabalhos originais.
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criticamente auto-organizado baseados na observagao de cortices cere-
brais in vitro.

A comparagao de modelos que exibem SOC, ou um estado critico,
foi feita por Priesemann, Munk e Wibral (2009) e Ribeiro et al. (2010)
com dados de macacos e ratos vivos — em comportamento livre e em ou-
tras condicoes, medidos por Local Field Potentials®® — com bom acordo.
Leis de poténcia foram obtidas por Vertes, Bassett e Duke (2011) estu-
dando o balanco entre quantidade de sinapses inibitérias e excitatérias
na rede, bem como a influéncia da topologia sobre o estado critico. Le-
vina, Herrmann e Geisel (2007) obtiveram estado SOC numa rede de
neurénios integrate-and-fire?® em campo médio, conseguindo resultados
analiticos e computacionais.

Ainda, Abbott e Rohrkemper (2007) obtiveram comportamento
critico com um modelo de neurénio que chamaram de modelo de cres-
cimento®'. Nés estudamos a dinamica da propagacdo de sinal em uma
rede de neurdnios formais (representados por mapas) e mostraremos
que é possivel o desenvolvimento de um estado critico mesmo com mo-
delos mais avancados de neurdnio®?, conectados por sinapses quimicas
com ruido. No mais, ha revisoes que discutem em mais detalhes alguns
modelos e resultados de SOC em redes de neuronios e sistemas em geral
(CHIALVO, 2004; BONACHELA; MUi0Z, 2009; BONACHELA et al., 2010).

Em linhas gerais, a relagdo de modelos SOC com o cérebro se
d4 em todas as instancias — forte correlacio temporal®?, grande varia-
bilidade?* e estabilidade®. Portanto, a seguir nos propomos estudar a
dinamica dos neuronios individuais na tentativa de entender sob quais
circunstancias o estado de SOC eventualmente se desenvolve.

29Técnica experimental onde é possivel detectar a variacdo do potencial elétrico
no local do eletrodo de maneira extremamente localizada e sensivel, detectando os
disparos dos neuronios. A expressido foi mantida em inglés para concordar com os
termos da literatura.

300 modelo integrate-and-fire — integra e dispara, em portugués — é uma simpli-
ficacdo do comportamento excitdvel de neurdnios, em que soma-se uma varidvel (po-
tencial de membrana) até um limiar em que o neurénio dispara instantaneamente e
reajusta-se o valor do potencial de membrana para uma constante pre-determinada.

31Que consiste em crescer circulos (representando neurénios) em regies aleatérias
de um espaco arbitrario de acordo com a atividade de cada neurdnio.

32Comparados com o integrate-and-fire, por exemplo.

33Linkenkaer-Hansen et al. (2001, 2005), Beggs e Plenz (2004), Poil, Ooyen e
Linkenkaer-Hansen (2008).

34Beggs e Plenz (2003, 2004), Fontanini e Katz (2008), Carandini (2004), Arieli
et al. (1996), Shimono et al. (2007).

35Priesemann, Munk e Wibral (2009), Beggs e Plenz (2004).
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3 MODELOS DE NEURONIOS

Apesar de ser formado por diversos tipos de células, o elemento
mais importante do sistema nervoso é o neurdnio, principalmente por-
que ¢é capaz de transportar sinais elétricos por grandes distancias, pos-
sibilitando a formacao de circuitos neuronais e estruturas corticais, co-
nectando o sistema nervoso como um todo (IZHIKEVICH, 2007, p.1).
Assim, nos limitaremos a aceitar como modelo fundamental do cérebro,
ou de parte deste, uma rede de neurénios, pois é através dela que a in-
formacao é processada e propagada e as memorias sao guardadas.

De acordo com Izhikevich (2007), a compreensdo do apareci-
mento de diferentes comportamentos (como disparos rapidos e potencial
de repouso) de um mesmo neurénio ao submeté-lo a correntes externas
de diferentes intensidades, por exemplo, s6 foi entendida apds descre-
ver o neurdnio como um sistema dindmico que sofre uma bifurcacao!
em sua trajetoria no espaco de fase. Portanto, entender as proprie-
dades dindmicas dos neurdnios (como a excitabilidade — descrita aqui
—, o perfodo refratédrio, etc), unidades fundamentais do cérebro, é pri-
mordial para compreender a emergéncia, ou nao, de comportamento
critico numa rede de neurdnios. Em outras palavras, sao essas propri-
edades dinamicas que apontarao se neurdonios possuem caracteristicas
suficientes para suprir os pré-requisitos listados na secao 2.2.1.

A figura 3 mostra uma ilustracao simplificada da estrutura bésica
de um neurdnio?. Um sinal elétrico se propaga através da membrana
dos neurdnios, dos dendritos aos axonios, tendo sido gerado pela dife-
renga de potencial (ddp) entre o interior e o exterior da célula ou por
um estimulo externo.

Essa ddp é causada pelas diferentes concentragoes de diversos
ions dentro e fora do neurénio. Entre os mais comuns, estao os ions
sédio (Na™), potassio (K*), cloro (C17) e célcio (Ca?T). A cada fon cor-
responde um canal idnico (uma proteina especifica) que responde a ddp
local da membrana, modificando sua conformacao espacial (abrindo-a

IBifurcacdo é uma mudanca qualitativa no comportamento de um sistema
dindmico em funcao da mudanga de seus parametros, onde, por exemplo, este passa
de uma 6rbita de ponto fixo para uma oscilatéria. Dependendo do contexto, algu-
mas bifurcagdes podem ser vistas como transicoes de fases. Mais formalmente, uma
bifurcagdo ocorre quando uma equacdo diferencial, ou um mapa (veremos o que é
mapa na segao 3.2), muda sua familia de solugdes de acordo com a mudanga em
algum parametro do sistema.

2Diferentes neurénios possuem diferentes topologias, porém todos eles possuem
as estruturas identificadas na figura 3.
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Figura 3. Esquema geral das estruturas presentes num neuronio. Fonte:
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Neuron_Hand-tuned.svg

ou a fechando), permitindo que o fon com o qual tem afinidade quimica
flua para dentro ou para fora da célula. Os canais idnicos, por sua vez,
estao espalhados por toda a membrana celular, conforme ilustrado na
figura 4, podendo crescer em quantidade e evoluir através da filogénese
(HILLE, 2008).

Fluxo de ions
1

Filtro de
selegdo

Membrana
celular

Figura 4. ITlustracao dos canais i6nicos e seus posicionamentos na mem-
brana celular. A direita estd uma secao reta do canal, mostrando sua
estrutura interna.

Os terminais do ax6nio de um neurénio se conectam com outros
neurénios, formando redes complexas?, através de estruturas chamadas
sinapses, que serao detalhadas no capitulo 4. Essas estruturas permi-
tem que a informacao, na forma de um pulso de potencial elétrico, se

3Redes complexas sao redes cuja estrutura no é regular, como em cristais, por
exemplo, nem aleatéria. Nas redes complexas mais comuns, as conexoes estao dis-
tribuidas de acordo com uma lei de poténcia ou com uma curva lognormal. Uma
revis@o da mecanica estatistica de redes complexas foi feita por Albert e Barabdsi
(2002) e um estudo das redes presentes no cérebro por Sporns (2010).
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propague pela rede, realizando as mais diversas tarefas (os sentidos,
os movimentos, o processamento de informagoes, o armazenamento de
memorias, etc). Por isso, todos os modelos de neurdnio existentes se
baseiam na descri¢ao do pulso de potencial elétrico que se propaga nao
s6 pela membrana dessas células, mas também que é passado adiante
através delas.

Estudos preliminares desse tipo basearam o desenvolvimento de
diversos modelos de neur6nio ao longo dos ultimos 60 anos. Ao longo
deste capitulo, descreveremos rapidamente os modelos de neuronios ja
amplamente utilizados na literatura para introduzir conceitos impor-
tantes que serao utilizados ao longo do texto e para compara-los com o
modelo utilizado neste trabalho. Separamos os modelos em duas clas-
ses: os modelos bioldgicos — cujos parametros tém uma conexao direta
com experimentos em neurdnios reais — e os modelos formais — cujo
comportamento é qualitativamente igual ao dos biolégicos, porém seus
parametros sao, em geral, arbitrarios.

3.1 MODELOS BIOLOGICOS

Chamamos de modelos biolégicos os modelos baseados em con-
dutancia?, ou seja, aqueles baseados no modelo de Hodgkin-Huxley
(HH). A seguir, encontram-se descritas as caracteristicas do modelo
HH e do de Morris-Lecar (ML), o qual reduz o modelo HH para duas
variaveis mantendo sua dinamica excitdvel. O modelo de FitzHigh e
Nagumo é uma simplificacao de HH também, mas ja que seus parametros
nao tém conexdo direta com experimentos (conduténcias, correntes,
potenciais, etc), ele esta classificado, neste trabalho, como um modelo
formal.

3.1.1 Hodgkin-Huxley (HH)

Proposto por Hodgkin e Huxley (1952), descreve o neurdnio
como um circuito RC em que valem as leis de Kirchhoff — ver esquema
na figura 5, onde I; representa a corrente i6nica do canal i, g; a con-
dutancia desse canal, C,, a capacitancia da membrana, V' o potencial
da membrana e os outros V; as ddp causadas pelos fons, notando que
as varidveis com subindice L se referem a vazamentos (atividades pas-
sivas) na célula, ao invés de corresponderem a um determinado fon.

4 As condutancias elétricas dos canais iénicos sdo parametros do sistema.
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Salientamos que como estamos descrevendo o neurénio inteiro através
de um unico circuito, todos os parametros na figura 5 estao divididos
pela area total da célula. Ligando-se circuitos similares a este em pa-
ralelo, podemos criar um modelo compartimental de neurénio baseado
em condutéancias, ou podemos considerar um potencial V(z,t) e estu-
dar a propagacao do pulso numa diregao arbitraria, possibilitando o
estudo da topologia dos neuronios e como isso influencia em seu com-
portamento; porém, nao entraremos nos detalhes desse tipo de modelo
aqui.

Os potenciais associados a cada fon sdo devidos a diferenca de
concentracao dos mesmos no interior e no exterior da célula. Assim,
a ddp do NaT é considerada positiva dentro da célula, conforme a
figura 5 — i.e., a corrente de Na™ deve, primeiramente, entrar na célula
de maneira forgada, para depois sair naturalmente. Um pensamento
analogo vale para os outros fons. As condutancias de cada canal variam
de acordo com a ddp da membrana, permitindo a troca de ions entre os
meios extra e intracelulares, imitando as proteinas dos canais ionicos.
Considerando que nao ha perda nem ganho de cargas @;:

Z@i =K, (3.1)

onde Q; é a carga do fon ¢ ou do vazamento (i = L) e K é quantidade
total de carga no sistema, constante. Portanto, derivando-se 3.1 com
relagao ao tempo, a corrente pode ser escrita:

Zfi =0. (3.2)
;
Abrindo a soma das cargas em 3.1:
QNa+Qr +QL+CV =K. (3.3)
Obtemos, entao:
I+ Ing+ Tk + 10— CV =0

=CnV =Ine+1Ix+1I+1, (3.4)

onde adicionamos a corrente I devida a estimulos externos e/ou devido
a sinapses que chegam nesta célula®, consideramos a capacitancia da

5A corrente I é um parametro que aparece em todos os modelos de neurénio
estudados neste trabalho. A corrente externa tem, geralmente, a forma de um
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Figura 5. Circuito proposto por Hodgkin e Huxley para descrever um
neurdnio ou um compartimento de um neuronio.

membrana constante e notamos que quando o capacitor carrega, outras
partes do sistema perdem cargas, dai o sinal negativo da corrente no
ramo do capacitor.
Podemos reescrever as correntes ionicas através da Lei de Ohm
V=1I/g: _
ClV=9nNdVNa + 9V + 9.V + 1 (3.5)

e notar que a ddp de um dado fon V; depende da difusao deste através
da membrana. Ocorre que apés um certo tempo, os fons que deixaram
a célula retornam para o seu interior e os que entraram, voltam a sair,
pois a troca de ions através da difusao modifica suas concentragoes
nos dois meios até que a polaridade da membrana se inverta. KEsse
mecanismo gera e propaga o pulso de potencial através da membrana
dos neuronios.

A equacao para o potencial de inversao da polaridade da mem-
brana formulada por Nernst (o chamado potencial de Nernst — eq. 3.6)
é uma aproximacao da formula mais geral de Goldman-Hodgkin-Katz

(RUSSELL, 1992):
_ BT ([
E;, = F In ( il ) ; (3.6)

onde os colchetes indicam a concentragao do fon i, R é a constante dos
gases ideais, T a temperatura (em Kelvin), F' a constante de Faraday

pulso constante ou uma de uma func¢ao mondtona crescente linear, ambos agindo
apenas durante um intervalo de tempo. No apéndice B sdo explorados os tipos de
estimulo que utilizamos em nossas simulacoes.
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e z a valéncia de i. E a inversao fica caracterizada quando tomamos:
Vi=V -FE;, (3.7)
e substituimos 3.7 em 3.5:
CuV =gne(V—=Ena)+9x(V—Eg)+g.(V—EL)+1, (3.8)

sendo os parametros gy, e F'r, ajustados arbitrariamente para que o po-
tencial de repouso do modelo seja igual ao potencial de repouso medido.
Por outro lado, as condutancias dos canais i6nicos devem variar com
V. Uma discussao detalhada de qual forma elas devem ter é feita por
Dayan e Abbott (2001). Podemos assumir a condutancia do canal i
como sendo:

gi = geml B (3.9)

onde u e v sao expoentes constantes definidos pelas caracteristicas do
canal i6nico, g; é a constante de escala da condutancia e m; e h; sao as
taxas de ativagao (abertura) e inativagao (fechamento) do canal. Sabe-
mos que os canais mudam de estado conforme o potencial de membrana,
V', varia. Portanto m; e h; sao fungoes de V' e podem ser calculadas
através de taxas de reagao deterministicas ou estocasticas, pela equagao
cinética de primeira ordemS:

= Qmy; (V) (1 - ml) - Bmi (V)ml ) (310)

em que « e (3 sao fungoes arbitrarias (definidas pelos dados experimen-
tais) diferentes para cada m; ou hg; an, (V) é a taxa com que o canal
abre (passa a permitir a passagem de fons i) e B, (V) é a taxa com
que o mesmo canal fecha. As formas funcionais dos a’s e 8’s podem
ser obtidas em Izhikevich (2007, p.37-38).

No modelo proposto por HH, essas condutancias sao:

gk = grn'

9Na = gNam?)h 5 (311)

onde n = mg, m = Myg, h = hng, px = 4, vk = 0, ung = 3 €
vnNg = 1. Finalmente, podemos substituir a equagao 3.11 em 3.8:

CoV = gnam®h (V= Ena) +gxn* (V—Ex)+g.(V—EL)+1 .
(3.12)

SH4 uma equacdo ansloga para h;.
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O modelo definido pelas equacgoes 3.12, cujas taxas de ativagao
n e m e de inativagao h sao dadas por equagoes analogas a 3.10 e
cujos potenciais de retorno E; sao geralmente assumidos constantes e
dados por 3.6 é conhecido como modelo de Hodgkin-Huxley. Vale lem-
brar que este modelo foi proposto para o axonio gigante de uma lula.
Mesmo assim, é possivel montar modelos com esse mesmo formalismo
para diversos tipos de neurénios, pontuais no espago (como o descrito
aqui) ou extensos. Este ¢ um modelo 4-dimensional, o que dificulta
seu estudo como sistema dinamico. Mesmo assim, hd varios trabalhos
na literatura explorando diversas propriedades dinamicas de sistemas
similares, como, por exemplo, no neuronio que controla os batimen-
tos dos dois coragoes de um sangue-suga em Cymbalyuk e Calabrese
(2000), Shilnikov, Calabrese e Cymbalyuk (2005) e Shilnikov e Cym-
balyuk (2005). Uma abordagem de neurdnios como sistemas dinamicos
pode ser encontrada em Izhikevich (2007).

O pulso de potencial elétrico que viaja pela membrana do neuro6-
nio é chamado de potencial de acdo. Para fins ilustrativos, calculamos
um potencial de acao tipico do neurdnio de HH, junto com as varidveis
de ativacao m e n e de inativagao h — figura 6. O potencial de acao
também é conhecido como spike, que traduziremos como disparo. Por-
tanto, o neurénio disparar significa que seu potencial de membrana
assumiu uma forma muito peculiar, como veremos a frente, formando
um pico além de um certo limiar, e logo retornando ao estado quiescente
(figura 6 topo) (IZHIKEVICH, 2007).

Imediatamente apds o potencial de agao devido a um estimulo
externo, geralmente ha um periodo refratdrio, tipico de sistemas ez-
citdveis”, durante o qual a célula ndo responde a nenhum outro estimulo
externo, ja que suas correntes ionicas ainda estao se reestabelecendo no
ponto de equilibrio (figura 6, 3 painéis inferiores). Por isso, esse periodo
é também conhecido como tempo de relaxacao. Esta propriedade é ex-
tremamente importante em nossos estudos, conforme estudaremos no
capitulo 4.

Ainda, pode-se verificar na figura 6 que a maxima ativagdo dos
canais de Na™, m, ocorre na subida do potencial de acdo e que a maxima
ativacdo dos canais de KT, n, ocorre apenas na descida do potencial de
acao, enquanto que a inativacao dos canais de Na™, h, cresce logo apds
o pico no potencial da membrana.

Esses resultados possibilitam entender o que ocorre na geracao
e propagagao desses potenciais: no inicio, alguns canais de sédio se

"Um sistema excitdvel é um tipo de sistema que responde a estimulos externos,
desde que estes sejam fortes o suficiente (mais intensos que um determinado limiar).



66

2
3

——— Potential de acao ! !

IS
S
T

Periodo refrata

N
S

o

0
S

o o 9
* o ®

Desativacao Na * (h)  Potencial de membrana (mV)
- .
S

<

*(m)
o
&

°
o

Ativagdo Na
o
2

°
o

Ativacao K * (n)
°
S
T

15
Tempo (ms)

Figura 6. De cima para baixo: potencial de agdo (V'), desativagdo
do Na™ (h), ativacao do Na™ (m) e ativagao do K (n) devido a um
estimulo externo tipico do modelo de Hodgkin-Huxley. Destacamos
também o periodo refratario, uma propriedade que serda muito impor-
tante neste estudo. Dados calculados no MATLAB.

ativam a medida que o potencial da membrana aumenta. A partir de
um certo limiar deste potencial, o sistema comeca a sofrer um processo
de realimentacgdo positiva, em que quanto mais canais de sédio abertos,
mais outros abrem, até que os canais de potdssio também se ativam e o
mesmo comeca a sair. Isso faz com que a variacao do potencial da mem-
brana seja muito repentina, despolarizando-a e levando até um limite,
a partir do qual o fluxo se inverte (devido ao potencial de inversao, que
depende das concentragoes no interior e no exterior da célula —eq. 3.6).

Agora, o potdssio que saiu tende a voltar e o sédio que en-
trou, a sair — essa dinamica dos ions através dos canais i0Onicos é
conhecida como bomba de sédio-potdssio. Devido a diferentes tem-
pos caracteristicos nas dinamicas dos canais, o potdssio retorna mais
rapido do que o sédio sai, hiperpolarizando a membrana. O periodo re-
fratario ocorre, portanto, devido a esse reestabelecimento do equilibrio,
enquanto a inativacao dos canais de s6dio diminui. Finalmente, o
neurdnio fica vulneravel para efetuar outro disparo.

Além de um unico disparo, o neurénio pode estar em diferentes
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regimes:
e Siléncio;
o Nao ocorre nenhum disparo e diz-se que a célula esta
quiescente, em siléncio ou em ponto fixo.
e Oscilacoes sublimiares;
o Nao ocorre nenhum disparo, mas o potencial de membrana
exibe oscilagbes (subthreshold oscillations, em inglés).
e Disparos periddicos;

o Diz-se que estd em um regime de disparos rapidos, com
alta frequéncia — figura 7 — ou lentos, com baixa frequéncia (fast
spiking ou slow spiking em inglés).

3
3

“w
3
T
L

Desativagio Na (h) Potencial de membrana (mV)

Ativacao Na * (m)

Ativagao K *(n)

50
Tempo (ms)

Figura 7. De cima para baixo: potencial de agao (V'), desativacao
do Nat (h), ativagdo do Na™ (m) e ativacio do K™ (n) durante o
comportamento de disparos rapidos periédicos do modelo HH. Dados
calculados no MATLAB.

e Bursting®;

8 A este comportamento, em especifico, referir-nos-emos pelo seu nome em inglés
devido a auséncia de uma tradugao satisfatéria.
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o O potencial de membrana troca periédica ou quase-periodi-
camente de disparos periédicos para ponto fixo e vice-versa.

e Um regime de disparos caéticos ou um regime de bursts cadticos;

o O intervalo de tempo entre dois disparos, ou bursts, e/ou
suas formas, nao sao periédicos.

O modelo original de HH apenas apresenta disparos rapidos
periédicos, ponto fixo e um unico disparo, caso o neurénio esteja num
regime de ponto fixo e seja estimulado através de um pulso de corrente
no parametro I — comportamento conhecido como ezcitabilidade ou
dinamica excitavel, que serd discutido mais a frente. Uma sequéncia
de disparos répidos junto com os comportamentos dos canais de Nat e
K™ pode ser vista na figura 7.

Apesar do modelo original HH néo apresentar bursting, existem
aplicagoes do formalismo de HH para modelar neur6énios que apresen-
tam este comportamento, como no caso do neurénio que controla os
coragoes do sangue-suga, como mostra a figura 8 (CYMBALYUK; CALA-
BRESE, 2000; SHILNIKOV; CALABRESE; CYMBALYUK, 2005; SHILNIKOV;
CYMBALYUK, 2005).

0.04 T T T T T

0.02 1

Potencial de membrana (V)

.
20 25 30 35 40 45 50
Tempo (ms)

Figura 8. Comportamento de bursting do modelo HH utilizado para

descrever um dos neuronios de um sangue-suga. Dados calculados no
MATLAB.

Com o intuito de isolar os mecanismos fundamentais da dinamica
do modelo HH, foram propostas diversas simplificagoes, como € o caso
dos modelos de FitzHugh (1955), Nagumo, Arimoto e Yoshizawa (1962)
— proposto para entender a propriedade conhecida como excitabilidade
dos neuronios HH (este é um dos modelos que chamamos de formais e
serd estudado mais a frente) — e de Morris e Lecar (1981) — abordagem
do modelo HH onde se mantém a dinamica excitavel com apenas duas
variaveis, sendo também baseado em condutancias.
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3.1.2 Morris-Lecar (ML)

O modelo de Morris-Lecar é uma redugao do modelo HH para
duas variaveis, mantendo a sua dinamica excitavel, podendo ser apli-
cado a qualquer sistema que tenha apenas dois canais ionicos depen-
dentes do potencial e que nao tenham varidveis de inativacao. Origi-
nalmente proposto para modelar alguns neurdnios de um crustaceo, ele
consiste em um canal do fon Ca?t extremamente sensivel a excitacoes e
um canal de potéassio atrasado para recuperar a dinamica de equilibrio.
As equagoes do modelo sao (MORRIS; LECAR, 1981; LECAR, 2007):

CmV = —gcaMs(V — Eca) — ggW(V — Ex) —gr.(V — Ep) + 1

VVss -Ww

Tw ’
onde gca, gk € g1 sdo as constantes de condutancia dos canais (os
indices tém o mesmo significado que no modelo HH), E¢, e Fx sao
potenciais de Nernst, dados por 3.6, E é um parametro livre para
ajustar o potencial de repouso do neurénio e I é uma corrente externa
de entrada, que pode ser experimental e/ou sindptica. J& M, e Wi
sao as taxas de ativagao dos respectivos canais ionicos, W é a varidvel
dindmica lenta e Ty = Ty (V') é a constante de tempo para a relaxacao
do canal de potéssio, todas dependentes do potencial V' com formas
funcionais dadas por:

W= (3.13)

V-V
B 1 + tanh (T1>

M (V) =
() -
1+ tanh (V52
VVSS(V) =
2
Tw (V) = Tosech V_Vs , (3.14)
2Vy

onde Vi, Vo, V3 e Vj sdo parametros que determinam os pontos de in-
flexao das tangentes hiperbdlicas e Ty limita o tempo de recuperagao da
variavel lenta, todos ajustados pelos dados experimentais do neurénio
que se quer modelar.

O modelo de Morris-Lecar é mais simples do que o modelo HH,
por seu reduzido nimero de varidveis. Ainda assim, o modelo ML pos-
sui uma grande quantidade de parametros. Tornando este modelo mais
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indicado para simulagoes de, no méximo, médio porte (que envolvem
redes de neurdnios). Ribeiro e Copelli (2008) estudaram o intervalo de
resposta dinamico deste modelo em redes hiperciibicas. Nés realiza-
mos uma simulacao preliminar sob as mesmas condig¢oes, porém com o
modelo Kinouchi-Tragtenberg estendido (KTz) a titulo de comparagao.
Os resultados serdo discutidos na secao 4.2.2.1.

3.2 MODELOS FORMAIS

Modelos formais sao aqueles que apresentam comportamentos
qualitativamente iguais aos dos neuronios reais, porém seus parametros
nao sao diretamente comparaveis com experimentos. Sao modelos feno-
menolégicos, por assim dizer. Sdo uteis para estudar qualitativamente
o comportamento dos modelos biolégicos e para desvendar fenémenos
que podem ser posteriormente buscados em experimentos.

Por exemplo, o modelo de FitzHugh-Nagumo (FN) possibilitou
o entendimento do mecanismo causador do fendomeno de excitabilidade,
pois ao reduzir a complexidade do modelo HH, focou-se nos parametros
e varidveis necessarias para que tal fenémeno ocorra.

Como a forma das equagOes que descrevem o neuronio deixa
de ser importante, esses modelos podem ser representados tanto por
equacoes diferenciais ordindrias ou parciais, de maneira similar ao caso
dos biolégicos, quanto por equacdes de diferencas, ou mapas®.

Trataremos, neste trabalho, a titulo de comparagao, dos modelos
de FitzHugh-Nagumo e Hindmarsh-Rose, descritos por um conjunto de
equacoes diferenciais ordinarias, e dos modelos de Rulkov, de Kinouchi-
Tragtenberg e de Kinouchi-Tragtenberg estendido, descritos por mapas.
O tratamento desses modelos por mapas é de particular interesse, pois,
além de simplificar os modelos bioldgicos, traz outras diversas vanta-
gens, tais como:

e Nao é preciso ajustar nenhuma precisao de integragao (parametro
extra);

9 Adotaremos a nomenclatura mapas ao longo deste trabalho. Um mapa é uma
equacgao de tempo discreto, onde as varidveis sdo continuas. Como exemplo, po-
demos tomar o mapa logistico, dado por xp41 = ron(l — xp), onde n é o tempo,
discreto — pois varia de 1 em 1, x é a varidvel continua, pois pode assumir qualquer
valor em [0;1], e 7 é o parametro do modelo. Mapas podem ser pensados como
sendo a discretizacdo de uma equagdo diferencial (dai a continuidade), apesar de
que a relagao entre os dois nem sempre é direta. Mapas podem representar diver-
sos fenomenos, desde sistemas mecéanicos (BAKER; GOLLUB, 1996) até neurdnios
(KINOUCHI; TRAGTENBERG, 1996).
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o Ao se resolver uma equacdo diferencial computacional-
mente, é necessdrio o ajuste do intervalo de tempo (ou do in-
tervalo da varidvel independente) entre dois pontos da solugao
desejada, o que caracteriza uma discretizacao da equacgao e torna
a solucao uma aproximacao, independente do algoritmo utilizado,
ainda mais quando as equacgoes sao altamente nao-lineares, como
é o caso do modelo de Hodgkin-Huxley em 3.12. Como os mapas
ja s@o, por defini¢do, de tempo (ou varidvel independente) dis-
creto, sua solugao é sempre exata, limitada apenas pelos erros de
aproximagao do computador (os quais estao presentes também na
solucdo de equagoes diferenciais). E, em particular, o mapa KTz,
além de fornecer uma solucao exata, mostra-se, também, qualita-
tivamente fiel aos comportamentos comumente apresentados por
neuronios reais.

e A solugdo é exata;

o A dinamica de um mapa é sempre bem determinada pe-
las condicoes iniciais para um dado conjunto de parametros, pois
para achar a solugao desse tipo de equacao basta fazer calculos
recorrentes, independentemente do intervalo de tempo entre dois
pontos da solucao (que é sempre 1 ts). J4 no caso de equagoes
diferenciais, a solugao é sempre aproximada, dependendo forte-
mente da precisao de integracao ajustada.

e Os célculos sao mais rapidos;

o A utilizagao de pontos flutuantes (varidveis de dupla pre-
cisao!?) em programas computacionais diminui sua performance,
uma vez que é mais custoso (em termos de tempo de processa-
mento e utilizagdo de memdria) calcular operagoes aritméticas
com esse tipo de valor. Como o mapa tem tempo discreto, este é
representado por varidveis do tipo inteiro'!, diminuindo o tempo
de computacao quando comparado a equacoes diferenciais.

e Sao mais realistas do que autématos celulares ou modelos integra-
dispara;

o Autématos celulares sao modelos em que, além do tempo

ser discretizado, as variaveis dinamicas também o sao. Assim, a

forma com que os estados se ligam se perde, ou seja, o potencial

10Dupla precisdo, na computacdo, é o tipo das varidveis utilizadas para guardar
numeros reais com precisao de, geralmente, 8 bytes.

Hnteiro, na computacio, é o tipo das varidveis utilizadas para guardar nimeros
inteiros com precisao de, geralmente, 4 bytes.
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de membrana deixa de ser um evento com uma dada duragao, mas
ocorre sempre durante apenas 1 passo de tempo, e sempre com
a mesma intensidade. Além disso, modelos integra-dispara nao
mantém a forma do potencial de agao biolégico, pois o disparo é
artificialmente imposto na dinamica do neurénio.

e Mantém as propriedades dinamicas dos neuronios biolégicos;

o Tais como bursts, excitabilidade, potenciais de agao, adap-
tabilidade a corrente de entrada, correntes pds-sinapticas, etc.
Todos serao estudados a frente.

e Facilita o estudo de redes de neuronios acoplados;

o Por ser descrito por poucas equacoes e por aumentar a
velocidade dos cdlculos computacionais, modelos formais sao ex-
tremamente mais eficientes no estudo de redes neurais, estudo
imprescindivel para tentar entender a dinamica do cérebro.

Uma discussao mais aprofundada sobre mapas, em geral, onde se dis-
cute vantagens e aplicagoes dos mapas na modelagem de neurdénios
bioldgicos foi feita por Ibarz, Casado e Sanjudn (2011). Uma classi-
ficacdo dos mapas quanto ao tipo de burst que eles apresentam foi feita
por Izhikevich e Hoppensteadt (2004).

A seguir, descreveremos as caracteristicas dos modelos de FitzHugh
(1955) e Nagumo, Arimoto e Yoshizawa (1962), de Hindmarsh e Rose
(1984) (HR) — ambos descritos por equagoes diferenciais ordinarias nao-
lineares e comumente utilizados na literatura — e do Mapa de Rulkov
(2002).

Por fim, trataremos do modelo proposto por Kinouchi e Trag-
tenberg (1996), estendido por Kuva et al. (2001) e estudado por Co-
pelli, Tragtenberg e Kinouchi (2004), o qual é utilizado neste traba-
lho, comparando-o e caracterizando-o entre os modelos descritos neste
capitulo.

3.2.1 FitzHugh-Nagumo (FN)

Originalmente proposto por FitzHugh (1955) para estudar o fend-
meno da excitabilidade, foi também estudado por Nagumo, Arimoto e
Yoshizawa (1962). Consiste numa simplificagdo do modelo HH, cujas
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equacoes, segundo Murray (1993, p.163), sao:

d—V:V(a—V)(V—l)—u

I , (3.15)
— =bV —yu

dt ’

onde V' é o potencial de membrana, u faz o papel das varidveis m, n e h
e 0 <a<1,be v sdo parametros positivos. Os parametros podem ser
ajustados de modo que se dé unidades convenientes para as variaveis,
portanto elas sdo aqui descritas em unidades arbitrarias (u.a.).

J4 que suas nullclines'? sdo polinémios ctibicos e retas, este mo-
delo pode ter um, dois ou trés pontos fizos'®, dependendo dos valores
ajustados para os parametros, pois os pontos fixos sdo determinados
pela interseccao das nullclines — figura 9.

dVv/dt=0 —
a=0.25,b=0.002 du/dt=0 —

@) (b) ()

0
o y =0.002 \ v =0.01422 \ v =0.02 \

T2 0 02 04 06 08 1-0.2 02 04 06 08 1-0.2 02 04 06 08 1

V (u.a.) V (u.a.) V (u.a.)

0.1

Figura 9. Nullclines do modelo de FitzHugh-Nagumo. Os parametros
utilizados para tracar as curvas sao I = 0, a = 0.25, b = 0.002 e
(a) v = 0.002, (b) v = 0.01422 e (c) v = 0.02. A curva vermelha
é a nullcline do potencial de membrana e a curva azul é da variavel
auxiliar.

A figura 9 apresenta as nullclines para trés regimes do modelo:
9(a) mostra um regime com um ponto fixo estavell* e excitavel, 9(b)

12 Nullclines sao as curvas definidas pela condicio di/dt = 0, onde d/dt = F(t,7)
define um sistema dinamico e ¥ é um vetor contendo uma varidvel dindmica em cada
coordenada.

B3Um ponto 7 no espaco de fase de um sistema dindmico é um ponto fixo se, ao
evouir o sistema partindo da condigao inicial 7y = 7, este permanece em 7y por
tempo indeterminado.

140s pontos fixos podem ser atratores, repulsores ou de sela, caso este seja atrator
numa dire¢do do espago de fase e repulsor em outra. Se o ponto for atrator, ele é
considerado estavel, se for repulsor, instavel. Como o nome sugere, pontos atratores
atraem a solug@o enquanto que pontos repulsores afastam de si a solugao do sistema.
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mostra dois pontos fixos, sendo que (V*,u*) = (0,0) é estdvel e ex-
citdvel e o definido pela tangenciagao de du/dt em dV/dt é um ponto
de sela e 9(c) exibe trés pontos fixos, sendo o central instavel e os outros
estaveis e excitaveis (Ibid.).

Analisando essa figura da direita para a esquerda, nota-se que
um ponto estavel junta-se com um instavel, gerando um ponto de sela
em 9(b). Posteriormente, esse ponto some (9(a)) quando encontra o
ponto fixo estavel da direita. Esse é um exemplo tipico de bifurcacao
sela-né (KOSTOVA; RAVINDRAN; SCHONBEK, 2004).

A figura 10 mostra um exemplo do que chamamos, neste tra-
balho, de dinamica excitavel. Cada cor corresponde a uma simulacao
diferente. Uma simulagao consiste em iniciar um neurénio FN num
ponto fixo e, durante um intervalo de tempo bem definido, aplicar um
pulso de corrente constante, I, medindo como o potencial de mem-
brana, V, responde a esse estimulo externo em fun¢do do tempo. As
intensidades dos pulsos estao discriminadas na legenda da figura.

1=0.0|

Tempo (u.a.)

Figura 10. Resposta do potencial de membrana, V', de um neurénio
FN para diferentes intensidades de estimulos externos, I. Para I <
0.2, V nao muda significativamente e para I > 0.3 a resposta assume
uma forma padrao, com um pico bem definido, definindo um disparo.
Portanto, ha um limiar I; no modelo tal que o neurénio s6 efetua um
disparo se I > I.

Nota-se que hé diferentes comportamentos do neurdnio para di-
ferentes correntes aplicadas. Conforme I aumenta, ha um valor limite
I a partir do qual o potencial da membrana V' muda bruscamente, pas-
sando a ter um pico bem definido — caracterizando um disparo. Para
correntes I < I, nao hé atividade no neurénio. Porém, para I > I o
neurénio dispara, ou seja, ativa seus mecanismos, produzindo um po-

Nao entraremos em detalhes sobre o cdlculo da estabilidade dos pontos fixos, porém
essa andlise pode ser encontrada em Izhikevich (2007) e Baker e Gollub (1996).
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tencial de acao e possibilitando a transmissao de sinais elétricos através
da membrana. Pela figura 10, verifica-se que 0.2 < I, < 0.3. E interes-
sante notar que a forma dos picos em V é independente da intensidade
de I, caracteristica importante dos potenciais de agao.

A simplicidade do modelo FN permite que toda a sua solugao
seja visualizada de uma sé vez no espaco de fase, possibilitando uma
explicagao geométrica para diversos fendmenos biolégicos de dificil vi-
sualizacao no modelo HH, entre eles (IZHIKEVICH; FITZHUGH, 2006):

e Auséncia de limiares bem definidos;

o Apesar de ser considerado excitdvel, o modelo FN nao pos-
sui limiares bem definidos. A excitacao se da devido a uma regiao
no espaco de fase muito instavel, conhecida como trajetéria de ca-
nard'®. Essa trajetéria estd localizada sobre a nullcline ctibica,
entre seus pontos de minimo e de maximo. Portanto, um estimulo
externo, I, causa um disparo se for suficientemente intenso para
levar o potencial de membrana além da linha de canard. Por isso,
o modelo FN nao apresenta comportamento tudo ou nada, uma
vez que o potencial de acao serd tao intenso quanto for o estimulo
externo!®(Ibid.).

e Disparos de rebote;

o Esses disparos sao conhecidos na literatura como rebound
spikes, pois ocorrem apds a excitacao da célula com um pulso
de corrente negativa, o que tende a hiperpolarizar a membrana.
Quando o pulso acaba, o sistema estd muito longe do equilibrio,
ou ponto fixo, causando um disparo no intento de retomar o
mesmo.

e Bloqueio de excitagao;

o Iniciar, manter e cessar os disparos quando a corrente, I,
passa de um limiar ao ser aumentada continuamente. Fenomeno
também conhecido como efeito de bloqueio de nervo. Veremos,
mais a frente, que o modelo Kinouchi-Tragtenberg também apre-
senta este comportamento (ver 3.2.4).

15 Canard é o nome que se da a essas regides do espaco de fase extremamente
instdveis. Podem ser comparadas a uma corda bamba: quando um equilibrista que
caminha sobre ela cai, ele pode cair apenas para um dos lados, sendo extremamente
dificil manter-se sobre a corda.

16 Comportamento tudo ou nada é uma mudanca repentina no comportamento
do sistema (um disparo, por exemplo) de acordo com a variagdo suave em algum
parametro (o estimulo externo), de maneira andloga ao salto do parametro de ordem
numa transicdo de primeira ordem.
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e Acomodagao;

o Quando a corrente I é aumentada de maneira lenta, o
modelo nao dispara um potencial de acao.

e Propagacao de potenciais de agao;

o E possivel verificar a propagacao de ondas de potencial
nas membranas do neurénios quando o potencial de membrana,
V, é tratado como V = V(z,t), onde x é uma posigao sobre a
membrana.

3.2.2 Hindmarsh-Rose (HR)

Proposto por Hindmarsh e Rose (1984), seu principal mérito é
descrever a dinamica cadtica presente em varios neurénios com dinamica
de célcio, além de reproduzir a dindmica de bursts (PINTO, 2005).

Suas equagoes sao (Ibid., p.57):

t=ay+bax?—ca®—kz+1
y=ec— fr’—vy , (3.16)
Z=p—z+s(x+h)

onde a, b, ¢, k, e, f, i, s e h sdo constantes arbitrarias, I é a corrente
total de entrada no neurénio (seja devido a sinapses ou a um estimulo
externo) e x = x(t), y = y(t) e z = z(t) sao as varidveis dinamicas.
Neste modelo, z representa o potencial de membrana (andlogo ao V
no modelo HH), y corresponde as correntes ionicas rapidas (da mesma
maneira que o u de FN) e z é uma varidvel que corresponde as correntes
ionicas lentas que fazem o neurdnio alternar entre comportamentos de
disparos e siléncio, gerando os bursts.

Um comportamento tipico deste modelo estd na figura 11. Cha-
mamos de intervalo entre disparos (do inglés, IST), o intervalo de tempo
entre dois disparos consecutivos, ilustrado na figura 11. Ainda nesta
figura, pode-se separar os disparos em grupos, notando que h&, em
média, dois ISI distintos, cada grupo sendo um burst.

A maneira mais comum utilizada para buscar comportamento
cadtico em neurdnios ¢ através do ISI. Geralmente, faz-se um diagrama
de bifurcacao!” do ISI em funcio de algum parametro do modelo, onde é
possivel constatar intervalos em que o ISI pode assumir infinitos valores,

17Diagramas de bifurcacio sao maneiras concisas de se obter informacao sobre as
solucdes do sistema de acordo com os valores de algum parametro do mesmo.
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Figura 11.  Comportamento de bursts cadticos do modelo de

Hindmarsh-Rose. Em detalhe, definimos o intervalo entre disparos (do
inglés, ISI), que é o intervalo de tempo entre dois disparos (potenciais
de ac@o) consecutivos.

de maneira analoga ao que ¢ feito com a variavel velocidade angular em
osciladores amortecidos e forcados (BAKER; GOLLUB, 1996, p.66). Faz-
se, também, a distribuicao dos ISI; Gong et al. (2002), Xie et al. (2003)
obtém diversos picos na distribuicao de ISI, mostrando que este pode
assumir inimeros valores. A figura 12 mostra o diagrama de bifurcacao
do ISI do modelo HR.
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Figura 12. Diagrama de bifurcacao do modelo de Hindmarsh-Rose. (a)
quadro geral e (b) detalhe de (a) para 2.85 < I < 3.25.

Esse tipo de diagrama é 1til na analise geral das solugoes de
um dado sistema de equacoes diferenciais nao-lineares, pois é possivel
verificar diferentes solugoes para o sistema de acordo com a variacao
do parametro de bifurcacao, mostrando regices em que o sistema pode
apresentar caos por duplicacao de perfodo (BAKER; GOLLUB, 1996).
Por exemplo, a figura 12(a) mostra um quadro geral dos comportamen-
tos das equagoes 3.16 ao variar I. A parte (b) foca na regiao onde ha
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caos'®. E possivel notar, tanto em (a) quanto em (b), que para I = 2.95,
por exemplo, ha menos de 10 ISI, sendo um deles muito maior que os
outros (caracteristica de um regime de bursts), além de ter regices em
que um tnico ISI torna-se outros dois para um valor de parametro
muito préximo. Essa duplicagdo de ISI conforme o parametro varia
acaba levando a um comportamento caético. No capitulo 4, estudare-
mos diagramas de ISI em funcao do para-metro de acoplamento para
redes de neuronios KTz.

3.2.3 O Mapa de Rulkov

O mapa de Rulkov é um modelo para neurénios que exibem
bursts, disparos periddicos ou comportamento caético (RULKOV, 2001,
2002; SHILNIKOV; RULKOV, 2004). Na revisao de Ibarz, Casado e
Sanjudn (2011), este e outros modelos baseados em mapas, como o
de Izhikevich (2004), sao explorados do ponto de vista de sistemas
dinamicos.

De maneira geral, o mapa de Rulkov é dado por:

w(t+1) = f(x(t),y(t) + 1)

y(t+1) = y(t) — p(z(t) — o), (3.17)

onde p e o sdo parametros arbitrarios'®, z é o potencial de membrana

e y é a dinamica lenta, responsavel pelo aparecimento de bursts. Como
é usual, I é uma corrente de entrada, podendo ser a soma de correntes
sindpticas com correntes externas. A func¢ao f(x,y) define as carac-
teristicas principais do modelo, como se ele sera cadtico ou nao. Para
um comportamento nao-cadtico, equivalente ao modelo HH, definimos
o passo de tempo?’ como sendo 1 ts = 0.5 ms e f(x,y) sendo?!:

18 Conclui-se que hé caos nas regides pontilhadas, pois é uma regido quase continua
de pontos, cada um correspondendo a um ISI; Portanto, se hd muitos pontos (sendo a
quantidade limitada apenas pelo tempo de simulagdo) numa dada regido, ha também
infinitos ISI, mostrando que a trajetéria no espago de fase do sistema nunca se
repete.

YRulkov (2002) utiliza ¢’ = o 4 1, mas seguiremos a notagao de Ibarz, Casado e
Sanjudn (2011), j& que o é tao arbitrario quanto o”.

20Passo de tempo, do inglés, timestep. Abreviaremos como unidade temporal por
ts.

21Qutros trabalhos (RULKOV, 2001; SHILNIKOV; RULKOV, 2004) trazem dife-
rentes definigdes para a fungao f, expressando diferentes comportamentos.
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o +y sex<0
T
f(xvy): a+y se0<z<a+4+y > (318)
-1 sex>a+y

onde o é um parametro arbitrdario. Sendo o limiar de disparo deste
modelo x = 1 — y/a’ (IBARZ; CASADO; SANJU4N, 2011), o potencial de
membrana, V', para que esse limiar seja igual ao do modelo HH (-50
mV), é dado por:

—50

Vi =17

x(t) [mV] , (3.19)
com a = 4.

O diagrama de fases do modelo estd esbocado na figura 13. Este
modelo possui regimes de bursts, disparos periédicos e siléncio (onde o
mapa é excitavel).

\ /

\ /
\ Bursts |
| \

/

/
/

3 \ :
Siléncio\\ //

T (excitavel) X Disparos

, .

-1 -05 0 0.5 1
(@)

Figura 13. Diagrama de fases do mapa de Rulkov (2002). Possui trés
fases bem definidas, sendo que a fase quiescente é excitavel.

Izhikevich e Hoppensteadt (2004) classificam os mapas que exi-
bem bursts de acordo com as bifurcagdes que os levam para a fase de
disparos e os trazem de volta para o siléncio no regime de bursts. O
mapa de Rulkov é, entdo, classificado como sela-né/homoclinico, pois
sofre uma bifurcagao sela-né para a transicao siléncio—disparos e uma
bifurcacdo homoclinica?? para a transicao disparos—ssiléncio.

Outra classificagao que existe é a de Hodgkin (apud IZHIKEVICH,

22Uma bifurcacao é homoclinica quando um atrator caracterizado por uma érbita
peridédica se torna um atrator caracterizado por uma 6rbita homoclinica, ou seja,
uma orbita peridédica que contém um ponto de sela, porém com periodo infinito.
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Figura 14. Resposta do mapa de Rulkov para a injecao de uma rampa
de corrente linear. O tempo estd em passos de tempo (do inglés, time-
steps ou ts). Nota-se que o ISI se mantém constante, independente-
mente da intensidade da corrente.

2007, p.14-15). Nesta, o mapa de Rulkov ¢ excitdvel de Classe?® 2, pois
sofre uma bifurcacao sela-né, i.e., ao injetar uma corrente I crescente
(em forma de rampa), o IST salta de 0 (na fase de siléncio) para um
valor constante (na fase de disparos) de maneira brusca*, como se
pode ver na figura 14. Isso significa que o modelo sempre responde
da mesma maneira, independentemente da intensidade da corrente de
entrada, ndo codificando, por assim dizer, o sinal de entrada no sinal
de saida. Tal propriedade é encontrada, por exemplo, nos neurénios
conectores inibitdrios corticais e é 1til para entender o papel desse tipo
de neurdnio em redes de neuronios reais.

23 A classificacdo citada possui 3 classes: Classe 1 — potenciais de aciao podem ser
produzidos com frequéncias arbitrariamente baixas, dependendo da intensidade da
corrente aplicada (veremos um exemplo na secao 3.2.5); Classe 2 — potenciais de
acao sdo gerados numa unica banda de frequéncia, que é praticamente insensivel
ao sinal de entrada; Classe 3 — Um tnico potencial de acdo é gerado em resposta
a um pulso de corrente, sendo que disparos periédicos sé sao gerados, quando sdo,
para correntes injetadas extremamente intensas. A frequéncia é o inverso do ISI.
Vale lembrar que essa classificagdo é de 1948, muito anterior & qualquer estudo
de excitabilidade dos neurénios, e fornece uma luz acerca da bifurcagdo sofrida
pelo potencial de membrana da célula. A bifurcacdo é importante para entender a
excitabilidade. Classe 1 sofre bifurcagao sela-né num ciclo invariante, classe 2 pode
ser devido a bifurcacao sela-né, ou Andronov-Hopf sub ou supercritica. Falaremos
um pouco mais sobre bifurcacao de Andronov-Hopf e de sela-né num ciclo invariante
a frente. Ver mais em Izhikevich (2007).

240 gréfico do ISI em funcio do parametro de bifurcacdo é andlogo ao gréfico do
parametro de ordem de uma transicao de fase de primeira ordem.
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3.2.4 O Mapa Kinouchi-Tragtenberg (KT)

Kinouchi e Tragtenberg (1996) propuseram um modelo de neuro-
nio®® que teve origem, na verdade, na solucdo do modelo de Ising?®
numa rede de Bethe?” com interacoes ferromagnéticas entre primeiros
vizinhos e anti-ferromagnéticas®® entre segundos vizinhos. O modelo
magnético original foi estudado por Tragtenberg (1993) e Tragtenberg
e Yokoi (1995).

Mostra-se que esse problema tem a magnetizacao da camada n
da drvore dada pelo seguinte mapa (TRAGTENBERG, 1993):

(3.20)

M, = tanh <M”1 — ”;\4”’2 +H> ,

onde K é a razao entre as constantes das interagoes anti-ferromagnética
e ferromagnética, H é o campo externo e T é a temperatura do modelo
(todos em unidades arbitrarias). Vérios diagramas de fase desse modelo
foram tragados em Tragtenberg (1993) e Tragtenberg e Yokoi (1995).
Em Kinouchi e Tragtenberg (1996) é proposta uma generalizagao
do mapa 3.20 para representar um neuronio capaz de atuar tanto em
redes de Hopfield?® como uma unidade de processamento, quanto em
redes de neurénios formais biologicamente motivadas®’. Neste caso,

25Este é o modelo base para o que serd estudado na secdo seguinte, 3.2.5, o qual
serd utilizado para os estudos discutidos no capitulo 4.

260 modelo de Ising é o modelo microscépico de maior sucesso para descrever
transicoes de fase e criticalidade em sistemas magnéticos. Tem uma Hamiltoniana
dada por H = — Z@’j) Ji,jois05 — HY, 04, onde (i) é a soma sobre os ¢ primei-
ros vizinhos, o; é a varidvel de spin (+1 ou —1) do sitio ¢, J; ; a constante de
acoplamento entre os sitios 7 e j e H é um parametro que ajusta o campo externo.

2"Rede de Bethe ¢ uma arvore de Cayley no limite de coordenagio (niimero de
vizinhos) infinito. A drvore de Cayley é um grafo hierdrquico onde nao ha caminhos
fechados. Cada sitio da &rvore tem numero de vizinhos z, exceto pelos sitios de
fronteira, cujo z = 1. Os sitios de fronteira formam a primeira casca. Sendo a casca
de nimero n = 1 a de fronteira (a mais externa de todas), um dado sitio na n-ésima
casca estd conectado a 1 sitio na casca (n + 1) (mais interna) e a z — 1 sitios na
casca (n — 1). Mais detalhes em Tragtenberg (1993).

28Interacdo ferromagnética tende a alinhar os spins da rede e interacido anti-
ferromagnética tende a deixd-los com sentidos opostos.

29A rede de Hopfield é uma rede de neurénios idealizados (que podem assumir
estados discretos) capaz de realizar qualquer processamento que resulte em sim ou
nao. Pode ser vista como uma geralizacao do modelo de Ising. Ver mais em Hertz,
Krogh e Palmer (1991).

30Utilizamos o termo redes biologicamente motivadas para representar redes de
neurdnios formais, acoplados através de correntes sindpticas, nao através de fases,
como em redes de osciladores de fase acoplados (KINOUCHI; TRAGTENBERG, 1996,
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faz-se a adaptacao M,, — V(t):

(3.21)

V(6) = tonh <V(t— 1) — kV(t—2) +H) |

T

onde V(1) é o potencial de membrana do neurdnio no passo de tempo ¢,
discreto, e k e T tornam-se parametros arbitrérios (para os propdsitos
do presente estudo).

A fim de estudar o comportamento dinamico deste modelo de
maneira mais direta, podemos fazer a substituigao de varidveis x(t) =
V(t) e y(t) = x(t — 1) — explicitando, assim, a dimensionalidade do
mapa (2 dimensoes) — além de somar uma constante I junto a H em
3.21, sem perda de generalidade3!:

z(t + 1) = tanh <
y(t+1) = o(t)

T

x(t) — rsy(t) + H + I)
, (3.22)

onde I é a soma das correntes externas (sinapses de entrada + estimulo
externo) e mantemos a compatibilidade (para I = 0) entre este e os
diagramas de fase propostos por Tragtenberg (1993) e por Tragtenberg
e Yokoi (1995), conforme adaptados por Kinouchi e Tragtenberg (1996),
por isso o chamaremos de modelo KT.

A figura 15 mostra um diagrama de fases H x T simplificado®?
do modelo KT, com?® k = 0.6 fixo. Verifica-se que o modelo tem 4
comportamentos distintos:

e 1 ponto fixo (fora do bulbo);
e 2 pontos fixos (a esquerda do bulbo);

e Oscilatério, ou disparos (dentro do bulbo);

p-2356).

31Pois seria equivalente a escrever H como H = Ho+1I, onde Hy é uma constante
qualquer e I é a constante adicional.

32Simplificado, pois dentro do bulbo do diagrama ha diversas fases oscilatérias, di-
ferindo entre si através do ntimero de onda. As curvas pretas sdo determinadas pelo
autovalor minimo da matriz Jacobiana do sistema. Mais detalhes em Tragtenberg
(1993).

33Tragtenberg (1993) traz diagramas de fase para valores de x > 0. Porém,
Kinouchi e Tragtenberg (1996) discutem que, na adaptagdo do modelo magnético
estudado por Tragtenberg (1993), valores de x > 0.5 apresentam comportamentos
tipicos de neuronios.
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e Biestabilidade3?, onde, num dado ponto, sdo estéveis 1 ponto fixo
e oscilagdes (entre a curva vermelha e o bulbo).

0.1

Ponto fixo

o>

Mmcp G2
0.05 D —
E d

2 N
o Disparos

Ulltub .y v
P periédicos

fixos

-0.05

Bi-estabilidade  VCP

—

-0.1

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Figura 15. Diagrama de fase H x T para x = 0.6 do modelo KT. A
curva preta representa a fronteira entre zonas de ponto fixo (o neuronio
estd quiescente) e zonas de disparos periédicos (o neurdnio estd osci-
lando continuamente). Entre as curvas vermelha e preta hd uma regiao
de biestabilidade, onde sao estdveis as fases de ponto fixo e de dispa-
ros periédicos. Estao destacados 6 pontos em que ha comportamentos
distintos no modelo (A, B, C1, C2, D e E; ver texto). Também estd
destacado um ponto multi-critico (MCP).

Portanto, o modelo KT apresenta 5 comportamentos qualitati-
vamente diferentes (pontos A, B, C1, C2, D e E destacados na figura
15), conforme indicado no diagrama de fases (Ibid., p.2352):

e Neurdnio A:

o Estd num ponto fixo; Caso haja um estimulo externo, o
neurdnio relaxa seu potencial de membrana para outro ponto fixo.
Nunca ocorrem oscilagoes.

e Neuronio B:

o Apresenta oscilagoes independentemente de estimulos ex-
ternos, atividade conhecida como marca-passo.

e Neurénio C (1 e 2):

34H4, na verdade, diversas fases oscilatérias coestdveis, cada uma caracterizada
por um ntumero de onda. Por isso, essa regido é coestavel. Como ndo estamos
interessados em distinguir entre diferentes fases oscilatérias, referir-nos-emos a essa
regido como biestavel, pois sao estaveis ponto fixo e oscilagoes.
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o Célula excitavel. Apresenta ponto fixo para I = 0, porém
um pulso de corrente pode leva-la para dentro do bulbo através de
uma transigao de segunda ordem (C2) ou de primeira ordem (C1),
causando ou disparos, ou oscilagoes. O ponto de encontro dessas
linhas de transicao de fase é um ponto multi-critico (MCP)3®.

e Neuronio D:

o Apresenta ponto fixo para I = 0, porém pode tornar-se bi-
estavel para algum estimulo forte o suficiente para joga-lo dentro
da regiao de 2 pontos fixos, sendo um destes um ponto fixo com
z > 0 e outro com z < 0.

e Neuronio E:

o Regiao de dois pontos fixos naturalmente, em que estimulos
externos podem leva-lo de um ponto fixo a outro e vice-versa.

Todos esses comportamentos sao encontrados tanto em mode-
los de Hodgkin-Huxley ou FitzHugh-Nagumo, quanto em experimentos
(TASAKI; HAGTWARA, 1957; FITZHUGH, 1960; TROY, 1976, 1978; MOR-
RIS; LECAR, 1981; LLINAS, 1988; TUCKELL, 1988). Cabe citar que
também ha estudos de ressonancia estocastica realizados com este mo-
delo (VEIGA; TRAGTENBERG, 2001), sendo este também um fendémeno
estudado em outros modelos de neurénios (LONGTIN, 1993).

Nosso interesse esta voltado para a regiao de neuronios excitaveis,
portanto do tipo C, mais especificamente do tipo C1 discutido acima,
pois este apresenta comportamento tudo ou nada — definido no final
da secao 3.2.1. Isso limita nossa regiao de interesse no espago de
parametros para (KINOUCHI; TRAGTENBERG, 1996):

0.5 <Kk <0.8
T <Tyep . (323)
H proximo a regiao de coestabilidade

Comportamentos tipicos da regiao C1 estao esbocados na fi-
gura®® 16. Dentre eles, destacamos:
e Oscilagoes transientes antes dos disparos — figura 16(b);

o Fenomeno reportado por Morris e Lecar (1981), mas que
seu modelo nao explica; Com este modelo, entretanto, é possivel

35Neste caso, o ponto multi-critico é caracterizado pelo encontro de uma linha de
transicao de primeira ordem com uma linha de transicao de segunda ordem.

36 As correntes utilizadas como estimulo externo e os pardmetros para as si-
mulagoes se encontram descritos em sua legenda.



85

fi | H=-0.06
i I,=0.0475

-1.0 -1.0
= — T T T T T T T T = L e N
104 40 80 120 160 200 1o 40 80 120 160 200
' FRAET i) n=-006| _{H=-006 fipre=
05+ ﬁ‘ F; Ilr © _ A0~5-1=0.001(t-t){%5 ¥
. [ I 1,=006 | =] o[
300— J% ﬁ §0.o—_(d) ;
oo T
-1.0 H RRRENEN I
S hed
0 4I0 I SIO I 150 I 1%0 I 200 o 0 I 4I0 I SIO I 150 I 1%0 I 200
“laen %f Pi(e)H=-0014| 1Dz H=-0.04
s Ifﬂl ﬁ ﬁ I ﬁ{ f% R I o
, e ——I~1
\lH g g I =-0.15(t-t ) Z00] —

r —_— —_——
0 40 80 120 160 200 0 5 10 15 20
Tempo (ts) Tempo (ts)

Figura 16. Exemplos do comportamento excitavel do tipo C1 para
k = 0.6, T = 0.35 e H especificado na figura (regime biestdvel para
(e) e ponto fixo para os outros). (a) Estimulo insuficiente para excitar
a célula; (b) Estimulo que causa oscilagbes sublimiares transientes; (c)
Disparos periddicos enquanto hé estimulo externo; Nestes casos, [ =
Iy se tg < t < t1, sendo I = 0. (d) Efeito de bloqueio de nervo,
conforme explicado em 3.2.1; (e) Aniquila¢ao de marca-passo através de
estimulo externo; (f) Comportamento excitavel para pulsos I = Iy 4,
em to = 0, com 0.04 < Iy < 0.18. Verifica-se o limiar de excitabilidade
Is =~ 0.13. Os circulos sao os instantes em que o mapa é calculado. As
linhas servem de guia para os olhos.

verificar que essas oscilacdo sdo devidas ao neuronio estar num
regime préximo de uma zona de bi-estabilidade;

e O efeito de bloqueio de nervo — que ocorre também no modelo
FN - figura 16(d);
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o Conforme explicado anteriormente, uma corrente retira
o neurdnio da fase quiescente, passa por um transiente de os-
cilagoes e satura o potencial de membrana. Neste caso, utiliza-
mos I = 0.001(t — ), com ty < t < t1, onde ty é o instante em
que a corrente comeca a agir e t; em que ela cessa. Nota-se a
ocorréncia de apenas um disparo durante o aumento da corrente,
permanecendo, em seguida, o potencial travado em um valor bem
determinado até a corrente parar.

A aniquilacdo da atividade de marca-passo — figura 16(e);

o Um estimulo instantaneo (I = Iyd.,) leva o neurénio
para a atividade oscilatéria (ou de marca-passo, situada dentro
do bulbo na figura 15); e outro, também instantaneo, I = I10¢ 4, ,
o traz de volta para o estado quiescente, aniquilando, por assim
dizer, a atividade oscilatoria.

Disparo devido a um estimulo externo instantaneo — figura 16(f);

o Conforme visto no modelo FN (figura 10), o neurénio
efetua, pelo menos, um disparo devido a um estimulo instantaneo
do tipo I = Iyd;4,, desde que |Iy| > |I], onde I5 é o limiar
de ativacao do potencial de membrana. Note, entao, que um
estimulo instantaneo pode, dependendo da sua intensidade, levar
indefinidamente o neurdnio para atividades oscilatérias (quando
este estd numa regido bi-estavel do diagrama de fases 15), ou
pode apenas causar um ou mais disparos (quando o neurénio se
encontra inicialmente num estado de ponto fixo). E importante
adicionar que estimulos com Iy < 0, com |Iy| > |I;| — onde
0 > I, # I; é o limiar de disparos para estimulos negativos —
também podem causar disparos no neurénio. Conforme visto em
3.2.1, estes sdo conhecidos como disparos de rebote®’.

A figura 16(a) mostra um caso em que o estimulo é insuficiente
para excitar o neurdnio e a figura 16(c) mostra um estimulo que
leva o neurénio para dentro do bulbo do diagrama 15, onde hé os-
cilagoes, mas quando o estimulo cessa, o neuronio volta ao estado
quiescente.

Note a diferenca da figura 16(c) para a 16(e), pois na 16(e) o

)
neurénio estd num regime biestdvel, enquanto que na situagao 16(c),
ele estd num regime de ponto fixo. Ainda, a diferenca entre 16(c) e
16(f) é que nesta, o estimulo é instantdneo e naquela, é constante.

37 Rebound spikes.
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O mecanismo de excitabilidade do modelo KT ¢ diferente do
do modelo FN. Enquanto a excitabilidade do FN se da por uma tra-
jetéria de canard®®, o modelo KT se excita através de uma bifurcacio
de Andronov-Hopf subcritica,pois um ponto fixo repulsor dé lugar a um
ciclo-limite® e a um ponto fixo atrator conforme varia-se I (ou H)*.

As nullclines do modelo — figura 17, regime C1 — sdo obtidas
com as condigoes z(t +1) = z(t) =z e y(t + 1) = y(t) = y e sdo dadas
por:

_w+H-— Ttanh™* ()
y= o : (3.24)
y==x

Suas formas sao extremamente similares as do modelo FN (ver figura
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Figura 17. Nullclines do modelo KT para x = 0.6, T = 0.35 e H
conforme discriminado nos gréficos. Nota-se que as formas das curvas
s@o extremamente similares as de FitzHugh-Nagumo, na figura 9. (a)
Dentro do bulbo (figura 15) ha trés estados de equilibrio, sendo = 0
um ponto fixo repulsor e os outros dois sao ciclos-limite; (b) H& apenas
um ciclo-limite e um ponto fixo atrator, regiao entre as curvas preta
e vermelha da figura 15; (¢) Fora do bulbo (figura 15) hd apenas um
ponto fixo atrator.

9), sendo uma com forma de "N” e outra linear. A diferenca é que
alguns cruzamentos das nullclines do KT correspondem a ciclos-limite,
nao a pontos fixos. Por exemplo, os cruzamentos proximos de x =
y = 0.5, na figura 17(a), correspondem a oscilages répidas (regiao

38 Conforme explicado na segdo 3.2.1.

39 Ciclo-limite é uma érbita no espaco de fase estdvel ou instavel, correspondendo
a uma das solugoes de equilibrio do sistema. Pode possuir um foco atrator ou
repulsor.

40Para mais informacdes sobre a bifurcacdo de Andronov-Hopf, ver Kuznetsov
(2006).



88

de pardmetros do interior do bulbo da figura 15). Nessa mesma figura,
o ponto x = y = 0 corresponde a um ponto fixo repulsor.

Ao aumentar H (ou manté-lo fixo, efetuando um estimulo ex-
terno I), um dos ciclos limites some junto com o ponto repulsor —
figura 17(b) — dando lugar a um ponto fixo atrator e outro ciclo limite
(regiao de biestabilidade). Se aumentarmos H (ou I) ainda mais, o
neurénio sai do bulbo e vai para a regiao onde sé ha um ponto fixo —
figura 17(c).

Entender este mecanismo através da bifurcacdo de Andronov-
Hopf é fundamental para esclarecer a geracao de bursts que serd estu-
dado na préxima segao, 3.2.5, bem como para classificar o modelo KTz
de acordo com a classificacdo de Hodgkin (vista na segao 3.2.3).

3.2.5 O Mapa Kinouchi-Tragtenberg Estendido (KTz)

O modelo KTz é uma extensao do modelo KT que exibe bursts
de maneira similar ao modelo HR, discutido na secao 3.2.2. Foi sugerido
por Kinouchi e Tragtenberg (1996) e estudado por Kuva et al. (2001)
e por Copelli, Tragtenberg e Kinouchi (2004). Nestes trabalhos, séo
apresentados diagramas de fases detalhados deste modelo.

Partindo-se das equacgoes 3.22, assume-se H = z(t), jd que H é
um parametro conveniente para estudar a bifurcacdo entre os estados
de ponto fixo e oscilatério, conforme visto na secao anterior. Ainda, ja
temos os diagramas de fase para o parametro escolhido, facilitando a
analise do que acontece conforme z varia no tempo. A varidvel z deve
ser de dinamica lenta, carregando o neurénio para dentro e para fora
do bulbo dado no diagrama de fases da figura 15, perpendicularmente
ao eixo T'. Assim, Kinouchi e Tragtenberg se inspiraram no modelo HR
(ver eq. 3.16) para propor a seguinte equagao para z(t):

a(t +1) = tanh (x(t) — ”y(th z(t) + I>

y(t+1) = a(t) ’
z(t+1)=(1—-0)z(t) — Ma(t) — xzr)

(3.25)

onde sao introduzidos os parametros ¢ (para controlar o periodo re-
fratério), A (para controlar o amortecimento das oscilagoes) e zp (para
controlar a dindmica de entrada e saida no bulbo do diagrama da fi-
gura 15, ou os bursts por assim dizer). O papel deles estd ilustrado nas
figuras 18, 19 e 20.

Do ponto de vista biofisico, os parametros A e §, em 3.25, referem-
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Figura 18. Periodo refratario. Parametros fixos: k = 0.6, T = 0.35,
zr = —0.9, A =0.1. § e I conforme na figura. Note que para § = 0.1
(a), a recuperagao é extremamente répida, permitindo o disparo no
segundo estimulo, enquanto que para § menores, a recuperacao torna-
se mais lenta, inibindo o segundo estimulo em (c) e em (d).
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Figura 19. Amortecimento das oscilagbes. Parametros fixos: k = 0.6,
T = 035, zg = —0.9, § = 0.1. X\ e I conforme na figura. Note
que A = 0 é um regime de disparos rapidos e A = 0.1 é um regime
superamortecido.

se a um fluxo de entrada e saida de fons da corrente z(t), respectiva-
mente. No casoem que A = 6 = 0 = 2(t) = H = constante, recupera-se
o modelo KT (eq. 3.22).

Conforme discute-se em Copelli, Tragtenberg e Kinouchi (2004),
o limite A = § &~ 0 equivale a uma aproximagao adiabdtica, ou quase-
estdtica, pois z(t) varia muito lentamente. Neste caso, consegue-se uma
forma analitica para a curva de xr em funcao de T', a qual encontra-
se esbocada embaixo dos circulos vazados no diagrama de fases da
figura 21. Os pontos com circulos correspondem a simulag¢oes com



90

3=6=0.001 7=6=0.001
] a b
@ | ) 1
= 00
* 054 - ML/ «%/ %/%%/ J

BT

—

10 Ao o 001 A=5=0.001

05 (C) (d) x,=-0.2
= 004 il i T i
* 0.5 y ‘ '

1.0 4

T T T T 1T T T T T 1
0 500 1000 1500 2000 2500 500 1000 1500 2000 2500

Tempo (ts) Tempo (ts)

Figura 20. Geracao de bursts. Parametros fixos: k = 0.6, T = 0.35,§ =
0.001, A = 0.001, I = 0. xr conforme na figura. Note que diminuindo
|xr|, aumentamos a duracao dos bursts, diminuindo o intervalo entre
bursts. Note que os bursts sao cadticos.

A =0 = 0.001 (KUVA et al., 2001). Verifica-se regides onde ha pontos
fixos estéveis, disparos lentos ou répidos, bursts e disparos cardiacos*!.
Esses comportamentos estao ilustrados na figura 22.
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T

Figura 21. Diagrama de fases do modelo KTz. Parametros fixos: k =
0.6, 6 = A = 0.001. As letras signficam: B = burst, Osc = oscilatério
(disparos lentos ou rapidos), PF = ponto fixo e C = disparos cardiacos.
Os pontos marcados com circulos vazios sao provenientes de simulagoes
para esses valores de 0 e A e a curva cheia sob eles é a aproximacao
adiabética dada por Copelli, Tragtenberg e Kinouchi (2004).

E importante notar que os modelos KT e KTz sdo dados por

41 Digparos cardiacos sdo uma forma peculiar de disparos, em que o potencial de
agdo forma um platé antes de retornar ao estado quiescente (figura 22(g)). Com-
portamento tipico de neurénios que controlam os batimentos cardiacos.
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tangentes hiperbdlicas — fungoes continuas e limitadas, com imagem
(—1;41). Portanto, além de todas as vantagens provenientes do uso de
mapas destacadas no inicio deste capitulo, a solugao das equacgoes esté
sempre limitada nesse mesmo intervalo. Ainda, o modelo KTz, por
englobar o KT, também apresenta todos os comportamentos deste e

toda a analise feita na secao anterior é véalida para o subsistema rapido
do KTz*2.

LOLLRRN L LLALLALLALL [ a
A

T ullmnm|mVHHHml"w"lmllul"mvm"llvmm

Mw

-" — — (@

R E— s e
Tempo (ts)

x(t) (q.a.)

Figura 22. Comportamentos do mapa KTz para x = 0.6. Quando nao
especificado, T'= 0.35 e 6 = A = 0.001. (a) disparos rapidos (zg =
—0.2,T = 0.45); (b) oscilagoes sublimiares (xp = —0.5,7 = 0.45);
(c) disparos lentos ou regulares (xg = —0.62,6 = A = 0.003); (d) e (e)
bursts lentos (xp = —0.6) e rdpidos (xg = —0.45), respectivamente; (f)
comportamento cadtico (xp = —0.4,T = 0.322); (g) disparos cardiacos
(zr = —0.5,T = 0.25).

Podemos encontrar regimes em que o comportamento excitavel
do KTz é de Classe*® 1 ou 2. Em particular, escolhemos, para levar a
pesquisa adiante, um regime em que o periodo refratario é considera-
velmente maior do que o tempo que dura um potencial de acdo**. Este
regime é excitavel de Classe 1, i.e., a resposta do neurénio é sensivel
a corrente de entrada, diferentemente do mapa de Rulkov (figura 14).
Uma simulagao de rampa de corrente foi feita para o KTz e seus re-
sultados estao na figura 23. Esse tipo de bifurcacao pode ocorrer, por

423ybsistema rapido é o definido apenas pelas varidveis « e y, mantendo-se z = H
constante.

43Na classificacdo de Hodgkin. Ver secao 3.2.3.

44No préximo capitulo, justificaremos esta escolha
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exemplo, em neur6nios piramidais excitatorios corticais.

14 T T T

x(t) (u.a.)

I(t) (ua.)

T T T T
400 800 1200 1600 2000
Tempo (ts)

Figura 23. Resposta do mapa KTz para uma rampa de corrente inje-
tada do tipo I(t) = 0.001(¢t — 200), com 200 < ¢ < 2000. Parametros
k=0.6, T =0.35, § =0.001, A = 0.008 e xR = —0.7 e condigoes inici-
ais no ponto fixo. Veja que o ISI diminui conforme a corrente aumenta.

Apesar dos bursts serem gerados por bifurcacao de Andronov-
Hopf (o que faz o modelo KT ser excitavel de Classe 2), hé regimes
em que os disparos do KTz sao gerados por bifurcagao sela-né em ciclo
invariante*®, o que torna este um modelo também de Classe 1.

Em suma, o modelo KTz, além das vantagens citadas ao longo do
texto, mostra-se bastante completo, capturando comportamentos de di-
versos tipos de neurdnios reais com um numero reduzido de parametros,
o que facilita seu estudo — basta comparar com Hindmarsh-Rose, eq.
3.16, por exemplo. Por outro lado, o mapa 3.25 que define este modelo
é dado por fungoes continuas e sem singularidades, nao sendo definido
por partes como o mapa de Rulkov (egs. 3.17 e 3.18), o que melhora
seu desempenho computacional (pois nao requer condicionais*® no pro-
grama). Ainda, vérios diagramas de fase detalhados estdo presentes
em Tragtenberg (1993), Tragtenberg e Yokoi (1995), Kinouchi e Trag-
tenberg (1996), Kuva et al. (2001) e Copelli, Tragtenberg e Kinouchi
(2004).

Por completeza, podemos definir transformacoes de variaveis en-
tre o modelo KTz e o modelo HH. Kuva et al. (2001) definem 0.1 ms
= 1 ts para que um disparo que dura 10 ts no modelo KTz, dure em
torno de 1 ms na nova escala temporal. Usando esta escala de tempo,

45Na bifurcacio sela-né em ciclo invariante também ocorre a aniquilagio de um
ponto fixo estavel e um instdvel, porém ambos estao localizados sobre um mesmo
ciclo estdvel, de perfodo finito. Ver mais em Izhikevich (2007).

46Em programagio, estruturas condicionais sio estruturas que possibilitam o pro-
grama escolher entre um ou outro comportamento definidos.
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podemos reescalar as variaveis do modelo KTz a fim de comparé-las
com as do modelo HH.

Determinamos os limiares de corrente positivos (I — corrente
que gera um disparo) e negativos (I, — corrente que gera um disparo
de rebote) para cada um dos modelos. O estimulo constante durou 1
ms (tanto para o HH, quanto para o KTz, na escala de tempo ado-
tada). Determinamos, também, o potencial de repouso (ponto fixo) e o
valor do potencial no pico do disparo. Tendo dois valores de referéncia
para cada varidvel de interesse (corrente de estimulo e potencial de
membrana), podemos definir uma transformagao linear de escala des-
sas variaveis entre os dois modelos.

Para esta comparagao, escolhemos, para o modelo HH, os para-
metros®” gy, = 120 uS, [Na™]in = 50 mM, [NaT]ou: = 440 mM (resul-
tando em um potencial de Nernst — equagao 3.6 — de En, = 52.4 mV);
g = 36 uS, [KT)im = 400 mM, [KT|our = 20 mM (Ex = —72.1
mV). O canal de vazamento (ou canal passivo) foi constituido por
Na*, Kt e fon cloro Cl~. Seus parametros sao’®: gy, = 0.0265
uS, gr,r. = 0.0700 pS e ger,r = 0.1000 uS, com [Cl™ ], = 52 mM e
[Cl7]out = 560 mM (E¢; = —57.2 mV). Os expoentes das varidveis
dinamicas m, h e n das condutancias dos canais idnicos (equagao 3.9)
S80 UNg = 3, UNa = 1, ux =4 e vg = 0. As fungdes « e 8 (equacao
3.10) sao:
am(V) = 1 0.1 (V +40)

—exp[—0.1(V +40)] (3.26)
B (V) = 4.0exp [—0.056(V + 65)]

Oth

(V) =0.07exp [—0.05(V + 65)]
Bn(V -

)
)= 0 : (3.27)
1+ exp[—0.1(V + 35)]
0.01 % (V + 55)
V =
V) = T 010V 5 59) : (3.28)
Bn(V) =0.125exp [—0.013(V + 65)]
E, para o modelo KTz, K = 0.6, T = 0.35, § = 0.001, A = 0.008 e
TR = —0.7.
Os limiares*® para o modelo HH sdo I:H =3.7161nA e I, =
—6.6159 nA, enquanto que para o modelo KTz sao IS""K = 0.022560 e

470s parametros do modelo HH foram retirados da simulacdo, em MATLAB, feita
por Touretzky et al. (2012). Ver a sec¢@o 3.1.1 para conferir as equagdes.

480 potencial de Nernst para K+ e Nat jé foi dado.

49Todos os limiares foram determinados computacionalmente.
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I i = —0.065501. O potencial de repouso para o modelo HH é V}; =

—62.72 mV e o potencial no pico do seu disparo é V;I' = 32.65 mV.
Para o modelo KTz, esses valores sa0®® Vi = —0.6971564118917724,
para o potencial de repouso (ponto fixo), e V& = 0.777338636932798
para o potencial no pico do disparo.

Assim, podemos definir uma transformacao linear ¢; (Ix) que
leva uma corrente do modelo KTz, [k numa corrente do modelo HH,
Iy, e uma transformacao linear ¢y () que leva o potencial de mem-
brana do modelo KTz, x, no potencial de membrana do modelo HH,
V:

Ig = ¢r (Ix) = arlx + b1

2
V =¢v (z) = azx + by (3.29)
Os parametros ap, b1, as e by foram determinados®!:
Fy-Thw
a) = 1_74_ /2 117.327761438094 [nA]
sK - TsK N (3.30)
Is H Is H T
by = IS*H - IS*K <7+> ~ 1.0691857019566 [nA]
’ ’ I -1
s, K s, K
e
Vi -V _
as = H ~ 64.6797695 [mV]
b =V =V (Hiﬁ) ~ —17.6280839 [mV]
Vi = Vi

Kuva et al. (2001) propuseram um Mapa de Sinapses Quimicas
(do inglés, CSM), o qual possibilita a conexao de neurénios KTz em
redes, objeto de estudo do préximo capitulo.

50s valores dos potenciais para o modelo KTz sao calculados com dupla precisao,
portanto todos os algarismos sao significativos.
51 A barra sobre o algarismo indica o algarismo significativo (PIACENTINI, 2005).
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4 REDES DE NEURONIOS KTZ

No capitulo anterior, estudamos modelos para sistemas excita-
veis, como o KTz. Estudaremos, neste capitulo, redes em que esses
neurdnios (KTz) encontram-se conectados, interagindo entre si através
de sinapses. Redes sao estruturas formadas por elementos e conexoes
entre elementos. Podemos definir redes sociais (onde os elementos sao
as pessoas e as conexoes estao ativas se as pessoas se conhecem), redes
de neurdnios (onde os elementos sdo os neurdnios e as conexoes, as
sinapses), redes de palavras, redes de proteinas, etc. A organizagao
espacial da rede é que define as suas proriedades, conforme enfatizam
Albert e Barabési (2002). Podemos definir o niimero de coordenagcao da
rede como sendo a quantidade de primeiros vizinhos de cada elemento.

As redes podem ter diferentes topologias, entre elas: livres de
escala, aleatérias, de mundo pequeno, regulares', de campo médio?,
etc. Em particular, os trés primeiros tipos listados sao conhecidos como
redes complexas, pois seu nimero de coordenacao nao é fixo, mas segue
uma distribuicdo estatistica, ao contrario das redes regulares?.

Realizamos simulag¢oes com neuronios KTz em redes regulares
e redes complexas, conectados por sinapses homogéneas ou com ruido
em alguns regimes de parametros. Consideramos a amostragem e a
subamostragem das redes®. Buscamos a existéncia de um estado criti-
camente auto-organizado nestas redes, lembrando que o modelo KTz,
apesar de ser formal, apresenta-se como um sistema dindmico com-
pleto e com comportamentos completamente similares aos observados
em neurdnios biolégicos, conforme vimos na se¢ao 3.2.5.

Também lembramos que o estado de SOC foi estudado recente-
mente numa rede de campo médio com neurdnios integra-dispara por
Levina, Herrmann e Geisel (2007). Porém, neurdnios integra-dispara
sao idealizacoes de neuronios reais que nao mantém o comportamento
dinamico destes de maneira plena, diferentemente de mapas (IBARZ;

1Redes cujo ntiimero de coordenacdo é o mesmo para todos os elementos.

?Rede de campo médio — modelo J/N é equivalente & aproximagio de campo
médio (STANLEY, 1971, p.91).

3Ver a se¢io 4.3 e a revisdo de Albert e Barabési (2002) para mais detalhes
sobre redes complexas e suas aplicagdes. Sobre redes regulares, entraremos em mais
detalhes na segao 4.2.

4 Amostragem é o caso em que consideramos o comportamento de todos os ele-
mentos da rede para construir as distribui¢oes estatisticas convenientes. Portanto,
subamostragem é o caso em que consideramos o comportamento de apenas uma
dada porcentagem de elementos da rede. Ver mais na segao 4.5.
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CASADO; SANJU4N, 2011). Ainda, comparagoes entre modelos de SOC
subamostrados com dados medidos in vivo em macacos através de Local
Field Potentials (LFP)? foram feitos por Priesemann, Munk e Wibral
(2009). Ribeiro et al. (2010) compararam um autdémato celular critico
subamostrado com dados de 14 ratos vivos e se comportando livremente
(medidas também realizadas por LFP).

Acreditamos que nosso trabalho traz resultados inovadores so-
bre o desenvolvimento de um estado critico numa rede de neurénios
e sobre a amostragem dos dados, pois, ao contrario de Priesemann,
Munk e Wibral, Ribeiro et al. e Levina, Herrmann e Geisel, utilizamos
neurdnios mais realistas, além de termos utilizado o ruido nas sinapses
como o mecanismo gerador de avalanches criticas, o que ainda nao foi
explorado na literatura.

Na secao seguinte, descreveremos as sinapses (ou interagoes) que
utilizamos para conectar (ou relacionar) os neurénios KTz, possibili-
tando esses estudos. Posteriormente, apresentaremos as estruturas das
redes nas quais conectamos os neurénios e as simulagoes realizadas,
evidenciando e discutindo nossos resultados — secoes 4.2, 4.3 e 4.5.

4.1 SINAPSES

O sinal elétrico que viaja através de um potencial de acdo na
membrana de um neurénio é transmitido para outras células através
de sinapses. Elas ocorrem entre os terminais do axonio do neurénio
pré-sindptico e os dendritos do neurénio pds-sindptico® (ambas as es-
truturas estao ilustradas na figura 3 para um mesmo neurénio).

H4 dois tipos de sinapses: elétricas (gap junctions) e quimicas
(KEENER; SNEYD, 1998). A elétrica envolve a troca de fons, e algumas
moléculas pequenas, através de canais que conectam as membranas
dos neurénios pré e pds-sindpticos diretamente (Ibid., p.236-) — figura
24. Uma das suas principais caracteristicas é que ela é extremamente
rapida: o neuronio pés-sindptico logo responde ao estimulo proveniente
do pré-sindptico, pois ambos estdo muito préximos um do outro (uma
distancia de, aproximadamente, 4 nm).

A sinapse quimica se da através da troca de proteinas especificas,

5 Local Field Potential é o nome de uma técnica experimental que mede as cor-
rentes iOnicas exatamente na regiao onde o eletrodo é colocado, possibilitando a
reconstrucao da atividade individual dos neur6nios ao redor dos eletrodos. Ver
mais em Wikipedia (2011).

60 neurénio é pré-sindptico quando gera a sinapse. O neurénio é pds-sindptico
quando recebe a sinapse.
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Membranas dos

Secgao transversal Canal jonico neurdnios conectados
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de 2 a4 nm

Figura 24. Seccao transversal e detalhe das chamadas gap junctions, ou
sinapses elétricas. Os canais (em laranja) ligam diretamente, através
das membranas, o interior dos dois neuronios conectados. Eles sao
hidrofilicos e podem, ou nao, permitir a passagem de fons e/ou peque-
nas moléculas. Fonte: http://commons.wikimedia.org/wiki/File:
Gap_cell_junction_keys.svg

conhecidas como neurotransmissores’, presentes nos terminais dos axo-
nios dos neurénios. Essas proteinas sdo liberadas na fenda sinaptica®
(que tem, aproximadamente, entre 25 nm e 40 nm) quando o potencial
de acao atinge os terminais dos axonios, e capturadas por neurorecepto-
res? presentes nos dendritos do neurénio pés-sinéptico (Ibid., p.217-).
Ver esquema na figura 25.

Os canais de cdlcio permitem o fluxo de fons Ca?® para dentro
da membrana, ativando as vesiculas que contém os neurotransmissores.
Apos a liberagao na fenda sindptica, a captagao pelos neuroreceptores
e a efetivacao da sinapse, os neurotransmissores se soltam dos recep-
tores e retornam para dentro do neuronio pré-sinaptico através das
bombas de recaptagao, possibilitando uma nova sinapse. Ocorre perda
de alguns neurotransmissores nesse processo. Os neuroreceptores que
captaram neurotransmissores, por sua vez, excitam a membrana do
neurénio pés-sinaptico, gerando neste um novo potencial de agao. Por
ser biofisicamente mais complexo, todo esse processo é muito mais lento
que a sinapse elétrica. Veremos adiante, neste capitulo, que o tempo
de duracao do processo de transmissao da sinapse é uma propriedade

7 Neurotransmissores siao proteinas alojadas em vesiculas nos terminais dos
axonios dos neurodnios.

8Espaco entre um terminal de um axénio do neurénio pré-sindptico e um dendrito
do neurénio pés-sindptico, através do qual viajam os neurotransmissores.

9 Neuroreceptores sdo proteinas similares aos canais ionicos, mas sendo res-
ponsaveis por captar neurotransmissores. Cada neurotransmissor se encaixa em
apenas um neuroreceptor.
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N Dendrito (p6s-sinaptico
Bomba de recaptacdo Neyrorecentores

Neurotransmissores

Terminal do Vesiculas \
axbnio  heurotransmissoras Fenda
(pré-sindptico) Canalg de  ginaptica
Calcio
Figura 25.  Ilustracao de uma sinapse quimica. O terminal

do axo6nio do mneuronio pré-sinaptico nao encosta o dendrito do
neurénio poés-sinaptico. A fenda sindptica possui, aproximadamente,
40 nm. Fonte: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Synapse_
Illustration_unlabeled.svg

importante para a ocorréncia de um estado critico, pois as sinapses nao
podem ser muito lentas (quando comparadas com o periodo refratario
dos neurénios que conectam).

As sinapses sao modeladas através da corrente elétrica gerada na
membrana do neurénio pés-sinaptico devida a interagao com o neurénio
pré-sinaptico. Sinapses elétricas sdo, geralmente, dadas apenas pela lei
de Ohm — da mesma maneira que fizemos com as correntes elétricas na
secao 3.1.1 — assumindo a forma!'©:

fig () = Jij (Vi(t) = V;(1)) (4.1)

onde f;; é a corrente na membrana da célula i (pds-sindptica) resul-
tante da sinapse iniciada pela célula vizinha j (pré-sinaptica), J;; é
a condutancia total associada a sinapse j — ¢ — i.e., a constante de
acoplamento — e V; e Vj sao os potenciais elétricos das membranas dos
neurénios ¢ e j. Portanto, a corrente resultante da sinapse elétrica de-
pende apenas da diferenga de potencial entre as duas células (outro
fator que torna este tipo de sinapse mais rapida que as quimicas).
Para introduzir a corrente sinaptica, f;;(t), num dos modelos de
neurdnio estudados no capitulo anterior, basta assumir o parametro

10Ver a revisdo de Connors e Long (2004, p.405) e suas referéncias.
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I, = I;(t), com I;(t) dado por!!:
Li(t) = I.(t) + Yi(t) , (4.2)

com

Yi(t) = Z fii @), (4.3)

onde I.(t) é um estimulo externo — que pode, ou nao, depender de ¢
—e Y;(t) é a soma das correntes sindpticas geradas pela interacdo com
todos os vizinhos'?, j, de i, seja ela gerada através de uma sinapse
elétrica, como em 4.1, ou quimica, como veremos a frente.

As correntes elétricas geradas em decorréncia de uma sinapse
quimica sao, em geral, representadas pela funcao alfa ou pela dupla
exponencial — eq. 4.4, abaixo (KEENER; SNEYD, 1998, p.217):

a(t) = Ctexp (—t/1)
B(t) = Cyexp(—t/m1) — Caexp (—t/72)

, (4.4)

com C, Cy, Cq, T, T1 € T constantes ajustadas por experimentos.

A seguir, descreveremos os trés tipos de sinapse que utilizamos
neste trabalho. Todas sao quimicas, baseadas no Mapa de Sinapse
Quimica proposto por Kuva et al. (2001) — uma boa aproximacao das
fungoes dadas em 4.4 — principalmente porque é possivel controlar o
tempo de acdo dessas sinapses (diferentemente das elétricas) e porque

podemos ajusté-las como inibitdrias ou excitatorias'>.

4.1.1 O Mapa de Sinapse Quimica (CSM)

Sinapses quimicas sao as sinapses mais comumente encontradas
no sistema nervoso, desde o periférico, até o central. Este é o pri-
meiro mapa proposto para descrever sinapses e tem o intuito de aco-
plar neuronios descritos por mapas em redes. Tendo em mente que o
modelo deve reproduzir o comportamento das equacoes 4.4, Kuva et al.

HDesta parte em diante, as varidveis de interesse estardo identificadas por um
indice, ¢ ou j, para indicar que correspondem a i-ésima (j-ésima) célula de uma
rede. Por exemplo, em Gjj, ¢ é o indice correspondente ao neurénio que recebe a
sinapse (pds-sindptico) e j corresponde ao neurdnio pré-sindptico.

12Como néo definimos uma topologia para a rede, ndo convém especificar sobre
quais elementos da rede serd a soma.

13Uma sinapse é excitatéria quando ela tende a aumentar o potencial de mem-
brana da célula pés-sinaptica e inibitéria quando tende a diminuir o mesmo.
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(2001) propuseram:

fylt41) = <1 - if) F15(6) + g5 1)

e+ 1) = (1= ) (0 + 150(0,(0)

g9

: (4.5)

onde T¢ e T, sdo as constantes de tempo das funcoes f e g, respectiva-
mente, J;; é a constante de acoplamento e ©(z) é a funcio degrau't. A
condic@o inicial (CI) é sempre f;;(0) = g;;(0) = 0V 4, 5. Assim, quando
xj(t) > 0, a sinapse estd ativa, pois O(z;(t)) > 0 e as varidveis f e ¢
crescem em moédulo. O sinal de f é o mesmo sinal de J;;. Para um
tempo suficientemente grande, da ordem de 7¢, a varidvel f comeca a
decair, tornando a ser zero e terminando a sinapse'®. Comparando as
equacoes 4.5 e 4.1, nota-se que a sinapse quimica é muito mais lenta
do que a elétrica, justamente porque a quimica envolve crescimentos e
decaimentos exponenciais.

A tnica motivacao apresentada por Kuva et al. (2001) é: se
Tr = Tg, f(t) tem a forma da funcdo «a(t) em 4.4, sendo, tem a forma
de S(t). Para termos uma idéia da origem desse mapa e das condigoes
perante as quais ele é uma aproximacao valida para representar as

funcoes em 4.4, tomamos as seguintes equacoes diferenciais!®:

d 1

d_J;:_T_ff+g

@__i + 76(0) , (4.6)
dt ng .

A solugao geral analitica para a eq. 4.6 deve ser dividida em dois
casos:

e caso 1: 7y # 7yt

) = (c1 + m) e=t/mr — 279 o—t/my 4 JO (2) 77,
Tf — Ty TF— Ty

g(t) = cae™ V70 + JO (z) 7,
(4.7)

MDefinimos a funcio degrau, ou fungio de Heaviside, como ©(z) = 0, se = < 0,
e O(z) = 1 caso contrario.

15Com terminar a sinapse queremos dizer que ela parou, momentaneamente, de
atuar no neurénio pés-sinaptico, pois ndo hé atividade no neurdnio pré-sinaptico.
Porém, o acoplamento sindptico entre ambos os neurénios estd sempre presente no
nosso modelo.

16 Omitiremos os indices dos neurénios pré e pés-sindpticos na deducao que segue.
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e temos f(t) = B(t), com B(t) dado na equagdo 4.4, se 7y = 71,
Ty =T, C1 =1+ catyry/ (15 — 74) € Co = cory7y/ (T — T4).

® Ccaso 2: Ty =Ty =T:

{ F(t) = (c1 + cat) e~t/7 + JO (z) 72 48)

g(t) = coe T+ JO (2) T '

e temos f(t) = a(t), com «a(t) dado na equagao 4.4, se C =cy e
CcC1 = 0.

Portanto, esse conjunto de equagoes diferenciais representa decaimentos
exponenciais nas fungoes f e g, com tempos caracteristicos 77 e 7y,
respectivamente.

Por outro lado, ao resolver a eq. 4.6 computacionalmente, po-
demos abrir o lado esquerdo desta equacao através da definicao de
derivada num intervalo de tempo At finito'":

flt+ At) = f(t) 1

R (OR0 "
AT - y0) + I0Ga(0) |
Reorganizando os termos em 4.9:
flt+ At) = <1 — g) f(t)+ Atg(t)
Af; (4.10)
g(t+ At) = (1 - T—) g(t) + AtJO(x(t))

Resta ajustar At = 1, igualando a eq. 4.10 & eq. 4.5.

Para que o método empregado para resolver as equagoes 4.6 seja
vélido (tenha uma boa precisdo), temos que ter 77, > At = 1, pois
assim, a variacao das exponenciais é mais lenta do que a precisao uti-
lizada na integracao numérica. Para 7, < 1, o mapa definido por 4.5
nao é uma boa aproximacao e para 7¢, = 1, o mapa ainda ¢ vélido,
pois apresenta formas tipicas de correntes sinapticas, porém nao é com-
pletamente fiel as equacoes 4.4.

Para ilustrar o acoplamento sinaptico entre duas células, i e j,
esbogamos a figura 26. Nesta, as setas partem do neuronio pré-sinaptico
e apontam para o pés-sindptico. Portanto, esse esquema significa que

17"Método conhecido como Método de Euler para resolver equacdes diferenciais
(RUGGIERO; LOPES, 1988).
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hé dendritos de i que recebem um sinal dos terminais dos axonios de j
(expresso por f;;), bem como dendritos de j que recebem um sinal dos
terminais dos axo6nios de 4 (expresso por fj;).

Jii
Tii

Figura 26. Esquema do acoplamento sindptico entre duas células, i e j.
A seta parte do neurdnio pré-sindptico e aponta para o pds-sindptico.

Omitindo as varidveis y e z dos neurénios i e j, pois elas nao
entram no acoplamento, podemos escrever as equagoes para este modelo
simples (x(t) é dado por 3.25 e I(t) por 4.2):

(t) = ryi(t) + 2i(t) + Ii(t>)
T

x;(t + 1) = tanh (xi
L(t+1)=Y(t)

. (4.11)
z;(t+1) = tanh | =

(t) = my; () + (1) + I (t)>
T
Lt +1) = L(t) + Y;(t)

Para sinapse quimica do tipo CSM, f;;(t) assume a forma dada
em 4.5 na soma das correntes sindpticas em Y;(t) = > . fi;(t). Y;(t)
é Y;(t), apenas permutando seus indices. A soma, para a rede de dois
neurdnios, tem apenas uma parcela, pois s6 hd uma sinapse de entrada.

O estimulo externo é utilizado somente para iniciar a atividade
em um dos neurénios (num regime de parametros em que as células sao
excitaveis e com condigoes iniciais tais que ambas comecem quiescen-
tes), por isso somamos ele apenas em j, tendo a forma:

Ie(t) = o0tz (4.12)

onde &, é o delta de Kronecker, ¢y é o instante em que o estimulo

ocorre e Iy é a intensidade do mesmo'8.

180 caso aqui exemplificado pode ser facilmente estendido para uma rede com
mais neurénios e mais sinapses, pois a dnica diferenca serd que a soma na equagao
4.3 de cada neurtnio terd mais termos. O estimulo externo, por sua vez, poderd
assumir outras formas, além da 4.12, podendo ser aplicado em qualquer neurénio
da rede.
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A intensidade das sinapses é dada pelo pardmetro J;;. Conforme
este assume diferentes valores, teremos diferentes dinamicas na rede.
Portanto, faz-se necessario analisar trés casos distintos a seguir.

4.1.1.1 Mapa de Sinapse Quimica Homogéneo

Definimos o caso homogéneo para!'®:

Jij = J = constante V i, j . (4.13)

Assim, 4.5 se reduz a:

ot + 1) = (1= 2) 0+ a0
1f : (4.14)
g4 1) = (1= =) g30) + 16(a;(0)

tornando todos os neuronios sujeitos ao mesmo acoplamento com seus
vizinhos.

No regime excitavel de parametros, o neurénio que recebe a si-
napse pode ou nao efetuar um disparo, dependendo apenas do parame-
tro J — da mesma maneira que um neurdnio KTz, sozinho, responde a
diferentes estimulos externos? I —, conforme mostra a figura 27.

Nestas simulagoes, representadas pela eq. 4.11, consideramos,
por simplicidade, J;; = J e J;; = 0, para que o sinal gerado por um
neur6nio nao volte para ele mesmo apds excitar o vizinho (ver esquema
da figura 26). O estimulo externo é um pulso delta no neurénio j,
conforme a equacao 4.12. Este responde com um disparo (em azul na
figura 27). Os tempos caracteristicos da sinapse sdo 7y = 7, = 15,
por isso hd um atraso entre o disparo do neurénio pés-sindptico (em
laranja e ciano) e o pré-sindptico (azul). A figura ainda mostra curvas
para sinapses excitatérias (J > 0 — mais rdpidas) e inibitérias (J < 0
— mais lentas, pois causam disparos de rebote). Verifica-se o compor-
tamento excitdvel para ambas, pois para J = 0.0010 (ou J = —0.007),
a sinapse nao causa um disparo no neurdnio i (curvas tracejadas), fa-
zendo com que este apresente apenas pequenas oscilagoes em seu po-
tencial de membrana, e para J com médulo levemente maior, a saber?!

19Caso proposto por (KUVA et al., 2001).

20Ver figura 16(f), lembrando que o modelo KT é um caso particular do KTz, em
que A = § = 0 e que a bifurcagao sofrida pelo KTz para exibir excitabilidade pode
ser diferente daquela da referida figura, como discutimos no final da secao 3.2.5.

21 Js define o limiar a partir do qual o neurédnio vizinho dispara. Como pode haver
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Figura 27. Resposta do neuronio pds-sindptico, xz;, devido a entrada
fij gerada por x; (em azul) para diferentes J (77, = 15). Note que
para J = 0.0010 (ou J = —0.007), o neurénio pds-sindptico nao dis-
para (curvas tracejadas de f e x;), enquanto que para J = 0.0011 (ou
J = —0.008) ele dispara (curvas sélidas de f e x;). No painel infe-
rior, as curvas para J = —0.007, —0.008 estao divididas por um fator
8 adimensional para que todas as curvas possam ser representadas no
mesmo grafico. Note que o disparo de i ocorre antes se J > 0.

J = 0.0011 = J} (ou J = —0.008 = J; ), o neurdnio i também é
excitado pela sinapse j — 1.

O disparo gerado pela sinapse inibitoria é bem mais tardio do que
o da excitatéria (diferenca de ~ 70 ts), pois o causado pela inibitéria
é um disparo de rebote, como vimos no capitulo anterior. As curvas
das sinapses inibitérias foram reescaladas por um fator 8, adimensional,
apenas para caber no mesmo grafico que as outras curvas.

4.1.1.2 Mapa de Sinapse Quimica Dindmico

Conforme proposto por Levina, Herrmann e Geisel (2007), a
sinapse tem sua intensidade ajustada de acordo com a atividade da
rede?2. Ou seja, quando a rede estd muito ativa, nio ha neurotransmis-
sores disponiveis no meio extracelular, tornando mais dificil a ativacao

limiares Js > 0 e/ou Js < 0, sendo, em geral, ambos diferentes entre si, chamamos
Jf=Js>0eJ; =Js<0.

22Chamamos de atividade da rede a quantidade média de potenciais de agdo por
unidade de tempo.
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de novas sinapses. Isso faz com que a atividade da rede decaia. Porém,
quando a rede nao estd muito ativa, os niveis de neurotransmissores no
meio extracelular voltam a quantidades suficientes para ativar, nova-
mente, diversas sinapses, retornando a rede a um estado muito ativo.
O ciclo continua indefinidamente, mantendo o sistema num equilibrio
dinamico.

Para manter este equilibrio, assume-se o acoplamento entre as
células i e j variando da seguinte maneira:

WG

=, ) —uJys(t - £7) (4.15)
onde 77 é o tempo caracteristico que J;; demora para se reestabelecer,
u e a sdo parametros arbitrdrios e 6(t —¢3”) é a funcao delta (vale 1 se
t =t3" e 0 caso contrério). tj” é o instante de tempo em que o neurénio
pré-sinaptico efetuou seu ultimo disparo. Assim, é descontada uma
quantidade u do acoplamento sempre que hé atividade em qualquer
vizinho j de ¢, diminuindo a chance da sinapse j — i ser efetiva. Por
outro lado, se nao hé atividade nos vizinhos, a varidvel J;; cresce até o
limite a/u num tempo caracterfstico 7, pois (¢ — ¢3”) = 0.

Seguimos um procedimento similar ao descrito na secao 4.1.1
para discretizar o tempo da equagao 4.15, resultando em:

Jt+1) = — 4 {1 - (% + uét’t;pﬂ Jii() | (4.16)

uTy

onde j4 assumimos o intervalo de integragdo At = 1, o 4 passou a ser o
delta de Kronecker e reorganizamos os termos. Um esboco da equagao
4.16 se encontra na figura 28 para a condi¢do inicial J;;(0) = a/u.

Nota-se que quando ha disparo no neurdnio pré-sinaptico, t =
t;p , a intensidade do acoplamento J;; cai, demorando um tempo carac-
teristico 77 para se recuperar, conforme esperado. Conforme discutido
por Levina, Herrmann e Geisel (2007), 7; deve ser da ordem de N,
onde N é a quantidade de neur6nios na rede. Contudo, seu modelo
é de campo médio (N vizinhos). Assim, para uma quantidade menor
de vizinhos (4, por exemplo), 7; deve ser da ordem de 4 ou 42 (ja que
estudaremos redes quadradas), = 7; ~ 16. Escolhemos 7; = 20.

B preciso observar o balango entre a e u, pois, para u >> a, J;;
muda de sinal quando hé disparos no neurénio 7, mudando fundamen-
talmente a sinapse de excitatoria para inibitéria, ou vice-versa.

Realizamos simulacoes para redes de neuronios sujeitos a esta
sinapse, mas nossos resultados nao foram satisfatérios (para redes de
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Figura 28. Acoplamento J;;(t) da sinapse dindmica. Parametros a =
u = 0.5 e 7; = 20; Condicao inicial: J;;(0) = a/u. (a) Resposta de J;;
para disparos do neurdnio pré-sindptico, j, em t;p = 10, 130, 250, 370;
(b) Mesmo que (a), mas com ¢;” = 10, 40, 70, 100.

campo médio). Pretendemos aprofundar este estudo.
4.1.1.3 Mapa de Sinapse Quimica com Ruido

Nem sempre as sinapses passam adiante os potenciais de acao
originados em um dado neuronio, pois sempre ha perdas no processo
de liberagao e captagao de neurotransmissores. Portanto, as sinapses
estao sujeitas a um ruido de fundo. H& varios trabalhos na literatura
que exploram o ruido sindptico??.

Neste trabalho, propomos que o ruido sindptico seja modelado
através de ruido uniforme no acoplamento J;;, pois é este que escala a
amplitude do sinal f;;(¢), conforme verificamos na figura 27, possibili-
tando que o sinal originado em um neuronio se propague, ou nao, pela
rede. Em outras palavras, se J;; flutuar, nem sempre a sinapse j — 4
serd efetiva. Portanto, assumimos:

Jij(t) = J +€i;(t) (4.17)

23Ver, por exemplo, Burrows (1992), Rossum e Smith (1998), Manwani e Koch
(2001), Simmons (2001), Branco e Staras (2009) e referéncias destes.
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onde J é um parametro constante e ¢;;(¢) é um ruido uniforme tal que:
E’L](t) € [OvR] v ivjat
sgn(R) = sgn(J)

(e (0) = 5 |
P(Gij) = 1

(4.18)

sendo R a amplitude do ruido (parametro constante) e P(e;;) a funcao
distribui¢ao normalizada da varidvel aleatéria homogénea ¢;;. Cada
sinapse j — 7 estd sujeita a um ruido ¢;; diferente.

Também seria possivel definir um ruido no intervalo simétrico
[-R; R]. Porém, para |R| > |J|, a sinapse teria probabilidade néo
nula de mudar de inibitéria para excitatéria, ou vice-versa, o que nao
pode ocorrer. A tnica diferenca entre assumir o intervalo simétrico
ou assimétrico é, portanto, que a média de J;;(t) é (J;;(t)) = J, se
€,j(t) € [—R; R], enquanto que para o caso adotado (€;;(¢t) € [0; R]):

(Jij (1)) = (J +€;(t)) =T + g . (4.19)

A condigao sgn(R) = sgn(J) é simplificadora, pois assim supo-

mos J tal que |.J| < |Jg| — onde Jg é o limiar a partir do qual o neurénio

vizinho se excita?* — e ajustamos R de modo que?®® |J + R| > |J;|. As-

sim, podemos definir a probabilidade de excitar um neurénio vizinho.
A figura 29 ilustra o raciocinio a seguir.

R
(1-p)R

PR

»
>

[ I

i
J JR

Figura 29. Representacao do intervalo dos valores de J de interesse. J;
é o limiar a partir do qual os vizinhos disparam. As condi¢oes dadas por
4.18 sao obedecidas. p é a fragao de R tal que |J+(1—p)R+E&| > |J4|VE,
i.e., é a probabilidade de excitar um vizinho.

Devido as condicoes 4.18, obedecendo os critérios para a escolha

24Veremos como determinar Js na segio 4.2.2.1.
25F necessario tirar o médulo de J, Js e J + R pois pode haver limiares de
excitagio J§ > 0 e J; < 0. Geralmente, J& # J . Ver figura 27.
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de J e R — conforme comentado no paragrafo anterior — nao precisare-
mos nos preocupar com tirar o médulo dos valores de?® J, R e J,. Seja
R o comprimento do intervalo [J; J 4+ R] e p a fragdo de R definida na
figura 29, podemos escrever:

J+R—Js
-5
onde J é determinado por simulacoes e J e R sao parametros ajustaveis.
Por completeza, mostraremos, a seguir, que p, dado em 4.20, é a pro-
babilidade de excitar um neurdnio vizinho.

Como o ruido €;; é uniforme, a probabilidade, p, de €;;(t) estar
em qualquer subintervalo de [0; R] (ou de J + ¢;;(t) estar em qualquer
subintervalo de®” [J;J + R]) é diretamente proporcional ao compri-
mento, ¢, do subintervalo:

=p (4.20)

p=kc, (4.21)

onde k é uma constante de proporcionalidade. Ja que p = 1 parac = R,
logo k = 1/R:
c
p=7- (4.22)
O comprimento do subintervalo [Jg; J + R] (no qual ocorre ex-
citagao do vizinho), de [J;J + R], é ¢ = pR (por construgao — figura
29). Entao,
_c_pR_
P=R=TF =P
e a fragao p de R, dada em 4.20, é a prépria probabilidade de excitacao
de um vizinho através da sinapse com ruido.

(4.23)

4.2 REDES REGULARES

Essas redes sao caracterizadas, principalmente, pela regularidade
com que uma dada célula unitaria se repete por toda a estrutura da
rede. Sao exemplos: a rede quadrada, a rede triangular, a rede he-

26Lembrando que o limiar J& para sinapses excitatorias é diferente do limiar Jg
para sinapses inibitérias, como visto na figura 27. Portanto, deve-se observar que
Js=JfF>JseJ>00uque Js=J; <JseJ<O0.

2"Note que [J;J + R] é [0; R] deslocado de uma quantidade J, constante, assim
como o ruido J + €;;(t) é o ruido €;;(t) também deslocado de J. Portanto, os
intervalos tém o mesmo comprimento R e a probabilidade p é igual para ambos.
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xagonal, a drvore de Cayley (comentada rapidamente na se¢ao 3.2.4),
etc. No caso da rede quadrada, na qual realizamos a maior parte de
nossas simulagoes, a configuragao que se repete, ou célula fundamental
da rede, é um elemento com uma conexao para a direita e uma co-
nexao para baixo (figura 30). Nesta representagao, os circulos sdo os
elementos da rede e as hastes sao as conexoes entre os elementos.

Figura 30. Padrao que se repete por toda uma rede quadrada.

Colocando vérias células lado a lado e, posteriormente, varias li-
nhas de células abaixo uma da outra, infinitamente, teremos uma rede
quadrada. A figura 31 mostra uma rede quadrada com condigbes de
contorno (CC) periédica (a)?® e livre (b)??. Em (b) também estao
representadas as sinapses entre dois neurdnios da rede. Todos os resul-
tados que apresentaremos estao baseados em conexdes de ida e volta, ou
seja, se 0 neuronio ¢ tem uma sinapse com j, entao o neuronio j também
tem uma sinapse com 4. Ambas as sinapses sdo independentes3C.

O indice, i, de cada um dos elementos da rede da figura 31 pode
ser obtido pela seguinte equagao:

i=a+bL, (4.24)

onde o elemento i se encontra na linha a e na coluna b, sendo L o
comprimento linear da rede (4, neste caso)>!.

Foram feitos dois tipos de estudo em nosso trabalho: a secao
4.2.1 mostra o que chamaremos dinamica fora de ponto fixo, em que
0s neuronios tém seus parametros ajustados em uma regiao onde apre-
sentam atividade intermitente (geralmente em forma de bursts). Pos-
teriormente, na secao 4.2.2, os neuronios sao ajustados em um regime

280s elementos pontilhados nao sio reais, estdo ali apenas para representar os ele-
mentos da fronteira oposta da rede que estao conectados com os elementos presentes
na fronteira em questdo. Geometricamente, uma rede quadrada com condicao de
contorno periédica forma um toroide em 3 dimensoes.

29Estar sujeito a condicdo de contorno livre significa que a rede representa um
sistema finito, cuja fronteira estd livre de interagbes com qualquer outro sistema;
ou seja, é um sistema isolado.

39Em outras palavras, f;;(t) ndo depende de f;;(t) diretamente.

31Na prética, a e b podem ser qualquer inteiro maior ou igual a zero. Na figura 31,
porém, a deve comecar em 1 e b em 0 para que os elementos fiquem corretamente
numerados.
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Figura 31. Rede quadrada. (a) Com condigoes de contorno periédicas
(os elementos pontilhados nao sdo novos elementos, sdo apenas copias
dos elementos de mesmo niimero na rede) e (b) com condigoes de con-
torno livres. Em (b) estao representadas as conexdes J;;, onde ¢ e j sdo
dois primeiros vizinhos.

excitavel, caracterizando o que nomeamos como dinamica excitdvel no
ponto fixo.

4.2.1 Dinamica Fora de Ponto Fixo

Estudamos como uma rede quadrada de neurénios KTz se com-
porta quando estes estao numa regiao de parametros onde ha algum
tipo de oscilagao, seja rapida ou bursts, a fim de comparar com resul-
tados de outros modelos em rede, como o de Hindmarsh-Rose®?. Obti-
vemos o intervalo entre disparos (ISI) para a rede inteira, periodos de
caos transiente e diferentes tipos de sincronizagao, como exploraremos
nas préximas subsecoes.

Realizamos simulacoes com redes de comprimento linear L de 2 a
8, sendo a quantidade total de elementos na rede, N = L?. Limitamo-
nos a redes pequenas, pois estudamos a sincronizagao dos neurénios

32Para estudos da sincronizacdo de redes de neurénios HR, ver, por exemplo,
Pinto (2005), Belykh, Lange e Hasler (2005), Erichsen e Brunnet (2008), Neefs
(2009), Jia e Chen (2011) e Che et al. (2011).
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e, por isso, armazenamos a série temporal gerada por cada um dos
neurénios da rede e, em algumas situagoes, chegamos a armazenar essa
série por mais de 1 milhao de passos de tempo. Isso foi necessario, pois,
sob algumas condicoes, as redes demoram para sincronizar.

Os neur6nios de toda esta segao tém seus parametros ajustados
em® k = 06, T = 0.35, § = X = 0.00l e g = —0.5 (ver figura
21), conjunto de pardmetros que representa neurénios dentro da regiao
de bursts (ver figura 21). As sinapses, por sua vez, sao homogéneas
(Ji; = Jji = J) e estdo ajustadas com os parametros 7y = 7, = 15. O
J serd o parametro de controle mais importante do nosso estudo. Em
alguns casos, mostraremos resultados para 7y, menores com a intengao
de comparar e discutir as possiveis variagoes no comportamento da rede
causadas por essa mudanca. As condigoes iniciais para os neurénios
das redes a seguir sao = e y iguais para todos e z é sorteado de uma
distribuicao homogénea, com valores diferentes para cada neurdnio.

Como referéncia para os resultados que estao por vir, mostramos
agora as simulagoes para uma rede com apenas dois neuronios, conforme
esquematizado na figura 26 e formalizado nas equagoes 4.11. Porém,
neste caso o estimulo externo é nulo, pois os neuronios ja se encontram
em uma regiao onde apresentam comportamento autéonomo. A figura
32 mostra um comportamento da rede para sinapses inibitérias, com
J = —0.0001.

Quando o neurénio 1 (preto), por exemplo, efetua um burst de
atividade, ele gera uma corrente sinaptica negativa — representada na
figura 32 com a mesma cor do neurénio que a gera. FEsta corrente
entra, portanto, como um termo negativo nas equacoes 4.11 do neurénio
2 e impede a atividade deste enquanto a sinapse 1 — 2 estd ativa.
Quando o burst termina, a sinapse também termina, acabando com a
inibigao do neurdnio 2 e permitindo que este comece sua atividade. O
mesmo ocorre com a sinapse 2 — 1, fazendo com que a rede atinja esse
comportamento observado de sincronizagao com uma diferenca de fase.
Chamaremos este comportamento de sincronizacio em anti-fase. FEle
pode ocorrer, inclusive, em redes maiores. Quanto maior o |J|, mais
evidente fica a inibicdo do neurénio vizinho**, mas o comportamento
da rede se mantém.

33Todos os resultados deste trabalho foram obtidos para neurénios KTz com
parametros k = 0.6, T = 0.35 e 6 = 0.001, sendo este um neurénio do tipo C1
na figura 15 (os outros parametros dependem do fenémeno que queremos estudar).
Conforme explicado no capitulo anterior, estes parametros ajustam um regime com
caracteristicas biolégicas importantes (ver figura 16).

340 potencial de membrana do neurénio pés-sindptico chega a saturar em —1
durante a atividade do pré-sinaptico.
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Figura 32. Potencial de membrana e corrente sindptica de dois
neurdnios numa rede do tipo da figura 26. Os neurénios estao sincroni-
zados com uma diferenga de fase (enquanto um dispara, o outro fica em
siléncio). A corrente sindptica estd representada com a mesma cor do
neurénio que a gera. A sinapse é levemente inibitéria (J = —0.0001).

Mantendo os mesmos neuronios, mas agora com sinapses exci-

tatérias (J = 0.0001), obtemos a sincronizagao dos neurénios em fase
— figura 33.

—x,0: £,V
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Figura 33. Potencial de membrana e corrente sindptica de dois
neur6nios numa rede do tipo da figura 26. Os neurdnios estao sin-
cronizados em fase (a atividade dos dois é simultdnea). A corrente
sindptica estd representada com a mesma cor do neurdnio que a gera.
A sinapse ¢é levemente excitatéria (J = 0.0001).

De maneira contraria ao que ocorre com sinapses inibitorias, as
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sinapses excitatorias entram como um termo positivo no potencial de
membrana do neuronio pés-sindptico, excitando-o. Assim, a sinapse
excitatoria forga ambos os vizinhos a manterem suas atividades si-
multaneas. Esse tipo de sincronizacao, chamamos de sincronizacao
em fase, podendo ocorrer, também, em redes maiores.

As situacbes em que o acoplamento excitatério é muito forte
ou em que o inibitério é muito fraco estao ilustradas na figura 34.
Como a sinapse excitatoria tende a levar o potencial de membrana do
neurdnios pés-sinaptico para valores cada vez mais positivos e a rede é
fechada (1 excita 2 e 2 excita 1), a atividade da rede acaba saturada em
x1(t) = x2(t) = 1 para J relativamente grande (J = 0.01 na figura 34,
topo). J4 a sinapse fracamente inibitéria faz com que a sincronizagao
em anti-fase se dé com diferencas de fase cada vez menores, conforme
menor o |J| — para condigao inicial tal que x e y sdo iguais para todos
os neuronios e z é levemente diferente para cada neuronio.
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Figura 34. Potencial de membrana dos neuronios de uma rede do tipo
da figura 26 para casos em que a sinapse excitatéria é muito forte (topo,

J = 0.01) e casos em que a sinapse inibitéria é muito fraca (abaixo,
J=-1079).

’,

E interessante notar que a presenca das sinapses pode alterar
significativamente o comportamento dos neuronios da rede, como po-
demos ver na figura 35. Neste caso, os dois neuronios tém exatamente
as mesmas condi-¢oes iniciais — tanto no painel superior quanto no infe-
rior da figura 35 — e o acoplamento ¢ inibitério com J = —0.01. Como
as duas células sao idénticas, e comegam no mesmo ponto, ambas se-
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guem a mesma trajetoria no tempo. O comportamento de ambas muda
significativamente para diferentes tempos caracteristicos das sinapses.
No painel do topo, 75 = 7, = 15 e no painel de baixo®®, 7; = 7, = 2.

1.0 4

] —x0
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_ " X0
=) _
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><— " m
1.0 . . . : ; . . ; . ]
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Figura 35. Potencial de membrana dos neuronios de uma rede do tipo
da figura 26 para ambas as células com mesma condigao inicial e com
sinapses inibitérias lentas (topo, 77,4, = 15) e rdpidas (embaixo, 77,4 =
2).

Enquanto a corrente sindptica, inibitoria, estd muito forte, ela
nao deixa o neuronio vizinho disparar. Quando a corrente se torna
fraca, mas ainda nao nula, ambos 0s neurénios pré e poés-sinapticos
efetuam outros disparos, pois ambos sao idénticos. Assim, tanto a
corrente sinaptica de 1 — 2, quanto a de 2 — 1 voltam a crescer,
inibindo novamente os neurénios, num ciclo intermitente.

Para entender a mudanga de comportamento, definimos 7, = 10
ts como a duragao média de um disparo do K'T'z; como 7 4 > 75, no pai-
nel do topo, os neurénios realizam apenas o primeiro disparo do burst,
ja que a corrente sinaptica, inibitéria, continua crescendo durante os
instantes em que o burst deveria ocorrer, inibindo o burst completa-
mente. J4 no segundo caso, 7, < T,, painel de baixo, portanto o
burst nao é inibido completamente, apesar de durar menos do que num
neurénio KTz isolado com os mesmos parametros, ja que a corrente
sindptica aumenta muito rapidamente.

35Em média, um disparo de um neurénio KTz dura 10 passos de tempo. Portanto,
chamaremos de lentas aquelas sinapses cujos 77, > 10 e rdpidas aquelas cujos
Ttg < 10.
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Redes com trés neurénios, estando cada um enviando uma si-
napse aos outros dois (campo médio), se comportam de maneira qua-
litativamente igual ao que vimos nas quatro ultimas figuras. A unica
diferenca é que na situagao da figura 32, o revezamento de atividade
ocorreria entre trés neurénios (cada neurénio dispara seu burst e per-
manece quiescente durante o burst de cada um dos seus vizinhos). Os
valores de J para os quais cada um desses regimes é obtido também
mudam.

Redes com apenas sinapses homogéneas excitatérias tendem a
ser muito sensiveis, saturando sua atividade para valores de J relati-
vamente pequenos, como vimos na figura 34, no painel superior. Esse
limiar de saturagao depende dos tempos 77 4 e da quantidade média de
sinapses que um neurénio qualquer da rede recebe. Assim, no estudo
das avalanches, que sera exposto no final deste capitulo, focamos nosso
estudo em redes com sinapses inibitorias.

4.2.1.1 Dinamica Fora de PF com CC Livres

Apo6s um tempo suficientemente grande, redes quadradas com
condigoes de contorno livres apresentam apenas dois comportamentos
distintos®% para neurdnios exibindo bursts3”.

1. Sinapses excitatérias levam a rede a sincronizar, de maneira ana-
loga a mostrada na figura 33, com todos os neurénios ou dis-
parando, ou quiescentes. A transicao entre esses estados se da
durante um intervalo de tempo nao nulo, mas pequeno. O regime
estaciondrio da rede estd ilustrado na figura 36. Os tempos de
transicao e de permanéncia nesses estados dependem de 774 e
J. A rede passa por um transiente desde a condicao inicial até
o regime estacionario. O tempo de transiente também depende
fortemente dos parametros das sinapses.

Quando no estado estacionario — figura 36 — e com todos os
neurdnios quiescentes, o potencial de membrana dos neuronios da
borda aumenta espontaneamente, gerando, a partir de um limiar,

36Pelo menos, para CI tal que todos os neurénios possuam os mesmos e ¥y, com
z distribuidos aleatoriamente. Outros tipos de CI podem ser considerados, mas
discutir todas as possibilidades aqui deixaria este trabalho muito extenso, pois este
nao é nosso objetivo final.

37Para ilustrar esses comportamentos, utilizaremos fotos da rede em diferentes
instantes. Nessas fotos, cada neurénio é um pequeno quadrado. A cor do quadrado
muda de acordo com seu potencial de membrana, sendo preto — x;(t) = +1, branco
— x;(t) = —1 e cinza — valores intermedidrios.
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Figura 36. Dindmica atratora de uma rede com L = 20 com CC livres
e sinapses homogéneas excitatérias. Demais parametros dos neuronios:
zr = —0.5 e 6 = X = 0.001. Parametros das sinapses: 774, = 15 ¢
J = 0.001. Os neurdnios se encontram sincronizados (ou todos dispa-
ram juntos, ou todos estdo quiescentes juntos), sendo que a transicao
entre as fases quiescente e disparando se da através de uma onda de
siléncio/atividade que se propaga em diregao ao centro da rede.

uma onda de atividade que se propaga em direcao ao centro da
rede e deixando todos os neurénios ativos (cada um efetuando um
disparo bem longo). Eventualmente, alguns neurénios da borda
terminam o disparo e esse relaxamento se propaga novamente até
o interior da rede. O processo se repete indefinidamente. Essa
leve diferenca entre a duragao do disparo dos neuronios na fron-
teira e a duragao dos disparos dos neuronios no interior da rede é
devida a efeitos de borda, ja que os neuronios da borda recebem e
enviam menos sinapses que os neuronios no interior da rede. Em
outras palavras, os neuronios da borda estao menos conectados.

2. Sinapses homogéneas inibitérias dividem a rede em duas subre-
des?®. Enquanto uma subrede estd disparando, a outra per-
manece quiescente. Ambas trocam de estado através de uma
transicao irregular de atividade (detalhes na figura 37). Em ou-
tras palavras, todos os neurénios de uma dada subrede estao sin-

38Uma rede quadrada tem duas subredes. Elas sdo compostas tomando-se sempre
o segundo vizinho de cada neuronio. Por exemplo, numa rede 3x3, onde o indice
dos elementos é dado pela equagao 4.24, uma subrede é composta pelos elementos
de indice impar e outra pelos elementos de indice par.
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cronizados, enquanto que ambas as subredes se encontram sincro-
nizadas em antifase entre si. Chamaremos esse comportamento
de oscilagoes antiferromagnéticas em analogia com o comporta-
mento de uma rede de spins com interacoes antiferromagnéticas.
Numa rede de spins com interacao antiferromagnética, a mini-
mizagao da Hamiltoniana ocorre quando spins vizinhos estao em
estados opostos — +1/2 e —1/2, por exemplo, para um sistema
de spin 1/2 — (STANLEY, 1971). Da mesma maneira, esse tipo de
sinapse faz com que neuronios vizinhos fiquem sempre em estados
opostos (disparando e quiescente).

l.l-l. =

. =
= N L
T

Figura 37. Dinamica atratora de uma rede com L = 6 com CC livres
e sinapses homogéneas inibitorias. Demais parametros dos neurdnios:
zr = —0.5e¢ 0 = A = 0.001. Parametros das sinapses: 75, = 15 e
J = —0.01. Nota-se que quando a subrede com o neurénio 1 esta ativa,
a outra subrede estd inativa, e vice-versa.

Essas oscilagoes nao ficam muito evidentes em redes grandes (L =
20, por exemplo), porém é perceptivel que a atividade ocorre ora
em uma subrede, ora em outra, subsequentemente. Isso ocorre
devido ao carater inibitério das sinapses: quando um neuronio
dispara, ele inibe seus 4 vizinhos. Quando ele termina seu dis-
paro, seus 4 vizinhos disparam, inibindo o neurénio que disparou
anteriormente. Como nao hé interagao entre segundos vizinhos
de um dado neuronio, eles nao sao inibidos e, portanto, toda a
subrede fica sincronizada (j& que esta é formada por segundos
vizinhos).
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4.2.1.2 Dinamica Fora de PF com CC Periddicas

Sinapses excitatorias causam o mesmo efeito que em redes com
CC livres (sincronizagdo em fase), porém a transicdo entre os esta-
dos quiescente e disparando se d&d de maneira desorganizada (figura
38) — e nao através de uma onda de atividade/siléncio que se propaga
em dire¢gao ao centro da rede, como na figura 36. Nessas condigoes,
também nao ha efeitos de borda, pois todos os neurénios se encontram
conectados & mesma quantidade de vizinhos (4, neste caso, vide figura
31). Quando o acoplamento, .J, é muito grande, sinapses excitatérias
saturam a atividade da rede.

Figura 38. Dinamica atratora de uma rede com L = 20 com CC
periddica e sinapses homogéneas excitatdrias. Os neur6nios se encon-
tram sincronizados (ou todos disparam juntos, ou todos estao quies-
centes juntos), sendo a transi¢do entre essas duas fases com atividade
irregular de todos os elementos da rede.

Sinapses inibitérias apresentam dois comportamentos distintos:

1. L par: O comportamento se mantém o mesmo descrito no caso
com CC livres (figura 37). A atividade se divide em duas subre-
des. Ora uma subrede esta disparando e a outra quiescente, ora
o contrario. Quanto mais forte forem as sinapses, mais rapido a
rede entra nesse estado em que as subredes estao sincronizadas
em antifase. As CC periddicas também contribuem para que a
rede chegue nesse estado estaciondrio mais rapidamente.

Realizamos uma série de simulagoes para redes de diferentes ta-
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manhos, nessas condicdes®®, a fim de verificar se o estado esta-

ciondrio (em que as subredes oscilam em antifase) serd sempre
obtido. A figura 39 mostra o resultado, expresso como o tempo
que a rede demora para alcangar o estado estacionario — tempo
transiente, AT — em funcao de L. E interessante notar que o
comportamento da rede durante o transiente é, aparentemente,
cadtico??.

T T T T - T T T . LT
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—— L pequeno <AT> ~ a", a constante ¥ Ajuste <AT> ~ a"+b, a e b constantes
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Figura 39. Tempo transiente médio, (AT), em fungdo do tamanho
linear da rede, L, e do ntimero de neurénios na rede, N = L2. Apés
o tempo AT, a rede atinge o estado estacionario em que as subredes
oscilam em antifase. Parametros conforme especificados no texto. As
barras de erro foram calculadas através do erro aleatério associado a 20
realizagoes da simulacao para cada L. Algoritmo discutido no apéndice
C.3. a e b sdo constantes de ajuste das curvas por minimos quadrados.

Para cada L par (de 2 a 16)*!, realizamos a simulacio por 20

39Relembrando as condicbes: neurénios KTz com parametros x = 0.6, T = 0.35,

6 = X =0.001 e zg = —0.5 e CI tal que z;(0) = v;(0) V i e z(0) € [0, z0],
homogéneamente distribuido, sendo zp uma constante; sinapses homogéneas lentas
com parametros 7 = 7g = 15 ¢ J = —0.01 em redes quadradas com condi¢des

de contorno periddicas e com L par, com interacdo entre cada neurénio e seus 4
primeiros vizinhos.

40 Apesar do comportamento se mostrar irregular e completamente diferente para
diferentes CI, nao realizamos o cdlculo formal dos expoentes de Lyapunov para de-
terminar se o estado é, de fato, cadtico, de modo que o sistema finito apresente caos
transiente e o sistema infinito, caos. Pretendemos estender esse estudo, notando
que h& varias referéncias na literatura que reportam o aparecimento de caos e sin-
cronizagao em redes de mapas acoplados — coupled map lattices, do inglés — entre
elas San-Roman et al. (1998), Wu (1998), Gade e Hu (1999), Liu et al. (2000), Jost
e Joy (2001), Gupte, Sharma e Pradhan (2003), Anteneodo, Batista e Viana (2004)
e Lin, Peng e Wang (2009).

411 imitamo-nos a L = 16 por motivos computacionais. Como é possivel verificar
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vezes a fim de calcular o tempo transiente médio, o desvio padrao
e o erro aleatério??. O algoritmo utilizado para determinar se
a rede atingiu o estado estacionario esta detalhado no apéndice
C.3, entretanto, em sintese, efetuamos a soma do quadrado das
diferengas [z;(t) — z; (t)]> ¥ i, 5 de cada subrede separadamente e
dividimos o resultado de cada soma pelo quadrado do nimero de
neuroénios de sua respectiva subrede®3. Se o resultado dessa conta
se mantiver menor que uma dada precisao durante um dado inter-
valo de tempo — ambos, precisao e intervalo de tempo, ajustados
manualmente no inicio da simulacao — assumimos que ambas as
subredes estao sincronizadas, estando a rede, portanto, num es-
tado estaciondrio em que as subredes oscilam em antifase.

Na figura 39, plotamos o tempo transiente médio, (AT), em
funcao do tamanho linear, L, da rede (esquerda) e do nimero de
neurénios, N = L2, na rede (direita). As barras de erro represen-
tam o erro aleatério dos valores medidos para AT. No primeiro
caso, nota-se dois regimes, um para redes com L < 8 e outro para
redes com L > 8; ajustamos, por minimos quadrados**, as curvas
(AT) ~ a* para o primeiro regime e (AT) ~ bl para o segundo
regime, sendo a e b as constantes de ajuste. Cada um dos regimes
aproxima bem os dados, mas ainda nao o suficiente. J& quando
analisamos os dados em funcdo de L2, verificamos uma 6tima
concordancia entre a curva ajustada, (AT) ~ al” + b,comaceb
as constantes do ajuste, e os dados obtidos computacionalmente,
sugerindo que o estado estacionario sera alcangado, independen-
temente da quantidade de elementos na rede (L?), porém este
processo poderd demorar muito tempo para uma rede suficien-
temente grande. Em outras palavras, quando L? = N — oo, a
rede sincroniza com (AT) — oo, permanecendo o comportamento
irregular por muito tempo.

2. L impar: também numa analogia com um antiferromagneto, L
impar implica em um comportamento parecido com o de frus-

na figura 39, a rede demora (AT) ~ 10ts para sincronizar e a tendéncia é expo-
nencial. Portanto, L = 18 demoraria muito mais que isso e teriamos gasto muito
mais recursos computacionais.

420 desvio padrao, o, de um conjunto de N medidas z1, ..., 7, com média (z), é

definido como o = \/[Zf\’:1 (z; — (x))g] /(N — 1), enquanto que o erro aleatério,

ER, é definido como Er = o/v/N' (PIACENTINI, 2005).

43Somamos o quadrado das diferencas para evitar o cancelamento de termos na,
soma. Mais detalhes no apéndice C.3.

44Detalhes do método de Minimos Quadrados em Ruggiero e Lopes (1988).
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tracdo®. O fenomeno de frustracdo ocorre entre os neurénios
da fronteira da rede, que com L impar pertencem a mesma su-
brede. Como neurénios da mesma subrede estao sincronizados
(como ocorre para L par, ou para qualquer L com CC livres),
os neuronios da fronteira tentarao se inibir mutuamente quando
ambos dispararem. Porém, apenas um efetua o disparo e isso
cria uma desordem na rede, pois haverd neuronios inibidos efetu-
ando disparo. Como consequéncia, perde-se a sincronia de cada
subrede e espera-se que um novo estado de ordem se desenvolva.

Esse novo estado de ordem pode ser facilmente verificado para
redes pequenas — ilustrado na figura 40 para uma rede com L = 3
(destacada em azul nas fotografias da rede e repetida em seu lado,
embaixo e na sua diagonal para representar as CC periédicas).

Figura 40. Dindmica de uma rede com L = 3 (destacada com fundo azul
e repetida a direita, embaixo e na diagonal para ilustrar CC periddicas).
Cada quadradinho é um neurénio. As setas verdes e laranjas indicam
as frentes de onda de atividade que se propagam pela rede conforme
o tempo passa. As setas vermelhas indicam a ordem temporal dos
quadros. Preto (cinza, no destaque) significa z;(t) = +1 e branco
(azul, no destaque) significa x;(t) = —1.

Nota-se duas frentes de onda se propagando na diagonal secundéa-
ria da rede, saindo do primeiro neurénio (linha 1 e coluna 1) e
indo em dire¢do ao ultimo (linha 3 e coluna 3) — estao indica-
das na figura 40 por setas verde e laranja. Apesar da CI em z
ser homogenamente distribuida pelos neurénios, todos possuem o
mesmo sinal (ou todos s@o maiores que zero, ou sao menores). No
caso ilustrado, todos os z sdo menores que zero. Quando todos os
z sao maiores que zero, a onda se propaga na diagonal principal,

45Frustracdo ocorre quando nio é possivel ter, a temperatura zero, uma confi-
guragdo que minimize a energia de todas as interacoes (BAK, 1982).
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saindo do neurénio 1 da linha 3 e indo em dire¢ao ao neurénio 3
da linha 1.

Obtivemos comportamentos semelhantes para L = 7 e L = 9.
L = 5 nao pareceu mostrar indicios de que sincronizaria em tal es-
tado depois de 100 mil passos de tempo, para diversas simulacoes
diferentes. Assim como no caso de L par, espera-se que esse es-
tado seja tao mais dificil de ser atingido quanto maior for a rede.
Redes com L maior apresentam mais frentes de onda. Como ja
destacamos anteriormente, os parametros das sinapses influen-
ciam fortemente a chegada nesses estados.

A fim de complementar os estudos do neurénio KTz em rede,
também realizamos simulacoes para medir o intervalo entre disparos®
(IST) dos neurénios em rede, pois este é utilizado para estudar o de-
senvolvimento de caos em redes de osciladores acoplados (GONG et al.,
2002; XIE et al., 2003; PINTO, 2005).

O algoritmo que utilizamos para medir os ISI foi desenvolvido por
noés e esta descrito com cuidado no apéndice C.2. Em resumo, detecta-se
um disparo apds o potencial de membrana, x, do neur6énio considerado
cruzar o eixo horizontal (z = 0) duas vezes sucessivas, a primeira em
tT e a segunda em ¢, sendo que, necessariamente, a primeira cruzada
implica na mudanca do sinal de x de negativo para positivo. Toma-se
a média dos tempos de ambos os eventos, (1T +t7) /2 = t1, e define-
se esta média como sendo o instante em que ocorreu o disparo. De
maneira similar, detecta-se o préximo disparo em t, e calcula-se o ISI:
trsy = to —t1. ApOs realizar esse procedimento para cada dois disparos
sucessivos na série temporal x(t), temos o ISI do neurénio. Para calcu-
lar o ISI da rede, basta repetir esse procedimento para cada neurénio
da mesma.

A figura 41 mostra o ISI de uma rede quadrada com CC periddica
em funcao do J das sinapses homogéneas inibitérias, para —0.01 < J <
—0.001. As CI sao tais que o z é distribuido aleatoriamente entre os
neuronios, enquanto x e y sao os mesmos para todos. Realizamos a
simulagao para cada J e calculamos o ISI de cada neurdnio da rede
para diversos L. Destacamos L = 5, L = 6, L = 7e L = 8 Em
vermelho estdo os dados do primeiro neurénio da rede (coluna 1, linha
1). Os outros pontos s@o dos demais neurdnios da rede.

46Se o ISI for o intervalo de tempo entre o dltimo disparo de um burst e o primeiro
disparo do préximo burst, entdo podemos chamé-lo, também de intervalo entre
bursts (IBI). De maneira geral, quando nos referimos a ISI, o IBI é também referido,
a menos quando este estd explicitamente destacado.
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Figura 41. ISI de uma rede quadrada de neur6nios KTz em fungao
do acoplamento, .J, de sinapses homogéneas para diferentes L com CI
aleatérias em z. Note que, apesar de L = 6 parecer mais comportado
(h& 3 linhas bem definidas), todos os quatro casos parecem seguir o
mesmo padrao. Em vermelho estd destacado o ISI do neurénio da
linha 1 e da coluna 1.

Espera-se que haja 2 ISI caracteristicos: o intervalo entre dispa-
ros dentro de um burst e o intervalo entre o ultimo disparo de um burst
e o primeiro disparo do préximo burst — intervalo entre bursts (IBI).
Porém, é possivel perceber que todos os quatro graficos apresentam a
mesma forma: 3 linhas — sendo a linha do meio mais grossa para valores
de J mais préximos de 0 — caracterizando, assim, 3 intervalos de tempo
distintos. A figura 42 indica o potencial de membrana tipico de um dos
neuronios da rede com L = 5, que resulta nesses 3 intervalos distintos.
Fica claro que dois desses intervalos sao IBI e um é ISI.

Se fizermos a mesma andlise para L = 6 — que, pela figura 41,
é um caso mais comportado — veremos que os maiores IBI tendem a
aparecer apenas no inicio da dindmica temporal da rede (durante o
transiente antes de atingir um regime estacionédrio). Assim, para verifi-
car se o estado estacionario consiste de apenas dois intervalos de tempo
caracteristicos, um IBI e outro ISI, realizamos simulagbes com L = 5
e com L = 6 por 100000 ts, medindo o ISI. Posteriormente, fizemos a
distribuicao de ISI para J = —0.01. Os histogramas, normalizados pela
contagem total de ISI, estdo plotados (com ambos os eixos em escala
logaritmica) na figura 43.



1.04 T T T T T T = T T T T T

e IS
*:?:éﬂUUUUUUUUUHUUHP Iz

10 576 584
Tempo (xlO ts) Tempo (x107ts)

Figura 42. Potencial de membrana de um dos neurénios da rede com
L = 5. As setas indicam dois IBI distintos e um IST (este na direita).
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Figura 43. Distribuigao dos ISI (seja IBI ou ISI) de uma rede quadrada
de neurdnios KTz para L = 5 (laranja) e L = 6 (azul) com J = —0.01
e CI tal que o z é diferente para todos os neurdnios.

Como esperado, a distribuicao de ISI, para ambos os casos da
figura 43, mostra 3 picos: 2 sao IBI e 1 é o ISI dentro do burst. Se o
maior dos IBI contribui apenas na fase transiente, entao na amostragem
de 100000 ts, comecando a medida em ¢ = 10000 ts, deve ter poucos,
ou quase nenhum IBI grande*”. Para L = 5, a contagem total de ISI
é C' = 13899 e a contagem de ISI no tltimo pico é ¢ = 3451; entao
a quantidade relativa do maior IBI é ¢/C =~ 0.2483 ~ 25%. Para
L =6, C = 29200 e ¢ = 7290, sendo a quantidade relativa do maior
IBI ¢/C =~ 0.2496 ~ 25%.

Apesar das linhas mais estreitas nos 3 valores distintos para L =
6, a quantidade do maior IBI é a mesma nos casos de L par ou impar.

47TIBI grande se refere ao terceiro pico, da esquerda para a direita, na distribuicao
de ISI da figura 43.
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E a contribuicao do maior IBI nao é desprezivel, nao sendo, portanto,
parte do comportamento transiente da rede. Estes estudos preliminares
do IST abrem uma vertente para que o caos em sistemas dinamicos seja,
também, estudado em nosso modelo futuramente.

Ao manter a mesma CI para todos os neuronios, inclusive em z,
uma rede de dois neurdnios teve sua atividade significativamente mo-
dificada (ver figura 35). E interessante notar que esse comportamento
se mantém, inclusive, para redes quadradas de diferentes L. A figura
44 mostra essa situacdo para L = 5 e L = 7, onde os valores do ISI
coincidem.

60 i i | cL=5
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Figura 44. ISI de uma rede quadrada de neurdnios KTz em funcao de J
para L =5 e L = 7 com CI igual para todos os neurénios. Aparece uma
escadaria inofensiva (BAK, 1982), pois todos os neur6nios apresentam
o mesmo ISI para um dado J — comportamento andlogo ao da figura
35 (topo), independentemente do tamanho da rede.

Nota-se que, para cada J, todos os neurdnios da rede apresen-
tam o mesmo ISI; portanto os neurénios ndo apresentam mais bursts,
mas apresentam, sim, disparos periédicos (da mesma maneira que o
comportamento mudou na figura 35). O comportamento muda descon-
tinuamente para .J diferentes, criando um aspecto de escadaria. Essa
forma particular é conhecida como escadaria inofensiva. Elas sao co-
muns em varios sistemas na natureza, conforme discute Bak (1982).
Alguns J apresentam mais de um ISI, mostrando que ainda é possivel
haver burst na rede, o que também foi constatado para a rede de 2
neurdnios. Este é um resultado curioso, pois nao temos conhecimento
de resultados semelhantes na literatura.
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4.2.2 Dinamica Excitavel no Ponto Fixo

A excitabilidade é um dos fendmenos mais importantes no sis-
tema nervoso periférico®® e central. Células excitaveis sio encontradas
através de todo o sistema sensorial e entender como essas células tra-
duzem os estimulos que recebem do mundo em informagao psicologica
no cérebro é um trabalho extremamente importante e ainda em aberto
(KINOUCHI; COPELLI, 2006; RIBEIRO; COPELLI, 2008). Nas se¢oes 3.2.3,
3.2.4 e 3.2.5, vimos que a excitabilidade define as propriedades compu-
tacionais de cada neurdnio (i.e., como uma corrente externa, I, afeta
o seu potencial de membrana). Alguns neurénios podem se mostrar
sensiveis a intensidade da corrente de entrada, a medida em que esta
aumenta, oscilando em frequéncias cada vez maiores — sdo exemplos
0s neurdnios corticais piramidais — enquanto outros apenas mantém a
mesma frequéncia, independentemente da corrente de entrada — como
os neurénios inibitérios conectores corticais — (IZHIKEVICH, 2007).

Também no capitulo 3, vimos que a resposta dessas células, iso-
ladas, para um pulso de estimulo externo é muito limitada, pois os
potenciais de acao tendem a manter sempre a mesma forma e os dis-
paros (atividade) de uma célula saturam facilmente*?. Felizmente, o
cérebro consiste em redes de neurénios e nao neurénios sozinhos, o que
motiva o estudo de meios excitdveis®®, objeto desta e das préximas
secoes. Copelli et al. (2002) e Copelli et al. (2005) estudaram como va-
ria a funcdo resposta®' de uma rede excitdvel quando comparada com
a resposta de um tnico neurénio. O intervalo de estimulos externos ao
qual uma célula excitdvel, ou um meio excitavel, responde é chamado
de intervalo de resposta dindmico®®. Kinouchi e Copelli (2006) mostra-

48() sistema nervoso periférico, ou sistema sensorial, é o responsavel pela per-
cepgao através dos sentidos (visdo, tato, audigdo, olfato e paladar) através dos
quais interagimos com o mundo 14 fora.

49Ver figura 10, onde o potencial de acio do modelo FN converge para uma forma,
lnica quanto maior a intensidade da corrente aplicada. Ver, também, a saturacgao
do neurdnio KT do tipo C na figura 16(d), onde ocorre o efeito de bloqueio de nervo.

50Um meio excitdvel é uma rede de elementos excitiveis conectados.

51Como fungio resposta de um meio excitavel, assumiremos a definigio dada por
Ribeiro e Copelli (2008): a func@o resposta, F, é a quantidade total de disparos
ocorridos durante um tempo At dividida por At e pelo niimero de elementos no
meio, N.

52Um exemplo pratico de um intervalo de resposta é a sensibilidade dos nossos
ouvidos a intensidade do som ou dos nossos olhos a intensidade da luz. No caso dos
ouvidos, a intensidade audivel (até o limiar da dor) varia de 1 a 120 dB, ou seja,
por 12 ordens de grandeza (CHAVES, 2007, p.107), evidenciando um intervalo de
resposta muito grande.
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ram que o intervalo de resposta dinamico é maximo quando o sistema
se encontra num estado critico, sendo este, portanto, um estado que
otimiza a sensibilidade do cérebro a estimulos externos.

Focaremo-nos, portanto, em células KTz excitaveis, cujos para-
metros sdo: kK = 0.6, T'= 0.35, § = 0.001, A = 0.008 e xp = —0.7.
Alguns resultados terdo \ e zp diferentes para fins de comparacao;
portanto, definimos os seguintes conjuntos de parametros:

e Regime 1: v = —0.7; A = 0.008;

o Pode ser excitado tanto por estimulos positivos, quanto
por estimulos negativos (ou seja, existe J; e J;7)%3.

e Regime 2: xp = —0.9; A = 0.01;

o E excitado apenas por estimulos positivos (existe apenas
JI).

e Regime 3: xp = —0.9; A =0.1;

o E excitado apenas por estimulos positivos (existe apenas
JE).

Ao contrario do visto nas secoes anteriores, utilizaremos sinapses rapi-
das (77,4 = 2) homogéneas ou com ruido, inibitérias ou excitatérias.
A maior parte dos resultados aqui apresentados serd para sinapses ini-
bitorias. Os parametros de controle sao J e R. Por estarmos interes-
sados na dinamica da rede devida a excitabilidade, todos os neurdnios
tém suas CI ajustadas exatamente no ponto fixo.

A razao de utilizarmos A = 0.008 e 7,4 = 2 é que os neurdnios,
nesta condigao, apresentam um grande periodo refratdrio (ver figura
19), maior do que o tempo necessirio para que a sinapse atue em
seus vizinhos (ver figura 27). Assim, os vizinhos disparam enquanto o
neurdnio que gerou a atividade ainda esta se recuperando do seu préprio
disparo e isso evita com que ele volte a ser estimulado pela atividade
do vizinho. Em outras palavras, ao estimular a rede, gera-se uma onda
de atividade que se propaga do neurdnio inicialmente estimulado em
direcdo as fronteiras da rede (MURRAY, 1993); Se a sinapse for muito
lenta e os neuronios estiverem num regime em que o periodo refratario
é pequeno, a onda eventualmente retorna em dire¢ao ao neurdnio inici-
almente estimulado e a atividade na rede nunca terminara® (GOLLO;

53Na subsegao 4.2.2.1 discutiremos como sao determinados os Js.

54Mesmo que a rede sofra mais de um estimulo, ambas as ondas geradas por cada
um dos estimulos nao se aniquilarao, como seria o esperado num meio excitavel
(MURRAY, 1993), pois ambas estardo, sempre, viajando para frente e para trds ao
mesmo tempo.
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KINOUCHI; COPELLI, 2012).

As redes que estudaremos daqui em diante, quando regulares,
estarao sujeitas a CC livres para, eventualmente, dissipar as ondas de
atividade que se propagam em dire¢ao a borda da rede. Por motivos
computacionais, nos limitaremos a redes com L = 20 na grande maioria
dos casos. Entretanto, alguns resultados contarao com simulagoes para
L = 30 até para L = 70. O detalhamento dos estimulos que efetuamos
sobre a rede estd no apéndice B.

As subsecoes seguintes, 4.2.2.1 e 4.2.2.2, contém resultados gerais
sobre duas transicoes de fase que achamos em nosso modelo. A secao
4.3 também apresentard resultados nesse sentido, porém para redes
complexas. As avalanches, em particular, serao discutidas mais a frente,
na se¢ao 4.5.

4.2.2.1 Dinamica Excitdvel no Ponto Fixo Para Sinapses Homogéneas

Inicialmente, todos os neurénios estao no ponto fixo. Assim,
precisamos efetuar estimulos externos — através de algum dos métodos
descritos no apéndice B — e medir a resposta da rede.

Conforme definimos na secao 4.2.2, a resposta, F', da rede é a
quantidade de disparos durante um intervalo de tempo At, dividida
por At e pela quantidade®®, N, de neurdnios na rede. Algumas vezes,
porém, é mais interessante medir, apenas, a quantidade de neurénios
que responde a um dado estimulo — chamaremos essa quantidade de
M — ao invés de medir a fungao resposta. A quantidade M /N mede a
fracao da rede atingida pelo estimulo aplicado.

Para estimular a rede, utilizamos estimulos delta®® e um processo
de Poisson®”. Obtivemos transices de fase distintas para cada tipo de
estimulo:

55Lembrando que N = L? em redes quadradas.

560 estimulo delta consiste em assumir a corrente externa I. de algum neuronio da
rede dada pela equacdo 4.12, i.e., Ic(t) = Iodt,t,, onde &4, ¢ o delta de Kronecker,
Ip é a amplitude do pulso de corrente e tg é o instante em que o pulso é aplicado.
Lembrando que as equagoes da rede, de forma geral, assumem a forma dada em 4.11.
to pode ser ajustado no inicio da simulagdo. O neurénio que receberd o pulso de
corrente pode ser escolhido aleatoriamente, caso nao tenha sido, também, ajustado
no inicio da simulacdo. Ver mais no apéndice B.2.

57Um processo de Poisson consiste em aplicar um estimulo delta na rede a cada
intervalo de tempo At;, onde os intervalos de tempo At; obedecem a uma distri-
buic¢ao exponencial P(At) ~ exp (rAt), sendo r a taxa do processo de Poisson, ou
frequéncia com que a rede é estimulada. O estimulo é aplicado em neurénios da
rede aleatoriamente escolhidos. Ver mais no apéndice B.5.
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1. Para comparar o comportamento do modelo com o de ML®®
através do trabalho de Ribeiro e Copelli (2008), realizamos si-
mulagoes preliminares com condigoes similares: células excitaveis,
em rede quadrada (L = 20, no nosso caso) com CC livres, sendo
estimuladas através de um processo de Poisson. Porém, Ribeiro
e Copelli utilizaram um modelo biolégico®®, enquanto nés utili-
zamos o mapa KTz, pois visamos investigar o comportamento
de mapas na Neurociéncia computacional e, também, consolidar
seu uso. Cabe destacar duas diferengas cruciais entre o traba-
lho considerado e este: utilizamos sinapses quimicas e inibitérias,
enquanto eles utilizam sinapses elétricas e excitatorias. Porém,
nosso modelo também é excitavel para estimulos negativos com os
parametros considerados. Essas diferengas influenciam, em pri-
meira instancia, o tempo que os neurénios demoram para efetuar
o disparo apos estimulados ou apds receberem uma sinapse.

O comportamento dos mapas KTz em rede é similar ao do modelo
ML em rede, observando-se as semelhancas e diferencas destaca-
das no paragrafo anterior. No nosso caso, a rede é estimulada a
uma taxa r quando estd sob influéncia de um processo de Poisson.
A figura 45 mostra ondas espirais (apontadas pelas setas verdes)
— tipicamente encontradas em meios excitaveis — que se desenvol-
vem ao estimular a rede de elementos KTz excitaveis (Regime 1)
através de um processo de Poisson.

Figura 45. Comportamento tipico de uma rede de elementos KTz ex-
citdveis sob influéncia de um processo de Poisson a taxa r = 0.01 ts—!
com acoplamento inibitério homogéneo J = —0.2. As setas verdes
indicam ondas espirais que se desenvolvem no meio.

58Estudado na secdo 3.1.2.
59Ribeiro e Copelli (2008) fazem outras andlises mais completas que nio entrare-
mos em detalhes aqui.
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Taxa do processo de Poisson, r (ts")

Estudamos como a taxa de estimulos, 7, e 0 acoplamento, J, influ-
enciam na fungao resposta de uma rede quadrada. Um diagrama
de fases estd esquematizado na figura 46. As cores representam
a funcao resposta, F' — vermelho representa F' grande e azul re-
presenta F' pequeno. Cores intermedidrias representam valores
intermedidrios, conforme a legenda da figura. F' grande significa
que a rede apresenta muita atividade (em decorréncia de estimulos
que chegam com uma taxa r), enquanto F' pequeno significa que
h& poucos disparos em decorréncia dos estimulos, i.e., geralmente
sé disparam os neuronios estimulados, sendo as sinapses muito
fracas (]J| < |Js|) para propagar o sinal. Em outras palavras,
podemos chamar a fase vermelha de ativa, pois o sinal gerado
pelos estimulos se propaga pela rede, e a azul de inativa, pois o
sinal nao é propagado.

1

(s1)  ‘eysodsar oedung

-0.24 -0.22 -0.20 -0.18 -0.16 -0.14 -0.12
Parametro de acoplamento, J

Figura 46. Diagrama de fases do modelo KTz em rede quadrada com
CC livres sujeita a estimulos provenientes de um processo de Poisson.
As cores representam a funcao resposta. Vermelho significa F' grande
(muita atividade) e azul significa F' pequeno (pouca atividade, i.e.,
a sinapse nao é forte o suficiente para propagar pela rede o sinal do
neurénio estimulado). O valor de F é uma média aritmética de 50
realizagoes para cada par (J,7), cada uma com 10000 ts. As retas
pretas verticais indicam os valores de J utilizados para plotar F' em
funcao de r.

E importante destacar que o valor de F' é caculado através de
uma média aritmética para 50 realizacoes da simulacao para cada



131

valor de (J,7). Cada realizagao durou® 10000 ts. As retas pretas
verticais na figura 46 indicam os valores de J utilizados para
plotar F' em fungao de r na figura 47. Nesta, as barras de erro
representam o erro aleatério associado ao conjunto de 50 medidas
da mesma grandeza para cada par (J,r).
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Figura 47. Detalhe da funcao resposta em funcao da taxa de Poisson,
r. As curvas ajustadas sdo: F ~ 10953 (linha sélida preta) e F' ~ r!23
(linha sélida lilds), mostrando uma mudanca no intervalo dinamico da
rede. As barras de erro, em cinza, sdo o erro aleatério associado a 50
realizagoes da simulagao para cada par (J,r).

Observando as figuras 46 e 47, para J = —0.14 (curva vermelha),
fica claro que a regiao avermelhada em torno de, aproximada-
mente, —0.15 < J < —0.13 (na figura 46 — regiao de reentrancia),
corresponde a uma mudanca de regime, ja que a funcao F' muda
seu valor de saturacdo e sua inclinagdo de forma brusca. Para J
um pouco maiores, em torno de J = —0.16, a rede volta ao re-
gime anterior (curva verde). Em seguida, para J ainda maiores, a
partir de J &= —0.17, o comportamento muda bruscamente outra
vez, agora parece que definitivamente. Os dois regimes que sur-
gem podem ser ajustados muito bem através de leis de poténcia:

F=Ar", (4.25)

onde A é uma constante de ajuste e v é o expoente que caracteriza
F ¢ o intervalo dinamico (RIBEIRO; COPELLI, 2008).

60Realizar a simulacdo por 10000 ts é razodvel, pois todos os neurénios comecam
quiescentes, ou seja, nao ha um periodo transiente até um regime estacionario.
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Em particular, para J = —0.12, ajustamos a equagao 4.25 com
~v = 0.953 (linha preta sélida), e para J = —0.24, ajustamos com
v = 1.23 (linha lilds sélida). Em primeira andlise, nossos resul-
tados sao diferentes daqueles apresentados por Ribeiro e Copelli
(2008), pois eles corroboram a hipdtese de que v = 1/(1+d), onde
d é a dimensao da rede (d = 2, no nosso caso), para meios de-
terministicos (como o nosso), além de mostrar que o intervalo de
resposta dindmico tem um méximo ao aumentar o acoplamento,
J. Enquanto que nossos resultados evidenciam um estreitamento
do intervalo de resposta dinamico ao aumentar J, ja que o expo-
ente aumenta®!.

Mesmo tendo verificado a mudanca de regime, a diferenca de
tamanho do intervalo de resposta dinamico e as ondas espirais,
conforme indicado pelos autores em seu trabalho, obtivemos re-
sultados quantitativamente diferentes. Atribuimos esses compor-
tamentos opostos a natureza distinta das sinapses utilizadas —
utilizamos sinapses quimicas e Ribeiro e Copelli utilizaram si-
napses elétricas — pois, como ja vimos, os tempos caracteristicos
dessas sinapses sao diferentes e isso pode mudar completamente
o comportamento do sistema — pretendemos analisar a fundo este
problema futuramente.

2. Para o estimulo delta, podemos fazer um mapeamento parecido
com o da figura 46, porém com Iy no eixo y, ao invés de r, e me-
dindo a quantidade de neurdnios que dispara em decorréncia de
um estimulo — que chamamos de M — ao invés de F'. A figura 48
mostra o diagrama de fases para neuronios ajustados no Regime
1 para uma rede quadrada com L = 20. Nela, também pode-
mos definir as fases inativa (azul) e ativa (vermelha) e verificar
que a transicao entre essas fases se dd de maneira brusca, sem
passar por valores (cores) intermedidrios de M. Portanto, é uma
transi¢do descontinua, ou de primeira ordem. O valor de M foi
determinado através de uma média aritmética para 20 realizacoes
da simulagao para cada par (J, I), de onde resultou erro aleatério
nulo, considerando que sempre seja estimulado o mesmo neurénio
em cada realizacao (de 10000 ts) da simulagao®?.

61Ribeiro e Copelli (2008) descrevem o método para determinar o intervalo de
resposta dindmico e verificar que ao aumentar o expoente, o intervalo diminui e
vice-versa. Nao entraremos em detalhes desse método aqui.

62Estimulamos sempre o neurénio do centro da rede (indice calculado pela equagao
4.24).
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Figura 48. Diagrama de fases da rede quadrada com CC livres para
sinapses homogéneas e neuronios no Regime 1 sujeitos a estimulo delta.
As fases sao ativa (vermelha) — toda a rede responde a um tnico
estimulo — e inativa (azul) — apenas o neurdnio estimulado responde.
Em branco estd a fase em que nem mesmo o neurdnio estimulado dis-
para. Foram feitas 20 realizacoes para cada par (J, Ip), resultando num
erro aleatério nulo. Cada realizagao rodou por 10000 ts. O estimulo foi
dado sempre no neurdnio do centro da rede.

A figura 49 (esquerda) mostra em detalhes a transi¢ao de fase da
figura 48 para Iy = 0.1. O painel da direita mostra o comporta-
mento do Regime 1 para sinapses excitatorias. A primeira coisa
a qual devemos atentar é que ha 3 comportamentos distintos nos
dois gréficos: quando M = 1 (fase inativa), quando M = N = 400
(fase ativa) e quando M assume alguns valores intermedidrios de
maneira discreta, formando degraus, entre esses dois valores —
chamaremos esses degraus de M de fases intermedidrias.

Definimos os valores de J; e J. como sendo o valor de J para
o qual a rede torna-se ativa (ou seja, o estimulo atinge todos
os neurénios da rede; M = N). Ambos os Js independem da
quantidade de elementos na rede. A figura 49 indica os valores
de J} e de J; sobre o eixo dos J.

A fase inativa corresponde a um tnico neurénio efetuando um
disparo. Certamente, é o mesmo que recebeu o estimulo, pois
as sinapses nao sao intensas o suficiente para propagar o sinal
através da rede. Portanto, podemos assumir que nao ha fenémeno
coletivo e por isso chamamos essa fase de inativa. Conforme as-
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Figura 49. Detalhe do ntimero de neurdnios que disparam em de-
corréncia de um estimulo delta (Ip = 0.1) para diferentes J no Re-
gime 1. Os limiares, J e J; sao definidos como valor de J para o
qual a rede passa de inativa (s6 ha disparo do neurénio que recebeu o
estimulo) para ativa (a rede inteira responde ao estimulo). Foram fei-
tas 20 realizacoes para cada valor de J, resultando num erro aleatério
nulo. Cada realizagao rodou por 10000 ts. O estimulo foi dado sempre
no neurénio do centro da rede.

sumimos J maiores, a quantidade de neurénios que responde ao
estimulo aumenta, passando pelas fases intermedidrias até a fase
ativa.

O primeiro degrau (figura 49 esquerda) estd localizado em M = 5,
0 que significa que o neurénio estimulado dispara e a sinapse é
forte o suficiente para estimular seus 4 primeiros vizinhos. O
segundo degrau ocorre em M = 110 e o raciocinio se mantém
o mesmo. Até que para® J < J7 = —0.173875, M = 400 e a
rede inteira responde ao estimulo inicial. Podemos desconsiderar
o neurénio que dispara por causa do estimulo, ji que ele nao
serd afetado pela onda de atividades que se propagard pela rede.
Portanto, podemos definir M como um parametro de ordem do
sistema. Note, também, que hd uma mudanca de regime para o
estimulo de Poisson para um J ~ J .

Refinamos as simulagoes nas fases intermediarias para verificar
que nao hé degraus para outros valores de M — inclusive para

630u J > JF = 0.00764 (figura 49 direita).
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L > 20 — mostrando que a transi¢cao é, de fato, descontinua. O
que também mostra que nao ha uma regra que liga os valores de
M assumidos nessa fase e que a correlagao entre dois elementos
quaisquer da rede cai rapidamente com a distancia dos elementos
para |J| < |Js|, sendo do tamanho da rede para |J| > |Js].

A figura 50 mostra como M varia com J para os Regimes 2 (esq.)
e 3 (dir.) definidos no inicio da segao 4.2.2. H4 degraus em todas
as simulagoes, porém M se mostra sempre descontinuo (com erro
aleatdrio igual a zero) para todas as simulagoes deste tipo.
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Figura 50. Detalhe do nimero de neurtnios que disparam em de-
corréncia de um estimulo delta (Iy = 0.4) para diferentes J nos Regimes
2 (esq.) e 3 (dir.). Os limiares, J} e J, sao definidos como valor de
J para o qual a rede passa de inativa (s6 hd disparo do neurénio que
recebeu o estimulo) para ativa (a rede inteira responde ao estimulo).
Foram feitas 20 realizagbes para cada valor de J, resultando num erro
aleatorio nulo. Cada realizagao rodou por 10000 ts. O estimulo foi
dado sempre no neurdnio do centro da rede.
E importante notar que a fase intermedidria pode ocorrer num
intervalo maior de J para alguns regimes parametros (dos neuré-
nios). As fases intermedidrias do Regime 3, por exemplo, ocorrem
num intervalo AJ = 0.002, enquanto que as do Regime 2 ocorrem
por AJ & 0.0003 e as do Regime 1 por AJ = 0.0024 (sinapse
inibitéria) e AJ = 0.0001 (sinapse excitatéria).
Podemos tomar a razao AJ/J; x 100% para ter uma idéia de quéao
significativas sao as fases intermedidrias na transicao de fase. O
Regime 3 tem o maior transiente relativo a ordem de grandeza
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de Js, cerca de 3%, o Regime 2 tem o menor, cerca de 0.6% e
o Regime 1 tem pouco mais de 1%, tanto para o caso inibitério,
quanto para o excitatério. As figuras 49 e 50 tém o eixo y em
escala logaritmica para enfatizar os degraus.

4.2.2.2 Dinamica Excitdavel no Ponto Fixo Para Sinapses Com Ruido

Ao adicionar ruido nas sinapses, conforme discutido na secao
4.1.1.3, modificamos completamente o carater das transicoes de fase
discutidas na segao anterior. Podemos ver o ruido como uma forma de
caminhar aleatoriamente pela transicao de fase das figuras 49 e 50, i.e.,
ora |J;;(t)| > |Js| — possibilitando que, no instante ¢, toda a rede seja
atingida pelo sinal disparado por um neurénio — e ora |J;;(t)| < |Js| —
impedindo a propagacao do sinal por toda a rede.

A presenca do ruido torna interessante analisar a variavel M nas
transigoes de fase em fungao do J médio, (J) = J + R/2, sendo que
(J) = J para sinapses homogéneas. Porém, ainda é vélido plotar M
em fun¢do de J para saber a partir de qual valor do parametro J a
transicao de fase efetivamente ocorre. As simulagoes foram feitas para
L = 20, estimulando-se sempre o mesmo neurénio, do centro da rede,
para cada realizagao.

M

400

T T
Homogénea ]
Ruidosa; R =-0.111

# neurdnios que dispararam

T T T T T T T T s
-0.20 -0.18 -0.16 -0.14 -0.12
Acoplamento médio, <J>

Figura 51. Comparacao do parametro de ordem, M, para as transigoes
de fase dos casos sem e com ruido (R = —0.111). As barras de erro
representam o erro aleatério devido a 100 realizacoes da simulacao para
cada J = (J) — R/2. Circulos vermelhos sdo para sinapses com ruido
e quadrados pretos para sem ruido. Sinapses inibitérias e neurénios do
Regime 1.
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A figura 51 faz uma comparacao entre os casos sem ruido (pontos
pretos) e com ruido (pontos vermelhos) para sinapses inibitérias (caso
da figura 49 esquerda). As barras de erro foram calculadas através do
erro aleatorio para 100 realizacoes da simulacao para cada J, tendo cada
uma rodado por 10000 ts. Consideramos apenas o caso em que Iy = 0.1.
Nesta figura, a amplitude do ruido foi ajustada em R = —0.111.

E fécil perceber que a presenca do ruido torna a transigao conti-
nua, ou de segunda ordem, pois, apesar das grandes flutuagoes no valor
de M, este sai de M = 1 (fase inativa) para M = 400 (fase ativa) de ma-
neira suave. A introducao do ruido no acoplamento entre os neurénios
da rede faz com que o sinal do neurénio pré-sindptico nao excite sempre
0 neurdnio poés-sinaptico, modificando o tamanho da resposta da rede
para diferentes valores de J.

O grafico pode ser, também, analisado através de M/N = M /L2,
ao invés de M, mostrando a quantidade relativa de neurdnios que dis-
param em decorréncia de um estimulo. No limite N — oo, M/N — 0,
logo, o fato de M = 1 na fase inativa nao atrapalha a determinagao de
M/N como parametro de ordem®?.
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Figura 52. Comparacio do parametro de ordem, M/L? para a
transicao de fase do caso com ruido para R = —0.036 (linha preta)
e para R = —0.111 (linha vermelha). As barras de erro represen-
tam o erro aleatério devido a 100 realizagoes da simulacao para cada
J = (J) — R/2. Sinapses inibitérias e neurdnios do Regime 1.

A figura 52 mostra a mesma rede quadrada para dois valores de
R diferentes (R = —0.036 ¢ R = —0.111). Fica claro que quanto maior

64Podemos definir, também, que o pardmetro de ordem é M — 1, j4 que podemos
sempre ignorar o neurdnio que dispara devido ao estimulo externo, por conveniéncia.
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o R, mais longa é a transigao entre as fases inativa e ativa — o que é
um resultado esperado quando outros modelos sdo considerados®.

O ruido para o caso com R = —0.111 é maior que para o caso
com R = —0.036, pois |R| maior implica em um intervalo maior no
qual podera ser sorteado o J;;(t), fazendo com que seja necessaria uma
amostra maior de dados para contemplar o intervalo em iguais pro-
porgdes. A figura 52 mostra, ainda, que hé atividade na rede mesmo
quando | (J) | < J,, pois basta que |J + R| > J, para que a rede deixe
o estado inativo, atingindo o estado ativo quando (J) = J.

Simulamos redes com L = 30, 40, 50, 60 e 70 a fim de verificar se
o comportamento do parametro de ordem, M, se mantém. O resultado
estd na figura 53. O sistema escala com a quantidade de elementos, pois
ao tomar a razao M/L?, todas as curvas de M ficam com a mesma
forma (figura 53 direita). Em outras palavras, uma rede quadrada
com N = 400 elementos pode estar préxima ao limite termodinamico.
O expoente relacionado a esta transicao de fase pode ser calculado,
para cada L, através do método dos cumulantes de Binder%%, o qual
permanece como uma perspectiva futura de nosso trabalho.
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Figura 53. Parametro de ordem, M, e parametro de ordem nor-
malizado, M/L?, para a transi¢io de fase do caso com ruido para
R = —0.036 e diferentes L. A razao M/L? possui a mesma forma para
diferentes L, sugerindo que sistemas de tamanhos diferentes se compor-
tam da mesma maneira. As barras de erro representam o erro aleatério
devido a 100 realizagoes da simulacao para cada J = (J) — R/2.

65Ver Branco (1999) para o modelo de Blume-Emery-Criffiths, por exemplo.
66Ver sobre esse método em Binder (1981), Selke e Shchur (2005) e Selke (2007).
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4.3 REDES COMPLEXAS

Vertes, Bassett e Duke (2011) e Bassett et al. (2008) discutem
que a topologia das redes em que os neuronios se encontram pode
estar correlacionada com o desenvolvimento de algumas doengas psi-
quidtricas, como a esquizofrenia. Sporns (2010) também discute que
o cérebro se organiza de acordo com diferentes topologias; até mesmo
a morte de neuronios modifica a topologia das redes do cérebro. Por-
tanto, realizamos estudos preliminares acerca do comportamento de
neurdnios KTz conectados em dois tipos de rede complexa conhecidos:
redes livre de escalab” e redes de mundo pequeno®®.

Posto de maneira simplificada, redes complexas possuem uma
topologia quase-aleatoria — pois sao construidas através de regras ba-
seadas em escolhas aleatorias — mas apresentam caracteristicas globais
bem determinadas. Para estudos mais detalhados, recomendamos o
trabalho de Albert e Barabdsi (2002), pois as se¢oes seguintes tratarao
apenas dos detalhes mais importantes de cada uma dessas redes e dos
nossos resultados.

Utilizamos o software NetworkX5? para gerar as redes comple-
xas. Como elas sdo geradas com certa arbitrariedade, pode haver
duas redes diferentes, aparentemente, mas que se conformam as ca-
racteristicas basicas de uma rede livre de escala, ou de uma de mundo
pequeno.

Em outras palavras, se gerarmos duas redes livres de escala, por
exemplo, é facil mostrar que o elemento 7 de uma delas estd conectado
com um dado conjunto de elementos, C, enquanto que o elemento
da outra estd conectado com outro conjunto de elementos, C’ # C,
fazendo com que ambas as redes sejam diferentes microscopicamente.
Mesmo assim, ambas obedecem, globalmente, as caracteristicas desse
tipo de rede. E importante destacar este detalhe, pois redes diferentes —
no sentido que conceituamos neste paragrafo — podem apresentar leves
diferencas nos graficos de transicao de fase para sinapses homogéneas
(justamente por causa das diferengas locais), mas mantém, sempre, a
mesma forma da transicao de fase (ja que as caracteristicas globais sao
equivalentes), como veremos a seguir.

Portanto, deste ponto em diante, a expressao mesmas redes para

67 Scale-free networks, do inglés.

68 Small-world networks, do inglés.

69 Software livre e cédigo-aberto desenvolvido na linguagem Python pelo Los Ala-
mos National Laboratory, disponivel para baixar e modificar em http://networkx.
lanl.gov/. E distribuido livremente sob os termos da licenga BSD.
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diferentes J significa que foi gerada apenas uma rede — seja de mundo
pequeno ou livre de escala — onde foram feitas todas as realizagoes das
simulagoes, para todos os J. Enquanto que a expressao redes diferentes
para cada J significa que foi construida uma nova rede (ou livre de
escala, ou de mundo pequeno) para cada realizagao da simulagao, para
cada J.

Cabe destacar que poderemos nos referir as redes livres de escala
como redes de Barabdsi-Albert (BA) e as redes de mundo pequeno como
redes de Watts-Strogatz (WS), por causa do algoritmo utilizado para
criar cada uma dessas redes.

4.3.1 Redes Livres de Escala

Sao redes em que cada elemento 7 possui k; vizinhos, tal que k;
é uma varigvel aleatéria com distribuigao P(k;) dada por:

P(k;) ~ k% (4.26)

Em outras palavras, a topologia é organizada de acordo com uma lei
de poténcia.

H4 diversos algoritmos para construir redes livres de escala. Uti-
lizamos o proposto por Barabdsi e Albert (1999). Este consiste em
construir uma rede de N sitios comecando com wu sitios. Cada novo
sitio adicionado se conecta a outros u sitios selecionados com base nas
suas quantidades de vizinhos.

Elementos com mais vizinhos tém maior probabilidade de rece-
ber uma nova conexao, enquanto elementos com poucos vizinhos tém
baixa probabilidade de receber uma nova conexao, dai chama-se este
algoritmo de agregamento preferencial™®. Portanto, a probabilidade,
m(k;), de um elemento da rede receber uma nova conexao é:

ks
Ej kj ’

onde a soma é sobre todos os elementos atualmente presentes na rede.

Quando a rede atinge a quantidade de elementos desejada, N,
o algoritmo pédra. A rede estard, portanto, com uma distribuicdo de
k; dada por 4.26. O expoente resultante é sempre 6 = 3 e é inde-
pendente de u (ALBERT; BARAB&SI, 2002, p.71). Escolhemos u = 3,
arbitrariamente, para nossas simulacoes.

m(ki) =

(4.27)

70 Preferential attachment, do inglés.
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4.3.1.1 Redes Livres de Escala Com Sinapses Homogéneas

Assim como as redes quadradas, a rede de Barabasi-Albert tam-
bém mostrou uma transicao de primeira ordem para neuronios do Re-
gime 1 e NV = 400 elementos, com sinapses homogéneas inibitérias. A
figura 54 mostra a transicao de fase de primeira ordem para essa rede.

Mesma rede para todos os J Redes diferentes para cada J
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Figura 54. Parametro de ordem, M, em fungao do acoplamento, J,
na transicao de fase da rede de Barabdsi-Albert para neurénios do Re-
gime 1 e N = 400 elementos com sinapses homogéneas, considerando
a mesma rede para cada realizacao (esquerda) e diferentes redes para
cada realizacao (direita). Detalhes da simulagao no texto.

A medida da quantidade de neurdnios que disparam em de-
corréncia de um estimulo delta, M, é calculada por uma média aritméti-
ca de 20 realizacoes da simulacao para cada J, de onde sao, também,
calculadas as barras de erro (erro aleatério). No grafico da esquerda
da figura 54, mantém-se exatamente a mesma rede para todas as rea-
lizacoes. No da direita, é montada uma nova rede para cada realizacao
da simulagao. Desta maneira, podemos verificar que, apesar das dife-
rengas locais nas redes geradas para cada simulagao (conforme defini-
mos no final da segao 4.3), a rede mostra um comportamento robusto,
mantendo uma transicao de fase descontinua — como esperado — que
ocorre no mesmo valor de J = J, para todas as realizagoes.

Ainda, encontramos um valor de’* J;B 4 = —0.174773869 para
o limiar J_; dos neurdnios do Regime 1, enquanto que, para redes qua-
dradas, temos J_ g5 = —0.173875, mostrando que o valor em que a

"1Valores determinados computacionalmente com dupla precisao.
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rede se torna ativa é independente da sua topologia™. Este é um re-

sultado esperado, uma vez que tanto os neurénios, quando as sinapses,
possuem o mesmo conjunto de parametros em ambos os casos, sendo,
também, todos iguais dentro de cada rede.

4.3.1.2 Redes Livres de Escala Com Sinapses Com Ruido

O efeito do ruido nas sinapses numa rede de Barabasi-Albert é
o mesmo que numa rede quadrada. A figura 55 mostra o parametro de
ordem, M, em fungao do acoplamento médio, (.J), para uma rede com
N = 400 e com neuréonios do Regime 1, ligados por sinapses com ruido
inibitérias. Como nos outros casos, o valor de M é calculado através de
uma média aritmética entre 100 realizacoes para cada J. Em vermelho,
os resultados para a mesma rede em cada realizacao, e em preto, para
diferentes redes em cada realizacao.

ISy

A
1

R=-0.111

— Redes diferentes para cada J
—— Mesma rede para todos os J

Numero de neurdnios que disparam, M

oo

T T
-0.20 -0.18 -0.16 -0.14 -0.12
Acoplamento médio <J>

Figura 55. Parametro de ordem, M, em fungao do acoplamento médio,
(J), na transigao de fase da rede de Barabési-Albert para neurénios do
Regime 1 ¢ N = 400 elementos com sinapses ruidosas (R = —0.111),
considerando a mesma rede para cada realizagao (vermelho) e diferentes
redes para cada realizagao (preto). Detalhes da simulagao no texto.

A figura 56 mostra a comparacao entre as transicoes de fase para
sinapses homogénea (preto) e ruidosa (vermelho) — ambas para redes
completamente iguais. Como na rede quadrada, o ruido (R = —0.111,
neste caso) transforma uma transigdo descontinua em continua.

720s valores de J; apresentam uma diferenca percentual de 0.5%, o que os torna
iguais, considerando que as grades de valores de J em que ambas as simulacoes
foram feitas sdo diferentes entre si.
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Figura 56. Comparagdo do parametro de ordem, M, para sinapses
homogéneas (preto) e ruidosas (vermelho, R = —0.111) em funcao do
acoplamento médio, (J), na transicdo de fase da rede de Barabdsi-
Albert para neuronios do Regime 1 e N = 400 elementos. Detalhes da
simulacao no texto.

Aparentemente, em (J) = —0.14, M d4 um salto, mesmo no caso
com ruido. Indicando que o ruido transformou a transicao de primeira
ordem em uma transicao fraca de primeira ordem. Porém, as barras de
erro indicam que a curva M (J) pode ser suave e continua, sendo esse
salto aparente devido a sua grande inclinacao.

4.3.2 Redes de Mundo Pequeno

Redes de mundo pequeno sio redes cujo menor caminho médio™
entre quaisquer dois elementos da rede é pequeno™, por mais que a
quantidade de elementos na rede seja grande.

Sendo k; a quantidade de vizinhos do elemento 7, a distribuigao
de k; é parecida com uma Gaussiana, porém ¢é mais estreita, mos-
trando que cada elemento da rede tem, aproximadamente, a mesma
quantidade de vizinhos (ALBERT; BARAB&SI, 2002). Se cada elemento
estivesse conectado a uma quantidade aleatéria de outros elementos
(rede aleatéria), a distribuigao de k; seria Gaussiana.

Watts e Strogatz (1998) propuseram um modelo para obter redes
de mundo pequeno através de redes regulares, que consta no seguinte:

1. Cria-se uma rede linear com CC periédica (um anel) de N ele-

730 menor caminho médio entre dois elementos da rede é o trajeto que liga
quaisquer dois elementos da rede passando pelo menor niimero de outros elementos.

" Nas redes de mundo pequeno comumente encontradas, o menor caminho médio
entre quaisquer dois elementos varia de 2.4 a 16 (ALBERT; BARAB4SI, 2002).
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mentos, onde cada elemento se conecta com seus K primeiros
vizinhos (sendo K/2 para cada lado). Na figura 57, esquerda,
estd ilustrada a situacao para K = 4;

2. Uma por vez, cada conexao é desfeita com probabilidade s, sendo
refeita com qualquer outro elemento da rede escolhido aleatoria-
mente (excluindo a possibilidade do elemento se conectar consigo
mesmo e de fazer uma conexao com algum elemento que ja seja
seu vizinho).

No final, obtém-se uma rede similar a do centro da figura 57. Chamare-
mos de p, a probabilidade de reconexao. Se p, = 1, entdao toda conexao
sera sorteada aleatoriamente, acabando com uma rede completamente
aleatéria (figura 57 direita). Se p, = 0, nenhuma conexao é refeita e a
rede continua sendo regular. Valores intermediarios de p, resultam em
uma rede de mundo pequeno.

Regular Mundo pequeno Aleatério
2% A% %
¥ R X/ P \Va e
B X Nk
\p:;«;/ N %

pr=0 pr=1

Figura 57. Tlustracdo do método de Watts e Strogatz para criagao
de redes de mundo pequeno. Pontos representam elementos e tracos,
conexoes. A seta indica o eixo da probabilidade de reconexao, p. A
esquerda esta a condicao inicial do algoritmo: um anel com conexoes
entre K = 4 primeiros vizinhos (p, = 0). No meio, uma rede de mundo
pequeno (0 < p, < 1) e & direita uma rede completamente aleatdria

(pr = 1)'

Além de uma pequena menor distancia média entre quaisquer
dois elementos, redes de mundo pequeno apresentam alto grau de clus-
terizacdo, i.e., os elementos formam grupos densos, eventualmente co-
nectados entre si (ALBERT; BARABA4SI, 2002, p.67—69). Para nossas
simulacoes, escolhemos p, = 0.02 e K = 4, pois esses parametros
representam bem essas caracteristicas. E possivel que o processo de
criagao da rede resulte em alguns grupos de elementos isolados, porém
o NetworkX fornece um método que garante que a rede gerada seja
sempre conexa (nao hd nenhum elemento, ou grupo de elementos, iso-

lado do todo).



145

4.3.2.1 Redes de Mundo Pequeno Com Sinapses Homogéneas

Redes de Watts-Strogatz mostraram um comportamento bem
diferente das livres de escala e das quadradas. A figura 58 mostra o
comportamento do parametro de ordem, M, da transigao de fase dessa
rede para N = 400 elementos e sinapses homogéneas inibitérias, com
neurdnios do Regime 1. A esquerda estd uma simulacio com a mesma
rede para todas as realizacdes e & direita, com diferentes redes.

Mesma rede para todos os J Redes diferentes para cada J
. ; ; : ; . . : : : :
A — b e

<

# neurdnios que disparam, M

10' 4 4 10' 8 e
1. _——— ] , . W
10° 4 T T T T T T 7 10° T T T T T T =
0.8 0.6 04 02 0.8 0.6 04 0.2
Pardmetro de acoplamento, J Parametro de acoplamento, J

Figura 58. Parametro de ordem, M, em funcdo do acoplamento, .J,
na transicao de fase da rede de Watts-Strogatz para neuronios do Re-
gime 1 e N = 400 elementos com sinapses homogéneas, considerando
a mesma rede para cada realizacao (esquerda) e diferentes redes para
cada realizagao (direita). Verifica-se comportamento ndo monoténico.
Detalhes da simulagao no texto.

Embora os resultados paregam diferentes, os graficos estao em es-
cala logaritmica no eixo y, ressaltando, portanto, pequenas diferencas.
Assim, a regidao entre —0.4 < J < —0.2 possui, aproximadamente, os
mesmos valores de M, inclusive no caso em que redes diferentes foram
utilizadas (figura 58, direita) — basta conferir as barras de erro.

Mesmo sendo derivada de redes regulares (j& que o algoritmo
para montar uma rede de Watts-Strogatz inicia com uma rede regular)
e possuindo algumas caracteristicas de redes regulares (como a grande
clusterizagao), os resultados ndo monoténicos na figura 58 sao impressi-
onantes. O primeiro degrau aparece em™ M =5 e J = —0.171758794,

750 valor de M é uma média aritmética para 20 realizacdes para cada J, no caso
homogéneo, e 100 realizagoes para cada J, no caso ruidoso, sendo as barras de erro
correspondentes ao erro aleatério associado a cada média.

"6Valor de J determinado computacionalmente.
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enquanto que o primeiro degrau numa rede quadrada — fase inter-
medidria entre ativa e inativa, conforme discutido na segao 4.2.2.1,
figura 49 — aparece em M = 5 e J = —0.171557789. Contudo, o
intervalo de J durante o qual permanece a fase intermediaria, em redes
de Watts-Strogatz, é muito maior. A diferenca percentual entre esses
valores de J é ~ 0.001%, portanto, eles podem ser considerados iguais,
mostrando que, apesar das diferengas microscépicas entre as redes, a
dinamica interna dos neuronios e das sinapses é que controla os limiares
das transicoes.

Talvez esse transiente seja muito mais longo nas redes de mundo
pequeno devido ao alto grau de clusterizagao: os neurénios formam vi-
zinhancas densas, sendo que cada neurdnio esté conectado a um nimero
aleatdrio de vizinhos. Assim, o sinal gerado por um estimulo pode fi-
car preso nessas vizinhancas e nao se espalhar pela rede, mesmo para
valores de J suficientemente grandes para excitar uma rede regular,
pois, nestas, ondas globais se propagam mais facilmente, ji que cada
neurénio recebe entrada de dois vizinhos (no caso das redes quadradas).

A flutuacao causada pelas diferentes redes apenas deixa claro o
carater aleatério da topologia das mesmas. Algumas redes terao, em
média, alguns vizinhos a mais do que outras, porém, globalmente, todas
serao consideradas de mundo pequeno.

Para —0.45 < J < —0.4, aproximadamente, a rede estd na fase
ativa. Com |J| levemente maiores, entre —0.55 e —0.45, a rede torna
a ter poucos neuronios disparando, da mesma maneira que na fase
intermedidria anterior. Dai para outros valores de J maiores, a rede
passa para a fase ativa, exceto em J = —0.7, onde hé outra queda de
atividade.

Nao fizemos estudos suficientes para entender com mais clareza
o fendmeno aqui comentado, mas acreditamos que ele estd diretamente
ligado com a dinamica interna dos neurénios — como o periodo refratario
e seus limiares de excitagao — e com a topologia da rede.

4.3.2.2 Redes de Mundo Pequeno Com Sinapses Com Ruido

Mantendo as mesmas caracteristicas da segao anterior, mas para
sinapses com ruido, a rede manteve a aparéncia estranha na variacao
do parametro de ordem, M, em funcao de (J). Simulagoes com a
mesma rede e com redes diferentes para cada J, para cada realizagao,
resultaram na mesma forma, apresentada na figura 59. Como vem
acontecendo nas outras situagoes, o ruido transformou as transicoes
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descontinuas em continuas (figura 60).

R=-0.111

Redes diferentes para cada J

Mesma rede para todos os J

T T T T T T T T T

-0.7 -0.6 -0.5 -0.4 -0.3
Acoplamento médio <J>

Numero de neurdnios que disparam, M

Figura 59. Parametro de ordem, M, em funcao do acoplamento médio,
(J), na transicao de fase da rede de Watts-Strogatz para neurénios do
Regime 1 e N = 400 elementos com sinapses ruidosas (R = —0.111),
considerando a mesma rede para cada realizacdo (vermelho) e diferentes
redes para cada realizagao (preto). Detalhes da simulagéo no texto.
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Figura 60. Comparagdo do parametro de ordem, M, para sinapses
homogéneas (preto) e ruidosas (vermelho, R = —0.111) em funcao
do acoplamento médio, (J), na transigdo de fase da rede de Watts-
Strogatz para neurénios do Regime 1 e N = 400 elementos. Detalhes
da simulacao no texto.

Estudamos apenas o caso R = —0.111, o que é um ruido pequeno,
comparado com o tamanho do intervalo de transiente ao qual a rede estéd
sujeita (AJ ~ 0.2). Outros estudos para diferentes valores de R devem
ser feitos para verificar se a transicao mantém a mesma aparéncia ou
muda bruscamente.
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4.4 SINTESE DOS RESULTADOS PARA
SINAPSES COM RUIDO

Nesta segao, contrastamos brevemente, na figura 61, os resul-
tados para sinapses ruidosas para os trés tipos de rede — quadrada,
livre de escala e mundo pequeno — para comparar o efeito do ruido em
diferentes topologias, no mesmo intervalo de J.

10 T L T T T T

Quadrada
Barabasi-Albert
Watts-Strogatz

it

] | ”}J‘ ‘Hu i
1 ‘\ Hr‘w‘fh“ i hmr 1

<,
1

% de neurdnios que dispararam, M%

g g g —_—
020 -019  -0.18  -0.17  -0.16  -0.15  -0.14  -0.13  -0.12
Acoplamento médio, <J>

Figura 61. Comparagao do pardametro de ordem, M /N, em fungao do
acoplamento médio, (J), para a transi¢ao de fase com sinapses ruidosas
para redes quadradas (preto), redes livres de escala (vermelho) e redes
de mundo pequeno (verde).

E evidente a diferenca na variagdo de M em funcdo de J =
(J) — R/2 para diferentes topologias. Esperamos que, para os casos
das redes quadrada e livre de escala (caso esta apresente, mesmo, uma
transicao continua), M ~ (J — J.)?, com diferentes 3 para diferentes
topologias, de maneira andloga a magnetizacao dos ferromagnetos — em
que diferentes topologias implicam em diferentes classes de universa-
lidade, cada uma caracterizada por expoentes distintos para a mesma
grandeza — cujos expoentes para o caso de campo médio estao calcula-
dos no apéndice A (YEOMANS, 1992). Entretanto, é dificil estimar g8 a
partir dos dados, pois a curva varia muito rapidamente em funcao de
J, além de ndo estar bem definida (devido ao grande ruido em M/N
préximo a transigao de fase, em J.).

Pretendemos calcular o expoente 3 através dos cumulantes de
Binder, conforme comentado na secao 4.2.2.2. E importante notar,
também, que os degraus intermediarios, no caso das sinapses homogéne-
as, desaparecem no limite N — oo, pois o pardmetro de ordem M /N —
0, j& que o M << N nos degraus.
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4.5 AVALANCHES E CRITICALIDADE COM O KTZ

Buscamos estudar o desenvolvimento de SOC numa rede de neu-
ronios. Conforme discutimos em 2.2, a SOC é caracterizada, principal-
mente, por distribui¢goes de tamanhos de eventos em forma de lei de
poténcia, tanto temporal, quanto espacial, i.e., tanto o tamanho do
evento, s, quanto sua duragao, t, obedecem as equagoes 2.18. Depen-
dendo do problema, s pode ser tanto uma quantidade — como no caso da
Pilha de Areia, onde representa a quantidade de graos que desmoronam
— quanto outra grandeza, como energia — caso dos terremotos.

Para simular as avalanches, comecamos com todos os neurénios
quiescentes (em ponto fixo) e estimulamos a rede através de um estimulo
delta periédico (apéndice B.3) ou de um delta quiescente”” (apéndice
B.4). Ambos geram uma rajada de atividade na rede de acordo com
os parametros J e R previamente ajustados. Essa rajada se propaga e,
eventualmente, se dissipa (ou nas bordas — CC livres — ou por causa de
uma baixa na atividade do ruido sindptico — |J;;(t)| < |Js| nas frontei-
ras da avalanche).

J& que os eventos ocorrem no tempo em forma de rajadas (ou
seja, hé longos periodos de inatividade, seguidos de rapidos periodos
de atividade, ora intensa, ora fraca), chamamos esses eventos de ava-
lanches, pois acontecem de maneira similar as avalanches de neve ou
de areia. No caso dos neurénios, definimos uma avalanche como sendo
uma rajada de disparos subsequentes na rede em decorréncia de apenas
um tnico estimulo. Por exemplo, se estimularmos uma rede quadrada
de neur6nios no Regime 1, na fase ativa, com sinapses homogéneas e
J = —0.2 (figura 49), a avalanche terd tamanho s = N, pois todos os
neuré6nios respondem ao estimulo com apenas um tnico disparo”®.

Buscamos avalanches cujos tamanhos s estejam distribuidos de
acordo com uma lei de poténcia (o mesmo vale para a duragao, t, das
avalanches). Portanto, uma transigdo de fase de primeira ordem nao
é interessante, ja que a rede apresenta apenas dois estados e as ava-
lanches terao sempre o mesmo tamanho (ou s = 1 para |J| < |Js],
ou s = N para |J| > J,, desconsiderando a fase intermedidria que é

770 estimulo delta periédico consiste em, periodicamente, estimular um neurénio
da rede, aleatoriamente escolhido, com um estimulo delta. Ja o delta quiescente,
consiste em estimular a rede com um estimulo delta em um neurénio aleatoriamente
escolhido, apenas quando a atividade gerada pelo estimulo anterior terminar. Mais
detalhes no apéndice B.

T8E importante esclarecer a diferenga: definimos uma avalanche como a quanti-
dade de disparos decorrentes de um estimulo e ndo como a quantidade de neurénios
que dispararam por causa de um estimulo, como veremos logo adiante.
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irrelevante para redes quadradas). O ruido faz com que possamos ob-
servar avalanches com qualquer tamanho s = M tal que 1 < s < N
para o mesmo estimulo delta aplicado num neurénio arbitrario da rede,
como fica claro na variacao continua das transigoes de fase vistas na
secao 4.2.2.2 e nas secoes imediatamente apds essa. Resta saber se a
distribuicao P(s) das avalanches que geramos obedece a forma da eq.
2.18.

Utilizar o mapa KTz traz algumas vantagens, como a melhor
correspondéncia com a realidade™, ji que o KTz preserva as carac-
teristicas fundamentais de sistemas dinamicos, e do comportamento dos
neurénios biolégicos, e sdo mais faceis de tratar computacionalmente.

Por outro lado, um disparo de um dado neurdnio — descrito por
um mapa ou por uma eq. diferencial — nao ocorre num instante ¢ bem
definido — como é o caso dos neuronios integra-dispara — mas ocorre
em um intervalo de tempo At, durante o qual o potencial de mem-
brana®® z(t) > 0. Diferentemente dos autématos celulares, os disparos
dos vizinhos pdés-sindpticos nao ocorrerao no instante imediatamente
apos o instante em que houve disparo no neurénio pré-sinaptico, ja que
0 tempo que os neurdnios pos-sindpticos demoram para responder ao
disparo do neurdnio pré-sinaptico muda de acordo com os parametros
dos neurodnios, das sinapses e com a intensidade do estimulo.

Ainda, o tempo de resposta do neuronio pés-sindptico pode mu-
dar, também, de acordo com as flutuagoes computacionais no potencial
de membrana de cada neuronio. Consequéncia destes fatos é que nao é
possivel estabelecer uma relagao de causalidade direta entre o disparo
de um dado neurénio com o disparo subsequente de seus vizinhos.Em
outras palavras, dada a sensibilidade do sistema aos parametros, as
condigoes iniciais, as influéncias dos vizinhos e a precisao dos calculos
computacionais, é impossivel determinar computacionalmente, com exa-
tidao, o instante em que ocorrera disparo nos neurénios pés-sinapticos
dado que houve disparo no neurénio pré-sinaptico. Além de que o ins-
tante em que o estimulo é efetuado sobre a rede nao é previamente
determinado, pois é preciso esperar uma avalanche (cuja duracao é
incerta) acabar para efetuar um novo estimulo (no caso do delta quies-
cente).

Portanto, implementamos um método semelhante ao método ex-

"Quando comparado com os modelos de neurénio utilizados por Arcangelis,
Perrone-Capano e Herrmann (2006), Levina, Herrmann e Geisel (2007), Abbott
e Rohrkemper (2007) e Ribeiro et al. (2010), para citar alguns.

80 Assumimos que o disparo estd ocorrendo sempre que z(t) > 0 como uma boa
aproximacao no modelo KTz. Isso nem sempre é verdade, pois nem sempre um
neurénio com z(t) > 0 consegue excitar seus vizinhos, mesmo com sinapses intensas.
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perimental utilizado por Priesemann, Munk e Wibral (2009) e Ribeiro
et al. (2010) para medir o tamanho e a duracao das avalanches. Tal
método consiste em dividir o tempo em janelas (pequenos intervalos
de tempo), cada uma com w ts, e definir uma avalanche como sendo a
soma da quantidade de disparos (de todos os neurénios da rede) pre-
sentes em janelas consecutivas, até que se ache uma janela vazia. A
avalanche seguinte serd da proxima janela que contém disparos até a
proxima vazia, e assim por diante. A duragdo de uma avalanche é a
quantidade de janelas que ela durou, multiplicada por w. Este método
é arbitrario, pois depende da duracao da janela de tempo escolhida,
mas se mostrou 1til ao analisar dados experimentais nos trabalhos ci-
tados®!. Ele estd ilustrado na figura 62(topo) junto com os algoritmos
de subamostragem — figura 62(meio e baixo) — discutidos a seguir.

Os resultados das simulagoes apresentados nas proximas segoes
serao ou de uma amostragem completa da rede ou de uma subamos-
tragem aleatdria da rede. Amostragem completa significa que todos
os neurénios da rede tém seus disparos considerados durante a conta-
gem do tamanho da avalanche, descrita hd pouco. Ja subamostragem
aleatéria significa que apenas uma fracdo f de neurénios (aleatoria-
mente escolhidos no inicio da simulagio) terd os disparos considerados
na contagem do tamanho e da duracao das avalanches.

Quando nos referirmos a subamostragem correlacionada (SC),
caso da figura 62(meio), significa que os disparos dos (1— f) N neurdnios
descartados na contagem do tamanho das avalanches, sao considerados
para agrupar os disparos de uma dada avalanche. Assim, os dispa-
ros de uma dada avalanche ainda estao correlacionados entre si. J&
no caso da subamostragem descorrelacionada (SD), figura 62(baixo),
os (1 — f)N neurdnios sdo completamente ignorados, tanto na conta-
gem do tamanho das avalanches, quanto no agrupamento das janelas
onde ocorreram disparos. A diferenca entre essas duas abordagens de
subamostragem de dados fica clara na tltima avalanche dos quadros
do meio e de baixo da figura 62, em que, no caso da SC, a avalanche
tem 3 janelas de tempo de duracdo, apesar de ter apenas fN neuronios
medidos, enquanto que no caso da SD, essa avalanche é quebrada em

81Um disparo dura pouco mais de 10 ts, por isso dividimos a série temporal
da rede em janelas de w = 20 ts. Como a memoria disponivel no computador é
limitada, ndo armazenamos a série temporal de todos os neurénios da rede por todo
o tempo de simulacdo, pois as simulacdes que buscam avalanches rodam por 103
ts. Ao invés de armazenar tudo na memodria, a simulagdo calcula os primeiros w ts,
analisa os dados, continua por mais w ts, etc. Portanto, a unidade de duracao de
avalanches nos gréaficos que virdo a seguir é janelas de tempo (1 janela de tempo =
w ts = 20 ts).
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Figura 62. Ilustracao do algoritmo utilizado para medir amostras e
subamostras das avalanches. No eixo y estao os neurénios da rede e no
eixo x, o tempo. Topo: amostragem completa; meio: subamostragem
correlacionada; baixo: subamostragem descorrelacionada. Cada dis-
paro contado é representado por um circulo vermelho. As linhas trace-
jadas representam os neurénios que sao considerados (fracao f = 3/N).
Os circulos vazados sao disparos ignorados na contagem do tamanho
das avalanches em ambas as subamostragens, mas considerados para
agrupar as avalanches apenas na subamostragem correlacionada (com-
parar ultima avalanche nos quadros do meio e de baixo). As avalanches
estao representadas por retangulos de fundo cinza. Cada retangulo cor-
responde a uma janela de w ts.

duas avalanches.

No final da secao 4.1.1.3, definimos a probabilidade do neurénio
pos-sinaptico disparar, dado que este recebe uma sinapse com ruido.
A equagao 4.20 mostra que é possivel ajustar dois parametros dos trés
(R, J e p), e calcular o outro. Para analisar nossos resultados, supo-
mos que existe uma probabilidade fixa, p = p., que depende apenas
das caracteristicas dinamicas dos componentes do sistema (neurénios e
sinapses), para a qual o sistema ¢é critico (apresenta lei de poténcia).

Essa idéia pode ser corroborada através dos graficos de transicao
de fase continua apresentados nas segbes anteriores: para um certo
valor de J = J., o sistema torna-se critico (o parametro de ordem
deixa de ser zero). J4 que R é fixo, temos um par (R, J.) ao qual esta
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associado p. = (J.+ R—J,)/R. Como vimos na figura 52, valores
fixos diferentes de R resultam em valores diferentes de .J., tornando
atrativa a idéia de p. ser, também, fixo.

A hipdtese de uma probabilidade de excitacao critica, fixa, sé
pode ser confirmada por resultados muito mais precisos do que os nos-
sos, onde nao ha duvida quanto ao valor de J.. Porém, tentaremos
suportar essa ideia através de alguns resultados. De qualquer maneira,
torna-se mais facil indicar os parametros através da probabilidade, p,
como faremos algumas vezes nas secoes que seguem. Ademais, utili-
zamos, quando nao indicado, neurtnios do Regime 1 conectados por
sinapses répidas inibitérias (77,4 = 2, J < 0).

4.5.1 Representagao do Estado Critico

Antes de mostrar os resultados das avalanches, é importante
abrir um parénteses sobre como expressar uma amostra de dados que
representa uma distribuicao em lei de poténcia, conforme discute New-
man (2005).

Dados, quando representam distribui¢oes em lei de poténcia, po-
dem ser expressos de quatro maneiras distintas: através de um histo-
grama em escala linear, através de um histograma em escala di-log,
através de um histograma com intervalos exponenciais ou através da
probabilidade acumulada.

Newman (2005) mostra, como veremos na figura 63, que repre-
sentar os dados através de um histograma convencional, em escala di-
log, nao é o mais indicado, pois os dados para valores grandes do eixo
x apresentam muito ruido (devido a baixa amostragem estatistica).
Também enfrentamos este problema e, conforme sugerido no trabalho
citado, representamos as leis de poténcia através da probabilidade acu-
mulada.

Tanto no histograma quanto no grafico de probabilidade acumu-
lada, os valores x medidos sao representados no eixo x. A diferenca
é que em um histograma convencional, o eixo y contém os valores
y = P(z), sendo P(z) a quantidade de vezes que uma dada medida, x,
se repete. Enquanto que no gréfico de probabilidade acumulada, o eixo
y contém os valores y = P(X > z), tal que P(X > x) é a quantidade
de vezes que todos os valores, X, maiores do que uma dada medida, =z,
se repetem. Em outras palavras, P(X > z) é a probabilidade de medir
um valor X que é maior que o valor x correspondente no eixo dos .

E possivel mostrar que a probabilidade acumulada de uma lei de
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poténcia, P(X > x), é, também, uma lei de poténcia: seja P(x) ~ z~“

a distribui¢ao de uma varidvel z, entdo P(X > z) ~ X~ ¢ sua dis-
tribuicdo acumulada, sendo que o = o/ + 1. Ainda, a probabilidade
acumulada tem a vantagem de nao necessitar que os valores de x sejam
distribuidos em janelas, como é necessario para fazer o histograma con-
vencional, sendo, portanto, independente do tamanho da janela ajus-
tado para preencher o histograma.

4.5.2 Amostragem Completa

A figura 63, a seguir, mostra as avalanches espaciais (topo) e
temporais (baixo) encontradas na transi¢ao de fase que vimos na figura
53, na secao anterior. Os expoentes dos ajustes por minimos quadrados
58082 o ~ 1.4 e T ~ 1.56. Nela, destacamos a diferenca entre dois dos
métodos comentados na se¢ao anterior: o histograma (esquerda) e a
probabilidade acumulada (direita).

A grande dispersao dos pontos na cauda do histograma (tanto
para as distribui¢oes espaciais, quanto para as temporais) é devida a
pequena quantidade de dados que é obtida nessa regiao (tipica para
qualquer medida de uma grandeza que obedece uma lei de poténcia em
um sistema finito). Pelo mesmo motivo, a probabilidade acumulada
cai muito mais rapido no final da curva. Contudo, esta fornece uma
forma mais confidvel & lei de poténcia, ja que é uma funcao continua
que estd definida para todo s (ou t) (NEWMAN, 2005). Também é
interessante notar que essa queda brusca ocorre para valores de s, tal
que, aproximadamente, s > N, onde N é o numero de elementos na
rede, revelando o tamanho finito do sistema. J4 o valor de corte da
distribuicdo temporal (entre 40 e 70 janelas de tempo para L = 20)
nao possui uma relagao direta com V.

No gréfico da probabilidade acumulada espacial (canto supe-
rior direito da figura 63) se encontram os dados para dois tipos de
simulagao diferentes. Numa delas (curva vermelha tracejada), utiliza-
mos o estimulo delta periédico (com um periodo T' = 1500 ts) e noutra
(curva preta sélida), o delta quiescente. Ambas as curvas coincidem
apenas quando o perfodo do estimulo delta periddico é T' >> (t), onde
(t) é a duragao média de uma avalanche, pois isso evita a superposi¢éo
de duas avalanches®3.

82Lembrando que P(s) ~ s~ e P(t) ~t 7.

830 algoritmo conta duas avalanches superpostas como sendo apenas uma avalan-
che, i.e., quando T = (t) aparecem muitas avalanches muito grandes, prejudicando
a forma da lei de poténcia.
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Figura 63. Histograma normalizado (painéis da esquerda) e probabili-
dade acumulada (painéis da direita) das avalanches espaciais (topo) e
temporais (baixo) para uma rede quadrada com L = 20, R = —0.036
e J = —0.15. Os parametros sao os mesmos da transi¢ao de fase da
figura 53. Expoentes a = 1.4 e 7 = 1.56.

Também foram observadas avalanches para redes com L = 30.
A figura 64 (esquerda) traz a comparagao entre avalanches para L =
30 (com p =~ 0.319) e para L = 20 (com p ~ 0.328) — ambas com
J = —0.15. p levemente diferentes indicam que a amplitude do ruido,
R, ¢é levemente diferente para ambos os casos, pois todos os outros
parametros sao iguais.

Apesar dos p levemente diferentes, as avalanches, tanto tem-
porais, quanto espaciais, apresentaram, incrivelmente, uma boa con-
cordancia entre seus expoentes, asabera =o' +1~lderT=7+1~
1.6. Considerando a pouca precisao que temos para determinar o exato
ponto da transicao de fase, esses expoentes e a probabilidade de ex-
citagao da rede utilizada concordam muito bem com os apresentados
na figura 63, logo acima.

O procedimento de colapso dos dados utilizado para obter os
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Figura 64. Esquerda: Avalanches espaciais (topo) e temporais (baixo)
para redes quadradas com L = 20 (linha tracejada) e L = 30 (linha
sélida). Expoentes « = o +1 ~ 1.468 ¢e 7 = 7/ + 1 &~ 1.66. Direita:
colapso dos dados da esquerda (ver detalhes no texto).

painéis da direita da figura 64 ¢ descrito a seguir. Seja P;(s) a fungao
determinada pelos dados computacionais da curva i e seja f(s) = s® # 0
a funcdo que ajusta os dados de Py(s) (por minimos quadrados, por
exemplo). Definimos o colapso como o quociente Q;(s) = A; P;(s)/f(s),
onde A; é uma constante de normalizagao (utilizada apenas para ga-
rantir que @Q;(s) = 1). Assim, espera-se que todos os dados P;(s) que
podem ser ajustados com o mesmo expoente, b, fiquem alinhados, ou
colapsados, sobre a reta horizontal @Q;(s) = 1, enquanto que dados com
expoentes diferentes ficam inclinados em relacao a esta reta. Na figura
64, as curvas em verde (trago-ponto-ponto) nos painéis da esquerda fo-
ram utilizadas como base para realizar o colapso das curvas dos painéis
da direita.

’

E importante destacar que esse procedimento nao foi aplicado



157

com sucesso aos dados com L = 10, 15, 20 e 30, ao mesmo tempo,
todos com p = 0.337, R = —0.036 ¢ J = —0.15. A principio, parece
que essa probabilidade é ligeiramente elevada e deixa a rede num es-
tado supercritico®®, além de a transicdo de fase para R = —0.036 ser
extremamente rapida, apesar de continua.

Para analisar a hipdtese da existéncia de uma regiao critica (com
leis de poténcia) no plano R x J — levantada no final da se¢ao 4.5 —
observemos a figura 65, em que hé comportamento critico para J =
—0.10 e para J = —0.15 (com R = —0.036 ¢ p ~ 0.337 fixos).
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Figura 65. Esquerda: Avalanches numa rede quadrada com L = 15
para p = 0.337, R = —0.036 e J conforme na legenda. Direita: detalhe
dos dois regimes criticos, J = —0.15 (quadrados, curva tracejada) e
J = —0.10 (circulos, curva trago-ponto), com seus respectivos ajustes.
Expoentes a = o’ + 1~ 145e¢e7 =17 +1~ 1.63 para J = —0.15 ¢
a=ad+1=~125e7=7+1= 139 para J = —0.10 (7 nao estd
exposto na figura).

O resultado na figura 65 se repetiu para L = 10 e para L = 20
(com expoentes diferentes, mas relativamente préximos para L = 20).
No painel da esquerda, aparecem diferentes distribuicoes de avalanches,
mas apenas as duas em destaque na direita tém a forma de lei de
poténcia (ajustadas por minimos quadrados em detalhe no painel da
direita), cujos expoentes sdio a = o'+ 1~ 1.45e 7 =7 +1 &~ 1.63 para
J=-015ea=a +1~125e7=7+1=1.39 para J = —0.10. O
caso para J = —0.05 se mostra subcritico, pois apresenta uma maior

84Por supercritico entendemos o comportamento de uma rede onde hé avalan-
ches grandes mais frequentemente do que quando ocorre comportamento de lei de
poténcia (por avalanches grandes, entenda-se aquelas capazes de cobrir a maior
parte da rede).



158

concentragao de avalanches pequenas, enquanto que os casos J = —0.16
e J = —0.164 se mostram supercriticos.

Note que estamos analisando a possibilidade de haver uma regiao
onde ha um p., ou seja, supomos que existe uma probabilidade fixa tal
que o sistema seja critico. Assim, para manter o vinculo dado pela
equacao 4.20, R deve variar de acordo com J. Portanto, espera-se
que exista uma regido no plano R x J (com —0.15 < J < —0.10,
aproximadamente) tal que o modelo apresente comportamento critico
(mesmo que os expoentes caracteristicos mudem de acordo com .J).
Este aspecto sera fruto de investigacoes futuras.

Para manter p fixo, valores de J muito préximos de Js aca-
bam levando a média, (J) = J + R/2 para a regido intermedidria das
transicoes de primeira ordem®®. Sendo assim, o tamanho minimo da
avalanche aumenta (j4 que cada neurénio pode excitar, pelo menos,
outros 4, ao invés de disparar sozinho), explicando o comportamento
supercritico para J = —0.164 e J = —0.16 na figura 65. Por outro
lado, valores de J muito préximos de zero, com p fixo, requerem ruidos
com amplitude, R, muito grande. Ruidos muito grandes precisam um
tempo maior para percorrer homogeneamente o intervalo [J;J + R],
fazendo com que a rede apresente poucas avalanches grandes — ja que a
maior parte dos valores sorteados para o ruido, €;;(t), cai no subinter-
valo [J, Js) — explicando o comportamento observado para J = —0.05
na figura 65.

Obtivemos resultados preliminares para neuronios do Regime 1,
2 e 3 com sinapses excitatérias a fim de comparar com os resultados
para sinapses inibitdrias apresentados até agora. As figuras 66 e 67
mostram as avalanches para cada um desses regimes.

O Regime 2 parece mostrar criticalidade na distribuicao espa-
cial (para 10 < s < 400, onde N = 400) e na distribuicao temporal
(para 1 < t < 10) — figura 67. Esses resultados mostram que o estado
critico pode nao ser tao incomum em redes de neuronios excitaveis,
uma vez que diferentes células (caracterizadas por parametros diferen-
tes, tais como xr e A) podem exibir comportamento critico. Além
de que uma rede com apenas sinapses excitatérias pode exibir com-
portamentos dinamicos extremamente variados — diferentes de apenas
saturagao e sincronizacao em fase, discutidos na secao 4.2 — conforme
a lei de poténcia evidencia.

Outra caracteristica que podemos observar é que a duragao das
avalanches é muito menor com sinapses excitatérias (figura 67) do que

85Lembrando que o propésito do ruido é fazer com que a rede fique oscilando
entre as fases ativa e inativa dessa transigao.
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Figura 67. Avalanches para neurénios do Regime 2 em rede quadrada
com L = 20 para diferentes p (conforme legenda), com J = 0.03. H&
regime critico para p = 0.25 e tamanhos de avalanche entre 10 e 400
com expoentes: a =o' +1~1.68e7=17+1=~2.34.

com sinapses inibitdrias (ver figuras 63 e 64). Este resultado é esperado,
pois sinapses inibitérias demoram mais para agir, e causam disparos de
rebote (lembrando que estes disparos demoram mais para ocorrer apos
a excitacao da célula, como mostra a figura 27).

Simulamos redes de Watts-Strogatz e de Barabasi-Albert tam-
bém, porém nao obtivemos sucesso na busca por avalanches, apesar de
terem sido poucas tentativas. A rede de Watts-Strogatz deve ser exa-
minada com ruidos mais fortes (devido a sua longa fase intermedidria).
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J4 a de Barabdsi-Albert se mostra extremamente sensivel para J em
torno de J., por causa de sua alta conectividade (distribuida em forma
de lei de poténcia). Até agora, s6 conseguimos amostras supercriticas
de avalanches em redes de Barabdsi-Albert, apesar da sua transicao de
fase ser, aparentemente, continua.

Beggs e Plenz (2003) calculam um expoente agp = 1.5. Levina,
Herrmann e Geisel (2007), através de um modelo de campo médio,
obtém um expoente critico com o mesmo valor. Considerando que
estamos lidando com uma rede quadrada — que é bem diferente de
campo médio, pois admite apenas conexoes locais — nossos resultados
sa0 promissores e mostram que é possivel uma rede de neurdnios formais
se apresentar no estado critico.

4.5.3 Subamostragem Aleatédria

Priesemann, Munk e Wibral (2009) e Ribeiro et al. (2010) discu-
tem que medidas da atividade neural sao sempre subamostradas, pois
é impossivel implantar um eletrodo em cada neuronio do cérebro para
medir sua atividade, ja que 14 ha bilhoes de neurénios. Por isso, as dis-
tribuigoes obtidas com dados experimentais podem nao refletir o com-
portamento da rede de neurénios como um todo. Em outras palavras,
um conjunto de medidas que nado considera toda a rede (que defini-
mos como uma subamostra da rede) contém disparos em apenas parte
dos instantes em que a rede realmente disparou. Portanto, fazer uma
distribuigao com essas dados limitados, ou subamostrados, pode levar
a erros estatisticos e previsoes erroneas do verdadeiro comportamento
coletivo da rede.

Nos termos da estatistica, uma amostra sao dados de uma pe-
quena quantidade de elementos de um grupo que podem representar o
comportamento do grupo inteiro. Neste sentido, amostra e subamos-
tra sao exatamente iguais. Porém, o emprego da palavra subamostra
indica que a amostra é realizada sobre um conjunto muito pequeno
de elementos da rede. Por exemplo, numa rede de N elementos, uma
subamostra é realizada sobre uma fracdo f de elementos da ordem de
VN, In(N) ou N?, com 0 < 0 << 1.

A figura 68 compara os dados de uma rede quadrada com L = 20
completamente amostrada (f = 1.0) com subamostras correlacionadas
da mesma® (f =0.04, f =0.10 e f = 0.12), enquanto que a figura 69

86Note que é preciso realizar uma simulacio diferente para cada conjunto de
medidas, portanto as subamostras sao coletadas independentemente da simulacao
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Figura 68. Subamostragem correlacionada de uma rede com L = 20
neurdnios. As fragoes estdo especificadas na legenda. O painel da
esquerda mostra as avalanches e o painel da direita mostra o colapso das
curvas. Os expoentes sdo ago, = 1.3431, aygy, = 1.3548, aa0, = 1.3433
e a = 1.3808. As subamostras seguem uma lei de poténcia muito
préxima a da amostra (detalhes no colapso).

esboga as distribuicoes de tamanhos de avalanches para subamostras
descorrelacionadas sob as mesmas condigoes (f = 0.10 e f = 0.30).

Realizamos o processo de colapso dos dados com a intencao de
mostrar que as subamostras possuem, realmente, a forma de lei de
poténcia, assim como a rede completamente amostrada. O expoente
das avalanches subamostradas é ligeiramente menor do que o expoente
da rede completa (ayy, = 1.3431, ajgy = 1.3548, aoy, = 1.3433 e
a = 1.3808). O erro dos ajustes por minimos quadrados associado aos
expoentes das subamostras é ~ Err = 0.008, portanto as trés suba-
mostras tém expoentes iguais. Mesmo assim, este erro nao é suficiente
para iguala-los ao valor do expoente da amostra completa, cujo erro é
~ 0.0007.

Nota-se que a SD reproduz o obtido por Ribeiro et al. (2010) — a
saber, uma lei de poténcia, quando subamostrada, torna-se uma curva
log-normal®” (LN). Ainda, verificamos que quanto menor a fracio, f,
maior é a concordancia dos dados com o ajuste da curva LN (feito por

original e, também, umas das outras.
87Uma curva log-normal é dada pela equacao

— [In (/)]

A
y(z) = yo + exp 5 , onde yo, A, w e z. sdo parametros
21 wx 2w

ajustados por minimos quadrados.
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Figura 69. Subamostragem descorrelacionada de uma rede com L = 20
neurénios. As fracoes estao especificadas na legenda. As subamostras
foram ajustadas com uma curva log-normal. Note que quanto menor a
fracao, melhor é o ajuste.

minimos quadrados) — figura 69.

Como os dados da SC mantiveram as mesmas caracteristicas glo-
bais que os dados da rede completa (figura 68), mostramos que suba-
mostrar uma rede com N neurdnios através do primeiro método (corre-
lacionado), medindo apenas uma fragdo fN deles, é equivalente a uma
amostragem completa de uma rede com f N neuronios — basta verificar
que o corte nas leis de poténcia da figura 68 ocorrem exatamente para
avalanches de tamanho em torno de s = fN, enquanto que o corte
na amostra completa ocorre em torno de s = N. Mais formalmente,
é como se as avalanches fossem reescaladas para uma rede com fN
neuronios.

4.6 QUANDO ESPERAR CRITICALIDADE
AUTO-ORGANIZADA?

Na secao 2.2 discutimos as principais caracteristicas de sistemas
criticamente auto-organizados através da descricao dos principais mo-
delos onde esse fenomeno foi provado ocorrer. Em especial, dedicamos
a segao 2.2.4 aos aspectos empiricos que tornam atrativa a hipétese de
um cérebro criticamente auto-organizado; entre esses aspectos: a se-
paragao de escalas temporais (periodos longos sem atividade, em que
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se acumula tensado, e curtos intervalos de tempo em que a tensao é
descarregada), a caracterizagao de eventos em formas de avalanches, as
distribuigoes de duragao e tamanho das avalanches em forma de lei de
poténcia, a presenca de interacoes locais, limiares locais, etc.

Foram reportados dados de eletroencefalograma (LINKENKAER-
HANSEN, 2002), de culturas de neurénios (BEGGS; PLENZ, 2003, 2004)
e até de local field potentials (PRIESEMANN; MUNK; WIBRAL, 2009; RI-
BEIRO et al., 2010) contendo tragos marcantes da SOC, a saber ruido
1/ f e leis de poténcia, respectivamente. Por outro lado, alguns modelos
simplificados de redes de neur6nios também apresentam criticalidade
(KINOUCHI; COPELLI, 2006; LEVINA; HERRMANN; GEISEL, 2007; PRIE-
SEMANN; MUNK; WIBRAL, 2009; RIBEIRO et al., 2010).

Ao longo deste trabalho, salientamos caracteristicas dinamicas
importantes (para a ocorréncia de criticalidade, ou leis de poténcia)
nos modelos de neuro6nio e de sinapse estudados (excitabilidade, poten-
ciais de agao, periodo refratario, tempo de acao das sinapses, intensi-
dade do acoplamento, ruido, etc). Ainda, mostramos que nosso modelo
(redes de neurdnios KTz com sinapses quimicas CSM com ruido) apre-
senta transi¢oes de fase continuas e distribuicoes criticas de avalanches
temporais e espaciais.

As maneiras empregadas para estimular a rede, no nosso modelo,
implicam na separacao de escalas de tempo. Em especial, o estimulo
delta quiescente imita o modelo Pilha de Areia, em que a rede sofre um
novo estimulo apenas apds o relaxamento de uma avalanche. O estimulo
delta periédico, quando sujeito a periodos maiores que a duracao média
de uma avalanche, também implica na separacao de escalas temporais.

O periodo refratario dos neurdnios se mostrou ser uma carac-
teristica dindmica importantissima. Primeiro, porque evita que uma
onda de atividade torne a se propagar em direcao ao neuroénio que ge-
rou a onda (considerando que todas as sinapses sao de ida e volta) e,
segundo, porque ele influencia na medida de avalanches: ao realizar
simulacoes com o estimulo delta quiescente, se o estimulo fosse feito na
janela de tempo imediatamente posterior & primeira janela de siléncio®®
apds uma avalanche (em algum dos neurénios que participou da ava-
lanche), o estimulo nao desencadearia nenhuma atividade na rede. Isto,
pois logo apds uma avalanche, os neuronios que dispararam reestabe-
lecem seus potenciais de membrana durante o periodo refratario que,
no conjunto de parametros ajustado, dura muito mais que o tempo de
disparo. Portanto, a rede, como um todo, permanece num estado de
laténcia até que os neuronios retornem ao ponto fixo. Na pratica, espe-

88 Janela sem disparos.
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ramos cerca de 50 janelas de tempo entre dois estimulos consecutivos
(equivalente a 1000 ts, ou 100 vezes a duragao média de um disparo do
KTz).

De modo geral, nosso sistema se encaixa em quase todos os pré-

requisitos listados na secao 2.2.1. Fazendo uma correspondéncia:

limiares locais: células excitaveis disparam apenas para um esti-
mulo I > I, ou sdo estimuladas pelas vizinhas apenas se .J;; > J;

forcamento externo lento e separagao de escalas temporais: os
estimulos delta periédico e delta quiescente realizam o papel do
forcamento externo lento, que acumula tensao sobre o sistema, fa-
zendo com que, eventualmente, um dos neurdnios, que é excitavel,
dispare. Essa mesma dinamica faz com que as escalas tempo-
rais de avalanches (dindmica réapida) e tensionamento (dindmica
lenta) permanegam, naturalmente, separadas.

independéncia das condigoes iniciais: por construgao, nosso mo-
delo possui um parametro de acoplamento, J, sempre sublimiar.
Portanto, é o ruido que faz com que o sinal se propague pela rede
e, eventualmente, se dissipe. Caso o sistema comece num estado
desordenado (com nenhum neurdnio quiescente, ao contrério do
que fizemos em nossas simulagoes), seja qual for a condigao inicial
do sistema, o ruido eventualmente fard o sistema atingir um es-
tado em que todos os neurdnios estao em siléncio (certamente, R e
J devem ser tais que garantam que a probabilidade de excitagao
de um vizinho p < 1); Assim, por conveniéncia, assumimos o
estado quiescente como CI para nossas simulagoes;

dissipagao e nao-linearidade: o sistema é altamente nao-linear e
a dissipacao da atividade se dé nas bordas da rede e através do
ruido, como explicado anteriormente.

regras simples e dinamica complexa, caracterizada por leis de
poténcia nas distribui¢oes de tamanho e duragao de eventos: cada
neurénio evolui de acordo com o mapa KTz. Cada um, também,
esta acoplado aos seus primeiros vizinhos através do mapa CSM
com ruido. Assim, basta deixar o sistema evoluir naturalmente no
tempo, estimulando-o raramente, e veremos emergir uma dinamica
complexa, representada por leis de poténcia.

o sistema deve ser extenso e estar num estado estacionario: nosso
sistema, é mesoscépico ou microscdpico, mas nao pode ser consi-
derado infinito (limite termodindmico).
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Apesar de todas essas caracteristicas, nosso sistema nao esta
livre de ajuste externo. Como vimos na figura 65, ha uma regiao onde
o modelo é critico, portanto é preciso ajustar os parametros J e R,
principalmente, de modo a obter uma transicao de fases adequada para
observar avalanches criticas.

Podemos comparar nosso modelo ao de Fogo na Floresta, pois
a dinamica imposta pelas sinapses com ruido faz com que se formem
clusters de neurdnios na rede, da mesma maneira que se formam clus-
ters de arvores no modelo de Fogo na Floresta. Em outras palavras, o
ruido faz com que cada sinapse da rede, em um dado passo de tempo,
esteja ativa ou inativa, formando aglomerados de neuronios ligados por
sinapses ativas; estes aglomerados estao separados por sinapses inati-
vas. Eventualmente, surgem aglomerados suficientemente grandes para
atravessar a rede (percolagao por ligagao). A probabilidade de conexao
com o vizinho para que a percolagao por ligacao seja critica é p = 0.5
(rede quadrada (ALBERT; BARAB4SI, 2002)). Nossas avalanches ocor-
reram para p ~ 0.3, nos levando a descartar a hipotese de que as
avalanches sdo causadas pela criticalidade da estrutura da rede®?.

De modo geral, todos os modelos computacionais que exibem
SOC estao sujeitos a algum tipo de ajuste: seja na topologia da rede,
por exemplo, para o Pilhas de Areia, seja nas probabilidades para o
Fogo na Floresta, seja na dinamica do acoplamento para o modelo
de Levina, Herrmann e Geisel (2007) — descrito na segao 4.1.1.2 de
maneira adaptada a sinapses quimicas — etc. E fato que os ajustes
realizados em alguns modelos sao em nivel mais fundamental do que
em outros. E que, por mais que seja preciso ajustar parametros, alguns
modelos apresentam uma regiao critica ampla. Por isso, sugerimos que
é possivel, sim, um estado SOC numa rede de neurénios do tipo da
que estudamos, desde que observadas as condigoes impostas sobre a
dinamica dos neurdnios que fazem parte da rede — a saber, o periodo
refratario grande comparado ao tempo de transmissao das sinapses — e
sobre as sinapses que ligam essas células — a saber, o ruido que torna
as sinapses ora ativas, ora inativas. E lancamos a pergunta:

— Serd possivel existir um modelo fisico computacional completa-
mente livre de ajustes externos, i.e., completamente auto-organizado?

Particularmente, até hoje, a resposta é nao. Portanto, sugerimos
uma abordagem diferente na busca de SOC: devemos investigar quais
as condigoes necessdrias e/ou suficientes e as caracteristicas do sistema

89Chamamos de estrutura critica aquela em que hé clusters de todos os tama-
nhos, como no caso da probabilidade p = 0.5 na percolacdo por ligagdes em redes
quadradas.
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para o desenvolvimento de um estado SOC em modelos simplificados
— computacionais ou analiticos — e verificar se os sistemas reais ou
experimentais estao sujeitos a essas condigoes e se apresentam essas
caracteristicas.
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

A utilizagao de mapas nos permitiu investigar quais propriedades
dinamicas, dentre aquelas presentes nos neurénios, sao responsaveis por
possibilitar o comportamento em forma de avalanches criticas, conforme
discutimos na secao 4.6, além das condigoes gerais, sobre a rede e sobre
as sinapses, as quais o modelo deve estar sujeito para que esse tipo de
dinamica apareca, a saber, o periodo refratario dos neurénios deve ser
maior do que o tempo que seus vizinhos levam para disparar, evitando,
assim, atividade auto-sustentada.

Por outro lado, a dinamica continua dos mapas é extremamente
sensivel as influéncias de correntes externas e de correntes sindpticas de
entrada, impossibilitando medir as avalanches com a mesma precisao
que se tem num automato celular, por exemplo. Em outras palavras,
nao é possivel seguir o rastro de uma avalanche — partindo do disparo
do neuronio estimulado até os ltimos disparos da avalanche — pois nao
hd uma regra bem definada que relacione os disparos dos neurénios
pOs-sindpticos com os do pré-sinaptico. Portanto, foi preciso desenvol-
ver um algoritmo capaz de medir avalanches em séries temporais de
disparos. Felizmente, Priesemann, Munk e Wibral (2009) e Ribeiro et
al. (2010) nos dao a receita de tal algoritmo — utilizado pelos auto-
res para caracterizar avalanches em dados experimentais semelhantes
— discutido por nés em 4.5. Apesar de diminuir a precisao da medida
de avalanches, esse método aumenta a correspondéncia do nosso com
trabalhos experimentais.

Ao estudar o comportamento de uma rede de neurdnios ex-
citdveis perante estimulos externos, definimos um parametro de ordem:
a quantidade, M, de neurdnios da rede que disparam devido ao estimulo
aplicado. Para sinapses homogéneas, M representa uma transicao de
fase de primeira ordem, caracterizada pela sua descontinuidade ao va-
riar o parametro de acoplamento das sinapses, J. Adicionamos ruido
no acoplamento e a transicao de fase tornou-se continua. O compor-
tamento passou de tudo ou nada' para avalanches cujos tamanhos, s,
apresentam grande variabilidade e estao distribuidos de acordo com
P(s) ~ s7% com a ~ 1.4. A duragao, t, das avalanches também
passou de um tunico valor, na transi¢ao de primeira ordem, para uma
distribui¢do P(t) ~ t~7, com? 7 ~ 1.6. Esses expoentes estdo em bom

LOu nenhum neurénio, além do estimulado, dispara, ou a rede inteira dispara.
Secao 4.2.2.1.
20s valores de a e 7 variam de acordo com o regime de paradmetros, mas a
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acordo com valores experimentais (BEGGS; PLENZ, 2003), com valores
computacionais (ARCANGELIS; PERRONE-CAPANO; HERRMANN, 2006;
LEVINA; HERRMANN; GEISEL, 2007)% e com valores tedricos (BUICE;
COWAN, 2007).

O ruido como gerador de avalanches criticas ainda nao foi pro-
posto na literatura, sendo um dos principais resultados deste trabalho.
Mostramos, assim, que ha diferentes formas de se obter avalanches
em redes neurais — rufdo no acoplamento, sinapses dinamicas (LEVINA;
HERRMANN; GEISEL, 2007), plasticidade (ARCANGELIS; PERRONE-CAPANO;
HERRMANN, 2006), mistura entre sinapses inibitérias e excitatérias
(VERTES; BASSETT; DUKE, 2011), etc — e, também, que redes de neurénios
KTz podem evoluir para um estado critico. Pela semelhanca dos com-
portamentos do mapa KTz com neurénios bioldgicos e reais, reforgamos
a hipétese de que, consequentemente, tal comportamento também pode
ser encontrado no cérebro. E mais, conforme discutimos na segao 4.6,
nosso modelo possui grande similaridade com modelos que apresentam
SOC, levando-nos a admitir que a criticalidade auto-organizada pode
ser responsavel pelo estado critico de redes de neurdnios reais, caso
este estado realmente ocorra no cérebro. Afinal, nosso modelo precisa
ser ajustado na criticalidade, mas permanece a questao de que nao ha
nem modelos computacionais, nem calculos ab-initio, livres de ajustes
externos.

Ainda, estudamos a representatividade dos dados subamostra-
dos perante a distribuicao da rede inteira e, ao contrario de Ribeiro
et al. (2010), os dados subamostrados por SC apresentaram, também,
uma distribuicao de lei de poténcia, porém com um expoente um pouco
menor: Py,p(s) ~ s~ %P com agyp, ~ 1.35 (comparar com « ~ 1.4). A
subamostragem descorrelacionada — que acreditamos ser o que de fato
ocorre em experimentos — seguiu o que Ribeiro et al. (2010) prescrevem:
uma distribui¢ao log-normal. Conclui-se que, dependendo de como os
dados da subamostra foram escolhidos, a estatistica desta pode repre-
sentar a da rede inteira, pelo menos qualitativamente, quando a rede
apresenta uma distribuicao de lei de poténcia.

Através do nosso estudo da dinamica temporal de redes de ele-
mentos KTz fora de ponto fixo, alcangamos resultados esperados, como
a sincronizacao em fase e em antifase e algumas distribui¢oes dos inter-

tendéncia é se manterem constantes para redes de diferentes tamanhos e, aproxi-
madamente, mesmos parametros. Secao 4.5.2.

3Mesmo sendo as simulacbes citadas fundamentalmente diferentes das nossas,
pois utilizamos neurénios mais realistas e ruido como mecanismo gerador de ava-
lanches criticas, enquanto que geralmente sao utilizados autématos celulares sujeitos
a sinapses dindmicas ou pldsticas.
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valos entre disparos (IST) — quando a rede parte de condicoes iniciais
diferentes para cada neuronio. Alcangamos, também, resultados que
desconheciamos — como o periodo de comportamento irregular antes
da sincronizagao, evidente através do tempo de sincronizagao da rede
((AT) ~ aL2) — e resultados impressionantes, como o desaparecimento
da dinamica de bursts para sinapses lentas e neurdénios com mesmas
condigoes iniciais, dando lugar a disparos rapidos, cujo ISI muda des-
continuamente com J no estilo de uma escadaria inofensiva*.

Qualitativamente, a mudanca no intervalo dinamico de redes de
neuronios KTz se mostrou parecida com a reportada por Ribeiro e
Copelli (2008), evidenciando semelhancas entre o KTz e o modelo ML.

Pretendemos otimizar nossos algoritmos e aprimorar nosso mo-
delo e nossos resultados — estudando redes heterogéneas, outras topo-
logias, sinapses elétricas, etc® — de modo que a realidade no cérebro
possa ser melhor aproximada pelas nossas simulagoes. Assim, futuras
investigacoes incluem:

e Determinar o expoente critico do parametro de ordem, M/N, e
realizar um processo de escala de tamanho finito;

o Conforme discutimos na segao 4.4, esperamos que 0 para-
metro de ordem obedega & relagao M ~ (J — J.)?; ndo consegui-
mos determinar 8 devido a grande dispersao dos dados proximos a
J = J.. Pretendemos refinar nossas simulagoes para calcular este
expoente através do método dos cumulantes de Binder, conforme
citado na secao 4.2.2.2.

e A determinacao da regido critica no plano R x J;
o Este é um resultado importante que deve ser obtido ime-
diatamente, j4 que dard uma visao geral do nosso modelo.
e Cilculo de fungoes de correlagao e espectro de poténcia;

o A hipétese de SOC tem origem no ruido 1/f presente no
espectro de poténcia de sistemas dinamicos (JENSEN, 1998). Cal-
cular estas quantidades ajudard, certamente, na caracterizagao
do nosso sistema como criticamente auto-organizado.

4Ver mais sobre escadaria do diabo, escadaria incompleta e escadaria inofensiva
em Bak (1982).

5Como sabemos, as redes de neurénios do cérebro nao sdo quadradas, e nao
envolvem, sempre, conexdes de ida e volta entre dois neurénios vizinhos (SPORNS,
2010). Lembramos que nosso modelo é uma primeira aproximagao na tentativa de
isolar o fenomeno de avalanches criticas, visando estudar as condigbes necessarias
e/ou suficientes para que ele ocorra.
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Percolagao dindmica por ligagoes (dindmica das sinapses com
ruido);

o Conforme comentamos no final da segao 4.6, a percolagao
por ligacoes pode eventualmente ocorrer quando as sinapses apre-
sentam ruido. Como as ligagoes ora estao presentes, ora estao
ausentes, devido a dindmica das sinapses, este ¢ um caso de per-
colacao dinamica. Porém, a conexao entre este e o nosso modelo
ainda precisa de melhores resultados.

Ruido dinamico;
o Podemos supor a existéncia de um ruido dinamico que se

auto-organiza (da mesma maneira que o J da sinapse dinamica)
em torno de um R..

Sinapses dinamicas;

o Explorar melhor o modelo de sinapses dinamicas proposto
por Levina, Herrmann e Geisel (2007) e descrito na segao 4.1.1.2.

Sinapses elétricas;

o Silva et al. (2010) discutem que elas sao importantes
no estudo da epilepsia; Por sua natureza diferente das sinapses
quimicas, todos os estudos realizados aqui podem, também, ser
realizados com sinapses elétricas, dos quais esperamos resulta-
dos diferentes, como no caso do intervalo de resposta dinamico,
mencionado na se¢ao 4.2.2.1.

Redes heterogéneas (mistura de sinapses inibitérias e excitatérias);

o Vertes, Bassett e Duke (2011) mostram que este é um me-
canismo gerador de avalanches criticas. Além do que, a auséncia
de sinapses inibitérias pode estar relacionada com esquizofrenia
(VIERLING-CLAASSEN et al., 2008).

Plasticidade sinédptica;

o A plasticidade é, por si s, uma forma do cérebro se auto-
organizar e modificar seus padroes de processamento de acordo
com estimulos externos que excitam uns ou outros conjuntos de
neurénios. Arcangelis, Perrone-Capano e Herrmann (2006) estu-
dam, através de um autémato celular, um modelo em que a plas-
ticidade sindptica leva a um estado criticamente auto-organizado,
caracterizado por avalanches criticas.
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e Transicao de fase e avalanches nas redes complexas;

o Redes de Watts-Strogatz mostraram uma transicdo es-
tranha (para ruido relativamente pequeno) e redes de Barabdsi-
Albert, apesar de sua transicao de fase ter se tornado continua (ou
fraca de primeira ordem), nao apresentaram avalanches®. Preten-
demos verificar a natureza dessas transigoes, pois Vertes, Bassett
e Duke (2011) sugerem que a topologia também é um mecanismo
gerador de avalanches criticas, além de estar relacionada com o
desenvolvimento de esquizofrenia (BASSETT et al., 2008).

e Intervalo dinamico de mapas;

o Na mesma linha de Ribeiro e Copelli (2008), o intervalo
dinamico de mapas é pouco explorado na literatura e merece mai-
ores estudos, pois nossos resultados preliminares se mostram pro-
missores.

e Redes hiperctbicas.

o Conforme destaca Branco (1999), a adi¢ao de desordem em
modelos magnéticos transforma uma transicao de primeira ordem
numa transicao continua para redes de duas dimensoes. Redes de
trés dimensoes podem nao sofrer essa mudanca para todas as
amplitudes de ruido. Cabe investigar se o comportamento critico
do nosso modelo se mantém para redes hipercibicas de dimensao
maior que 2, se a probabilidade critica é proporcional a 1/n, onde
n é o numero de vizinhos de um sitio 7 e verificar se a transicao
de fase permanece se tornando continua para todo R em todas as
dimensoes.

Mais investigagoes também sao necessarias para caracterizar o
que suspeitamos ser um periodo de caos transiente na rede finita (e
caos na infinita) e para caracterizar melhor o aparecimento da esca-
daria inofensiva no ISI para diferentes J. Apesar de termos simu-
lado redes de campo médio com sinapses com ruido e com sinapses
dindmicas, nao conseguimos nenhum resultado satisfatério devido ao
tempo de simulagao. Portanto, seria interessante, também, otimizar
essas simulagoes para poder comparar resultados com Levina, Herr-
mann e Geisel (2007) sob as mesmas condigoes.

6 Apesar de nio termos observado avalanches na rede de Barabési-Albert, ela
mostrou uma mudanga na transicao de fase semelhante & ocorrida na rede quadrada.
Assim, acreditamos que ¢é possivel medir avalanches nela, porém é uma rede muito
mais sensivel a pequenas variagoes no J e no ruido, R, devido a grande conectividade
de alguns elementos da rede.
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Terminamos com uma conjectura sobre a necessidade e a im-
portancia de ruido nas conexoOes sinapticas, o qual, segundo o autor,
possibilita que nés, humanos e outros animais, possamos criar novas
informacoes, ou seja, pensar:

E preciso ter bem claro, antes de tudo, em que consiste a
transmissao sindptica. Intuitivamente, poderiamos pensar
que os potenciais de acao gerados em um neurdnio e con-
duzidos ao longo do seu axonio sao todos transmitidos sem
alteracoes para o segundo neurtnio. Assim, a transmissao
sindptica seria simplesmente a passagem incondicional de
informacoes entre os neuronios. No entanto, se esse fosse
sempre 0 caso, nao haveria necessidade da sinapse! Basta-
ria que as células nervosas formassem um sincicio, como se
pensava antes que o histologista espanhol Santiago Ramoén
y Cajal individualizasse o neurénio ao microscopio 6ptico.
Desse modo, haveria continuidade entre as membranas dos
neurdnios e estaria garantida a passagem dos potenciais de
acao por todos eles. A consequéncia dessa construcao, en-
tretanto, seria um sistema nervoso incapaz de ”tomar de-
cisoes”, isto é, de interpretar e modificar as informacgoes que
recebe. O homem nao seria homem, pois seu sistema ner-
voso seria incapaz de criar informagoes, isto é, de pensar.

(LENT, 2001)
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APENDICE A - Calculo dos Expoentes Criticos para
Sistemas Magnéticos
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Calcularemos, neste apéndice, os expoentes criticos para o mo-
delo Fenomenoldgico de Landau. Dedicamos um apéndice, nao o corpo
do texto, para poder 14 focar na criticalidade auto-organizada.

Como o parametro de ordem, m, se anula em ¢t = 0, é natu-
ral assumir que a energia livre pode ser expandida em uma série de
poténcias de! m:

g(T, H;m) = go + gim + gam?® + gsm® + gom* +... | (A1)

com g; = g;(T,H). Sobre a curva de coexisténcia, segundo a eq.
2.10, H = H(T), portanto a expansao dada em A.1 é, na verdade,
equivalente a energia livre de Helmholtz:

F(Tym) = fo(T) + f2(T)m? + fo(T)m* + ... | (A.2)

onde mantivemos apenas os termos de simetria par devido a sime-
tria do modelo magnético em questao, ja discutida na segao ante-
rior, e tomamos f;(T) = g¢;(T,H(T)). Podemos reobter a ener-
gia livre de Gibbs através da transformada de Legendre g(T, H) =
min,, [f(T,m) — Hm], com f(T,m) dada por A.2, ficando com:

9(T, H;m) = fo(T) — Hm + fa(T)m? + fo(T)m* ,  (A.3)

ja que a minimizagao sera naturalmente levada em conta no célculo dos
expoentes criticos. Assumimos fy > 0 e ignoramos termos de ordem
O(m®) em diante, a menos que fy < 0 — pois isto acabaria com o
minimo global em m = 0 para T" > T,, como veremos — ou que a
simetria do sistema estudado exija.

Para que seja possivel a expansdo A.3, ela deve obedecer as
condigoes de equilibrio e estabilidade, conforme discutido na secao an-
terior. Lembrando, g(T, H;m) deve ser minimo com relagdo a m,
seu parametro livre, na fase estdvel (eq. A.4) e um potencial termo-
dinamico deve ser uma fungao convexa de suas varidveis extensivas (eq.
A.5), o que é expresso como, respectivamente:

ag

= —H + 2f5(T)m + 4f4(T)m® =0 (A.4)
m

IDe fato, partindo dos ensembles da mecanica estatistica, pode-se mostrar que
essa expansdo se justifica em alguns casos como é feito por Salinas (1999), apesar
de ela nao estar garantida de modo geral.
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829 2
~ = 2f>(T) + 12f2(T)m?* > 0 . (A.5)
om

Lembrando que estamos interessados em estudar essa expansao na vizi-
nhanga de (T' = T., H = 0) sobre a curva de coexisténcia, a equagao
A 4 tera raizes reais dadas por:

m [f2(T) + 4f4(T)m?*] =0

m =0
S 2 F2(T) . (A.6)
2f4(T)

Com essas raizes de A.6, a condicao A.5 s6 sera satisfeita se:

param = 0 & fo(T) > 0 (A.7)
) f2(T)
2 2

para m* = — < f2(T) < 0. A8
sry < P20 (A8)

Agora, estamos aptos a tragar um esbogo do gréfico de g(m) (eq. A.3)
para H = 0, conforme mostra a figura 70, para diferentes temperatu-
ras.

Ag

Sy

—T<Tc
—T = Tc
_T.> Tc

Figura 70. Esbogo da expansao de Landau da energia livre em funcao
da magnetizacao transladada de fo(T) para T < T, (azul), T = T,
(vermelho) e T > T, (laranja).
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Conforme a condigao A.7, m = 0 s6 é estdvel (um minimo de
g(T, H;m)) para f2(T) > 0. Como vemos no gréfico, isso ocorre
para T > T.. Por outro lado, as raizes dadas por A.8, m? =
—f2(T)/(2f4(T)), sao estaveis para f2(T) < 0, o que ocorre para
T < T.. J4 que ao variar T em torno de T¢ faz f2(T) trocar de sinal,
espera-se que f2(T) seja zero exatamente em T = T, o que nos leva
a concluir que:

f2(T) x (T —T.) = f2(T) = a% =at , (A.9)
(&4
onde a é um parametro arbitrario.

Ainda analisando a figura 70, podemos ver a simetria de g(T', H;m)
sobre a curva de coexisténcia (T < T'e, H = 0), caracterizada por dois
minimos, cada um correspondendo a um dos valores possiveis da magne-
tizacdo dada por A.8. Conforme nos aproximamos de T, os minimos
da energia livre se aproximam tornando as duas fases cada vez mais
indistinguiveis. Até que, exatamente em T = T, eles se juntam, tor-
nando a simetria completamente diferente e as duas fases totalmente
iguais. Em outras palavras, ao se aproximar do ponto critico, a mag-
netizacdo, dada pelos minimos de g(7T', H;m), muda continuamente
enquanto a temperatura muda de T' < T, até T' > T, justamente por
isso chamamos este tipo de transicao de continua. Além disso, a deri-
vada de segunda ordem de g(T', H; m), a susceptibilidade magnética,
possui uma singularidade dada por 2.13, como veremos logo a seguir,
sendo por isso esta transicao também chamada de segunda ordem.

Para completar nossa descrigao desse fenomeno, falta verificar
que as fungoes termodinamicas assumem formas assintéticas, conforme
definido em 2.11-2.16, calculando os expoentes criticos. Dada uma
funcio F(t) ~ |t|*, o expoente A é definido como (YEOMANS, 1992,
p.25):

A = lim PE@)]

A.10
t—0 In |t| ( )

Na prética, precisamos expandir as equagoes de estado e/ou relagdes
fundamentais em torno do parametro de ordem e tentar escrevé-las em
funcao da temperatura reduzida 2.17.

Da anadlise feita na equagao A.3, de onde obtivemos as condigoes
de equilibrio e estabilidade dadas em A.4 e A.5, respectivamente, ja
podemos tirar dois expoentes criticos. Com excegao do expoente da
isoterma 2.14, estaremos interessados em H = 0. Por simplicidade,
assumiremos f4(T) = b = constante.
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Comegando pelo expoente definido por 2.12, o da magnetizagao
em fungao de ¢, tomamos A.9 e substituimos em A.4, de onde sai:
2atm 4+ 4bm® =0 . (A.11)

Como para t > 0 a solugao é apenas m = 0, nos preocuparemos com
t<O0: a
2
m* = —(—t A.12
(=) (A12)

que comparada a 2.12, ajusta os valores:

m = % (—t)= (A.13)
1
>B=. (A.14)

que esta definida para qualquer T' > 0, comprovando que esta é uma
transi¢ao continua, e se anulando para T' = T, comprovando que m é
um parametro de ordem.

Da condicao A.5, lembrando que a susceptibilidade isotérmica é
xT = O0m/OH = 8% f/0m?, entao:

1
— = 2at + 12bm? (A.15)
XT

que pode ser resolvido parat > 0 e t < 0, cuidando com o valor da
magnetizacao nesses dois intervalos, resultando em, respectivamente:

1
xT = —|t| ! parat > 0 (A.16)

2a

¢ 1
XT = —|t| ! parat < 0 (A.17)

4a

Para achar o expoente do calor especifico a campo constante
igual a zero, dado por 2.11, lembramos que este é calculado por cgyg =
—T9%g/dT?. Podemos, entdo, derivar A.3 duas vezes com relacio
ao tempo para t < 0, resultando em cg, e para t > 0, dando c}’},
tomando cuidado de utilizar a magnetizagao adequada para cada um
desses intervalos, com auxilio de A.9. Verificamos, assim, que o calor

especifico é uma funcdo descontinua em ¢ = 0 com um degrau de
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tamanho Acgy dado por:
a
Acg=cfy—cg=——— (A.19)

= a=0, (A.20)

ja que nao ha dependéncia em t, mostrando também que o calor es-
pecifico diminui apés a transicao de fase.

Por tdltimo, analisaremos a fungao de correlagao de pares definida
em A.21 abaixo, para uma rede discreta de spins s; = +1 ou s; =
—1, devidamente normalizados pelo momento magnético, cuja forma
assintotica é dada em 2.16, sendo o comprimento de correlagao dado
por 2.15. Este é um resultado importante na discussao que segue sobre
Criticalidade Auto-Organizada.

D(7 — 75) = Tij = (sis5) — (s3)” . (A.21)

A forma assintética dada em 2.16 pode ser encontrada através
da teoria de Ornstein-Zernike, uma extensao da teoria de Landau onde
se permite que a magnetizagdo varie com a posi¢ao ¥ definindo uma
densidade de magnetizacdo m (7). Dessa maneira, podemos reescrever
A.3 como:

9T, Hym) — fo(T) = at [ (m(@))* &7+ o [ [vm(D)]* a7
(A.22)
onde a integral da esquerda é equivalente & m? em A.3 e a da direita
é um termo de troca que corrige a energia livre de acordo com os spins
estarem paralelos ou anti-paralelos, sendo o a constante de troca e o
super-indice d a dimensao de 7. E A.21 fica:

['(7) = (m(7)m(0)) — (m(0))* . (A.23)

Assumindo que m(7) pode ser escrita como uma transformada de Fou-
rier de uma funcao cujos modos correspondentes a diferentes vetores de

onda @ sejam independentes, pode-se achar a transformada de Fourier

de A.23:
kT
at +oq?’

T(q) = (A.24)
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sendo k a constante de Boltzmann. Tomando a inversa de A.24, fica:
exp (—m / %t )

de onde definimos o comprimento de correlagao:

e=/Z|t3 (A.26)
a
1

e a fungao de correlagao para t = 0:

1
rd—2

() ~ (A.28)

=n=0. (A.29)

Uma relacao interessante sai diretamente da definicao A.21, verificando
que a flutuagao na magnetizacao é dada pela susceptibilidade:

ETxr = <(m — <m>)2> = Z (Si — <Si>) Z (Sj - <Sj>) = ZF’LJ

[

(A.30)
onde, novamente, m; = poS; = *pol, sendo g 0 momento magnético.
Desta maneira, é facil enxergar que quando as correlagoes divergem, a
susceptibilidade também diverge, deixando o sistema susceptivel, por
assim dizer, para qualquer intensidade de estimulo, uma vez que as
correlagoes passam a influenciar o sistema inteiro com a forma 2.16 e a
nao ter mais um comprimento caracteristico, sendo este dado por 2.15,
caracteristicas essenciais do ponto critico e exaustivamente referidas no

estudo de SOC.



APENDICE B - Estimulando Redes Excitaveis
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Ao longo do trabalho, foram apresentados diversos resultados
para redes excitaveis. Nessas simulacoes, as condigoes iniciais eram
iguais para todos os neurdnios da rede: estado quiescente (ponto fixo).
Portanto, precisamos estimular a rede de modo a observar atividade
(disparos). A seguir, encontram-se os diferentes estimulos utilizados e
seus detalhes, onde explicitamos em quais resultados eles foram utili-
zados.

B.1 RAMPA DE CORRENTE

Este tipo de estimulo é 1til apenas para identificar se o neuronio
é excitavel de classe 1 ou de classe 2 (IZHIKEVICH, 2007, p.14-16),
conforme definimos no capitulo 3.

Consiste em aplicar uma corrente externa linear, monotonica-
mente crescente sobre o neurdnio:

0 set < o

I(t) - { a (t — to) + I() set Z t() ’ (Bl)
onde a é a rapidez com que I(t) varia ]e Iy é a corrente inicial.

Geralmente, assumimos Ip = 0 e a ~ 1073, para estimular o
neurdnio lentamente. Se o neurénio responder disparando de maneira
periddica (o ISI se mantém o mesmo, independentemente do valor de
I(t)), ele ¢é excitdavel de classe 2. Sendo, se ele responder com ISI
varidavel (quanto maior I(t), menor é o ISI), entao ele é excitdvel de
classe 1.

B.2 PULSO DELTA

O pulso delta é a base para todos os estimulos a seguir e tem
esse nome porque é dado pelo delta de Kronecker. Definimos o pulso
delta por:

I(t) == I()(st,to 5 (BZ)

onde Ip é a intensidade do estimulo e d¢4¢, é o delta de Kronecker
(portanto, to é o instante em que o estimulo é realizado).

Foi utilizado no estudo da excitabilidade dos neurénios indi-
vidualmente, capitulo 3, e nas simulagoes para obter os graficos do
pardmetro de ordem, M, em fungao de J ou (.J).
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B.3 SERIE DE PULSOS DELTA

Utilizado como uma primeira abordagem na tentativa de obser-
var avalanches. Consiste em aplicar, periodicamente, um pulso delta
em algum neurénio selecionado aleatoriamente da rede. Portanto, é
definido por:

I(t) =10 ) bt ioqur (B.3)
l

onde I é a intensidade do estimulo, tg € o instante do primeiro estimulo,
T é o periodo associado aos pulsos e I é um numero inteiro I > 0. A
quantidade de termos na soma sobre I é a quantidade de estimulos
efetuados sobre a rede durante todo o tempo de simulacao.

Um resultado utilizando este estimulo se encontra na figura 63,
painel superior direito. A série de pulsos delta nao se mostrou muito
eficiente para a geracao de avalanches criticas, pois, como discutimos
no texto, o periodo, T, deve ser muito maior que a duragao média
das avalanches, de modo a evitar superposicao de avalanches (j& que a
superposigao atrapalha as medidas de tamanho de avalanche).

B.4 DELTA QUIESCENTE

O estimulo delta quiescente pode ser considerado igual ao delta
periddico, no caso em que o periodo é T' >> (t), onde (t) é a duragao
média de uma avalanche.

Na prética, efetua-se um pulso delta em um neurénio da rede,
aleatoriamente escolhido, sempre que todos os neurdnios desta estao
no (ou préximos do) ponto fixo. Em outras palavras, estimula-se a
rede, mede-se a avalanche e, quando esta termina, espera-se uma quan-
tidade determinada de janelas de tempo (suficiente para que todos os
neurénios da rede ja tenham passado pelo periodo refratdrio) para es-
timular a rede novamente. Esse estimulo se mostrou o mais eficiente
para observar as avalanches, pois implica imediatamente na separacao
de escalas temporais (atividade répida sucedida por longos periodos de
inatividade).

Todos os graficos em que aparece a distribuigao da duracao e do
tamanho de avalanches mostram resultados de redes sujeitas a este tipo
de estimulo.



199

B.5 PROCESSO DE POISSON

Um processo de Poisson consiste em uma série temporal de even-
tos independentes uns dos outros, cujo intervalo entre dois eventos su-
cessivos obedece a uma distribuicao exponencial. O evento, no nosso
caso, ¢ um pulso delta num neuronio da rede selecionado aleatoria-
mente. A taxa, r, de um processo de Poisson é a quantidade esperada
de eventos por unidade de tempo, dada, neste trabalho, em quantidade
de estimulos por passo de tempo. Seja Ty o intervalo entre dois eventos,
entao a distribuigao P(Tk) é:

P(Ty) = exp (—rTy) . (B.4)

Na pratica, precisamos sortear Ty de acordo com a probabilidade
dada na equagao anterior. Portanto assumimos um nimero aleatério
homogéneo qx = P(T%) e calculamos T}, invertendo a eq. B.4:

lo
T, —1_ 08k (B.5)
T
onde somamos 1 em T para que 1 < T, < 00, i.e., o intervalo entre
dois eventos é, no minimo, 1 passo de tempo.
O estimulo é, portanto

I(t) =1Io Zat,to-pzfc Ty (BG)
l

onde I ¢é a intensidade do estimulo, tg é o instante do primeiro estimulo
e Tk é o k-ésimo intervalo entre eventos, dado pela equacao B.5; por-
tanto ZL Ty é o tempo, a partir do primeiro evento em tg, até o
estimulo I. A quantidade de termos na soma sobre I é a quantidade de
estimulos efetuados sobre a rede em todo o tempo de simulagao.

Este estimulo foi utilizado para comparar nosso modelo com
aquele apresentado por Ribeiro e Copelli (2008). Tentamos medir ava-
lanches utilizando este estimulo, mas a taxa, r, deve ser muito pequena
para que as avalanches nao se sobreponham. Da equacao B.6 pode-
mos ver que o estimulo série de pulsos delta pode ser considerado um
caso particular do processo de Poisson em que 0 < r << 1, assim
Toy1 =T =T e Yt Ty = IT.
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APENDICE C - Algoritmos e Métodos Computacionais
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A fim de esclarecer ainda mais algumas simulagoes, explicitamos
a seguir os detalhes dos algoritmos que utilizamos para identificar e
calcular grandezas importantes, tais como disparos, intervalo entre dis-
paros e a sincronizacao. Os métodos para medir avalanches ja foram
discutidos em detalhes no inicio da secao 4.5.

C.1 CONTAGEM DE NEURONIOS E DISPAROS

Desenvolvemos dois algoritmos para identificar um disparo. Um
deles é utilizado apenas para calcular o intervalo entre disparos e, por-
tanto, serd exposto na préxima secao. O outro, exposto nesta secdo, é
utilizado na contagem do tamanho das avalanches. Ainda, a contagem
de neurdnios descrita aqui foi a utilizada para identificar o parametro
de ordem, M /L?.

O método mais ébvio para contar disparos é achar o pico dos
potenciais de membrana dos neuronios. Nossa abordagem ¢é a mais
objetiva possivel, apesar de, talvez, nao ser a mais otimizada.

Seja {x(t)} o conjunto de todos os valores assumidos pelo po-
tencial de membrana de um neurénio KTz qualquer, definimos o pico
de {z(t)} como ocorrendo em t, se, e somente se, x(tp) > x(tp — 1)
e x(ty) > z(tp +1) e x(tp) > Tiim com® Tyim = 0 (esta condigio
é necessdria para descontar oscilagoes sublimiares). Se o potencial de
membrana tiver a forma de um plato, parecido com o apresentado logo
a pos o disparo na figura 16(d), as pequenas oscilagdes na ponta es-
querda do plato sao ignoradas e todos aqueles pequenos picos sao con-
tados como apenas um pico, ocorrendo no instante £, do primeiro pico
encontrado, logo apds a primeira subida do plato.

A contagem dos neuronios da rede que disparam para um dado
estimulo pulso delta é mais simples. Varremos o conjunto {x;(t)}, para
1 < 2 < N, de todos os neurénios da rede (que tem N elementos)
e se z;(t;) > 0, entdo o neurdnio ¢ disparou em ¢; e incrementa-se
M. Lembrando que sé estamos interessados em saber se houve, ou
nao, disparo dos neuronios, portanto o instante ¢; em que o neurénio
dispara nao é importante.

L Assumimos &3y, = O, pois verificamos que, numa rede de neurénios, um
potencial de membrana & > 0 de qualquer neur6nio é capaz de excitar a rede
quando J > Js.
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C.2 MEDINDO O INTERVALO ENTRE DISPAROS (ISI)

Para medir o intervalo entre disparos, recorremos a um método
menos custoso, computacionalmente, para identificar os disparos (com
menos estruturas condicionais).

Definimos um disparo quando o potencial de membrana, x(t),
cruza duas vezes consecutivas o eixo x(t) = 0, a primeira em diregao
a valores positivos de « e a segunda em direcao a valores negativos de
. Este método é valido, pois x(t) é uma varidvel continua e —1 <
xz(t) < 1.

Matematicamente, seja tg; o instante em que x(ta1)x(t21+1) <
0, com x(tz;) < 0, e tg41 0 primeiro instante, apds tg;, em que
x(tar41)x(tai41 + 1) < 0, com x(ta;+1) > 0. Entao o instante do
disparo 1 é:

= ta; + toyq1 7 (1)
2
com I > 0 inteiro. Portanto, os intervalos entre disparos formam uma
sequéncia {tiSI }, tal que

ISI
Lo =t — . (C.2)

Estamos interessados apenas na diferenca entre os instantes dos
disparos. Portanto, ndo interessa saber exatamente o instante em que
cada potencial de membrana tem um pico, conforme no método ante-
rior, pois os disparos sdo todos iguais. Entdo, se a média C.1 estiver
deslocada, ou para a direita, ou para a esquerda, do instante de pico,
ela vai estar deslocada para todos os disparos, logo, serd cancelada pela
diferenca C.2.

C.3 IDENTIFICANDO A SINCRONIZACAO

O tempo transiente, T', da figura 39, para redes quadradas com
condicoes de contorno periédicas e L par, com sinapses inibitoérias, foi
calculado através do método a seguir.

Dois, ou mais, neurdnios estao sincronizados em fase a partir de
um instante T se x;(t) =~ z;(t) para t > T. Em se tratando do
caso estudado no texto — a saber, neurénios de uma mesma subrede
sincronizados em fase e as subredes sincronizadas em antifase entre si;
figura 39 — definimos que a sincronizagao é atingida quando, em cada
uma das subredes, todos os neurdénios estao sincronizados em fase.
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Em outras palavras, precisamos identificar se todos os neurénios
de uma dada subrede possuem seus potenciais de membrana parecidos
para todos os instantes ¢ > T. Nosso método é baseado em dois
parametros arbitrarios: a precisao de sincronizagao, &, e o intervalo de
checagem, 7.

Para cada subrede k, em cada instante ¢, calculamos a diferenca
quadrética média, (A), (t), entre o potencial de membrana de quais-
quer dois neurénios da subrede:

Yy @ik (t) — 5k (t))?
[Ny (Ny, — 1))

(A) () = : (C.3)

onde k ¢é o indice que denota a subrede e N é a quantidade de ele-
mentos na subrede k. Portanto, a quantidade de elementos na soma
é Ni(Ng — 1). A razao de tomarmos a diferenga quadrética é evitar
o cancelamento de termos. Por isso, para manter a média coerente, a
quantidade de termos também foi elevada ao quadrado.

Se (A), (t') < & durante o intervalo t < t’ < t+ T, considera-
mos que a subrede k esta sincronizada. Se essa desigualdade vale para
todas as subredes, k, entao a rede esta sincronizada e T' = t.





