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Introducao

Este trabalho foi feito para dar aos alunos da graduagio uma oportunidade de
conhecer um pouco sobre Produtos Infinitos, j4 que este assunto ndo é estudado nas
disciplinas de calculo.

Ao fazer uma pesquisa sobre P.I., vimos que existe uma grande dificuldade de
encontrar livros de cdlculo que tratam deste assunto. Alguns deles citam poucos
exemplos, mas ndo trazem nenhuma explicagdo a mais. Um levantamento histérico
também foi feito no inicio deste trabalho, mas nada foi achado.

Além do livro citado na bibliografia, do qual foi tirada toda a parte tedrica, alguns
artigos tirados da Internet ajudaram a complementar este trabalho.

Enfim, diante da dificuldade de achar material para este trabalho, tudo o que
conseguimos € de grande importancia.



Capitulo 1

Estudo Teodrico

Como sabemos, uma série infinita é uma expressao da forma
o0
E a,=a;+a+as+...+a,+...
n=1

em que (a,) € uma seqiiéncia infinita de nimeros reais.

Agora, para entendermos o que é um produto infinito, as somas da série infinita
serdo substituidas por produtos. Desta forma, podemos escrever um produto infinito
como '

UL-Ug Uz ... Up"

ou ainda
o0
[Jun
n=1

Assim como em séries fala-se em somas parciais, para melhor compreensao do pro-
duto infinito, estabelece-se os produtos parciais do produto infinito [ s O produto
parcial p, do produto infinito é o produto de seus n primeiros termos

Pn=1U1-Ug U3 ...  Un.
A cada produto infinito estd associada uma seqiiéncia infinita de produtos parciais

D1,P2,P3,---,Pny- - -

e o limite desta seqiiéncia, se existir, é o produto de um produto infinito.




1.1 Produtos com termos positivos

Um produto infinito é dito convergente para um niimero U, se o limite da seqiiéncia
dos produtos parciais for igual a U. Podemos notar que, se um nimero 4, for igual
a zero, para todo n > m, os produtos parciais a partir de 7 serdo iguais a zero e
portanto, o limite desta seqiiéncia também o sera.

Na definicio a seguir, este caso de convergéncia é excluido e consideramos uma

defini¢ao mais conveniente.

Definicdo 1.1 O produto infinito

Q0
Hun = Up-U2 U3z ...
i=1

¢ convergente se eriste m > 0 tal que para todo n > m, nenhum fator se anular e o

produto parcial a partir de m
Pn = Umy1 " Umy2°--. " Up

tender, a medida que n cresce, para um limite, finito e diferente de zero. Se este limite

for igual a Uy, , entdo o nimero
U=wuy-up-... Up- Up,
é considerado o valor do produto.

Seja (pm) a seqiiéncia dos produtos parciais e U, o limite desta seqiéncia. Como
Pn—1 = Um com p, = Up, € como U, # 0, temos que

Up  Ppn-1 =Pn = Up = - 1,

o que demonstra o

Teorema 1.1 A segiiéncia dos fatores de um produto infinito convergente sempre

tende a 1.

A partir disto, ser4 mais conveniente denotar os fatores u, por (1+ ay) e, entdo,

o produto terd a forma
o0

H(l +ay).

n=1



Por isso, a condigio a, — 0 (*) é necessaria para a convergéncia do produto. Os
niimeros a, sdo chamados de termos do produto. Se eles sao todos maiores do que
ou iguais a 0, entdo como no caso das séries infinitas, nés falamos de produtos com
termos positivos.

Na demonstracio do teorema a seguir, usaremos o seguinte fato:
e Para todo z # 0 temos que e* > 1+ z.

Teorema 1.2 Um produto [[(1 + a.) com termos positivos a, é convergente se, €

somente se, a série Y an COTVETge.

Demonstragao. A seqiiéncia dos produtos parciais (p,), para a, > 0, é mon6tona
crescente pois 1+a, > 1 epp-(1 + @n) = Pni1 = Pn < DPny1- Entao basta mostrarmos
que os produtos parciais p, sdo limitados se, e somente se, as somas parciais sp sao

limitadas. Usando o fato de que e** > 1 + a,, temos que
Pn < €77

portanto, para cada n, p, é limitado. Logo o produto [](1 + a,) converge. Por outro
lado, temos que

pn=0+a)...(0+a)=14+a+a+... +a, +taz+...> 5y,

pois p, tem todos os termos da soma além de outros termos, todos ndo negativos.

Entao, para cada n,

Sn < Pn;

portanto s, é limitado. Como s, também cresce monotonamente, entao s, converge.

O

Teorema 1.3 Se, para todo n, an > 0, entdo o produto [1(1 — as) também € conver-

gente se, e somente s, Y an CONVETge.

Demonstragio. Se a,, ndo tende para 0, a série e 0 produto certamente divergem.
Mas se an, — 0, entdo existe m > 0 tal que para todo n > m, nés temos an < 3, 0u
1—ap,> % Nés consideraremos a série e o produto a partir desse ponto.

Agora, se o produto converge, entdo a seqiiéncia moné6tona decrescente dos pro-
dutos parciais p, = (1 — @p41) - - - (1 — ap) tende para um mimero Uy, positivo e para

*QOu seja, a, tende a 0




todo n > m,
(1—amy1)---(1—an) > Uy > 0.

Para 0 < ag < 1, nés temos

1+ag) < =
( ) (1 — a/-ﬂ)
isto implica que

1
(1+ ami1)(1 +amya) ... (14 an) < T

Portanto, se o produto [J(1—a,) converge entdo o produto [[(1+ays) também converge
e pelo teorema 1.2, a série )  a, converge.

Se por outro lado, a série Y a,, converge, entdo ) 2a, também converge e con-
seqilentemente o produto [J(1 + 2a,) também comverge. Portanto, o produto
(1 + 2am41) - -- (1 + 2a,) fica menor do que K com uma apropriada escolha de K.
Se agora nés usarmos o fato que, para 0 < ag < 3,

> > 1
“14ag — 1+ 2ayg

l—ag

nés chegamos a

1
(1—am+1)...(1—an)>E>0,

e os produtos parciais do lado esquerdo, como formam uma seqiiéncia monétona de-

crescente, tendem para um limite positivo, ou seja, o produto [J(1—ay) é convergente.
O

1.2 Produtos com termos arbitrarios

Convergéncia Absoluta

Os teoremas 1.2 e 1.3 sdo satisfeitos quando os termos do produto sdo maiores do
que ou iguais a 0. Agora vamos ver os casos de convergéncia quando esses termos tém

sinais arbitrdrios.

Teorema 1.4 O produto infinito [[(1 + a,) converge se, e somente se, dado € > 0,
nds podemos determinar ng tal que para todo n > ng e todo k > 1,

|1+ 1) (1 + Gny2) - (1 + Gnax) — 1 <€




Demostragdo. Se o produto converge entdo existe m > 0 tal que para todo n > m,
nés temos a, # —1 e o produto parcial

P = (14 @ms1) - .- (1 + an), (n > m)

tende para um limite diferente de 0. Portanto, existe um nimero positivo ¢ tal que,
para todo nn > m, |p,| > £ > 0. Sabemos que a condi¢io necessdria e suficiente para
a convergéncia de uma seqiiéncia (z,) é que, dado qualquer € > 0, existe um nlimero
no tal que para todo n > np e todo k > 1 nés sempre temos |Tpix — Z,| < e. Entéo,

como a seqiiéncia (p,) converge nés temos que

|pn+k - pn| <e- E

Mas, entdo, para os mesmos 7 e k,

- |p pl<1 €t =
L ppak—pal <€
lpn| n £

Btk 1) = |(1 + a1 (1 + anya) .- (L Gnp) — 1] <6

¢}
que é o que nés afirmamos.

Por outro lado, primeiro escolhemos ¢ = % e determinamos 7 tal que para todo
n > m,

1
(1 4+ ms1) (1 + Gmaa) .- (L4 an) =1 = [pa — 1] < 5.

Para esses n's ués entao temos ) 5
- < < =
g Sl 3
mostrando que, para todo n > m, nés obrigatoriamente temos que 1+ a, # 0, e mais,
que se p, tende para um limite, este certamente niao pode ser zero. Mas nés podemos

agora, dado € > 0, escolher o nimero ng tal que para todo n > ng e todo k > 1,

Ptk 1’ < €
Dn 2
ou

| |<| |.£<§.£<€
Prn+k — DPn Dn 2 2 9 .

E isso mostra que (p,) tem um tnico limite e portanto o produto converge.
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Assim como no caso das séries infinitas, um produto infinito pode convergir absolu-
tamente. Mas dizer que um produto [] u, converge absolutamente se | | |un| converge,
torna sem valor esta definicio pois assim todo produto iria convergir absolutamente.

Temos entdo a seguinte definicdo:

Definicao 1.2 O produto [[(1 + an) € dito absolutamente convergente se o produto
[1(1 + |an|) converge.

Esta definicio apenas ganha significado através dos teoremas:
Teorema 1.5 A convergéncia de [[(1 + |an|) acarreta a convergéncie de [](1 + a,).

Demonstracao. Nés temos que
|(1+ @np)(1+ Gpp2) -+ - (1 + @agr) — 1 <

< |(1+|@nil) @ +|onsal) - .. L+ |@asel) =1 = At|anss ) A+lens2]) - - - (L+lentk) 1,

Se a condicao necesséria e suficiente para a convergéncia no teorema 1.4 é satisfeita
para [J(1 + |ax|), é também satisfeita para [J(1 + a.).
O

Em conseqiiéncia do teorema 1.2, nés temos o seguinte teorema:

Teorema 1.6 Um produto [[(1 + en) € absolutamente convergenie se, e somente se,

3" an, converge absolutamente.

Demostragdo. Se [J(1 + a,) é absolutamente convergente, entéo [](1 + |an|) con-
vergente. Pelo teorema 1.2, a série ) |a,| converge e portanto ) a, é absolutamente
convergente.

Por outro lado, se ¥ a, converge absolutamente, entdo ) |ay| converge. Pelo
mesmo teorema 1.2, temos que o produto [](1+ |a,|) converge e entdo podemos dizer
que o produto [](1 + a@») converge absolutamente.

O

A partir do préximo teorema, sempre que usarmos In, este representara o logaritmo

neperiano.
Teorema 1.7 O produto [[(1 + an) converge se, e somente se, a série

i In(1+ an)

n=m-+1

11




comegando com um indice adequado (f), converge. E o produto converge absoluta-
mente se, e somente se, a série também convergir absolutamente. Além disso, se L é

a soma da série, entdo

co

[Ta+a)=0+a)...(1+am) e

n=1

Demonstracdo. Se [[(1 + ap) converge, entdo a, — 0O e portanto existe
m > 0 tal que para todo » > m, ndés temos |a,] < 1. Uma vez que o produto
parcial p, = (14 @my1)--- (1 +a,) tende a um limite positivo Uy, # 0, nds temos que
In(p,) — In(Uy). Mas In(p,) é a soma parcial, terminando com o termo de ordem n
da série em questdo. Essa, portanto, converge para a soma L = In(Un).

Como U, = e¢¥, assim nds temos
m b

H(1—|—an)=(1+a1)...(1+am)-eL.

Se, ao contrario, a série conhecida convergir, e ter a soma L, entdo nds temos

In(p,) — L, e conseqiientemente
pn = ™) 5 el

Isto completa a prova da primeira parte do teorema.
Para deduzir, finalmente, que o produto converge absolutamente se, e somente
se, a série também convergir absolutamente, nés usamos, além do teorema 1.6, as

seguintes proposigoes:

* Se os fatores o, satisfazem as desigualdades 0 < o' < an, < o', ento as
séries 3 an € Y tnty, com termos positivos, sdo ambas convergentes ou ambas

divergentes.

* Se (z,) é uma seqiiéncia arbitraria que converge para 0, cujos termos sdo dife-
rentes de 0 e maiores do que -1, entao

lim (1 +zn)% =e

n—c0

ou
In(1 + zy,)

Tn

— 1.

R suficiente escolher um m tal que para todo n > m nés temos |a,| < 1.

12



Entido quando a, — 0,
In(1+ ay)

an

— 1.

Reduzimos assim o problema da convergéncia absoluta dos produtos infinitos para

o de séries infinitas, o que pode facilitar um pouco o nosso trabalho. Mas o resultado

ainda pode nao nos satisfazer por causa das dificuldades envolvidas na determinagao
da convergéncia das séries da forma Y In(1 + ay).

(|

Teorema 1.8 A série ¥ In(1 +a,) e o seu produto [[(1 + a,) sdo convergentes se
3 a, converge € se Y oy € absolutamente convergente(*).

Demonstragio. Nés escolhemos um m tal que para todo n > m, nds temos laa| < ‘5
e consideraremos [J(1+a5) e 3_ In(1 + a,) a partir do termo de ordem m+ 1. Usando
o fato de que para 0 < |z| < 1, nés temos

1 ¢ z°
In(1 = 2l -
(1+2) :1:+:1:[2+3 7+ ]
Podemos escrever
In(l+a,)—a
l‘n(1+an)=a"+19"-an2 ou i az) = =y,
n

sendo ¥, = [—1 + & — 933 + —...] uma seqgiiéncia limitada. Como a, — 0, entao

9 —~1.Se> a, e} |ag|* convergem, 3 in(1+ a,) e também [](1 + a,) sdo con-
vergentes.

O

O teorema 1.8 nos leva para o seguinte teorema:

Teorema 1.9 Se Y a,? é absolutamente convergenie € se existe m >0 tal que para
todo n > m,|a,| < 1, entdo os produtos parciats

n

Dn = H (].-I-{J,,,)

v=m+1

€ as somas parciois

Sp = Z a, (n > m),

v=m+1

INotemos que se 3 a,? converge, entio também ird convergir absolutamente.

13



estdo assim relacionados

Py ~ €7, (ﬁ)
isto é, a razdo entre os dois lados dessa relagdo tende para um limite definido, finito
e diferente de 0.

Demostracdo. Se nés adotarmos a notacao da prova anterior, entdo como

In(1 + ay) = an + 9y, - an?, n6s temos que existe m > 0 tal que para todo n > m

(1 + am+]) - (1 + ﬂn)z H eﬂau+1’uaﬁ|2; — ezav . ezﬂvag,

v=m+1

se a soma nos ultimos dois expoentes sdo levadas também de » = m + 1 para v = n.
Como os ¢'s sdo limitados, Y ¥a2 converge absolutamente quando ) a,” converge
absolutamente. Entao

Pn_ _ Pn _ ez-ﬂaﬁ

elor  gdn

Segue deste teorema o teorema suplementar abaixo.

Teorema Suplementar 1.1 Se Y a,% converge absolutamente, entdo ) a, e

[1(1 + a,) séo ambos convergentes ou ambos divergentes.

1.3 Ligacao entre séries e produtos

Convergéncia condicional e incondicional

Nés podemos observar que uma série infinita ) a, é um outro simbolo para re-
presentar a seqiléncia (s,) das somas parciais. Fora o fato de que nés temos que levar
em conta o papel excepcional do valor 0 na multiplicacdo, a mesma observagdo vale
para um produto infinito. Disto segue que, com essa restricao, toda série pode ser

escrita como um produto e todo produto como uma série.

20 n
1. Se H(l + a,) é dado e H(l + a,) = pn, entdo esse produto representa a
n=1 v=1
seqiiéncia (p,). Esta seqiiéncia, por outro lado, é representada pela série

p1+(192—p1)+(p3—p2)+...Epl—l-Z(l—l-a.l)...(l—l—a"_l)-an.

§p, e e®= convergem assintoticamente

14



A série e o produto tm o mesmo significado — se o produto converge de acordo
com a nossa definigao.

(= o] n
2. Seja agora a série Z"’" e a seqiiéncia s, = Za,, das somas parciais. Isso
n=1 v=1
também pode ser representado pelo produto
s s (=] oC
51'—2'—3-...581' S Eal'l_[(1+ On )
81 82 s Sn—1 oyl 01+ 0+ ...+ 0

E claro que hd a exigéncia de que cada s, seja diferente de 0. Em geral a
convergéncia do produto implica na convergéncia da série e vice-versa. Neste
caso, entretanto, quando s, — 0, embora nés chamamos a série de convergente
com soma 0, nés dizemos que o produto diverge para 0.

A ligacdo entre séries e produtos é estabelecida pelo teorema 1.7 ou pelo teorema
1.6, se nés estamos interessados apenas com a questdo de convergéncia absoluta.
O teorema a seguir é semelhante aos teoremas referentes as séries infinitas sobre
convergéncia condicional ou incondicional.

Teorema 1.10 Um produto infinito [[(1 + a,) é incondicionalmente convergente —
isto €, permanece convergente, com valor inalterado, mesmo tendo seus fatores reor-

denados — se, e somente se, ele converge absolutamente.

Demonstracdo. Suponhamos que o produto infinito [](1 + a,) seja convergente.
Os termos a, tal que |ap| > %, que sio em nimero finito, nés substituimos por 0.
Assim, nés apenas fazemos um nidmero finito de alteragGes e garantimos que |a,| < 3
para todo n. Agora, com os valores de an,

H(l +an) e Z In(1 + as)

sdo convergentes. e seus valores U e L respeitam a relagio U = el. Disto segue que
uma reordenacio dos fatores do produto deixa este convergente, com o mesmo valor
U, se, e somente se, a correspondente reordenagao dos termos da série também deixa
esta convergente, com a mesma soma L. Mas para as séries, isto acontece se, e somente
se, ela converge absolutamente. Pelo teorema 1.7, 0 mesmo acontece para o produto.
Agora, se antes da reordenagio, nés tivéssemos feito um niimero finito de alteragoes
e entdo depois da reordenacio tivéssemos feito novamente no sentido contrdrio, isso
nio teria nenhuma influéncia na presente questao.
a
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Capitulo 2

Aplicacoes

2.1 Algumas aplicagGes envolvendo

Produtos Infinitos

LI+ (3)) -2

Como g < 7 € ). 5 converge pois é uma série geométrica, entao pelo teste
da comparagio, ) 5w converge. Pelo teorema 1.2, 0 produto acima também

converge.

(a) po=1+1, isto ¢ po é uma série geométrica de razdo :.
k

A
(b) Seja p = H (1 + (5) ) uma série geométrica de razdo 3.

n=0

Afirmamos que pxy1 é também uma série geométrica de razao %
k 1 on 1 2k+1
p’“'“"“ﬂ(“ (3) ) '(”(a) ) -
2k ok+1
1
1+ (= =
)6
41

De fato,

(+3) () (G
(1+3) () (o (



Logo pry1 é uma série geométrica de razao % Entdo, p, é uma série geométrica

de razao %

Como a série converge para a sua soma, temos que

como a série converge para 2, entdo o produto

f1(-())-

n=0

1 (1 Mo 1)2) =3

n=2
Primeiro vamos analisar a série ) W%W O termo geral é positivo para todo
n > 2. Analisando a sua convergéncia, temos que pelo teste da comparagao,

2n+1 < 3
(n2—1)(n+1)2 n?

e a série ), 3 converge. Portanto, )

Il (1 T T 1)2)

n=2

W ffszran)z converge. Logo o produto

converge. Seja, agora, o produto parcial

Pm+1 = n1—[=2 (n—1)(n +1)%

ou seja,

. 2(2+2) ¥ (B+2)  4(4+2) 5%(5 + 2)
Pt = 5 12+1PF B-1)B+17 @A—-1@E+13 6-)B+12 "

mi(m+2)  (mDnt 1) +2)
T (m—1)(m +1)3 (m+1)—1)((m+1)+1)%

Simplificando o produto pm1, vemos que, além de simplificar os termos ciibicos,

com excecao do 23, temos que o nimero da forma (k + 2) no numerador ¢ igual

17



ao ((k 4+ 3) — 1) no denominador para todo k > 2. Assim, temos que pm+1 € da
seguinte forma

__2 1 1 (m+1)+2)
=01 B-1) @-1) ((m=1)+2)- (m+2)- ((m+1) +1)

4 (md+6m?+1lm+6)
3 (m3+6m2+12m+8)

=}pm+1 =

Como lim (m3 + 6m? + 11m + 6)
m—o0 (m3 + 6m?2 + 12m + 8)

Il (1 o 1)2) -3

n=2

= 1, entdo ppm41 — 3. Logo,

. I1 cos(zs) converge se Y |zn|? converge.

Se [] cos®(z,) converge para L? entdo []|cos(z,)| converge para |L|. Mas se
[1 cos(z,) converge absolutamente, entdo, com mais razéo, [] cos(z.) vai con-

vergir. Para nos ajudar na demonstracio, podemos escrever que

Hcosz(zn) = H(l — sen®(zy,))

Pelo teorema 1.3, sabemos que [[(1 — sen®(z,)) converge se, e somente se,
Y sen?(r,) converge. Além disso, temos que [sen(z,)| < |[zn|. Entdo
|sen?(z,)| < |za|?. Como 3 |z,|* converge, pelo teste da comparagao, a série
Y |sen?(z,)| converge. Mas se Y |sen®(z,)| converge entdo ) sen®(zs) con-
verge.

Desta forma, [[cos*(z,) = [[(1 — sen?(z,)) converge e conseqiientemente
[1cos(z,) converge.

z(z+ 1)z +2)...(z +n) |
W+ D +2). (y+n) B i

Como 0 < z < y entdo para todo k > 0,0 < z + k < y + k. Disto, temos que
T Tz+k

0<—<lel<——x1.

—y y+k

. Para0<z<yen— o0,

18



pard U k)
1 2
oz 4l (@42 (em) g ot
y (+1) (y+2) (y+n)
n+1 +)
O produto parcial pp4, = H Wt sera o produto de p, pelo termo gi (:ﬁ))

que j4 sabemos que é menor do que 1. Entao

0<p, @D

n " T < 1<l =
+m+1) "

=0<pn+l <pﬂ<1'

Desta forma, a seqiiéncia dos produtos parciais serd uma seqiiéncia monotona
decrescente e limitada e portanto, convergente.
z(z+1)(x+2)...(z+n)

yw+ Dy +2)...(y+n) Vamos

Seja L(z,y) = liMp 00 Pa(T,y) = liMy o0

escrever p,(z,y) da seguinte forma

(z +n) z(z+1)...(z+ (n—1)) _
y  @+)(+)+1)(p+1)+(n-1)

Pa(T,y) =

(z +mn)

pa(z,y) = pn_1(z,y + 1)

Sabendo que que pn_1(Z,y + 1) converge, pela mesma demonstracao feita an-
teriormente, suponhamos que p,_1(z,¥ + 1) = L(z,y+ 1). Temos ainda que

n
(_a;+_) — +400. Como p,(z,y) converge, pn—1(z,y + 1) deverd convergir para

Yy
0. Sabemos entdo que, se tivermos y + 1 = a, L(z,a) = 0, mas nao podemos
afirmar qual & o limite L(z,a — 1) = L(z, ).

135 (2n-1 e (2k—1
Seja o produto parcial p, = 5+ -+ = e (L—) = H ((_ﬂ_)) . Podemos,
k=1
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tarmbém, escrevé-lo como
n
1
— 1 —_
=111 3%).

Analisando os termos a; = zkv k € N, observamos que |az| < 1 e que a série

infinita )~ (— —) é absolutamente convergente. Portanto, pelo teorema 1.9

n 1 n

k=1

Se e ~ % entdo podemos concluir que p, ~ ‘/Lﬁ Vamos escrever e’ da

seguinte forma, com h,, igual a Y p_; #:

i 1

2 2
e-“n=eE7:=1_EIE_—_e_E’I:=1ﬁ= T ];1 T = ﬂl i = —1
ez k=1 k eXh=1% ehn

Agora,
1 1 1
—_ ha 2 hn 2
n e 1
lim —Y* r=lim{—] ={lim—| =c2
n—)oc( 1\2 n—oc \ T n—co N
e’iﬂ,
entao

L
(lim (hn — ln(n))) * = (In(c)? = = 4/0,577...
n—0C
Como o limite acima existe, entdo e*» ~ —. Logo

(2n - 1) 1

5.
4- 6 m  /n

1-3-
Dn = 7.

2.2 Qutros exemplos

oQ
1
1. O produto H (1 + ﬁ) é convergente se, e somente se, p > 1. Para certos

valores de p, nds temos interessantes valores:

(10 ) - 20000

(e 4) =220

n=1

*~ é chamada de constante de Euler ou de Mascheroni e seu valor numérico é v = 0.5772156649 ... .
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n 2. 72

(1 2) =l (o (229) e (222)

= 2.0742250447 . .., em que ' é a funcdo gamma, ¢ é a unidadde imaginaria,

. ﬁ<1+ 1) _ cosh(v/2-7) — cos(v/2 - m)

—2

a exponencial complexa exp(r - i/5) é dada por
ezp(w'z) ¢ 329

5 2 2

e¢p= g = 1.6180339887... é a razdo aurea.

2. Além dessas constantes, foi mostrado que

1°—°I on +1\ U — o}
2n 42 -

n=1
em que b(n) é a soma dos algarismos para de n > 0 quando escritos na base 2,

isto é, o nimero de uns na expansio bindria de n. E ainda

it 2n (e
=2
H (2n + 1)

n=1
em que a(n) é o nimero de zeros na expansao bindria de n.

A=

3. Melvin Knight apresentou a seguinte técnica para a constru¢do de produtos
infinitos. Suponha que
f(z) =z - 9(z) - 9(9(2)) - 9(g(9(z))) - - -
uma vez que a convergéncia requer que os fatores se aproximem de 1, segue que
g(1) =1 e entdo f(1) = 1. Agora
18) _ g(a) - slo(e)) 06 .- = £(s(@))

dai, se f é invertivel, g pode ser determinada. Por exemplo, se f (z) = exp(z—1),

entao
1) _ flg(a)) = o0 = €2 = et
s ee ) = g 9D 1 = In(z) + g(z) — 1 =
= g(z) = = — In(z).
Com z = 2,

e=2-(2—In(2) (2 () — n(2 - In(2))) - ...

4. Noséculo XV, matematicos europeus mostraram como expressar o 7 exatamente
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como um produto infinito. Isso facilitou os cdlculos, pois estes tiveram melhores
aproximacoes. Francois Viete (1540-1603) determinou que

, 2
T =

\/T1+1\f 1+11+11
2'V272V2 \J2"2V2" 2V 2

e John Wallis (1616-1703) mostrou que

T=2

2.
1-

O >

2:4-4-6-6-...
3:3:5-5-7-...
5. A constante de Euler, além de ser escrita como uma série infinita,
00
1 1
= ——In{l14 -
" kzj(k »(1+3))

pode ser dada por

1 1
¢ = lim T,
n—oc ln(n) o< P

em que p sdo todos os primos ndo excedendo 7.

6. Agora, temos um produto infinito que aparece de uma simples constru¢ao ge-
ométrica. Desenhe um circulo unitdrio e increva nele um tridngulo equildtero.
Increva no tridngulo um outro circulo e inscreva neste segundo circulo um
quadrado. Continue neste quadrado inscrevendo um circulo e depois inscreven-
do um pentdgono regular. Repita este processo indefinidamente, cada vez in-
screvendo um poligono regular com um lado a mais. O raio do circulo limite é
dado por

had ™
r= gcos (H) = 0.1149420448...
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Capitulo 3

A Funcao Gamma como Produto
Infinito

A funcio Gamma nio é caracterizada pelas propriedades I'(n + 1) = n! para
ntimeros naturais n e I'(z + 1) = z['(z) para £ > 0. Uma propriedade adicional
suficiente para uma caracterizagio é a convexidade de In(I'(x)). Nés percebemos que
uma propriedade originalmente considerada por Euler é menos complicada e muito
mais fécil de usar.

A funcdo Gamma apareceu pela primeira vez numa carta de Euler para Goldbach
em 1729 quando um produto infinito foi anunciado. Mais tarde, Euler produziu vérias
representacdes e, finalmente, mostrou a sua idéia original. Para um nimero natural
fixo n adequadamente grande e todos os niimeros naturais finitos m, a expressdo
(n + m)! comporta-se aproximadamente como uma seqiiéncia geométrica. Em outras
palavras, uma funcio L tal que L(n + m) = In[(n + m)!] pode ser aproximada por
uma funcao linear de m :

L(n+m) =lIn(n!)+ i": In(n+ k)
k=1

=L(n)+m-ln(n+1)—m-ln(n+1)+§:ln(n+k)

k=1
- (nt+1) , (n+2) (n+m)
_L(n)+m-ln(n+1)+l7;m+ln(n+1) i mT 1)
=L(n)+m-ln(n+1)+zlﬁ(1+7—’i;—1)

m

k-1

A série Z In (1 + m) é pequena se n é suficientemente grande em relagao a
k=1
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m. Por exemplo, seja m = 100 e n = 10°%. Entdo temos que

In(1) +In (1 + 1061+ 1) +lin (1+ 1062+ 1) +...+In (1 + 10??'_ 1) <
In(1) + In(1.000001) + In(1.000002) + . .. + In(1.000099) =
In(1 -1.000001 - 1.000002 - .. .- 1.00099 <
In(1.004950) < 4.94-107°
Portanto, quando n é suficientemente grande, temos

Lin+m)=~L(n)+m-in(n+1)

A suposicao de Euler é que esta propriedade de linearidade se extende para todo
niimero real finito z no lugar de m. Uma prova envolve o uso de nimeros pequenos e
infinitamente grandes. Nés daremos um teorema e a sua prova em termos de limites.

Teorema 3.1 Eziste uma funcdo I',I'(z) > 0 para z > 1, tal que L(z) = In[l(z +1)]

tem, pare T > 0, as seguintes propriedades:

#. L(z + 1) = In(z + 1) + L(z);
i#ii. L(n+z) = L(n) + z - In(n + 1) 4+ mo(z), cujo

lim r,(z) = 0. (1)

N—00

Demostragao. De i. e ii., nés obtemos
L(n) = In(n!) = Y _ in(k). (2)
k=1

De fato, L(0) = in(0!) = In(1) = 0. Supondo que seja verdade que L(n) = In(n!) =

24



Zln(k), vamos verificar se L(n + 1) = In[(n + 1)!].
k=1

n+1l

L(n+1) = In(n+1)+L(n) = In(n+1)+in(n!) = In[(n+1)-nY] = in[(n+1)] = Zln(k)

Entdo, L(n) = In(n!) = i In(k)

=1
E para um niimero n natural e £ > 0 real,

Lz +n) = +Zlnx+k) (3)
De fato,

L(z) + z": In(z+k) =L(z)+In(z+1)+ zn:ln(m + k)

k=1

=L(z + 1)+ln(:1;+2)+zn:ln(z+k)

= L(z +2) + In(z + 3) +Zln(m + k)

= L(z+n—1)+In(z +n)

= L(z +n)

Como uma consegiiéncia de iii., (2) e (3),

L(z) =L(z+mn)— Zln(n+k)

n

=L(n)+z-In(n+1)+ry(z )-—Zln(m+k)

= L(n) Z n(z+ k) +z-In(n+1) + ra(z), (4)
= ; In(k) — " In(z +k)+z-in(n+1)+ra(z)

k=1

Eo

=1

25




= [in(k) — In(z + k) + 3 - (In(k + 1) = In(k)] + a(2) (5)

Il

Il
M:

(In(k) = In(z + k) + z - In(k + 1) — z - In(k)) + ra(z)

o

sl
-

(1 - z)In(k) + z - In(k +1) — In(z + k)] + ra(2) (6)

k=1

Como In(n+1) = =Y+ 351 1 e limy 0 T = 7 = 0.577 ..., nds obtemos de (2)

e (4)

L(z) = -z + i (% —In(z+k)+ ln(k)) + 7a(z), (7)
L(z) = —ypz + Xi: (% ~In (1 + Z—)) + 7o(Z)- (8)

A série de (8) converge, desde que k> z > 0

Segue que (8) converge e consegiientemente (7), (6), (5) e (4) convergem, e que

L(z) =—fy$+i_c:(%—ln (1+%))

é uma tnica funcdo real determinada para z > 0, a qual pode ser representada por
algumas dessas equagoes para 7 — 00.

Falta mostrar que L(z) tem as propriedades (i), (i), (1it). De (8) segue (i). De
(5) e (1),

Lz +1)—L(z) = i[ln(:c + k)~ In(z + k + 1) +in(k + 1) — In(k)]

+rp(z + 1) — 10 (2)

=In(z+1) - In(z +n+ 1)+ In(n+1) +ra(z + 1) — 7a(z)
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=in(z+1)—In (1 + n—%) + ;n(x +1) — ra(@).

Para n — 0o nés obtemos (i). Agora (3) é uma conseqiiéncia de (ii), e (4) é
equivalente a (8). O postulado (iii) segue de (3) e (4).
o

As conseqiiéncias imediatas de (6) e (8) sdo os produtos infinitos para I'(z + 1) =

z - I'(z) = expL(z),

L) =Y [(1~z)in(k)+z-In(k +1) —In(z + k)] + ma(2)

k=1

= Zn:[ln(k)l'” +in(k+1)° = In(z + k)] + 7a(2)

k=1
- ko(k + 1)
_;ln( ey )—}—r,,(:c)

eL(E) - 621,::1 ln’fi—_:';(’f%l)i_*_rn(z)

L@ = gl () = e lim i 47 (o)
0 71—z 1)2 :

:1: T(z) = H k—x(i—:%—)— (Euler1729) (6")

k=1

Lz) =—mz+ 21:: (z— —1In (1 + —2—;)) + 7n(z)

el@ = T (z) = e o+ Eim (I (1 E)) 4@

— e’"’ﬂf - e ::1(%) . e_ Z:‘I';’:l ln(1+%) . erﬂ(z)

[> o] ez/k ( ‘)
z-I'c ——e_"”” . 8
1+3%

k=1
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