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Introducéo

Um sistema de equacdo linear pode ser visto como uma modelagem matematica de
um problema. Cada uma das equacgdes do sistema é a expressdao matematica de uma das
condi¢cdes do problema. Da interpretacdo do problema até a obtencdo do sistema, um
trabalho importante é feito.

Duas tarefas devem ser realizadas:

- Explicitar as condic¢des do problema.

- Passar estas condicBes da linguagem natural (do enunciado do problema), para a
linguagem simbdlica (linguagem matematica).

Neste estudo buscamos identificar o que se faz no Ensino Fundamental, mais
precisamente na 72 série, sobre sistemas de equacgdes lineares. Por meio de uma pequena
experimentacdo mostramos as dificuldades dos alunos para resolver sistemas de equacées
lineares
Para isto:
- No primeiro capitulo estudamos o saber “sistemas de equacdes lineares” como objeto
oficial de ensino, isto é, o saber proposto pelos Parametros Curriculares Nacionais,
Proposta Curricular de Santa Catarina e Planejamentos de Escolas.
- No segundo capitulo apresentamos as questdes de pesquisa e 0 quadro tedrico.
- No terceiro capitulo fazemos um breve estudo histérico sobre sistemas de equacGes
lineares.
- No quarto capitulo fazemos um estudo do livro, que consideramos um saber para o
professor que ensina no Ensino Fundamental e Médio e para os escritores de livros
didaticos. Usaremos este como referéncia para identificacdo do saber ensinado, no Ensino
Fundamental, proposto nos livros didaticos, estudo este que apresentamos no quinto
capitulo.
- No sexto capitulo, apresentamos a experimentagédo realizada com alunos da 82 série do
Ensino Fundamental e resultados de uma entrevista feita com um professor.

Temos assim, elementos da transposicao didatica do saber sébio ao saber a ensinar

e do saber a ensinar ao saber ensinado.



I. Sistemas de Equac0es Lineares como objeto oficial de ensino

Para identificar o objeto sistemas de equacGes lineares como objeto oficial de
ensino, estudamos os Parametros Curriculares Nacionais (PCN), a Proposta Curricular de

Santa Catarina (PCSC) e planejamentos anuais de escolas da rede pablica.

1.1 Estudo dos Parametros Curriculares Nacionais (PCN)

Identificamos nos Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN) uma proposicéo de
estudo de sistemas de equacBes do 1° grau como ferramenta de resolucdo de problemas:
“Resolver situa¢oes-problema por meio de equacdes e sistemas de equacdes do 1° grau
com duas incognitas.” (p.92)

Mas ¢ no conteudo proposto para o ensino de matematica no “quarto ciclo” do
Ensino Fundamental, na rubrica “Conceitos e Procedimentos”, no contexto ‘“Numeros €
Operagdes” que sistemas de equacdes do 1° grau aparece como objeto matematico de
estudo:

“Resolucéo de situacOes-problema por meio de um sistema de equagdes do 1° grau,
construindo diferentes procedimentos para resolvé-lo, inclusive o da representacéo
das equacdes no plano cartesiano, discutindo o significado das raizes encontradas em
confronto com a situagdo proposta”. (p.88).

A partir desse texto podemos considerar que no estudo de sistemas de equacdes do
1° grau devem ser evidenciadas as técnicas de resolucdo. E podemos observar também
uma chamada explicita para o método de resolucdo através do plano cartesiano, ou seja,
através de gréaficos, juntamente com uma chamada para a discussao das raizes encontradas
comparadas com a solucdo da situacdo-problema proposta.

Temos assim que, segundo os PCN, os sistemas de equagOes do 1° grau s&o
conteddos de ensino no Ensino Fundamental. E, em particular na 72 série, é colocado em

evidéncia sua finalidade na resolucdo de problemas.



1.2 Estudo da Proposta Curricular de Santa Catarina (PCSC)

A organizacao dos contedos da Proposta Curricular de Santa Catarina é feita por
meio da teoria dos “Campos Conceituais™.

O conteudo “sistemas de equacdes” € proposto sob a rubrica “campos algébricos”.

A passagem gradativa da cor branca para a cor preta, em cada conteldo,
corresponde a uma também gradativa passagem de um tratamento assistematico para
sistematico.’

Podemos observar essa proposi¢do no quadro abaixo:

Ensino Fundamental Ensino Médio

Campos Algebricos Pré 12 122|321 42| 52| 62| 72|82 |12 28 32

Matrizes e Sistemas Lineares

Temos entdo que a PCSC apresenta uma proposi¢do de estudo de sistemas de
equacdes lineares de forma assistematica na 5? série do Ensino Fundamental e que vai até
a 12 série do ensino medio, e de forma sisteméatica somente na 22 série do ensino médio.
Podemos nos perguntar:

Que forma assistematica seria a abordagem de 52 série do Ensino Fundamental a 12 série
do Ensino Médio? Como é o ensino de sistemas de equacdes lineares na 72 série do ensino
fundamental, por exemplo? Como é o ensino de sistemas de equagdes lineares

sistematizado na 22 série do Ensino Médio? Essa proposicdo prevé o Ensino em Espiral?®

! Teoria dos Campos Conceituais é uma teoria usada como referéncia teérica na didatica da matematica.
Segundo essa teoria, existe um conjunto de problemas ou de situaces problemas onde o tratamento implica
conceitos e procedimentos de varios tipos ou de estreitas conexdes.(G. Vergnau)

? Tratamento assistematico e sistemético - Tratar assistematicamente um contetido significa abordéa-lo
enquanto nogdo ou significacdo social, sem preocupacdo em defini-lo simbélica ou formalmente. Tratar
sistematicamente um conteldo matematico significa dizer que ele serd trabalhado conceitualmente,
utilizando-se na medida do possivel, a linguagem matematica simbdlica tal como foi historicamente
convencionada e organizada. (Proposta Curricular de Santa Catarina, p. 107)

%Por Ensino em Espiral nés entendemos aquele em que o estudo de um conceito ndo se esgota em um
momento de abordagem, mas aquele em que retomadas de um mesmo sujeito sdo feitas ao longo do ano e
dos anos com aprofundamento de tratamento em cada retomada.




1.3 Analise do Planejamento Anual de Escolas

Faremos um breve estudo de dois planejamentos anuais de 72 série da rede publica.

Vamos aqui chama-los de plano A e plano B.

Plano A: Dentro do contetdo programatico, aparece de maneira bastante explicita
0 conteudo sistemas de equacbes do primeiro grau, e ainda problemas envolvendo
equac0es e sistemas de equacOes do primeiro grau.

Plano B: O conteudo sistemas de equacdes do primeiro grau ndo € previsto como
objeto de ensino.

Isso nos leva a seguinte questao:
Por que algumas escolas ensinam sistemas de equaces lineares na 72 série e outras ndo?
Como seré que deve ser feita a passagem do assistematico para o sistematico de acordo
com a PCSC?
E como fica essa passagem gradativa, nos colégios que ensinam sistemas de equacdes

lineares na 72 série? Sera que o conteddo é abordado formalmente?
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Il1. Problematica e Quadro Teorico

Levando em conta que, tanto nos Parametros Curriculares Nacionais quanto na
Proposta Curricular de Santa Catarina, a classe de 72 série é a instituicdo onde é feita a
primeira abordagem sobre “sistemas de equagdes do 1° grau” e que este também aparece
nos planejamentos anuais de escolas de Ensino Fundamental, questionamos:

- Como este saber se apresenta como saber a ensinar?

- Que objeto matematico ¢ este, “sistemas de equagdes do 1° grau”, na 7* série do
Ensino Fundamental?

- O aluno em fim de 72 série tem dificuldades de usar uma representacdo em
linguagem simbdlica, numa situacdo problema? Ou seja, a técnica de modelar
problemas por sistemas de equacdes é disponivel aos alunos de 72 série?

- Os alunos operam com equac6es do 1° grau de maneira natural?

Buscaremos respostas a estas questdes estudando o livro da colecdo Fundamentos
de Matemética Elementar vol. 04, e dois livros didaticos da 72 série do Ensino
Fundamental. Faremos também uma breve experimentacdo, em classe de 82 série, a
qual sera composta de dois exercicios, sobre sistemas de equagfes do 1° grau.

Nosso questionamento, bem como o estudo dos livros didaticos e do livro da
colecdo Fundamentos de Matematica Elementar, tem como referéncia a “Teoria
Antropologica do Saber™ de Yves Chevalhard.

A problematica ecoldgica é um meio de questionar a realidade do ensino. No
contexto desta problematica buscamos conhecer onde e como um saber matematico
vive: O que existe e por qué? O que ndo existe e por qué? O gue nos assegura que
nossas questdes se inserem no referencial tedrico da “Teoria Antropoldgica do Saber”.

Para entender como vive o saber “sistemas de equagdes do 1° grau” na 72 série, €
importante considerarmos o 1° postulado da Teoria Antropoldgica do Saber.

“[...] Toda pratica institucional se deixa analisar, de diferentes pontos de vista e de
diferentes maneiras em sistemas de tarefas relativamente bem circunscritas, que se

desdobram de acordo com o desenvolvimento da pratica”. (Chevalhard p.84)

* Teoria Antropolégica do Saber (Chevalhard 1992) faz uma analogia com a Biologia e trata o saber
Matematico como um ser que tem um habitat (lugar) em um nicho (funcéo).
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Também, em nosso estudo, buscamos identificar elementos de transposicao
didatica.
Segundo Chevalhard:
“Um conteudo do conhecimento, tendo sido designado como saber a ensinar sofre
entdo um conjunto de transformacdes adaptativas que vao torna-lo apto a tomar um
lugar entre os objetos de ensino. O “trabalho” que de um objeto de saber a ensinar

299

faz um objeto de ensino, é chamado “transposi¢cado didatica

(Chevalhard, 1991, p.39)

A transposic¢do didatica pode ser representada pelo esquema:

Objeto do saber — Objeto a ensinar — Objeto de ensino

A transposicdo que sofre um saber se passa em niveis diferentes:

- No nivel cientifico (ou saber dos sabios): aquele produzido pelo matematico
normalmente nas universidades ou institutos de pesquisa.

- Nivel do saber a ensinar: o saber académico e/ou aquele que é produzido na
noosfera’.

- Nivel do saber ensinado: aquele produzido nos livros didaticos e/ou de classes
propriamente ditas.
Este serd nosso referencial tedrico. No nivel cientifico estudamos um pouco de
histéria dos sistemas de equacOes lineares. Para identificar elementos da
transposicdo de saber a ensinar ao saber ensinado estudaremos o livro da colec¢do
Fundamentos de Matematica Elementar volume 04 e livros didaticos, os quais

consideramos como saber ensinado.

5 Chevalhard (1991) designa por noosfera o lugar onde se realizam as atividades de transposicéo seja sob
forma de proposicdo de documentos escritos defendidos e discutidos, de producéo e debates de idéias e sobre
0 que poderia ser mudado e sobre o que convém fazer. E nesta esfera onde se pensa segundo modalidades
diferentes o funcionamento didatico. E na noosfera que temos os representantes do sistema de ensino, 0s
representantes da sociedade, os especialistas em disciplina, os emissarios dos 6rgéos publicos, etc.
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I11. Sistemas Lineares Através da Historia

Este resumo histérico esta baseado no estudo de Coulange (2000) e esta organizado

segundo 0s povos e ao longo dos séculos.

I11.1 Problemas Lineares: Aritmética e Algebra

Historicamente, a aritmética ancestral pode ser tratada como uma “pré-algebra”.

Antes do surgimento da algebra como um dominio da matematica, segundo Dorier,
(1990, citado por Coulange) alguns problemas foram resolvidos, por equagdes lineares,
usando técnicas aritméticas, as vezes por sistemas de equacgdes lineares em uma, ou até
mais de uma variavel.

Tendo em mente uma visdo da aritmética como uma “pré-algebra”, temos alguns
problemas lineares e suas técnicas de resolugdo associadas as civilizagcBes ancestrais
responsaveis por esse desenvolvimento.

A formulacdo usada neste trabalho sera mais moderna para facilitar a leitura e para
colocar em evidéncia as técnicas aritméticas e algébricas. A formulacdo foi dada por
Coulange (2000).

Os Babilonios

Os problemas apresentados nos tabletes babildnicos e suas respectivas solugdes sao
expressas de forma retérica, ou seja, sem algum simbolo para representar os nimeros e
estavam normalmente associados a questdes da vida cotidiana ou da geometria. Dessa
forma encontramos problemas como, por exemplo, “calcular o comprimento de um
retangulo conhecendo sua superficie”, entre outros. Encontramos assim problemas que se
reduzem a sistemas de duas equacOes a duas incognitas, mais freqiientemente sendo uma

equacdo linear e uma quadratica. Vejamos:
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O método mais utilizado para resolucdo destes problemas seria 0 método por

substituicdo. Também surge uma técnica aritmética do tipo “mudanga de variaveis”.

Os Egipcios

Os egipcios, assim como os babildnios, também resolviam problemas da vida
cotidiana, essencialmente de forma retorica.

Entre os problemas do “Papyrus Rhind” e de “Moscou”, ha alguns enunciados

modelaveis por sistemas simples de duas equages lineares a duas incognitas.

Os Chineses

Uma das segoes da “Aritmética” que ¢ dividida em nove sec¢des, datada de 1000
a.C. (R’iu-Ch’ang Suam-Shu), trata de problemas que se transformam em sistemas de
equac0es lineares a duas incognitas.

O método de resolucao aparece como processo de eliminagdo ou de adicao.

Mais tarde (+ 1300 d.C.) certas técnicas chinesas para a resolucdo de problemas
apresentam semelhangas com algoritmos “matriciais” de resolugdo de sistemas de

equacoes lineares.

Os Indianos

Na Gamita-Sara-Sangraha, escrito por volta de 850 d.C., ha numerosos problemas
de sistemas de varias equacdes a varias variaveis. A resolucdo desses problemas se faz
essencialmente de maneira retérica, porém podemos notar um primeiro uso simbdlico pois
as diferentes incdgnitas sdo identificadas por diferentes nomes de cores, e 0s métodos de

resolucéo sdo proximos das técnicas de eliminacao atuais.

Os Gregos e a “algebra geométrica”
Na Grécia, alguns dos problemas lineares ligados com o calculo de &reas sdo
tratados com uma abordagem geométrica.

Certos matematicos demonstram interesse em problemas sem relagdo com a

geometria, 0 que os transformam em sistemas lineares mais complicados.
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A maioria dos problemas assim tratados pelas civilizagbes antigas admitem uma
solucdo unica.

Como babildnios, indianos e chineses, 0s gregos se preocupavam com problemas

de natureza concreta; os problemas indeterminados ou impossiveis nunca estiveram no

centro das preocupacgdes desses matematicos, sendo vistos como curiosidades ou até

mesmo como enunciados mal colocados.

As Aritméticas de Diofante: A Algebra uso de simbolos e o estudo de

problemas indeterminados

A obra de Diofante, por volta do Il século d.C. segundo a introducéo do primeiro
volume, era composta de treze livros no total. Ela difere profundamente da dos gregos no
que diz respeito ao inicio de uma algebra geométrica. Esta obra (dos quais seis livros sdo
conhecidos desde o século XVI e quatro somente foram encontrados em 1972 no Ird), é
uma coletanea de enunciados aritméticos.

Estes problemas se distinguem dos demais lembrados até aqui, pois eles tém uma
1* formulagdo “abstrata”. Eles sdo numéricos, mas em geral os dados somente sdo
explicitados apds uma expressdo geral do problema. Mais precisamente: encontramos
primeiro o enunciado em termos de grandezas a determinar e das grandezas dadas, (dados
do problema) depois vem o caso limite, a condicdo a qual devem satisfazer as grandezas
dadas para que a solucdo seja racional. As grandezas dadas sdo entdo escolhidas.
Mostramos logo mais abaixo.

Na obra de Diofante, constata-se um esforgo de generalizacdo que ndo vai mais
além que dar a expressdo geral de uma solucdo do problema sem dados numéricos
particulares. As vezes Diofante considerou as “condig¢des de possibilidades” do problema.

Citaremos um problema, para ilustrar os problemas estudados por Diofante:
“Achar dois niimeros tais que sua soma e seu produto formem nameros dados. E preciso
porém que o quadrado da metade da soma dos numeros a determinar exceda de um
qguadrado o produto destes numeros. Propomos que a soma dos nimeros formem 20
unidades e que seu produto seja 96 unidades.” (Lalina, p.41).

Temos neste ultimo problema o sistema de equacdes:

15



como condig¢des de “possibilidade”.

X+y=20
Xy =96

2
(X; yj — Xy = numero quadrado.

Segundo Lalina, varios enunciados de Diofante se transformam em sistemas de
equacOes. Alguns deles em sistemas de equacdes lineares. O nimero de incognitas das
equacdes as quais se traduzem os enunciados pode ir até seis.

Também foi Diofante o primeiro que estudou os problemas indeterminados. Outra
originalidade da obra de Diofante é que ele usou algumas notacdes simbdlicas para
subtracdo, poténcias e raizes das incognitas. Mas ele ndo dispds de um simbolo para todas

as incognitas. Apesar de seus esforcos de simbolismo seu discurso continua retorico.

Os Arabes

O desenvolvimento matematico arabe se deu a partir do VI século, d.C.
A cidade de Bagda é um importante centro cientifico com numerosas bibliotecas ricas em
obras gregas, indianas, etc.

Podem-se considerar dois momentos do desenvolvimento:

Nos séculos VII e VIII (d.C.) os matematicos arabes investiram na matemaética
grega e oriental, gracas a traducdo de numerosas obras da antiglidade.

A partir do século IX, se forma uma “cultura matematica arabe”.
A obra de Al Klwarizmi, publicada no século 1X, é consagrada a resolucdo de problemas
antigos (herdados) bem como a de outros problemas da vida cotidiana da época. Ela se
consagra na resolucéo de enunciados que se transformam em equacdes do 1° e do 2° grau
com coeficientes positivos. Encontramos nela métodos de resolucdo de problemas ligados
a sistemas de equacfes com varias incognitas, entre as quais algumas sdo indeterminadas.
O método corresponde a técnica de substituicao.
E o estudo de equacdes e de sistemas aritméticos que evolui para a algebra.

16



Os sistemas de equacdes lineares nos séculos XVI1II e XIX
Segundo Lalina (2000), antes que as equacdes lineares se tornem objetos de estudo
elas mesmas, podemos recuperar progressos de uma “abordagem descritiva ou qualitativa

das equagoes.”

As férmulas de Cramer

Em 1750, no seu tratado “Introduc@o a Analise de Curvas Algébricas”, Cramer deu
um primeiro enunciado das regras de célculo permitindo determinar a solugdo de um
sistema quadrado.

No seu texto Cramer usa uma notacdo que permite escrever um sistema de
equacdes com coeficientes indeterminados. Ele usa, por exemplo: Z* designa o coeficiente
de incognita z na segunda equagao.

Vejamos:

“Sejam varias incognitas X, y, z, v, € &c onde & ¢ o coeficiente de ¢ e indica o numero de
equacoes.

A'=7"7+ Yy + XX+ Vv + &c

A?=7% + Y%y + X + VA + &c

A’=Z%+ Y3+ X3 + Vv + &c

A*=Z% + Yy + X* + V* + &c” (Lalina, p.55).

a) Cramer busca determinar a solucdo geral de um sistema quadrado. Ele d& uma
“regra geral” para achar a expressdo das solugdes de um sistema de n equacdes € n
incognitas formando n fragdes que tem 0 mesmo denominador.

b) No fim do século XIX e inicio do século XX, os principais pontos tedricos
associados a resolugéo de sistemas de equacdes lineares numéricas estdo colocados. O
estudo de sistemas lineares se torna progressivamente ponto de apoio ao estudo de
sistemas cada vez mais abstratos, que permitiram deduzir conceitos tedricos ligados a
“linearidade”, nog¢des importantes para a algebra linear. Ao lado dos resultados
teoricos, os métodos de calculo efetivo da solucéo de sistemas de equacGes comegaram

a se desenvolver a partir do inicio do século XIX, na matematica mais aplicada.

17



Depois, no inicio do século XX, no quadro da andlise numérica e em programacao

linear.

Meétodos de calculo efetivo para resolver os sistemas de equagdes nos
séculos X1X e XX

Neste periodo ja se dominavam as técnicas de substituicdo e de eliminagédo, bem
como as férmulas de Cramer. Porém, ndo estavam encerradas as questdes de resolugdo
efetiva de sistema de equagdes numéricas.

Alguns matematicos do século XIX se dedicaram ao estudo tedrico de equagdes no
quadro da algebra linear, outros se dedicaram ao estudo de técnicas eficazes de resolucao
de sistemas com um grande nimero de equacdes.

Diferentes métodos de resolucdo séo objetos de estudo neste periodo.

- minimos quadrados de Legendre (1805).

- “du pivot” de Gauss.

- “aproximado” de Jacobi.

Os dois ultimos séo ensinados no ensino medio desde 1970.

Temos assim, ao longo da historia, oito métodos de resolucdo de sistemas.

- adicdo.

- eliminacdo

- substituig&o.

- Cramer.

- gréfico.

- minimos quadrados de Legendre (1805).
- “du pivot” de Gauss.

- “aproximado” de Jacobi.
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IV. Sistemas de Equacdes Lineares como saber a ensinar

Para conhecer 0 que se prop0e a ensinar relativo a sistemas de equacdes lineares,
estudaremos o livro volume 04 da colecdo Fundamentos de Matemética Elementar.
Consideremos este livro uma producéo noosferiana.’

O livro é composto de seis capitulos: capitulo I: Sequéncias; capitulo I1: Progresséo
aritmética; capitulo Ill: Progressdo Geométrica; capitulo 1V: Matrizes; capitulo V:
Determinantes e capitulo VI: Sistemas Lineares.

Restringiremos nosso estudo ao capitulo VI: Sistemas Lineares (pp.127 — 165),
pois € ele que desenvolve nosso tema de estudo — sistemas de equacBes lineares. Neste
estudo ndo desenvolveremos todos os pontos tratados no capitulo; nosso objetivo € de
identificar como este objeto “sistemas de equacdes lineares” ¢ abordado, quais os saberes
sobre sistemas de equacdes lineares sdo propostos como saber a ensinar e quais as tarefas

propostas nos exercicios.

Estudo do Capitulo: Sistemas Lineares
Uma Abordagem Sequencial

Sob a rubrica “Introducao” sdo apresentadas e ilustradas com exemplos e seguidas
de exercicios as defini¢cbes de: Equacdo Linear; Sistema Linear; Solucdo de um Sistema
Linear; Sistema Possivel; Sistema Impossivel; Sistema Linear Homogéneo e Matrizes de
um Sistema.
Vejamos a definigéo de:

¢ Sistema de Equacdes Lineares

Sistema Linear: “E um conjunto de m (m>1) equacBes lineares, nas

incognitas X, Xz, X3 ... X,. Assim, 0 sistema

® Noosferiana: aqui no sentido de que o autor se coloca em posicao de alguém que apresenta um contetido
dirigido a professores. Ele organiza e faz uma proposicdo de diferentes saberes relativos a sistemas de
equacdes lineares.
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A Xy +a,X, +a53X; +3, X, = b1
Ay Xy T8y X, +8p3X5 +3,, X, = bz
S = qa, X +85,X, 833X, +85,X, =h,

A Xy Fa,,X, 85X, +8,,X, =D,
E linear.” (p.128).

Notemos que a abordagem da definicdo de “Sistema de Equagdes” ndo ¢ feita pelo
estudo de um problema, mas apresentado simplesmente como um conjunto de equac@es
lineares’. Os coeficientes s&o nlimeros reais.

Representacdo de um sistema na forma matricial
“Lembrando a defini¢do de produto de matrizes, notemos que o sistema linear S

pode ser escrito na forma matricial.

a11 alz a13 a1n Xl 1
a21 a'22 a23 a2n X2 2
a31 a32 a33 a3n XS b3
= . | (p.129).”
_aml amz am3 amn_ _Xn_ _bm_

Temos assim a forma matricial de representacdo de um sistema apresentado pronto,
simplesmente uma referéncia a definicdo de produtos de matrizes. Temos aqui a presenca
de dois saberes: Produto de Matrizes e Sistemas Lineares.

A definicdo de solugdo de um sistema linear e os conceitos de “Sistema Possivel” e de
“Sistema Impossivel” sdo abordados em sub-rubricas distintas. A segunda como
conseqliéncia da primeira.

Vejamos:

" Chamamos de equac0es lineares nas incognitas Xy, X, ..., X, toda equacdo do tipo a;yx; + agXp + ...+ a1pX, =
b. Os nimeros a4, a1, ..., a1, todos reais, sdo chamados coeficientes e b, também real, é o termo
independente da equacdo. (lezzi e Hazzan, 1999, p.127)
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Solucao de um sistema linear

“Dizemos que a seqiiéncia ou n-upla ordenada de reais (a1, o, as, .. o) € solugdo de um

sistema linear S, se for solucdo de todas as equagdes de S, isto é:
an + apap + ajzas + ...+ ana, = by (sentenca verdadeira)
axnm + apw + axas + ... + axa, = by (sentenca verdadeira)
azin + apap + aszas + ... + asan = bs (sentenca verdadeira)

amon + aman + amzos + ... + amnan = by (Sentenca verdadeira) (p.130).

Sistema Possivel. Sistema Impossivel.

“Se um sistema linear S tiver pelo menos uma solug¢do diremos que ele é possivel
ou compativel, caso ndo tenha nenhuma solucdo, diremos que S é impossivel ou
incompativel.”  (p.130).

Ainda dois outros conceitos sdo tratados como independentes: “Sistema Linear
Homogéneo” e “Matrizes de um Sistema”.

O sistema homogéneo é aquele que admite sempre a solucdo nula pois, por
definicdo: “/...] sistema linear homogéneo é todo aquele em que o termo independente de
todas as equacdes vale zero”. (p. 130).

Sob a sub-rubrica “Matrizes de um Sistema”, a defini¢ao de “matriz incompleta” e
a definicao de “matriz completa” de um sistema sdo apresentadas com a representagdo de
cada uma delas, a partir da consideragdo de um sistema linear S de m equagdes e n
incdgnitas.

“Consideremos as matrizes:

a; ad,; 3a; a, a; 4, Qg a, 1

Ay 8y Ay a,, ;. Ay Ay a,, 2

A=|a; a3 a a,, € B=la; a; asg as, 3
_aml am2 am3 amn _ _aml amz amn amn bm _

A é chamada matriz incompleta do sistema e B, matriz completa.
Notemos que B foi obtida a partir de A, acrescentando-se a esta a coluna formada

pelos termos independentes das equagoes do sistema” (p. 131).
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Temos aqui dois tipos de matrizes que dependem do sistema. Existe assim uma relagéo

entre esses dois objetos: sistemas de equacdes e matrizes.
Diferentes técnicas de resolucéo séo objetos de estudo.

Técnicas de resolucdo de sistemas de equacdes lineares.
Entre as técnicas de resolucgdo propostas, distinguimos duas:
Técnica — Regra de Cramer (teorema)
“Seja S um sistema linear com numero de equagoes igual ao de incognitas.

Se D #0, entdo o sistema sera possivel e tera solucdo Unica
D, . . .
(1, o, 13, ..., o), tal que o = EI Vi e{l, 2,3, ..., n}em que D; € o determinante da

matriz obtida de A, substituindo-se a i-ésima coluna pela coluna dos termos
independentes das equaces do sistema.
Demonstracéo:

Consideremos o sistema:

ap X, +ooappX, o+ aX; + mAn = b1
A, X+ ApX, + AyuXy + ..+ ay,X, = b,
S=4qa,X, + apX, + ApX; + + agX, = b,
auX, + a,X, + aX; + .. + a,X, = b,
Consideremos as matrizes:

a‘11 alZ ali a‘ln Xl 1

a21 a22 a2i a2n X2 2

A=la; ay as As, | X=|x;| € C=|b,

anl anZ ani ann Xn bn

O sistema S pode ser escrito na forma matricial A . X = C. Provemos que tal

equacdo matricial admite solugéo Unica.
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Por hipdtese, det A = D =0, logo 7 A™. Consideremos a matriz X, = A*.C e

provemos que ela é solucé@o da equacgdo matricial AX = C.

De fato:

A (A1.C)=(AAYC=1,C=C, oque prova a existéncia da solucdo

Xo=AlC.

Para provarmos que X, = A C é solucéo Gnica, admitamos que AX = C tenha

outra solucdo X, isto é, AX; =C.

Entdo: X1 = I, X1 = (AL A)X; = A1 (AX) = A'C = X,

Concluimos, assim, que Xo € efetivamente solugcdo unica de AX = C. Por outro

lado, j& vimos que A™ pode ser calculada pela férmula.

at=1
D

A=

1
D

An
Asy
Ay

Auy

A21
A22
A23

A2n

Em que Ajj é o cofator do elemento a;; da matriz A.

Logo:

tendo em conta que: Xo = | a,

LA

A
A,

Ay

AZl
A22

A2I

AZ

n

A3 1
A3 1

Ay

A,

n

>

nl

>

n2

nil

nn

Concluimos que «a = %(Alibl + Azib, + Agibs + ... + Anibp)

>

nl

P

n2

>

n3

nn
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D;

Dy= " (pp. 134~ 136).

Temos aqui um teorema “Regra de Cramer”, um elemento da tecnologia que tem por
funcdo ser técnica de resolugdo de um sistemas de n equagdes com n incognitas.
Sistema Possivel e Determinado

“Os sistemas lineares que tem solugdo unica sdo chamados possiveis e
determinados.”
Técnica — Escalonamento

“Defini¢do: Dado um sistema linear

agX, +oapX, + agX, + .. + ayXx, = b
A X, + ayX, +  ax;X; + + onn T bz
S= a; X, + agX, + 333t + Xy = b3
amX, + 8%, + 8% + .. + a,X, = b,

Em que cada equacéo existe pelo menos um coeficiente ndo nulo, dizemos que S esta na
forma escalonada, se 0 numero de coeficientes nulos, antes do primeiro coeficiente néo
nulo, aumenta de equagdo para equagdo.” (p. 140)

Os sistemas segundo este modelo podem ser de dois tipos:

¢ 1° Tipo — NUmero de equacdes igual ao nimero de incognitas. Escalonando obtemos o
sistema seguinte.

“«“

esse caso o sistema S terd a forma:

a;g X, +oanX, + X, + ..+ a X, = Db
apX, + ayX; + + X, = 2

S= AgXy + ..+ AyX, = b,
+ a,X, = b,

Em que a; =0, Vi {1, 2,3, ..., n}

A matriz incompleta do sistema é a matriz triangular:
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22 Gp3 . 8y,
A= 0 33 3n
0O 0 O a

nn

D = det (A) = a3 ax» ass ... amm # 0. Logo, pelo teorema de Cramer, S é possivel e
determinado. Os valores oy, o, s, ..., on da solucdo podem ser obtidos resolvendo o
sistema por substituicdo. Partindo da Ultima equacdo, obtemos x,; em seguida
substituindo esse valor na equagao anterior, obtemos x,.;. Repetindo esse procedimento,

vamos obtendo Xn.2, Xn-3, ..., X3, X2, X1 . (pp. 140 — 141)

#2° Tipo — NUmero de equacdes é menor que 0 numero de incognitas.

“«“

esse caso o sistema S serad do tipo:

agX;, + oapX, + agX, + ..+ a,X, = b
A% A%+ .+ L+ ayX, = Db,
S=9 .k s e s (122 e (r2)),
an X, + + a,X, = b,
Comm <n.

Para resolvermos tal sistema, podemos tomar as incdgnitas que ndo aparecem no
comeco de nenhuma das equagdes (chamadas variaveis livres) e transpd-las para o
segundo membro. O novo sistema assim obtido pode ser visto como sendo um sistema
contendo apenas as incdgnitas do primeiro membro das equagfes. Nesse caso, atribuindo
valores a cada uma das incognitas do 2° membro, teremos um sistema do 1° tipo, portanto,
determinado; resolvendo-o obteremos uma solugéo do sistema. Se atribuirmos outros
valores as incognitas do 2° membro, teremos outro sistema, também determinado;
resolvendo-o obteremos outra solu¢do do sistema. Como este procedimento de atribuir
valores as incognitas do 2° membro pode se estender indefinidamente, segue-se que

podemos extrair do sistema original um namero infinito de solugdes. Um tal sistema é dito
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possivel e indeterminado. Chama-se grau de indeterminacdo o numero de variaveis livres
do sistema, isto €, n—m . (p. 141 ¢ 142).

Em conclusdo: Os sistemas sdo estudados de maneira formal. As defini¢fes séo
colocadas em evidéncia, como as definicdes de: sistema linear, representacdo de matrizes,
sistema possivel ou compativel, impossivel ou incompativel, sistema homogéneo e

matrizes de um sistema.

V.1 Estudo dos exercicios propostos pelo livro
Duas técnicas de resolucdo sao trabalhadas:
1. Técnica— Regra de Cramer
2. Técnica — Escalonamento
Quanto ao tipo de exercicios, explicitamos 4 tipos que se distinguem segundo nimero de
incdgnitas e equacdes, e quanto a solucdo e tipo de solucéo.
Tipos de exercicios quanto ao nimero de incognitas e de equacdes.
1. Numero de equacdes é igual o nimero de incognitas.
2. Numero de equagdes € menor que 0 nimero de incognitas.
Tipos de exercicios quanto a existéncia da solucéo e tipo de solucéo.
1. Possivel - compativel : a) solucdo Unica; b) infinitas solucdes

2. Impossivel : ndo existe solugdo
Foram resolvidos ao todo 96 exercicios

Destes, 42 exercicios solicitaram o uso da regra de Cramer para resolucéo e em 54 a
técnica “escalonamento” deveria ser empregada.

Dos tipos de exercicios quanto ao niUmero de equacgdes e de incognitas:
1. Numero de equagdes é igual ao nimero de incognitas — 82 exercicios
2. Numero de equagdes € menor que 0 numero de incognitas — 14 exercicios

Dos tipos de exercicios quanto a existéncia da solugéo e do tipo de solucéo:

1. Possivel — 73 exercicios
2. Impossivel — 23 exercicios
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V. Sistemas de Equacbes Lineares como saber ensinado

Neste capitulo faremos o estudo de como o saber, sistemas de equacdes lineares, €
ensinado, se considerarmos os livros didaticos e supormos que os professores em classe

usam 0s mesmos para realizar o ensino na 72 série do ensino fundamental.

V.1 Estudo do Livro Didatico: Matematica uma aventura do pensamento
Oscar Guelli, 72 série, Atica, 2001, 82 edicéo, S&o Paulo.

Este livro é constituido de sete capitulos e sistemas de equacBes aparece no
capitulo quatro, que tem por titulo: “Equacdes, Inequagdes e Sistemas de Equacdes”

(p.91). Estudaremos entdo este capitulo deste livro.
V.1.1 Um pré requisito para abordagem: equacdes de duas variaveis.

Um primeiro estudo das solu¢bes de uma equacéo de duas variaveis.
» Solucao Graéfica

Neste estudo, o autor destaca que um par ordenado é solucdo da equagdo e da um
procedimento de como determinar pares ordenados (X, y) que sejam solucdes da equacéo.
O conjunto solucdo é apresentado graficamente pela reta que passa por um par (X,y)
solucdo da equacao.

Sobre papel quadriculado a representacdo grafica é dada.

Em seguida, o estudo de uma segunda equacdo de duas varidveis é feito, cujo

gréafico € plotado sobre o mesmo feito anteriormente.
V.1.2 Abordagem de sistema de equac0es.

Considerando as duas equacOes estudadas individualmente, e usando a
. X+2y:10 , . : (37
representacao 5 ¢ anunciado que elas constituem um “sistema de duas
y=X+
equacdes simultaneas” que impdem duas condigdes as variaveis.

Remarcamos que ndo ¢ explorado o que significa “condigdes as varidveis”.
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Usando o gréfico feito anteriormente, se identifica graficamente o ponto de
interseccdo cujas coordenadas sdo numeros inteiros e em particular um par (x,y) é solugdo
determinada na tabela. Em seguida o autor explicita o conjunto solugdo: “O conjunto
solucdo de um sistema de equacbes € o conjunto de todos os pares ordenados que

satisfazem ambas as equagoes: S={(2,4)}".

V.1.3 Tipos de sistemas de equacdes
Dois casos particulares sao objetos de estudo.
1° Caso: Duas equacdes representam duas retas paralelas.
“ As duas retas sao paralelas. Ndo existe nenhum par ordenado que seja solugéo

das duas equacoes, simultaneamente. O conjunto solug¢do é o conjunto vazio.” (p.133)

2° Caso: Duas equac0es representam duas retas coincidentes.

“ Os grdficos das duas equagoes coincidem. Todo par ordenado que é solugdo de
uma das equagoes é necessariamente solugdo da outra.” (p.134)
Duas técnicas de resolucdo sao trabalhadas.
Cada técnica é detalhada atraves da resolugdo de um exemplo.
Técnica 1: Método da Substituicao: exemplo “x +y=5ex—-y=4".
1) Escolhemos uma das equac@es e expressamos uma variavel em termos da outra:
X+y=5 X=5-y
2) Substituimos essa expressé@o no lugar de x na outra equacao e descobrimos o valor de
y:x—-y=4

5-y-y=14
y=1/2
3) Substituimos o valor de y em qualguer uma das equacdes para encontrar o valor de x:
X+y=5
X+1/2=5

X =9/2
O conjunto solucdo é S = {(9/2, 1/2)}.(p.135)
Técnica 2: Método da Adigdo: o sistema é obtido pela modelagem de uma situagdo-
problema.
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Problema:

“A diferenca entre o denominador e o numerador de uma fracdo é igual a 3. Somando
duas unidades a cada um dos termos da fragao, obtemos uma fragdo equivalente a 1/2.
Qual é a fragdo original? ”(p.139)

Resolucao: descricao passo a passo.

“Representando por x o numerador e por y o denominador da fragdo original, x/y,

y - x = 3
montamos um sistema de equacdes com os dados do problema: < X+2 _ 1
y+2 2
~  X+2 1
Preparamos a segunda equacdo: —— =— —»2X—y=-2
y+2 2

Por meio da propriedade da adi¢ao da igualdade, podemos somar nimeros iguais a cada
um dos membros da equacdo, obtendo outra equivalente a original. A fracdo original é

_1
R

< | >

. . 3X+4y=1 .
Se tentarmos resolver o sistema de equagdes { y apenas somando as equagoes

2x+3y=1
membro a membro, ndo eliminamos nenhuma variavel. No entanto, podemos usar a
propriedade de multiplicacdo da igualdade para obtermos duas equacdes equivalentes as
iniciais e nas quais o0s coeficientes dos termos, por exemplo X, sejam opostos.
O conjunto solugdo S = {(-1,1)}. "(p.139).

Em conclusdo: identificamos trés técnicas de resolucdo: solucdo através do
gréfico, meétodo da substituicdo e da adicéo.

Identificamos um tipo de sistema estudado: duas equacdes e duas incognitas.
Também remarcamos a idéia de que a solucdo do sistema é dada a partir da solugdo
gréafica do sistema.

Casos particulares de solucdo do sistema como sistema sem solucdo, séo ilustrados
graficamente por um sistema de duas equacles cujas retas sdo paralelas. No caso de
infinitas solugbes, as retas sdo coincidentes. Mas sem dar tratamento de sistema

impossivel ou possivel indeterminado.
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V.1.4 Exercicios Resolvidos do Livro Didatico

Foram resolvidos ao todo 80 exercicios, os quais podemos classificar quanto:

1) Ao tipo de papel:
a) Quadriculado: 25 exercicios

b) Branco: 55 exercicios

2)Técnica de Resolugo:
a) Solucdo gréfica: 16 exercicios
b) Meétodo da substitui¢do: 32 exercicios
c) Meétodo da adigdo: 32 exercicios
d) Regra de Cramer: 0 exercicios

e) Escalonamento: 0 exercicios.

3) Enunciado:
a) Sistemas de equacOes dados:54

b) Problema dado em linguagem natural e simbdlica:26

Notemos que predominam neste livro didatico os exercicios do tipo equacdes dadas, 54
sobre 70.
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V.2 Estudo do Livro Didatico: Matematica hoje é feita assim
Antonio José Lopes Bigode, 72 série, FTD, 2000, Sao Paulo
O livro é constituido de quatorze capitulos. Sistemas de Equacges do 1° grau é

estudado no capitulo treze, que tem por titulo: “Sistemas de Equagdo do 1° grau.” (p.72).

V.2.1 Abordagem de sistemas de equacoes.

A abordagem é feita em dois momentos.

a) Estudo de sistemas de equacgdes de maneira espontanea

Neste estudo, o autor mostra como equacionar situa¢fes—problema, do tipo:
“Descubra dois nimeros cuja a soma ¢ 20 e cuja a diferenca ¢ 5”, propondo primeiro que o
aluno exercite, usando adivinhacdo de nimeros. Em seguida é apresentada uma maneira
mais rapida de resolver, no caso, equacionando os dados do problema e chegando assim
num sistema de equaces do tipo:

a+b=20
{a ~b=5"

Através de uma tabela sdo atribuidos valores para a e b, até que sejam encontrados
pares ordenados que satisfacam as duas equacdes.

Se compararmos este livro com o anterior, temos duas abordagens diferentes. O primeiro
simplesmente apresenta o sistema por meio da juncdo das duas equagdes. No segundo, as
equacOes do sistema sdo a representacdo matematica das condi¢des de um problema dado
em linguagem natural.

b) Estudo dos métodos de resolucao

Metodos de resolucéo:

Sdo abordados pelo autor quatro métodos de resolucdo de sistemas de duas
equacdes com duas variaveis que sdo os seguintes: método da substitui¢do, da adicdo, da
subtracéo e resolucdo grafica.

Metodo da substituicdo: o sistema é obtido pela modelagem de uma situacéo problema.
Problema: “A soma das idades de dois irmados é 24 anos. Quais sdo suas idades sabendo
que o maior ¢ 4 anos mais velho?”

A resolucéo é descrita passo a passo.

“Seja x a idade do irmao mais velho e y a idade do mais novo.
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X+y=24(1)
{x —y=4(l)
Da equacao (1) temos que:
x=4+y(lll)
Substituindo (111) em I, ou seja, x por 4+y, temos:
(4+y)+y =24 eliminando parénteses e reduzindo os termos semelhantes
4+2y=24 isolando a variavel y
y =10
O irm&o mais novo tem 10 anos.
Substituindo y por 10 em (111):
x=14
O irmado mais velho tem 14 anos.”(p.280)

Em seguida é apresentado o método da substituicdo para resolver sistemas de
equacOes de maneira sistematizada, indicando passo a passo como devem ser resolvidos
sistemas de equacdes de duas equacdes e duas incognitas.

e Isole uma das variaveis numa das equacoes.
e Substitua essa variavel na outra equacgao pela expresséo equivalente.
e Resolva a equacdo que tem apenas uma variavel.
e Substitua o valor encontrado em uma equacao gue tenha as duas variaveis.
Método da adicéo: o sistema de equacdo é dado seguido da explicitacdo do procedimento
a+b=18(l)

de resolugdo. Exemplo” {a b= 6(I1) adicionando a equacéo (1) com a equacéo (l1),

a+b=18
temos: b e —b se anulam.
a-b=6

Logo, a = 2—24 =12

Substituindo a por 12 em uma das equacdes, obtém-se b = 6. ”(p.282)
Metodo da subtracéo: O aluno é alertado de que subtrair equivale a adicionar com 0
oposto.

O que faz com que 0 método da subtracéo seja igual ao da adicéo.
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Depois de apresentados os métodos de resolucdo de sistemas, o autor destaca que
nem todos os sistemas tem solugdo. Como por exemplo: {i J: 1//:_2
Esses sistemas sdo chamados de sistemas impossiveis.
Resolugdo grafica: Primeiro, o autor explora a nocdo de par ordenado e grafico de uma
equacéo, a partir de uma equacéo do sistema (ax + by = c).
A introducdo do método gréafico de resolucdo de sistema é feita atraves da representacédo
grafica das duas equacOes do sistema: “Para representar graficamente um sistema de
duas equacdes com duas variaveis, sobrepomos no mesmo referencial cartesiano as retas
correspondentes a cada equacao do sistema.
X+y=06

Seja o sistema:
2x-y=0

Ay

Verifique que o ponto de intersec¢éo corresponde ao par ordenado (2;4), que satisfaz as
duas equacoes.

(2)+@4)=6

2.2)-4 =0
Isso sugere que, se um sistema de duas equag¢fes com duas variaveis tem uma unica

solucdo, entdo as retas correspondentes ao grafico do sistema se interceptam em um

ponto.” (p.292)
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Notemos que o par (2;4) estd destacado no grafico. Aléem dele somente os pontos
onde o gréfico corta o eixo X e y sdo numerados. Também 2 e 4 sdo inteiros.

Recuperamos aqui que a solucdo do sistema é o ponto de interseccdo das retas.

Problema: Como determinar o par (2;4) se ele ndo estd marcado no grafico?

O autor ndo questiona esse aspecto, porém problematiza, os casos de
indeterminacdo e de ndo existéncia da solugdo: “E se as retas ndo tiverem pontos de
intersec¢do? ”(p.292) “E se as retas tiverem os mesmos pontos, isto é, coincidirem?”
(p.293).

Temos assim, quatro métodos de resolucdo de sistemas abordados pelo autor, que
sd0 0s seguintes: método da adicdo, subtracdo, substituicdo e resolucdo grafica. No estudo
das resolugdes através dos métodos citados acima, é destacado que os sistemas que nédo
tem solugdo sao chamados de “sistema impossivel”.

Destacamos que no estudo de “resolucdo grafica”, além do caso “sistema
impossivel”, onde as retas ndo t€ém ponto de intersec¢ao, o caso “sistema indeterminado”
também ¢é estudado através do caso (retas coincidentes).

Quanto as técnicas, trés sdo estudadas em ambos os livros. O segundo livro
desmembra a técnica: método da adicdo em método da adicdo e método da subtracdo. O

primeiro livro considera as duas como uma so.

V.2.2 Exercicios Resolvidos do Livro Didatico

Foram resolvidos ao todo 30 exercicios, os quais podemos classificar quanto:

1) Ao tipo de papel:
c) Quadriculado: 05 exercicios

d) Branco: 25 exercicios

2)Técnica de Resolucéo:
f) Solucdo gréfica: 05 exercicios
g) Método da substituicdo: 13 exercicios

h) Meétodo da adicdo: 12 exercicios
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i) Regra de Cramer: 0 exercicios

j) Escalonamento: O exercicios.

3) Enunciado:
c) Sistemas de equacdes dados:14

d) Problema dado em linguagem natural e simbdlica:16

Notemos que neste livro didatico, o nimero de exercicios do tipo problema e sistemas

dados séo praticamente iguais.
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VI Experimentacdo em classe de 82 série

Apresentacao

A experimentacdo tem por objetivo verificar se os alunos de 8? série sabem
resolver sistemas e identificar dificuldades na resolucao.

Esta experimentacdo visa dar elementos que nos permitam identificar se os alunos
de 82 série sabem usar alguma técnica de resolucao de sistemas lineares do 1° grau (qual é
a técnica disponivel?) bem como nos dara alguns elementos para fazer conjecturas das
dificuldades dos alunos na resolucao de sistemas de equacdes lineares.

A experimentacdo compreende de uma aplicacdo de dois exercicios em classe de 82
série do Ensino Fundamental e sera realizada em classe, em duas etapas.

Na primeira etapa aplicaremos o exercicio que trata de uma situagcdo-problema.
Exercicio: “porcos e galinhas”. “Num quintal h4 36 animais entre porcos e galinhas. Sabe-
se que h4, ao todo, 112 pés. Quantos sdo os porcos € quantas sdo as galinhas?”

Na segunda etapa aplicaremos um exercicio que envolve um sistema dado.
Exercicio: “sistemas de duas equag0es e duas incognitas”.

2x+y=0
“Resolva o seguinte sistema: 7

Escolhemos realizar a experimentacdo em classe de 8?2 série, pois sistemas de
equac0es lineares é objeto de estudo na 72 série, entdo podemos supor que os alunos de 82
série saibam resolver problemas que envolvam sistemas de equagdes lineares.

Tambem faremos, uma entrevista com o professor da classe para conhecer como o

mesmo trabalha o contetido em sala.

Analise a priori dos exercicios

Faremos a analise de cada um dos exercicios propostos.

Consideremos a priori, em fungéo das técnicas estudadas nos livros didaticos da 72
série, trés técnicas de resolucdo possiveis de serem utilizadas para resolver os problemas:
método da adi¢do, método da substituicdo e resolucéo gréfica.

Anadlise a priori do exercicio “porcos e galinhas”.
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Retomamos aqui o problema: “Num quintal ha 36 animais entre porcos e galinhas. Sabe-se
que ha, ao todo, 112 pés. Quantos sdo os porcos € quantas sdo as galinhas?”
Este problema é dado em linguagem natural e tem por tarefa determinar o nimero exato de
porcos e galinhas que estdo no quintal, ou seja, resolver o sistema. Mas antes o aluno
precisa executar uma sub-tarefa: interpretar o enunciado, ou seja, traduzir as condigdes
dadas pelo problema em linguagem natural para linguagem simbélica, equacionando o
problema.
Vejamos as solugdes possiveis:
- guanto a interpretacdo do enunciado
Designar cada um dos animais existentes por uma letra.

Por exemplo: p — porcos e g — galinhas. Entdo obtém-se p+ g =36.

Do fato que ha ao todo 112 pés e de que as galinhas possuem dois pés e porcos quatro

pés, entdo 4p+2g =112, ou seja, o total de pés corresponde ao nimero total de
porcos quatro vezes mais o nimero de galinhas vezes dois.

Considerar as duas condigdes expressas pelas equages: {p +9=36
4p+29 =112
- quanto a resolucdo de sistema
Vamos considerar primeiro uma resolucdo que poderia ser feita, pelos alunos, sem usar
alguma técnica de resolucdo de sistemas propostos nos livros didaticos.
1) Particdo
Soma: numero de porcos mais nimero de galinhas igual a 36. ( Possibilidades
conforme tabela abaixo).

Porcos Galinhas Porcos Galinhas Porcos Galinhas

01 35 13 23 25 11
02 34 14 22 26 10
03 33 15 21 27 09
04 32 16 20 28 08
05 31 17 19 29 07
06 30 18 18 30 06
07 29 19 17 31 05
08 28 20 16 32 04
09 27 21 15 33 03
10 26 22 14 34 02
11 25 23 13 35 01
12 24 24 12
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Soma: numero de pés de porcos mais numero de pés de galinhas é igual a 112.

- Numero de pés de porcos: maltiplo de 4.

Possiveis: 4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40, 44, 48, 52, 56, 60, 64, 68, 72, 76, 80, 84, 88,
92, 96, 100, 104, 108, 112.

- Numero de pés de galinhas: maltiplo de 2.
Possiveis: 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 21, 22, 24, 26, 28, 30, 32, 34, 36, 38, 40, 42,
44, 46, 48, 50, 52, 54, 56, 58, 60, 62, 64, 66, 68, 70, 72, 74, 76, 78, 80, 82, 84, 86, 88, 90,
92, 94, 96, 98, 100, 102, 104, 106, 108, 110, 112.
Testar cada caso.
Por exemplo: Porcos = 1 Galinhas = 35
1+35=236 confere com 0 numero total de animais.
Mas 1 porco corresponde a 4 pés e 35 galinhas correspondem a 70 pés, num total de 74
pés, que é diferente do nimero total de pés proposto pelo problema.
Tomando um outro exemplo: Porcos =20  Galinhas = 16
20+16 = 36 confere com o nimero total de animais.
20 porcos correspondem a 80 pés e 16 galinhas correspondem a 32 pés num total de 112
pés, conferindo assim também a soma dos pés.

R.: H& no quintal 20 porcos e 16 galinhas.

2) Técnica: adicao

p+g=36()
{4p+29 =112(l1)

Multiplicando a equacdo (1) por (-2) obtemos:

-2p-29=-72
{4p +29 =112
Somando (1) com (1) temos:
2p =40
40
2
p=20

Correspondente ao numero de porcos.
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Substituindo p na equacéo (I) obtemos g = 16, que corresponde ao numero de galinhas.

R.: H& no quintal 20 porcos e 16 galinhas.

3) Técnica: substituicdo
p+g=36(l)
4p+2g =112(11)
Isolando p na equagéo (I) temos p =36 — g e substituindo p por 36 — g na equagéo (1)
obtemos:
4(36—-9g) +2g =112
144 - 49 +2g =112
-29=-32
g=16
Correspondente ao nimero de galinhas.

Substituindo g =16 na equacdo (1) obtemos p =20, correspondente ao numero de

porcos.
R.: Ha no quintal 20 porcos e 16 galinhas.

4) Técnica: Resolucéo grafica
Primeiro vamos construir uma tabela para encontrar os valores dos pares ordenados

para colocé-los no gréfico.

p p+g=36 g
1 1+g=36 35
2 2+g=36 34
3 3+g=36 33
20 20 +g =36 16
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p 4p + 29 = 112 g
1 4.(1)+2g=112 54
2 4.(2)+2g=112 52
3 4.03)+29=112 50
20 4.(20) +2¢g =112 16

—48

Anélise a priori do Exercicio: “sistemas de duas equagoes e duas incognitas.”

Retomamos aqui o0 exercicio:

2x+y=0
“Resolva o seguinte sistema:

Este exercicio é dado em linguagem matematica e tem por tarefa determinar os valores

de x ey, 0s quais satisfazem as duas equacdes.

Resolucdes possiveis:
1) Técnica: adicéo
2x+y=0(l)
7
3x—-2y=—(ll
y=3 (1)
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4X+2y =

0
Multiplicando a equacdo (1) por (+2) obtemos: 7
3X—-2y = 5

Somando as duas equacBes obtemos:

X = Z
2

1
X =—

2
Substituindo o valor de x na equacao (1) obtemos:

1
2(=)+y=0
(2) y

y=-1
R.: S={1/2,-1}.

2) Tecnica: substituicdo
2x+y=0(l)

7
3x—=2y=—(ll
y=3 (1)
Isolando y na equacdo (1) obtemos y =—2x. Substituindo y na equacéo (I1) obtemos:
7
3X—(—2x) ==
(-2 =
X = !
2

1
X==

Substituindo x por %obtemos y=-1.

R.. S={1/2, -1}.

3) Técnica: resolucédo gréafica
Primeiro vamos construir uma tabela para encontrar os valores dos pares ordenados

para coloca-los no gréafico.
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X 2Xx+y=0 y
0 2.(0)+y=0 0
1/2 2.(1/2)+y=0 -1
1 2.(1)+y=0 -2
312 2.(312)+y=0 -3
X 3X=-2y=1712 y
0 3.(0)-2y=7/2 =714
1/2 3.(1/2)-2y=17I2 -1
1 3.(1)-2y=712 -1/4
312 3.(3/12) -2y =172 1/2

Analise a posteriori

Os dois exercicios foram aplicados a uma classe de 82 série de uma escola da rede

municipal, localizada na grande Floriandpolis, para 22 alunos. Cada um dos exercicios foi

aplicado em separado. Primeiro aplicamos o problema “porcos e galinhas™.

O professor da classe acompanhou a resolucédo dos alunos, mas nao interferiu nas

resolucgdes ou atendeu davidas dos alunos.

Anélise a posteriori do primeiro exercicio “porcos e galinhas”

Dos 22 alunos que participaram, temos 0s seguintes resultados:
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Nenhum aluno equacionou o problema.

7 dos 22 alunos acertaram o problema, os quais resolveram por tentativa, supuseram um
certo numero de porcos e de galinhas, testando até obter o total de pés ou o total de
animais. (conforme anexo 01)

Por exemplo: A alunaP. S. P.

Resolveu da seguinte maneira:
AL

“ G0
a{OL( 12, 3
e YL

E chegou no nimero total de patas concluindo que havia 20 porcos e 16 galinhas.

Dos 15 que erraram, nao foi possivel tirar conclusdo sobre um procedimento de

formulacéo de resolucéo.

Anélise a posteriori do segundo exercicio: “sistemas de duas equacdes e duas
incognitas”
Dos 22 alunos:

Nenhum aluno usou alguma técnica ou resolucdo légica possivel de recuperar no material
recolhido. Somente 1 tentou fazer graficamente mas sem sucesso. (conforme anexo 02)

Em funcéo dos resultados obtidos nessa classe, optamos por aplicar um outro
exercicio em uma classe de 82 série de outra escola da grande Floriandpolis. O exercicio
escolhido foi o seguinte.

“A soma de dois numeros ¢ 2 ¢ a diferenc¢a ¢ 6. Quais sdo esses numeros?”’

Dos 31 alunos da classe:
13 deixaram em branco
18 tentaram resolver

Desses:
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e Somente 1 acertou o problema, resolvendo pelo método da adi¢do. (conforme
anexo 03)

e 10 erraram no equacionar, dos quais:
- 2 por representar os dois nimeros pela mesma letra, isto é, X + X =2eX—-X =6
e abandonaram em seguida. (conforme anexo 04)
- 1 conseguiu equacionar somente a primeira expressao “A soma de dois numeros
¢ dois”
“x +y =2”, e pensou em quadrado perfeito, abandonando. (conforme anexo 05)
- 1 errou no equacionamento, fazendo confusdo entre soma e diferenga “x —y = 2
e X +y=6"¢ os outros 6 ndo da para formular uma conjectura de resolucao.
(conforme anexo 06)
e 3 equacionaram corretamente e abandonaram. (conforme anexo 07)
e 4 equacionaram corretamente e desenvolveram uma solucéo por substituicéo, e 0

erro acontece na resolucdo de equagéo do 1° grau. (conforme anexo 08)
Para ilustrar apresentamos a resolucédo de dois alunos:

1) Resolva o seguinte problema:

‘A soma de dois numeros & 2 e a diferenga é 6. Quars sao 8sses numeros?

xX-2-Y _
LYY -6 X=2-2 =0
l-l\j-:()
2Yy = 6-2
44 y4=>
2
5= (2.0)
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1) Resolva o seguinte problema:

A soma de dois numeros é 2 e a dferenga é 6 Quais $30 @sses numeros”?

’\CO\B:Q.

~.- ‘:G

"(_-9..-\3

Loy
= lﬂt: ©
’1\31(0'2—

R

Esta experimentacdo nos mostra que a resolucdo de sistemas de equacdes lineares é
probleméatica, no término do ensino fundamental (8% série). Dificuldades de ler e
equacionar um problema e de buscar um método sistematizado de resolu¢do sdo muito
acentuados.

Os quatro alunos que equacionaram o problema revelaram uma outra dificuldade, a
de resolver equacéo do 1° grau.

Também destacamos que as resolugdes dos exercicios da 22 turma ndo podem ser
comparadas com as resolugdes dos exercicios da 12 turma tendo em vista as diferencas
dos enunciados.

O exercicio proposto na 22 turma tem por enunciado o tipo mais comum dos livros

didaticos.
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V1.3 Como o professor de matematica trabalha em classe o

tema sistemas de equacoes lineares — um exemplo

Optamos por realizar uma entrevista com o professor, do tipo guiada, para
identificar a abordagem realizada pelo professor para desenvolver o conteudo sobre
sistemas de equacdes do 1° grau em classe de 72 série. Outro objetivo € o de resgatar
dificuldades dos alunos, identificadas pelo professor em classe, que pudessem nos ajudar a
compreender o fracasso da classe na resolugcdo dos exercicios propostos.

A entrevista foi realizada com um professor da Escola Municipal Vitor Miguel de
Souza, Itacorubi. (conforme anexo 09) O professor formou-se em matematica licenciatura
em 1981 na Universidade Federal de Santa Catarina e hoje tem 24 anos de magistério.

A entrevista nos permite identificar:

Uma abordagem sequiencial dos métodos de resolucdo de sistemas como método gréafico,
da adicdo, da substituicdo, através de aula expositiva, como podemos confirmar: “10. P-
Trabalhei sistemas de equacdes, de equacdes com eles é€... usando o gréafico, primeiro, né,
grafico, t4, tracando as retas gréficas, depois o método da adicdo, e método da
substituicdo, ai expliquei os métodos para eles, né, mas sempre primeiro trabalhando com
o grdfico.”

Na 72 série em que trabalhou com a turma, este ano na 82 série, isto é, em 2002
usou o livro didatico Idéias e Desafios. Mas usa também outros livros para exercicios.
“14. P- No ano passado usei ldéias e Desafios Iracema e Dulce.”

“20. P- A gente usa outros livros também para exercicios.”

Entre as dificuldades dos alunos identificadas pelo professor, duas sdo mais
relevantes: interpretacdo e trabalhar com decimais no grafico. “30. P- Leitura né.
Interpretacdo, a questdo deles é interpretar ... e quando, quando vocé recai em situagdes
de decimais no grafico. Ohhh. Trabalhar decimais, né. NUmeros com decimais, ou
trabalhar graficamente nimeros decimais eles tem muita dificuldade, ai é ... 0 problema
deles.”

Quanto aos exercicios propostos para os alunos o professor declara que propbe
poucos exercicios, pois 0s alunos se assustam quando o numero de exercicios € grande.

Também ndo propde listas. “42. P- Nao, lista ndo, passo pouco exercicio, ndo ... que nao
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da para trabalhar com lista, com nossos alunos (risos), se vocé passa lista de exercicios
eles ja ficam assustados né.” “44. P- E, ... é nimero pequeno de exercicios né”. A
escolha dos exercicios propostos o professor afirma que é aleatoria. “53. P- N&o eu ... ,
assim aleatorios, ndo, ndo vou escolher mais facil, impar, par (risos).” Depois diz que
seleciona os diferenciados. “55. P- E procuro pegar exercicios diferenciados, diversificar,
né, os ndo repetitivos no caso né.” “57. P- Procuro os ndo repetitivos. (em voz baixa).”

Quanto ao tipo de exercicios: problemas ou sistemas dados o que predomina sdo 0s
sistemas dados. “32. P- Os dois né, os dois, mais sistemas dados, problemas poucos.”
Remarcamos que as dificuldades dos alunos, observadas pelo professor, confirmam as
dificuldades observadas na experimentacdo feita nas duas classes. A dificuldade de
interpretacdo (passagem da linguagem natural para a simbdlica) é a mais evidente.

Destacamos que 0s exercicios propostos na experimentagdo ndo nos permitem um
estudo se o fracasso dos alunos se justifica por dificuldades dos alunos de leitura e
interpretacéo, até por falta de registro do ocorrido durante a resolucéo dos exercicios. Mas,
conforme o professor, sdo poucos 0s exercicios tipo problema que sdo trabalhados em
classe. Também nos livros didaticos, 0s exercicios cujo sistema é dado, isto é, a tarefa é
resolver um sistema, € quase o dobro do que a tarefa de resolver um problema dado em
linguagem natural e simbolica.

Fizemos uma hipdtese: poucos exercicios propostos em sala e em geral exercicios
do tipo sistema dado € um indicador da causa das dificuldades dos alunos de interpretar 0s

problemas e de resolucdo dos sistemas.
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Conclusao

O estudo realizado sobre sistemas de equacdes lineares como saber a ensinar, nos
permite concluir que duas abordagens sdo possiveis de estar presente no ensino:

- como saber matematico definido simplesmente como conjunto de m (m>1) equacbes
lineares, nas incognitas X1, X2, Xs,..., Xy (lezzi e Hazzan).

- como modelagem de uma situacdo problema, do tipo: “Descubra dois numeros cuja a
soma ¢ 20 ¢ cuja a diferenga é 5”.(Bigode, 7 série).

Identificamos, de acordo com os Parametros Curriculares Nacionais, que sistemas
de equacdes lineares é objeto de ensino no Ensino Fundamental, e em particular na 72
série, cuja finalidade é a resolucdo de problemas. Ja na Proposta Curricular de Santa
Catarina, o objeto sistemas de equacdes lineares aparece de forma sisteméatica somente na
22 série do Ensino Médio. Nos Planejamentos de escolas publicas, sistemas de equacdes
lineares é explicitado na 72 série do Ensino Fundamental.

No livro didatico “Matematica uma aventura do pensamento” a abordagem de
nosso objeto de estudo é feita primeiramente através do estudo de equacbes de duas
variaveis, destacando a solucdo grafica. No que diz respeito a tipos de sistemas de
equacdes, dois casos particulares no gréafico sdo estudados. No 1° caso, duas equacles
representam duas retas paralelas, ou seja, ndo existe nenhum par ordenado que seja
solucdo das duas equacGes simultaneamente. O conjunto solucéo é o conjunto vazio. No 2°
caso, duas equacdes representam duas retas coincidentes, ou seja, todo par ordenado que é
solugdo de uma das equacOes é necessariamente solucdo da outra. Das tecnicas de
resolucéo trabalhadas temos método da substituicdo, da adicdo e gréfica.

Ja no livro didatico “Matematica hoje ¢ feita assim”, a abordagem de nosso objeto
de estudo é feita em dois momentos. De maneira espontanea, onde sdo equacionadas
situacOes problema, fazendo com que o aluno tente adivinhar uma solucdo. E em seguida
de forma mais sistematica, no caso equacionando os dados do problema e chegando assim
num sistema de equagdes. Os métodos de resolucdo sdo os mesmos do livro anterior, com
uma pequena diferenca: aqui ele separa méetodo da adi¢cdo e método da subtracéo.

Em se tratando da experimentacdo, podemos concluir que muitos alunos néo

compreendem o conceito de sistemas de equacdes lineares.
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Considerando agora a passagem da linguagem natural para a linguagem simbodlica,
nosso estudo mostrou uma grande dificuldade de representar simbolicamente situagdes
problema.

Além da dificuldade de representar simbolicamente, notamos uma grande
dificuldade de resolver equacgdes do 1° grau.

N&o temos elementos suficientes que nos permitam tirar concluses, com apenas
trés exercicios que foram propostos, e para apenas 53 alunos, mas podemos nos perguntar:
por que muitos dos alunos deixaram em branco os exercicios? Sera que ndo tinham a
minima idéia do que € sistemas de equac0es lineares para interpretar o problema?

O estudo por nés realizado nos permitiu conhecer um pouco da transposi¢do
efetuada sobre “sistemas de equacg0es lineares” de objeto a ensinar a objeto ensinado ¢ de
conhecer mais precisamente como este objeto é ensinado em 72 série do Ensino

Fundamental.
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