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INTRODUGAO

A matematica é fascinante para muitas pessoas pelas oportunidades que
oferece para a criacéo e a descoberta assim como pela sua utilidade. E continuo e
rapido o seu crescimento no sentido de satisfazer tanto a curiosidade quanto as
necessidades de aplicagdo. Os estudantes podem desenvolver processos
sistematicos para tratar problemas, sejam ou néo, de rotina ou de solucdes
imediatamente determinaveis,

Para achar os fatores de um determinado nimero podemos sempre tentar,
mas sera muito mais facil se pudermos dizer simplesmente olhando para o numero
se ele tem ou ndo um dado fator.

Foi pensando em resolver este problema que resolvi fazer meu trabalho de
coriciusao de curso.

O objetivo deste trabalho ¢ servir como um material de pesquisa para
estudantes e alunos interessados em desvendar os mistérios da teoria dos
numeros. A apresentagéo é feita de tal forma que a matéria pode ser rapidamente
compreendida pelos leitores.

No capitulo 1 falamos despretensiosamente um pouco da histéria da
aritmética e dos grandes génios da matematica.

No capitulo 2 encontramos os fundamentos necessarios para o
desenvolvimento da teoria da divisibilidade.

No capitulo 3, objeto central do texto, construimos ao fim a teoria completa
da divisibilidade.

Assim, esperamos apresentar um texto que seja Gtil, especialmente sob o
aspecto didatico, para professores e estudantes de matematica. Alias, a
preocupagéo maior foi de explicar o porqué de certos procedimentos e algoritmos
usados desde muito cedo no ensino de matematica de maneira puramente
mecanica.
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CAPITULO 1
Histoérico

O conceito de numero e 0 processo de contar desenvolveram-se t3o antes
dos primeiros reglstros histéricos que a maneira como ocorreram & largamente
conjetural. Nao é dificil, porem imaginar como isso provavelmente se deu. E
razoavel admitir que a espécie humana, mesmo nas épocas mais primitivas, tinha
algum senso numérico, pelo menos ao ponto de reconhecer mais e menos quando
se acrescentavam ou retiravam alguns objetos de uma colegdo pequena, pois ha
estudos que mostram que alguns animais sdo dotados desse senso. Com a
evolugdo gradual da sociedade, tornaram-se inevitaveis contagens simples. Uma
tribo tinha que saber quantos eram seus membros e quantos eram seus inimigos e
tornava-se necessario a um homem saber se seu rebanho de carneiros estava
diminuindo, E provavel que a maneira mais antiga de contar se baseasse em algum
método de registro simples, empregando o principio da correspondéncia biunivoca.
Para uma contagem de carneiros, por exemplo, poderia se dobrar um dedo para
cada animal. Podia-se também contar fazendo-se ranhuras no barro ou numa
pedra, produzindo-se entalhes num pedago de madeira ou fazendo-se nés em uma
corda. Entdo talvez mais tarde, desenvolveu-se um arranjo de sons vocais para
registrar verbalmente o numero de objetos de um grupo pequeno. E mais tarde
ainda, com o aprimoramento da escrita, foram surgindo arranjos de simbolos para
representar esses numeros. Esse desenvolvimento hipotético encontra respaldo
em relatérios de antropélogos que estudaram povos primitivos em nossa época.

Bases

Quando se tornou necessario efetuar contagens mais extensas, o0 processo
de contar teve de ser sistematizado. Isso foi feito dispondo-se 0$ numeros em
grupos basicos convenientes, sende a ordem de grandeza desses grupos
determinadas em grande parte pelo processo de correspondéncia empregado.
Esquematizando-se as idéias, o método consistia em escolher um certo nimero b
como bhase e atribuir nomes aos numeros 1, 2,...,b. Para os nimeros maiores do
gue b os nomes eram éssenciaimente combinactes dos nomeés dos numeros ja
escolhidos.

Como os dedos do homem constituiam um dispositivo de correspondéncia
conveniente, ndo €& de estranhar que © 10 acabasse sendo escolhido
freqUentemente como o numero b da base.

Ha evidéncias de que 2, 3 e 4 serviam como bases primitivas. Por exemplo,
ha nativos de Queensland que contam “um, dois, dois e um, dois e dois, muito".
Uma outra tribo da Terra do Fogo compde seus primeiros € poucos nomes de
nUumeros na base 3 e algumas da América do Sul usam de maneira analoga o 4.




Como seria de esperar, o sistema quinario, ou sistema de numeragéo de
base 5 , foi 0 primeiro a ser usado extensivamente. Até hoje algumas tribos da
América do Sul contam com as méos; os Yulraghirs da Sibéria usam uma escala
mista para contar. Ainda no século XIX se encontravam calendarios de
camponeses germanicos baseados no sistema quinario.

Ha evidéncias de que o 12 pode ter sido usado como base em épocas pré-
histéricas, principalmente em relagdo a medidas. Essa base pode ter sido sugerida
pelo numero aproximado de lunagdes de um ano ou, talvez, pelo fato de 12 ter
varios divisores inteiros.

O sistema vigesimal (base 20) também foi amplamente utilizado, e remonta
aos dias em que o homem andava descalgo. Esse sistema foi usado por indios
Americanos, sendo mais conhecido pelo bem desenvolvido sistema de numeragéo
Maia. Também se encontravam tragos no gaélio, no dinamarqués e no inglés. Em
inglés ha a palavra score (Uuma vintena), frequentemente usada.

O sistema sexagesimal (base 60) foi usado pelos babilbnios, sendo ainda
empregado na medida de tempo e de angulos em minutos e segundos.

Nimeros digitais e numeros escritos

Além dos numeros falados, uma certa época usavam-se largamente os
numeros digitais (representados por meio de dedos). Com efeito, a expressio de
numeros por meio de vérias posicdes dos dedos e das maos talvez preceda os
simbolos numéricos ou os nomes dos numeros. Assim, os simbolos escritos
primitivos para 1, 2, 3 e 4 eram invariavelmente 0 nimero conveniente de riscos
verticais ou horizontais, representando o nUmero correspondente de dedos
levantados ou estendidos, remontando a palavra digito (isto € "dedo”), para indicar
os algarismos de 1 a9, &8 mesma origem.

Com o tempo, os numeros digitais foram estendidos de modo a abranger os
numeros maiores que ocorriam nas transagdes comerciais; perto da ldade Média
eles tinham se tornado internacional.

Embora os numeros digitais tivessem se originado em épocas muito
remotas, ainda sio usados hoje por alguns povos primitivos da Africa. Nas
Américas do Sul e do Norte, alguns indigenas e algumas tribos de esquimos ainda
usam os dedos. Os numeros digitais tinham a vantagem de transcender diferengas
de linguagem mas, como 0s numeros vocais, deixavam a desejar quanto a
permanéncia e nao eram convenientes para a realizagdo de calculos. Ja
mencionamos o uso de marcas e entalhes como maneiras primitivas de registrar
nimeros. Esses expedientes provavelmente representam as primeiras tentativas
por parte do homem de escrever. De qualquer maneira, desses primeiros esforgos
no sentido de fazer registros permanentes de numeros resultaram varios sistemas
de numeragao escritos. Voltaremos nossa atencac para o sistema de numeragéo
posicional.




Sistemas de numeragéio posicionais

~ Nosso prdprio sistema de numeragfo € um exemplo de um sistema de
numeragao posicional. Para esse sistema, depois de se escolher uma base b,
adotam-se simbolos para 0, 1, 2,..., b-1.

Assim, héa no sistema b simbolos basicos, que no caso de nosso sistema
chamamos digitos ou algarismos. Qualquer nimero N pode ser escrito de maneira
unica na forma

- s a1 5 ,
N=apd"+a, " +. . +abd” +ab+a,,

onde 0< a <b,i=0,1,.., n Porisso entdo representamos o numero N na
base b pela sequéncia de simbolos:

(a4, .aa4a,),

Assim, um simbolo basico em gqualquer numeral dado representa um
multiplo de alguma poténcia da base, poténcia essa que depende da posicao
ocupada pelo simbolo basico. Em nosso proprio sistema de numeragdo indo-
arabico, 2 em 206 representa 2.10* ou 200. Deve-se notar que para clareza
completa necessita-se de um simbolo para o zero, a fim de indicar a auséncia
possivel de alguma poténcia da base. Um sistema de numeragao posicional € uma
consequéncia légica, embora ndo necessariamente histdrica, de um sistema de
agrupamentos multiplicativo.

Os babilénios antigos desenvolveram, em algum momento entre 3000 e
2000 a.C., um sistema sexagesimal que empregava o principio posicional. O
sistema de numeracéo babildnico €, porém, misto, na medida em que, embora 0s
numeros superiores a 60 fossem escritos de acordo com 0 principio posicional, os
60 numeros correspondentes ao grupo basico eram escritos nos moldes de um
sistema de agrupamento simples e decimal. Esse sistema de numeragdo posicional
ressentiu-se, até depois do ano 300 a.C., da falta de um simbolo para o zero que
representasse as poténcias ausentes de 60, levando assim a possiveis mal-
entendidos na expressdo de um numero dado. Finalmente introduziu-se um
simbolo, consistindo em duas cunhas pequenas, inclinadas, mas esse simbolo so
era usado para indicar uma poténcia ausente de 60 dentro de um numero, nunca
guando ele ocorresse no seu final. Esse simbolo era, portanto, apenas um zero
parcial, pois um zero verdadeiro serve para indicar as poténcias ausentes da base
tanto no meio como no final dos nimeros, como € o caso dos nossos 304 e 340.

Muito interessante é o sistema de numeragdo maia. De origem remota e
desconhecida, foi descoberto pelas expedigdes espanholas no inicio do século XVI.
Esse sistema é essencialmente vigesimal, mas seu segundo grupo vale 18.20 =
360 em vez de 20% = 400. Os grupos de ordem superior sd0 da forma 18.20". A
explicag8o para essa discrepancia reside no fato de o ano maia consistir em 360
dias. O simbolo para o zero era usado consistentemente. Esse sistema de base
mista era usado pela classe sacerdotal. Ha relatos de um sistema vigesimal puro
usado pelo povo, mas que nao saobreviveu em forma escrita.



O sistema de numeragéo Indo-arabico

O sistema de numeragéo Indo-arabico tem esse nome devido aos hindus,
gue o inventaram, e devido aos drabes que o transmitiram para a Europa
Ocidental. As primeiras amostras datadas de 250 a.C., ndo contédm zero e nido
utilizam a notacdo posicional. Contudo, a idéia de valor posicional e um zero
devem ter sido introduzidos na India algum tempo antes do ano 800 d.C., pois o
matematico persa al- Khowarizmé descreveu de maneira completa o sistema hindu
num livro do ano 825d.C.

Como e quando os novos simbolos numerais entraram na Europa séo
questdes ainda nédo decididas. Muito provavelmente eles foram levados por
comerciantes e viajantes pelas costas do Mediterraneo. Esses simbolos se
encontram num manuscrito espanhol do século X, sendo possivel que tenham sido
introduzidos na Espanha pelos drabes que invadiram a peninsula ibérica no ano
711 d.C, onde permaneceram até 1492 d.C. Mas foi uma traducao latina do tratado
de al-khowarizmé, feita no século Xlii, seguida de alguns trabalhos europeus sobre
0 assunto, o que fez com que o sistema de disseminasse mais amplamente.

Os quatro séculos seguintes assistiram a uma verdadeira batalha entre
abacistas e algoristas, como eram chamados os defensores do novo sistema, mas
em torno do ano 1500 as atuais regras de computacéo acabaram se impondo. Mais
um século e os abacistas haviam sido quase esquecidos, sendo que perto do
seculo XV ndo restava mais nenhum traco do abaco na Europa Ocidental.

Até que os simbolos dos numerais indo-arabicos se estabilizassem, com a
invencdo da imprensa de tipos moveis, muitas modificacbes em sua grafia se
verificaram. Nossa palavra zero provavelmente provém da forma latinizada
zephirum derivada de sifr que € uma traducdo para o arabe de sunya, que em
hindu significa “vazio” ou "vacuo”. A palavra drabe sifr foi introduzida na Alemanha
no século Xill, por Nemoararius, como Cifra, que em portugués significa, entre
outras coisas, zero.

Aritmética pitagoérica

Os gregos antigos faziam distingdo entre o estudo das relagbes abstratas
envolvendo os numeros e a arte pratica de calcular com os nimeros. Esta era
conhecida como logistica e aguela como aritmética. Essa distingéo atravessou a
Idade Média chegando até por volta do final do século XV, quando surgiram textos
que tratavam as facetas tedricas e praticas da abordagem dos numeros sob a
designagdo Unica de aritmética. E interessante que hoje aritmética tenha seu
significado original na Europa Continental, ao passo que na Inglaterra e nos
Estados Unidos o significado popular de aritmética corresponde & logistica grega.
Nos dois paises citados usa-se a expressdo teoria dos nimeros para designar a
faceta abstrata do estudo dos nimeros.
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Admite-se geralmente que os primeiros passos no sentido do
desenvolvimento da teoria dos nimeros e, ao mesmo tempo, do lancamento das
bases do futuro misticismo numérico, foram dados por Pitagoras e seus seguidores
movidos pela filosofia da fraternidade. Assim & que Jamblico, um influente filésofo
neoplatdnico que viveu por volta de 320 d.C., atribui a Pitagoras a descoberta dos
numeros amigaveis. Dois nimeros se dizem amigaveis se cada um deles & igual a
soma dos divisores proprios do outro. Por exemplo, 284 e 220, que constituem o
par afribuido a Pitagoras, s&o amigéaveis porque os divisores praprios de 220 s3o 1,
2, 4,5, 10 ,11 20 ,44 ;55 e 110 cuja soma é 284, ao passo que os divisores
proprios de 284 séo 1, 2, 4, 71 e 142 cuja soma é 220. Esse par de numeros
alcangou uma aura mistica, e rezava a supersticio posterior que dois talismas com
esses numeros selariam uma amizade perfeita entre os que os usassem. Os dois
numeros vieram a ter um papel importante na magia, na feiticaria, na astrologia e
na determinacdo de hordscopos. Todos 0s numeros amigaveis inferiores a um
bilh&o ja foram encontrados.

Também se atribuem aos pitagoricos os numeros perfeitos, deficientes e
abundantes, que apresentam ligacdes misticas essenciais a especulacdes
numeroldgicas. Um numero se diz perfeito se é igual &4 soma de seus divisores
préprios, deficiente se excede a soma de seus divisores proprios € abundante se &
menor que a soma de seus divisores préprios. Assim Deus criou 0 mundo em seis
dias, um ndmero perfeito pois 1+2+3 = 6. Por outro lado , toda raga humana
descende das oito almas da arca de Noé, sendo essa criacdo imperfeita porque 8
é deficiente, j& que 1+2+4 < 8. Atualmente séo conhecidos trinta nimeros perfeitos.

O contelido dos “Elementos” de Euclides

Contrariando a impressdo muito difundida, os Elementos de Euclides n&o
tratam apenas de geometria, contém também teoria dos numeros e dlgebra
elementar.

Os Livros VI, Vlil e IX, que no total tém cento e duas proposicdes, tratam da
teoria elementar dos numeros. O Livro VIl comega com o processo, hoje conhecido
como algoritmo euclidiano, para achar o maximo divisor comum de dois ou mais
numeros inteiros e o usa para verificar se dois inteiros s3o0 primos entre si.
Estabelecem-se ainda nesse Livro muitas propriedades numéricas basicas.

No Livro IX encontram-se muitos teoremas significativos. Entre eles o
importante teorema fundamental da aritmética, a saber, que todo natural maior que
1 pode se expressar como produto de primos de uma e, salvo quanto a ordem dos
fatores, uma s6 maneira.
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Fermat

Dentre as variadas contribuicdes de Fermat & matematica, a mais importante
€ a fundacdo da moderna teoria dos numeros. Neste campo a intui¢do e o talento
de Fermat eram extraordindrios. Sua atencdo para a teoria dos numeros
provavelmente foi despertada pela tradugdo latina da Aritmética de Diofanto, feita
por Bachet de Méziriac em 1621. Muitas das contribuices de Fermat ao assunto
se deram na forma de enunciados e notas escritas nas margens do exemplar que
tinha do trabalho de Bachet.

Em 1670, cinco anos apds sua morte esse material foi incorporado numa
nova, mas infelizmente muito mal impressa, edigéo da Aritmética, publicada por um
dos filhos de Fermat, Clément — Samuel. Muitos dos teoremas enunciados por
Fermat mostraram-se depois verdadeiros. O exemplo seguinte ilustra o carater das
investigacoes de Fermat:

"Se p é primo e a € primo com p, entdo a”” -1 é divisivel por p". Por
exemplosep=5ea=2 entdo a*'~1 = 15 = 5 3. Esse teorema, conhecido como
pequeno teorema de Fermat, foi apenas enunciado por Fermat numa carta de 18
de outubro de 1640 a Frénicle de Bessy. A primeira demonstragéo publica desse
teorema data de 1736 e € devida a Euler.

Os nameros primos

Os numeros primos ostentam uma longa histéria, desde os dias dos gregos
antigos até o presente. Como algumas das mais importantes descobertas sobre
primos foram feitas no século XIX, parece apropriado discutir-se aqui esses
interessantes numeros. O teorema fundamental da aritmética diz que 0s numeros
primos s&o tijolos de construgdo a partir dos quais os outros inteiros sao formados
multiplicativamente. Por conseguinte, os niumeros primos foram muito estudados e
se fizeram esforgcos consideraveis no sentido de determinar a natureza de sua
distribuicdo na seqiéncia dos inteiros positivos. Os principais resultados obtidos na
antiglidade foram a prova da infinitude dos primos e o crivo de Eratdstenes para
determinar os primos inferiores a um inteiro dado n. :

Eratéstenes tornou-se célebre em aritmética devido a um dispositivo
conhecido como crivo, usado para se acharem todos os nuimeros primos menores
que um numero n dado. Adotam-se, em ordem e comegando por 3 , todos os
numeros impares menores que n. Eliminam-se os numeros compostos da
sequéncia riscando-se, a partir do 3 (exclusive) todos os terceiros nimeros que se
seguem, depois a partir de 5 (exclusive) todos os quintos nimeros que se seguem
e assim por diante. Nesse procedimento riscam-se alguns nimeros mais do que
uma vez. Todos 0s numeros nao-riscados, mais o nimero 2, formam a lista dos
primos menores que n.

A partir do crivo de Eratostenes pode-se obter uma formula para determinar
o numero de primos inferiores a n, quando se conhecem os primos inferiores a

Vn.
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Néo ha, porém nenhum procedimento pratico para testar se um numero

grande € primo e o esforgo feito na verificagdo de alguns nimeros particulares foi
enorme.

Um sonho dos especialistas em teoria dos numeros € encontrar uma fungao
f(n) que, para inteiros positivos n, forneca apenas ndmeros primos, uma infinidade
desses numeros.

' Assim f(n) = n* - n + 41 fornece primos para todo n < 41, mas f(41) = 412 &
um numero composto. O polindmio quadratico f(n) = n? - 79n + 1601 fornece primos
para n < 80. Pode-se encontrar fungdes polinomiais que fornegam sucessivamente

tantos primos quanto se deseje, mas nenhum deles fornecera sempre nimeros
primos.

Em 1640 Pierre de Fermat conjeturou que f(n) = 22" +1 é primo para todos
os inteiros ndo negativos n mas isso ndo € verdadeiro.

Um resultado recente e interessante, nessa linha, € a demonstracio, feita
em 1947 por W. H. Mills, da existéncia de um numero real A tal que © maior inteiro

que ndo excede 4% & primo, para todo inteiro positivo n. Nada se mostrou sobre o
valor real nem mesmo sobre a ordem de grandeza por alto do nimero A.

Uma generalizagao notavel do teorema de Euclides da infinitude dos primos
foi estabelecida por Lejeune — Dirichiet (1805-1859) ao conseguir mostrar que toda
a progressdo aritmética a, a+d, a+2d, a+3d,..., onde a e d sdo primos entre sij,
contém infinitos nimeros primos. A prova desse resultado esta muito longe de ser
facil.

Talvez o mais surpreendente dos resultados ja encontrados referente a
distribuicdo dos primos seja 0 chamado teorema dos numeros primos. Indiquemaos
por A o nimero de primos abaixo de n. O teorema dos numeros primos assegura

que A4 log,n
n

se aproxima de 1 conforme n cresce indefinidamente. Em outras
palavras, =~ chamada densidade dos primos entre os primeiros n inteiros,
n

aproxima-se de , fanto mais ‘quanto maior for n. Esse teorema, que fora

log, n
conjeturado por Gauss apés o exame de uma grande tabua de nimeros primos, foi
provado independentemente em 1896 pelo francés J. Hodamard e pelo belga C. J.
de la Vallée Poussim.

Nas pesquisas sobre numeros primos calcularam-se tabuas extensas de
fatores. Com o advento dos computadores o trabalho de verificar se um ndmero &
primo e de construir tAbuas de primos especiais se intensificou grandemente.

H4a muitas conjeturas em aberto com relagdo aos nimeros primos. Uma

delas aponta para a existéncia de infinitos pares de primos gémeos da forma p e
p+2, como 3 e 5, 11 e 13 e 29 e 31. Outra € a conjetura feita por Christian
Goldbach (1690-1764) em 1742 numa carta a Euler. Goldbach observou que todo
inteiro par, exceto o 2, parecia ser exprimivel como a soma de dois primos. Por
exemplo, 4 =2+2, 6 = 3+3, 8 = 5+3,...,16 = 13+3, 18 = 11+7,...,48 = 29+19,..,100 =
13



97+3 e assim por diante. J&4 se comprovou a hiptese de Goldbach para os
ndmeros até 100 milhdes.

As seguintes questdes (nas quais n representa um inteiro positivo) sobre
primos ainda néo foram respondidas: ha uma infinidade de primos da forma n? + 1?
Sempre ha um primo entre n? e (n + 1) ? E um n qualquer, de um certo ponto em
diante, ou um quadrado ou a soma de um primo e um quadrado? Ha uma

infinidade de nimeros primos de Fermat ( primos na forma 2" +1) ?
Nameros negativos: origens

Coube também aos hindus a introdugdo na matematica dos numeros
negativos. O objetivo era indicar débitos. O primeiro registro do uso de nimeros
negativos de que se tem noticia foi feito pelo matematico e astrédnomo hindu
Brahmagupta (598-7?), que j& conhecia inclusive as regras para as quatro
operagdes com numeros negativos. Bhaskara (séc. Xll), outro matematico e
astrénomo hindu, assinalou que todo numero positivo tem duas raizes quadradas,
uma negativa e outra positiva, e salientou também a impossibilidade de se extrair a
raiz quadrada de um numero negativo.

Ao introduzirem 0s numeros negativos, os hindus nao tinham nenhuma
preocupagéo de ordem tedrica. Na verdade, os progressos matemaéticos verificados
na india, por essa época, ocorreram quase que por acaso e em boa parte devido
ao descompromisso com o rigor € a formalidade.

Mas a aceitagdo € o entendimento pleno dos nimeros negativos foi um
processo longo. Basta ver algumas designactes que receberam: Stifel (1486-1567)
os chamava de numeros absurdos; Cardano (1501-1576), de numeros ficticios.
Descartes (1596-1650) chamava de falsas as raizes negativas de uma equac&o.
Outros, como F. Viete (1540-1603), importante matematico francés, simplesmente
rejeitava os numeros negativos.

A emergéncia de estruturas algébricas

As operagdes usuais como adigdo e multiplicagdo efetuadas no conjunto dos
inteiros positivos sdo operagdes binarias: a cada par de inteiros positivos a e b
associam-se univocamente inteiros ¢ e d, chamados, respectivamente, somade a e
b e produto de a por b, e denotados pelos simbolos:

c=a+b e d=axb.

Essas operagdes no conjunto dos inteiros tém algumas propriedades ou leis
bésicas. Por exemplo, se a, b, e ¢ indicam inteiros positivos arbitrérios, temos:

14



a +b =b + a (propriedade comutativa da adicio)

ax b =Db x a (propriedade comutativa da multiplicacao)

(a+b) + ¢ = a + (b+c) (propriedade associativa da adicao)

(axb) xc=ax(bxc) (propriedade associativa da multiplicagao)

ax(b+c)=(axb)+ (axc) (propriedade distributiva da multiplicacédo
em relacao a adicao)

OrhwON-

No inicio do século XIX a &lgebra era considerada simplesmente como
aritmética simbdlica. Em outras palavras, em vez de trabalhar com numeros
especificos, como fazemos em aritmética, em algebra empregamos letras que
representam esses ndmeros. As cinco propriedades acima sd0, portanto,
afirmacdes sempre validas na algebra dos inteiros positivos. Mas como se trata de
afirmacGes simbdlicas, é imaginavel que elas possam se aplicar a outros conjuntos
de elementos, que ndo os inteiros positivos, desde que oferecamos definicdes
adequadas para as duas operagdes envolvidas. De fato, & isso 0 que ocorre.

Segue-se que as cinco propriedades basicas dos inteiros positivos ha pouco
listadas podem também ser considerados como propriedades de outros sistemas
de elementos, inteiramente diferentes. As conseqiiéncias das cinco propriedades
precedentes constituem uma estrutura aplicavel aos inteiros positivos, bem como
outros sistemas, isto é, existe uma estrutura algébrica (as cinco propriedades
basicas e suas consequéncias) comum ligada a muitos sistemas diferentes. As
cinco propriedades basicas podem ser consideradas como postulados de um tipo
particular de estrutura algébrica, e qualquer teorema que decorra formalmente
desses postulados sera aplicavel a qualquer interpretagdo que ajuste as cinco
propriedades bésicas. Vistas as coisas assim, cortam-se os lagos da algebra com a
aritmética, tornando-se aquela um campo de estudos puramente hipotético-
dedutivo formal.

Os primeiros vislumbres dessa vis&0 moderna da algebra surgiram por volta
de 1830 na Inglaterra, com o trabalho de Georg Peacock (1791-1858), um ex-aluno
e professor da Universidade de Cambridge. Peacock foi um dos primeiros a estudar
seriamente os principios fundamentais da algebra, e em 1830 publicou seu Treatise
on Algebra, no qual procurou dar & algebra um tratamento 16gico equiparavel ao
dos Elementos de Euclides, com o que ganhou o epiteto de “o Euclides da
Algebra”. Peacock distinguia entre o que chamava “algebra aritmética” e "algebra
simbdlica’. A primeira era considerada por ele como o estudo resultante do uso de
simbolos para denotar os numeros decimais, como o de adicdo e o de
multiplicag&o, aos quais podem-se sujeitar esses numeros. Assim, na “algebra
aritmética”, certas operacfes s&o limitadas por sua aplicabilidade. Numa subtracdo
a - b, por exemplo, devemos ter, a > b. A “&lgebra simbdlica’ de Peacock, adota as
operacdes da “algebra aritmética” mas ignora suas restrigbes. Por exemplo, a
subtracéo na “algebra simbdlica” difere da mesma operagéo na “algebra aritmética’
pelo fato de que na primeira ela sempre tem sentido. A justificativa dessas regras
de extensdo da “algebra aritmética’ para a “algebra simbdlica’ era chamado por
Peacock de principio da permanéncia das formas equivalentes. A “algebra
simbdlica” de Peacock & uma “algebra aritmética” universal cujas operagdes s3o
determinadas pelas da “aigebra aritmética’, enquanto as duas algebras caminham
juntas, e pelo principio da permanéncia das formas equivalentes em todos os
outros casos.
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O principio da permanéncia das formas equivalentes foi considerado um
conceito de grande alcance em matematica, e teve um papel histérico significativo
em questdes como o desenvolvimento inicial da aritmética do sistema de numeros
complexos e a extensdo das leis de potenciacdo, no caso de expoentes inteiros
positivos para outros mais gerais. Por exemplo, se a € um nimero racional positivo
e n & um inteiro positivo, entdo a” &, por definicdo, o produto de n fatores iguais a
a. Dessa definigdo decorre que, para quaisquer inteiros positivos m e n,
a’a” =a™" . Pelo principio da permanéncia das formas equivalentes, afirmava
Peacock que na “algebra simbdlica” se tem entdo a”a” = a™", ndo importa de que
natureza possam ser a base a e os expoentes m e n. O nebuloso principio da
permanéncia das formas equivalentes hoje esta na lata do lixo da matematica, mas
muitas vezes, quando tentamos estender uma definicdo, orientamo-nos de maneira
que a definicdo mais geral preserve algumas das propriedades daquela que
pretendemos generalizar.

Alguns contemporaneos britanicos de Peacock levaram avante seus estudos
€ empurraram a nocdo de 4lgebra para mais perto da maneira como
modemamente se entende essa matéria. Assim, num artigo de Duncan
Farquharson Gregory (1813-1844), publicade em 1840, as leis comutativa e
distributiva da algebra foram trazidas a luz. Augusto de Morgan (1806-1871), outro
membro da escola Britanica de algebristas, deu algumas contribuicSes adicionais
ao esclarecimento dos fundamentos da élgebra. No trabalho algo tateante da
escola britanica, pode-se divisar a emergéncia da idéia de estrutura aigébrica e a
preparacao para o programa postulacional no desenvolvimento da élgebra. Logo as
idéias da escola britanica se espalharam pelo continente europeu, onde, em 1867,
mereceram cuidadosa atengao de Hermann Hankel (1839-1873), um historiador de
matematica alemdo. Porém, antes ainda de surgir o tratamento de Hankel, o
Hemann Guinther Grassmann (1809-1877) tinham publicado resultados de grande
alcance, resultados esses que levaram a libertag&o da aigebra, da mesma maneira
que as descobertas de Lobachevsky e Bolyai levaram a libertacdo da geometria, e
que abriram as comportas da algebra abstrata.
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CAPITULO 2

Neste capitulo faremos um estudo dos fundamentos necessdrios para o
desenvolvimento da teoria da divisibilidade.

Numeros inteiros

Os numeros inteiros ou apenas inteiros s40 0s nossos conhecidos:
e =3,-2,-1,0,1,2,3,...

cujo conjunto representa-se pela letra Z, isto é:

Z={.,-3,2,-1,0,1,2 3.}

Neste conjunto Z destacam-se os seguintes subconjuntos:

(1) Conjunto Z* dos inteiros n&o nulos;

Z*={xe Z| x=0}={+1,42 43...}

(2) Conjunto Z, dos inteiros ndo negativos;

Z,={xeZ|x20}={0,1,23, ..}

(3) Conjunto Z_ dos inteiros no positivos;

Z ={xe Z|x< 0}={0,-1,-2 3, .}

(4) Conjunto (Z") dos inteiros positivos;

Z.={xeZ| x>0} ={1238..}

(5) Conjunto Z" dos inteiros negativos;

Z'={xeZ | x<0}={-1-2-3..}

Obs: O conjunto dos nldmeros inteiros néo negativos € 0 conjunto dos
numeros naturais.
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Propriedades dos inteiros

. 0 conjunto  Z dos numeros inteiros munido das operagdes de adigdo (+) e
multiplicagéo (.) possui as propriedades fundamentais gue a seguir enumeramos,
onde a, b e ¢ sdo inteiros quaisquer, isto é, elementos de Z:

at+b=b+a e ab=ba
(@+b)+c=a+(b+c) e (ab)c=a (bo)
O+a=a e 1a=a

-a=(-1)a e a—-a=a+(-a)=0
a(b+c)=ab+ac

O.a=0,ese ab=0,entdo a=0 ou b=0.

OhwN =

Também existe uma “relagéo de ordem” entre os inteiros , representada pelo
sinal * < “ ( menor que ), que possui as seguintes propriedades:

a < a (reflexiva)

Se a<b e b <aentdo a =b (anti-simétrica)

Se a <be b <c entéo a < ¢ (transitiva)

Se a < b entdo a + ¢ < b + ¢ (compatibilidade com a adigdo)
Sea<bec>0entdoac<bcesea<bec<0entdobc<ac

bbb =

Podemos ainda definir a relagdo “<”, como sendo: a<b < a < b e azb,
que satisfaz as propriedades 3, 4 ¢ 5.

Elemento minimo de um conjunto de inteiros

2.1. Definigdo - Seja A um conjunto de inteiros. Chama-se elemento minimo
de Aumelemento ac€ A talque a <x paratodo xe A.

Representa-se pela notagédo "minA’ , que se Ié . “ minimo de A" .

2.2. Teorema - Se a é elemento minimo de um conjunto Ac Z, entdo este
elemento € Unico.

Demonstragao: Seja a = minA, se existisse um outro elemento minimo b de
A, terfamos :

(i)a < b, porque a=minA
(ii)b < a, porque b=minA

Logo , pela propriedade anti — simétrica da relagdo de ordem natural “< *
emZ, temos a= b.

O elemento minimo de Ac Z, se existe , denomina-se também primeiro
elemento de A ou menor elemento de A .

18



2.3. Teorema ( Principio da Boa Ordenacéo): Todo conjunto ndo vazio A de
inteiros ndo negativos possui o elemento minimo.

Em outros termos, todo subconjunto ndo vazio A do conjunto Z_ = {0, 1, 2,
3,...}, possui o elemento minimo.

2.4. Teorema (Principio da indugio finita): Seja S um subconjunto do
conjunto N dos inteiros nao negativos, que satisfaz as duas seguintes condicdes:

(1) Opertence a §;

(2) para todo inteiro ndo negativok ,sek € S, entdok+1 < S.

Nestas condi¢Ges, S é o conjunto N dos inteiros n&o negativos.
Demonstragdo: Suponhamos, por absurdo, que S nédo é o conjunto N dos

inteiros positivos e seja X o conjunto de todos os inteiros positivos que néo
pertencema S | isto é :

X={x | xeNexg8}=N-S

Entdo, X € um subconjunto ndo vazio de N e, pelo * Principio da boa
ordenacio”, existe o elemento minimo x. de X.

Pela condicdo (1 ), 0 € S, de modo que x. > 1 e, portanto, x, - 1 & um

inteiro positivo que n&o pertence a X. Logo, X. -1 € S e, pela condigdo ( 2 ),
segue-se que (X.-1)+1 =x,e 8, o que & uma contradi¢io, pois, x, € X=N —
S,istoé x.¢ S.Assimsendo, X=CJe S=N.

Consoante este “ Principio da boa indugdo finita * , 0 Unico subconjunto de N
que satisfaz as COhdiQﬁéS (1)e(2)éoproprio N.

2.5, Teorema: Seja P (n) uma proposicdo associada a cada inteiro positivo
n > a e que satisfaz as duas seguintes condigées:

(1) P (a) & verdadeira ;

( 2 ) para um inteiro positivo k > a, se P (k) é verdadeira, entdo P (k + 1)
também é vérdadeira.

Nestas condigbes, a proposicdo P (n) é verdadeira para todo inteiro positivo
nza

Demonstragéo: Seja S o conjunto de todos os inteiros positivos n para os
quais a proposi¢ao P (n) é verdadeira, isto é:

S={ne N| P(n)é verdadeira}
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Pela condicao (1), P (1) € verdadeira e , portanto, 1 € $. Pela condicgio 2),
para todo inteiro positivo k, se k € S, entdo k + 1 S . Logo, o conjunto S satisfaz
as condigbes (1) e (2) do “ Principio de indugao finita” e |, portanto, S=N ,istoé, a
proposicao P (N) € verdadeira para todo inteiro positivo n .

NOTA A demonstracio de uma proposicdo usando-se este teorema
chama-se * demonstragéo por indugdo” ou “demonstragdo por inducao sobre n * .

_ Na demonstracéo por indugéio de uma dada proposicéo P (n) & obrigatorio
verificar que as condigdes (1) e (2) sdo ambas satisfeitas. A verificacdo da
condigao (2) implica em demonstrar o teorema auxiliar cuja hipotese é :

H : proposicdo P (k) & verdadeira, k>a,denominada “ hipétese de inducio *,
e cuja tese ou concluséo é :

T: proposicdo P ( k + 1 ) é verdadeira.
Relagdo de divisibilidade em Z

2.6. Definigdo: Sejam a e b dois inteiros. Diz ~se que a divide b se e
somente se existe um inteiro q tal que b = aq.

Se a divide b também se diz que a é um divisor de b , que b é mdltiple de a,
que a € um fator de b ou que b ¢ divisivel por a.

Com a notag&o “a [ b" indica-se que a = O divide b e , portanto, a notagso “
atb” significa que a = 0 ndo divide b.

Arelagdo a| b denomina-se relagéo de divisibilidade em Z .

Se a € um divisor de b, entdo —a também é um divisor de b, porque a
igualdade b = aq implicab = ( -a ) ( - q ), de modo que os divisores de um inteiro
qualquer sao dois a dois iguais em valor absoluto e simétricos.

2.7. Teorema: Quaisquer que sejam os inteiros a, b e ¢, tem-se;

(1) al] 01| aeala

(2) Se a| 1,entdo a= +1

(3) Se al bese c| d,entdo ac| bd

(4) Se a| bese b| c,entdica| c

(5) Se a| bese b| a,entdo a=+b

(6)Se a| b,comb=0,entdo | a|] <| b

(7) Se a] bese a| c,entdo a| (bx+tcy), VxyeZ

Demonstracdo;
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(1) Com efeito;
0=a.0, a=1.a, a=a.1

(2) Comefeito,se a| 1,entdo 1=aq,com qe Z, 0 que implica
a=1eg=1oua=-leqg=-1,istoé:a= +1.

(3) Com efeito:

alb > b=ag,comqeZe
c|d > d=cq,comq,e Z

Portanto :

bd= (ac)(qgq,) = ac| bd

(4) Com efeito ;

alb = b=aq,comqeZe b| ¢c= c=bg, com q,c Z
Portanto:

c=a(qq,) =>alc

a|b = b=aq,comgeZebl a= a= bqg,, com q,e Z
Portanto:

a=a(qq,)=>qq,=1=4q,|1e> g =+1=a=1+b

(6) Com efeito :

alb,bz0 =>b=aq,q%0e | b|=|al||q]
Comogq = 0, segue-seque | q| > 1e,portanto | b| > |al

(7) Com efeito

alb = b=ag,comqeZe alc= c= aq,,com q,c Z
bx+cy =agx+aq,y=a(gx+q,y)= a| (bx+cy)

Esta propriedade ( 7 ) admite uma 6bvia generalizago: isto & , se

2



al b, ,para k=1,2,..,n

entdo quaisquer que sejam os inteiros x,, Xy ey X

al (bx, +b,x, +..+b,x, )

NOTA.O conjunto de todos os divisores de um inteiro qualquer a indica-se
por D(a).

Algoritmo da divisdo

2.8. Teorema: Se a e b sao dois inteiros , com b = 0, entdo existem e séo
Unicos os inteiros q e r que satisfazem as condicdes:

a=bgq+reO=<r<| b|

Demonstracgao:

1)Parab>0

Seja S o conjunto de todos os inteiros néo negativos que sao da forma
a-—-bx comx e Z, isto é:

S={a-bx | xe Z,a-bx> 0}

Este conjunto S ndo é vazio, porque, sendo b > 0, temos b > 1 e, portanto,
parax =| a| , resulta:

a-bx=a+b| a| =a+|al =20

Assim sendo, pelo “Principio da boa ordenagao’, existe o elemento minimo r
de S tal que;

r>0er=a-baoua=bg+r,comqge Z

Além disso, temos r < b, pois, se fosse r > b, teriamos:
O< r-b=a-bg-b=a-b(g+1)<r

isto &, r ndo seria 0 elemento minimo de S.

Para demonstrar a unicidade de g e r, suponhamos que existem dois outros
inteiros q, e r, tais que

a=bqg, +r, e 0< r, <b

Ent&o, teremos:
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bg, +r,=bg+r= r, —-r=(q-q,)b=b| (r, ~r)
Por outro lado, temos:

-b<-r<0eO0<r <b

o que implica:

-b<r, —r<b,istoé | r,-r| <b

Assim, b | (r,~r)e | r~r| <be, portanto:r, —r=0, ecomob = O,
também temos q—qg, =0.Logo, r, =req, =q.

2)Parab <0

Se b < 0, entdo | b | > 0, e por conseguinte existem e sio Unicos os
inteiros g, e r tais que

a=|b|qg,+re0<r<| b

ou seja, porser | b| =-b:

a=Db(-q,)+r e 0< r<| b

Portanto, existem e s&o Unicos os inteiros q = - q € r tais que;
a=bq+r e 0< r<| b]|

Os inteiros q e r chamam-se respectivamente o quociente e o resto na
divisdo de a por b. _
Observa-se gue b € divisor de a se e somente se r = 0. Neste caso, temos

a=bg e o quociente g na divisdo exata de a por b indica-se também por %.

2.9. Definicdo: Resto por deficiéncia

Uma vez obtido o maior milltiplo do divisor(D) , contido no dividendo(d) , se
a divisdo ndo é exata, depois de restado o dividendo este mditiplo cria uma
diferenca, que se chama resto por deficiéncia, e o designaremos por r .

De um modo geral : r=d—-Dc,deonde D=dc +r.

2.10. Definigdo: Resto por excesso

D esté compreendido entre dois muitiplos de d , que sdodced(c+ 1 ). Do
mesmo modo que temos chamado resto por deficiéncia a diferenca entre D e o
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mfx!tiplo menor, chamaremos resto por excesso, r |, a diferenca entre o multiplo
maior eD, ousejar=d(c+1)-D.

Quando n&o se especificar a classe de resto se subentende que se trata de
resto por deficiéncia.

Somando as expressdes que definem os restos, teremos: r + ' = d, ou seja,
a soma dos restos por deficiéncia e por excesso é igual ao divisor. Logo, 0s restos
por excesso e por deficiéncia sdo ambos menores que o divisor.

Maximo divisor comum de dois inteiros

2.11. Definigdo: Sejam a e b dois ntimeros inteiros ndo conjuntamente nulos
(a=0oub = 0). Chama-se méximo divisor comum de a e b o inteiro positivo d (d
> 0 ) que satisfaz as condigbes:

(1)d| aed|b
(2)se c| aesec| bentdoc| d.

Observa-se que, pela condig&o (1), d € um divisor comumde ae b, e pela
condigéo ( 2 ), d € o maior dentre todos os divisores comuns de a e b.

O méximo divisor comum de a e b indica-se pela notag&o mdc ( a, b ).
E imediato que o mdc ( a, b ) = mde ( b, a ). Em particular:

(l)omdc (a, 1) =1
(i)sea = 0, entioomdc (a,0)=| a|

(i)sea | b, entdoomdc(a, b)= | a|

Existéncia e unicidade do mdc

2.12. Teorema: Se a e b s&o dois inteiros nao conjuntamente nulos, entéo
existe e é Unico o mdc ( a, b); além disso, existem inteiros x e y tais que
mdc (a, b ) = ax + by

Demonstracdo: Seja S o conjunto de todos os inteiros positivos da forma au
+ bv, comu,v € Z, isto é:

S={au+bv | au+bv>0euve Z}

Este conjunto S ndo é vazio, porque, p.ex., se a=0, entdo um dos dois
intéiros:
a=a.1+b0ouy-a=a.(-1)+b.0
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o € positivo e pertence a 8. Logo, pelo * Principio da boa ordenacao “, existe e
8 unico o elemento minimo d de § : minS = d > 0. E, consoante a definicéo de S,
existem inteiros x e y tais que d = ax + by.

Posto isto, vamos mostrar que d = mdc ( a, b ). Com efeito, pelo algoritimo
da divisdo, temos:

a=dg+r,com0 < r<d
o que da:
r=a-dg=a~(ax+by)g=a(1-agx)+b(-qy)

isto €, o resto r € uma combinagéo lineardeaeb. Como0 < r<d ed>06é
o elemento minimo de S, segue-sequer=0ea=dg, istoé, d| a.

Com raciocinio andlogo se conclui que também d | b. Logo, d é um divisor
comum positivo dea e b.

Finaimente, se ¢ & um divisor comum positivo qualquer de aeb (c| a e
c| a, c>0) entdo:

c| (ax+by) = c| d

isto €, d € o maior divisor comum positivo de a e b, ou sgja;

mdc(ab)=d=ax+by, x,yc Z

e o teorema fica demonstrado.

NOTA. A demonstracdo do teorema 4.1 deixa ver que o mdc ( a, b ) € menor
inteiro positivo da forma ax + by, isto é, que pode ser expresso ¢como combinagao
linear de a e b . Mas esta representa¢do do mdc ( a,b ) como combinagéo linear de
a e b ndo é Unica, pois, temos:

mdc(ab)=d=a(x+bt)+b(y—at)

qualguer que seja o inteiro t.

Importa ainda notar que, se d = ar + bs, para algum par de inteiros r e s,
entdo d ndo é necessariamente o mdc ( a, b ). Assim, p.ex., se :

mdc (a,b ) = ax + by, entdo t.mdc (a, b ) = atx + bty para todo inteiro t, isto é:
d=ar+Dbs

onded=t mdc(a b} r=txes=ty
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_ 2.13. Teorema: Se a e b sfo dois inteiros n3o conjuntamente nulos, entdo o
conjunto de todos os muitiplos domdc (a, b ) =d é

T={ax+by/xy e Z}

Demonstragdo: Como d | a e d | b, segus-se que d | ( ax + by ),

quaisquer que sejam os inteiros x e y, e por canseguinte todo elemento do conjunto
T € multiplo de d.

Por outro lado, existem inteiros x. e y. tais que
d = ax. + bx., pelo teorema anterior.

Assim, todo muiltiplo kd de d é da forma:;
kd=k(ax. +bx, )=akx.) +b{ky.)

Isto &, kd é uma combinagéo linear de a e b e, portanto, kd é elemento do
conjunto T.

Inteiros primos entre si

2.14. Definigdo: Sejam a e b dois inteiros ndo conjuntamente nulos.
Diz-se que a e b s&o primos entre si se € somenteomdc (a,b)=1.

Dois inteiros a e b primos entre si-admitem como uUnicos divisores comuns 1
e~1.

2.15. Teorema: Dois inteiros a e b , ndo conjuntamente nulos, s&o primos
entre si se e somente se existem inteiros x € y tais que ax + by = 1.

Demonstragao:;

( =) Se a e b sdo primos entre si, entdo o mdc (a,b) = 1e por conseguinte
existem inteiros x e y tais que
ax+by=1.

( <= ) Reciprocamente, se existem inteiros x e y taisque ax+by =1 e seo
mdc (a,b) =d, entdod | aed | b. Logo, d| (ax + by )ed| 1, o que implica
d = 1 oumdc(a,b) = 1, isto &, a e b sdo primos entre si.

2.16. Corolério: Se o mdc(a,b) = d, entdo o mdc( %,%) =1,
Demonstracdo: Preliminarmente, observe-se g e % s&o inteiros, porque d
€ um divisorde ae b,

Posto isto, se 0 mdc (3, b) = d, entao existem inteiros x € y tais que ax + by =
d, ou seja, dividindo ambos os membros desta igualdade por d:
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a b
—X+—Xx=
d

d

Logo, pelo teorema anterior, os inteiros % e % sdo primos entre si, isto €, o

mde (2 D y=1
a'd

Assim, p.ex.:
mde( -12, 30 ) = 6 e mdc ( -12/6, 30/6) = mdc ( -2,5) =1

2.17. Colorario: Sea,b,c € Z, a| be mdc(b,c) = 1, entdo o mdc(a,c) = 1.
Demonstragdo: Com efeito;

al b>b=aq comqe Z mde{bec)=1=bx+cy=1,comxy e Z
Portanto:

a(gx)+cy=1= mdc(a,c) =1

2.18. Coroléario: Sea | ¢, b| ce mdc(ab)=1,entdoab | c.
Demonstragao: Com efeito:

al ¢ > c=aq,, comq, €Z
b| c > c=bg,,comq, e Z
mdc (a,b)=1 = ax+by=1,comxy € Z = acx+bcy =¢

Portanto:

¢ =a(bg, )x + b(aq, )y = ab(q,x +q,y) =>ab| ¢

Observa-se que somente as condigées a| ¢ e b { ¢cn&oimplicamab | c.
2.19. Corolario: Se mdc (a, b) = 1 = mdc (a, ¢), entdo o mdc (a, bc) = 1.
Demonstragao: Com efeito:

mdc(a,b)=1 = ax+by=1,comxy € Z
mdc(ac)=1=az+ct =1, comzt & Z

Portanto multiplicando temos:

1 =(ax + by) (az +ct) = ax . az + ax.ct+by.az+by.ct = a(xaz+xct+byz) +

(bc).(yt), que indica mdc(a, bc) = 1.
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2.20. Corolario: Se 0 mdc ( a,bc) = 1, entdo mdc (a,b) = 1 = mdc (a,c).
Demonstragao: Com efeito:

mdc (abc)=1 = ax+(bcly=1, comxy e Z

Portanto:

ax+b(cy)=1 = mdc(a,b) =1
ax + c(by) =1 = mdc {(a,c) =1

Nota-se que esta proposi¢cao € a reciproca da anterior.
2.21. Teorema: ( de EUCLIDES ) Se albceseomdc(ab)=1, entdoalc.
Demostragdo. Com efeito,

a| bc = bc=aqg,comqe Z
mdc (a,b)=1 = ax+by=1,comxy e Z= acx+bcy=c

Portanto:

c=acx+agy=a(cx+qy) > a| ¢

Nota-se que somente a condigéo a ] be néo implica que a ] c. Assim, p.ex.,
12| 9.8, mas 1219e 1248, mdc (12,9) = 1 e mdc (12,8) = 1).

Ndmeros primos e compostos
2.22. Definigao: Diz-se que um inteiro p € um numero primo ou apenas
primo se e somente se:

i. pz0,pz1,p=-1
il 0$ Unicos divisores de p séo +1e +p

Um inteiro a, a #0, a #1 e a #-1 que nao € primo diz-se composto.

Assim, p.ex., os inteiros 2, 3, -5 e 7 s&o todos primos e os inteiros 4, 6, 8 e -
10 séo todos compaostos.

Os inteiros 0, 1 e -1 ndo s&o nem primos nem composto, e por conseguinte
se a é um inteiro qualquer, entdo a € primo, ou a € compostoou a = 1ou a = -1 ou
a=0.

Obs 1: 2 e -2 s&o os Unicos inteiros pares que s&o primos.

Obs 2: Um inteiro p é primo se e somente se | p | & primo.
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2.23. Teorema: Se um primo p ndo divide um inteiro a, entdo a e p sédo
primos entre si.

Demonstragdo: Sejadomdcdeaep. Entaod| ae d| p. Da relacio
d | p, resulta que d = 1 ou d = p, porgue p é primo, € como a segunda igualdade é
impossivel, porque p ndo divide a, segue-se que d = 1, isto & o mdc (ap)=1.
Logo, a e p s&o primos entre si.

2.24. Corolario: Se p é um primo tal que p | ab, entao p| aou p| b.

Demonstragdo: Se p | a, nada hé para demonstrar, e se, a0 invés, p ndo
divide a, entéo, pelo teorema anterior, 0 mdc (p,a) = 1. Logo, pelo teorema 2.21(de
EUCLIDES), p | b.

2.25. Coroléario: Se p & um primo tal que p | a,a, ..a,, entdo existe um
indice k, com 1 <k <n,talque p| a,.

Demonstragdo: Usando o “Segundo Principio da Indugéo®, a proposigdo é
verdadeira para n=1 ( imediato) e para n = 2 ( pelo Corolério 2.24). Suponhamos,
pois, n > 2 e que, se p divide um produto com menos de n fatores, entdo p divide
pelo menos um dos fatores ( hipéiese de inducéo ).

Pelo corolério 2.23, se p| a,a,..a,, entdop| a, ou p| aa,.a,,

Se p | a,, a proposigéo esta demonstrada, e se, ao invés, p| a,a,..a,,,

entéo a hipbtese de indugéo assegura que p ] a,,com1t < k £ n-1, em qualquer
dos dois casos, p divide um dos inteiros a,a,,...,a,,.

2.26. Corolario: Se os inteiros p,q,.9,,..., 9, &0 todos primos e se
p| 9,9,...9,, entdo existe um indice k, com 1 < k < n, tal que p = 1q,.

Demonstragdo: Com efeito, pelo corolério 2.25, existe um indice k, com 1
< k < n, talque p| q, . € como os Unicos divisores positivos de g, sdo 1eq,,
porque +q, € primo, segue-se que p =1 ou p = +q,. Mas p > 1, porque p é primo.
Logo, p=+*q,.

2.27. Teorema: Todo inteiro composto possui um divisor primo.

Demonstragdo: Seja a um inteiro composto. Consideremos o conjunto A de
todos os divisores positivos de a, exceto os divisores friviais 1 e a, isto é:

{xeZ, talque x| ae1<x<a}
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Pelo Principio da Boa Ordenag@io existe o elemento minimo p de A, que
vamos mostrar ser primo. Com efeito, se p fosse composto admitiria pelo menos

um divisordtalque 1 <d<p,eentdio d| p e p | a o queimplica d | a, istoé, p
néo seria o elemento minimo de A. Logo, p é primo.

Teorema fundamental da aritmética

Todo inteiro positivo n > 1 & igual a um produto de fatores primos.

Demonstragdo: Com efeito, se n € primo, nada ha que demonstrar, e se n é
composto, entéo, pelo teorema 2.27, possui um divisor primo p,, e temos

n=p,n,, 1<n,<n

Se n, é primo, entao esta igualdade representa n como produto de fatores
primos, e se, ao invés, n, € composto, entdo, pelo teorema 2.27, possui um divisor
primop,,istoé n, =p,n,, e temos:

n=p,p,n,, 1<n,<n,

Se n, é primo, entdo esta igualdade representa n como produto de fatores

primos, e se, ao invés, n, é composto, entéo, pelo mesmo teorema 2.27, possui
um divisor primo p,, isto é,n, =p,n,, e temos:

n=p,p,p;n,;, 1<n,<n,
€ assim por diante.
Assim sendo, temos a seqiiéncia decrescente:

n>n,>n, >n,>..>1

@ como s existe um numero finito de inteiros positivos menores que n e
maiores que 1, existe necessariamente um n, que € um primo p,(n,= p,), e por
conseguinte teremos:

N=p,p,p, ... Py

Esta igualdade representa o inteiro positivo n > 1 como produto de fatores
primos.

2.28. Corolério: A decomposigio de um inteiro pesitivo n > 1 como produto
de fatores primos € Unica, a menos da ordem dos fatores.

Demonstragdo: Suponhamos que n admite duas decomposicbes como
produto de fatores primos, isto é:
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nN=p,p,pP;..P, =4,9,4; ...9q,, r<s
onde os p, e 0s q; s&o todos inteiros primos e tais que;
pl 5 p2 S p3 '<‘ pr! ql ng g'qs SS qs

Como p, ] 9,9,9; ... 4,, existe um indice k, com 1 <k < 5, tal eu p,
(Corolério 2.24), de modo que p, > q,. Analogamente, q, =p,, com1 < h < r,
de modo que q, > p,. Portanto, temos p, = q,, © que implica;

It
e}
=

p2p3 pr = qz q.3 qs

Com o mesmo raciocinio conclui-se que p, = q,, 0 que implica;

p3p4 b pr = q3q4 q.y
e assim por diante.

Assim sendo, se subsiste a desigualdade r < s, entdo se chega
necessariamente a igualdade:

1 = qr+1qr+2 T qs

0 que é absurdo, porque cada g, > 1. Logo, r = s e temos:

pl .‘L“ql, p2 .‘:qZ' ’pr ﬁqr

isto &, as duas decomposigbes do inteiro positivo n > 1 como produto de
fatores primos s&o idénticas, ou seja, n admite uma Unica decomposicdo como
produto de fatores primos.

2.29. Corolario: Todo inteiro positivo m > 1 admite uma Unica decomposicao
da forma:

n= pi.py.pr

onde, parai=1,2, ..., r, cada «, € um inteiro positivo e cada p, € um primo
positivo, com p, <p, < .. <p,, denominada decomposicdo candnica do inteiro
positivo
n>1.

2.30. Teorema:( de EUCLIDES ) O conjunto dos nameros primos & infinito.

Demonstragdo: Suponhamos que existe um prime p. maior que todos os
demais primos p, =2,p, =3,p, =5,p, =7, ..., e consideremos 0 inteiro positivo:

a=p,p,P; P, *1
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| Como a > 1, o Teorema Fundamental da Aritmética permite afirmar que a
tem pelo menos um divisor primo p. Mas, P.:.P,.P;,--..p, S&0 0S Unicos primos, de
modo que p deve, necessariamente, ser igual a um desses n primos. Assim sendo:

pla e p|pp,p,...p,

0 que implica:

Pl a-p,p,p; P, cup| 1

0 que & absurdo, porque p > 1 e o Unico divisor positivo de 1 é o praprio 1.
Logo, qualquer que seja o primo p, existe um primo maior que p,, isto é, o
conjunto

{2,3,57,11,13,..}

€ infinito.

2.31. Teorema: Se um inteiro positivo a > 1 é composto, entdo a possui um
divisor primo p < Ja .

Demonstragao: Com efeito, se 0 inteiro positivo a > 1 é composto, entéo:
a=bc,comi<b<aei<c<a

Portanto, supondo b < ¢, teremos:

b2<bc=a=b<+a

Por ser b > 1, o Teorema Fundamental da Aritmética assegura que b tem
pelo menos um divisor primo p, demodo que p < b < a. Comop | beb | a,

segue-se que p ' a, isto é, o inteiro primo p < JE é divisorde a .

Nota. O teorema anterior fomece um processo que permite reconhecer se
um dado inteiro a > 1 & primo ou € composto: basta dividir a sucessivamente pelos

primos que néo excedem a +a.
Este processo, como logo se vé, € muito trabalhoso e, portanto, pouco
pratico, sendo até de aplicagdo impossivel para inteiros muitos grandes.

Inteiros congruentes

2.32. Definigdo: Sejam a e b dois inteiros guaisquer e seja m um inteiro
positivo fixo. Diz-se que a & congruente a b moédulo m se e somente se m divide a
diferenga a-b.

Em outros termos, a é congruente a b modulo m se e somente se existe um
inteiro k tal que a—b =km.
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Com a notacéo
a = p(modm)

indica-se gque a & congruente a b médulo m. Portanto, simbolicamente:
a =>b(modm) e m| (a-b)

ou seja :

a=b(modm)< IkeZ| a-b=km

Se m néo divide a diferenca a - b, entdo diz-se que a é incongruente a b
modulo m, o que se indica pela notagao:

a # b(mod.m)
Nota-se que dois inteiros quaisquer s&o congruentes médulo 1, enquanto
que dois inteiros séo congruentes modulo 2 se ambos s&o pares ou se ambos

impares.

Em particular, 2 = 0 ( mod.m ) se e somente se m| a.

Caracterizagao de inteiros congruentes

2.33. Teorema: Dois inteiros a € b congruentes modulo m deixam o mesmo
resto quando divididos por m.

Demonstragao:

( = ) Suponhamos que a = b ( mod.m). Entao, por definicdo:

a~b=km, comke Z

Seja r o resto da divisao de b por m; entao, pelo algoritmo da divisdo:

b=mg+r,onde0sr<m

Portanto:

a=km+b=km+mg+r=(k+g)m+r

E isto significa que r € o resto da divisio de a por m, isto &, os inteiros aeb
divididos por m deixam o mesmo resto r.

( < ) Reciprocamente, suponhamos que a e b divididos por m deixam o
mesmo resto r. Entdo, podemos escrever:

a=mg, +r eb=mg, +r, onde0 < r<m
e, portanto:
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a-b=(g9,-q,)m =>m| (a-b)= a="Db(modm)
Propriedades das congruéncias

2.34. Teorema: Seja m um inteiro positivo fixo ( m > 0 ) e sejam ab e ¢

inteiros quaisquer. Subsistem as seguintes propriedades:

(1) a = a (mod.m)

(2) Se a = b( mod.m), entdo b = a ( mod.m)

(3) Sea = b (mod.m)ese b =c(modm), entdo a = c (mod.m)
Demonstragao:

(1) Com efeito:

m| Ooum| (a-a) = a=a(mod.m)
(2) Comefeito, se a = b (mod.m), entdo a—b = km, comk € Z
b-a=-(m)={-k)m = b = a(mod.m)

(3) Com efeito, se @ = b ( mod.m) e se b = ¢ ( mod.m), entéo
existem inteiros h e k tais que

a-b=hm eb-c=km
Portanto:
a-c=(a-b)+(b-c)=hm+km=(h+k)m

e isto significa que a = ¢ (mod.m).

definida por aRb < a = b { mod.m)

é reflexiva, simétrica e transitiva, ou seja, R é uma relagéo de equivaléncia
Esta relacéo de equivaléncia R em Z € denominada “congruencia médulo f

2.35, Teorema: Seja m um inteiro positivo fixo ( m > 0 ) e sejam a e b dois

inteiros quaisquer. Valem as seguintes propriedades:

1. Sea = b(med.m)e sen| m, comn >0, entdo a = b (Mod.n)
2. Sea = b (mod.m) e se ¢ >0, entdo ac = bc (mod.me).
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Demonstragao:

(1) Com efeito:

a=b(modm)=a-b=kmen| m = m=ngondeke q> 0 sdo inteiros.
Portanto:

a-b=(kg)n = a =b (mod.n)

( 2 ) Com efeito:

a=b(modm) = a-~b=km = ac-bc=k(mc) = ac = bc (mod.mc)

( 3) Com efeito

a=b(mod.m) = a~b=km = =k(§)

a_?b
d d

Assim, p.ex.:

-15=9 (mod.8)= - 15 = 9 (mod.4)
=+«8 (mod.3) > 35 = -40(mod.15)
36 = -24 (M0d.8) = 9 = -6(mod.3)

2.36. Teorema: Seja m um inteiro positivo fixo (m > 0 ) e sejama, b, c, d
inteiras quaisquer. Valem as seguintes propriedades:

(1) Se a= b (mod.m) e se c = d (mod.m), entdo
a+c=b+d(mod.m)e ac = bd (mod.m)

(2) Se a= b (mod.m), entdoa+c = b +c(modm) e
ac = bc (mod.m)

(3) Se a= b (mod.m), entdo a” = b"(med.m) para todo inteiro paositivo n .
Demonstragao:

(1) Com efeito, se a = b (mod.m) e se ¢ =d (mod.m), entdo
existem inteiros h e k tais que a— b = hm e ¢ —~d = km. Portanto:

(@a+c)—(b+d)=(a-b)+(c~d)=hm+km=(h+kime
ac-bd=(b+hm)(d+km)-bd=(bk+dh+hkm)m

0 que implica:
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a+c =b+d(modm) eac = bd{mod.m)

(2) Com efeito, se @ = b (mod.m),como ¢ = ¢ ( mod.m),

temos, pela propriedade anterior:
a+c = b+c(mod.m)eac = bc(mod.m)

(3) Usando o Principio de Indugdo, a proposicdo &
verdadeira para n = 1, e suposta verdadeira para um inteiro positivo k,
temos:

k

a* =b* (mod.m) ea = b (mod.m)

Portanto, pela propriedade (1):

isto €, a proposigéo € verdadeira para o inteiro positivo k + 1. Logo, a
proposi¢éo € verdadeira para todo inteiro positivo n.

2.37. Teorema: Se ac = bc (mod.m) € se o mdc (¢, m) =d, entéo

m
a = b (mod. —).
( d)

Demonstracido: Com efeito, se ac =bc (mod.m), entéo:
ac-bc=(a-bjc=km,comk ¢ Z

Se omdc ( ¢, m) = d, existem inteirosre staisquec=drem=ds, ondere
s 830 primas entre si.Portanto:

(a-b)dr=kdsou(a-b)r=ks
o que implica que s | (a—b )r, com o mdc (r,s) = 1. Logo, pelo teorema 2.30
(de EUCLIDES) : s | (a-b)ea =b{mod.s) ou, por sers = g’; a=b (mod.%:~ ).
2.38. Corolario: Se ac = bc (mod.m) e se 0 mdc (c,m) = 1, entéo
a = b (mod.m).

Esta propriedade mostra que é permitido cancelar fatores de ambos os
membros de uma congruéncia que séo relativamente primos com o moédulo.

2.39. Corolario: Se ac = bc (mod.p), com p primo, e se p nao divide c,
entdo a = b (mod.p).

Demonstragdo: Com efeito, as condigbes: p ndo divide ¢ e p é primo,

implicam que o mdc(c, p) = 1.

Representacdo dos inteiros em outras bases
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2.40. Teorema: Dado um inteiro qualquer b > 2, todo inteiro positivo n
admite uma Unica representacéo da forma:

n=a,b” +a, b+ .. +a,b? +ab+a,
onde 0s @, s@otaisque 0 < a, <b,i=0,1,2,..m

Demonstragéo: Pelo algoritmo da divisdo aplicado aos inteiros n e b, temos:
n=bq, +a., 0< a.<b )

Aplicando, agora, o algoritmo da divisdo ao quociente q, e ao inteiro b,
temos:

Analogamente,continuando a aplicar o algoritmo da diviséo aos quocientes
obtidos g, e ao inteiro b, temos:

q, =.bq$ +a,, 0<a,<b (2)
q, =bg, +a,, 0<a, <b (3)
e assim por diante.

Comon>gq, >q, >q, >..ecadaq, > 0, esta sequéncia decrescente dos
guocientes q, € finita, isto é, existe um indice m tal que

qm—l = qu +ﬂ'am—1“o £ 'am—l < b (m-1)
q,=b0O+a,=a,,0<a,<b (m)

Multiplicando por b ambos os membros de (1), por k? ambos os membros de
(2), por b* ambos os membros de (3),..., por b™" ambos os membros de (m-1),
obtemos o conjunto de igualdade:

n=bgq, +a., 0< a.<b
bqltbz(ji2+a1b: 0 < é]<b'
b*q, =bq, +a,b? 0< a, <b
b%*q,1=b%q, +a,b?, O< a, <b
bih+1q ;"1 —bmam ~+a i 1bm——l 0 < a m_1<b

Somando ordenadamente todas essas m igualdades, teremos,
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n+(bg, +b*q, +..+b"" q,,)=
=(bg; +b*q; +...+b"" q, )+
+(a.+ab+a,b?+ .  +a, b™ +a,b")

ou, finalmente:
- . | — .
n=a,b” +a, ,b™ +.. +a,p*P+ab+a,

Assim, dado um inteiro qualquer b > 2, todo inteiro positivo n pode ser
representado por um polindmio inteiro em b do grau m ( porque a,, # 0), ordenado
segundo as jpété‘ncias decrescentes de b, e cujos coeficientes a, s&o inteiros que
satisfazem as condicoes:

0<a,<b(i=01,2,..m),sendoa, 0
Este polindmio representa-se, de modo abreviado, pela notag&o:
n=(a,a,, . 8,8,a,),

em que os coeficlentes a, sao indicados pela ordem respectiva, figurando o
inteiro b como um indice.

A unicidade desta representagéo é uma consegiéncia imediata do
teorema 2.13.

O inteiro b chama-se base e € costume dizer que n esta escrito em base b.
Critérios de divisibilidade

Chama-se de critério de divisibilidade todo conjunto de condigbes que
permitem reconhecer se um inteiro dado e divisivel por outro.

Assim, p.ex., um inteiro n é divisivel por 2 se n € par. E como n é par se o
algarismo das umdades de n é par, segue-se que o critério da divisibilidade por 2 &
que o algarismo das unidades do inteiro dado seja 0, 2, 4, 6 ou 8.

Todo inteiro positivo n pode ser expresso sob a forma 10k + r, onde r é um
inteiro tal que 0 < r < 10, de modo que n & divisivel por 5 se 10k + r & divisivel por
5 isto & ser=0our =5 E como r representa o algarismo das unidades de n,
segue-se que o critério de divisibilidade por 5 & que o algarismo das unidades do
inteiro dado seja 0 ou 5.

As propriedades da relagdo da congruéncia permitem estabelecer critérios

especiais de divisibilidade de um inteiro dado por outro, mas muitos deles s@o de
dificil aplicagéo e, portanto, carecem de utilidade prética.

38



2.41. Lema: Se a = b (mod.m) e se
n

PX)= > c,x* =c,+cx+c,x+ . +¢ x"

k=0
€ um polindmio em x com coeficiente ¢, inteiros, entéo:
P(a) = P(b) (mod.m)
Demonstracéo: Por ser a = b (mod.m), temos (Teorema 2.30):;
a* = b* (mod.m), parak=0,1,2,..,n
E, portanto;

c,a‘ = ¢,b* (mod.m), parak=0,1,2,..n

Somando ordenadamente todas essas n + 1 congruéncias, obtemos:

n n
> c.,a* = > c,b*(modm)
k=0 k=0

ou seja;

P(a) = P(b){(mod.m)

Se P(a) = O(mod.m), diz-se que a € uma solugdo da congruéncia P(x) = 0
(mod.m) .

2.42. Corolario; Se a é uma solugao da congruéncia P(x)=0(mod.m) e se
a=b (mod.m), entdo b também & uma solugdo desta congruéncia.

Demonstracado: Com efeito, pela proposigéo anterior, temos
P(a) = P(b) (mod.m).

Portanto, se a é uma solugdo de P(x) = 0 (mod.m), entio:
P(b) = P(a) = 0(mod.m)

De modo que b também é uma solugéo de P(x) = 0 (mod.m).
Critério de divisibilidade por 9
2.43. Teorema: Seja

n=a,10" +a,, 10" + _ +a,10+a,
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a representagdo no sistema decimal (base 10) do inteiro positivo n, onde
cadaa, € um inteiro tal que 0 < a, <10, e seja S a soma dos seus algarismo:

S=a,+a, +..+a_, +a

m~1 it

Entéo, o inteiro positivo n & divisivel por 9 se e somente se S é divisivel
por 9.

Demonstragao: Consideremos o polindmio em x com coeficientes inteiros:

m

P)= > a,x'

K=0
Por ser 10 = 1 (mod.9), temos (lema 2.41):
P(10) = P(1) (mod.9)

Como P(10) =n e P(1) = §, segue-se que n = S (mod.9). Assim sendon =0
(mod.9) se e somente se S = 0 (mod.9), isto &, 9 | nseesomentese 9| S.

Assim, p.ex., o inteiro n = 26356734 ¢ divisivel por 9, porque a soma sos
seus algarismos é

S=2+6+3+5+6+7+3+4=36
e 36 é divisivel por 9. Realmente:
26356734 = 9 x 2928526.

Exemplo 1: Determinar os algarismos x e y do inteiro n = 75 x 4y de modo
que n seja divisivel por 5 e por 9.

Pelo critério de divisibilidade por 5 s6 podemos ter y = 0 ou y = 5, e pelo
critério de divisibilidade por 9 devemos ter:

7+5+x+4+y = 0(mod.9)
ou
X +y = -16 = 2(mod9)

Como x e y s30 ambos menores que 10, sé podemos ter:
XxX+y=2 ou x+y=11

Sey =0, entdo x = 2 ou x = 11 (impossivel), o que d4 o inteiro 75240, Se y =

5, entdo x = -3 (impossivel) ou x = 6, 0 que da inteiro 75645, isto &, o0 problema
admite duas solugbes.

Critério de divisibilidade por 11
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2.44. Teorema: Seja

n=a,10" +a,,.10"" +._+a,.10+a,

a representagao no sistema dec;mal (base10) do inteiro positivo n, onde
cada a, é um inteiro talque 0 < a, < 10, e seja

R

T=av"al+az'fﬁ-\i(‘1)m am/\ -
Ent&o, o inteiro positivo n ¢ divisivel por 11 somente se T & divisivel por 11.

Demonstragio: Consideremos o polindmio em x com coeficientes inteiros:

PY= 3 axt ) o
k=0"" .

Por ser 10 =—i_-1 (mod.11), temos (Lema 2.41)

S e Y

F’(10) F’( -1) (mod. 1\1)

Como P(TQ) =ne P(-1) =T, segue-se quen = T (mod ‘kt) Portanto,n =0
(mod™N) se e somente se T = 0 (mod. 14), isto €,"11 | nse e somente se 11 | T.

3 ‘?L W j‘
Assim, p.ex., o inteiro n = 1571724 é divisivel por 11, porque a soma
alternada: A

Vs
T=4-2+7-1+7-5+1=11
é divisivel por 11.

Note-se que este inteiro também ¢ divisivel por 9, porque a soma sos seus
algarismos é 27 e 27 é divisivel por 9.

41



CAPITULO 3

Neste capitulo encontramos a teoria completa da divisibilidade numérica,
abrangendo todos os divisores inteiros, em todas as bases inteiras.

O homem ndo tem o poder ou a capacidade de pensar diretamente a
quantidade continua. Para estuda-la em profundidade, tem que medi-la, que
transforma-la em uma uniéo de partes hipotéticas, que reduzi-la mentalmente a
grupos, conjuntos e sistemas de numeros. E operando desta forma que chegamos
a compreender adequadamente a natureza e o modo de proceder nas operacdes
fundamentais da aritmética.

Portanto, a aritmética € a fonte original e a base sobre que se assentam
nossos conhecimentos matematicos.

Algarismatica

Definigdo: E a ciéncia das propriedades e das relagdes que os numeros
abstratos adquirem, ou perdem, quando escrevemos em cada um dos sistemas de
numeracao possiveis.

Os nimeros n3o apresentam todas as propriedades individuais que nos
supomos, pelo contrario, © modo de escrever os numeros (o sistema de numeragao
adotado) lhes da, ou lhes tira algumas propriedades, passando-as de um numero
para outro.

Ou seja, quando um numero muda de sistema, sofre mudangas de
propriedades. Por vezes uma s6 @ mesma propriedade do numero x no sistema de
base A pode passar para © numero y no sistema de base B. Por fim,
predeterminando-se uma propriedade ou uma relacdo absurda no sistema de base
C pode haver um sistema de base D em que o absurdo cesse, apresentando-se
numeros que a possuam.

A aritmética em si é o conhecimento dos nimeros e de suas propriedades
essenciais. A teoria dos numeros varia com os modos de numeragao adotados, por
exemplo:

Na aritmética de base 8 um numero & divisivel por 8 quando termina pelo
algarismo zero.

Na aritmética de base 9 um nimero é divisive!l por oito quando g soma de
seus algarismos & mlltipla de oito.

' Ha tantas aritméticas equivalentes quantos forem os sistemas de numeragéo
possiveis, por conseguinte, devemos procurar € adotar a aritmética mais comoda;
aquela em que os teoremas se reduzem a um contetido e a um enunciado simples.

Cada nova aritmética empresta algumas qualidades novas e individuais a
cada nimero e tira-lhe algumas propriedades antigas.
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Podemos distribuir n algarismos, formando com eles igualdades absurdas e
arbitrarias. Por via de regra, ha sempre uma aritmética humana, de base B, capaz
de fornecer numeros que verifiguem a igualdade predeterminada.

Uma igualdade arbitrariamente escrita, e absurda, na aritmética de base X,
pode ser verdadeira ou evidente na aritmética de base Y. Por exemplo,
. 50 . . ]
predeterminando-se — = V14, verificamos que & uma igualdade errada, absurda,
no sistema de base 10, porém € verdadeiro na base 12.

Portanto, a cada igualdade predeterminada com algarismos relacionados
arbitrariamente, pode corresponder uma aritmética em que um ou alguns numeros
a satisfagcam, isto &, em que a igualdade seja verdadeira. Este & o principio
fundamental do que se chama "algarismatica".

Pesquisa dos critérios de divisibilidade em base 10

Todo ndmero de n algarismos da forma a,_a,_,..a,aa, pode decompor-se
em uma soma de tantas par‘ce’las‘ quantos s30 seus algarismos, a saber:

N = a,+10g, +10%a, +...+10""a,_,, constando cada parcela de um algarismo

multiplicado por uma poténcia de 10. O algarismo correspondente a parcela 10"
possui ordem n a comegar da direita.

Ora, dividindo-se as parcelas € a soma por um s6 € mesmo numero D, o
resto da soma € igual a soma dos restos das parcelas médulo D. Portanto o resto
da divisdo de N por D é congruo ao resto da divisdo de «, por D, mais o resto da
divisdo de 10a por D, mais o resto da divisdo de 10%a, por D e assim por diante
Méd D.

Acontece que o resto da divisdo de um produto de dois fatores por um

nimero D é congruo ao produto do primeiro fator pelo resto da divisé@o do segundo
fator por D, modulo D, logo:

Resto de %an x Resto de % + a X resto de ‘ll—())-+.,..+ a,, X resto de

n—-1
107 Mod D).
Observando-se a congruéncia acima, vé-se que tanto faz efetuar
L. 1/ On— On—l
separadamente as divisdes % }l—())""’lD como efetuar uma divisao s6 ID ,

em que os restos aparecem em cada passo do algoritmo.

43



Exemplo 1: divisdo por 7.

1000000 | 7
r, —> 10 - 0142857
K> 30
r, = 20
= 60
r, = 40
- 50
7, — 1

Dai o seguinte;

Resultado 1: Para D € N°, N = g, 10" +..+aq10+qa, € 7, 1,,...7,

] n-1
restos de 10 por D, 10? por D,..., 10" por D, respectivamente, temos:
DINe DI (la,+ra+ra+...+7,.a,,)

oS

A cada um dos restos 1, n, %,.., 7., denominamos coeficiente de
divisibilidade.

Demonstracédo:
-

Hipétese : D | N
Tese:D| (1.a, +.+r ,a,,)

Por Hipotese, N=D.X, X e N

a,, 10" +..+a,.10+a, =D.X

10n—1 = an—l +r = rn-l = 10"-1 - D-q,H

n-1

10* =D.g, +r, =r, =10” -Dq,
10=Dq, +r, => 1, =10-D.q,
1=D0+1r,=1

1a,+ na+.+r,a,,=

= 1.a, +(10-Dg,)a, +..+(10""' -Dq, ,)a,, =

=1.a, +10a, -Dg,a, +..+10""a, , -Dq,,a,, =
=(1.a, +10a, +..+10"'a,,)-D(q,a, +..+q,,a,, =
=DX-D(q,a, +..+q,,a,,) que é multiplo de D. Logo,
D| (1.a, +r,a, +..+r,,a,,)

—
Hipotese : D | (1.a, +..+r,,a,,)
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Tese:D| N

Por Hipdtese, a, +ar +.+a, r_,
N=a, 10" +.+a,10+a, =

=a,, ‘(an—l + rn—‘l) +.. ¥ a, (DQ1 * rl) + a, =
=a,;.Dq, +a,.r,  +.+a.Dq +ar +a,=
=D(a,,q,, +..+ a,q,)+(a, +a,r, +.+a, 1, _ )=
=D(a,,q,, *+..+ a,q,) + Dy que é multiplo de D.
Logo,D| N

=Dy, yeN

Exemplo 2: divisdo por 3

1000000 l 3

7, —> 10 0333333
r 10
r,—> 10
7 = 10
r,— 10
r— 10
7o 1

Exemplo 3: quando D |10, os restos que aparecem em cada passo da
divisdo serdo zero, com exce¢ao do primeiro resto que sera r,= 1. Assim sendo, a

divisibilidade dependera apenas do algarismo de primeira ordem a, .

1000000 10
r 10 0100000
K= 00
r, - 00
- 00
7, > 00
= 00
r,—> 0

Quando dividimos 1, 10, ..., 10", 10" pelo divisor D, podemos toemar o
quociente aumentado de 1. Neste caso, teremos o resto por deficiéncia,

No exemplo da divisdo por 7.
1000=7x142+6 ou 1000=7 x 143 + (-1)
Assim,

6=-1(Mdd7), -1=6-7

10000 =7 x 1428 +4 ou 10000 =7 x 1429 + (-3)
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Assim,
4=-3(M6d7), -3=4-7

100000 =7 x 14285+ 5 ou 100000 =7 x 14286 + (-2)
Assim,
5§=-2(M6d7), 2=5-7

' Resultado 2: SeiamN e N*, D € N*, D> 1. Entéio, sendoN=Dq +1, q,

Ner <D, teremosr=(r-D)(MoédD)

Demonstragdo:. r— (r-D)=DeD!|Dlogo, r={(r- D)(Méd D)

Exemplo 4: Verificar se 703.101 & divisivel por 7.
Sabemos que DIN < D|(1a, +7.a +ra,+..+r,_a,,), logo

71703101 7/(1.1+03+12-31-03-72)=3-17=-14
Como 7 | -14, temos que 703.101 é divisivel por 7.

Portanto, na aritmética de base dez, um nimero é divisivel por 7, quando,

dividido em grupos de trés algarismos a partir da direita e multiplicadas as unidades
de cada grupo por 1, as dezenas por 3 e as centenas por 2, a soma dos resultados
dos grupos de lugar impar menos a soma dos resultados dos grupas de lugar par,
resulta um multiplo de sete.

-, Generalizando os critérios de divisibilidade por D numa base B.

Sempre € bom lembrar gque se um nimero N é divisivel por D em base B, ele

sera divisivel por D qualquer que seja sua representagdo em outra base.

Em um sistema de base B um ndmero se escrave coma:
— -1 B2 2 1
N=a B +a, , B+ +a;B*+aB +a,
Onde a, ,,a a,,a,,a, s&0 0s algarismos nabase B, 0< a,_,, ..a,,4,,q, <

1Y p-23>

Anotaremos as poténcias de base B da seguinte forma:

B =100..0
n—1zeros

B?=1.00

B=10

Esta notagao se justifica pois o préprio B em base B se escreve 1.0.

Exemplo 5:

978 em base 8 se escreve como:

978 =18 +78*+28+2

8 em base 8 se escreve1.0, entdo:
978=1.1000+7.100+2.10+2

Analogo ao que foi feito em base 10, com a nova notagéo para as poténcias

. " . - 1. .
da base B, verificamos que ndo precisamos efetuar cada divisdo ’115’132 etc. pois
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os restos destas divisdes aparecerdo na seqiiéncia da divisdo da maior poténcia de

B envolvida, por D.

-

=) '13DV~/\/J,V

Exemplo 6. Em base 11, a divisibilidade por 7, de um nGmero de 4

algarismos, depende dos restos das divisdes(em base 11):

1 7 1.0 7 ., 1.0.0
1 0 4 1 40
1) i) 2
¥y L4 i)

£

" ou, com uma Unica divisao:

1.0.0.0.0.0.0 7

Fo —> 10 0163
n - 40
r, > 20
rn—> 1

Observe que em base 11, os restos da diviséo das poténcias de 11 por 7 se

repetem em grupos de 3: 1, 4, 2.

7, 1.0.0.0
16 40

20

1

!

T3

Assim, o critério pode ser colocado da seguinte maneira:

7|(a

n-1

k=1, 4 ou 2, dependendo do nimero de algarismos do nimero.

Podemos, ent&o, dizer que:

D|NoDI(la, +1.a +..+r,, .a,,) onde:

n=1"n-

1 é o resto da divisdo de B’ por D
r, € oresto da divisdo de B porD

r, € o resto da divisio de B> por D
r,, € o resto da divisdo de B”" porD

SeN=Dqg+r,
r=(la,+na +na,+. +r,a, ) (mod D)

7

163

a, ,. a,aa) < 7| (a,+4a +2a, +la, +4a, +2a, +...+ka, ), onde

Os restos r,n,r,...r,, s80 também chamados de coeficientes de
divisibilidade.
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Exemplo 7: (1722), é divisivel por 3?
(1722), = 1.8° +7.8* +2.8+2

D=3

8= 512 =170 x 3 + 2
8°=64=21x3+1

8 =2x3+2

1=0x3+1

3IN©31(1.2+22+1.7 +2.1)
como 3| 15, temos que 3| N e (1722), @ divisivel por 3.

Exemplo 8: (347),, € divisivel por 117

(347),=3.(12)" +4.12+ 7
Temos D = 11, vemos que;
122 =144=13x 11 + 1
12=1x11+1
1=0x11+1

11N 111(1.7+1.4+1.3)
como 11t 14, temos que 11t N e (347), n&o é divisivel por 11.

Os resultados anteriores permitem descobrir os critérios de divisibilidade em
toda e qualquer base. Exige-se, porém, que se fagcam contas variadas. Vamos
estabelecer, no entanto para evitar este inconveniente, um resultado mais simples,
para isso vamos:

1°) Empregar um modo (tipo) de conta invaridvel para todos os casos;

2% Descobrir imediatamente os critérios de divisibilidade, por qualquer
ndmero, em toda e qualquer base, operando apenas com a aritmética a que
estamos habituados.

Resuitado 3;

Em base B, os coeficientes de divisibilidade por D s@o cdngruos médulo D a:
(B-D)°,(B-D),(B~D)*,... ou, chamando B—D =n,n’, n', n? .
onde n = B - D é chamado coeficiente fundamental.

Demonstragio: Os coeficientes de divisibilidade s&o os restos das divisdes
das poténcias da base B pelo divisor D. De acordo com o teorema de D'Alembert, o
resto da divisdo de uma poténcia de B por B - n se obtém substituindo B por n.

N=B""'.a, , +..+Ba, +a,

n-1

......
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B-”—-I = Dq n~1 + rn—l
B”"Z = an—Z + rn——Z

B? =Dq, +r,

B =Dg, +r,
1 =D.0+1
SejaB-D=n

Sabemos que dividir uma poténcia B* por D, é como dividir um polindmio
por D. Como D = B - n, estamos dividindo B* por B —n.

Sabemos do Teorema de D’Alembert, que:

B*=(B-n)Q+R

R = B*-(B-n)Q

Substituindo B por n

R=n* -(n-n).Q

R=n*.

Assim, os restos das divisbes das poténcias da base B por D serdo dados
pelas poténcias de n.

Usando a notacéo ja estabelecida para as poténcias da base B temos:

Resto da divisdo de (1.0)°porD=B-n.n°=1;

Resto da divisdode 1.0porD=B-~n:n;

Resto da divisdode 1.0.0porD=B-n:n?;

Resto da divisdo de 1.0.0.0..000ouB”" porD=B~n.n"

Resumindo; Os restos das divisdes das poténcias de B por B — n sao: n°,
n', N, n3,...N".

Esta lei da imediatamente os coeficientes de divisibilidade em toda e
qualquer base e o nimero n = B — D (onde B é a base e D o numero pelo qual
estamos dividindo) é chamado coeficiente fundamental.

Exemplo 9: Quais os coeficientes de divisibilidade por 7, no sistema de base 10?

Solugéo: Vimos que podemos fazer D=B-nou7 =10-n.Logon=3
é o coeficiente fundamental em base 10, quando da divisibilidade por 7.

Fazendo 3” =r (Méd 7), obtemos os valores da tabela para
m=0,1, 2, ..
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mi g, 3" rir-7
T -
1laq !l 3 13 4
21a, ] 9 12 5
3 a | 27 6]
2 a8 4] 3
5] a, | 243 | 5] -2
6l a | 720 11 6
7 3, 4

a, | 2187

{
;

Quando for conveniente, usaremos os coeficientes também da coluna
r—7, como assinalado.

Observe que a partir de m = 6 os valores de r (coeficiente de
divisibilidade) se repetem. Podemos ent&o trabalhar somente com 6 valores dos
coeficientes, nesta seqiéncia: 1, 3, 2, -1, -3, -2.

Para um numero com mais de 6 algarismos a sequéncia dos coeficientes
de divisibilidade se repete.

Logo, em base 10, um numero & divisivel por sete quando, selecionado
em grupos de 3 algarismos, a contar da direita, e multiplicadas as unidades de
cada grupo por 1, as dezenas por 3 e as centenas por 2, a soma dos resultados
dos grupos de lugar impar menos a soma dos resultados dos grupos de lugar par,
resulta um muiltiplo de sete.

Assim, para sabermos, por exemplo, se o nimero 9.789.131é muitiplo
de 7 devemos:

1°) Separar o numero em grupos de 3 algarismos, a contar da direita:

009 , 789 , 131
— — e

3°gmpa 2°grupo 1° grupo
2°) Sempre contando a partir da direita, identificamos:

1° algarismo do 1° grupo: 1 = g,
2° algarismo do 1° grupo: 3 = g,
3° algarismo do 1° grupo: 1 = a,

1° algarismo do 2° grupo: 9 = a,
2° algarismo do 2° grupo: 8 = a,
3° algarismo do 2° grupo: 7 = a

1° algarismo do 3° grupo: 9 = a,
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71 9.789.131 & 7| a, +3a, +2a, —a, -3a, - 2a, +a (1)

Observemos entao que a expresséo ( 1 ) pode ser escrita como:

1.1+33+2.1-19+38+27+ 19

gmpa delugar tmpar ‘ grupode lugqr ;a} grupo.de.lugar.impar

Esta soma resulta -26, que ndo & multiplo de 7. Logo, 9.789.131 ndo &
multiplo de 7.

Exemplo 10: Quais sdo os coeficientes de divisibilidade por 11, no
sistema de base 10?7

Solugdo: D =B -nou 11 = 10 —n. Logo n = -1 é o coeficiente
fundamental em base 10, guando da divisibilidade por 11.

Fazendo (-1)" =r (Mod 11), obtemos os valores da tabela para
m=01,2, ..

o 3
Q
T
R N
: S
=
i
1
-l
-

..............

N K SRR R Y
8
=
—
]
-
o

i
{

e e

Observe que a partir de m =2 os valores de r (coeficiente de
divisibilidade) se repetem. Podemos entéo trabalhar somente com 2 valores dos
coeficientes, nesta seqiiéncia: 1, -1.

Para um nimero com mais de 2 algarismos a sequéncia dos coeficientes
de divisibilidade se repete.

Logo, em base 10, um numero € divisivel por 11 guando, a soma de
seus algarismos de ordem impar (a contar da direita) menos a soma de seus
algarismos de ordem par, resulta um multiplo de 11.

Exemplo 11: Quais os critérios de divisibilidade por 16, no sistema de
base 12?
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Solugdo: D =B —nou 16 = 12 —n. Logo n = -4 é o coeficiente
fundamental em base 12, quando da divisibilidade por 16.

Fazendo (-4)" =r (Mdd 16), obtemos os valores da tabela para
m=01,2, ..

m| a, '(;4)"1 T ir-16
S
HEENDED
21 a | 16 (0] -16
31 a | 64 |0 -16
B R ROE]
5! a | 1024 |0 16
6| o | 4096 [0 16
71 a | 16384 0| 16

Como vemos, os coeficientes da coluna r — 16 n&o s&o convenientes.

Observe que a partir de m = 2 os valores de r (coeficiente de
divisibilidade) se repetem e s&o iguais a zero. Podemos entéo frabalhar somente
com 2 valores dos cogficientes, nesta sequéncia: 1, 4.

Para um nimero com mais de 2 algarismos a sequéncia dos coeficientes
de divisibilidade se anulam.

Logo, em base 12, um numero € divisivel por 16, quando suas unidades
da primeira ordem, (quando seu ultimo algarismo) menos o quadruplo de suas
unidades de segunda ordem (menos © quadruplo de seu penuitimo algarismo) da
multiplo de 16.

Resultado 4: Em base B, os coeficientes de divisibilidade por B—1, B —
2,B-3B-4B~5B~6B-7,...,B~(B-2), se obtém escrevendo a seguinte
série de coeficientes fundamentais:

“Divisibilidade por: ]

“Algarismo | B—1 | B-2 [ B-3 | .. |B-(8B-2)=2
1 1 31 i 3 Ayl
w 1 %»m S 3 o B Z)A
a 12 22 wém 32 e (B -2)°

Exemplo 12: Em base 10, os coeficientes de divisibilidade por 9,8, 7,6, 5,4, 3 ¢
2, sdo:
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I Divisibilidade por:_
|_Alg. | 10-1=9 | 10-2=8 | 10-3=7 | 10-4=6 | 10-5=5 | 10-6=4 | 10-7=3 | 10-8=2
a, 1° 2° 3° 4° 5° 6° 7° 8°
a I 2! 3! 4 1 s | & 7 g
a, ol o22 o3 2 ' 72 | 8
L R N 4 5 6’ 7 8’
a, | 1° 2* L s 6 | 7] &
a, TN I T ) P T 7 8’
a | 1° 2° 30 2 58 6° 7° 8¢
X R : lﬂm":"”'w"fmm R “i | ::':: i ‘g ;
Ou:
I T T Divisibilidade por: N
Alg. | 10-1=9 | 10.2=8 | 10-3=7 | 10-4=6 | 10-5=5 | 10-6=4 | 10-7=3 | 10-8=2
a, 1 1 1 1 1 1 1 1
. 1 e . —
P 4 9 16 | 25 36 | 49 64 |
a 1 8 27 | 64 | 125 | 216 | 343 | 512
a, | 1 16 | 81 | 256 | 625 | 1296 | 2401 | 4096
a 1 32 | 243 | 1024 | 3125 | 7776 | 16807 | 32768
a, | 1 64 | 729 | 4096 | 15625 | 46656 | 117649 | 262144

Fazendo as congruéncias € tomando os coeficientes mais convenientes
obtemos:

I - M::‘Wﬁi\)is_i_lojliaa?i""éi“é“i;?ﬁ? -

Alg. | 9 8 T 6 5 4 3 2
a, 1 1 1 1 1 1 1 1

g 1 2 3 2 0 2 1 0 |
a, | 1 1| 4 2 -2 0o | 0 1 0

a, 11 0 | - 2 0 0 1 o
— 1 s — = - - - X
a, 1 0 2 -2 0 0 1 0
a, 1 ) 1 2 1 o0 | o 1 0

: L |

Assim, em base 10, podemos enunciar os critérios:
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b)

c)

d)

)

h)

Um nimero € divisivel por 9 quando a soma de seus algarismos resuita um
multiplo de 9;

Um numero é divisivel por 8 quando o primeiro algarismo da direita mais o
dobro do segundo mais o quadruplo do terceiro, resulta um maltiplo de 8;

Um ndmero é divisivel por 7 quando selecionado em grupos de trés algarismos,
a contar da direita, e multiplicadas (em cada grupo) as unidades de primeira
ordem por 1, as de segunda por 3 e as de terceira por 2, a soma dos
resultados dos grupos de lugar impar menos a soma dos resultados dos grupos
de lugar par, resulta um multiplo de 7,

Um ndamero é divisivel por 6 quando o primeiro algarismo da direita menos o
dobro da soma dos demais algarismos, resulta um multiplo de 6;

Um numero é divisivel por 5 quando termina em 0 ou 5;

Um nuamero é divisivel por 4 quando o primeiro algarismo da direita mais o
dobro do segundo algarismo, resulta um multiplo de 4;

Um numero é divisivel por 3 quando a soma de seus algarismos resuita um
multiplo de 3;

Um numero é divisivel por 2 guando termina em 0, 2, 4, 6 ou 8.

Exemplo 13. Em base 12, considerando a = 10 e b = 11, os coeficientes

fundamentais de divisibilidade porb, a, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3 e 2, sé&o:

m “Divisibilidade por: _ %
Alg.| 12-1=11 | 12-2=10 | 12-3=9 | 12-4=8 | 12-6=7
N T 20 3 PO T
a, 1! 2! 3! 4! g1
a2 12 22 32 42 52
a { P 42§03 o4 s
a, 1 2t 34w P4t 54
"""""" | Pivi‘is'ibi"lidade por:
Alg.: 12-:6=6 | 12-7=5. 12-8=4 | 12-9=3 | 12-10=2 |
ol e |7 8° 90 10°
a 6! 7 g | 9 | o
a, | 6 7 & | o9 | 10
o] & | 7 | ® [ ¢ | 10
o T -
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Ou:

“Divisibilidade por:
Alg. | 12-1=11] 12-2=10 | 12-3=9 | 12-4=8 12.5=7
a, 1 1 1 1 1

R

2 '3 4 5
4 9 I 16 25

R A N
16 81 | 256 | 625

R
[RGB

~Divisibilidade por:
Alg. | 12-6=6 | 12-7=5 | 12-8=4 | 12.9=3 | 12-10=2
a, 1 1 1 1 1

2, 6 | 7 8 9 10

a, | 96 a9 | s 18 100

, | 216 | 343 | 512 | 729 | 1000
1296 | 2401 | 4096 | 6561 | 10000 |

i

i

O » i e

5

>
o
-
pary
-
o

7 1 6

A
c‘:o;ooco—\w
[N
OO?OO‘O'—LJ&
OOE'O‘OO—\u

]
N
1
—
ool oo o)~
1
N

viololololn ~ i
{
(93]

WEIVISIbllldadepOr e

)

Assim, em base 12, podemos enunciar 0s critérios:

Um namero é divisivel por 11 quando, a soma de seus algarismos resuita um
multiplo de 11;

Um namero é divisivel por 10 quando, selecionado em grupos de dois
algarismos a contar do segundo da direita, e multiplicados o primeiro algarismo
de cada grupo por 2 e o segundo por 4, a soma dos resultados dos grupos de
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k)

lugar impar, menos a soma dos resultados dos grupos de lugar par, mais o
primeiro algarismo da direita, resulta um multiplo de 10;

Um numero € divisivel por 9 quando, o primeiro algarismo da direita mais o
triplo do segundo, resulta um mulitiplo de S;

quadruplo do segundo algarismo, resulta um multiplo de 8;

m) Um ndmero é divisivel por 7 quando, selecionado em grupos de trés algarismos

P)
q)
r

a contar do segundo da direita € multiplicadas (em cada grupo) as unidades de
primeira ordem por 2, as de segunda por 3 e as de terceira por 1, a soma dos
resultados dos grupos de lugar par menos a soma dos resultados dos grupos de
jugar impar, mais o primeiro algarismo da direita, resulta um mdltiplo de 7;

Um namero é divisivel por 6 quando termina em O ou 6;

Um numero é divisivel por 5 quando, selecionado em grupos de dois
algarismos, a contar da direita, e multiplicados o 1° algarismo de cada grupo por
1 e o segundo por 2, a soma dos resultados dos grupos de fugar impar, menos
a soma dos resultados dos grupos de lugar par, resulta um mailtiplo de 5;

Um numero é divisivel por 4 quando termina em 0, 4 ou 8;

Um ndmero ¢ divisivel por 3 quando terminaem 0, 3, 6 ou 9;

Um nudmero & divisivel por 2 quando terminaem 0, 2, 4,6, Bou a.

Resultado 5; Sejam B e D nimeros naturais maiores que 1. Os

coeficientes de divisibilidade por D em base B séo iguais aos coeficientes de
divisibilidade por D em base B+ Dy, Vy € N”, ou sgja:

ses,,, 5,,... 8, .8, s80 coeficientes de divisibilidade por D em base B, entao
s&o também coeficientes de divisibilidade por D em base Dy + B, y € N*

Demonstragéao:

N=a,  B"" +.+aB+a,
B =D.g,; +§,4

B"?= D.g,; *+5,,

O<s, <D
B> =Dg, *s, |

B' =Dq, +s,

Também,

N=b, (Dy+B)" +.+b, (Dy+B)+b,
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-1

(Dy+B)" =DP,, +r,
O<r, <D
(Dy #B)* =D.P, *r,
Dy+B=D.P, +r1,

1= D.P, #r1,

Faremos por indug&o sobre a quantidade n de algarismos do nimero N,
n=1:N=a,,N=b,

1=Dgq, +5,
1=Dp, +r,

D(a, -Po) =T, -8,
DI ro-sorosr()lso'(D
S ro'.so =O:> ro=so

Suponhamos r, =s, € provemos para K + 1
L=

B - quk + Slk-

Bk+l= Dqk+l + S,

(Dy +B)** =Dp,., +7,.,

(Dy +B)*. (Dy +B) =Dp,,, +r,,

H.lL

(Dp, +5,)(Dy +B) =Dp,,, +1,,

(Dp, + B*- Dq,) (Dy_+ B)=Dp,, +r,,
D*p,y+Dp,B+B*Dy+B*"-D?q,y-D?q,B=Dp,, +r,,
DIDp,y +p,B+B*y-Dq,y-Dq,B]+B*'=Dp,, +r,,
DM+Dq,,; +8,, =Dp,, +T,

DMM+q,, *+P,,)=r,, -8,

PortantoD | r ,, -8,, € s, =T,

Observemos que, como ja foram estudados os critérios de divisibilidade
para bases menores que B, o resultado 5 faz o estudo dos critérios para bases
maiores que B. No entanto, o resultado continua vélido para bases do tipo
B'= B - Dy, paray  Z. Neste caso, sd devemos lembrar que a base é sempre um
numero positivo maior que 1.

Exemplo 14: Estudar a divisibilidade de 32109 por 3 em base B = 4.

Solugdo: Sabemos que B' = B - Dy e fazendo y = -2 temos que B' = 4 -
3.(-2) = 10. ,
D=B-nou3=4-ne3=10-n. Logo, h=1en=7 sdo os coeficientes
fundamentais em base 4 e 10 respectivamente, quando da divisibilidade por 3.
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Fazendo 1” =1’ (Mdd 3)e 7" =r" (Mod 3), obtemos os valores da tabela
param=01,2 3e4.

a 1™ 7" r

49
343
2401

swinalol 3
)
n

- — - -— -—

PN QUEE QETY ETY

Observamos que os coeficientes de divisibilidade por 3 em base 4 sdo
os mesmos coeficientes de divisibilidade por 3 em base 4 + 3.2 = 10.

Portanto, la, +1a, +1a, +1a, +1a, =19+ 1.0+ 1.1 + 1.2 +1.3 = 15, Como
15 & multiplo de 3, entao 32109 é divisivel por 3 em base 4 e 10 respectivamente,

Resultado 6: (Corolario do resultado 5)
Seja D > 1 e considere a relagdo de equivaléncia em Z, n = r (Méd D).

Esta relagdo determina D classes de equivaléncia, disjuntas, cuja unido é Z,

Assim, qualquer numero B pertence a um e somente um destes
conjuntos.

Como os coeficientes de divisibilidade por D em base B s&o 0S mesmos
para abase B + Dm, V m € N”, teremos entdo D listas de coeficientes de
divisibilidade por D, que atenderao a todas as possiveis bases.

Base

o’

a | Dx |Dx+1 Dx+2 | Dx+3 Dx+(D-2) | Dx+(D-1)

a, D° 10 20 3 | ... (D-2p (D -1y

a, D1 11 X a1 (D =2) ) (D= 1)

- o oo, T

a, | D° 12 2 # | ... (-2 (D~-17

-

t

* e LI

Tomando as congruéncias, médulo D, obtemos os coeficientes mais convenientes,
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Exemplo 15: Divisibilidade por 5 ( 5 classes de equivaléncia)

0={5x/xeZ}={..,-10, -5,0,5,10,...}

1""{5X+1/XEZ} {..9,4,1,6,11,..}
2={5x+2/xeZ}={.,-8,3,27,12,..}
3={5x+3/xeZ}={., 7, 2,3,8,13,...}
4={5x+4/xecZ}={.., B, 1,4,9,14,...}

Para bases do tipo B = 5x, teremos o0s coeficientes de divisibilidade por 5
em base 5 (ou base 10):

a".’.
- ;
e a1~ o
a, i 0

Para bases do tipo B = 5x + 1, teremos os coeficientes de divisibilidade
por 5 em base 6:

a, 16-5=1
a, 1
a, 1
I .
i :

Para bases do tipo B = 5x + 2, teremos os coeficientes de divisibilidade

por 5 em base 7 (ou base 2): o
. a 7-6=2

a, i ,20'-'1

Para bases do tipo B = 5x + 3, teremos os coeficientes de divisibilidade
por 5 em base 8 (ou base 3).

a, 3° = 1
a 3 ou -2

a, § 3 :—'90u -1
I a, 13°=270u2
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Para bases do tipo B = 5x + 4, teremos 0s coeficientes de divisibilidade por 5 em
base 9 (ou base 4):

a, 9-5=4
a, ,40=1

e
a, | #=160u1

a, | 4°=64ou -1
. a, | 4'=2560u 1

5
272 syl

Exemplo 16:Para D = 7 e ja tomando as congruéncias, temos:

Base

a, & IX §7x+1, Tx+2  Tx+3 ) Tx+4 | Tx+5 1 7x+6

a, | 1 1 1 1 1 1 1 1

a, | O 1 2 3 3 =2 -1

a, | O 1 -3 2 2 -3 1

a, : O 1 1 ERE -1 -1

a, 1 0 1 1 2 R 2 1

a, | 0 | 1 3 2 2 3 -1
P " D 1 1

§

Todas as aritméticas de base inteira estdo aqui representadas.

Logo, as listas de coeficientes de divisibilidade por sete, em todas as
aritméticas de base inteira, sdo apenas sete.

Exemplo 17: As listas de coeficientes de divisibilidade por onze, em
todas as aritméticas de base inteira sao respectivamente:

1 1 100 | 1 i N

0 i 10" | 2 3 4 5

0 102 4 | 9 16 125
10° | 8 27 | 64 625
104 16 81 256 | 3125

10° 32 | 243 1024 | 15625
10 | 64 | 729 | 4096 |
107 | 128 | 2187 | 16384
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1 1 1 1 1

6 7 8 9 10
36 | 49 64 81 100
216 | 343 | 512 729 | 1000
1206 | 2401 | 4096 | 6561 | 10000
7776 | 16807 | 32768 | 59049 | 100000
46656 | 117649 | 262144 | 531441 | 1000000 |
S e e —

Fazendo as congruéncias e tomando os coeficientes mais convenientes

obtemos:

? | Base ]
a, | 1% ] 11x+1 | 1x42] 11x#3 | 11x+4 | 11x+5 | 11x+6 | 11x+7 | 11x+8 | 11x+9 | 11x+10
R EREE 1 1 10 1 1 1 1 1 1
B lol T T2 3 a5 5 4| 3 21 4
, i 0 1 4 -2 S 3 3 5 -2 4 1
a0l 11 315 2 & a1 251371
a, 0] 1 | 5 4 3 | 2 | 2 | 3 4 5 1
a,] 01 1 1 1 1 0 1 ] -1 X 1 A
a,l 01 1 2 | 3 4 5 5 4 3 2 1
a, l 0] 1 4 1 2 1 5 3 3 | 5 2 A4
a, ] 0] 1 3 5 | -2 4 2 5 1
O s - 5 5 o e o

% g

Como utilizar a tabela?

Queremos saber o critério de divisibilidade por 11 em base 13,

19) descobrimos o resto da divisdode 13por 11: 13=11.1+2,r=2

2°) a base 13 corresponde ao tipo 11x+2, estando os coeficientes de divisibilidade
na 32 coluna da tabela.
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CONCLUSAO

Ao término deste trabalho, convém salientar que ao propor a realizacao do
mesmo, passou-se por varios obstaculos. O principal foi relativo ao capitulo 3,
centro das atengbes deste trabalho, que exigiu um processo de discussdo com a
professora orientadora e um periodo de amadurecimento do texto escrito.

Notamos que o assunto abordado neste trabalho é pouco utilizado nos
colégios, fica quase esquecido. Foi pensando em mudar esse comportamento que
decidimos mostrar através deste trabalho, o quanto é interessante o conhecimento
de alguns critérios de divisibilidade.

A importancia deste trabalho se deve ao fato de podermos mostrar
facilmente, atraves dos restos sucessivos de uma divisdo de uma poténcia da base
por um divisor D, de onde vem os critérios de divisibilidade e ao mesmo tempo
podermos construir estes critérios na hora que for conveniente e sem calculos
complicados.

Convém ressaltar que ha possibilidades de continuidade do trabalho visto
que foram observadas as seguintes conclusdes, ndo demonstradas:

e Se D um divisor primo, a lista dos coeficientes de divisibilidade em base B

. .. D=1 -
contém no maximo 5 coeficientes que se repetem em valor absoluto;

» A tabela geral para os critérios de divisibilidade apresenta uma simetria em
relagdo ao seu eixo vertical, o que facilita a construcdo de outras tabelas, com
outros divisores;

Gostaria de salientar ainda que quanto maior o divisor primo, tanto maior
sera a quantidade de coeficientes de divisibilidade, o que tornaria o trabalho
inviavel, mas se predeterminarmos um numero com uma quantidade x de
algarismos, ndo haveria necessidade de montarmos uma tabela completa, visto
que a quantidade de coeficientes de divisibilidade estariam em funcio da
quantidade de algarismos do numero dado.

62




‘BIBLIOGRAFIA

BOYER,Carl Benjamin. Histéria da matematica. Trad. Eiza F. Gomide Sao
Paulo: Edgard Blucher, 1974.

CENTURION, Marilia. Nameros e operagdes. Sao Paulo: Scipione, 1994.
DANTE, L. R. RPM 10, p, 33, 1987,

DOMINGUES, Hygino H. Fundamentos de aritmética. Sdo Paulo: Atual, 1991.

FILHO, Edgard. Teoria elementar dos nameros. S&o Paulo: Nobel, 1985.
FOMIN, 8. Sistemas de numeracdo. Sao Paulo: Atual, 1995.
MELLO, Lydio Machado. A matematica do universo e a matematica dos
homens. Sido Paulo: Manuscrito, 1959.
Limusa, 1976.

TABOAS, C. M. G. & Ribeiro, H. S. RPM 6, p. 21, 1985.

63




