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Introducao

Conceitos j4 estudados em Algebra Linear foram estendidos para conjuntos lineares
complexos. A partir disto, passamos a utilizar um outro tipo de matriz: as matrizes
polinomiais. Depois de provarmos que tais matrizes podem ser transformadas em
matrizes candnicas, passamos a estudar seus polindmios invariantes, bem como seus
divisores elementares. Relacdes importantes foram realizadas envolvendo polindmios
invariantes de matrizes polinomiais. Com isto conseguimos chegar & forma candnica
de uma matriz. N3o menos importante é a decomposigio de espagos vetoriais em
subespagos invariantes. Isto nos faz chegar ao estudo da forma camdmica de uma
matriz. Assim, conseguimos alcancar nosso maior objetivo: a Forma Canénica de
Jordan.

Com isso, chegamos a uma relagdo de grande importincia para o estudo de ma-

trizes: Toda mairiz é semelhante @ uma matriz de Jordan.



Capitulo 1
Revisao

Neste capitulo iremos rever algumas definigoes, teoremas e propriedades impor-
tantes para o estudo de Algebra Linear. Nio faremos demonstragdes, pois essas sao
vistas em disciplinas de Algebra Linear e nio temos como objetivo repeti-las neste
trabalho.

Definicao 1 Dizemos que umn conjunto V # B é um espago vetorial sobre R quando,

e somente quando:
1. Egziste uma adicdo (u,v) = v+ v em V, com as sequintes propriedades:

(a) u+v=v+u,VuveV;
(6) u+(w+w)=@+v)+w,Yu,v,weV;
(c) Eriste em V um elemento neutro para esse adi¢do o qual serd simbolizado

genericamnente por 0. Ou seje:

A0V |u+0=uy,YueV;

(@) Para todo elemento u de V eziste o oposto, o gual indicaremos por (—u).

Assim:
VueV,d (—u)€V|u+(—u)=0.

2. Estd definide uma multiplicagdo de Rx V em V, 0 que significe que a cada par
(a,u) de R X V estd associado um unico elemento de V que se indica por au,

e para essa multiplicacdo tem-se o seguinie:

(a) a(Bu) = (eB)y;
(%) (o+ B)u=ou+Fy;



(c) a(u+v) = au + av;
(d) lu=u

para quaisquer u,v de 'V, o, de R

Seja V um espago vetorial sobre R. Sdo vélidas as seguintes propriedades:
P11l Paratode ac RaD=0.
P 2 Pare todo v € V,0u=0.
P 3 Uma igualdade au=0, comacReuv eV, sé é-possz’vel sea=0ouu=0.
P 4 Paratodo a €R e todou €V, (—aju = a(—u) = —au.
P 5 Quaisquer que sejam o, fER,u ev € V, (a— flu=au— fu.

P 6 Quaisquer que sejama € R uev € V, alu—v) =ou— av.

P 7 Dados B,ay,...,0, em R eu,...,u, em V, enido:
n n .
B ajuy) = (Bey)u;.
=1 =1

Definicdo 2 Seja V um espago vetorial sobre R. Um subespago vetorial de V € um

subconjunto W C 'V, tal que:
1. 0eW,
2. Yu,ve Wiu+veW,;

3 VaeR eVueWauecW

Definicao 3 Seje V um espago vetorial sobre R. Dizemos que LcV(L#0Q)é€
linearmente dependente (L.D.) se, e somente se, ezistem u1,...,un € L €
o, ..., 0, €R tal que

o1ty + ...+ oty =0

sem que 0s escalares a; sejomn todos iguars ao nmero zero.
Se L nio é L.D., dizemos que L é linearmente independente (L.I.)

Seja V um espago vetorial sobre R. Temos as seguintes propriedades:



P 8 Se um conjunto finito L C V' contém o vetor nulo, entao esse conjunto € L.D.
P9 SeS={u}cVeus#0, entdo S é LI

P 10 Se S={w,...us} CV é L.D., ent@o um dos seus vetores é combinagdo linear

dos outros.

P 11 Se S e S, s@o subconjuntos finitos e ndo vazios de V, se 5 C Sz ¢ 5, € L.D.,

entdo Sy também é L.D.

P 12 Se S, e S, séo subconjuntos finitos e ndo vazios de V, com S; C Sy € Sp é L1,

entdo S; também é L.L

Definicao 4 Fizando vetoresuy, ..., u, emV, o conjunto S de todos os vetores deV
que sdo combinacdo linear destes, € um subespaco vetorial. S € chamado de subespago

gerado por uy,...,Un € uUSGMOSs G notagio

S=[u’1:"':un]'
Dizemos gue V € finitamente gerado se eziste S C V, S finito, de maneire que
VvV =[Sl

P13 Se S = {uy...,us} € LI, e pora um certe v € V tlivermos
SU{u} = {¢1,...,un,u} L.D., ent@o o vetor u € combinagdo linear dos velores

U1, .. . Un, i8to €, u € [S)], onde [S] é o subespago de V' gerado por S.
P 14 Se S = {uy,...Uj,...,Un} € 1; € (S — u4] (u; é combinagdo linear dos demazs
vetores de S) entdo [S] =[S — {u;}].
Definicao 5 Seje V um espaco vetorial finitamente gerado. Ume base deV é um
subconjunto finito B C V para o qual as sequintes condigdes se verificam:

1. [B]=V.

2. B é linearmente independente.

Proposicdo 1 Todo espago vetorial finitamente gerado admite uma base.

Daqui em diante, assumiremos que todos os espagos vetoriais usados sio fini-
tamente gerados. Como nosso objetivo é estudar os autovalores e autovetores de
uma transformacio através de matrizes finitas , todos os espagos usados serdo finita-
mente gerados. Informamos que quase todas as afirmages a seguir sdo verdadeiras
para espacos em geral, algumas com suaves alteracoes, mas fregilentemente possuem
demonstracoes diferentes das demonstragdes para espagos finitamente gerados.
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Proposicio 2 Seja B = {u),us,...,u,} uma base de um espago vetorial V. Se
v €V e ainda se

u=aou +...+aut+...+ uy,

com o; # 0, entdo o conjunto C = {u, ..., %1, Uiy, - - -, U} também € uma base
de V.

Proposigao 3 Suponhamos que ezista uma base de V com n wvetores. Entio se
B ={u,--.,u,} CV é LI e possui n vetores, B é também uma base de V.

Proposicio 4 Seja V um espago vetorial sobre R, de dimensdo n. Todo subconjunto

de V que seja L.I. tem no mdzimo n vetores.

Teorema 1 (Teorema do invari@ncia) Seja V um espago vetorial finitamente gerado.

Entdo duas bases quaisquer de V iém o mesmo numero de vetores.

Definigio 6 Sejo V um espago vetorial finitamente gerado. Denomina-se dimensio
de V (notagio: dim V) o nidmero de vetores de qualquer uma de suas bases. Diz-ge

também, neste caso, que V € um espago de dimensdo finita.

Teorema 2 (Teorema do completamento) Sejo V um espago vetorial de dimensdo
n> 1. Se {ui,...,u,} CV € um subconjunto L.I. com r vetores e r < n, entio

-

existern 1 — r vetores, Ups1,. ..U € V, de maneira que B = {v,. .. ur, Ury1, - .up} €

uma base de V.

Proposigio 5 Todo subespaco vetorial de um espaco vetorial finitamente gerado €

também finitamente gerado.

Proposicao 6 Seja W um subespago vetorial de V' de dimensdo finita. Se
dim W=dwm V, entéo W=V.

Proposicio 7 Sejo W um espaco vetorial sobre R de dimensdgo finita. SelU eV sio

subespagos de W, entio:
dim (UNV)+dim (U + V) =dim U+ dim V.

Definicao 7 Sejo V um espago vetorial de dimensdo ni e consideremos duas bases de
V:B={u,...,u,} eC={v,..., v, }. Entdo eziste uma unica familia de escalares

a;; de maneira que



U = ol ..ot Gniln
Up = QpU1 + ...+ Qpalp

ou simplesmente
n
v = Zai_,-w (1=1,2,...,n).
i=1

A matriz quadrada de ordem n

Q11 3 e Qyp
Qg1 C¥aa Tt Qiap,
P=] ; )
Gn1 Up2 Tt Upn

chama-se matriz de mudanca de base C para g base B.

Definigdo 8 Sejam U e V espagos vetoriais sobre R. Uma aplicacgio F : U - V €
chamada de transformacgao linear de U em V se, e somente se,

1. F(ur+uz) = F(u1) + Fua),V v, 12 € U;
2. Flay)=aF(u),Y c€eR eVuel.

No caso em que I/ = V, uma transformacao linear F' : U — U é chamada também

de operador linear.

Sejam U7 e V espagos vetoriais sobre R e consideremos uma transformagio linear
F :U — V. Valem as seguintes propriedades para F"

P 15 F(0) =0;
P 16 F(—u)=—-F(u),Y uel,
P 17 F(u; —ug) =F(u1]—F(u2),V U1,y € U;

Definigao 9 A imagem de uma transformagdo lineor F : U — V € dada por
Im(F)={F(u) |uve U}

P 18 Se W ¢ um subespaco de U, entdo a imagem de W por F' € um subespago de
V.



P 19 Sendo F : U — V linear entdo

F(Z agu;) = Z a; F'(u;).

Deﬁnigﬁo 10 Sejam U e V espagos vetoriais sobre R e F : U — V uma transfor-
magio linear. Indica-se por Ker(F) e denomina-se nicleo de F' o seguinte subconjunto
de U:

Ker(F) ={ue U] F(u) =0}.

Proposigdo 8 Seja F: U — V uma transformagcdo linear. Entdo:
1. Ker(F) é um subespaco vetorial de U;

2. A transformacéo linear F € injetora se, e somente se, Ker(F) = {0}.

Teorema 3 (Teorema do Nicleo e da Imagem) Sejam U e V' espagos veloriais de
dimenséo finite sobre R. Dada uma transformagdo linear F : U — 'V, entdo

dim U = dim Ker(F) + dim Im(F).

Corolirio 3.1 Sejam U eV espacos vetoriais sobre R com a mesmao dimensao finita
n e suponhamos que F : U =V sejo uma transformagao linear. Entdo sdo equiva-

lentes as seguintes afirmagoes:
1. F é sobrejetora;
2. F ¢ bijetora;
3. F € injetora;

4. F transforme uma base de U em uma base de V (ou seja, se B € uma base de
U, entio F(B) é base de V).

Definicao 11 Entende-se por isomotfismo do espago vetorial U no espago vetorial V
uma transformagdo linear F: U =V que seje bijetora. Um isomorfismo F .U —» U

é um automorfismo de U.

Proposigio 9 Se F' é um isomorfismo de U em V, entao F-1.V 5 U também €

umn isomorfismo (de V em U).



Lema 1 SejamU eV espagos vetoriais sobreR. Sedim U =neB = {u1, 42, ..., un}

¢ umne base de U, entd@o para toda segiiéncia vy, ...,v, de vetores de V, a aplicagGo

F:U =V, definida por
FO am) =) amw
i=1

i=1
¢ kinear e F(w;) = w(i = 1,2,...,n). Ademais, se G : U — V € hnear ¢
Gu) =v(i=1,2,...,n), entdo G=F.

Teorema 4 Dois espacos U eV de dimensao finita sio isomorfos se, e somenie se,
dimU = dimV.

Sejam U e V espagos vetoriais sobre R. Indicaremos por L(U,V) o conjunto das

{ransformacoes lineares de U em V.

Definicao 12 Dados F,G € L(U,V), definimos ¢ soma F+ G de F com G da

seguinte maneira:
FLG:U—~V e (F+G)(u)=F(u)+Gu),Vuel

Sejam (F,G) — F + G em L(U,V). Valem as seguintes propriedades:
1. Associativa: F+(G+H)=(F+G)+H\N F,G,H e L(U,V);
2. Comutativa: F4+ G =G+ F,¥ F,G € L{U,V);

3. Existe elemento neutro: a transformagdo linear nula 0 : U — V é tal que
F+0=FVY FeL{lUYV)

4. Para toda transformacio F € L(U,V) existe neste conjunto a transformagao

oposta:
J(-F)e LU, V)| F+ (—F)‘ =0.

Definicio 13 Dados F € L(U,V) e a € R, definimos o produto aF de F' por o da
seguinte forma:
aF :U =V e (aF)(u) = oF (v),V vel.

Aqui valern as seguintes propriedades:
1. (af)F = a(fF);

2. (a+ OF = aF + 0F;

3. ¢(F + G) = oF + aoG;
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4. 1F = F;
quaisquer que sejam ae J em Re F e G em L(U, V).

Definicio 14 Sejam U, V e W espacos vetorigis sobre R. Se F : U - V e
G : V = W séo transformacoes lineares, define-se a aplicagGo composts de F e

G (notagio: Go F) da sequinte maneira:
GoF:U—We (GoF)(u)=G(F(u),¥ uel
Consideremos o caso U = V = W. Quando isto acontece (G, F) =+ Go F passa a
ser uma operacgao emn L(U) que apresenta as seguintes propriedades:
1. (HoG)oF=Ho(GoF),¥Y H,G,F € L(U);
2. JoF=Fol=F\Y Fe L),

3. Ho(F+G) =HoF+HoG e (F+G)oH = (FoH)+(GoH)
Y F,G,H e L(U). '

Nota: No conjunto L(U) define-se potenciagdo para expoentes naturais assim:
F® = I (operador idéntico); F* = F; F? = Fo F; F* = Fo Fo F;...Contudo é
bom observar que para essa potenciagao podemos ter resultados em principio curiosos
como F?2 = I, com F # I e F # —I, F* = 0 (operador nulo) com F # 0. Um
operador F € L(U) tal que F? = F chama-se idempotente (ou projegdo); se F* =0,

para um certo nimero natural n, entdo F se diz nilpotente.

Sejam U e V espagos vetoriais de dimensdo n e m, respectivamente, sobre R.
Consideremos uma transformacio linear F : U — V. Dadas as bases B = {u,, . .- U}
de UeC = {v1,...,um} de V, entdo cada um dos vetores F(u1), ..., F(un) esta em

V e conseqiientemente é combinago linear da base C:
F(u)) = envy + ag1vz + ... + Gm1¥m

Flug) = ooy + v + .- .+ GV,
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Definicao 15 A mairiz m X n sobre R

ay1 Qg2 -t @1n
Q21 Q22 Tt Qazn
(a3) = : )
Cml  CGm2 t° Omn

que se obtém da consideraco anterior é chamade mairiz de F' em relagao ds bases B

e C. Usaremos, para indicar essa metriz, ¢ notacao

[Fle.

Toda matriz m X 7 estd associada a uma transformacao linear T : R* — R™.

Sejam 8 = {vi,...., s} uma base de R*, §' = {w1, ..., wn} uma base de R™ e
g1 - Qin
A= ) ;
Gm1 " Omn
Podemos associar
T4 :R* > R™
v — Talv)
Cormo segue:
I
SejaX=[ulg=]| :
zﬂ
a1 a1n 1 Y1
AX = : =
Gmqmi " CQmn I, Ym

Entio, Ty(v) = g1, + - - . + YmWm onde y; = A:X e A; é a i-ésima linha de A.

Observe que T passa a ser a aplicagdo linear associada a matriz A ¢ bases fe §/,
istoé T =Ty,

Proposicao 10 Sejam U e V espagos vetoriais sobre R, de dimensdes n e m, respec-
tivamente. Entdo, fizadas as bases B = {uy,.-.,u,} e C = {v,...,Un} de U eV,
respectivamente, a aplicagio F — (F) que a cada F € L(U,V) associa a matriz de F

em relacdo ds bases B e C € bijelora.
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Teorema 5 SejamV e W espagos vetoriais, o base de V, f base de W ¢T : V - W
uma aplicagao linear. Entao para todo v € V vale:

T ()]s = [T]5 vl

Teorema 6 Seja T : V — W uma aplicagdo linear e o e J bases de V e W respec-
tivamente. Entdo: dim Im(T) = posto de [T\3; dim Ker(T) = nulidade * de [T\ =
nidmero de colunas [T|§— posto de [T]§.

Teorema 7 Sejam T, : V — W e Ty : W —= U transformagoes lineares e o, §,v
bases de V, W e U respectivamente. Entdo a composta de T} com Ty, TooT, : V = U,

¢ linear e .
[T; o Th]s = [D]5-[Ta5-

Corolario 7.1 Se T : V — W € uma transformacd@o linear inversivel (T’ € um iso-
morfismo) e o € § 380 as bases de V e W, entdo T~ : W — V € um operador linear

[T = (T15) ™"

Corolério 7.2 Seja T : V — W uma transformagio linear e ¢ e f bases de V e W.

Entdo T € inversivel se e somente se det[T]§ # 0.

Corolario 7.3
T3 = [ToT o 11§ = (1571310

© ®

VAN
@ "®

Definicdo 16 Sejam P e () duas matrizes quadradas e de ordem n. Dizemos que P

é semelhante a @ se, e somente se, eziste uma matriz inversivel M, também de ordem
n, de modo que:
P=M1QM.

Inulidade de uma matriz é o nfimero de varidveis independentes, que podem assumir valores
arbitririos

13



Duas matrizes correspondentes a um mesmo operador linear em R para bases
distintas sao semelhantes, ou seja, para um operador linear em R ha classes de matrizes

semelhantes correspondentes; elas representam o operador dado em vérias bases.
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Capitulo 2

Autovalores, autovetores e
polinémio caracteristico de uma

matriz

2.1 Férmula de Binet-Cauchy

Seja C = (ci;)7 uma matriz quadrada tal que C = AB, onde A = (ay) possui

dimensdo m x n e B = (by;) possui dimensdo n X m. Entio

bll T Z:'1m
i1 -.- Cim 211 g2 ... Oim
. - - . - b21 L] b2m
= T, : 1
Cmi -.- Cmm ml QGm2 - Gmn
R

ou seja,
C,'J' = za,;abaj (2,] = 1,2, S ,m).
a=1
A férmula de Binet-Cauchy expressa o determinante de C em termos dos menores de
Ae B:

C11 vt Cim 1, St B, bkll e bklm

Z DT A

- <
1§k1<k2< (km_ﬂ' amkl N amkm b’ﬂm.l . bk‘m.m

Cml """ Cmm

ou ainda,
1 2 . 1 2 e m k k - E
1 2 -+ m 1 <k <Ba <ok kb k- km 1 2 - m

15



Como consegiiéncia da férmula de Binet-Cauchy, podemos expressar os menores
do produto de duas matrizes retangulares em termos dos menores dos fatores.

Sejam A = (ai), B = () e C = (ey), onde ¢ = 1,2,...,m, &£ = 1,2,...,n,
j=12,...,ge C = AB.

Consideramos um menor arbitréirig de C:. i<
11 g -+ % << <ip, M

c( ' .p)tﬁlque == ? )OndEPSmequ-
Ji o d2 -0 dp 1<ii€hn<-"SJp<¢q

Aplicando a férmula de Binet-Cauchy temos:

iy i -- @ PR T ky ko -+ k
() A( LI aNg]
1 J2 o I Z ki k- Ky j1oJ2 0 Jp

1<k1<kr < <kp<tn

2.2 Autovalores e autovetores

Definimos no capftulo anterior Espago vetorial sobre R. A partir deste capitulo

iremos trabalhar com Espacos vetoricis sobre C.

Definicdo 17 Dizemos que um conjunto V # 0 é um espago vetorial sobre C gquando

¢ somente quando:
1. Erziste uma adi¢go (u,v) = v+ v em V, com as seguintes propriedades:
(e) u+v=v+u,¥Vu,veV;
() ut+(v+w)=(e+v)+wV yv,wEV;

(¢) Eriste em V um elemento neutro para essa adigdo o qual serd simbolizado

genericamente por 0. Ou seja:

30eV, |u+0=u,Vuel;

(d) Para todo elemento u de V eziste o oposto; indicaremnos por (—u) esse

oposto. Assim:
YeeV,3(—u) eV |uv+(—u)=0.

2. Estd definida uma multiphcacido de CxV em V, o que significa que a cada par
(a,u) de C x V estd associado um tdnico elemento de V que se indica por au,

e pare essa multiplicacdo tem-se o sequinte:

(a) a(Bu) = (af)u;

16



(b) (o+ f)u = au + fu;
(¢) a(u-+v) = au+ av;
(d) lu=u

para quaisquer u,v de V, o, de C.

Podemos assumir como verdadeiras todas as afirmacOes citadas no capitulo ante-
rior. Ista se deve ao fato de que as demonstragbes utilizam as regras de aritmética
dos escalares, as quais permanecem inalteradas quando passamos a trabalhar com
ndmeros complexos. Para exemplificar este fato, iremos mostrar como foi feita a
demonstracio do Corolirio 3.1 do Teorema 3 (Teorema do Nicleo e da Imagem) , que

se encontra no Capitulo 1.

- Coroldrio 3.1 Sejam U e V espacos vetoriais sobre R comn a mesma dimensao
finita n e suponhamos que F : U — V € uma transformagdo binear. Entdo sdo

equivalentes as seguintes afirmagoes:

1. F € sobrejetora;
2. F ¢ bijetora;
3. F ¢ injelora;

4. F transforma uma base de U em uma base de V (ou seja, se B € uma base de
U, entdo F(B) € base de V).

Demonstragao:

(I = (II) Se F é sobrejetora entdao F € injetora.

Par hipétese, Im(F) = V. Levando em conta que dim U = dim V, a férmula
dim U = dim Ker(F) + dim Im(F) equivale entao a dim Ker(F) = 0. Logo
Ker(F) = {0} e F é injetora. Entdo F' é bijetora.

(II) = (III) Se F ¢ bijetora entdo F € injetora.
Essa demonstragio é imediata pois, dada uma funcio F', dizemos que F € bijetora

se e somente se, F' é injetora e sobrejetora.

(III) = (IV) Se F é injetora ent@o F' transforma uma base de U em uma base
de V. '

Sendo B = {u,, - . .,u,} uma base de U mostremos que F(B) = {f(u1),..., flua)}
é uma base de V. Observamos de inicio que F(B) tem a mesma quantidade de
vetares que B, pois F ¢é injetora. Entao basta mostrar que F'(B) é L.I.. Suponhamos
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ai,...,0, € R (neste caso C) e oy F(u1) + ... + anF(u,) = 0. Disto resulta, pela
linearidade de F, que
Flaguy + ...+ agu,) = 0.

Sendo F injetora segue que
a1u1+-..+anun#0.

Como B é L.1., conclui-seque ¢y =ag =...=ap =0

(IV) = (I) Se F transforma uma base de U em uma base de V' entdo F é sobre-
jetora. -

Seja v € V. Tomando uma base B = {uy,...,un} de U, entao nossa hipétese
garante que F(B) = {F(ui1),...,F(un)} é uma base de V. Logo v é combinagdo
linear de F'(B): '

v=o1F(w) + ...+ F(u,), com e,...,0, € R (neste caso C).
Como F' € linear podemos afirmar que
'U=F(C21U1+---+%Un).

Estando em U a combinacao linear o;u; +. . -+ api, ficou provado que todo elemento
de V & imagem, por F, de um elemento de U. Ou seja, F' é sobrejetora. Isso completa

a demonstragao.

Como pode ser visto nesta demonstragao retirada de [2] pg 115, as afirmagbes para
espacos vetoriais complexos sio quase idénticas as afirmagdes para espagos vetorials

reais, com algumas alteragoes triviais,

Nas discussSes seguintes, denotaremos por F quaisquer um dos corpos de escalares
R ouC.

Dada uma transformacio linear de um espago vetorial T : V' — V, procuramos
vetores que s3o levados em miiltiplos de si mesmo, ou seja, queremos um vetor v € V'

e um escalar A € IF tais que
T(v) = Av.

Definigao 18 Seja T : V — V um operador lineer. Se ezistirem v € V, v # 0, e
X € F tais que T(v) = dv, X é um eufovalor de T' e v um autovetor de T' associedo ¢
A
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Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Um autovalor de A é um autovetor da
transformacio linear T4 : F* — F* associada & matriz A em relagao & base canonica,
isto 6, T4(v) = Av. Assim, A € F é um autovalor de A se 3 v(# 0) € F" tal que

Av = )v; v € I é um autovetor subordinado ao autovalor A se Av = Av

Vamos agora estudar um método pratico para encontrarmos os autovalores e 0s
autovetores da matriz A. Sabemos que tais autovalores e autovetores satisfazem a
equagio Av = Av ou Av = (AI)v ou ainda (4 — AT)}v = 0. Escrevendo explicitamente

esta equagao temos:

aiy —A - an e Q1r, ) /0
axn Qog — A -~ Gon ] _ D
n1 Gnz "' Gpp— A Tn \D

Se det(A — AI) # 0, temos que o rank desta matriz é n e portanto o sistema de
equagdes lineares homogéneo tem uma Gnica solugéo. Mas 7y = 23 = ... =z, = 0
sempre é solugdo de um sistema homogéneo. EntZo a finica solugao possivel seria a
nula. Entdo para encontrarmos os autovalores v precisamos ter det(A — AT y=0.

2.3 Polindmio caracteristico

Definicio 19 Chamamos de mairiz caracteristica de A, a matriz A\l — A, onde

A = (az)?. O determinante do matriz caracterisiica
A(X) = det(AT — A)
é um polindmio escalar em A e é chamado de polindmio caracteristico de A.

Definicio 20 Seje V um espago vetorial de dimensGon eT : V — V um operador
linear. Chama-se polinémio caracteristico de T o polindmio caracteristico do mairiz

de T em relacdo a qualguer base de V.

Defini¢ao 21 O subespago Vs = {v € V : T(v) = v} € chamado de subespago

associado ao autovalor ).

Quando F = R, este polindmio ter4 coeficientes reais mas, em alguns casos, podera
nio ter raizes reais. Este fato inibe a relacao de autovalores com as raizes da equagéo

caracteristica. Entretanto, se F = C, o fato deixa de existir.

19



Para o caso de um espago vetorial complexo, todas as raizes do polindmio carac-
teristico serao complexas.
Daqui em diante todos os espagos serao considerados complexos, salvo

quando dito o contrario.

Definigao 22 Chamamos de multiplicidade algébrica de um autovalor o gquantidade
de vezes que ele aparece como raiz do polinémio caracteristico e de multiplicidede
geométrica de um autovalor @ dimensdo do subespago V) de autovetores gssociados a
A

Seja F'(A\) um polinémio matricial de ordem 7
FA)=F)"+ X" + ..+ Fn (R #0),

onde F,- -, F., sd0 matrizes quadradas e de mesma ordem.

Podernos escrever este polindmio da seguinte maneira:
F(X) = \"Fp+ A" "R +...+ F, (Fo #0).

Para qualquer escalar ), os resultados das duas equacdes acima s3o iguais. Entre-
tanto, se substituirmos A por uma matriz quadrada A de ordem 7, nao podemos garan-
tir que os resultados das duas equagbes permanecem iguais, pois as poténclas de A ndo

530, necessariamente, permutaveis coIn 08 coeficientes matriciais
Py, B, ..., Fo
Termos
F(A) = FpA™ + FA™ 4 ..+ F, (F#0)
e

FlAy= AmFy+ Am'Fi+ ...+ F, (R #0).

Chamamos F(A) de valor direito e £'(4) de valor esquerdo na substituicdo de A
por X. Valor direito significa que as poténcias de A estdo a direita dos coeficientes e
valor esquerdo significa que as poténcias de A est3o & esquerda dos mesmos.

Teorema 8 (Teorema de Bézout generalizado) Quando @ matriz polinomial F () €
dividida pela direita pelo binémio A\I — A, o resto é F(A), quando € dividide pele
esquerda, o resto é F'(A).

Demonstragao:
Seja F'(A) umn polindmio matr1c1a.1 de ordem n.

F) = BA™ + FA™ 4+ F, (Fp#0).
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Dividimos F'(\) por \J — A. Neste caso o resto direito, R(X), e o resto esquerdo, R()\),
n3o dependem de A. Para determinar o resto direito usamos a divisao usual:

FA)=F)"+FX" .. +Fp (Fo#0)=

= FpA™ ' (M — A) + (RA+ FR)X™ 1+ BA™ 2 4.
= [RA™ 1 4 (RA+ F)X" (M — A) + (R A2+ RA+ B)X™ 2+ Fam 2 4.
= [Fod™ ! + (RA+ F)X™ 2 4 4 (R A™ ! + FA™? 4 4 Fu)](A — A)+
+RA™ + FA™ ..+ By, y

Temos entao que
R=FyA™ + RA™ ! ...+ F, = F(A4).

Da mesma forma encontramos o resto esquerdo da divisdo de F'(A) por Al — A:
R=A™Fy+ A™'F + ..+ F, = F(A).
Isso completa a demonstragio do teorema.

Definigao 23 Uma matriz polinomial, ou A-matriz, é uma mairiz retangular A(X),

na qual seus elementos sdo polinémios em A:

A = (@) = @M + a7+ ag)(i=1,2,...,mk=1,2,... n);
onde | é o maior grau do polinémio a;(A).

Dada uma matrz A4, dizemos que o cofator A;; do elemento a;; da matriz é
(—1)**7 det A;;, onde A;; é a submatriz de A, obtida extraindo-se a i-ésima linha ¢ a

j-ésima coluna. Com estes cofatores podemos formar uma nova matriz A, denominada

matnz dos cofatores de A.

Definicao 24 Dada uma mairiz quadrada A, chamamos de matriz adjunta cldssica
da matriz (\ — A), a matriz transposta B()\) da matriz dos cofatores de (AI — A).

Segue desta definigio que:
(A — A)B(X) = A(A)T

B — 4) = AN
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Teorema 9 (Teorema de Hamilton-Cayley) Toda matriz quadrada A satisfaz sua

equacdo caracteristica, isto €,
P(A)=0

Demonstragao:
Seja A uma matriz quadrada de ordem 1 e A()) sen polindmio caracteristico:

AQ) = det(M — A) = X* + @A™ + ...+ aih + g

Chamamos de B(}) a matriz adjunta de (Al — A). Como os elementos de B(}) sao
cofatores de (\] — A), eles sio polinémios de gran menor ou igual a n—1 em A. Assim

podemos escrever B()) na forma:
B()) = Byot A"+ .+ B1A + By.
Podemmos aplicar a seguinte identidade:
(A — A)B(X) = AN,
ou ainda,
(M = A)(Bpot X 4 ..o+ Bid+ Bo) = (W% + aq1 X7 4.+ a1 A + a0)]

= B, M+ ...+ BN+ BA—AB, X" — ... - BiAA - BiA=
=Xl +a, AU+, .+ M +apd

Igualando os coeficientes das poténcias correspondentes de A termnos:
By A N"=XNI=>B,,=1

Bﬂ_gz\n_l - ABn_1z)§ﬂ_1 = aﬂ,_i)\n_'l_[ = B, _s— ABn_l = @p_11
BpaA" 2 — ABp o) 2 =g, sA" 2 = B,_3 — ABy 2 =@y
Boz\ - ABl)\ = ﬂ,]_/\I = Bﬁ - AB] = G']_I
_BUA B GQI
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Multiplicando as equagdes matriciais por A", Ar1 ..., A I, respectivamente temos:
B, A" = A"
Bn_zAn_l - Bn_lAn = Anulﬂ:n_]_
Bn_aAn_z _ Bn_gAn_l — Aﬂpzﬂn_z

Bn_aAn-.? _ Bn_gAn_l — Aﬂ_zﬂn_z
BDA - .B]_Az = Aﬂ.]_
—ByA =aol

Como temos 1 equacdes, a soma dos primeiros termos destas equagoes serd igual a

soma dos segundos termos das mesmas:
B 1 A® + By A™ ! — By A"+ By 3 A" — Bp_a A" 4. ..+ BoA — Bi A% — ByA =

= A"+ A" g, + A" %a, o+ ...+ Ay +aol
S AV AT A2 .+ Ay +apl =0
Temos que

A(A) = An + Aﬂ_lan—l + Aﬂ_2ﬂvn—2 + . + Aﬂl -|— CLDI = 0

= A(A4) =0
Isso completa a demonstracao do teorema.

Nés denotamos por Ay, Mg, - . ., A, todas as raizes do polinémio caracterfstico P())-
Entao
PO) == M)A =De)... (A=)

Teorema 10 Se A, Ag, ..., A, sGo autovalores da matriz A e g(u) € um polinémaio

escalar, entdo g(A1), g(Xz), . - -, 9(0s) sdo autovalores de g(A).

Demonstragao:
Sejam g(y) um polindmio escalar arbitrério e A, A2, --.;An todos os autovalores
da matriz A. Entéo

a(p) = ao(p— m) (g — 1) - .- (B — ).
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Queremos encontrar os autovalores de g(A4).
g9(A) = ao(A — i I)(A - poI)...(A— ml)

det(g(A)) = det(aol) det(A — pml)det(A— pal).. det(A— wl) =
a? det(A — i I) det(A — pol) ... det(A — wl) =
gl (—1)"" det(py ] — A) det(pa2l — A) .. det(yl — A) =

ag(—1)Y" A1) Alps) ... Alm) =

Tomamos a equacio det(g(4)) = g(M1)g(z)...g(An) e substituimos g(x) por
X — g(1). Temos que det(AI — g(A4)) = [A — g(\)][A — g(A2)] .- [A — g{As)], ou seja,
g();) sdo os autovalores de g(A).

Isso completa a demonsiracao.

Em particular, se A tem autovalores Ay, Ag, . . -, An entao AF tem como autovalores
M A%, M (e =10,1,2,..).
Para encontrarmos os autovetores associados aos autovalores (A;) de A precisamos

resolver a equagao Av = v, ou seja, resolver o sistema:
Al | =X : com v = (vy, Va,. .- Un)

Definicdo 25 Um polinémio escalar f()\) € chamado de polindmio anulador do ma-

triz quadrada A se

f(4)=0.

Um polinémio anulador ¥()\) de grau minimo com coeficiente do termo de maior grau

igual a1 é chamado de polindmio minimal de A

Pelo teorema de Hamilton-Cayley o polindmio caracteristico A(A) é um polindmio

anulador de A. Entretanto, nem sempre ele é um polinémio minimal.

Teorema 11 Todo polinémio anulador de uma matriz é divisivel pelo polindmio mi-

nimal.
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Demonstragao:
Sejam f(A) e 9(A) os polindmios anulador e minimal, respectivamente, da matriz
A. Dividindo f()) por 1(A) temos

) =¥ (N)g(X) +r (),

onde 7 é o resto da divisdo, logo tem grau menor que 3. Substituindo A pela matriz

A temos
f(A) = $(A)q(A) + r(4).

Como f(A) =0 e 9(A) = 0 temos que 7(A4) = 0. Mas o grau de 7(A) é menor que o
grau do polindmio minimal /(). Entdo r(A) = 0.

Isso prova o tecrema.

Iremos agora encontrar a relagio entre polingmio minimal e polindmio carac-
teristico:
Seja B()\) a matriz adjunta de (AJ — A), ou seja,

(M —A)B(X) = AN)I

Denotamos por Dy—1()\) 0 méximo divisor comum de todos os elementos de B(A).

Entdo podemaos escrever
B()) = D1 (A)C(N),

onde C(A) é chamada de matriz adjunta reduzida de AJ — A. Isso implica que
AN = (M — A) Dy 1 (NC(A).

Como Dy, 1(A) é um polinémio, podemos escrever a equagdo acima coImo:
AN = (AL —A)C(A)D,_1(N),

ou ainda,
A(X)T

By = AT~ A,

Chamamos D—f}% de 7(}), ou seja, D—f:(% = (X), onde %(A) é um polinémio.
Segue que:
AR

50" (A — A)C(N).

YN =
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Como ()7 é divisivel pela esquerda, sem resto, por (A~ A) temos, pelo Teorema
de Bézout generalizado, que

#(4) =0,
Logo, o polinémio 1(A) = D—f?(i—‘(% é um polindmio anulador de A. Precisamos agora

mostrar que () é o polindmio minimal de A.
Denotamos por ¥*()) o polindmio minimal. Entdo #(A) ¢ divisivel por *(\):

Y(A) = P*(Nald).
Como %*(A) = 0, a matriz polinomial +*(\)J é divisivel pela esquerda por AI — A:
v (A = (AT - HC*(N)

YT = (M = A)C (Ne(N).

Temos que, tanto C(\) quanto C*()), sdo quocientes & esquerda na divisdo de ()
por (AZ — A). Pela unicidade da divisdo

C(A) = C* (Nl ).

Segue que @()), o qual é um divisor comum de todos os elementos da matriz adjunta
C(X), é igual a 1, pois a matriz foi obtida através da divisio de B(A) por D,_;(A).
Portanto a()) = cte. Como os coeficientes do termos de maior grau de ¥/(A) e ¢*(A)
sd0 iguais, concluimos pela equagio ¥(A) = ¢*(A\)a(A), temos que a(A) = 1, ou
seja, P(A) = ¢*(\). Estabelecemos entio como relacdo entre polinémio minimal e
polindmio caracteristico:

Y = AN Dy (V).
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Capitulo 3

Matrizes polinomiais

3.1 Transformacoes elementares de uma matriz
polinomial

Seja A; = (ag))(i =1,2_..mk=12,...,n;5=0,1,...,1). Podemos represen-
tar a matriz polinomial na forma de um polinémio em A com coeficientes mairiciais:

AN = AN+ AN L+ AL+ AL

Podemos fazer as seguintes operacoes elementares na matriz A(A):
1. Multiplicar uma linha qualquer, por exemplo a i-ésima, por c # 0, c€ C.

9. Somar uma linha qualquer, por exemplo a i-ésima, a qualquer outra, por exemplo
a j-ésima, multiplicada por um polinémio arbitrdrio b(A).

3. Permutar quaisquer duas linhas, por exemplo a i-ésima e a }-ésima.

Tais operacoes sdo equivalentes & multiplicacio da matriz A(}), pela esquerda,

pelas respectivas matrizes quadradas de ordem m, abaixo:

1 -0 --- 0
E'=]0 c 0
0 -~ 0 -+ 1
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1 .- 0 --- 0

E" = b(:)\) ho 1 e

e
(Lol

O 0 1 o0
S PO &
o a1

ou seja, A(A) é transformada em E'A()), E" A(X) e E" A(A), respectivamente. Essas
operagoes sao chamadas de operagoes elementares por linha.

Da mesma maneira, podemos definir operagbes elementares por colunas utilizando
colunas ao invés de linhas. O resultado desta aplicagio é equivalente a multiplicar a
matriz A(A), pela direita, por uma das matrizes E', E” ou E". As matrizes E', E", E"'
sa0 chamadas de matrizes elementares. Essas 530 matrizes com delerminantes cons-
tantes. Por isso podemos dizer que o determinante de matrizes elementares nao
depende de A e é diferente de zero.

Cada operagao elementar por linha (coluna) tem uma operagao inversa, a qual é
uma operacao elementar por linha (coluna).

Se B(A) pode ser obtida de A(A) por meio de operagoes elementares por linha

entao podemos escrever
B(}t) = EpEp—l e EIA(}«),

ou ainda,
B(A) = P(MA(N),

onde P(A) = E,E,_;... F; e cada matriz Ey, E,, ... E, é uma matriz elementar. No
caso de equivaléncia por coluna, podemos escrever

B()) = A(A)Q(A).
No caso de equivaléncia temos

B(X) = P(MA(NQ(X),
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onde P(A) e QY(A) sao matrizes polinomiais quadradas com determinantes constantes
diferentes de zero.
Segue entio a seguinte defini¢ao:

Definigao 26 Duas matrizes polinomiais retangulores A(}) e B(A) s@o chemadas de:
1. eguivalente por linha se B(A) = P(X)A(}),
2. eguivalente por coluna se B()A) = A(N@Q(}),
3. equivalente se B(A) = P(A)A(MN)Q(N),

onde P()) e Q()) sd@o matrizes quadredas polinomiais com determinanies consiantes

diferentes de zero.

3.2 Forma candnica de uma matriz polinomial

Seja A(\) uma matriz polinomial retangular. Encontramos a forma candnica de

A(A) por meio de operacoes elementares, ou seja, da mesma forma que encontramos

a forma candnica de uma matriz com coeficientes escalares.

Teorema 12 Uma mairiz polinomial retangular erbitrdria, de dimensao m x n pode

ser transformade em uma matriz trienguler superior

bii(A) Ba(A) -+ bim(A) - b1n(A)
0 0 o bum(A) c Baa()) |
- (bo) Ba) B\
0 b22 (A) Tt b2ﬂ.(‘)\)
0 0 o ban(A) | (m 2> n)

0 0
\ o o - 0 /
por meio de operagdes elementares por linha, onde os polinémios

bir(A), bap(A), . .., bp—1 £(A) possuem graus menores que o grou de bye()), desde que
brr (A) # 0,e sdo todos iguais a zero se bye(A) =cte # 0 (k= 2,3,..., min(m, n)).
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Demonstracao:

Assumnimos que a primeira coluna de B()\) contém elementos nio identicamente
iguais a zero. Tormamos o polinémioc de menor grau e, através de permutagao entre
linhas, levamos tal polindmio para elemento b1;()). Entao dividimos b;1()) por byi())
e obtemos:

bir(A) = bu(WN)ga (X)) + ra(X) (:=1,2,...,n)

onde g; (A) e r;1()) s3o o quociente e o resto, respectivamente. Subtraimos da i-ésima
linha a primeira multiplicada por ¢;;(A\)(¢ = 1,2,...,m). Caso nem todos os restos
ri1(A) sejam identicamente iguais a zero, escolhemos um que ndo seja ignal a zero
e seja de menor grau e levamos para o elemento b, (), utilizando a permutacio de
linhas. Como resultado destas operagdes, ou o grau do polindmio by;(A) é reduzido,
ou a coluna é zerada.

Repetimos esse processo. Se o grau do palindmio by (X) for n no inicio, entéo ele
passa a ser constante ou nulo depois de, no mdximo, n passos. Casa by;(\) = 0 temnos
que todos os b;;(A) também sdo zera. Se b11(A) = cte # 0, operagoes elementares por
linha anulam o resto da primeira coluna. Portanto a primeira coluna pode ser posta na
forma adequada. Para fazermos o mesmo com a segunda coluna, tomamos o elemento
ba2(A) e aplicamos o mesmo procedimento para as linhas 2, 3, . .., m, até conseguirmaos
transformar bas(}), . . ., bma(}), em elementos de grau zero. Se o polinémio by (A) n3o
é 1denticamente igual a zero, por uma aplica¢ao elemnentar de linha podemos fazer com
que o grau de b;2(A) se torne menor que o grau de byp()). Caso o grau de byy()) seja
uma constante nio nula, podemos utilizar uma operagio por linha para alterar 412 ()\).
Continuando com processo chegaremos 4 uma das matrizes enunciadas no teorema 12.

Isso completa a demonstracao do teorema.

Teorema 13 Uma matriz polinomial retangular arbitrdria, de ditnensdo m % n, pode

ser transformada em uma matriz triangular inferior

Cll(A) 0 e 0 0
PO e 00 (<)
cmi(A) ema(d) - ecmm(d) 0 - 0
7 (Cll(k) 0 - 0 \
ea1(A)  ea(d) --- 0
() ) o om) | ™S
\ Cm.l.(A) cma(A) - N Cam(A) )
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por meio de operagoes elementares por coluna, onde o0s polinémios
ck1(A),er2(A), .. -, e p—1()) possuern graus menores que o grau do polindmio cpr()),
desde que cxx(A) # 0, e sdo todos iguais a zero se cxr(X) = cte # 0 (k = 2,3,. .., min(m,n)).

Demonstracao:
Essa demonstracao € similar & demonstragao do teorema anterior. Ao invés de
usarmos operagdes elementares por linhas, faremos agora operagdes elementares por

colunas.
Destes dois teoremas segue o seguinte corolario:

Coroléirio 13.1 Se o determinante de urna matriz polinomial quadrada P()\) € inde-
pendente de A e diferente de zero, ent@o a matriz pode ser represeniada na forme de

produto de um nimero finito de matrizes elementares.

Demonstracao:
Seja P()) uma matriz polinomial quadrada. Entdo P()\) pode ser transformada

em uma matnz

bll(A) bll(A) bln(A)
py=| 7 = )
0 0 - bu(N)

por meio de operagoes elementares por linha, isto é, P'(A) = E,... B2 E; P()). Seja
C o determinante da matriz P(A).Temos que |C| = |det P(A)| = |det P'{})|, pois
|det Ei| = 1(: =1,...,s). Como P'()\) é uma matriz triangular, seu determinante é
o produto dos elementos da diagonal. Mas este produto é um produto de polinémios
em A € cujo valor ndo depende de A. Logo este produto tem grau 0, ou seja, todos os
elementos da diagonal sao niimeros. Entdo, tanto o determinante de P(A) quanto o
determinante de P’(A) niao dependem de A e sdo diferentes de zero. Podemos entdo,
transformar P’(A) em I por meio de operagdes elementares por linha, ou seja,

I= E3+L .. E_H.]_P'(A).

Temos que:
I - E_5+L - E.5+1Es P E2E1P(A).

Como a inversa de uma matriz elementar é uma matriz elementar, temos:
PQ) = I(E) N (E) " (Bs) M (Eppr) ™ - (Boyr) ™

31




Isso completa a demonstragao.

Definicio 27 Uma matriz polinomial retanguler é chamade de matriz diegonal candnica
se ¢ da forma

(a,l()\) 0 0 00 e 0
0 ax(}) ==+ 0 0 - 0
0 0 -+ a4(A) 0 --- 0 ,sSﬁin(m,n)
0 0 0 0 0
\ 0 0 0 0 o/
onde.
1. os polinémios ay(A),ea(A) .-, as(A) ndo s@o identicarmente iguais a zero,
2. cada um dos polindmios az(A),. .., as(A) € divisivel por seu antecessor.
3. o coeficiente do termo de maior grau de todos os polindmios a1 (), az(A), .. a5(A)
¢ igual a L. il

Teorema 14 Uma matriz ﬁolinomial retangular arbitrdria A()) € equivalente ¢ uma

matriz diegonel candnicao.

Demonstragao:

Escolhemos, entre os elementos a;z(A) de A(A) que n3o sao identicamente iguais
a zero, aquele que possue O mmenor grau em A €, por permutacdo de linhas e colunas,
podemos levé-lo 4 posigao do elemento a1 (A). Encontramos os quocientes e 0s restos
dos palinémios a;1 (1) e a; () na divisdo por a;;(A):

;1 (A) = a1 (M) g () +ria(A), aw(A) = a1 (N)que(A) + rie(X)

(i =2,3,...,n).

Se o menor dos restos ;) (), rix(A) (8 =2,3,...,m; k= 2,3,...,n), por exemplo
r1x(A), n3o for identicamente igual a zero, entio subtraindo da k-ésima coluna, a
primeira coluna multiplicada por gix()), substituimos a;x(A) pelo resto r15(A), o qual
pOssui gran menor que o grau de an (A) Podemos reduzir o grau do elemento no canto
superior esquerdo da matriz colocando em seu lugar um elemento de gran menor em

A
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Mas se todos os restos r21(A), . . - , 71.(A) sdo identicamente iguais a zero, subtraindo

da i-ésima linha, a primeira linha multiplicada por g;; (A) (i = 1,2,...,m) eda k-ésima
coluna, a primeira multiplicada por gix()) (k = 2,...,n), nés reduzimos a matriz
polinomial & forma ‘
a11(A) 0 0
0 asa(A) ... a@2,()N)
0 Grmz(A) ... Bmp(A)
Se o menor dos elementas a(A) (I = 2,...,m; £k = 2,...,n) nio & divisivel

sem resto por a,;(A), entd3o pela adigio de primeira coluna a coluna que contém o
elemento obtido acima, podemos colocar no lugar do elemento a11(A) um polindmio
de grau menor.

Como o elemento original a;,()\) tem um grau definido e o processo de redugao
deste grau nao pode ser infinito, podemos, depois de um ndmero finito de operagdes
elementares, obter uma matriz da forma

CL]_(/\) 0 0
0 by ... ba(N)

0 Bpa(A) .. bpa(A)
na qual todos os elementos b;,(\) sdo divisiveis sem resto por a;,(A). Se entre estes
elementos b;x()\) hd um ndo indenticamente igual a zero, continuamos o processo de

reducdo com as linhas 2,...,m e as colunas 2,...,n. Conseguimos entdo, reduzir a

matriz acima & uma matriz da forma

a) (/\) 0 0 - 0
0 0 Cas (/\) .- Cap (A) .
00 cm®) - )

onde ay()) é divisfvel sem resto por a;(A) e todos os polindmios c;x(A) sao divisiveis
sem resto por as(). Continuando o processo chegamos a uma matriz da forma

m() 0 ... 0 0 .. 0
0 a() ... 0 0 .. 0
0 0 a,(A) 0 0

33



onde os polinémios a; (1), aa(}),-. . ,as(A) s < min(m, n)) ndo sao identicamente iguais
a zero e cada um é divisivel por seu antecessor.

Multiplicando as primeiras s linhas por fatores numéricos diferentes de zero, percebe-
mos que os coeficientes dos termos de maior grau dos polinémios a; (A), az(A),. .., (X)
sdo iguais a 1.

Isso completa a demonstracgao.

3.3 Polinomios invariantes e divisores elementares

de uma matriz polinomial

Em C podemos escrever um polinémio P()) como P()) = ag(A—ay)... (A —ax).
Dizemos que P(}) divide um polindmio Q()) se e somente se todas as raizes de P(})
sao rafzes de Q(A\). Entao o miximo divisor comum entre P,,..., P, é o polindmio
(A= F)A—B2)...(A— 0;), onde f,..., f; sdo as raizes comuns destes polindmios.

Seja A()\) uma matriz polinomial de rank r, isto é, a matriz tem cofatores de
ordem 7 nao identicamente iguais a zero, mas todos os cofatores de ordem maior que
7 sdo iguails a zero em A.

Chamamos de D;(A) (j =1,2,...,7) o maior divisor comum de todos os cofatores
de ordem j em A(}X) . Entdo D;(A) = 10 + a1 A" + ... 4+ a; A +qp e, na série

D;(A),Dr_1(N),-..,D1(A), Dy(N) =1

cada polindmio é divisivel por seu antecessor. Denotamos os quocientes da seguinte

forma:
_ D) . Dl . D)

21 = ___—_Dr_l(,\) y 20 = D’__z(,\) PN y by = DU(,\)

= Dy (})

Definicdo 28 Os polindmios i,(X),i2(A), ..., i, () definidos acima sdo chamados de

polindmios invariantes de ume matriz retangular A(X).

Teorema 15 A mairiz polinomial retangular A()) é eguivalente o matriz diegonal

canonice )
(1,-(/\) 0 -~ 0 0 --- 0 \
0 () --- 0 o --- 0
0 0 w(A) 0 0,
0 0 0
\ 0 0 0 0 0)
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onde i1 (X),i2(A), . . -, ir(A) s@o polinémios invariantes de A()). Além disto, T € 0 Tank

de A(N).

Demonstragao:
Sejam A(M\) e B(A) duas matrizes polinomiais equivalentes de ordem m x n, ou
seja, existern P()) e Q()) tais que

B()) = P)AMNQ().

Sabemos ainda que, em relagio a A()) e B(\),uma pode ser obtida a partir da outra
por meio de operacoes elementares. Aplicando tais operagies & A()), seu rank e seus
cofatores, Di()), Da(A),. .., D;(}) permanecem inalterados. Como conseqiiéncia da
férmula de Binet-Cauchy temos que o rank do produto de matrizes triangulares nao

excede o rank dos fatores. Entao
rp < min(rp,T4,7Q);

onde rx é o rank da matriz X (). Logo, todos os cofatores de ordem maior que 7p
s3o iguais a zero. Denotamos por D*()) o maior divisor comum de todos os cofatores
de B(}). D*()) é divistvel por D,;(2\), (p= 1,2, ..., min(m,n}), onde D,(}) é cofator
de A(N).

Mas também podemos obter B(}) a partir de A(X). Entdo o rank de B()) e
seus cofatores, D} ()), D3(),. .., D*()) permanecem inalterados. Chamamos de D(})
maximo divisor comum de todos os cofatores de A(A). Logo D(2) é divisivel por D5 (2},
(p=1,2,...,min(m,n)), onde D;(}\) é cofator de B(}). Logo,

ra=r5;D1(A) = DI(A),..., D () = D (}).

Como os polinémios D; (A}, Da(A),. .., D.()\) permanecem inalterados, podemos afir-
mar que %1 (A),é2(}), ..., 4 () definidos anteriormente também permanecem invari-
antes na transformac¢io de uma matriz em outra equivalente a ela. Quando a matriz

polinomial tem a forma diagonal candnica

[a) 0 00 e 0

0 a(® --~- 0 0 - 0
a,(A) 0 -+ 0 [,s<min(m,n)

0 0 0 0 0




entao para essa matriz temos:

Di(A) =a (A}, Da(A) = g, (M) az(A),-- ., Dr(X) = a1 (N)az(A) - .- e, (A)

Logo,
D) a(M)a). e Mer ()
)= 5 T a0l a0y N
X Do) ai(Naz(d) - - -ara(MNeri(X)
BN=5L0 T alal.an)
i (A) = Di1(A) = s (A)
Deste modo iy (A),42(}A), - .., i-(A) sdo polinémios invariantes da matriz diagonal, bem

como da matriz original A(A) pois esta é equivalente a matriz acima.

Isso completa a demonstracao.

Corolario 15.1 Duas matrizes retangulares de mesma dimensdo A(\) e B(\) sdo

equivalentes se e somente se elas tém os mesmos polindmios invariantes.

Demonstracgao:
A npecessidade desta condigdo fol explicada acima. A suficiéncia segue do fato
que duas matrizes polinomiais que possuem os mesmos polindmios invariantes sao

equivalentes a uma dnica e mesma matriz diagonal candnica.

Corolario 15.2 Ng sequéncia de polindmios invarignies

DN . D) . DY
—_— — .- - r .D 1
21 Dr—.]_(A),?Q Dr—z(A), ey .D(]()\) ( D( ) )
cada polinomio é diwvisivel por seu antecessor.
Demonstragao:
Sejam
o= D), D"l(A),...,i, Di(Y) L2 (DN =1)

Dr_y(A)’ 27 D,_5(A)

os polindmios invariantes da matriz A(A). Mas

Do()

i1 (A) = e, (A),52(A) = g, (N), - -, 5 (A) = aa(A).

Pela definicio de matriz diagonal canénica, cada polinémio ¢;(A) (j = 1,2,...,7) é
divisfvel por seu antecessor. Logo, cada polindmio invariante divide seu antecessor.

Isso completa a demonstracao.
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Iremos agora indicar um método de calcular os polindmios invariantes de uma
matriz polinomial quase-diagonal se 0s polindmios invariantes das matrizes nos blocos
diagonais forem conhecidos.

Introduzimos duas novas notagdes usadas na demonstragao a seguir. Denotare-
mos uma Mmatnz diagonal, n X n, com elementos a;1, @23, --., @y, Da diagonal, por

{a11, 892, .., 8n,}. Usaremos A ~ B para dizer que A e B sdo equivalentes.

Teorema 16 Se numa matriz retengular guase-diagonal

=" 50)

todo polindmio invariante de A(\) divide todo polindmio invariante de B()), entao o
conjunto dos polinamios invariantes de C(A) € a unigo dos polindmios invariantes de

A(X) e B(A).

Demonstragao:
Sejam 1 (), #%(A),...,1-(A),41(A),45(A),..-,7g(A) os polinémios invariantes das

r

matrizes A(A) e B(A) respectivamente. Entao
AQA) ~ {i(A), - .-, (A),0,...,0}, B(A) ~ {5 (A),-..,91(A),0,..., 0}

e dai
C(A) ~ {i.(A),... ,i’l()\),z';’()\), .., (A}, 0,...,0}.

O lado direito desta relagao é a forma diagonal candnica da matriz polinomial. Pelo
teorema 16 os elementos da diagonal desta matriz que nao sao identicamente iguais
a zero formam um sistema completo de invariantes da matriz polinomial C()). Isso

prova o teoTermna.

Para determinar os polinémios invariantes de C(A) no caso geral de polindmios
arbitrdrios invariantes de A()) e B(\) nds usamos o conceito importante de divisores
elementares.

Decompomos os polindmios invariantes ;(A), é2(A), - . ., i-(A) em fatores lineares:
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1(A) = (A~ ) (A=) ... (A= @)™,
2(A) = (A - )" (A — @)™ .. (A — )™,
ir()‘) = (’\ - Wl)crl()\ - 902)0...2 (A= QGS)CH'
(cj >y 12k i,k=1,2,...,r 7=1,2,...,5)
©1(A), p2(A), ..., ws(X) sdo fatores lineares e distintos de C (e com maior coeficiente

igual a 1) que aparecem em i1 (A),é2(A), ..., i (A).

Defini¢cao 29 Todas as poténcias denire (A— @)%, ..., (A~ ©,)*, definidas acima,
diferentes de 1, sdo chamadas de divisores elementares da matriz A()\) no conjunto
C .

Teorema 17 O conjunto dos divisores elementares de uma matriz relangular quase-

o= (AI(JA) BE\))

é obtido pela combinacdo dos divisores elementares de A(X) com os de B(A).

diaegonal

Demonstracao:
Decompomos 0s polindmios invariantes de A(\) e B(A) em fatores lineares do

conjunto C:
() = D= oM A= gz A — ) 11 (N) = A — 1] [A — ]z L [A — o, ko

B(A) = A — @] — 3]% A — ] % i (A) = [A — @] [A — o] LA — ] s

() = =@l " A= @] A= e in () = A — i T A — ga] L [A = ,]%

Para cada k, denotamos por c¢j, (+ = 1,...,7m;), todos os nimeros dentre
Cli: Coks - - - Crks Clks oy - - - 5 o, diferentes de zero, em ordem decrescente. Pelo teo-
rema 15, C'(A) é equivalente & matriz {i(X),...,#(}),...,i5(A),...,#(A),0,...,0}.
Portanto, por permutacao de linhas e colunas podemos transformar essa matriz em

uma matnz diagonal da forma

{[A - [:01]&11'(*):' [A - 991]621'(%): T [)\ - 991]6"11-(*): (**): R (**)}7
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onde (x) sdo0 polindmios primos a (A — ¢;) e (**) sao polinémios primos a (A — 1) ou
identicamente iguais a zero. Temos ent@o0 a seguinte decomposi¢ao para os polindmios
D, (M), D;_1(X),..- e 11(}),%3(A), . - . da matriz C(X):

Dy(3) = [A = gu] ot (2), Dy y(3) = [A— i+ (4,
i-fl = [A - ‘pl]ﬁ11 (*)1 i’_ﬂ = [A - ‘Pl]cn (*): A
Segue que [X — @], [A — @], ..., [A — @1]°", ou seja, todas as poténcias
I:A - ‘Pl]c’”) e [A - ‘Pl]c;l! [A - (Pl]c’lfl) RS [A - ‘Pl]cgl)

as quais sdo diferentes de 1, so divisores elementares de C(A).

Os divisores elementares de C(A), os quais sdo poténcias de [A — 2], 530 determi-
nados da mesma forma. ' '

Isso completa a demonstragao do teorema.

Supomos agora que A = (ai)! é uma matriz com elementos em C. Como a matriz

caracteristica de A é dada por

A— i1 ~—a13 e —a1n
—a A=y --- Gon

. (AI_A)= :21 : 22 3 ? ,
—Cn1 —n2 et A_‘ﬂ'frm

onde esta é polinomial de rank n. Seus polindmios invariantes

Do(N) . Dnai(¥ . _ DV
DaiN’™ " Dasa)’ 7™ T De(h)

(Do(M) =1)

?.,1 ==
sdo chamados de polinémios invariantes da matriz A e os divisores elementares cor-
respondentes em C sdo chamados de divisores elementares da matriz A em C.

3.4 Equivaléncia de binémios lineares

Consideremos duas matrizes polinomiais quadradas, A(}) e B(A), de ordem n nas
quais os elementos ndo possuem graus maiores que 1 em A. Essas matrizes polinomiais

podem ser representadas na forma de bindmios matriciais:

AN = Agh+ A1, B(A) = Byh + B,.
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Vamos assumir que estes bindmios sdo de grau 1 e regulares, isto &, det{Ap) # 0 e
det(Bg) ?é 0.

Teorema 18 Se dois bindmios regulares Ao+ A, e Boh+ By sdo equivalentes, entdo
eles sdo estritamente equivalentes, isto €, na identidade

BpA + By = P(\)(AoA + A)Q(N)

as matrizes P()) e Q()), com determinantes constantes diferentes de zero, podem ser

substituidas por matrizes constantes ndo-singulares P e QQ:

B+ By = P(Ap) + A)Q

Esta ideptidade € equivalente a duas equagGes matriciais: By = PAQ e
B]_ - PA]Q.

Demonstragao:
Seja det(P(X)) independente de )\ e diferente de zero. Entdo a matriz inversa
M()X) = P7'()) também é uma matriz polinomial. Podemos escrever:

M()(Boh + By) = (Ao) + 41)Q(N)

onde M()) e Q(}) sio matrizes polinomiais. Vamos dividir M()) pela esquerda por
Aph + A, e Q()) pela direita por BoA + B;. Entdo temos:

M) = (Aod + ADS() + M

QM) =T(A)(BoAr + B1) +Q,

onde M e () s3o matrizes quandradas constantes (independentes de )) de ordem =.
Dai vem:
M(M\)(Box + B1) = (4gh + A))Q(N)

[(AoA 4+ A1)S(N) + M](Bo + By) = (Aph + AD[T(N)(Bo) + B)) + Q)
(Aod+ A S(N)(Bod+ By)+ M(Bod+ B1) = (ApA+ AT (M) (BoA+By) + (Aoh+41)Q
(Ao + A1) S(N)(Bod+B1) — (Acd+ AT (M) (Bod+By) = (Agd+4,)Q— M(By A+ B,)
((Aox + A [T(X) — S()](BoA + By) = M(ByA + By) — (o) + 4,)Q.
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O lado direito da equagao acima ¢ de grau 1, pois M e () s3ao matrizes constantes.
Vamos analisar o lado esquerdo da equagdo. No caso de termos T'(A) — S(A) # O,
teremos ent3o uma equagao de grau maior ou ignal a 2. Entretanto, isso é impossivel

devido ao fato de termos uma equagao de grau 1 do outro lado. Logo,
T(A)—S(A)=0=T(A) = S(A).

Entao temos
M(BOA + Bl) - (AOA + Al) = 0,

ou seja,

Precisamos mostrar agora que M é uma matriz nao-singular. Dividimos P(}), pela
esquerda, por (BpA + B;). Dai

P(A) = (BpA+ BU(A) + P.
Entao temos:
I'=MMNP) = MM\ (BpA+ BYU(A) + M(A)P =

= (AA+ANQNT(A) + MNP = (AcA+A)NQU(N) + (Aeh+ A1) S\ P+ MP =
= (AogA + A)[QINU(A) + S(A)P] + MP,

ou seja,
I = (Agh + A1) [QNUN) + S(A)P] + MP.

Esta equagao é de grau zero em A (pois é ignal a ). Entdo a expressio entre colchetes
¢é identicamente igual a zero. Logo temos:

I'=(ApA+A)0+MP =

MP=1

onde det(M) # 0 e M~ = P. Multiplicando ambos os lados da equagao
M(Bod + By) = (Aoh + 41)Q
pela esquerda por P obtemos:
PM(BoA+ B1) = P(Aoh + A)Q
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PP (BoA+ By) = P(Agh+ A)Q
(BoA + By1) = P(Aer + A41)Q-
O fato de P ser ndo-singular se deve a M P = I. O fato de P e () serem nao singulares
vem de (ByA + B;) = P(Apx + A1)Q. Entao a identidade acima implica que:
By = PAQ
e dai vem:
det(P) det(Aq) det(Q) = det(Byp) # 0.

Isso completa a demonstragao deste teorema.

Nota: Pela demonstragio deste teorema temos que as mafrizes constantes P e @),
que substituem as matrizes polinomiais P(X) e Q(}), sao restos, esquerdo e direifo,
respectivamente, de P()) e Q(A) na divisdo por By(A) + Bs.

42




Capitulo 4

Matrizes semelhantes

4.1 Um critério para a semelhanca entre matrizes

Seja A = (@%)} uma matriz com elementos numéricos de C. Sua matriz carac-
teristica (Al — A) € uma matriz polinomial de rank n e tem polindmios invariantes:

i1(0), 32N, - -, in(N)-

Teorema 19 Duas matrizes A = (a;)? ¢ B = (by,)} sGo semelhantes (B = T-'AT)
se e somente se elas possuem os mesmos polindmios invarianies ou, o que significa o

mesmo, 05 mesmos divisores elementares.

Demonstracgao:
Sejam A e B duas matrizes semelhantes. Entao existe uma matriz nac-singular 7'

tal que
B=T"t4T

Temos que
M—B=T"1YXM-A)T.

Esta equacdo mostra que as matrizes caracteristicas sao equivalentes. Entdo, pelo
coroldrio 15.1, A e B tém os mesmos polindmios invariantes. Pela definigao de divisores

elementares, concluimos que A e B possuem os mesmos divisores elementares.

Sejam A e B duas matrizes polinomiais. Supomos que as matrizes caracteristicas
(M — A) e (M — B) tém os mesmos polinémios invariantes. Entdo, pelo coroldrio
15.1, elas sdo equivalentes, ou seja, existem duas matrizes polinomiais P(}) e Q(})
tais que:

M — B =P\ — 4)Q).
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Aplicando o teorema 18 na identidade acima, podemos substituir P()) e Q(}) por
matrizes constantes P e @:

M — B = P(M - A)Q.
Pelo Teorema de Bézout generalizado temos

P=P(B) ¢ Q=Q(B).

Dai vem:
M—-B=PMN-AQ
M — B = P(B)(M - A)Q(B).
Entao: .
B=PAQ e I=PQ,
isto é,

B =T 4T,

onde T=Q=P1.
Isso completa a demonstragio do teorema.

Suplemento do Teorema 19 Se A = ()" e B = (by)? sdo duas matrizes

semelhantes, ou seja,
B =T 1AT,

entdo nés podemos escolher como matriz transformagao T, o mairiz
T=QB) = [P(B)",
onde P(X) e Q(A) sdo matrizes polinomiais na identidade
M—-—B=PN —-AQWN

que relacionam as matrizes caracteristicas equivalentes \I — A e Al — B.
4.2 A forma candnica de uma matriz

Seja
gA) = A"+ A" Lt @ AT e
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um polindmio com coeficientes em C.
Consideramos a matriz quadrada L de ordem m

0 0 -~ 0 —an
1 0 -+ 0 —Gp
0 1 -+ 0 —opma
0 0 -~ 1 -

O polindémio caracteristico de Z é dado por

A0 - 0 Qrn
~1 A - 0 G

det(A[=L)=[0 =1 -+ 0  apma |= A+ d™ .. dam_ 1 Aam = g(N).
0 0 R + ¥

O cofator do elemento a,, no determinante da matriz caracteristica € igual a +1.
Portanto Dp-1(A) =1 e iy = 2220 = D,(A) = g(A), 2(V) = ... =im(A) = L.

Chamamos a matriz L de matriz companheira do polinémio g(A).

Seja A = (ai)! uma matriz cujos polinémios invariantes s30

01(A),i2(A), ..y i(A), 21 (A) = ... = in(A) =1,
onde os polindmios iy(A),32(A),...,%:(A) tém graus positivos e cada um divide seu
antecessor. Denotamos as matrizes companheiras por Ly, La, - .., L.

Entao, pelo teorema 17 a matriz quase-diagonal de ordem n,
LI -_ {Ll:- Lg, “eay Lt},

tem os polindmios 7; (j = 1,2,...,7n) como seus polindmios invariantes. Como as
matrizes 4 e Ly t&m os mesmos polindmnios invariantes, elas sio semelhantes, ou seja,
sempre existe uma matriz nao-singular U tal que

A = ULIU_I.

A matriz L; é chamada de Primeira Forma Candnica Natural da Matriz A. Esta
forma canénica é caracterizada por:

1. forma quase-diagonal
LI = {Lls Lg, . .,Lt};
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2. estrutura especial de blocos diagonais, onde tais blocos apresentam a forma da

matriz L enunciada acima;

3. na seqiiéncia de polindémios caracteristicos dos blocos diagonais cada polinémio

divide seu antecessor.

Denotamos por
X1(A); x2(A); - -, Xu(A)

os divisores elementares de A = (e;)?. As matrizes companheiras correspondentes

serao denotadas por
LW @

Como x;(A) é o dnico divisor elementar de LY (j = 1,2,...,u), a matriz quase-
diagonal
Ly ={L®W, 1, .. 1™}

tem, pelo teorema 17, os polinémios x;(A),.. ., xu(A) como divisores elementares.
As matrizes A e L;; tém os mesmos divisores elementares. Entdo estas matrizes

sdo semelhantes, isto &, existe uma matriz V, nao-singular, tal que
A=VLVL

A matriz L;; é chamada de Segunda Forma Candnica Natural da Matriz A. Esta
forma é caracterizada por

1. a forma quase-diagonal Lj;;
2. a estrutura especial de blocos diagonais;

3. o polindémio caracteristico de cada bloco diagonal € uma poténcia de um polinémio
linear.

Nota: Os divisores elementares de uma matriz A, ao contrdrio dos polinémios
invariantes, sdo essencialmente ligados a um elemento de C.

Supomos, por exemplo, que A = (@) é uma matriz com coeficientes reais. Mas
este polindmio pode ter raizes complexas. Quando trabalbhamos em R, entre os di-
visores elementares pode haver poténcias de trindmios quadrdticos com coeficientes
reais. Quando trabalbamos com o conjunto dos niimeros complexos, entdo todo divi-
sor elementar tem a forma (A — Ag)¥. Consideramos agora nao apenas os elementos
de A, mas também os seus autovalores. Entdo os divisores elementares de A tém a
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forma:
A=) 0 =2)2, ., A=A (r+p+...+pa=n)
Consideramos nm destes divisores elementares,
(A= 2)%,

e associamos a ele a seguinte matriz de ordem p:

Ao 1 0 s 0
0 A 1 -+ 0
= AI® + HE),
0 0 0 1
0 0 O Ao

onde I é a matriz identidade e H € numa matriz da forma

0 1 O
0 0 1
0 0 0 1
o o 0 --- 0

onde p = ordem de A e H* = H.

Essa matriz possui apepnas um inico divisor elementar, (A — )\o)P . A matriz
AI®) + HP) ¢ chamada de Bloco de Jordan correspondente ao divisor elementar
(A= )%

Os Blocos de Jordan correspondentes aos divisores elementares (A — A;)B
(z=1,...,u) serdo denotados por .Jy, Ja, ..., Jy.

Entao a matriz quase-diagonal

J={Jy, Ja,..., T}

tem as poténcias (A — ;)% (i =1,...,u) como seus divisores elementares.
A matniz J pode ser escrita na forma

J={MI + H, oDy + Hy, ..., )1, + H,};

onde Ik=I(Pk),Hk=H(Pk), (k=1,2,...,'u,).
No caso de as matrizes A e J terem os mesmos divisores elementares elas siao
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semelhantes, isto é, existe uma matriz nao-singular T' tal que

A=TIT ' =T{\ 1L+ H, ol + Hy, ..., I + H}T

A matriz J é chamada de Forma Canénica Jordan é caracterizada por sua forma

quase-diagonal e por sua estrutura de blocos diagonais. Os esquema abaixo descreve a

matriz de Jordan J através de seus divisores elementares (A — ;)% (A—XAg)3, (A= 23),

(A = Ag)2.

o

0
0

A2
0
0
0
0

0 0
0 0
0 0
1 0
Ay O
0 Az
0 O
0 0

0 0
0 0\
0 0
0 0
0 0
0 O
Ay 1
0 A/

A Forma de Jordan é uma matriz diagonal se e somente se todos os divisores

elementares de uma matriz A sio de grau 1, e neste caso temos:

A= T{)\l, Agy ..o, )\ﬂ}T_l.

No lugar do bloco de Jordan visto anteriormente, algumas vezes usamos o bloco

inferior de Jordan de ordem p:

0
0
Ag

0
0

Ao
1

0

0
)\u)

= MI® + F&),

onde I é a matriz identidade de ordem p e F é uma matriz, também de ordem p, da

()\0 0
1 X
0 1
0 0
\o o
forma
0
1
0
0

A matriz também tem apenas um divisor elementar (A — )
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elementares (A — A;)T (¢ = 1,...,u) existem matrizes inferiores de Jordan correspon-

dentes
'I(l) = {’\11-1 + -F'I: )‘2I2 + F2: I :)‘qu + Fu}:-

(I, =1 F,=F®): k=12, . u).

Uma matriz arbitriria A que possui como divisores elementares (A — A;)F
q
(i =1,...,u) é semelhante a J), isto é, existe uma matriz ndo-singular 7; tal que

A=Ty Tt = T{Mdi + Ft, o+ Fa, .. Audu + BT
Se Ag # 0 entao as matrizes
Ao (IF) ¢ HP)Y e Mf IP) 4 FPh

tém o mesmo divisor elementar (A — Ap)¥¥). Entdo para uma matriz ndo-singular A

que tenha como divisores elementares (A — A;)™(2 = 1,...,u) nés temos:
A=TJT' e A=TJyI7"
Dai concluimos que
A=To{M(I + Hy), da(B + Hy), -, ALy + H)YTS

A= T-:i{)‘l(Il + Fl)v/\z(IZ +F2)a R /\u(I‘u + Fﬂ)}TS_l'

4.3 Um método geral de construir uma matriz

transformacao

Em muitos problemas sobre teoria de matrizes e suas aplicagdes é suficiente co-
nhecer a forma candnica na qual yma matriz A = (a;)T pode ser conduzida por meio
de transformacoes que envolvem semelhanca entre matrizes. A forma canonica é de-
terminada por meio de polindmios invariantes da matriz caracteristica {A] — A). Para
encontré-la utilizaremos férmulas ji definidas ou a reducdo da matriz caracteristica
Al — A para a forma diagonal candnica através de operagoes elermentares. Entretanto,
em alguns problernas, é necessirio conhecer ndo apenas a forma canénica A da matriz

A, mas também uma matriz transformagao nao-singular (7).
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Um método imediato para encontrarmos T consiste no seguinte:

A=TAT™?
AT =TA
AT —-TA=0.

A equac3o matricial em T é equivalente a um sistema de n? equagdes lineares
homogéneas com n? incognitas em T. A determinagio de uma matriz transformacio
consiste na resolugio de um sistema de n? equagoes.

Entretanto precisamos escolher uma solugio de modo que det(7) # 0. A existéncia
de cada uma das soluces estd certa, desde que A e A tenham os mesmos polinémios
invariantes.

Considerando que a forma candnica é determinada unicamente pela matriz A, para
a matriz transformacao T nds sempre temos um conjunto enumeravel de valores que

sao dados por
T =UT,

onde Ty é uma das matrizes transformagio e U é uma matriz arbitrdria que é per-

mutavel com A, ou seja, UA = AU. Ou ainda,
T= Tlv,lj

onde V é uma matriz arbitriria permutivel com A.
Este método é de ficil compreensdo, mas é pouco pratico devido ao nimero de

equagoes Decessirias para encontrar 1.

Partiremos agora para um método mais eficiente de construirmos a matriz trans-
formacgdo 7', baseado no suplemento do teorema 19.
Escolhemos como matriz transformagao

T = Q(A).
Entao temos:
M — A=P(N)(AI - A)Q(N).

Essa equagao expressa a equivaléncia entre as matrizes caracteristicas (M — A4) e
(M — A), e P()) e Q()) sio matrizes polinomiais com determinantes constantes
diferentes de zero, dadas pelo teorema citado acima.

Para encontrarmos Q()\), reduzimos as matrizes (A — A) e (Al — 4) para a forma
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candnica por melo de operagdes elementares correspondentes:
{in(A)ytn1(A), .-, 02 (M)} = PO} (M — A)Q1(X)

{in(N);ina (V) -+, (W)} = PN (M = A) (%)

onde Q1(\) = T1Tp... T, Qe = T7T5 ... T, e T, ..., Ty, I7, . . . T, sB0 as matrizes
elementares correspondentes is operagdes elementares nas colunas das matrizes poli-

nomias A — Ae A\J — A. Temos entdo que
M — A =P\ —A)Q,

onde Q(\) = Q:(NQ5 (N = 1Ty ... T, Ty Ty . Iy

Podemos encontrar a matriz Q(\) aplicando sucessivamente as colunas da matriz
I operagies elementares com as matrizes 17, ..., Ty, T;z"l, ..., T¢~L. Depois substi-
tuimos o argumento X em Q()\) pela matriz A.

4.4 OQOutro método para construirmos uma matriz
transformacao

- Este novo método utiliza um nimero menor de operacoes que os vistos anterior-
mente. Entretanto, s6 podemos utilizi-lo quando a forma candnica de Jordan e os

divisores elementares
(A— AP, (A — )2, ...

de uma matriz A sdo conbecidos.
Seja A = TJT"!, onde

()\1 1 --- 0 \
S
Ar
J={ I+ H NI+ H? .} = A 1 - 0
7 0 1
K 0 ~o- e Ay
Quando denotamos a k-ésima coluna de T por ¢, (k = 1,2,...,n), substitufmos a
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equagao matricial
AT =TJ

pelo sistema equivalente de equagoes
At] == Alt]_, Atz - A]_tz + tl) Py Atpl = )\1tp1 + tpl—l

AtP1+1 = )\2tP1+1! Atp1+2 = ’\2tpl+2 + tP1+1a .- :AtP1+P2 = A2-‘EIJ1+P2 + tp1+P2—1 e

as quaig podemos escrever como:
(A— A]_I)tl = 0, (A - )\]_I)tz = t]_, Seay (A - A]_I)tpl =ip1-1

(A~ ’\2I)tm+l =0, (A= 2al)tp, 12 =ty 1., (A — ’\ZI)tPH-Pz = tpy4pp=1---

Todas as colunas de T sao divididas em Cadeias de Jordan de colunas:

[tla t2:~ ey tpl]a [tp1+1= tP1+27 oty tp1+ﬂz]: e

Para cada Bloco de Jordan de J (ou, o que significa a mesma coisa, cada divisor
elementar (A — A )?,...) hd uma Cadeia de Jordan de colunas. Cada Cadeia de
Jordan de colunas ¢é caracterizada por um sistema de equagtes do tipo das definidas
acima.

O trabalho de encontrar uma matriz transforrnacao 7' se reduz a encontrar as
Cadeias de Jordan que dario as n colunas linearmente independentes.

Mostraremos que estas Cadelas de Jordan de colunas podem ser determinadas
através da matriz adjunta reduzida C(A).

Para a matriz C(A) nés temos a identidade

(M = A)C(N) =¥ (N,

onde () € o polindmio minimal de A.
Seja
P(A) = (A = 2)™x(A); (x(h) #0).

Derivamos a identidade (A] — A)C(A) = ¥(A)1, termo a termo, m — 1 vezes:
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(AL = A)C'(A) +C(A) =¢'(NI
(M = A)C" (W) +20'(\) = 9" (W)
(A — A)C™(A) +3C"(\) = 4" (N1
(A = A)CT™ V() + (m ~ 1)C™-D(X) = ™D (AT

Substituindo Ay por A temos:
(AL — A)C(X) = ()1,

(A= A)C() = (A = Ao)™x(W)I
(M = A)C(A) = 0= (a— AI)C =0.

(/\oI - A)C’()to) + G(/\u = 'l,b’()\o)[ =0
(ol — A)C' () = =C(Xo) = (A= XI)D =C,
onde D = ﬂl’}—"l

(oI — A)C"(Xg) = —2C (Mo) = (A — AD)C"(Xo) = 2D = (A= A I)E = D,

onde E = LC"()).

Fazendo o mesmo para todas as equagoes acima, temos:
(A- XK =G,

onde G = f;lT)[Cm_&()\O) e K = (;l—f)—!C""l(,\g)-
Dai, temos para as k-ésimas colunas (k =1,2,...,7n):

(A - )\DI)C]_J' = 0, (A - /\gI)ng = C]_k, -y (A - /\oI)ij = Ck—l,j(j = 1, N .,'n.).

Sendo C = C(Ag) # 0 (pois caso C(Ag) = 0, todos os elementos de C(A), teriam um
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divisor comum de gran positivo), podemos encontrar nm (< 7) tal que

Gy #0.

Entao as m colunas
Cij, Caj; Csjy . .., Cr—15, Cj

s30 linearmente independentes, on seja, existem 1,4, ..., x € I, tais que
YC15+8Ca; + ... +xCr; =0

se e somente se

vy=0=.,..=x=0.
Caso as colunas €4, Csy, . .-, Cp; sejam linearmente independentes satisfacam o sis-
tema de equages

(A - AOI)C]_J‘ = 0, (A - AgI)ng = C1j, ey (A - AQI)C;;J' = Ck_lj, (j = ]., ‘e ,71)

elas forrnam uwma Cadeia de Jordan de vetores correspondentes aos divisores ele-
mentares (A — Ag)™.

Se Cy; = 0 para algum j, mas Cp; # 0, entdo as colunas Cyj,...,Cr 1, Ckj
formam uma Cadeia de Jordan de m — 1 vetores e assim por diante.

Veremos agora como construir a matriz transformacgdo 7' no caso de os divisores

elementares de A serem primos entre si.
(A= X)) (A= A)) (A #£ A para i # G305 =1,2,...,8).
Aos divisores elementares (A— A;)™ nds associamos a Cadeia de Jordan de colunas
o) pi)  at) g
construida como mostrado anteriormente. Entao
(A=XDNCD =0,(A- XDV =W, . (A= DK =D,

Quando atribufmos valores a2 j (1,2, ..., s), obtemos s Cadeias de Jordan contendo n
colunas ao todo. Essas colunas s@o linearmente independentes.
Supomos que

> G + ;DY 4+ p; K9] = 0.

i=1
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Multiplicarnos ambos os lados, pela esquerda, por (A — Ayg)™ ... (A — \j_13)™-!
(A — Xji)™ (A — Ajp0)™+ ... (A = X41)™ e obternos

pi = 0.
Substituindo m; — 1, sucessivamente, por m; — 2, m; — 3,..., temos
vi=8=...=p;=0 (j=12,...,5).
Definimos entao a matriz T pela férmula

T = (C(l),D(l),...,K(l);C(Z),D(z),...,K(Z),._.,C(s),D('g),.._,K('i)).



Capitulo 5

Operador linear em um espaco
n-dimensional (teoria geométrica

de divisores elementares)

5.1 O polinémio minimal de um vetor e de um
espaco

Consideramos um espago vetorial n-dimensional V sobre C e um operador linear
A neste espago.
Seja z um vetor arbitrdrio de V. Formamos a seqiiéncia de vetores

z, Az, A%z, . ...

Sendo V' um espago de dimensao finita, existe p € Z(1 < p < n) tal que os vetores
T, Az, ..., AP"'z 530 linearmente independentes e APz é uma combinacio linear destes

vetores com coeficientes em C: .
—1 —2
AP = — APz — Y AP — . — 2.

Tomamos o polinémio ménico * (A) = ¥ +v WP~ 1+.. . +7, 1A+, Entao temos:
e(A)T = APz + APz 4+ ..+ AT + T = — AP — L — 1 AT — yz +
NAP 'z + L AT + 2 = 0.

Todo polindmio £(A) no qual £(A)z = 0 é chamado de polinémio anulador do vetor
z em Trelagao ao operador A dado. Construimos o polindmio mdnico anulador de g
com menor grau possivel. Ent3o podemos chamé-lo de polinémio anulador minimal

! polinémio ménico é um polindmio no qual o coeficiente do termo de maior grau é igual a 1
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de z ou simplesmente polinémio minimal do vetor z.
Todo polindémio anulador ¢(A) de z é divisivel pelo polinémio minimal (), ou
seja,
e(A) = ¥(Na(d) + o(A),

onde a(A), o()) sio o quociente e o resto, respectivamente, na divisao de () por
3(A). Entao

0=c(A)z = a(A)y¥(A4)z + o(A)z = a(A4).0 + p(A)z = o(4)z-

Isso implica que p(A)z = 0. Mas o grau de p()\) é menor que o grau de ¥(\).
Entdo g(A) = 0. Disso segue que: Todo vetor z tem um iunico polindmio minimal.
Escolhemos uma base, e, es,...,¢e,, de V. Entio todo vetor z de V' pode ser
escrito como ,
X =111+ Taea+ ...+ Zneq.

Denotamos por ¥1(A), ¥2(A),. . ., ¥a(A) 0s polindmios minimais associados aos vetores
da base (eq, €z, ..., e, respectivamente) e por £(A) o minimo miltiplo comum destes
polinémios. Temos que o polindmio £() é ménico e € também um polinémio anulador
dos vetores da base.
Segue que:
e(A)z = e(A)[T1e] + T80+ ... + Tpe,] =

zi6(A)e; + T26(A)eg + ... + z,6{A)en =0+ 0+...+0=0,

ou seja, £(A) se anula em todo vetor z € V. Ento
e(4)=0.

O polinémio () é chamado de Polinémio anuledor para todo o espago V.

Seja 1/(\) um polindmio anulador arbitrdrio para todo o espaco V. Entdo (})
é um polindémio anulador para os vetores da base, e, ez,...,eq,. Entdo ¥(A) é um
miltiplo comum dos polindmios minimais /1 (A),¥2()),- .., ¥n(A) destes vetares e,
portanto, é divisivel sem resto pelo minimo miltiplo comum &(A). Entdo £(A) tem
grau minimo e é monico. Esse polindmio é determinado unicamente pelo espago V' e
pelo operador A, e é chamado de polindmio minimal do espago V. A unicidade do
polinémio minimal do espago V vem do fato que: todo polindmio anulador e(X) do
espaco V € divisivel pelo polinémio minimal 1(A). Apesar da constru¢ao do polinémio
minimal ter sido associada a uma base finita, este polindmio ndo depende da escolha
desta base.
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Pelo fato de que o polinémio minimal de V anula todo o vetor z de V, temos que
o polindmio minimal do espago é divisivel pelo polindmio minimal de todo vetor do

espaco.
Chamamos a atengao para o fato de que todas as afirmacdes feitas neste capitulo
sio baseadas em um operador A o qual foi estabelecido anteriormente. Alterando o

operador, podemos também estar alterando os polindmios.

5.2 Decomposicao em subespacos invariantes com

polinémios minimais primos entre si

Definicao 30 Sejam V' e V" dois subespacos vetoriais do espago V. Dizemos que V

€ decomposto em dois subespacos, V' e V", se sdo verdedeiras as seguinies condicdes:
1. V' e V" ndo possuem vetores em comum, exceto o vetor nulo;

2. todo vetor £ € V pode ser representado pela forma
=1 + 1"
ondez' e V' ez’ e V.
Podemos representar tal decomposicao por
V=vaeV.

Pelo condicao 1, temos que a representacao de £ como soma de subespacos é feita de
maneira dnica. Podemos verificar isto da seguinte forma: Representamos z de duas
formas distintas.

=12+’ eV ez eV’

T = yl’_l_yﬂ';yl E VI e y” E V”.
Subtraindo uma equagio da ountra temos
s—z=1+1 —y —4,
ou seja,
7 — yi — yn s
Masz' —y' € V' ey" —z" € V". Pelacondicio 1, ' —y' =0e y" — 2" =0, pois o

tnico vetor comum de V e V' é o vetor nulo. Logo, 2’ =y’ e 2" = ¢".
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Definicao 31 Um subespaco V' C V € chamedo de invariente em rela¢do ao operador
A se AV C V', ou seja, se € V' entdo Az eV'.

A definicio acima nos diz que o operador A leva um vetor de um subespago

invariante em um vetor do mesmo subespaco.

Teorema 20 (Primeiro teorema na decomposi¢io de um espaco em subespagos in-
varigntes) Se pare um dado operador A, o polinémio minimal ¥(A) do espago € repre-
sentado, sobre C, na forma de produto de dois polinémios, i1 (A) e 12(A), primos enire
si e com coeficiente do termo de maior grau igual ¢ 1, ou seja, Y(A) = Pi(A)a(A),
entdo todo o espago V € dividido em dois subespagos invariantes, Iy e I, isto ¢,

szlﬂafz,

onde 1 (A) e ¥2()) sdo os polindmies minimais de 1) e I, respectiwamente.

Demonstragao:

Definimos por I; o conjunto de todos os vetores z € V que satisfazem a equagio
1(A)z = 0 e, por I, o conjunto de todos os vetores z € V que satisfazem a equagao
Yo (A)z = 0. I e I, sdo subespacos de V.

Assumimos que 1/, e 12 sdo primos entre si. Entdo existern polinémios com coefi-

cientes em C, x1()) e x2(}), tais que:
Y1 (M) xa (A) + Yo (A)xa(A) = 1.

Tomamos um vetor arbitrério £ de V. Substituimos A por A na equacdo acima e

aplicamos os dois lados da mesma em z:
z = ta( A)x2(A)z + 1 (A)x1 (A)z,

ou seja,
T = If + .'E",

onde 7' = Yn(A)x2(A)z e " = 91 (A)xa (A)z. Além disso,

P1(A)z" = 1tz (4)xz(A)z = Y(A)xe(A)z =0

Po(A)z” = Yt (A)x1 (A)z = P(A)xi(A)z = 0.

Isso implica que
'el; e e ls
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Se tomarmos zg € I; N I, ou seja, ¥ (A)zo = 0 e ¥2(A)zo = 0 entdo
zo = x1(A)t (A)zo + x2(A)a(A)zo =0+ 0=0.
Logo I; e I, tém apenas o vetor nulo em comum. Portanto,
V=5L&lI,.

Supomos que z € ;. Entdo ¢n(A)z = 0, ou ainda, Ay, (A)z = A.0 = 0. Isso significa
que 1, (A)Az = 0. Portanto, Az € I;. Disso podemos concluir que I; é um subespaco
invariante. Da mesma forma provamos que I, também é um subespago invariante.

Para completarmos a demonstracio do teorema, precisamos mostrar que () e
12(]) sdo polindmios minimais de /; e I, respectivamente.

Sejam }(A) um polindmio anulador de f; ¢ z um vetor unitdrio de V. Mas,
podemos escrever £ como

z=1'+1

onde ' € I e 2" € I,. Entao
W (A)pa(A)z = o (A)2(A)z" + ¢ (A)aha(A) 2" =

W (A (A)z' + 1, (A (A)z"0+ 0 = 0.

Sendo z um vetor arbitrdrio de V, entdo o produto o}(A)2(A) é um polindmio
anylador de V e, portanto, é divisivel por 1(A) sem resto. Mas, /() = 11 (A)eha(N).
Logo, v} (]) é divisivel por ¢;(A). Como () divide todos os polindmios anuladores,
¢ 0 polindmio minimal 4, de f; é um polindmio anulador, temos que () divide
Pi(A). Mas 9{()) divide 41 (}). Como os dois sio ménicos, podemos afirmar que
$) = ().

Entretanto, ¢} (A) é um polindmio anulador arbitrério de I; e 4; () é um polingmio
particular dos polindmios anuladores, pela definicio de f;. Portanto, ¢:(}) é um
polingmio minimal de f;. Do mesmo modo provamos que %2(A) € polindmio minimal
de Is.

Isso completa a demonstragio do teorema.

Decompomos (A) em fatores irredutiveis sobre C:
P(A) = [A— ] [A— o] [A— ],

onde [A — ¥;]%, (¢ =1,2,...,5), sdo polindmios irredutivels distintos sobre C. Além
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disso, esses polindmios sao monicos. Entao, pelo teorema 20, temos
V=I]_ @Iz@@.[s,
onde Iy é um subespago invariante com polindmio minimal [A — ] (k=1,2,...,s).

Lema 1 Se os polindmios minimais dos vetores € e e” sao primos entre s1, entdo o
polinémio minimal do vetor soma e’ +e" & igual ao produto dos polinémios minimais

dos vetores e’ e e".

Demonstragao:

Sejam x;(A) e x2(A) os polinémiocs minimais dos vetores € e €, respectivamente.
Pela hipétese, x1(\) € x2()) sdo primos enter si. Seja x{A) um polindmio anulador
arbitrdrio do vetor e, onde e = ¢’ + €". Entdo

0 = x2(A)x(A)e = x2(A)x(A)e + x2(A)x(A)e"

xa(A)x(A)e = x2(A)x(A)e — xa(A)x(A)e" =0-0=0

Logo, x2(A)x(A) é um polinémio anulador de e’. Portanto, x2(A)x(A) é divisivel por
x1{}A). Mas, como x;{}) e x2(}\) sdo primos entre si, podemos concluir que x(A) é
divisivel por xa(A). Logo, x(A) é divisivel por x;{A)xa(}), ou seja, todo polingmio
anulador de e é divisivel por x1(A)x2(A). Portanto, x1(A)x2(A) é o polinémio minimal
do vetor e.

Isso completa a demonstrac¢io.

Teorema 21 Em um espaco vetorial sempre eziste um vetor no qual sev polinomio

minimal coincide com o polinémio minimal de todo o espaco.

Demonstracao:
Consideramos o caso em que o polindmio minimal do espaco V é uma poténcia do

polindémio linear ¢{)), ou seja
Pp(A)=[A—¢l.

Tomamos ey, €, .- .,e, como base de V. O polinémio minimal de e; é um divisor
de ¥()\) e é representado pela forma [A — ¢]%, onde I; < I(z = 1,2,...,n). Mas o
polinémio minimal do espaco é 0 minimo miltiplo comum dos polindmios minimais
dos vetores da base e ¥(A) é a maior das poténcias [A — ¢|%, (i = 1,2,...,n). Isso
significa que () é igual ao polindmio minimal de um dos vetores da base.
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Passaremos agora para o caso geral. Escrevemos o espago como soma de
subespacos invariantes:
V=hele.. &I,

cujos polindémios minimais sdo (A — @), (A — w2)®, ..., (A — p,)", respectiva-
mente. Existem vetores €; € I1, e3 € Iy, ..., e, € I, cujos polindmios minimais sao os
polindmios minimais de [;. Pelo lema 1, o polindmio minimal do vetor

e=e;+ez+...+e, éigual ao produto
A—p' A=l [N =",

ou seja, € igual ao polindémio minimal do espago V.

5.3 Congruéncia e Espacos quocientes

Definicao 32 Seja I um subespago vetorial tal que I C V. Dizemos que dois ve-
tores T,y € V sdo congruentes médulo I (notagdo: z = y(mod I)) se e somente se

y—z €l
Vejamos algumas propriedades:
P 20 z = z{mod I) (reflezdo)
Demonstracao:
IEzr(mod Ners—-zelesdel
Como [ é um subespago vetorial, podemos afirar que 0 € 1.
P 21 z = y(mod I) = y = z(mod I) (simetria)
Demonstracao:
c=y(lmod [)=>y—z €l
Como I & um subespaco vetorial, temos que (—1)(y — z) € 1.
z—ycl=y=z(mod I).

P 22 z=y(mod I) e y = z(mod I) = z = z(mod I) (transitividade)
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Demonstragao:

z=ylmod IN=>y—z €l
y=z(mod I =>z—yel
Como I é um subespago vetorial, temos que
y—z+z—yel
z—z€l
Logo, z = z(mod I).

A partir destas trés propriedades passaremos a utilizar a congruéncia para dividir
todos os vetores do espago em classes. Os pares de vetores congruentes (mod I)
pertencem i mesma classe. A classe que contém o vetor z serd denotada por . O
subespaco I é uma dessas classes, chamada de ©.

As congruéncias podem ser somadas termo a termo e multiplicadas por um escalar

pertencente a C:
P23 z=z'(mod I) ey=y'(mod I) = z+y =2+ y'(mod I)
Deménstragéo:
z=1'(mod I)=> 1 -z €]

y=y(mod =y —yel

Sendo I um subespago vetorial, temos
¥ —z+y—yel=ar+y—-(z+yel=>zs+y=1+y'(mod I).
P 24 z =12'(mod I) = az = ar’(mod I),a e C.
Demonstragao:

c=z'(mod I) >z —z €l

Sendo I um subespaco vetorial, temos

a(z’' —z) € 1,
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onde a € F. Logo,
oz’ — az € I = az = az'(moed I).

Por essas propriedades, temos que as operagoes de adigdo e multiplicagéo por ym
escalar ndo alteram as classes de congruéncia. A soma dos vetores desta classe é
denotado por 7 + ¥ e a multiplicagao por escalar por ax.

Denotamos por V o conjunto de todas as classes T, ¥,. .., nas quais a adi¢do e a
multiplicagdo por escalar sio definidas. Entdo, tanto V quanto V s@o espacos vetoriais
sobre C. Dizemos que V é um espaco quociente de V. Se », m, 7 sao as dimensoes
dos espagos V, I, V, respectivamente, entio 7@ = n — m. '

Sejamn A um operador linear em V e I um subespago invariante em relagao & A.
Isso significa que, Al < I, ou seja, se z € I entdo Az € Al. Para z = z'(mod I)
temos que ' — T € I. Logo, A(z' — 1) € Al, ou ainda, Az’ — Az € Al. Dai vem
que Az = Az'(mod AI). Concluimos entdo que o operador A‘pode ser aplicado aos
dois lados da congruéncia. Em outras palavras, se o operador A ¢ aplicado a todos os
vetores z,z’,... da classe T, entdo os vetores Az, Az',... também pertencem a uma
classe, a qual denotamos por AZ. O operador linear A leva uma classe em outra classe

e preserva as operagoes, portanto, é um operadoer linear em V.

Definigao 33 Dizemos que os vetores 1, Tz, . . . , Tp 880 linearmente dependentes mo-
dulo I se ezistern nimeros ag, @, .. ., ap pertencentes a C, ndo simulianeamente nu-

los, tais que
0T + T2 + ... + apT, = 0(mod I).

Nio s6 o conceite de dependéncia linear, mas todos os conceitos, afirmacoes e

conseqiiéncias, podem ser repetidas, palavra por palavra, apenas substituindo ' ='

or ' = (mod I), onde I é um subespago invariante fixado em relagio a A.
p G

5.4 Decomposicao de um espago em subespacos
ciclicos invariantes

Sejam V um espago vetorial, A um operador linear ¢ um vetor de V. GSeja
o(A) = A + a1+ ...+ ap_1A + 0, 0 polindmio minimal de e. Entac os vetores

e, Ae, . ., AP le
sao linearmente independentes e
APe = —ape —op1Ae — ... — a AP e,
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Os vetores e, Ae, ..., AP"'e formam uma base p-dimensional do subespaco I. Cha-
mammos este subespaco de ciclico considerando a condicio especial da base formada
por esses vetores e do vetor APe.

Tomamos novamente os vetores e, Ae, ..., AP~'e. O operador A leva o primeiro
destes vetores no segundo, o segundo no terceiro, e assim por diante. O tltimo vetor
da base ¢é levado, também por A, para a combinacéo linear dos vetores da base, APe.
Assim, A leva todos 0s vetores da base em vetores de I e um vetor arbitrario de I
em outro vetor arbitririo de I. Em outras palavras, um subespago ciclico é sempre
invariante em relagao a A.

Todo vetor T € I é representado como combinacio linear dos vetores da base, ou
seja, -

z = x(A)e,

onde x(A) é um polindmio em A de grau menor ou igual a p — 1 com coeficientes
em C. Construindo todos os polinémios possiveis, (), de grau menor ou igual
p — 1 com coeficientes em C, obtemos todos os vetores de I, mais ainda, polindmios
diferentes produzem vetores diferentes. Considerando a base acima citada e a férmula

z = x(A4)e, dizemos que o vetor e gera o subespaco.

Teorema 22 (Segundo teorema nae decomposic@o de um espaco em subespacos invari-
antes) Em relaggo @ um dedo operador linear A dado, o espago vetorial V sempre pode
ser decomposto numa soma direta de subespagos ciclicos Iy, Iy, .. ., I com polinémios
minimais Y1(X), Ya(A), ..., ¥()),tais que () coincide com o polindmio minimel
$(A) do espago todo e cada v;(N) é divisivel por ;41(A), (1 =1,2,...,t—1).

Demonstragao:
Sejam ¥ (A) = ¥(A) = @™ + &A™ ! +... + @y, 0 polinémio minimal do espago
vetorial V. Ent3o, pelo teorema 21, existe um vetor e no espago para o gqual este

polinémio é minimal. Denotamos por I; o subespago ciclico com base
e, Ae, ..., A" le.
Se m = n entdo V = I;. Supomos que 1 > m e que ¢ polinémio
Ya(A) =N+ /N + ...+ 5,

é 0 polinémio minimal de V(mod I}. Pelo o que vimos anteriormente, () é um

divisor de 1, (), ou seja, existe um polinémio z(A) tal que

P1(2) = P2 (N)z(A) = z(A) e (A).
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Entretanto, em V existe umn vetor ¢* no qual o polindmio minimal relativo é i(A).
Entao
1102 (A)g* = 07

ou seja, existe um polindmio x(A) de gran menor ou igual a m — 1 tal que
¥a(A)g” = x(A)e.

Aplicamos o operador z{A) em ambos os lados da equagdo. Entao temos
¥2(A)g" = x(Ae

2(A)a(A)g" = 2(A)x(A)e
Y1 (A)g" = s(A)x(A)e.

Mas 1 (A) é o polinémio minimal absoluto do espago. Entdo

z{A)x(A)e = 0.

Logo z(A)x(A) é um polindmio anulador do vetor e e, portanto, divisivel pelo polinémio
minimal 1 (A) = z(A)1a(A). Dai, x(A) é divisivel por 15(A), ou seja,

x(A) = z1(A)ge(A) = 2 (N)z1(A),
onde z;(A) é um polinémio. Entdo temos
g (A)g" = x(A)e

a(A)g* = a(A)z1(A)e
P(A)g" — ta(A)z1(A)e =0
P2 (A)[g* — z1(A)e] = 0.
Definimos g = g* ~ 7;(A). Portanto

1.02(14)9 =0.

Entao 72()) é um polindmio anulador absoluto do vetor g e, portanto, é divisfvel pelo

polinémio minimal abscluto de g. Por outro lado,

g=g" —z:.(A) = g = g*(mod I).
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Sendo 1/2()) o polinémio minimal relativo de g*, este também € para g. Entdo s (A)
¢, simultaneamente, polindmio minimal absoluto e relativo de g. Pelo fato de 1p2(A)
ser o polindmio minimal absoluto de g, temos que o subespago I, com base

g, Ag, ..., AP 'g

é ciclico. _
Sendo %2(}) o polindmio minimal relativo de g(mod I), temos que os vetores
g, Ag, ..., AP71g 530 linearmente independentes (mod [;). Podemos ent3o afirmar a

independéncia linear de m -+ p vetores

e, Ae A™ le; g, Ag, ..., AP g

g ey

Estes vetores formam uma base do subespaco invariante I, + Iy de dimensao m + p.
Sen=m+pentio V =1I, +I. Se n > m+ p, consideramos V(mod I) + I») e
continuamos nosso processo de separacao em subespagos ciclicos. Sendo V' um espago
de dimens#o finita (), este processo se encerrara para algum subespago I;, onde ¢ < n.

Isso prova o teorema.

Teorema 23 Um espaco é ciclico se, e somente se, sua dimensdo € igual ao grau de

seut polindmio minimal.

Demonstragao:
Sejam V um espaco ciclico n-dimensional e () = A+ a1 A" ' +. . .+ omo At o,

seu polindmio minimal. Entdo, pela definicio de espaco ciclico, m = n.

Sejam V um espago vetorial arbitrario n-dimensional e m o grau de sen polindmio
minimal. Pela hipétese, m = n. Pelo teorema da decomposicao, V' pode ser represen-
tado na forma

V=helboe..al.

Mas a dimenso do subespago ciclico I, é m, pois seu polindmio minimal coincide com
o polindmio minimal do espago todo. Como m = n, temos V' = Ij, ou seja, V' é um

espago ciclico.
Teorema 24 Um espaco ciclico pode ser dividido em subespagos invariantes que
1. também s@o ciclicos;

2. possuem polindmios minimais primos entre si.
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Demonstracao:
Decompomos o espago ciclico V' em dois subespacgos invariantes ) e Io:

V=11@Ig.

Denotamos as dimensoes de V, I; e I por 71, 1 e ng, seus polindmios minimais por
(A), P1(A) e ¥a(N), € os graus destes polinémios por m, m; € my, Tespectivamente.

Entao m; < n1 e my < ny. Somando estas inequagoes, termo a termo:
my + ma < Ny + ng.
Sendo v¥/(A) o minimo miltiplo comum entre ¥;(A) e ¥a(A), temos:
m < My + my.
Entretanto, n = n; + ng. Logo,
m<m;+me <Ny +ng=n.
Mas, como V € ciclico, temos que m = n. Entao
M =My + Mg ="N,+Ng =1N.

O fato de termos m = m,; + mg, nos diz que ¥1(A) e ¥2(A) s@o primos entre si. Temos
ainda que: m; < ny, my < ng e My + My = N +ny. Entdo m; = ny e my = Na.

Portanto, os subespagos I; e Ip sao ciclicos.

Teorema 25 Se um espaco € dividido em subespacos invarianies que:
1. s@o ciclicos;
2. possuem polindmios Tinimars primos enire st

entao o espago € ciclico.

Demonstragao:
Dividimos o espago vetorial V em dois subespagos invariantes ciclicos, [ e I,

V=11®I2.

Sejam ¥(A), ¥1(A) e 42 (A\) os polinémios minimais de V, I, e I, m, m, e ma 0s graus

destes polindmios € n, n; e ng as dimensdes de V, I e Ip, respectivamente. Pela
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hip6tese, 11 (A) e 12(A) sdo primos entre si. Entdo, pelo lema 1

P(2) = P (A)a(A).

Logo,

i = T + Mo.

Sendo I; e I, subespagos ciclicos, pelo teorema 23, temos que my = 7y € Ty = M.

Mas n = n; + ng. Logo,
=71+ Nz =" + Mg =M.

Sendo n = 7, temos que o espaco é ciclico. Isso completa a demonstragao.

Teorema 26 Um espago ndo pode ser dividido em subespacos prdprios invariantes

se e somente se
1. € ciclico

2. seu polinémio minimal € poténcia de um polindmio linear.

Demonstracgao:

Seja V um espago que ndo pode ser dividido em subespagos invariantes. Entdo,
V é um espaco ciclico pois, caso contrario, pelo segundo teorema da decomposigio, V
poderia ser dividido em subespagos ciclicos.

O polindmio minimal de V é uma poténcia de um polinémio irredutivel pois,
caso nao o fosse, pelo primeiro teorema da decomposicio, V poderia ser dividido em

subespacos invariantes.

Sejam V um espaco ciclico e seu polindmio minimal uma poténcia de um polindmio
linear, ou seja,

() =[A - gl"

Neste caso, 0 polindmio minimal de todos os subespagos invariantes de V' também &
uma poténcia de seu polinémio irredutivel ¢()). Entao, os polinémios minimais de
dois subespacos invariantes quaisquer, n&o sdo primos entre si. Logo, V nao pode ser
dividido em subespacos invariantes. Isso completa a demonstragio do teorema.

Teorema 27 (Terceiro teorerna na decomposicio de um espago em subespacos nvari-
antes): Um espago sempre pode ser dividido em subespagos ciclicos invariantes

V=rlel'e. oI®
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tal que o polinémio minimal de cada subespago ciclico é uma poténcia de um polindémio

trredutivel.

Demonstragao:

Dividimos o espaco vetorial V em subespacos ciclicos:
V: Ilﬁf-l@...ﬁft.

Dividimos também os polinémios minimais destes subespagos em fatores lineares:
i) =@M A= @] A - o],

¢2()\) = [A— @) A — ol .. A — 0s]e,
llbt()') = [’)L - (lol]cﬂ[)L - 902]&1 .. [)' - @s]qa,
(cie > g5 LE=1,2,...,4 = 1,2,...,5).

Aplicamos o primeiro teorema da decomposicdo para I):

L=1I+I'+1¥;

onde I{, I}, Ifs) s3o subespacos ciclicos cujos polindmios minimais sao

A= @1]°, [A— a2, ..., [\ — @,]**". Da mesma forma, decompomos Iz, ..., I;. As-
sim obtemos a decomposi¢io de V em subespagos ciclicos com poelinémios minimais
=], A=l A= @], (5 =1,2,...,8).

Assim, fica provado o teorema.

5.5 A forma candnica de um operador

Seja I; um subespaco invariante m-dimensional do espago V. Tomamos uma base
para Iy, e}, €, .., €m, € completamos esta para formarmos uma base para V:

€1,€2,.--,Em,€mt1,---3En-

Denotamos por B a matriz do operador A nesta base. Vimos anteriormente que
a k-ésima coluna de B é formada pelas coordenadas do vetor Ae; (k= 1,2,...,n).
Para k < m, o vetor Ae; € I, e as filtimas n — m coordenadas de Aeg s8o zero. Por

tanto, B tem a seguinte forma:
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B) B
( 0 Bz) ’
onde B e B, sio matrizes quadradas de ordem m e n — m, respectivamente, e B; é
uma matriz retangular de ordem m x (n—m). O fato do quarto bloco ser zero, mostra
a invaridncia do subespago I} {com relacio a base €1, €3 ,...,em)-
Assumimos que enp41,-..,6n € a base de algum subespaco invaniante I, tal que

V = I, ® I, e as bases dos subespagos invariantes, /; e I, formam uma base para S.

Entao o bloco B3 também é zero e a matriz B tem a forma quase-diagonal:

B, 0
={B,. B
( 0 Bz) {By, Bz},

onde B, e B, sio, respectivamente, matrizes quadradas de ordem m e n — m, para as
quais foram dados operadores nos subespacos I; e I (em relagao as bases e, ea,-. ., €n
€ €mt1,- -, €n). Da mesma forma, uma matriz quase-diagonal corresponde a decom-
posicao do espaco em subespagos invariantes.
Pelo segundo teorema da decomposicao, podemos dividir o espago V' em subespagos
ciclicos I, I,..., I
V=hoelL®..al.

Cada um dos polinémios minimais destes subespagos, 1, (M), ¥(A),. .., ¥1 (), é divisor
de seu antecessor.
Sejam
=X+ apn N 4L+ o,

2=z\p+0!2]_z\p_l+---+ﬂtgp,

onde (m>p>...2v).
Denotamos por e, €s, ..., €, 0s vetores que geram os subespagos 1, Ip, ..., Iy e
formamos nma base para o espago a partir das bases dos subespagos ciclicos:

m—1_ . -1 . -1
e, Aea, ..., A" Te1;€9, Abn, ..., AP ey, .. 11, Ay, ..., AV 6y

A matrz L; corresponde ao operador A na base dada. Entao a matriz L; tem a

forma quase-diagonal:
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0 L2 o
0 0 L;
A matriz L, corresponde ao operador A em [; em relagdo i base b, = e,
by = Ael,. ey b = Am‘lel.
( 0 0 —Q1m \
1 0 "'al,m—l
0 0 0
L=
0 0 0 —12
\ 0 1 —aq )
Da mesma forma:
( 0 0 —ay \
0 0 "‘052,19—1
0 0 0
L2 =
\0 0 -~ 1 —ay ]
Calculando os polindmios caracteristicos das matrizes Ly, La,..., L, encontramos:

det(AM — L;) = 11 (X), det(M — Lg) = ¢ (), ..., det(AI — L,) = ().

Para subespagos ciclicos o polindmio caracteristico de um operador A coincide com
o polinémio minimal do subespago relativo a este operador.

Entio a matriz L; corresponde ao operador A na base candnica. Se B ¢ a matriz
correspondente a A em uma base arbitrdria, entdo B é semelhante a Ly, ou sgja, existe
uma matriz nao singular T tal que

B=TL, T

Dizemos que a matriz Ly tem a Primeira Forma Candnice Natural Essa forma é
caracterizada por:

1. sua forma quase-diagonal;

2. sua estrutura especial de blocos diagonais;
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3. o polinémio caracteristico de cada bloco ¢ divisivel pelo polindémio caracteristico

do blaco seguinte.

Do mesmo modo, pelo terceiro teorema da decomposigao, obtemos uma matriz
Ly relacionada ao operador A em uma base apropriada. Essa matriz tem a Segunda

Forma Candnica Natural, que é caracterizada por:

1. sua forma quase-diagonal

L= {L(l),L(Q), O

2. sua estrutura especial de blocos diagonais;

3. o polindmio caracteristico de cada bloco diagonal é uma paténcia de um polinémio

linear.

5.6 Polindmios Invariantes e Divisores Elementares

Denotamos por Dy()A) o maior divisor comum de todos os menores de ordem p
da matriz caracteristica By = M — B, (p = 1,2,...,n). Sendo cada polinémio da
seqiiéncia 7

DH(A): Dn—l()\)# Tt Dl(}‘)

divisivel pelo seu sucessor, as formulas

Do) iy = D) ) 2 DAy =

1N =5 Loy PN = B0 = Dy’

definem 7 polinémios cujos produtos é igual ao polinémio caracteristico
A()) =det(M — B) = Do (A) = i1(A)iz(A) ... (A).
Dividimos os polinémios i,(A), (p = 1,2,...,n) em fatores lineares:

ig(A) = (/\-—(,01)""’(,\-(,02)5"..._ (rp=1,2,...,n);

onde ¢,()), 2()),...s80 polinémios lineares distintos. Os polindmios
i1(A),%2(A), .. ., (A) sdo chamados de polindmios invariantes, e todas as poténcias
nio-constantes (A — 1), (A — 2)%,...sd0 chamadas de divisores elementares da
matriz caracteristica By, = Al — B ou, simplesmente, de B.

Tanto o produto de todos os divisores elementares, como o produto de todos os

polindmios invariantes, é igual ao polindmio caracteristico A(A) = det(A] — B).
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O nome polinémio invariante é justificado pelo fato de que duas matrizes

semelhantes B e B, tais que
B=T7BT,

sempre tém os mesmos polindmios invariantes

(X)) =1i,(0) (p=1,2,...,n).

Temos entao que
By=M-B=T"Y\M—-BT=T"B,T.

Pela férmula de Binet-Cauchy, hi uma relagao entre os menores das matrizes

semelhantes By, e Bj:

B I in ip o3 Q12 ... Oilp Q1 @z --. Qg
E 71 A, T( ,
e aiz ... Qi o oz ... Ogp ki k.. K
ap] €ayz <-..<ayp
agy < apg <--- < agp
onde (p=1,2,...,7n).
Esta equagio mostra que todo divisor comum dos menores de ordem p e B, é
também, um divisor comum dos menores de ordem p de B,, e vice-versa. Deve-se a

isso o fato de que
Dy(X) = By(X) e ip(X) = Ep()\) p=12,...,n).

Portanto, todas as matrizes que representam um operador A em bases distintas, s3o
semelhantes e por isso possuem o0s mesmos polindmios invariantes e os mesmos divi-

sores elementares.

Teorema 28 (Forma mais precisa do sequndo teorema da decomposigdo ) Se A € um

operador linear em V', entdo o espaco pode ser decomposto em subespagos ciclicos
V=hoLe..al
tais que na seqiéncia de polindmios minimais Y¥1(\), ¥2(X), .- ., ¥p()) dos subespacos

5, I,..., I,, cads um é diwvsivel pelo seguinte. Os polingmios minimais sao deter-

minados de forma inica: eles coincidem com os polindmios invariantes, diferenies de
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1, do operador A.

Demonstragao:
Seja V' um espago vetorial e A um operador linear em V. Peloteorema 27, podemos

dividir V' em subespagos ciclicos invariantes, I1, I, ..., I,, ou seja:
V=11691263...69Ip,

onde ;(A) é o polinémio minimal do subespago I;, (: = 1,2,...,p). Escolhemos
bases para os subespagos de maneira que a matriz L;, ( = 1,2,..., p), que representa
o operador A, tenha a forma Ly, ou seja, a primeira forma candnica natural. Seja B

urmna matriz de blocos diagonais:

L, 0 0 0 0 0 0 0

0 L, 0 0 O 0 O 0\
0 0 . 0 0 0 0 O
g0 0 0 L 0o 0 0 0
0o 0 0 0 . 0 0 0
6o 0 0 0 0 L 0 O
0 0 0 0 0 0 . O

\0 0 0 0 0 0 O L,,)

Inicialmente iremnos considerar que retiramos uma coluna de L, e uma linha de L.

Assim obtemos matrizes retangulares L, e L,.
L, 0 a 0

0
0 L, O 0 0O
Seja C amatriz | 0 o . 0 0

0 0 0 L, O

0 0 0 0 L
remocio de uma linha de L, e uma coluna de L,. Formamos entao uma nova matriz

. Tomamos por C a matriz C com

B com a seguinte forma:

(Ll 0 0 0 0\
0 . 0 0 0
. 0o 0 C 0 0 0
B = \
0 0 0 L 0 O
0 0 0 0 "~. 0
\0 0 0 0 O L,,J

onde det B =det L;....det L,_;.det C.det L,y ... det L,. Afirmamos que C contém
uma linha ou coluna de zeros e, portanto, é zero. Lembramos que C é uma matriz
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diagonal com L, ... L, na diagonal.
Dividimos € em quatro blocos,

U 0
(r v)

sendo U/ a matriz composta pelas primeiras 7,_; linhas e colunas e V' o bloco com-
plementar de U na diagonal. Como C é diagonal o bloco superior & direita de U é
formado por zeros. Deste modo, det C = det U. det V. QOlhamos agora para a primeira
linha de V. Observamos que L, é de ordem n, e Ly, comega na posigio Cp_41,n,+1-
mas em G uma coluna foi removida em L,. Assim U é de ordem n, — 1 e termina com
o elemento Cp,_1n,-

Deste modo V comeca com Cy, . .,. Como C é diagonal por blocos e Cy, ,,,, estd
3 direita do bloco L, Cp, n,,; =0, para todo j > 0 e a primeira linha de V' é nula.

Se temos uma linha de L, e uma coluna de L;, a demonstracio é semelhante, mas
V teri uma coluna de zeros.

Como detV =0, det & = det U.det V =0 e det M = 0.

Supomos agora que tiramos uma linha e uma coluna do mesmo bloco diagonal L,.

Assim,
(I 0 0 0.0 0Y
0 . 0 0 0 0
R o o L, 0 0 0
B= ,
0 0 0 Lgw 0 O
o 0 0 0 . 0
\o 0 0o 0 o0 L/

Assim det B =det L, ...det L,_; det L, det L,. Portanto

det B _detL,...detL, ;det L, ...det Lydet L, _ det Ly
det Ly...det L, det Ly ...det L, " det L,

e como det L, divide det L;, temos que det Ly ...det L, divide det B. Desta forma
det L, . .. det Ly, divide todos os cofatores de B e é um miiltiplo do MDC dos cofatores,
pois essa é uma caracteristica da matriz Lj.

Agora construimos o cofator de M onde eliminamos alinha 1 e a coluna 7y, a Gltima
coluna de L,. Deste modo L, se torna triangular com —1 em toda a diagonal. Dai
det B = (—1)"'.det L. ..det L,, ou seja, det Ly . ..det L, é 0 MDC dos cofatores.

Isso completa a demonstragao.

Esse teorema pode ser escrito das seguintes maneiras:
* Para cada operador linear A em V existe uma base na qual a matriz L; deste
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mesmo operador € da primeira forma candnica natural. Esta matriz € unicamente
determinada quando o operador A é dado: os polindmios caracteristicos dos blocos

diagonais de Ly sdo os polindmios invariantes de V.

* Em cada classe de matrizes semelhantes existe uma matriz L; que tem a primeira
forma candnica natural. Os polindmios caracteristicos dos blocos diagonais Ly coin-

cidem com os polinémios invariantes, além de 1, das matrizes desta classe.

Teorema 29 Duas matrizes escalares sao semelhantes se, e somente se, elas tém os

mesmos polindmios invariantes.

Demonstragao:
Ja vimos anteriormente que duas matrizes semelhantes possuem os mesmos poli-

ndmios invariantes.

Sejam B e C duas matrizes escalares que possuem os mesmos polindmios invari-
antes. Sendo a matriz L; determinada de maneira Unica quando estes polindmios
sio dados, as matrizes B e C sdo semelhantes & matriz L;. Portanto, B e C sédo

semelhantes.

Teorema 30 Se A € um operador linear emn um espa¢o vetorial V, entao V pode ser
dividido em subespacos ciclicos onde 03 polindmios minimais sao divisores elementares

de A.

Demonstracao:
O polinémio caracteristico A()\) do operador A coincide com D,(A), e portanto

com o praduto de todos os polindmios invaniantes:
AR) =1 (N)1ha(X) ... (A).

Mas 71()\) € o polindmio minimal do espago com relagio & A; logo 14 (4) = Q e, pela

equacao acima,
A(4) =0.

Disso obtemos o teorema de Hamilton-Cayley. Pela divisdo dos polindmios 4 (A),
W2(A),- .-, ¥(M) em fatores lineares:
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¢1(A) = [)\ — (pl]cn [A _ (’az]cm . [)\ — ‘P.s]cl’

'¢’2(A) = [)\ - (,Ol]cm [)\ - (’02]62 L. [A - (ps]cza

(X)) = A= @)™ [A — @] .. A — ]
(Cik chj; tyk = 1,2,...,t; j__' 1727"';3)7

chegamos ao terceiro teorema da decomposicao. Para cada poténcia com expoente
diferente de zero do lado direito das equagdes acima h4 um subespaco invariante
correspondente a esta decomposi¢ao. Entao todas as poténcias, diferentes de 1, entre
[A—e]ek, .. [A—we]®, (k=1,2,...,s) sdo divisores elementares de A no conjunto
C.

Isso prova o teorema.

SejaV =L &L &... 5 I, uma decomposicio do espago V. Denotamos por
€1, €a,..., €y 05 vetores que geram os subespagos ), I,..., I, e a partir das bases

destes subespacos formamos a base do espago
€1, Aeg, ..., e2, Aea, ... e, Ae,, . ...

A matriz Lir corresponde aos operador A em relacao A base acima tem a forma
quase-diagonal, como Lj:
LII = {Ll, Lg, ey Lu.}

Os blocos diagonais Ly, Ly, ..., L, possuem a mesma estrutura de blocos apresen-
tados na pagina 72 (L, e Ly). Entretanto, os polindmios caracteristicos destes blocos
diagonais nio sdo polinédmios invariantes, mas sim os divisores elementares de A. A
matriz L;; tem a segunda forma canénica natural.

Isso nos d4 uma outra formulacio para o teorema 30:

Teorema 30’ Para cade operador linear A em V eziste uma base na qual a mairiz
L;; do operador dado tem a segunda forma canénice natural; os polindmios carac-

teristicos dos blocos diagonais sao divisores elementares de A.
Esse teorema também admite uma formulacdo em termos de matrizes:

Teorema 30" Uma matriz A com elementos em C € sempre semelhante o uma

matriz Ly a qual tem a sequnda forma canénica natural na qual os polinégmios carac-
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teristicos dos blocos dingonais sdo divisores elementares de A.

Teorema 31 Se o espaco vetorial V é dividido em subespagos invariantes (em relacao
a um operador A) que podem ser decompostos, entdo os polindmios minimais destes

subespacos sio divisores elementares de A.

Demonstragao:

SejaV=L®L&...®I, uma decomposicao arbitriria de um espaco V' em
subespacos invariantes que nao podem ser decompostos. Entao, pelo teorema 26,
os subespagos I, I ... I, sdo ciclicos e seus polinémios minimais sao poténcias de

polindmios lineares. Podemos escrever estas poténcias na forma:
[)\ - 991]6115 [’\ - 992]612= Tt [)\ - ‘P-‘!]c“:

[)\_‘Pl]cms [A_ 992]6221" 3 [)\ - 905]6255
A= @], A= @], - [A = )™,
(Cik > Ckj, ?':k =12,...,% J= 1125-"53)-

Denotamos por I; a soma dos subespacos cujos polindmios minimais formam a
primeira das equagoes acima. Fizemos o mesmo com I3, ..., I;, onde ¢ é o ntimero de
linhas das equacdes acima. Pelo teorema 25, os subespagos Iy, I, ..., I sdo ciclicos

e seus polindmios minimais ¥1(X), ¥2(A), ..., ¥1(A) sBo determinados pelas férmulas:
B13) = A= e — gl A= ],

'l,bz(A) = [/\ —_ (‘DI]E?’I.[A — 902]322 ..... [/\ — cpa]cz",
’t,bt(/\) = [/\ - C‘Dl]cﬂ.[)\ — (Pglm ..... [)\ —_ (ps]ct‘,
(e >y, H,E=1,2,...,4 7=1,2,...,5).

Na seqiténcia 1;(A), ¥2(X), ..., ¥:()A) cada polindémio é divisivel pelo seguinte.
Podemos entao aplicar o teorema 28 para a decomposicao

V=0loLo.. 0L

Logo,
"»bp(’\) = ip()\) (P =1,2,... :n)7
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e portanto, todas as poténcias [A — wg]®*, (k = 1,2,...,5) com expoentes diferentes
de zero s30 os divisores elementares de A no conjunto C.

Isso prova o teorema.

H4 uma formulagao equivalente em termos de matrizes:

Teorema 31’ Em cada clesse de mairizes semelhanies eziste uma dnica malriz
(dentro dos blocos diagonais) que possue a segunda forma canénica Ly;; 0s polindmios
caracteristicos destes blocos diagonass sdo dwwisores elementares de todas as matrizes

da classe dada.

Teorema 32 Se 0 espaco V € dividido em subespacos invariantes com relagdo go
operador A, entdo os divisores elementares de A de cada subespago invariante formam
um sistemna completo de divisores elementares de Aem V.

Demonstracao:
Supomos que o espago V' € dividido em dois subespagos invariantes (em relagio ao
operador A)
V=5L&li.

Quando dividimos I; e I, em subespagos que nio podem ser decompostos, obtemos
a decomposi¢ao de V em subespagos que nao podem ser decompostos. Pelo teorema

31 fica completa a demonstragao deste teorema.

Este teorema tem a seguinte formulagao para matrizes a qual é usada para encon-

trar os divisores elementares de uma matriz.

Teorema 32’ Um sistema completo de divisores elementares de uma matriz quase-

diagonal é obtido pela unido dos divisores elementares dos blocos diagonais.

5.7 A forma candnica de Jordan de um operador

Supomos que todos as rafzes do polinémio caracteristico A(A\) de um operador A

pertencem a C.
Neste caso, a decomposicao dos polindmios invariantes em divisores elementares

em C serd vista da seguinte maneira:
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i1(A) = [A— 1™ A — ™2 L A — s,
is(N) = [A— @] (A — e A — @),
it(A) = [A — @] " [A — @™ A — ],
(CikZij, i1k=152)"'1t; j=172:--':5)-

Sendo o produto de todos os polindmios invariantes igual ao polindmio carac-
teristico A(}), podemos afirmar que Aq, Ay, ..., A, s30 raizes distintas de A(]).
Tomamos um divisor elementar arbitrario

(A — X)7;

onde )\g é uma das raizes do polinémio caracteristico e p é um dos expoentes (diferente
de zero) e, di,---, Ik, (k=1,2,...,5).

Para este divisor elementar ha um subespago ciclico I correspondente, que é gerado
por um vetor, o qual iremos denotar por e. Para este vetor (A — Ag)? é o polinémio
minimal.

Consideramos os vetores
er = (A= 2l le,en = (A— M) %...,ep=e

Os vetores ey, €y, ...€, 530 linearmente independentes. Por outro lado, existe
um polinémio anulador para e de grau menor que p e isso é impossivel de acontecer.

Notamos que
(A — /\0[)61 = 0, (A - /\0I)62 = €7, (A - /\0.[)61, = €p—1

Aey = Moer, Aeq = Mg +eq,..., Aep, = Aoep + €51

A partir disso podemos escrever a matriz correspondente a A4 em I para a base e;,

€2, -.-, €p:
M 1 - 0
AI® 1 g = P e ,
0 + 0 S 1
0 --- -+- A

onde /) & a matriz identidade de ordem p e H®) é a matriz de ordem p que possui

1’s na sua primeira diagonal superior e 0's nas demais posigoes.
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Os vetores independentes e, €3, ..., €, para os quais as dltimas equagdes apre-
sentadas sdo verdadeiras formam a Cadeia de Jordan de vetores em J. A Cadeia de
Jordan relacionada com cada subespaco I,, I5, ..., I,, forma uma base de Jordan
de V. Se denotarmos os polindmios minimais destes subespacos, ou seja, os divisores
elementares de A, por

(A= )7L (A =202, (A= AP 2,

entao a matriz J correspondente a A na base de Jordan tem a seguinte forma quase-
diagonal:
J= {01 4 g )1 L gla) ) P} 4 gled],

Dizemos que a matriz J possue a Formae Candnice de Jordan, ou simplesmente,
Forma de Jordan. A matriz J pode ser escrita imediatamente quando os divisores
elementares de A no conjunto € que contém todas as raizes caracteristicas da equacao
A()) = 0 s3o conhecidos.

Tode matriz B & semelhante o uma matriz J com Forma Candnice de Jordan, ou

seja, para uma matriz arbitrdria B sempre existe uma matrz T nao-singular tal que
B=TJT™ "

Se todos os divisores elementares de A sio de grau 1 entdo a matriz de Jordan é
uma Inatriz diagonal e temos:

-1
B=T{X, o,..., 0 }T7".
Definimos agora os vetores ey, ey, . .., €p, 0s quais j4 foram definidos anteriormente,
de maneira inversa;

g1 =€ =602 = €1 = (A—)\gf)e,...,gpz e = (A_AOI)P—IBI

Entio
(A—~XD)g1 = g2, (A—Ael)g2=g3,...,(A—XoI)g, = 0.
Segue que
Agi= g1+ 92, Agz = Aoz + g3, - AGp = Jabp-
Os vetores g1, gz, - - -, gp formam uma base para o subespaco ciclico invariante J

que correspondem aos divisores elementares (A — Ag)?.

203 nitmeros A, Az, ..-, Ay Do precisam ser todos distintos

82



Nesta base, temos uma matriz correspondente ao operador A:

A 0 0 --- 0

1 X 0 --- 0

AI® + FO) = ol

0 .00

0 0 -+ 1 X
Dizemos que os vetores g, g3, ..., gp formam a Cadeia Inferior de Jordan dos
vetores. Se tomarmos essa cadeia de vetores em cada subespago I', I, ..., I8,

formamos uma base inferior de Jordan na qual o operador A corresponde a matriz

quase-diagonal
Jy = (0T + 0 3, 1@2) 4 pled) ) [#) 4 PO}

Dizemos que a matriz J; é da Forma Inferior de Jordan. Chamaremos a forma
que vimos anteriormente de Forma Superior de Jordan.

Podemos concluir que:
Toda matriz é semelhante a uma matnz inferior e a uma matriz superior de Jor-

dan.
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Capitulo 6

Uma aplicacao da forma candnica

da Jordan

Consideramos um sistema de equagdes lineares homogéneas de primeira ordem

com coeficientes constantes:

dz _
dt

drg _
T = 02171 + 00T+ ...+ ATy

21171 + a1y +... +21pTs

- .
S = 0n1T1 + GnaT2 + ... + Cunln

onde t é a varidvel independente, i, Ty, ..., T, 530 funcdes desconhecidas de ¢ e
aix (i = 1,2,...,n) sio niimeros complexos.

Seja A a matriz quadrada, A = (az)7, dos coeficientes das equagdes e
T = (1, T3, -..,Tn) Uma matriz coluna. Podemos escrever o sisterma acima na forma

de uma tnica equacao diferencial matricial

dz
— = Az.
at
Chamamos de derivada de uma matriz a matriz obtida a partir da substituigao

dos elementos da mairiz dada por suas derivadas. Entdo % é a matriz coluna cujos

dri  drp -
elementos 4, 72, ..., Gt

Procuramos uma solucio do sistema de equagbes diferenciais que satisfaca as

seguintes condigdes iniciais:

I1|t=0 = T1i0, $2|t=0 = T20; Tn|t=0 — Tn0;

ou ainda,
$|t=0 = Ip-
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Expandimos a coluna z pela série de MacLaurin em poténcias de #:

12 dz d*z

Derivando sucessivamente a equagdo 2 = Az, temos:

T _ AiiE = A%z,

dz 3

dar ’
Substituindo ¢ por 0, temos:
Th = Azg, zj = A’zg,....

Podemos entdo escrever a série acima da seguinte maneira:

t2
I =271I +tA$0 + —-Az:]:g + ...+ EAT.’L'Q.

2!
Temos que %(e’“) = S(T+ At + %& +..) = A—}—Azt—l—%—l—... = Ae? e
& — Az. Entdo r = e?'zp é solucao da equacio diferencial & = Az. Parat = 0
&t a ’
temos
T =e*zy = e’zo = o,
ou seja,

.‘L'lg=(] = Ig.

H4 grande interesse em fungdes do tipo e?, sen(A4) e cos(A).
Seja f uma fungao analitica com série de poténcia

flz)=atoriz+...+apz™ +....
Definimos

flA) =l +anA+... +aA™+.. ..

Parae =T+ A+ 24+ ...+ LA” .. temos como tarefa calcular o limite desta
seqiiéncia. Sabemos que este trabalho nao pode ser considerado ficil.
Entretanto, A = T'JT! onde T € uma matriz inversivel e J uma matriz de Jordan.

Agsim
flA) =l +a1A+ .. .+ o, A" +... =

ao(TIT™Y) + e (TIT ) + ...+ an(TIT ) +... =
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aTIT 4+ o TIJT .. 4+, TT"T ... =
T(apl+ard+...+epJ"+..)T7".

Dessa forma, precisamos apenas calcular f{J). Mas J=J & . & ... @ J, e todo
J; é da forma A,/ 4+ H onde A; é um autovalor de A e H é uma matriz que possul 1
na sua diagonal e zero nas demais posi¢Ges.

Desse modo J" = JI' & 37 & ... ® J7 = (AT + Hy)" +... 4+ (AJd + H,)™, ou seja,
basta analisar as poténcias de Jordan. Supomos que dim (J;) = n = dim H. Pela
forma de H, verificamos que H? tem 1 na primeira sobrediagonal e zeros nas outras
posi¢ies. Em geral, para 1 < j < n—1, H’ tem 1 na j-ésima sobrediagonal e zeros
nas demais posigoes; para j > n, H? = 0. Deste modo, '

(J;)F = (A)* + ( ’1“) (AT*—LH +. ...

Temos que:
1 0 ... 0
o1 ... 0
I=1= : -
0o 0 ... 1
A1 0O 0
0 A 1 0
JL=AI+H=|0 0 :
Do 1
0 0 A
(/\2 221 0 0 ... 0\
0 A 2x 1 o0

0 0 A2 2% 1 . 0
P=A+H2=X+20+H2=| | o -

2A°

o o )
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B =(M+HP=N+3VH+3\H* + H’ =

(,\3 332 32 1 0 0 0\
0 A 3) 3% 1 0 0
0 0 AT 32 3 1 0
1
3\
: : . 3A?
\0 1 R .

Continuamos este processo até J™.
Voltamos para a nossa funcio f(J = apJ® + ey J' + ... + @, J"). A diagonal
principal da matriz 3 a;J* é dada por

ap+ B A+ @A+t + .. = f(A) = %/'\)
Na primeira sobrediagonal temos:
a0+ a1l + a2+ 33X + ... =a; + 22y + 3 as +...= f/(\) = %Il\)
Na segunda sobrediagonal temos:
.0+ 1.0 +as.l +a3.3A +...=apy+ 3rasz = f"é)\) = f’;(‘/\).

Em geral, na m-ésima sobrediagonal 1 < m < n é dado por

[= =]

D= D) (= = Dk = ),

Assim, chegaremos a seguinte matriz:

L
0 Ay e :
r=| O I
- ' 1!
0 0 ... fN
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