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INTRODUCAO

O presente trabalho surgiu do fato de que, nos livros de Matematica Financeira, no
mercado livreiro nacional, ndo abordarem formulas matematicas nos capitulos onde tratam
de sistemas de amortiza¢do envolvendo um periodo de caréncia, para o calculo, por
exemplo, do saldo devedor de um empréstimo em que sera amortizado em 24 parcelas
mensais, com 6 meses de caréncia. Para resolver situacdes desta natureza pretende-se
elaborar formulas matematicas para tais calculos que, além da caréncia, pode-se considerar
a capitalizacdo dos juros nos emprestimos.

A expectativa ¢ de que este trabalho traga uma contribuicido para as pessoas
envolvidas nas areas financeiras e afins, de maneira clara e objetiva, quando na realiza¢do

de calculos financeiros.



CAPITULO 1

As idéias principais e os objetivos do trabalho

A idéia de escrever sobre esse tema partiu da insuficiéncia encontrada nos livros que
tratam de Matematica Financeira sobre a questdo dos sistemas de amortizagdo “com
caréncia”, tendo em vista que € de costume encontrarmos apenas esse topico, trabalhado
“sem caréncia’.

Eis. entdo, os objetivos do presente trabalho sobre Matematica Financeira:

1. Deduzir as formulas matematicas que facilitem a obtengio do saldo devedor. da parcela
de amortizacdo, dos juros e da prestagdo num sistema de amortiza¢do que envolve um
periodo de caréncia, num periodo qualquer (durante o prazo de caréncia ou durante a
amortizagao da divida).

Tem-se que o objetivo almejado possui como idéias principais as formulas
matematicas dos sistemas de amortizagio “sem caréncia”, encontrada em maior escala nos
livios de Matematica Financeira, e tenta-se chegar a dedugdo das formulas matematicas dos
sistemas de amortiza¢ao “com caréncia’ .

2. Encontrar as formulas matematicas para obtengdo das somas totais das parcelas de
amortizacdo, dos juros e das prestagdes, num sistema de amortizagdo que envolva um prazo
de caréncia.

3. Auxiliar as pessoas que trabalham na area de financiamento. apresentando as formulas

matematicas que facilitem os problemas encontrados pelas pessoas que trabalham nas areas

afins, Para as pessoas (fisicas/juridicas) envolvidas com os sistemas de amortizagdo “com
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caréncia”, a idéia é apresentar de uma forma clara e objetiva, as ferramentas matematicas
que auxiliar@o a tais pessoas, a obten¢ao de dados e nimeros para seus investimentos.

Veja como sera o desenvolvimento desse trabalho:

Como entretenimento, apresenta-se no capitulo 2 (Um pouco da Historia da
Matematica Financeira) um texto sobre o surgimento da Matematica Financeira, bem como
as primeiras técnicas de manuseio das operagdes financeiras, surgimento dos bancos, etc.

Neste trabalho, como metodologia, partiremos da fundamentagao teorica encontrada
nos livros didaticos de Matematica Financeira, afim de que se possa entender o contexto
dos conceitos dessa parte da Matematica. Todas defini¢es importantes e necessarias para o
entendimento da Matematica Financeira para este trabalho pode ser encontrada no capitulo
3 (Fundamentagao Tearica) e no capitulo 4 (Sistemas de Amortizagao).

Como corpo principal do presente trabalho, o capitulo 5 (Formulas Matematicas
para Sistemas de Amortizagdo com Caréncia) trata, embasado nos capitulos anteriores, da
dedugdo e demonstragdo das formulas matematicas utilizadas nos empréstimos que
envolvem um prazo de caréncia, no SAC (Sistema de Amortizagdo Constante) e no SF
(Sistema Francés).

Apresenta-se. também, o SAC e o SF com as formulas para empréstimos com um
periodo de caréncia. sendo ou ndo, o valor do empréstimo, capitalizado pela taxa de juros a
ser cobrada na operagao financeira.

Para que as formulas apresentadas demonstrem eficacia, para cada grupo de
formulas obtidas (SAC e SF, com caréncia e sem/com juros capitalizados) sera apresentado

um exemplo ilustrativo para que possa-se ver a utilizagdo das mesmas na pratica.
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CAPITULO 2

Um pouco da Histéria da

Matematica Financeira

E bastante antigo o conceito de juro. tendo sido amplamente divulgado e utilizado
ao longo da Historia. Esse conceito surgiu naturalmente quando o homem percebeu existir
uma estreita relacdo entre o dinheiro e o tempo. Processos de acumulacdo de capital e a
desvalorizacao da moeda levariam normalmente a idéia de juros, pois se realizavam
basicamente devido ao valor do dinheiro no tempo.

As tabuas mais antigas mostram um alto grau de habilidade computacional e deixam
claro que o sistema sexagesimal posicional ja estava de longa data estabelecida. Ha muitos
textos desses primeiros tempos que tratam da distribui¢do de produtos agricolas e de
calculos aritmeéticos baseados nessas transagdes. As tabuas mostram que 0s SUMErios
antigos estavam familiarizados com todos os tipos de contratos legais € usuais. como
faturas. recibos, notas promissorias, crédito, juros simples e compostos, hipotecas.
escrituras de vendas e endosso.

Ha tabuas que s3o documentos de empresas comerciais e outras que lidam com
sistemas de pesos e medidas. Muitos processos aritméticos eram efetuados com a ajuda de
varias tabuas.Das 400 tabuas encontradas cerca de metade eram tabuas matematicas. Estas
ultimas envolvem tabuas de multiplicagdo, tabuas de inversos multiplicativos, tabuas de

quadrados e cubos e mesmo tabuas de expoenenciais. Quanto a estas, provavelmente eram
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usadas, juntamente com a interpelagdo, em problemas de juros compostos. As tabuas de
inversos eram usadas para reduzir a divisdo a multiplicagdo. Os juros e 0s impostos existem
desde a época dos primeiros registros de civilizagdes existentes na Terra. Um dos primeiros
indicios apareceu na ja na Babilonia no ano de 2000 a.C. Nas citagdes mais antigas, os
juros eram pagos pelo uso de sementes ou de outras conveniéncias emprestadas; os juros
eram pagos sob a forma de sementes ou de outros bens. Muitas das praticas existentes
originaram-se dos antigos costumes de empréstimo e devolugdo de sementes e de outros
produtos agricolas.

A Historia também revela que a idéia se tinha tornado tdo bem estabelecida que ja
existia uma firma de banqueiros internacionais em 575 a.C.. com os escritorios centrais na
Babilonia. Sua renda era proveniente das altas taxas de juros cobradas pelo uso de seu
dinheiro para o financiamento do comercio internacional. O juro nio € apenas uma das
nossas mais antigas aplicagdes da Matematica Financeira e Economia, mas também seus
usos sofreram poucas mudangas atraves dos tempos.

Como em todas as instrugdes que tem existido por milhares de anos. alguma das
praticas relativa a juros tem sido modificada para satisfazerem as exigéncias atuais, mas
alguns dos antigos costumes ainda persistem de tal modo que o seu uso nos dias atuais
ainda envolve alguns procedimentos incomodos. Entretanto, devemos lembrar que todas as
antigas praticas que ainda persistem foram inteiramente logicas no tempo de sua origem.
Por exemplo. quando as sementes eram emprestadas para a semeadura de uma certa area,
era logico esperar o pagamento na proxima colheita - no prazo de um ano. Assim. o calculo
de juros numa base anual era mais razoavel, tdo quanto o estabelecimento de juros
compostos para o financiamento das antigas viagens comerciais. que nao poderiam ser
concluidas em um ano. Conforme a necessidade de cada época, foi se criando nova forma
de se trabalhar a relagdo tempo-juros (juros semestral. bimestral, diario, etc).
Ha tabuas nas cole¢des de Berlirn, de Yale e do Louvre que contém problemas sobre juros
compostos e ha algumas tabuas em Istambul que parecem ter sido originalmente tabuas de
a" para nde 1 al0eparaa=29 16, 100 e 225. Com essas tabuas podem-se resolver
equagdes exponenciais do tipo a" =b. Em uma tabua do Louvre, de cerca de 1700 a.C.. ha o
seguinte problema: Por quanto tempo deve-se aplicar uma certa soma de dinheiros a juros

compostos anuais de 20% para que ela dobre?
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Na epoca em que os homens viviam em comunidades restritas, tirando da natureza
todos os produtos de que tinham necessidade, sem divida devia existir muito pouca
comunicacgdo entre as diversas sociedades. Mas com o desenvolvimento do artesanato e da
cultura e em razdo da desigual repartigdo dos diversos produtos naturais, a troca comercial
MOStrou-se PouUco a pouco necessaria.

O primeiro tipo de troca comercial foi o escambo, formula segundo a qual se trocam
diretamente (e. portanto sem a intervengio de uma "moeda" no sentido moderno da
palavra) géneros e mercadorias correspondentes a matérias primas ou a objetos de grande
necessidade. Por vezes, quando se tratava de grupos que entretinham relagdes pouco
amistosas. essas trocas eram feitas sob a forma de um escambo silencioso. Uma das duas
partes depositava, num lugar previamente estabelecido. as diversas mercadorias com as
quais desejava fazer a troca e. no dia seguinte, encontrava em seu lugar (ou ao lado delas)
os produtos propostos pelo outro parceiro. Se a troca fosse considerada conveniente
levavam-se os produtos, sendo retornava-se no dia seguinte para encontrar uma quantidade
maior. O mercado podia entdo durar varios dias ou mesmo terminar sem troca quando as
duas partes ndo podiam encontrar terreno para entendimento.

Cenas como tais puderam ser observadas por exemplo entre os aranda da Australia.
os vedda do Ceildo, os bosquimanos e os pigmeus da Africa, os botocudos do Brasil, bem
como na Siberia e na Polinésia.

Com a intensificagdo das comunicagdes entre os diversos grupos e a importancia
cada vez maior das transagoes. a pratica do escambo direto tornou-se bem rapidamente um
estorvo. Ndo se podiam mais trocar mercadorias segundo o capricho de tal ou qual
individuo ou em virtude de um uso consagrado ao pre¢o de interminaveis discussoes.
Houve portanto a necessidade de um sistema relativamente estavel de avaliagdes e de
equivaléncias, fundado num principio (vizinho daquele da base de um sistema de
numeragdo) dando a defini¢do de algumas unidades ou padrdes fixos. Nesse sistema €
sempre possivel estimar tal ou qual valor, nio somente para as operagdes de carater
econdmico mas tambem (e talvez sobretudo) para a regulamentagdo de problemas juridicos
importantes e. todas as espécies de produtos, matérias ou objetos utilitarios serviram nessa
ocasiao.

A primeira unidade de escambo admitida na Grécia pré-helénica foi o boi. Nao e por
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acaso que a palavra latina pecinia quer dizer "fortuna, moeda, dinheiro": provém, com
efeito, de pecus, que significa "gado, rebanho"; além disso, o sentido préprio da palavra
pecunia corresponde ao "ter em bois".

Mas nos tempos antigos a operagao de escambo, longe de ser um ato simples, devia
ser, ao contranio, envolta de formalidades complexas, muito provavelmente higadas a
mistica e as praticas magicas. E em todo caso o que revela a analise etnologica feita nas
sociedades "primitivas" contemporaneas, que se viu confirmar por um certo numero de
descobertas arqueologicas. Pode-se, portanto, supor que nas culturas pastorais a idéia de
boi-padrao (moeda de sangue) sucedeu a idéia de "boi de sacrificio”, ela mesma ligada ao
valor intrinseco estimado do animal.

Em contrapartida, nas ilhas do Pacifico as mercadorias foram estimadas em colares
de perolas ou de conchas. Apos um certo periodo, comegou-se por trocar faixas de tecido
por animais ou objetos. O tecido era a moeda; a unidade era o palmo da fita de duas vezes
oitenta fios de largura.

Tais métodos apresentavam, contudo. serias dificuldades de aplicagdo. Assim. a
medida que o comércio se desenvolvia, 0s metais desempenharam um papel cada vez maior
nas transagOes comerciais, vindo a tornar-se no fim das contas a "moeda de troca" preferida
dos vendedores e compradores. E as avaliagdes das diversas mercadorias passaram a ser
feitas quantitativamente pelo peso, cada uma delas referindo a uma espécie de peso-padrao
relativo a um ou a outro metal.

lgualmente no Egito faradnico, os géneros e as mercadorias foram freqientemente
estimados e pagos em metal (cobre, bronze e, por vezes, ouro ou prata), que se dividia
inicialmente em pepitas e palhetas. A avaliagdo era feita também sob a forma de lingotes ou
de anéis, cujo valor se determinava em seguida pela pesagem.

Até o momento n3o somente tratamos de um simples escambo. mas também um
verdadeiro sistema econdmico. A partir de entdo, gracas ao padrao de metal. as mercadorias
passaram a nfo mais ser trocadas ao simples prazer dos contratantes ou segundo usos
consagrados freqiientemente arbitrarios, mas em funcdo de seu '"justo prego".
Até entdo, tratava-se somente de introduzir nas transagdes e nos atos juridicos uma espécie
de peso-padrao, unidade de valor a qual o prego de cada uma das mercadorias ou agdes

consideradas era referido. Partindo desse principio, tal metal ou tal outro podia entdo servir
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em toda ocasido como "salario”, "multa" ou como "valor de troca". e no caso da "multa”,
algum tipo de calculo de juros primario era utilizado para se obter um certo valor para a
mesma

Aprendendo a contar abstratamente e agrupar todas as espécies de elementos
seguindo o principio da base, 0 homem aprendeu assim a estimar, avaliar e medir diversas
grandezas (pesos, comprimentos, areas, volumes, capacidades etc.). Aprende igualmente a
atingir e conceber numeros cada vez maiores, antes mesmo de ser capaz de dominar a id€ia
do infinito.

Pode elaborar também varias técnicas operatorias (mentais. concretas e, mais tarde.
escritas) € erguer os primeiros rudimentos de urna aritmeética inicialmente pratica. antes de
tornar-se abstrata e conduzir a algebra - onde hoje temos a Matematica Financeira
amplamente desenvolvida.

Foi-lhe também aberta a via para a elaboracdo de um calendario e de uma
astronomia. bem como para o desenvolvimento de uma geometria estruturada inicialmente
em medidas de comprimento, areas e volumes, antes de ser especulativa e axiomatica.
Numa palavra. a aquisicio desses dados fundamentais permitiu pouco a pouco a
humanidade tentar medir o mundo, compreendé-lo um pouco melhor, colocar a seu servico
alguns de seus inumeros segredos e organizar, para desenvolvé-la, sua economia.

O surgimento dos bancos esta diretamente ligado ao calculo de juros compostos € ©
uso da Matematica Comercial e Financeira de modo geral. Na epoca em que 0O COmMErcio
comecava a chegar ao auge, uma das atividades do mercador foi também a do comercio de
dinheiro: com o ouro e a prata. Nos diversos paises eram cunhadas moedas de ouro € prata.

Durante a expansio do comercio, assim como durante as guerras de conquista, as
moedas dos diferentes paises eram trocadas, mas O pagamento s0 podia ser efetuado com
dinheiro do pais especifico. Conseqlientemente, dentro das fronteiras de cada pais. as
moedas estrangeiras deviam ser cambiadas por dinheiro deste pais. Por outro lado. o0s
comerciantes e outras pessoas possuidoras de muito dinheiro. que viajavam ao exterior,
precisavam de dinheiro de outros paises, que compravam com moeda nacional. Com o
passar do tempo, alguns comerciantes ficaram conhecendo muito bem as moedas
estrangeiras € passaram a acumula-las em grandes quantidades. Desta forma, dedicou-se

exclusivamente ao cambio de dinheiro, ou seja, ao comercio de dinheiro.
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Aconteceu entio a divisdo de trabalho dentro do campo do comércio: paralelamente
a0s comerciantes que se ocupavam com a troca de artigos comuns, surgiram 0s cambistas,
isto é. comerciantes dedicados ao intercimbio de uma mercadoria especifica: o dinheiro.

Num espago de tempo relativamente curto, acumularam-se fantasticas somas de
dinheiro nas maos dos cambistas. Com o tempo, foram se ocupando de uma nova atividade:
guardar e emprestar dinheiro. Naquela época, e devido a deficiente organizacdo das
instituigdes responsaveis pela seguranga social do individuo. ndo era recomendavel que
tivesse em sua casa muitas moedas de ouro e prata. Estas pessoas entregavam seu dinheiro
a custodia do cambista rico, que o guardava e devolvia ao dono quando ele pedisse.
Imaginemos um cambista qualquer que tenha acumulado, desta forma, em seus coffes,
imensa quantidade de dinheiro. Era natural que a seguinte idéia ocorresse; "Porque estas
grandes somas de dinheiro haverdo de permanecer em meu poder sem qualquer lucro para
mim? - Ai entdo se percebe que a palavra "lucro" esta diretamente interligada com o
conceito de financas - E pouco provéave] que todos os proprietarios, ao mesmo tempo & num
mesmo dia, exijam a devolugdo imediata de todo seu dinheiro. Emprestarei parte deste
dinheiro a quem pedir, sob a condi¢do de que seja devolvido num prazo determinado. E
como meu devedor empregara o dinheiro como quiser durante este ¢ natural que eu obtenha
alguma vantagem. Por isso. alem do dinheiro emprestado. devera entregar-me. Nno
vencimento do prazo estipulado, uma soma adicional”. Vimos que neste pensamento do
mercador. a idéia de lucro ja aparece fortemente. Agsim tiveram inicio as operagoes
crediticias. Aqueles que, por alguma razao, se encontravam sem dinheiro - comerciantes,
senhores feudais e ndo raras vezes o proprio rei ou o erario nacional -. recorriam ao
cambista que lhes emprestava grandes somas de dinheiro a juros "razoaveis".

O juro era pago pelo usufruto do dinheiro recebido ou, mais -propriamente, era a
"compensagio pelo temor" de quem dava dinheiro emprestado e assim se expunha a um
grande risco. Entretanto estes juros alcangaram, em alguns casos. quantias incriveis: na
antiga Roma o0s usuarios exigiam de 50 a 100 por cento e na ldade Media, de 100 a 200 por
cento. as vezes mais, em relagio direta com a necessidade do solicitante ou do montante da
soma. Estes juros foram chamados, com toda justica, de usurario, o dinheiro recebido
emprestado, de capital usurario € 0 credor, de usureiro. O cambista exercia sua profissao

sentado num banco de madeira em algum lugar do mercado. Dai a origem da palavra
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"banqueiro" e "banco”. Os primeiros bancos de verdade da Historia foram criados pelos
sacerdotes.

No mundo antigo, entre 0s egipcios, babilonios e mais tarde entre os gregos €
romanos. estava amplamente difundido o costume segundo o qual os cidaddos mais
abastados deviam confiar a custodia de seu ouro  20S sacerdotes.

A lgreja crista ndo so deu continuidade a tradicio das operagdes crediticias dos
antigos sacerdotes, que considerava.pagaos, mas desenvolveu-as em grande escala. A lgreja
Catolica criou o "Banco do Espirito Santo". Seu verdadeiro proposito era tornar mais
expedita a exacdo, aos fi€is, dos chamados "denarios de Sao Pedro" destinados a satisfazer
as frugalidades do Papa e para facilitar o pagamento de dizimos e indulgéncias. assim como
para a realizagdo de transagoes relacionadas com os empréstimos, em outras palavras, com
a4 usura. Ao mesmo tempo langou um anatema e condenou as masmorras da inquisi¢do oS
cidaddos que emprestavam dinheiro a juros, mesmo que este juro fosse menor do que
aquele que ela exigia por seu dinheiro. A Igreja proibia a seus fiéis que cobrassem juros por
seu dinheiro. invocando como autoridade a Sagrada Escritura, onde se 1&: "Amai pois
vossos inimigos e fazei o bem, e emprestei, nada esperando disso” (Sao Lucas, 6.35). Na
realidade, esta proibigao era motivada por um interesse econdmico muito "mundano”: a
lgreja ambicionava assegurar para si o monopolio absoluto na exagao de juros. Apesar das
maldicdes e ameagas com 0 fogo eterno, a Igreja ndo pdde conter a avidez por ganhos e
lucros das pessoas. tanto mais que O proprio desenvolvimento do comércio exigia a Criagao
de uma ampla rede bancaria. As iniciadoras desta atividade foram as cidades-estado da
Italia. que tinham um vasto cOmercio. se estendendo aos mais distantes confins do mundo
conhecido.

O primeiro banco privado foi fundado pelo dugue Vitali em 1157, em Veneza. Apos
este. nos seculos X111, XIV e XV toda uma rede bancaria foi criada, A Igreja ndo teve outra
alternativa sendo aceitar a realidade dos fatos. Assim os bancos foram um dos grandes
propulsores praticos para 0 avango da Matematica Comercial e Financeira e da Economia
durante os séculos X até XV. Pois sem essa motivagdo para o aprimoramento dos calculos,
talvez. essa area de Matematica n@o estivesse 130 avangada nos dias atuais. Como
consegiiéncia do interesse pela educagio € do crescimento enorme da atividade comercial

no Renascimento, comegaram a aparecer muitos textos populares de aritmetica. Trés
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centenas desses livros foram impressos na Europa antes do século XVII. Essas obras eram
de dois tipos, basicamente aquelas escritas em latim por intelectuais de formagao classica,
muitas vezes ligada a escolas da igreja, e outras escritas no vernaculo por professores
praticos  interessados em  preparar jovens  para  carreiras comerciais.

A mais antiga aritmética impressa € a anonima e hoje extremamente rara Aritmetica
de Treviso, publicada em 1478 na cidade de Treviso. Trata-se de uma aritmética
amplamente comercial, dedicada a explicar a escrita dos nimeros. a efetuar calculos com
eles e que contém aplicagdes envolvendo sociedades e escambo. Como os "algoritmos”
iniciais do século XTIV, ela também inclui questdes recreativas. Foi o primeiro livro de
matematica a ser impresso no mundo ocidental. Bem mais influente na ltalia que a
Aritmeética de Treviso foi a aritmética comercial escrita por Piero Borghi Esse trabalho
altamente util foi publicado em Veneza em 1484 e alcangou pelo menos dezessete edigoes,
4 (iltima de 1557. Em 1491 foi publicada em Florenga uma aritmética menos importante, de
autoria de Filippo Calandri, porém interessante para nos pelo fato de conter o primeiro
exemplo impresso do moderno processo de divisio e também os primeiros problemas

ilustrados a aparecerem na Italia.
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CAPITULO 3

Fundamentacio Teorica

3.1. JURO SIMPLES

Como ia foi abordada no capitulo 2, a idéia de juro esta ligada ao pagamento pelo

uso de poder aquisitivo por um determinado periodo de tempo.
3.L.L Juro( )

Define-se como juro toda compensagao em dinheiro pelo uso de um capital. por um

determinado intervalo de tempo, a uma taxa combinada.
3.1.2. Capital (I,)

Define-se como capital (também chamado de principal ou valor presente) toda

importancia que se pde a render juros.
3.1.3. Taxa de juros (/)

Define-se como taxa de juros a razdo entre os juros recebidos (ou pagos) ao final de

um periodo de tempo e o capital inicialmente empregado.
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A taxa esta sempre relacionada com uma unidade de tempo (dia. mes. trimestre,
SemesiTe, ano eic. ).

Tem-se, entdo, que ao explicitar uma taxa de 29% ao ano significa dizer que. se
empregarmos um capital a essa taxa, por um ano, obteremos 29% do capital.

As taxas de juros geralmente sdo apresentadas de dois modos:

1) Forma porcentual ou percentual, onde a taxa diz-se aplicada a centos do capital,

ou seja, a0 que se obtém apos dividir-se o capital por 100. Exemplo: 5% ao ano.

2) Forma unitaria, onde a taxa refere-se a unidade do capital, ou seja, calcula-se o
que rende 2 aplicag@o de uma unidade de capital no intervalo de tempo referido pela taxa.
Exemplo: 0,05 ao ano.

Nas formulas, os calculos serdo efetuados utilizando-se a taxa unitaria, sendo que a
taxa percentual sera utilizada apenas em enunciados e respostas de exemplos.

Para efetuar a transformago da taxa porcentual em taxa unitaria faz-se uma diviséo
da notacio em percentagem, por 100 e, para a transformagdo da taxa unitaria em taxa

porcentual, basta multiplicar a notag@o em decimal por 100.

Exemplos:
Taxa Percentual Taxa Unitaria
5. 6% aa 0.056 aa
12.34% as 0.1234 as
0.0765% ad 0.000765 ad
0.87% am 0,0087 am

Exemplo: Determinar a taxa de juros cobrada num empréstimo de R$ 200.00. a ser

resgatado por R$ 220.00 ao final de um ano?
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Resolugao:
Dados:

I, = R$ 200,00;

j=R$ 220,00 - R$ 200,00 = RS 20,00;

=9

Logo. a taxa de juros cobrada no empreéstimo foi de 10% aa.
3.1.4. Fluxo de caixa
Chamamos de fluxo de caixa o conjunto de entradas e saidas de dinheiro de uma

empresa ou de uma pessoa fisica. ao longo de um certo periodo de tempo. Sua

representago pode ser dada do seguinte modo:

Tl I Entradas (+)
1

n Saidas (-)

fe=

2

(¥

5
-—
wh

=

1
ot

Esta representagdo € muito Gtil para situagdes em que ¢é necessario visualizar-se 0
que esta ocorrendo quando temos entradas e saidas de capital no tempo.

As convengdes empregadas s3o as seguintes:

- A reta horizontal é uma escala de tempo, com a progressdo de tempo dando-se da

esquerda para a direita. Os periodos de tempo aparecem representados em intervalos de
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tempo continuos, de modo que cada namero representa os periodos acumulados. Podemos
também utilizar a reta sem a escala, mas indicando o nimero de periodos envolvidos.

- As flechas significam entradas ou saidas de dinheiro. Assim, uma flecha para
baixo significa uma saida ou uma aplicagdo de dinheiro (ou um valor negativo) e uma
flecha para cima significa uma entrada ou recebimento de dinheiro (ou um valor positivo).
Para que a convengdo ficasse completa, o tamanho da flecha deveria representar
proporcionalmente o valor do capital que esté entrando ou saindo. Como esta representacgao
tem um carater auxiliar, optou-se por escrever o valor do dinheiro que esta entrando ou

saindo sem maiores preocupagdes de escala na propria flecha.

3.1.5. Cilculo do juro

Quando o regime ¢ de juros simples, a remuneragdo do capital aplicado e
diretamente proporcional ao seu valor e ao tempo de aplicaggo, onde © fator de

proporcionalidade € a taxa de juros. Tem-se:

onde

= juro;

J”,= capital inicial;
i = taxa de juros;

n= prazo de aplicacdo (na mesma unidade que a taxa).
Exemplo: Francisco empresta RS 150.00 a seu primo Fernando por 1 ano e 6
meses, a uma taxa de juro simples igual a 2% am. Determinar o valor de juros que

Francisco ira receber ao final do empreéstimo.

Resolugdo:
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Dados

I, = R$ 150,00;

n=1ano e 6 meses = 18 meses.
i=2% am= 0,02 am;

j=?
Utilizando a formula para calculo do juro simples. tem-se:

j=V,-i-n=150-0,02-18 = 54,00.

Logo, ao final do emprestimo, Francisco recebera R$ 54,00 referente ao juro.

Tem-se que, esta é a formula basica para o calculo de juros no regime de
capitalizacio simples, onde dados trés valores da formula, podemos obter o quarto, por
simples transformagdes algébricas.

Da formula principal do calculo de juros simples. dada acima, tem-se as seguintes

derivagoes:

Para periodos ndo-inteiros, a solugdo pode ser obtida em duas etapas:
1% etapa: calcula-se o juro correspondente a parte inteira de periodos.
2% etapa: calcula-se a taxa proporcional a fragdo de periodo que resta e O juro

correspondente.

3.1.6. Montante (77, )

Define-se como montante (ou valor futuro) de um capital, aplicado a taxa i e pelo

prazo de n periodos, como sendo a soma do juro mais o capital inicial.
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A '
V=V, +
Sendo 7, o principal. aplicado por » periodos e a taxa de juros /7, tem-se:

y — TF 3
Ve=V,+]

= IF ,".'.
=>V_(—IP+I:,, i-n

= V.=V, -(1+i-n).

Exemplo: Uma empresa aplicou R$ 50.000,00 no mercado financeiro, a uma taxa

de juros simples de 36% aa. pelo prazo de 7 meses. Quanto a empresa resgatou ao final
desse periodo?

Resolucgio:

Dados:

I",‘ = RS 50.000.00;

i=36% aa=3% am=0.03 am:

1= "7 meses;

V,=17

FLUXO DE CAIXA DA EMPRESA

l 0 7 (meses)
50.000
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Utilizando a formula para o calculo do valor futuro, tem-se:

V,=V,-(1 +i-n)=50.000-(1+0.05-7)=50.000-1.21= 60.500.00.

Logo. a empresa resgatara R$ 60.500,00 ao final do periodo de aplicagao.

Da formula principal do célculo do montante de um capital, dada acima, tem-se as

seguintes derivagoes:

v, v
J _] r"-]
4 ) VP V
/‘..—._-—'f— ] =—— n_—_-_L-_
" 14i-n i i

3.1.7. Taxa proporcional e taxa equivalente

Considere duas taxas de juros arbitrarias 7, € I, relacionadas, respectivamente, aos

periodos n, e n,. referidos a unidade comum de tempo das taxas.
Estas taxas se dizem proporcionais se houver a igualdade de quociente das taxas

com o quociente dos respectivos periodos.

Duas taxas se dizem equivalentes se. aplicado um mesmo capital as duas taxas e

pelo mesmo intervalo de tempo, ambas produzem ¢ mesmo montante.

Exemplo: Verificar se as taxas /= 18% ao ano ¢ i, = 3% ao bimestre sdo

equivalentes. Admitir um principal de R$ 100,00 e pelo prazo de um ano.
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Resolugao:
Parte 1 — Dados:

I, =R$ 100,00,

i =18% aa=0.18 aa:
n =1 ano;

=0

Utilizando a formula para o calculo do montante, tem-se:
V,=V,-(I1+i-n)=100-(1+0,18-1) = 100118 = 118.00.

Parte 2 — Dados:

1" =R$ 100.00;

i =3% ab= 0,03 ab;
11 = 1 ano = 6 bimestres;

=9

Utilizando a formula para o calculo do montante, tem-se:

V,=V,-(1+i-n)= 100-(1+0.03-6)=100-1.18 =118.00.

Logo, como as taxas i, = 18% aa e i, = 3% ab produziram, no prazo de um ano, o

mesmo montante de R$ 118,00, dizemos que s3o equivalentes.

3.1.8. Juro exato e juro comercial
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Define-se como juro exato aquele que € obtido quando o periodo esta expresso em

dias e quando € adotada a convengao de ano civil (365 dias):

Define-se como juro comercial (ou ordinario) aquele que € obtido quando o

periodo esta expresso em dias e quando € adotada a convengdo do ano comercial (360 dias):

Exemplo: Calcular o juro obtido em uma aplicagao de RS 4.000,00, a uma taxa de

juros de 60% aa, durante 20 dias. utilizando os critérios de juros exato e comercial.
Resolucéo:
Parte 1 — Juro exato:

Dados:

I, = RS 4.000,00,

i = 60% aa = 0.60 aa:
n = 20 dias;

by =7

Utilizando a formula para o calculo do juro exato. tem-se:

V,-i-n 4.000-0,60-20 48.000
365 365 365

=13151
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Parte 2 — Juro comercial:

Dados:

I”, = RS 4.000,00;

i =60% aa= 0.60 aa;
n = 20 dias:

fo =7

Utilizando a formula para o calculo do juro comercial, tem-se:

V,-i-n  4.000-0.60-20 48000
: = = =133.33
360 360 360

Logo, no critério de juro exato obtemos j, = R$ 131.51, enquanto para juro
comercial obtivemos j, =R§ 133.33.

Nota: relacionando os dois critérios de juros mencionados acima, tem-se sempre que

o Zih
3.1.9. Valor nominal (N) e valor atual (/")

Define-se como valor nominal o valor de um compromisso na data de seu
vencimento. Se apds o vencimento 0 compromisso néo for saldado, entendemos que o

mesmo continuara tendo seu valor nominal, acrescido de juros e de eventuais multas por

arraso.

Define-se como valor atual o valor do capital que, aplicado a dada taxa e em dado

prazo, nos dé um valor nominal conhecido.

O valor nominal ( N) e o valor atual (¥ sdo calculados pelas expressdes abaixo:

N=V-(+i-n) e

29



3.1.10. Desconto comercial ou desconto “por fora”

Define-se como desconto comercial como sendo o valor que se obtem pelo caleulo

do juro simples sobre o valor nominal do compromisso que seja saldado n periodos antes

do seu vencimento. Tem-se que:

D.=N-d-n
onde
D) = desconto comercial;
N =valor nominal;

»n = numero de periodos antes do vencimento;

« = taxa de desconto.

Sendo 1. o valor descontado comercial obtido da diferenca entre 0 valor nominal e
o desconto comercial, tem-se:
V=N-D,

=V,=N-N-d'n
=V, =N-(1-d-n).

Exemplo: Uma nota promissoria. no valor de R$ 1.000.00 em seu vencimento, foi
descontada 3 meses antes de seu vencimento. Sabendo-se que a taxa de desconto comercial
era de 30% aa. qual foi o valor do desconto? Qual foi o valor atual comercial?

Resolucao:

Parte 1 — Valor do desconto comercial:

Dados:
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N =RS$ 1.000.00;
d =30% aa=2.5% am = 0,025 am;
n = 3 meses;

D, =17

Utilizando a formula para o calculo do desconto comercial. tem-se:

D.=N-d-n=1000-0,025-3 = 75,00.

Parte 2 — Valor atual comercial:

Dados:

N =RS$ 1.000.00:
D, =R$ 75.,00;
v, =17

[~

Como o valor do desconto comercial ¢ dado por D, = N —T", tem-se:

}” =N =D, =1.000-75=925,00.

Logo, o desconto comercial foi de R$ 75,00 e o valor atual comercial foi de

R$ 925,00.

Como uma extensio do desconto comercial, tem-se o descomto bancirio, que
corresponde ao desconto comercial acrescido de uma taxa prefixada, cobrada sobre o valor
nominal. Essa taxa de despesas bancarias ¢ referida fregiientemente como sendo despesas
administrativas do banco ou institui¢ao que faz a operagao.

Sejam:

J, = valor atual (ou valor descontado bancario);
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D, = desconto bancario;

D_ = desconto comercial;

h = taxa de despesas administrativas;
N = valor nominal;

n = namero de periodos antes do vencimento:

d = taxa de desconto.

Tem-se o valor do desconto bancario:

D, =D +N-h
=D, =N-d-n+N-h
=D, =N:-(d-n+h).

E o valor descontado bancario sera;

V,=N-D,
=V,=N-=N-«d -n+h)
=1, =N-[1-(d-n+h)]

Exemplo: Uma industria retira do Banco Beta um emprestimo por 6 meses no valor
de RS 400.000.00 Sendo a taxa de juros igual a 24% aa e que o banco cobra 1.5% a titulo

de despesas administrativas, qual sera o valor atual bancario?
Resolucdo:
Dados:
N = R$ 400.000,00;

d =24% aa=2%am= 0,02 am;

h =1,5%=0,015;



n = 6 meses;

V=7

Utilizando a formula para o calculo do valor atual bancario, tem-se:

V,=N-[1-(d-n+h)]=400.000-[1-(0.02-6+0.015)]=400.000-[1-0.135] =

=400.000- 0.865 = 346.000.00.

Logo. o valor atual bancario foi de R$ 346.000,00

3.2. JURO COMPOSTO

No regime de juros compostos, que tem grande importancia financeira por retratar
melhor a realidade, o juro gerado pela aplicagiio sera incorporado @ mesma passando a
participar da geragdo de juros no periodo seguinte. Assim sendo. neste critério considera-se
que os juros formados num periodo sejam calculados sobre o montante do periodo anterior.

E bom ressaltar que a formagdo do montante no regime de juro simples € linear.

enquanto no regime de juro composto ela € exponencial.
3.2.1. Montante (')

No regime de juro composto, a formula para obtencdo do montante (ou valor
futuro), ao fim de n periodos, é uma fungdo exponencial do capital inicial aplicado. Nesta
formula, a taxa de juros i refere-se 4 mesma medida de tempo utilizada para os n periodos

e. além disso. deve ser expressa na forma unitaria. Tem-se:

V=V, -Q+i)"
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Exemplo: Calcular o valor do resgate de uma aplicagao de R$ 5.000,00. pelo prazo

de 9 meses, a taxa de juros compostos de 7% am.
Resolucéo:

Dados:

I’ = RS 5.000,00;

n =9 meses:
i = 7% am= 0,07 am;

V. =9

Utilizando a formula para o célculo do valor futuro, tem-se:

P, =V, -(1+i)" =5.000-(1+0,07)° = 5.000-(1,07)" = 5.000-1,838459212 = 9.192.30

Logo, o valor do resgate sera de R$ 9.192.30.

3.2.2. Calculo do juro

Como sabemos, montante é a soma do principal aos juros que a aplica¢o rende. no

prazo considerado e a taxa de juros estipulada, Assim sendo. tem-se:

V,=V,+]

I P
== I-',— — f'ﬁ

==V, -(1+i) -V,

= j=V,-[(1+i)" =1].

Exemplo: Calcular os juros de um empréstimo de R$ 60.000,00, pelo prazo de 10

meses, a taxa de juros compostos de 2% am.
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Resolugdo:
Dados:

I”,= R% 60.000.,00;

n = 10 meses;
i =2%am=0,02 am;

j=1
Utilizando a formula para o calculo do juro composto, tem-se:

j=V, - [(1+7)" =1] = 60.000-[(1+0,02)"° —1] = 60.000-[1,21899442 — 1] =

= 60.000-0.21899442 =13.139.66
Logo. sera pago RS 13.139.66 de juros pelo emprestimo solicitado.
3.2.3. Valor atual (1) e valor nominal (N)

O valor atual. como visto em juros simples, corresponde ao valor da aplicacao em

uma data inferior a do vencimento.
O valor nominal é o valor do titulo na data do seu vencimento.

O valor nominal ( N ) e o valor atual (]7) sdo calculados pelas expressdes abaixo:

. > I N N
N=V-({+7i) V=m

Vale ressaltar que o valor atual pode ser calculado em qualquer data focal inferior a
do montante, nio precisando ser necessariamente na data zero. O calculo do valor atual e

apenas uma operagdo inversa do calculo do montante. Assim, o valor atual, aplicado a taxa
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de juros compostos contratada, da data do valor atual até a data do vencimento, reproduz o

valor nominal.
3.2.4. Taxas equivalentes

Dizemos que duas taxas sio equivalentes se, considerados o mesmo prazo de
aplicagio e o mesmo capital, for indiferente aplicar em uma ou em outra. De outro modo.
considerando-se um mesmo capital aplicado por um mesmo intervalo de tempo a cada uma
das taxas, ambas as taxas produzirdaoc um mesmo montante se forem equivalentes.

Exemplo: Verificar se as taxas 7,= 60,103% ao ano e i. = 4% ao mes sao

equivalentes. Admitir um principal de R$ 100.00 e pelo prazo de um ano.
Resolugio:

Parte 1 — Dados:

I, =RS 100,00;
i =60.103% aa = 0,60103 aa;

n =1 ano;

V=17

Utilizando a formula para o calculo do montante, tem-se:

V,=V,-(1+i)"=100-(1+0,60103)' =100 -1,60103 =160.10

I
Parte 2 — Dados:

1, =R$ 100,00,

i =4% am = 0,04 am;

1 =1 ano = 12 meses;
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1,o=7

Utilizando a formula para o calculo do montante, tem-se:
V=V, -(1+i)"=100-(1+ 0,04)? =100-1.601032219=160.10

Logo, como as taxas i, = 60,103% aa e i, = 4% am produziram, no prazo de um
ano, o mesmo montante de RS 160,10, dizemos que sdo equivalentes.

Em algumas aplicagdes financeiras, quando o prazo (ou periodo) nao € um numero
inteiro em relagio ao prazo definido para a taxa (periodo fracionario). utiliza-se a
convengdo linear e a convengao exponencial para calcular montante, taxa e juros.

- Convencio linear: admite a formagio de juros compostos para a parte inteira do
periodo e de juros simples para a parte fracionaria do periodo.

O calculo do valor futuro na convencéo linear € dado por:

I =1 . 3 G ; s 2t ;
{“,' =1 p (1+7 )” 14 ‘; , onde J(—e a parte fracionaria do periodo.
1 q

- Convenciio exponencial: adota o mesmo regime de capitalizagdo para todo o

periodo (tanto para a parte inteira como para a parte fracionaria).

O calculo do valor futuro na convengao exponencial € dado por:

n+Z

Ve=V,-(+1i) 7 onde £ ¢ a parte fracionéria do periodo.
' q

3.2.5. Taxa efetiva e taxa nominal

Temos uma taxa de juros nominal quando o prazo de formagéo e incorporacio de

juros ao capital inicial ndo coincide com aquele a que a taxa se refere. Neste caso, € comum
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adotar-se a convengdo de que a taxa por periodo de capitalizagdo seja proporcional a taxa
nominal. Procedemos em duas etapas:

- Calculamos a taxa proporcional simples correspondente a um periodo de
capitalizaga@o.

- Potenciamos esta taxa pelo nimero de periodos de capitalizagdo existente no
intervalo de tempo a que se refere a taxa nominal.

Sendo

i/ = taxa nominal;

i, = taxa efetiva;

/ = numero de capitalizagdes para 1 periodo da taxa nominal;
n = numeros de periodos de capitaliza¢ao da taxa nominal;

I

Ji

Il

principal;

]

montante.

tem-se:

3.2.6. Desconto racional ou desconto “por dentro”

Define-se desconto racional como sendo a diferenca entre o valor nominal de um

titulo e o seu valor atual. Tem-se:

D.=N-V
= D =‘|'__._.i..—
' (1+4d)"
:bDr :]\]Q-}-—a');]
(1+d)"



onde
D, = desconto racional;
N = valor nominal;

n = numero de periodos antes do vencimento;

d = taxa de desconto.

Sendo ' o valor descontado racional obtido entre o valor nominal e o desconto

racional. tem-se:

V.=N-D,
Sy oy y.Qrdr-1
(1+d)"
3‘1/" :]\?.(]__.(L_!__d);}_
' _ (a+d)

Exemplo: Uma letra de cAmbio. no valor de RS 9.000,00 em seu vencimento, foi
descontada 120 dias antes de seu vencimento, Sabendo-se que a taxa de desconto racional

era de 3.25% am. qual foi o valor do desconto? Qual o valor atual racional?

Resolugao:
Parte 1 — Valor do desconto:
Dados:

N =R$ 9.000,00;
d =3.,25% am = 0,0325 am;
n = 120 dias = 4 meses;

D =7
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Utilizando a formula para o calculo do desconto racional. tem-se:

: . (1+d) — 0.0325)* —
1),=,fv.( +d) —1_ g oo, (140:0325) 1 _ 0 0136475928

0 -dy (1+0,0325° 1136475928

=1.080.78

Parte 2 — Valor atual racional:
Dados

N =RS 9.000,00;
D, =R§$ 1.080.78,;

1; =9

Como o valor do desconto racional € dado por D, = N -1, . tem-se:

I-=N-D =9000-1.080,78 =7.919,22

Logo. o desconto racional foi de R$ 1.080.78 e o wvalor atual racional foi de
R%$ 7.919.22,

3.3. EQUIVALENCIA DE CAPITAIS

E fregiiente a necessidade de antecipar ou de prorrogar titulos nas operagdes
financeiras. As vezes queremos substituir um titulo por outro ou por varios. Podemos
também ter varios titulos que queremos substituir por um Gnico ou por varios.

Tais questdes dizem respeito, de modo geral, a comparagio de valores diferentes

referidos a datas diferentes, considerando-se uma dada taxa de juros.

3.3.1. Data focal e equacio de valor
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Data focal (também chamada de data de avaliagdo ou data de referéncia) € a data
que se considera como base de comparagdo dos valores referidos a datas diferentes.

A equagdo de valor permite que sejam igualados capitais diferentes, referidos a
datas diferentes, para uma mesma data focal, desde que seja fixada uma certa taxa de juros.
Em outras palavras, a equac@o de valor pode ser obtida igualando-se em uma data focal as

somas dos valores atuais ¢/ou montantes dos compromissos que formam a alternativa em

analise.

3.3.2. Capitais equivalentes
Diz-se que dois ou mais capitais, com datas de vencimento determinadas, sao

equivalentes quando, levados para uma mesma data focal a mesma taxa de juros. tiverem

valores iguais.

3.4. RENDAS CERTAS OU ANUIDADES OU SERIES DE PAGAMENTOS

Quando o objetivo € constituir-se um capital em uma data futura. tem-se um
processo de capitalizagdo. Caso contrario, quando se quer pagar uma divida, tem-se um
processo de amortizagdo. Pode ocorrer também o caso em que se tem o pagamento pelo
uso, sem que haja amortizagio, que e o caso dos aluguéis.

Estes exemplos caracterizam a existéncia de rendas ou anuidades. que podem ser
basicamente de dois tipos:

- rendas certas ou deterministicas: sdo aquelas cuja duragdo e pagamentos Sao
predeterminados, ndo dependendo de condigdes externas. Os diversos parametros. como o
valor dos periodos, prazo de duragao, taxa de juros etc.. s3o fixos e imutaveis.

- rendas aleatorias ou probabilisticas: os valores e/ou as datas de pagamento ou de
recebimento podem ser varidveis aleatdrias. E o caso dos seguros de vida: os valores de
pagamento (mensalidades) sdo certos, sendo aleatorios o valor do seguro a receber e a data

de recebimento. Esse tipo de renda € estudado apenas na Matematica Atuarial.
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O valor atual ou valor presente de uma serie de pagamentos ou anuidades € a soma
dos valores atuais de seus termos, soma esta realizada para uma mesma data € a mesma
taxa de juros compostos.

Analogamente, o montante ou valor futuro de uma serie de pagamentos ou
anuidades € a soma dos montantes ou valores futuros de seus termos, considerada uma dada

taxa de juros compostos e uma data.

3.4.1. Classificacdo das anuidades

1) Quanto a periodicidade:
- periodicas: se todos os periodos s&o iguais.

- ndo-periodicas: se os periodos ndo sdo iguais entre si.

2) Quanto ao prazo:
- temporarias: quando a duragao for limitada.

- perpétuas: quando a duracéo for ilimitada.

3) Quanto ao valor dos termos:
- constante: se todos 0s termos s&o 1guais.

- variavel: se 0s termos ndo sdo iguais entre si.

4) Quanto a forma de pagamento ou de recebimento:
- imediatas: quando os termos s3o exigiveis a partir do primeiro periodo.
- postecipadas ou vencidas: se os termos sio exigiveis no fim dos
periodos.
- antecipadas: se 0s termos s30 exigiveis no inicio dos periodos.
- diferidas: se os termos forem exigiveis a partir de uma data que nao seja o
primeiro periodo.
- postecipadas ou vencidas: se os termos sao exigiveis no fim dos
periodos.

- antecipadas: se 0s termos sio exigiveis no inicio dos periodos.
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Por modelo basico de anuidade entende-se as anuidades que s&o simultaneamente:

- temporarias.
- constantes.
- imediatas e postecipadas.

- periddicas.

E que a taxa de juros i seja referida ao mesmo periodo dos termos.

3.4.2. Valor atual do modelo basico

Seja um principal P a ser pago em » termos iguais a A, imediatos, postecipados e

periodicos. Seja também uma taxa de juros 7, referida ao mesmo periodo dos termos.

A representagéo grafica do modelo € a seguinte:

P

A soma do valor atual dos termos na data zero ¢ dada por;

A A 4 A
= =+ e ——r
(+i) (+iy Q-+ A+

Qu. colocando-se 4 em evidéncia. vem:

1 1 1

13

9 A N O
A+i) 1+ Q+)° a1+



Colocando a soma entre colchetes como sendo:

(P/A,i,n)=—1 + 12+ ].{+...+ ]
A+ a+H° (Qd+i)y Q+)"

Tem-se P=A-(P/A,i,n),onde (P/ A in)= Lo L ¢ o fator de valor atual
I

de uma anuidade no modelo basico, também denotado como FTA(i,n).
Isolando A.tem-se A=P-(4/P.i,n), onde {4/ P.i,n)= ——(17—)7 ¢ o fator de
—(1+i
recuperacdo de capital no modelo basico, também denotado como FRC(i.n).

Deve-se observar que FRC € o inverso de FI'4 .

Exemplo: Um aparelho de DVD custa RS 500.00 a vista. mas pode ser financiado

sem entrada em 8 prestacdes mensais a taxa de 2% am. Qual sera o valor de cada prestagao
paga pelo comprador?
Resolucéo:

Dados;

F =R$ 500.00;
n = 8 meses;
i =2% am= 0,02 am;

A =7

Primeiramente calcula-se o valor FRC(i,n):

I—(+7)" 1-(1+002)° 1-0853490371

] 2 2
(A/P,i,n) = : e 404 = 0,136509799
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Utilizando a formula A= P -(A/P,i,n). tem-se:
A=P-(A/P.i.n)=500-0.136509799 = 68.25
Logo, o comprador pagara RS 68,25 em cada prestagao na compra do DVD.
3.4.3. Montante do modelo basico
Seja um processo de capitalizagdo em que sdo aplicadas parcelas iguais a 4.
periodicas e postecipadas, a uma taxa de juros 1, referida ao mesmo periodo dos termos. O
problema € determinar o montante (/) na data focal 7, que resulta deste processo de

capitalizagao.

A representacdo grafica deste modelo € a seguinte:

....................... NI e T T ’ ‘h F
.............................................................. |
5 R S AR SRR s M SACHR e TS »
.
A
TA I A T A T A A
0 1 2 3 n-1 n

O montante (F ) € o resultado da soma dos montantes de cada um dos termos, a
taxa de juros i, na data focal ». Admitindo que esteja se fazendo esta soma a partir do
termo de n-ésima ordem (ou seja, o Ultimo termo) e até o termo de 1° ordem (que € o
primeiro termo):

F=A+4-0+)+A4-Q+D) +..+4-1+)""

Colocando-se A em evidéncia:
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F=Al+@+i)+ 0+ +. + 1+

Colocando a soma entre colchetes como sendo:
(F/A i) =1+0+)+A+i) +. . +(1+)"

(1+4)" =1

Tem-se F=A-(F/A,in), onde (F/A,in)= é o fator de acumulagao

de capital de uma série de pagamentos ou anuidades no modelo basico, também denotado

por FAC(@,n).

Isolando A, tem-se A=1I"-(A4/F,i,n), onde (A/I,i.n) —Wé o fator de
+i) -

formacao de capital do modelo basico, também denotado por FFC(i,n).

Deve-se observar que FFC € oinverso de FAC.

Exemplo: Meu irmao foi ao Banco Beta e abriu uma caderneta de poupanga. Sua
idéia é depositar todo més R$ 100,00, durante 3 anos. Sabendo-se que com essa aplicacdo
ele esta ganhando 1% am, quanto possuira ao final desse periodo?

Resolugdo:

Dados:

A = R$ 100.00;
1 =3 anos = 36 meses;
i =1%am= 0,01 am;

F =0

Primeiramente calcula-se o valor de FAC(i.n):
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(1+i)" =1 (1+001)° -1 0,430768784

= 43,07687836
0,01 0,01

(F{Ain)=

Utilizando a formula F = 4 - (F / A,i,n), tem-se:

F=A-(F/Ain)=100-43.07687836 = 4.307.69

-

Logo. ao final de 3 anos, meu irmdo possuira R$ 4.307.69 na caderneta de

poupanga.
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CAPITULO 4

Sistemas de Amortizacio

4.1. INTRODUCAO

Dentro da Matematica Financeira, o termo divida esta associado a uma quantia
monetaria que € emprestada por um certo prazo. Quem assume a divida tem a obrigacdo de
restituir o capital emprestado, acrescidos de juros devidos, no prazo estipulado para o
emprestimo.

Segundo as praticas usuais. os emprestimos classificam-se em: de curto. de medio e
de longo prazo. Os empréstimos de curto e de médio prazo caracterizam-se, normalmente,
por serem saldados em até 3 anos. Ja os empréstimos de longo prazo (financiamentos) por
existirem varias modaiidades de restituigio do capital emprestado e de encargos financeiros
tém um tratamento especial, onde essas operagdes de crédito tém suas condigdes
previamente fixadas por contratos bilaterais entre a empresa e o drgao financiador.

Define-se como um sistema de amortizagdo, a forma de devolugao do capital

emprestado, mais os encargos financeiros (juros, 10F, TAC. etc.).
4.1.1. Conceitos basicos

Para um melhor entendimento desse capitulo, daremos os principais conceitos do

uso corrente nas operagdes de empréstimos e financiamentos, a saber:
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a) Mutuante ou credor: aquele que concede o empréstimo:

b) Mutuario ou devedor: aquele que recebe o empréstimo:

c) Taxa de juros: taxa contratada entre as partes:

d) 10F: imposto sobre operagdes financeiras;

e) TAC: taxa de abertura de conta;

f) Prestacdo: soma da amortizagio, acrescida de juros e outros encargos
financeiros, pagos em um dado periodo;

£) Amortizagdo: parcelas de devolugdo do capital emprestado;

h) Prazo de amortizagdo: intervalo de tempo durante o qual serdo pagas as
amortizagoes;

i) Periodo de amortizagdo: intervalo de tempo existente entre duas amortizagdes;

1) Saldo devedor: estado da divida em determinado instante de tempo;

k) Prazo de caréncia: corresponde ao periodo compreendido entre a primeira
liberacdo do empréstimo ou financiamento e o pagamento da primeira
amortizacgao.

) Planilha: quadro onde sdo colocados os valores referentes ao empréstimo ou
financiamento, constituido de vérias colunas, que apresentam, apos cada
pagamento. a parcela de juros pagos. a amortiza¢io, a prestagdo. 0s encargos

financeiros e o saldo devedor;
4.2. CLASSIFICACAO DAS MODALIDADES DE AMORTIZACAQ
4.2.1. Sistema de amortiza¢io constante (SAC)
No Sistema de Amortizacdo Constante (SAC), as parcelas de amortizacio sao
1guais,

O valor da amortizagdo (a) € calculado através da divisdo do capital emprestado

(7", ) pelo naimero de amortizagdes (7 ), ou
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O valor do saldo devedor de cada periodo 7, anotado por P, ¢ obtido da seguinte

maneira;

Saldo devedor no primeiro periodo:
Voo ( 1 (n=1\ F
p

h=K—-a=V,~-+=V 1——[:!"‘”( J:—’"-(n—l):a-(n-—n.
n \ ny 7 n

Saldo devedor no segundo periodo:

P=h —a=a-(n-N-a=a-(n-1-N=a-(n-2),

Prosseguindo, tem-se que o saldo devedor, para cada periodo 7 ¢ dado por:

E=F ,~a
>F=a-(n—1+1)-a
=>FP=a-(n—-1+1-1)

=P =a-(n-1)

Os juros sao calculados. a cada periodo. multiplicando-se a taxa de juros
contratada pelo saldo devedor existente sobre o periodo anterior assumindo valores
decrescente nos periodos. Os juros de um certo periodo 7 sdo calculados sobre o saldo

devedor do periodo anterior. Tem-se:

P
‘/: =t jr—l

= J,=i~a-(n—1+1)

A prestacdo, a cada periodo, 4,, € igual a soma da amortizagdo e dos encargos

financeiros (juros, comissoes, etc.), sendo periddica, sucessiva e decrescente em progressao
aritmeética, de razdo (G ) igual ao produto da taxa de juros pela parcela de amortizacio.

Assim,
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A =a+ ],
= A =a+i-a-(n—1+1)
= A =a-[1+i-(n—=1+1)]

Assim, dada a razdo da P A, G=i-a e, 4 =a-(1+i-n) como sendo a primeira

prestacao. para o valor da prestagdo para cada periodo 7. tem-se:

A=4~-0t-1)-G
= A=a-(1+i-n)—-1-G

Exemplo: Uma empresa solicita um empréstimo no valor de R$ 100.000,00. que o
banco contactado libera no ato do contrato. pelo SAC. A taxa de juros cobrada pelo banco ¢

de 7.5% am e o valor presente sera amortizado em 4 parcelas mensais. Construir a planitha

de operagdo de credito.
Resolucgdo:
Dados:

", =R$ 100.000.00;
1 = 4 meses:
i =7.5% am=0.075 am;

Sistema de Amortizagdo utilizado = Sistema de Amortiza¢ao Constante.

O calculo da amortizagao mensal € dado por:

LV, 100000
-—2-

= 25.000,00.

O saldo devedor. apos o pagamento de cada prestagdo mensal. € dado por:
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Saldo devedor ao final do primeiro més: 7, = 100.000 - 25.000 = 75.000, ;
Saldo devedor ao final do segundo més: P, =75.000 - 25.000 = 50.000;

Saldo devedor ao final do terceiro més: P, =50.000 - 25.000= 25.000;

Saldo devedor ao final do quarto més: P, =25.000-25.000=0.

Os juros de cada més sdo dados por:

Juros do primeiro més: J, =0.075-100.000 = 7.500;
Juros do segundo més: J» =0,075 - 75.000 = 5.625;
Juros do terceiro més: J:» =0,075-50.000 =3.750;
Juros do quarto més: J.=0,075-25.000=1.875.

O valor da prestac@o para cada més é dado por:

Prestagdo ao final do primeiro més: A, =25.000+ 7.500 =32.500;
Prestacao ao final do segundo més: A, =25.000 + 5.625 =30.625
Prestacdo ao final do terceiro més: A. =25.000 + 3.750= 28.750;
Prestacd@o ao final do quarto més: A, =25000+1875=26.875.

A partir dos dados acima obtidos, podemos construir a seguinte planilha da

operac¢ao de credito:

f Més (t) fSaldo Devedor (Pt)! Amortizacao (a) | Juros (j) |Prestacao (A:)
[0 | 100.000.00 | . - -
1 | 75.000,00 25.000,00 7.500,00 } 32.500,00
2 50.000,00 25.000,00 5.625,00 30.625,00
[ 3 25.000,00 25.000,00 3.750,00 28.750,00
[ 4 - 25.000,00 1.875,00 26.875,00
[ Total = | 100.000,00 18.750,00 | 118.750,00




O SAC. também conhecido como Sistema Hamburgués. é um sistema de
fundamental importancia no Brasil, principalmente devido & sua ampla utilizacao pelo
Sistema Financeiro de Habitagdo (SFH), a partir de 1971, nas operagdes de financiamento

para aquisi¢@o da casa propria.
4.2.2. Sistema Francés de Amortizacao

O Sistema Francés consiste em um plano de amortizagdo de uma divida em
prestacoes periodicas, iguais e sucessivas, em que o valor de cada prestagao. ou pagamento.
¢ composto por duas parcelas distintas: uma de juros e outra de amortizagao.

Os juros. por incidirem sobre o saldo devedor. sdo decrescentes e as parcelas de
amortizacdo assumem valores crescentes. A soma dessas duas parcelas permanece sempre
igual ao valor da prestagéo.

O valor das parcelas ¢ determinado com base na mesma formula utilizada para

séries de pagamentos com termos postecipados. ou seja:

- SO -
Cl={+0)

= A=V, -(AIV,.in)

Obs.- entenda-se |~ como o valor presente (ou principal).

Para calcular o valor da parcela de juros correspondente a uma dada prestagao,

utiliza-se a seguinte formula:

Jo=i-F

1+ =1
AT

= j=i-A-(P/Ajin—1+1)

= j=i4
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No calculo da parcela de amortizagdo. faz-se a diferenga entre a prestag@o e o juro,

correspondentes ao periodo:
4, = A~ J
para 7 =1,..n

O saldo devedor no Sistema Francés € determinado por:

R:A.M.‘_'__]_
A+ -
= P =A-(P/Ain-1)

para { = 1..... 1.

Exemplo: (Utilizaremos 0 mesmo exemplo que no SAC).

Uma empresa solicita um empreéstimo no valor de R§ 100.000,00. que o banco
contactado libera no ato do contrato, pelo Sistema Francés. A taxa de juros cobrada pelo
banco e de 7.5% am e o valor presente sera amortizado em 4 parcelas mensais. Construir a
planilha de operagao de credito.

Resolugao:
Dados:

I”, =RS$ 100.000,00:

1 =4 meses:
i =7.5% am=0.075 am:

Sistema de Amortizacao utilizado = Sistema Frances.

Calcula-se, primeiramente, o valor da prestagio A :



—y o topo00-— 200 _jonpan. 200
s 025119947

1-(1+0,075)"
=100.000- 0,298567508= 29.856.75

(147 =1

Ty e i

Os juros de cada més sao dados por /, =1-

Juros do primeiro més:

1+0,075) " -1
(1+0,075)*".0,075

=0,075-29.856,75-3,34932627 = 7.500

j, =0,075-29.856,75 -

Juros do segundo més:

(140,075 -1
(1+0,075)**".0.075

=0.075-29.856,75-2.60052574 =5.823.24

J» =0,075-29.856.75 -

Juros do terceiro mes:

(1+0,075)"" -1
(1+0,075)"77.0,075

j, = 0.075-29.856,75 -

=0.075-29.856,75-1,79556517 = 4.020,73

Juros do quarto més:
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(140,075 -1
(1+0,075)*%1.0,075

=0.075-29.856,75-0.930232558=2.083,03

Ja = 0,075-29.856,75-

Calcula-se, agora, o valor de cada amortizagao:

Amortizagdo no primeiro més: a, =29.856,75-7.500=22.356,75
Amortizac¢ao no segundo més: a, =29.856,75 - 5.823,24 = 24 033,51
Amortizagdo no terceiro més: a, =29.85675-4.020,73=25.836,02
Amortizagdo no quarto mes: a, =29.856,75-2.083,03=27.773,72

Finalizando, calcula-se o valor do saldo devedor apds cada prestagio:

Saldo devedor no primeiro més:

P, = P, — 4, =100.000— 22.356,75 = 77.64325

Saldo devedor no segundo més:

Po=F - A4,=7764325-24.03351=53.609,74

Saldo devedor no terceiro més:

P, =P, — A, =53.609.74 — 25.836,02 = 27.773.72

A partir dos dados acima obtidos, podemos construir a seguinte planilha da

operagao de credito:
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Més (t) |Saldo Devedor (P;)| Amortizacao (a;) | Juros (j;) |Prestagao (A)
0 100.000,00 - z =
1 77.643,25 22.356,75 7.500,00 29.856,75
2 53.609,74 24.033,51 5.823,24 29.856,75
3 27.773,72 25.836,02 4.020,73 29.856,75
4 - 27.773.72 2.083,03 29.856,75
Total - 100.000,00 19.427,00 119.427,00

Como um caso particular do Sistema Francés, tem-se o Sistema Price (ou Tabela
Price). com as seguintes caracteristicas:

a) quando a taxa de juros for anual, com pagamento mensal, semestral ou trimestral,
usa-se a taxa proporcional ao periodo de pagamento,

b) quando a taxa de juros for mensal, com pagamento semestral, trimestral ou anual,

usa-se a taxa equivalente ao periodo de pagamento.

4.2.3 Outros tipos de sistemas de amortizacao

4.2.3.1. Sistema de Amortizacio Misto (SAM)

O Sistema de Amortizagio Misto (SAM) foi criado em maio de 1979 pelo BNH, e
constituiu-se num misto entre o Price e 0 SAC, originando-se a sua denominagdo. O SAM ¢
um plano de pagamentos composto por prestagdes cujos valores sdo resultantes da media
aritmética dos valores das prestagdes dos planos SAC e Price, correspondentes aos

respectivos prazos; os valores das parcelas de amortizagio e juros resultam da mesma regra.
4.2.3.2. Sistema Americano (SA)
No Sistema Americano de Amortizacio (SA), o mutuario obriga-se a devolver o
principal em uma s parcela, apos ter decorrido o prazo de caréncia estipulado. Os juros

podem ser pagos durante a caréncia ou capitalizados e devolvidos juntamente com o

principal.
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O chamado sinking fund, que muitas vezes é confundido com o Sistema Americano,
¢ um fundo de amortizagdo que € constituido pelo mutuario para pagar o principal devido,
quando o calculo € feito pelo sistema americano. Com tal providéncia, o mutuario procura

evitar o problema de liquidez que surgiria devido a um grande pagamento de uma so vez.
4.2.3.3. Sistema de Amortizacdes Variaveis (SAV)

Neste tipo de sistema de amortizagdo, a devolugao do principal € feita em parcelas
desiguais, ocorrendo na préatica quando as partes fixam as parcelas de amortiza¢des. sem
nenhum critério particular. e a taxa de juros cobrada. sendo esta calculada tambem sobre o

saldo devedor.
4.2.3.4. Sistema de Amortizacio Crescente (SACRE)

Esse tipo de sistema de amortiza¢do é uma variagao do sistema de amortizagao
constante. No SACRE, a prestagio ¢ calculada como no SAC, mas € mantida constante.
Normalmente, a prestagio permanece congelada por um certo periodo de tempo
(geralmente um ano), apos os quais recalcula-se a prestagao.

Atualmente, este é o sistema de amortizagdo mais utilizado pela Caixa Econdomica

Federal em suas linhas de crédito imobiliario.
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CAPITULO 5

Formulas Matematicas para Sistemas de

Amortizacio com Caréncia

Atendendo a falta de formulas para o caleulo das parcelas de amortizagdo, saldo
devedor. juros e prestagio para os sistemas de amortizagao com caréncia, este capitulo sera
destinado para a demonstragao e obtencao dessas formulas, afim de suprir essa escassez de
informacéo.

Trabalhar-se-a com dois tipos de sistemas de amortizago: Sistema de Amortizagao
Constante (SAC) e Sistema Francés de Amortizagdo. Para esses dois sistemas de
amortizacao, sera apresentada as formulas durante um empréstimo que apresente caréncia.

podendo ou ndo, terem os juros capitalizados.
Nota: O periodo de caréncia sera denotado pela letra k. o namero de parcelas de

amortizagdo por 7. o periodo desejado durante o empréstimo por 7 € serdo deduzidas as

formulas para o sistema de anuidades postecipadas, ou seja, o periodo do empréstimo varia
de f=0,.0+k

5.1. Sistema de Amortizacio Constante (SAC) com prazo de caréncia

5.1.1. SAC com prazo de caréncia e sem juros capitalizados
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5.1.1.1. Amortizagio (a,)

Durante o periodo de caréncia, 0 mutuario ndo paga as parcelas de amortizag¢io.

Logo, tem-se que:

para =1,k

Passado o periodo de caréncia, como no SAC, as amortizagdes sdo constantes
Logo, utiliza-se a formula apresentada para o calculo das parcelas de amortizagdo sem

periodo de caréncia. Tem-se:

para 1=k + 1. .k+n

A soma de todas as parcelas de amortizagio sera igual ao valor do empréstimo, dado

por:

k<n
za, =n-4a

=0

5.1.1.2. Saldo Devedor (7)



No periodo de caréncia, o saldo devedor segue inalterado, sendo este igual ao valor
inicial do empréstimo, ja que, pela definigéo, ele diminui a partir do periodo que se comega

a pagar as parcelas de amortizagdo, o que ndo ocorre durante a caréncia. Logo, tem-se que:

P=a-n
::}B:_ﬁ_.n
n
— /7
=F=V,

para 1=0, .k

Para o periodo apos a caréncia, tem-se o saldo devedor, dado por:

P =a-(n—(t—k)

(m—t+k).

para 1=k + 1. .k +n.

S.1.1.3. Juroes ()

Durante o periodo de caréncia, os juros sdo calculados multiplicando-se a taxa de

juros pelo valor inicial do empréstimo. Logo:

J,=i-a-n
= j,=i-—L-n
n
= j,=i-V,,
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para { =1,.._ k.

Passado o periodo de caréncia, os juros sdo calculados multiplicando-se a taxa de

juros pelo saldo devedor do periodo anterior (P _.). Logo:

j.' :j'}).'-l
= j =i-a-(n=-1)+k)

— =r-¥’i'(51—r+k+l),
n

paraf=k+1,_. . .k+n

O valor total de juros pagos sera a soma dos juros pagos durante e apos o periodo de
caréncia.

Durante o periodo de caréncia, a soma dos juros € dada por:
S =k-i-V,
=0

Durante a amortizagdo da divida. os juros obedecem a uma progressdo aritmeética

v,

decrescente de razao G =—i-a=—i-—_ onde 4 =i-I,. Tem-se, entdo. que o termo gerai
14

dessa P.A. ¢ dado por:

a,=a +n-1)-r

V.
=4, :i-Vr+(nf])-(—i-—"1

=a,=i-V,- 1—’7_]
n

o l:n—n+l}
A e e

. 4 "




Assim, a soma dos termos dessa P.A. (ou seja, dos juros pagos durante o pagamento

das amortizagOes) € dada por:

k=+n k k=n
=Y ¥ 4
t=0 =0 =kl
:'A-Z"J}:f* iV, ;H_”

5.1.1.4. Prestacio (4)

A prestagio ¢ a soma da amortizagdo com o juro. Como durante a caréncia, 0
mutuério ndo paga as parcelas de amortizagdo, a prestagdo corresponde apenas ao juros.

Sendo assim. tem-se:
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4=
= =i,

para =1, k.

Depois do periodo de caréncia, a prestagéo para cada periodo € a obtida somando-se

a amortiza¢ao com o juro, ambos do periodo correspondente. Tem-se:

A! =a€+.].f

Lf

= A =-—"L+i-a-(n-1+k+1)
n
V V :

= A =-L+i-L-(n-1+k+1)
n n
V.

=% A =—"‘f[l+:'-(n~r+k+l)]
n

para 1=k +1.. k+n

A soma de todas prestacdes sera a soma das parcelas de amortiza¢do com a soma

dos juros. no periodo de 7 = 0,....k +n. Tem-se:

k+n k~n k=n

2A=2a+)

=0 =0 =0

Exemplo: A empresa Guerra & Chico Ltda solicita ao Banco Alfa S.A. um

empréstimo de R$ 10.000,00, entregue no ato da assinatura do contrato. Sabendo-se que o
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banco cobra uma taxa de 10% aa, que foi concedido um periodo de caréncia de 3 anos e

que o emprestimo sera amortizado em 5 parcelas anuais, pelo SAC, construir a planilha do
emprestimo.

Resolucdo:
Dados:

)7, =10.000,00;

i=10% aa = 0.1 aa:

k = 3 anos de caréncia;

n= 5 parcelas de amortizagao;

Sistema de amortizagdo utilizado = SAC.

Neste exemplo, ter-se-a que analisar os valores durante e depois do periodo de

caréncia. Assim sendo, o periodo 7 seradeOa k +n . ouseja. deOa 8.

Durante a caréncia nao ocorre o pagamento das parcelas de amortiza¢do. Logo:

por:

Assim, tem-se:
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a, = 2.000;

as =2.000;
a, = 2.000;
a, = 2.000:
a, =2.000.

Nota-se que a soma das amortizagdes € igual ao valor do empréstimo.
Como durante a caréncia ndo ha pagamento de amortizagdes, o saldo devedor fica

inalterado. Logo:

P, =10.000:
P, =10.000;
P, =10.000:
P, =10.000.

Calcula-se o saldo devedor, apos o periodo de caréncia, usando a formula

P=a-(n—-1+k).

Saldo devedor no quarto ano:

P, =2.000-(5-4+3)=2.000-4=8.000.

Saldo devedor no quinto ano:

P, =2.000-(5-5+3)=2.000-3=6.000.

Saldo devedor no sexto ano:

P, =2.000-(5—-6+3)=2.000-2=4.000.



Saldo devedor no sétimo ano:

P, =2.000-(5—7+3)=2.000-1=2.000.

Saldo devedor no oitavo ano:

R, =2.000-(5-8+3)=2.000-0=0.

No calculo dos juros, tem-se que durante a caréncia, multiplica-se a taxa de juros

pelo valor inicial do empréstimo, ou seja,

J,=i-V,=0,1-10.000 =1.000.

Assim,

J, =1.000;
7, =1.000;
7, =1.000;

Passado o periodo de caréncia, os juros sdo calculados sobre o saldo devedor do

periodo anterior, ou seja. pela formula j, =i-a-(n—1+k+1).

Juros do quarto ano:

J,=0]1-2.000-(5-4+3+1)=200-5=1.000.

Juros do quinto ano:
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jo =01-2.000-(5—5+3+1)=200-4 =800,

Juros do sexto ano:

Je=01-2.000-(5-6+3+1)=200-3=600.

Juros do sétimo ano:

J,=01-2.000-(5-7+3+1)=200-2=400.

Juros do oitavo ano:

Jg=01-2.000-(5-8+3+1)=200-1=200.

Calcula-se a soma total dos juros pagos nessa operagao financeira:

k=n o4 N
jy=i-V, | k42 : |

=0 k 2 /
k=n

- _j,:O,l-!0,0DO-i{Smsrw
=0 5 < J
k=-n

=Y j, =1.000-6
=0
k=n

=Y j, =6.000,00
=0

Como a prestacdo € a soma da amortizagdo com o juro, em cada periodo

correspondente. Como durante a caréncia sO € pago o Juro, tem-se:

A, = j, =1.000;
A, = j, =1.000;
A, = j, =1.000.
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Apos o periodo de caréncia, a prestagio € obtida por 4, =a- [1 +i-(n—1+k+ 1)]
Prestagdo no quarto ano:

A, =2.000-[1+01-(5-4+3+1)]=2.000-[1+0.1:5]=2.000-15=3.000.
Prestagdo no quinto ano:

A, =2.000-11+0]1-(5-5+3+1)]=2.000-[1+0.1-4]=2.000-1,4 =2.800.

Prestagdo no sexto ano:

A, =2.000-[1+01-(5—-6+3+1)]=2.000-[1+0.1-3]= 2.000-1.3=2.600.
Prestag@o no sétimo ano:

A.=2.000-[1+01-(5—7+3+1)]=2.000-[1+0.1-2]=2.000-1.2=2.400.
Prestacao no oitavo ano:

A, =2.000-[1+01-(5-8+3+1)]=2.000-[1+0]1-1]=2.000- L.1= 2.200.

Calcula-se a soma total das prestagdes dessa operacéo financeira:
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k+n
D4 :L’p.l:] +i-[k+ f1+lﬂ
=0 2 |
k+n
=¥ 4 =10.000-[I +0,1-[3+5—;—1H

=0

k+n
= > 4,=10.000-(1+0,1-6)

=0

k-n
= 4,=10.000-1,6

1=0

k+n
= > 4, =16.000,00

=0

A partir dos dados acima obtidos, podemos construir a seguinte planilha da

operagao de crédito:

Ano(t) |Saldo Devedor (P) Amortizacao (a)| Juros (j) |Prestagao A |
0 10.000,00 - P 5
1 10.000,00 . 1.000,00 1.000,00
2 10.000,00 5 1.000,00 1,000,00
3 1 10.000.00 - 1.000.00 1.000.00
4 | 8.000,00 2.000,00 1.000.00 3.000,00
5 |  6.000,00 2.000,00 800,00 2.800,00
.6 | 4.000,00 200000 | 600,00 2.600,00
| 7 | 2.00000 2.000,00 400,00 2.400,00
| 8 | - 2.000,00 200,00 2.200.00 |
| Total | - | 10.00000 | 6.000,00 16.000.00 |

5.1.2. SAC com caréncia e juros capitalizados

5.1.2.1. Saldo Devedor (P)

T

Durante o periodo de caréncia, o saldo devedor € obtido somando-se o saldo
devedor do periodo anterior com os juros capitalizados também do periodo anterior. Tem-

s€.
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P, = F,, parat =0,
I3

¥

P,-(1+i), parat = 1;
P-(1+i)=P,-(1+i)*. parat = 2

Il

P =F,-( +i, parat = k.
Assim, o saldo devedor durante o periodo de caréncia € dado por:
— ; r
}D! = ])(} i (1 4_ I) =
para 1 = 0.....k.

Para o periodo depois da caréncia, tem-se que o saldo devedor e dado por:

P=a-(n—(t—k))

- B
_I/p-(l-i-z)

>P=-"L—(n-t+k).

n

para 1 =k +1....k +n

5.1.2.2. Amortizacio (a,)

Durante o periodo de caréncia, 0 mutuario nao paga as parcelas de amortizagao.

Logo:
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para 1 =1,.. k.

Passado o periodo de caréncia, as parcelas de amortiza¢o sdo calculadas na divisdo

entre o saldo devedor no periodo k¥ (P,) e o mimero de parcelas a serem pagas (n), Logo:

para I=k+ 1. k+n

A soma de todas as parcelas de amortizagdo sera igual ao valor do empréstimo.

acrescido dos juros durante o periodo de caréncia. Tem-se que:

K=n
a,=n-a
=0
kon Vo-(1+1)
:>Zar=n- )
- n
k-n

5.1.2.3. Juros (j;)

No periodo de caréncia, ndo ha pagamento de juros, pois estes estdo acrescidos ao

saldo devedor neste periodo. Logo:

Ji =0,

para 7=1.. .k
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Passado o periodo de caréncia, os juros sdo calculados multiplicando-se a taxa de

juros pelo saldo devedor do periodo anterior (P_,). Logo:

.jr =i.R—l
= j=ia(n-0t-1)+k)

= =f°M—-(ﬁ'—f+k+1).,
n

para 1=k +1,...k+n

Para calcular a soma total dos juros, sabe-se que ndo ocorre pagamento de juros

durante o periodo de caréncia e que durante a amortizagao da divida. os juros obedecem a
2 L . s V(i)
uma progressdo aritmética decrescente de razdo G=-i-a=-i-—————_ onde
n

a, =i-1" -(1+i)" . Logo. o termo geral dessa P.A. ¢ dado por:
ap: = a] -l‘(”_]).r

e o b 1 el
; oo (1+1
=1, 8 :f-['p-{l+i)* —(;-;_1).{_,‘..}_(_)}
n

Assim. a soma dos termos dessa P.A. (ou seja, dos juros pagos durante o pagamento

das amortizagdes) € dada por:
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*Z (a,fa) n

=0

iV -(1+i)
[i-ﬂ,'(lﬁ-i)k-%——ﬁ’ p (+) }-n
=0 n
=% ¥ Ji= < :

[i-lf’,,-(]—i)" -n+i-Vp-(l+i)kJ
. n

n

2
fer _i-Vp-(l+i)"'-(:1+1)

P 2

5.1.2.4. Prestacio (4,)

A prestacio é a soma da amortizagdo com o juro. Como durante a caréncia. 0
mutuario ndo paga as parcelas de amortizagao e os juros, as prestagoes também sao nulas

neste periodo. Logo:

4,=0,

para 1 =1,k

Depois do periodo de caréncia, a prestagdo para cada periodo € a obtida somando-se

a amortizac¢do com o juro, ambos do periodo correspondente. Tem-se:

Az=aj+j:
J =N '] AN .
::»A,=Pu 1+1) +f-P"’ L#5) —1+k+1)
H n
: N3
:>AI=——-PO 1) .[1+z'-(.n*r+k+l)]
n

para 1=k +1. . k+n
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A soma de todas presta¢des sera a soma das parcelas de amortizagdo com a soma

dos juros, no periodo de 7 = 0,....k + n. Tem-se, entao, que;

k-
24

1=0

=

f:().
7oA+ i, (1) (
\
n+1

(15

V,-(1+i) -Lﬂ'-

"+

;

Exemplo: (Idem ao anterior) A empresa Guerra & Chico Ltda solicita ao Banco

Alfa S.A. um empréstimo de R$ 10.000,00, entregue no ato da assinatura do contrato.

Sabendo-se que o banco cobra uma taxa de 10% aa. que foi concedido um periodo de

caréncia de 3 anos e que o empréstimo sera amortizado em 5 parcelas anuais. pelo SAC.

com juros capitalizados e acrescidos ao saldo devedor, construir a planilha do empréstimo.

Resolugio:

Dados:

7, =10.000.00:

i=10% aa= 0,1 aa;

k =3 anos de caréncia;

n= 5 parcelas de amortizacao,

Sistema de amortizacio utilizado = SAC, com juros capitalizados.

Neste exemplo, ter-se-a que analisar os valores durante e depois do periodo de

caréncia. Assim sendo, o periodo 7 sera de 0 a k +n, ou seja, de O a 8.

Durante a caréncia ndo ocorre o pagamento das parcelas de amortizagéo. Logo:
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Passado o periodo de caréncia, as parcelas de amortizagdo sdo constantes e dadas

por:

Y, TIEY _ 10.000-(1+0,1)’
H S

a

= 2.662,00.

Assim:

a, = 2.662.,00;
a, = 2.662,00;
a, = 2.662,00;
a, = 2.662,00;
a, = 2.662.00.

Nota-se que a soma das amortizagdes € igual ao valor do saldo devedor no ultimo

periodo da caréncia.

No periodo de caréncia. o saldo devedor € capitalizado conforme a taxa de juros

cobrada. Logo:

P, =10.000.00;

P, =10.000-(1+0,1)=10.000-1,1 =11.000,00;

P, =10.000-(1+0,1)* =10.000-1.21=12.100,00,
P, =10.000-(1+0,1)’ =10.000-1,331=13.310,00.
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Calcula-se o saldo devedor, apos o periodo de caréncia, usando a formula
F=a-(n—1+k).

Saldo devedor no quarto ano:

P, =2662-(5-4+3)=2.662-4=10.648.00.

Saldo devedor no quinto ano:

P, =2662-(5-5+3)=2.662-3 = 7.986,00.

Saldo devedor no sexto ano:
F,=2662-(5-6+3)=2.662-2=5.32400.
Saldo devedor no sétimo ano-
F,=2662-(5-7+3)=2.662-1=2.662.00.
Saldo devedor no oitavo ano:
F,=2662-(5-8+3)=2662-0=0.

No periodo de caréncia, ndo ha pagamento de juros, pois estes estio acrescidos ao
saldo devedor neste periodo. Logo:

Lh=0;
Jo =05
J3 =
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Passado o periodo de caréncia, os juros sdo calculados sobre o saldo devedor do

periodo anterior, ou seja, pela formula j, =i-a-(n-1+k+1).
Juros do quarto ano:
Js=01:2662:-(5-4+3+1)=266,2-5=1.331,00.
Juros do quinto ano:

je=01-2.662-(5—5+3+1)=2662-4=1.06480.

Juros do sexto ano:
J,=01-2.662-(5-6+3+1)=2662-3="798060.
Juros do sétimo ano:
J,=01-2.662-(5-7+3+1)=2662-2=53240.
Juros do oitavo ano:

Jjo=01-2.662-(5—8+3+1)=2662-1=266,20.

Calculam-se os juros pagos durante a amortizagdo da divida:
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ko i, (+0) - (n 1)

1=0 ; 2

E<n
=Y j,=01-10,000-(1+0.])’ 2+

1=0 2

=Y j, =1.000-11"-3
=0

k=n
=Y j, =3.000-1331

=0

k-n
= Y j, =3.993,00

=0

Sabe-se que a prestagdo e a soma da amortiza¢do com o juro. em cada periodo

correspondente. Como durante a caréncia ndo ha pagamento de ambos, tem-se:

A =0
4, =0;

4, =0.
Apas o periodo de caréncia, a prestagao ¢ obtida por A, =a- [1 +i-(m—1+k+ I)]
Prestacdo no quarto ano:

A,=2662-[1+0.1-(5- 4+3+1)]=2662-[1+0.1-5]= 2.662-1.5=3.993.00.
Prestagdo no quinto ano:

A, =2662-[1 +0,1-(3— 5+3+1)]=2662-[1+01-4]= 2.662-1.4=3.726.80.

Presta¢ao no sexto ano:
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A =2662-[1+01-(5-6+3+ 1)]=2.662-[1+0.1-3]=2.662- 1.3 =3.460.60.
Prestagdo no setimo ano:

A, =2662-[1+01-(5-7 +3+1)]=2.662-[1+ 0,1-2]=2.662-1.2=3.194.,40.
Presta¢@o no oitavo ano:

A, =2662:[1+01-(5-8+3+ 1)]=2.662-[1+0,1-1]=2.662- 1.1=2.92820.

Calcula-se a soma das prestagdes dessa operagao financeira:

F-n 4
ZA, =V, L+ _[1”.17._1*\

=0 L 2 ]
k+n

=5 4 =10.000-(1+0.1) -[1 +0,] ?-;'—1}
t=0 4

=3 4,=10000-1351-[1+ 03]

1=

k=n
= 4,=13.310-13

=0

=S 4,=17.303,00

i=d

A partir dos dados acima obtidos. podemos construir a seguinte planilha da

operagao de credito:
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Amortizagao
Ano(t) |Saldo Devedor (P) (a) Juros (j) | Prestacdo (A)
0 10.000,00 - - -
1 11.000,00 - - -
2 12.100,00 - - -
3 13.310,00 - - -
4 10.648,00 2.662.00 1.331,00 3.993.00
5 7.986,00 2.662,00 1.064,80 3.726,80
e 6 | 5.324,00 2.662.00 798,60 3.460,60
7 | 2.662,00 2.662,00 532,40 3.194 40
8 1 * 2.662,00 266,20 2.928,20
\Total l, S 13.310,00 3.993,00 17.303.00 J

5.2. Sistema Francés de Amortizacdo com prazo de caréncia

5.2.1. SF com prazo de caréncia e sem juros capitalizados

5.2.1.1. Prestacio

No periodo de caréncia, ndo ocorre 0 pagamento das parcelas de amortiza¢ao e sim.

somente, dos juros. Logo:

para =1,k

Passado o periodo de caréncia, calcula-se o valor das prestagdes com a formula ja

conhecida para o SF sem caréncia. Tem-se:

para t=k+1.. k+n

A soma das prestagdes é dividida em duas partes. Durante o periodo de caréncia,

tem-se:
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S & =kedi¥,
(=0

Durante a amortiza¢ao da divida, a soma é dada por:

k+n
Y., =
rek=]
k+n '.I’F
t=k=+1 ]_(]+’)
Logo. a soma total das prestagdes € dada por:
k+n
24 Zi 24
r=0 1= 1=6=1
i I
:)F‘Ar ki f ,F— ik
=0 ¥(1_")
k=n r 1 1
=5 =iV bk ——
;A, T 1=+

5.2.1.2. Juros

Durante o periodo de caréncia, no SF sem juros capitalizados, sdo pagos os juros

sobre o valor do emprestimo. Logo:

..].! =1~

- 3“:

para 1 =1,... k.

ApoOs o término do periodo de caréncia, os juros sdo pagos sobre o saldo devedor do

periodo anterior da seguinte maneira:

g2



I = i'P.'—l
) A (1+I-)H—U—k)+| __]

= J. =7
Jf (1 + I-)H—(f—}. )-rl‘ - i
o o =(n=1+k+])
::>_}',=i-A.[] (]H)_ ]
I
Wb ]
= j’ - =1
1-(1+1)

para 1=k +1,..k+n

A soma dos juros é obtida pela diferenga entre a soma das prestagdes e a soma das

amortizagdes. Como neste caso a soma das amortizagdes € igual ao valor do emprestimo.

tem-se’

b= ken k-
Y= A=20
L [ n T 5
= = _7
Z’ o R T )
k+n r ( n T
=2 1:1r|f:£+ e o
=0 Y F=(1) "

5.2.1.3. Amortizaciao

Sabe-se que, durante o periodo de caréncia, ndo ocorre pagamento das parcelas de

amortiza¢ao. Assim,

pard 2=1...k



Ao término do periodo de caréncia, da-se inicio a amortizagdo da divida, sendo que
as parcelas de amortizagdo sdo obtidas da diferenga entre a prestagdo e o juros de um

referido periodo. Tem-se:

a!:Aj—,ig
i 5 ' o (r kD
a, = R e o
EREE =)
. =4,_ . U 4 i)-(n-l-i»])
1—(+7)"

para l=k+ 1. _ k+n

Sabe-se que a soma das amortizagdes devera ser o valor do empréstimo. Como
curiosidade. vejamos a demonstragio.
As amortizagdes, a cada periodo, no pagamento da divida, obedece a uma

]

progressao geomeétrica decrescente de razdo g D= O primeiro termo dessa P.G. €
+1i
obtido por:
a=A=j
il i ,
=> a) — F. s P ) [1_(1 _é_j)*(n-r‘ivll]
1-(0=H" 1-0+i)"
iV
a = P " fl_{_i\-lnﬂ!wfhl)
T o+ ]

Logo. a soma das amortizagdes sera a soma dos termos da P.G. apresentada. Tem-

S€:

24



k=n ,;_1
a'::aw.q
=0 q_l
1
:}k-"a :__j‘_l_p__.__[(l_+_i)—w—r»1.-*1_.]__(]_+i)"__
= 1=+ _Iﬁ_]
1+i
£ ¥y repn] Q407" =1
= a e ol oy 147 (=t k=10 A TR S
Z Col=Q+i) o+ I=1=
1417

. kiar . (_IL ' [(] +]_)_<,H-A’!:-]_[(1 +i) = 1]}.1{;’_\

s K E={T-)" \1+17)
R R i (B0 |

4 e
hen B II'F(] __!_’-)-HE—I—H . [(I i ’-)—n - 1]
:Z . i-fa+iy" -]

K=k
=Y a =V, -Q+iy"s

f=u

Como quer-se a soma de todas as amortizagdes, tem-se / = k£ +#» . Logo:

k=n

Za; - ]’"p < (] +‘r—)*f?!—k—n—}.j

=il
=
r =3 (]
:Za, =V, -+
r=i

K=h

5.2.1.4. Saldo Devedor

Durante o periodo de caréncia, o saldo devedor ndo altera-se, pois ndo ocorre

pagamentos de amortizagdes nem de juros capitalizados. Logo:



para 1 =0,. ..k

Passado o periodo de caréncia, 0 saldo devedor é obtido conforme o mesmo

raciocinio utilizado se o empréstimo fosse sem caréncia. Tem-se:

ZAUHWHLI
14y

(1+)™"* 1

A+ )T

H

=P =4

_ - —(n—t+k)
o o g BT
1

L pe VP ) .[1_(1_}_’-)"(:7—”/1‘)]

1=+ i
I

S P =2 1+

f e 0 Sl L

para 1=k +1.. . k-+n

Exemplo: (utilizaremos o mesmo exemplo que no SAC)

A empresa Guerra & Chico Ltda solicita ao Banco Alfa S.A. um emprestimo de RS
10.000.00, entregue no ato da assinatura do contrato. Sabendo-se que o banco cobra uma
taxa de 10% aa. que foi concedido um periodo de caréncia de 3 anos e que 0 emprestimo

sera amortizado em 3 parcelas anuais, pelo SF, construir a planilha do emprestimo.

Resolugdo:
Dados:

17, =10.000,00;

i=10% aa = 0,1 aa;

k=3 anos de caréncia;
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n=5 parcelas de amortizagao,

Sistema de amortizagdo utilizado = SF.
Neste exemplo, ter-se-a que analisar os valores durante e depois do periodo de

caréncia. Assim sendo, o periodo 7 sera de 0 a k + 7, ou seja, de 0 a 8.

No periodo da caréncia, as prestagdes sdo dadas multiplicando a taxa de juros pelo

valor do empréstimo. Tem-se:
A =i-V,=01-10.000 = 1.000,00

Assim:

A, =1.000,00;
A4, =1.000,00;
A4, =1.000,00.

Passado o periodo de caréncia, as prestagdes sdo constantes e obtidas da seguinte

maneira:

V. <i 10.000- 0.1 1.000
4]

A = ! - — =
Coi=(-0T" 1-(+01)" 037907867

Assim, as prestagdes s3o iguais a:

A, =2.637.97;
A, =2.63797
A, =2.637.97,
A, =2.63797;
A, =263797.
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A soma das presta¢des nessa operagao financeira ¢ dada por:

k+n ) V' k n
D A=i p'[ +,—_m‘}

1=0

k=

n s
= =(0,1-10.000- 3+'—‘—T
,Z;A’ { 1—(1+0.1) ]

k+n 5
=5 =1.000-|3+ -
2.4 { 1—0,620921323}

=0
k=-n
= > A =1.000-[3+13.18987404]
=0
k-n
= Y A =1.000-16,18987404
1=0

ksn
=) 4 =1618987

r=0
Os juros, durante a caréncia, sdo calculados sobre o valor do emprestimo. Logo:

J,=1-¥,=0,1-10.000 =1.000.00

e assim.

Jj, =1.000.00:
7, = 1.000,00;
j. =1.000,00.

Utilizando a formula j = A -[1-(1+#)"""*"]. obtém-se os juros durante a
amortizacgao da divida.

Juros do quarto ano:

j,=263797 [1—(1+01) ¢ *Y]1=263797-[1 - (1,1)"]=1.000,00
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Juros do quinto ano:
Js=2.63797-[1-(1+01)y ¢ **"1=263797-[1-(1,]) ']1=836.20
Juros do sexto ano:
Jo=263797-[1=(1+0,1)***"]=263797-[1- (1)) "] = 656,02
Juros do setimo ano:
J,=263797-[1-(1+ 0,1) 31 =2.637,97 -[1 - (1,1)*]=457.83
Juros do oitavo ano:

Jo = 2.637.97 [1—(1+0,1) 0] =2,637,97-[1-(1,1)"] = 239.82

Calcula-se a soma dos juros desta operacdo financeira. por:

\
Z_j,:l’r-}(i-lfk T 1]

ken [ 5 |
=3/ =10.000- 01| 3+ - -1|
pio | 1-(1+01) |
ke I 5 Yo
= > j, =10.000- 0,1-L3+ — -1
= i 1-0,620921323

k=n

=3 j, =10.000-[0.1-(3+13.18987404)- 1]

=0

k=n
=3 j,=10.000-[0,1-16,18987404 - 1]

r=0

k=n
= > j,=10.000-0,618987404

1=0

k+n
= > j,=6.189.87

t=0
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Durante o periodo de caréncia ndo ocorre o pagamento das parcelas de amortizagao.
Logo:

As parcelas de amortizagdo sdo obtidas pela formula a, = A4 -[(1+4)"" "]
Tem-se:

Amortizagido do quarto ano:

a,=2.63797-[(1+0,1) " *¥"]=263797-(1,1)° =1.637.97

Amortizagdo do quinto ano:

a,=2.63797-[(1+01)"""7]=263797-(1.1)"* =1.80177

Amortizagao do sexto ano:

a, =2.63797-[(1+0,1)***1]=263797-(11)7 =1.98195

Amortizacio do sétimo ano:

a, =2.63797-[(1+01y¢7*1=263797-(11)? =2.18014

Amortiza¢io do oitavo ano:



a, =2.637.97-[(1+0,1) ¢ *¥1]=2,63797- (L) =2.398]15

A soma das parcelas de amortizag8o € igual ao valor do emprestimo.

Durante o periodo de caréncia, o saldo devedor ¢ inalteravel, ou seja, continua igual

ao valor do emprestimo.

P, =10.000,00;
P, =10.000,00;
P, =10.000,00.

O saldo devedor de um periodo apos a caréncia ¢ obtido pela diferenga entre 0 saldo

devedor e a amortizagio do periodo anterior. Utilizando-se da formula

74 ‘
F= TjirT =0+ 0], tem-se:

Saldo devedor no quarto ano:

P 1__1“% [ = (1 + 01y 5+ 9]=26379,75-[1 - (L1) ] =8.362,02

Salde devedor no quinto ano:

P. :__IO‘—m—Cl_r?. 1—(1+0])¢*1=26379.75-[1 - (1,1)]1 =6.560,25
R T T

Saldo devedor no sexto ano:

10.000 8gs! % B bR
&= W Jl= 0] =26.379,75-[1 = (L) 1=4.578,30

Saldo devedor no sétimo ano:

a1



10.000
“Tason -’ [1=(0+01)%""1=26379,75-[1-(1.])']=2.398.16

7

Saldo devedor no oitavo ano:

10.000 3
P  [-1+01y**¥71=26379.75-[1-(L1)"]1=0
% 1-(1+0,1)"‘[ (1+0.1) ] 379.75-[1-(L1)']

A partir dos dados acima obtidos, podemos construir a seguinte planilha da

operagdo de credito:

'Periodo (t)|Saldo Devedor {P)l Amortizagao (a)! Juro (j) |Prestacao (A)
| 0 10.000,00 ; - :
I 10.000,00 . 1.000,00 | 1.000,00

2 10.000,00 s 1.000,00 | 1.000,00

3 10.000,00 - 1.000,00 | 1.000,00 |

4 8.362,03 1.637,97 1.000,00 | 2.637,97

5 6.560,26 1.801,77 836,20 2.637,97

8 4.578,31 1.981,85 656,02 2.637,97

7 2.398,17 2.180,14 457 83 2.637,97
% 8 J - 2.398,17 | 239.82 2.637,99
| Total | - | 10.000.00 | 6.189,87 | 16.189.87

Nota: Fez-se um acerto no ultimo periodo.

5.2.2. SF com prazo de caréncia e juros capitalizados

5.2.2.1. Prestacao

No periodo de caréncia, ndo ocorrem o pagamento das parcelas de amortizagao nem

dos juros. Logo:

RN



para i =1,..k

Passado o periodo de caréncia, calcula-se o valor das prestagbes sobre o saldo

devedor do ultimo periodo da caréncia. Tem-se:

A=]/'.]+j""._.__j____
Ak 1-(1+1)"

para t=k+1.  k+n

Como durante a caréncia nao ha pagamentos de prestagdes. tem-se que a soma total

das prestagoes € a soma durante a amortizacio da divida. Logo:

A =n-A4
1=k+1
ki iV, (1+i)
= Y A=n p -
r:f:] 1"“'!'7)

5.2.2.2. Juros

Durante o periodo de caréncia ndo sao pagos 0S juros. pois estes estdo se

acumulando sobre o valor do empréstimo. Logo:

J,=0

par 1=1....k.
Apos o término do periodo de caréncia, os juros sdo pagos sobre o saldo devedor do

periodo anterior da seguinte maneira:
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L=,
(1 + '-)rr'(l-k)+l =1
(1472
R v S
)
i V,-(+i) -i-[1- (1 T ) T
1-(1+i)™

= J =i-A-

= J

¥

para t=k +1.. . k+n

A soma dos juros ¢ obtida pela diferenca entre a soma das prestagdes e a soma das
amortizagdes. Como neste caso a soma das amortizagdes ¢ igual ao valor do empréstimo,

acrescidos dos juros capitalizados, tem-se:

k=n

k+n k+n
Z.ir = Z‘Ar _Za.'

r={

Dgf =iV -(1+z‘)*-[—-—~—" -i—f’ (1+1)*
. =a+y7 ]
k=g ) " If \

=3 j =V, Qi) || ——— |1
- ; U \a-a+9™) ]

5.2.2.3. Amortizacio

Sabe-se que, durante o periodo de caréncia, ndo ocorre pagamento das parcelas de

amortizagdo. Assim,

-

para / =1,....k.




Ao término do periodo de caréncia, da-se inicio a amortiza¢ao da divida, sendo que
as parcelas de amortizagdo sao obtidas da diferenga entre a prestagdo e o juros de um

referido periodo. Tem-se:

a!=A7_.j!
V(i) i V(e el = ey
= da,=— i —
1= (1+7)" 1-(1+i)”
A
=a = T
1—-(+i)"

para 1=k +1...k+n

Como a soma das amortizacdes devera ser o valor do empréstimo, acrescido dos

juros capitalizados. Como curiosidade. vejamos a demonstragao.

As amortizagdes, a cada periodo, no pagamento da divida, obedece a uma

. ye s A 1 2 L .
progressio geométrica decrescente de razao g = oy O primeiro termo dessa P.G. €
+i

obtido por:

gy =4=]
PV, (=0 i, (+0) sk
- a.] = & ( : _) B ,,. ( : ~3 .[I_(]__:_i)ql.—.l-n.%)]
1-(-=i" 1—(1+7)
i-V_-(+i) kg
=g =—t—— T) -[(l+i)""“""’]
1-(+i)"

Logo. a soma das amortiza¢des sera a soma dos termos da P.G. apresentada. Tem-

se!
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=0 1
1
b Qi) ] Q4D
— == (n—7= 1)
>a= __1—(1 =2 ]} :
1+r
_ Ja iy (1+i"-=1
= ;a - _)_" [(] +1 ] ____h_ﬁ_]_—i
1+i

e o - - ~i
:ZWF—]-;;,)»l<l+ff""‘" Hoear-a]1(55)

1=0 \cl=i

bait PV, Qi) Ay [(1 +iy" - 1]

:Za::

—i-h-a+iy]
A=n 3 i I.P'(I'Pi)-(n"}'[(]’*-i)-" _]]
:’Z:'ar = ,‘.l(]u.hi)’" —11

Awn
=Y a, =V, A+

=

Como se quer a soma de todas as amortizagdes, tem-se que ¢ = k +n . Logo:

5.2.2.4. Saldo Devedor

Durante o periodo de caréncia, o saldo devedor € capitalizado segundo a taxa de

juros cobrada, segundo um progressao geométrica de razéo 1+17. Logo:
— y l
P =V -(1+i)
para t =0,...,k.
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Passado o periodo de caréncia, o saldo devedor é obtido conforme o mesmo

raciocinio utilizado se o empréstimo fosse sem caréncia. Tem-se:

- s 1+ f‘)’*"““‘" =]
(Vs 00

—p= ‘(l+’-)n—r+k_l
(]. 24 I-)n-r+k ]
- P B 4 ‘ [] _(] 4 I-)-—(anJc']]
t = ;

Ve =iy
1=+ ,-
V_-A+i) o

= })’ == —IF—(;’%[]_(] +l’)-\u—:1-1.p]
={ ll=piof

para i =k + ...k +n

Exemplo: (utilizaremos ¢ mesmo exemplo que no SAC)

A empresa Guerra & Chico Ltda solicita ao Banco Alfa S.A. um empréstimo de RS
10.000.00, entregue no ato da assinatura do contrato. Sabendo-se que o banco cobra uma
taxa de 10% aa, que foi concedido um periodo de caréncia de 3 anos e que o emprestimo
sera amortizado em 5 parcelas anuais. pelo SF. com juros capitalizados e acrescidos ao

saldo devedor, construir a planilha do empréstimo.

Resolucio:

Dados:

7, =10.000,00;

i=10% aa = 0,1 aa;

k =3 anos de caréncia;
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n =5 parcelas de amortizacao;

Sistema de amortizagao utilizado = SF, com juros capitalizados.

Neste exemplo, ter-se-d que analisar os valores durante e depois do periodo de
caréncia. Assim, o periodo 7 serade 0 a & + n, ou seja, de 0 a 8.

No periodo da caréncia, ndo sdo pagas prestagdes. Tem-se:

A =0.
Assim, -
1 =0;
415 :()q
= [

Passado o periodo de caréncia. as prestacdes sd3o constantes e obtidas da seguinte

maneira:

4 V=0 10000-01-(1+01)° _ 1.000-1,331

~ 2 _ . IS -=3.51114
1—@+i)" 1= (T 01)" 0,379078676

Assim, as prestagdes s30 iguais a:

A, =3.51114;
A, =3.51114;
A, =351114;
A, =3.51114;
A, =3.511]4.

A soma das prestagdes nessa operagdo financeira € dada por:
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§A'=i-lf’p-(l+f)"~n

e S 1—=(14i)™"

<~ , _01-10.000-(1+0.1)*-5
= 11 61y
5.000-1.331

1-0,620921323

U,‘
o

={

o

U
M

=

A =

1=0
k=n

iy A: = ﬂ_
=0 0,379078676
ksn

= ) A =1755572.

4]

.‘
1l

Nao ocorre pagamento de juros durante a caréncia. Logo:
5 =8

e assim, :

Utilizando a formula j, =4, -[1-(1+/)"""*"]  obtém-se os juros durante a
amortizacao da divida.

Jures do quarto ano:

Jo=351114-1-1+0,1)***M] =3 51114-[1 - (1,1) °] = 1.331,00

Juros do quinto ano:

Q9




Je=3511L14-[1-(1+0,1) " **P1=351114-[1-(1.1)*]1=1.11298
Juros do sexto ano:
Jo =3.51L14-1-(1+01)y " "1 =351114-[1 -(1.1) ] =873.17
Juros do sétimo ano:
J» =3511L14-[1-(1+0,1) 7] =3 51114 [1-(1,1) ] = 609.37
Juros do oitavo ano:
Js =3.51L14-[1-(1+0,1) "1 =3 511,14 -[1-(1,1)" ] = 319.19.

Calcula-se a soma dos juros desta operagéo financeira. por:

r=n

.___1_.'1&.1. i-n ]
2.0 =V, (1+3) oo

r &

=0

k+n ) . ’F 0.1_-{ —I
= > j, =10.000-(1+0,1) -| —>———~1|
=0 [_]_l1+01]) : _i
k+n =3
=Y j= 10.000-1,331-|r ,0’5 =
1=0 | 1-0,620921323
k+n
=Y j,=13.310-[1,318987404 - 1]
=0
k+n
=Y j, =13.310-[0,318987404]
1=0
k=n
=Y j, =4.24572.

I
L=

Durante o periodo de caréncia nio ocorre o pagamento das parcelas de amortizagao.

Logo:
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As parcelas de amortizacdo sdo obtidas pela formula a, = A4 -[(1+7)"" "% "]
Tem-se:

Amortizag¢ao do quarto ano:

a,=3.51114-[1+0.1) “**P]1=351114-(1.1)* =2.180.14.

Amortizagao do quinto ano:

a;=3.51114-[0+01y"7""1=351114-(1.D)~ =2.39816.

Amortizagao do sexto ano:

a, =3.51114-[A+0.1) D] =3.51114-(1.1)" =2.637.97.

Amortizacio do sétimo ano:

a.=3.51114-[1+0,) 71 =3.51114-(1.])2 =2.901,77.

Amortiza¢ido do oitavo ano:

a, =3.51114-[1+0,1y ] =3 51114-(L1)" =3.19194.
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A soma das parcelas de amortizagio é igual ao valor do empréstimo, acrescido os

juros capitalizados.

Durante o periodo de caréncia, o saldo devedor € capitalizado conforme a taxa de

juros cobrada. Tem-se:

Saldo devedor no primeiro ano: £, =10.000-(1+0,1) =10.000-1,1 =11.000,00.
Saldo devedor no segundo ano: P, =10.000-(1+0.1)* =10.000-1.21 = 12.100,00.

Saldo devedor no terceiro ano: P. = 10.000- (1-+0.1)° =10.000-1.331 = 13.310.00.

O saldo devedor de um periodo apos a caréncia € obtido pela diferenga entre o saldo

devedor e a amortizagdo do periodo anterior. Utilizando-se da formula

Vo-(1+i) "

re B ( _ ) 1=+, tem-se:
I-(1+i)"’

Saldo devedor no quarto ano:

10.000- (1+0.1)°
P, =
]—(] £ O.i) =

= (1+0,1) 3] =35.11144-[1—- (1) *]=11.12985.

Saldo devedor no quinto ano:

~10,000-(1+0.1)°
1—-@+017

QM=0+01) " *P]=3511144-[1-(1,1) *]1=8.73L70.

5

Saldo devedor no sexto ano:

P 10.000-(1+0,1)

L [1-(140,1) "V =35111,44-[1-(1,))*] = 6.093,72.
$ =000 [1-C ) ] 1-@@D -]

Saldo devedor no sétimo ano:
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10.000-(1+ 0,1)°
5= =
1-(1+0,1)

O-+01) 7" "1=35111,44-[1-(1,1) '] =3.191.95.

Saldo devedor no oitavo ano:

_10.000-(1+0.1)°
1-(1+0,1)°

A [=A+00)"F9]=3511144-[1-(11)"] = 0.

A partir dos dados acima obtidos, podemos construir a seguinte planilha da

operacgdo de credito:

|Periodo (t) |Saldo Devedor (P)| Amortizagao (a)| Juro (i) |Prestagao (A)

0 10.000,00 - . = |

1 11.000,00 3 2 .

2 12.100,00 : . -

3 13.310,00 - - .

4 11.129,85 218014 [1.331,00] 3.511.14
G 8.731,70 2.398,16 1112,98 | 2.511,14
.6 8.093.72 2.637.97 87317 | 351114 |

7 3.191,96 2901,77 | 609,37 | 3.511.14
. 8 % 319196 | 31919 | 3.511.16
| Total | s 13.31000 [424571] 17.55572 |

Nota: Fez-se um acerto no ultimo periodo.



CONCLUSAO

Ao termino do presente trabalho, pode-se chegar a idéia de que, para efetuar certas
operagdes financeiras, precisa-se de técnicas mais praticas e objetivas.

Buscou-se tratar de uma forma clara e simples, a falta de recursos para a operagio
de um empréstimo que abordava caréncia, apresentando as formulas matematicas que
estariam suprindo essa necessidade.

Com o auxilio do método utilizado na elaboragdo de planilhas para sistemas de
amortizagao com ou sem caréncia, encontradas nos livros de Matematica Financeira atuais.
pode-se, entdo, chegar a dedugdo das formulas matematicas para os sistemas de
amortizagdo com caréncia.

Aproveitou-se, também. para que fosse introduzida a capitalizagio dos juros sobre o
valor do emprestimo, e assim, deduzir, também, as formulas matematicas com essa
operagao financeira.

Espera-se que essas formulas, deduzidas e demonstradas. possam ser de grande
utilidade. néo so para pessoas que se utilizam dessas operagdes financeiras, mas que sejam
também aptas a serem apresentadas em cursos de Matematica Financeira. afim de auxiliar
os alunos da referida disciplina.

Contudo, almeja-se que as formulas matematicas para sistemas de amortizacdo com
caréncia sejam uma ferramenta que possa simplificar os calculos financeiros e tragam

solugbes mais imediatas para problemas e situagdes que as envolvam.
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