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Introducao

A motivacao para este trabalho, surgiu do meu interesse particular por geometria. De
todas as disciplinas que cursei no curso de matematica, estas foram as que mais gostei,
desde a geometria quantitativa, a geometria euclidiana, até a geometria diferencial, sempre
procurei aprofundar meus conhecimentos nessa area. Pela minha aptidao de pensar na
resolucao de problemas, inicialmente de maneira geométrica, surgiu o interesse de estudar
na matematica esta linha de pensamento.

Este trabalho, apresenta um estudo sobre a evolucao da linguagem algébrica aplicada
a problemas geométricos, além de estudar o problemas inverso, o da linguagem geométrica
sendo aplicada a problemas algébricos.

No Capitulo 1, comecamos o estudo sobre as origens da Algebra geométrica grega,
que surge um funcao dos problemas encontrados pelos gregos em trabalhar com a algebra
herdada pelo babilonios.

No capitulo 2, estudamos grande parte do Livro II de Os FElementos de Euclides,
em que ele descreve a Algebra geométrica grega, na forma de raciocinio 1égico dedutivo.
Nesse estudo, utilizamos conceitos de geometria moderna para explicar o trabalho de
Euclides na representacao de identidades algébricas em linguagem geométrica, assim como
na resolucao geométrica de equacoes quadraticas. Ao mesmo tempo, que analisamos a
visao grega dos conceitos algébricos, sobre os nimeros, as identidades algébricas e as
equacgoes quadraticas.

No capitulo 3, acompanhamos a evolucao da Algebra Geométrica no periodo arabe,
periodo este em que se desenvolveu também a algebra de al-Khowarizmi, que deu origem
a algebra como conhecemos hoje. Nos estudos sobre a obra de al-Khowarizmi, nos con-

centramos nos elementos geométricos de sua algebra, estudando as suas justificativas



geométricas para as solucoes algébricas de equacoes quadraticas, que desempenharam um
papel fundamental na evolucao do conceito abstrato da dlgebra. Na segunda parte deste
capitulo, veremos o estudo que Omar Khayyam desenvolveu para encontrar a raiz positiva
de uma cibica, além de observar as mudancas que haviam ocorrido sob a visao arabe, dos
conceitos algébricos e geométricos.

No capitulo 4, estudamos a vida e obra de René Descartes, que desenvolve em seu tra-
balho La Géométrie, entre muitos outros assuntos, o estudo das representacoes geométricas
das operacoes aritméticas, das identidades algébricas e também das resolucoes de equagoes
quadraticas. Além disso, veremos que foi neste trabalho, que Descartes desenvolveu o es-
tudo que deu origem a geometria analitica. Mas, o fato mais importante do capitulo, foi
o método que Descartes desenvolveu para resolver determinados problemas geométricos.
Este método, consistia em aplicar algebra aos problemas geométricos, afim de simplificar

a sua resolucao.



Capitulo 1

As Origens da Algebra Geométrica

Na época de Platao, a matematica grega sofreu drasticas modificagdes. Platao (427
a.C. a 347 a.C.) foi um dos grandes pensadores que motivaram o estudo da matemética
grega em sua época. Ele fundou sua Academia em Atenas por volta de 387 a.C, uma
instituicao orientada por propdsitos sistematicas de investigagao cientifica e filoséfica, e
a dirigiu por toda a sua vida. Mesmo apds a morte de Platao, quase todos os trabalhos
matematicos importantes do século IV a.C., foram feitos por seus amigos ou discipulos,
fazendo da Academia a ligacao da matematica dos pitagéricos com a posterior e duradoura
Escola de Alexandria.

Dos estudos e trabalhos matematicos da época de Platao, a dicotomia entre niimero e
grandezas continuas forneceu a principal motivagao de criar um novo método para tratar
da algebra herdada pelos babilonios. Os velhos problemas em que, dada a soma e o
produto de dois lados de um retangulo se pediam as dimensoes, tinham de ser tratados de
modo diferente dos algoritmos numéricos dos babilonios. Decorrente dessa necessidade,
foi criada uma nova “Algebra Geométrica”, que tomou o lugar da antiga “Algebra arit-
mética”, e nessa nova algebra nao podia haver somas de segmentos com areas ou de areas
com volumes. Mas para esclarecer essa motivacao, devemos conhecer os fundamentos
da algebra babilonia e verificar os motivos que levaram os gregos a procurar uma nova
abordagem para a algebra da época.

Os matematicos babilonios faziam o uso de tabelas numéricas na realizagao de calculos.

Essas tabelas continham nimeros e seqiiéncias de nimeros, varias delas quando descober-



tas foram tomadas por um registro de negécios da época babilonia. No entanto, em al-
gumas tabelas apos ser feita uma analise, podia-se verificar que nelas havia um profundo
significado matematico, como na tabela Plimpton 322, que continha uma seqiiéncia de
ternas pitagoricas.

Na época em que o alfabeto ainda nao havia sido inventado, os babilonios utilizavam
uma outra maneira para representar quantidades desconhecidas; eles usavam palavras
como comprimento, larqura, drea e volume. Mas embora empregassem o uso de palavras
num sentido abstrato, eles nao hesitavam em somar um comprimento com uma area, ou
uma area com um volume. Além disso, em muitos problemas babilonios havia a falta
de enunciados explicitos, de algoritmos e regras. Em varios algoritmos, os babilonios
faziam o uso de aproximagoes em calculos e a falta de distingao entre resultados exatos e
aproximados constituia-se em um problema grave nas bases da algebra babilonia.

O problemas encontrados pelos gregos em lidar com a dlgebra babilonia os levaram a
criar a “Algebra Geométrica”, onde nao podiam haver somas de areas com volumes, devia
haver uma forma homogénea de escrita dos termos da equacao e principalmente que todas
essas equagoes deviam ser interpretadas geométricamente. E para encontrar as solugoes
de alguns problemas algébricos, faziam o uso do processo conhecido como “a aplicagao de
areas”, uma parte da algebra geométrica completamente estudada em Os Elementos, de
Euclides.

Outro grande fator que levou os gregos a utilizarem a aplicagdo de areas para re-
solver problemas algébricos, foi a dificuldade que encontraram em representar grandezas
incomensuraveis, dessa forma evitavam as razoes que s6 seriam abordadas muito tempo

depois por Euclides, também em Os FElementos.



Capitulo 2

FEuclides de Alexandria e o Livro 11

de Os Elementos

Neste capitulo, apresentaremos as proposicoes do Livro II de Os Elementos, que con-
stituem a Algebra Geométrica de Euclides. Faremos uma anélise moderna das proposicoes
deste livro, mostrando a sua significagao geométrica, ja que se trata de uma traducao grega
das operacoes algébricas herdadas pelos babilonios. A seguir, veremos o contexto histérico
em que Euclides escreveu sua obra mais famosa. Obra essa, que constitui o foco principal
deste trabalho, pois como veremos mais adiante, o trabalho de Euclides foi posteriormente
estudado pelos arabes, para depois ser difundido na Europa, sendo amplamente estudado
e considerado uma das maiores obras ja publicadas.

A morte de Alexandre, o Grande em 323 a.C., levou as disputas entre os generais do
exercito grego. Seu império se dividiu entre alguns de seus lideres militares, resultando na
emergencia de trés impérios, com governantes independentes, mas unidos pelos lacos da
civilizacao helénica decorrente das conquistas de Alexandre. O controle da parte egipcia
do império estava firmemente nas maos de Ptolomeu I, que somente em 306 a.C. comegou
a governar efetivamente. Escolheu Alexandria como sua capital e, para atrair homens de
saber a sua cidade, imediatamente comecgou a construir a famosa Escola de Alexandria,
que possuia uma das melhores bibliotecas de seu tempo. Para compor uma equipe de
intelectuais para a escola, Ptolomeu recorreu a Atenas, como professores ele chamou um

grupo de sabios de primeira linha para desenvolver os varios campos de estudo. Euclides,



possivelmente de Atenas foi escolhido para chefiar o departamento de matematica.

Pouco se sabe sobre a vida de Euclides, tanto que nenhum lugar de nascimento é
associado ao seu nome. Sabe-se apenas que era conhecido por Euclides de Alexandria,
porque foi chamado para la ensinar matematica. Da natureza de seu trabalho pode-se
presumir que estudou com os discipulos de Platao, se nao na prépria academia. Pelos
relatos que existem atualmente sobre Euclides, ele era conhecido pela sua capacidade de
ensinar e por sua habilidade ao expor os conceitos matematicos.

Euclides foi o autor do texto de matematica mais bem-sucedido de todos os tempos.
Embora ele fosse autor de pelo menos outros doze trabalhos, cobrindo tépicos variados,
desde Optica, astronomia, musica e mecanica até um livro sobre seccoes conicas, sua fama
repousa principalmente sobre sua obra, Os Elementos. O sucesso da obra de Euclides, é
resultante da sua forma axiomatica e légica de expor a matematica, sua obra era um livro-
texto, de modo nenhum o primeiro, mas com certeza foi o mais importante ja publicado.

Euclides reuniu em Os Elementos, uma colecao de treze livros, contendo todos os
conhecimentos gregos da matematica elementar, como a aritmética (no sentido de teoria
dos nimeros), geometria sintética (de pontos, retas, circulos e esferas), e algebra (ndo no
sentido simbdlico moderno, mas na forma de representacao geométrica).

O Livro I de Os Elementos é pequeno e apresenta 14 proposigoes que na época de
Euclides tiveram grande significado. Elas lidavam com transformagoes de areas e com
a algebra geométrica da escola Pitagdrica. Ao passo que em nosso tempo as grandezas
sao representadas por letras que se entende representarem nimeros, conhecidos ou nao,
sobre os quais operamos com as regras algoritmicas da algebra, nos dias de Euclides
as grandezas eram representadas como segmentos de reta, satisfazendo aos axiomas e
teoremas da geometria. Algumas vezes é dito que os gregos nao possuiam uma algebra,
mas isso é evidentemente falso. Tinham o Livro II de Os Elementos, que é uma algebra
geométrica servindo aos mesmos fins que nossa algebra simbdlica. A seguir, apresentamos
11 proposigoes do Livro II de Euclides, que constituem sua Algebra Geométrica. Ana-
lisaremos a interpretacao geométrica das identidades algébricas, e mostraremos como os

gregos resolviam geométricamente alguns problemas envolvendo equagoes quadraticas.



2.1 Identidades Algébricas

No Livro II de Os Elementos, Euclides apresenta dez proposicoes que tratam das
identidades algébricas, mas que aqui sao apresentadas através de uma representacao
geométrica. Nao ha duvida que a algebra moderna facilita consideravelmente a mani-
pulacao de relacoes entre grandezas. Mas também é verdade que um geometra grego
conhecendo as proposigoes da “algebra”de Euclides era muito mais capaz de aplicar estas
proposicoes a questoes praticas de mensuracao do que um gedmetra experiente de hoje. A
algebra geométrica antiga nao era féacil de ser compreendida, e muitas vezes seus métodos
podem parecer complexos e exaustivos, mas apesar dela nao ter sido o instrumento ideal,

com certeza era a mais eficaz.

2.1.1 Definicoes

Antes de iniciar a exposicao das proposicoes temos que dar alguns esclarecimentos
sobre as concepgoes que Euclides atribuia a alguns elementos geométricos.

Nos livros Os Elementos de Euclides ele usava a palavra reta ou linha reta para definir o
que chamamos atualmente de“segmento”. Para ele uma reta podia ser estendida o quanto
quiséssemos, mas nao existia ainda a nogao de infinito e continuidade. Além disso, nao se
mediam segmentos nos Elementos de Euclides, pois ha segmentos incomensuraveis com
qualquer unidade que se adote. Este fator, pode ter sido o motivo principal pelo qual
o gregos optaram por apresentar seus resultados de maneira geométrica, sendo que nao
havia para eles niimeros irracionais para representar seus comprimentos. A comparacao
entre dois segmentos se fazia mediante o conceito de razao entre eles, mas razoes entre
grandezas nao eram consideradas nimeros, e esta ¢ uma das caracteristicas importantes
a serem observadas aqui. Os gregos, utilizavam uma visao diferente da atual. Para eles o
proprio segmento era tomado como a solugao de um problema, ou até mesmo significava
um nuimero.

Da mesma forma, nao havia medida de areas na matematica grega. Na realidade,
Euclides em Os Elementos nao menciona em nenhum momento uma definicao de area, ele
diz apenas que duas figuras sao chamadas “iguais”quando tém a mesma magnitude, isto

¢, 0 mesmo comprimento se sao segmentos ou compreendem a mesma regiao se sao figuras
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planas. Em sua obra, a nocao de area era muito mais qualitativa que quantitativa, no
sentido que se referia a regiao delimitada por uma figura do que propriamente um valor
numérico atribuido a regiao.

Neste trabalho, usaremos a definicao moderna de area, em que uma area é basicamente
um numero real positivo atribuido a uma regiao delimitada por uma curva fechada e

simples'. Esta quantidade devera apresentar as seguintes propriedades:
1. Duas figuras congruentes tem a mesma &rea.

2. Se duas figuras se interceptam no maximo por pontos de fronteira?, entao a drea da

uniao destas figuras é igual a soma numérica das areas das figuras componentes.
3. A area de um quadrado de lado 1 é definida como sendo 1.

Portanto, medir uma area é comparar a regiao com um quadrado padrao. Utilizaremos
como notacao, para a area de uma determinada figura, a letra A seguida da determinacao
da figura, ou seja, a adrea de um quadrado ABCD, por exemplo, serd A(ABCD), ou a
area de um retangulo EFGH, serd A(EFGH ), bem como a area de qualquer outra figura
plana.

Daremos continuidade ao trabalho apresentando as proposi¢oes do Livro Il de Eu-
clides, que representam diversas identidades algébricas, de maneira geométrica. Faremos
comentarios sobre as identidades, explicando a representacao geométrica dada em cada
uma delas. Em especial faremos a demonstracao Euclidiana, ou seja, como o proprio
Euclides fez em Os Elementos, da Proposicao 4 do Livro II, devido ao fato de que esta
é a conhecida identidade (a + b)? = a? + 2ab + b?, e que a sua representagao geométrica

constitui uma maneira significativa de entender a forma algébrica da mesma.

2.1.2 Proposicoes

Veremos a seguir, dez proposicoes do Livro I de Os Elementos, sendo apresentadas com
seus enunciados e figuras originais. Salientamos, que os enunciados apresentam um deter-

minado nivel de dificuldade de compreensao para os leitores que nao estao acostumados

'Uma curva é dita se simples se ndo possuir pontos de auto interseccio.
2Pontos que ndo estdo no interior de uma regido, ou seja, pontos em que uma bola centrada nele nao
possui apenas pontos interiores a regiao.

11



com a linguagem euclidiana, por isso, tentaremos elucidar o que cada enunciado significa,
além de traduzi-los para linguagem moderna. Faremos comentérios sobre as identidades
algébricas, que correspondem a cada uma das representacoes geométricas apresentadas
nas proposicoes, sendo que na Proposicao 4, demonstraremos de maneira euclidiana a

proposicao, devido a importancia da mesma, como ja foi mencionado anteriormente.

Proposicao 2.1 (Prop. 1 - Livro 1I) Dadas duas retas, uma das quais é dividida num
numero qualquer de partes, o retangulo contido pelas duas retas € igual a soma dos

retangulos contidos pela reta nao dividida e cada uma das partes da outra.

Para que possamos compreender claramente o enunciado da proposigao, daremos um
exemplo. Inicialmente sao dados dois segmentos AB e AC, onde podemos dividir o
segmento AC'. Neste exemplo, dividiremos a segmento AC' em trés partes nao necessari-

amente iguais, e depois construimos o retangulo ACHB, como pode ser visto a seguir

(Fig. 01).

A b D c E d C
a
B F G H

Fig. 01 - Representacao geométrica da Proposicao 1 - Livro II

Entao, o resultado da proposicao nos diz que:

A(ACHB) = A(ADFB) + A(DEGF) + A(ECHG)

Analisando sob o ponto de vista da geometria moderna, podemos escrever cada area
descrita anteriormente, como a area correspondente a cada retangulo em funcao de seus

lados, sendo assim:

(AB x AC) = (AB x AD) + (AB x DE) + (AB x CE)
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Agora podemos escrever cada segmento na forma, AB =a, AC =b+c+d, AD = b,
DE = ce CFE = d, como pode ser observado na figura anterior. Portanto, o resultado da
proposi¢ao pode ser escrito da seguinte maneira, a(b + ¢+ d) = ab+ ac + ad.

Ou seja, esta proposicao é o equivalente geométrico da conhecida lei distributiva,

ab+c+d+---)=ab+ac+ad+---.

Podemos observar, que esta representacao corresponde bem ao pensamento grego, de
que nao ter medidas para os segmentos, eles conseguiram representar de maneira to-
talmente geométrica a propriedade da distributividade. Estudando estas proposicoes,
primeiramente do ponto de vista de um grego e depois aplicando definicoes mais moder-

nas, podemos construir uma justificativa consistente para diversas identidades algébricas.

Proposicao 2.2 (Prop. 2 - Livro II) Se uma reta é dividida em duas partes quaisquer,
o retangulo contido sobre todo e ambas partes da reta € igual ao quadrado contido sobre a

reta toda.

A proposicao nos diz que dado um segmento AB, podemos dividi-lo em duas partes
quaisquer AC' e BC'. Construimos dois retangulos com cada uma das partes de AB, sendo
que o outro lado dos retangulos é um segmento AD com mesma medida que AB, como

pode ser observado na figura a seguir (Fig. 02).

atb

D F E

Fig. 02 - Representagao geométrica da Proposicao 2 - Livro 11
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Entao, o resultado da proposicao nos diz que:

A(ACFD) + A(CBEF) = A(ABED)

Analisando sob o ponto de vista da geometria moderna, podemos escrever cada area
descrita anteriormente, como a area correspondente a cada retangulo em funcgao de seus

lados, e de mesma maneira para a area do quadrado, sendo assim:

(AC x AD) + (BC x AD) = (AB x AD)

Observando a figura, podemos escrever os segmentos na forma, AC = a, BC' = b e
AB = AD = a + b. Portanto, o resultado da proposicao pode ser escrito da seguinte
maneira, a(a + b) + b(a + b) = (a + b)(a + b). Ou seja, esta proposi¢ao é o equivalente
geométrico identidade algébrica, a(a + b) + b(a + b) = (a + b)*.

Proposicao 2.3 (Prop. 3 - Livro II) Se uma reta é dividida em duas partes quaisquer,
o retangulo contido sobre toda uma reta € igual ao retangulo contido por uma reta e o

quadrado sobre a outra reta.

A proposicao nos diz que dado um segmento AB, podemos dividi-lo em duas partes
quaisquer AC' e BC, construimos um retangulo cujos lados sao os segmentos AB a AF,
sendo que AFE tem a mesma medida de BC', como pode ser observado na figura a seguir

(Fig. 03).

A a C b B
b
E D F

Fig. 03 - Representagao geométrica da Proposicao 3 - Livro II
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Entao, o resultado da proposicao nos diz que:

A(ABFE) = A(ACDE) + A(CBFD)

Analisando sob o ponto de vista da geometria moderna, podemos escrever cada area
descrita anteriormente, como a area correspondente a cada retangulo em funcgao de seus

lados, e de mesma maneira para a area do quadrado, sendo assim:

AB x AE = (AC x AE) + (BC x AE)

Observando a figura, podemos escrever os segmentos na forma, AB =a+b, AC =ae
AFE = BC = b. Portanto, o resultado da proposicao pode ser escrito da seguinte maneira,
(a + b)b = ab + b*. Ou seja, esta proposicao é o equivalente geométrico da identidade

algébrica citada anteriormente.

Proposicao 2.4 (Prop. 4 - Livro II) Se uma reta é dividida em duas partes quaisquer,
o quadrado sobre a reta toda € igual aos quadrados sobre as duas partes, junto com duas

vezes o retangulo que as partes contém.

Inicialmente demonstraremos esta proposicao, da mesma forma que Euclides demons-
trou em Os Elementos. Lembremos que, Euclides justificava o argumento em suas demon-
stragoes, utilizando os Axiomas e as Proposicoes que ja haviam sido vistos anteriormente

em sua obra, que serao comentados em algumas notas.

Demonstracao:

Seja a reta AB dividida em duas partes quaisquer em C'; A proposicao diz que o
quadrado sobre AB é igual aos quadrados sobre AC' e C'B, e duas vezes o retangulo

contido por AC' e CB (Fig. 04).

Seja o quadrado ADEB sobre o lado AB?, ligue os pontos BD; Por C trace CF

3Proposicao 46 - Livro I: Que permite construir um quadrado sobre um segmento.
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paralelo a AD ou EB, (e seja G o cruzamento de BD com CF) por G seja HK
paralelo a AB ou DE*.

Como C'F é paralelo a AD, e BD cruza ambas, o angulo exterior CGB é igual

ao angulo exterior e oposto ADB5.

A a C b B
b
H G K
a
D F E

Fig. 04 - Representagao geométrica da Proposigao 4 - Livro 11

Mas o angulo ADB é igual ao angulo ABD, uma vez que o lado BA é igual ao
lado ADS; Portanto, o angulo CGB ¢é igual ao angulo GBC e assim o lado BC é
igual ao lado CG".

Mas CB é igual a GK, e CG é igual a KB, portanto GK é igual a KB®.
Portanto, CGK B é um quadrilatero equilatero.

Esse quadrilatero também é retangulo, pois C'G é paralelo a BK e os angulos

KBC e GCB sao iguais a dois angulos retos®.

Mas o angulo K BC ¢ reto; Portanto o angulo BCG também é reto e portanto

os angulos opostos CGK e GK B também sdo retos®.

Portanto, CGK B é retangulo e como foi provado que ele é equilatero, entao ele

¢ quadrado e é descrito sobre o lado CUB.

4Proposicao 31 - Livro I: Que permite tracar por um ponto, uma reta paralela a uma reta dada.

5Proposicao 29 - Livro I: Que afirma que uma reta cruzando retas paralelas determina angulos alternos
internos iguais, o angulo exterior igual ao angulo interior e oposto, e os dois angulos interiores e do mesmo
lado iguais a dois angulos retos

5Proposicao 5 - Livro I: Que afirma que em um tridngulo isosceles os angulos da base sdo iguais.

"Proposicio 6 - Livro I: Que afirma que se os dois angulos da base de um tridngulo sdo iguais, entdo
o triangulo é isosceles.

8Proposicao 34 - Livro I: Que afirma que em paralelogramos, os lados apostos e angulos opostos sdo
iguais e o didmetro (diagonal) divide a drea ao meio.
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De maneira similar, HF® também é um quadrildtero e é descrito sobre o lado

HG, que é igual a ACS.
Portanto, os quadrados HF e KC sao quadrados sobre AC' e CB.

Como AG éigual a GE°, e AG é o retangulo contido por AC e C'B. Portanto,

AG e GFE resultam em duas vezes do retangulo contido por AC' e C'B.

Mas, HF, CK, AG e GE é todo o quadrado ADEB, que é o quadrado sobre
AB.

Entao o quadrado sobre AB ¢ igual aos quadrados sobre AC, C'B e duas vezes

o retangulo contido por AC e CUB.
[ |

Como podemos observar, as demonstracoes euclidianas podem ser extensas, mas ape-
sar disso, a forma de raciocinio légico e dedutivo, torna o entendimento da proposi¢ao o
mais claro possivel. Observando agora a Fig. 04, tomamos os segmentos AB, AC' e CB
correspondentes aa medidas (a + b), a e b respectivamente. Desta forma, podemos con-
cluir que esta proposicao ¢ a representacao geométrica da conhecida identidade algébrica,

(a+b)* = a® + b + 2ab.

Proposicao 2.5 (Prop. 5 - Livro II) Se uma reta é cortada em partes iguais e desiquais,
o retangulo contido pelas partes desiguais do todo, junto com o quadrado contido pela reta

entre os pontos da secao, € igual ao quadrado contido pela metade.

Simplificando o enunciado da proposi¢ao, temos que dado um segmento de reta AB,
primeiro o dividimos em duas partes iguais em D e depois o dividimos em duas partes
desiguais em C' (Fig. 05). A proposicao diz que, o retangulo contido pelos segmentos
AC e CB, e o quadrado sobre o segmento C'D juntos, tem a mesma area que o quadrado

sobre o segmento DB. Entao, o resultado da proposicao nos diz que:

A(AEIC) + A(FGHI) = A(DGKB)

9Se referindo ao quadrildtero HDFG apenas pela sua diagonal.
108e referindo aos quadrilateros AHGC e GFEK respectivamente.

17



K

Fig. 05 - Representagao geométrica da Proposicao 5 - Livro 11

Analisando sob o ponto de vista da geometria moderna, podemos escrever cada area
descrita anteriormente, como a area correspondente ao retangulo em funcao de seus lados,

e de mesma maneira para a area dos quadrados, sendo assim:
(AC x AE) 4+ (FI x FG) = (DB x DG)

Agora, tomando a medida associada a cada segmento, teremos que AC = a e CB =

b
ot —b), supondo a > b. E

AF = b. Da mesma maneira, veremos que FI = FG = (

b
finalmente, o segmento DB = DG = ot

. Desta forma, a proposicao em questao é o

equivalente geométrico da identidade algébrica,
a+b > ra+by\? a—b\%  ra+b\?
ab+<2_b>_<2>:>ab+<2>_<2>
N <a+b>2_<a—b>2_ab
2 2 -

Observamos que, considerarmos a > b, pois no Livro II de OsElementos, Euclides

evita problemas que possam recair em nimeros negativos, tanto em suas representagoes
geométricas, quanto em suas demonstragoes, ele nunca se preocupa com aqueles casos, em
(3958 B4 : z 7 z. . 7 .
que quando “diminuimos”ou subtraimos um comprimento, seu resultado é negativo. Ele
trabalha sempre com comprimentos que possam ser trabalhados sem ter este problema.
Agora, podemos interpretar o enunciado da proposicao de outro modo, e escrever
a =a+ 0 eb=a— [, revelando que na verdade esta proposicao trata-se de uma

representacao da conhecida identidade, (o + 3)(a — ) = o — 32
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Proposicao 2.6 (Prop. 6 - Livro II) Se uma reta € bissectada e uma outra é acrescen-
tada a ela em linha reta, o retangulo contido pelo todo (com a reta que foi acrescentada)
e pela reta acrescentada junto com o quadrado sobre a metade, € igual ao quadrado sobre

a reta formada com a metade e a reta acrescentada.

O enunciado fala de um segmento de reta AD, primeiro o dividimos em duas partes
iguais em C' e depois acrescentamos na mesma reta que contém o segmento AD, outro
segmento DB (Fig. 06). Segundo a proposicao, o retangulo contido pelos segmentos AB
e DB, junto com o quadrado sobre o segmento C'D, é igual a drea do quadrado sobre o

segmento C'B. Entao, o resultado da proposi¢ao nos diz que:

A(AKMB) + A(LEGN) = A(CEFB)

A a C a Db B
b
K L N M
a
E G F

Fig. 06 - Representacao geométrica da Proposicao 6 - Livro 11

Analisando sob o ponto de vista da geometria moderna, podemos escrever cada area
descrita anteriormente, como a area correspondente ao retangulo em funcao de seus lados,

e de mesma maneira para a area dos quadrados, sendo assim:

(AB x AK)+ (LN x LE) = (CB x CFE)

Agora, tomando a medida associada a cada segmento, teremos que AB = 2a + b,

DB=AK =b0,CD=LN=LE=ae(CB=CFE =a+ b, supondo a > b. Desta forma,
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a proposicao em questao é o equivalente geométrico da identidade algébrica,

(2a 4 b)b + a® = (a + b)>.

No entanto, podemos interpretar o enunciado de outro modo e escrever a = « e
b = 8 — a, revelando que na verdade esta proposicao trata-se de uma representacao da

conhecida identidade, (o + 3)(3 — a) = % — .

Proposigao 2.7 (Prop. 7 - Livro II) Se uma reta é dividida em duas partes quaisquer,
o quadrado contido pela reta toda, junto com o quadrado sobre uma parte da reta, € igual
a duas vezes o retangulo contido pela reta toda e por uma das partes da reta, junto com o

quadrado contido pela outra parte restante da reta.

Simplificando o enunciado, temos que um dado segmento de reta AB é divido em duas
partes quaisquer em C' (Fig. 07). Segundo a proposi¢ao, o quadrado sobre o segmento
AB, junto o quadrado sobre o segmento C'B, é igual a duas vezes a area do retangulo
sobre os segmentos AB e C'B, junto quadrado sobre o segmento AC. Entao, o resultado

da proposicao nos diz que:

A(ADEB) + A(CGKB) = A(AHK B) + A(CFEB) + A(HDFG)

A a CbB
b
H G K
a
D F E

Fig. 07 - Representacao geométrica da Proposicao 7 - Livro 11

Analisando sob o ponto de vista da geometria moderna, podemos escrever cada area
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descrita anteriormente, como a area correspondente aos retangulos em funcgao de seus

lados, e de mesma maneira para a area dos quadrados, sendo assim:
(AB x AD)+ (CB xCG)=(ABx AH)+ (CB x CF)+ (HG x HD)

Agora, tomando a medida associada a cada segmento, teremos que AB = AD = CF =
a+b CB=CG=AH =be AC = HG = HD = a, supondo a > b. Desta forma, a

proposicao em questao é o equivalente geométrico da identidade algébrica,

(a+b)*> 4+ a®> =2(a + b)a + b*.

No entanto, podemos interpretar o enunciado de outro modo e escrever a = [ e

b = a — 3, revelando que na verdade esta proposicao trata-se de uma representacao da

conhecida identidade, o? — 2a3 + 3% = (a — ).

Proposicao 2.8 (Prop. 8 - Livro II) Se uma reta é dividida em duas partes quaisquer,
quatro vezes o retangulo contido pela reta toda e por uma das partes da reta, junto com o
quadrado contido pela reta restante, € igual ao quadrado contido pela reta toda acrescen-

tada de uma das partes.

O enunciado nos fala de um segmento de reta AB que é divido em duas partes quaisquer
em C. Segundo a proposicao, quatro vezes a area do retangulo sobre os segmentos AB e
C B, junto o quadrado sobre o segmento AC, é igual a area do quadrado sobre o segmento
AB acrescentado do segmento C'B.

Como podemos observar na figura a seguir (Fig. 08), dado um segmento AB, que
foi dividido em C', acrescentamos o segmento BD, em que BD = CB. Construimos o
quadrado AEF'D sobre o segmento AD. Tracamos os segmentos C'H e BL, paralelos ao
lado AE ou DF'. De maneira similar, tracamos os segmentos M N e OP, paralelos a AD

ou EF, de modo que AM e MO sejam iguais a C'B.
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A a CbBb D
b
M G K N
b
0 o R p
al
E H L F

Fig. 08 - Representacao geométrica da Proposicao 8 - Livro 11

Por construgao, podemos observar que as areas dos retangulos AMGC, MOQG,
QHLR e RLFP, sao iguais. Assim como, as areas dos quadrados CGKB, BKND,
GQRK e KRPN sao iguais. Desta forma, segundo o enunciado da proposicao, a drea do
retangulo sobre o segmento AB e C'B, equivale a area do retangulo sobre o segmento AB
e AM, que é a soma das areas do retangulo AMGC' com a area do quadrado CGK B.
Portanto, as quatro areas do retangulo sobre os segmentos AC' e C'B, referentes ao enun-
ciado da proposicao, sao equivalentes as dreas dos quatro retangulos e quatro quadrados
citados anteriormente. Afim de exemplificar melhor a explicacao anterior, faremos o uso

de um artificio visual (Fig. 09), baseado na Fig. 08.

_____

Fig. 09 - Artificio Visual

I

Entao, o resultado da proposicao nos diz que:

4 x A(AMKB) + A(OEHQ) = A(AEFD)
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Analisando sob o ponto de vista da geometria moderna, podemos escrever as areas
descritas anteriormente, como a area correspondente ao retangulo em funcao de seus lados,

e de mesma maneira para a area do quadrado, sendo assim:
4x (AB x AM) + (OQ x OF) = (AD x AE)

Agora, tomando a medida associada a cada segmento, teremos que AB = a + b,
AM =b,0Q =OFE =ae AD = AE = a+2b, supondo a > b. Desta forma, a proposicao

em questao é o equivalente geométrico da identidade algébrica,
4(a+b)b+ a® = (a + 2b)%

No entanto, podemos interpretar o enunciado de outro modo e escrever a = o — (3
e b = (3, revelando que na verdade esta proposicao trata-se de uma representacao da

identidade,
(a+0)" —(a—p)° = 4ap.

Proposicao 2.9 (Prop. 9 - Livro II) Se uma reta é cortada em partes iguais e desiguais,
0s quadrados contidos pelas partes desiguais, sao iguais ao dobro do quadrado sobre a

metade da reta toda, junto com o quadrado contido pela reta entre os pontos da sec¢ao.

Simplificando o enunciado da proposigao, temos que dado um segmento de reta AB,
primeiro o dividimos em duas partes iguais em C' e depois o dividimos em duas partes
desiguais em D. O enunciado nos diz que, a soma das areas dos quadrados, sobre os
segmentos AD e DB, sao iguais ao dobro da area do quadrado sobre o segmento AC,
junto com a area do quadrado sobre o segmento C'D.

Como podemos observar na figura a seguir (Fig. 10), um segmento AB que foi dividido
em duas partes iguais em C, e dividido em duas partes desiguais em D. Construimos o
quadrado DGH B sobre o segmento DB, e o quadrado AF'ED sobre o segmento AD.
Tracamos os segmentos KJ e OL, paralelos a AD ou F'E, de modo que AK e KO sejam
iguais a C'D. De maneira similar, tracamos os segmentos CM e P(Q), paralelos ao lado

AF ou DE, sendo que QM = CD.
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Fig. 10 - Representagao geométrica da Proposicao 9 - Livro 11

Por construcao, podemos observar que as areas dos retangulos AKIC e KONI, sao
iguais. Assim como, as areas dos retangulos PQMN e NMFEL também sao iguais. E o
mesmo pode ser verificado, para os quadrados C'IJD e INLJ. Outro fato a ser observado,
é que o segmento AF = AD, pois AF é o lado do quadrado construido sobre AD. Mas,

AB
AD = (— + CD) e como por construcao AF = AK + KO + OF, e sabemos que AK

2
AB
e KO sao iguais a C'D, podemos concluir que OF = <7 — CD). Portanto, podemos
verificar que os segmentos OP, OF, DB e DG sao iguais. Logo, a area dos quadrados
OFQP e DGHB sao iguais.

Entao, o resultado da proposicao nos diz que:

A(AFED) + A(DGHB

~—

=2x[A

~—~

KFMI)+ A

—~

C1JD)]

O quadrado KFM1I foi usado no lugar do quadrado sobre o lado AC, porque ambos
sao equivalentes, ja que AC, KI e KF sao iguais. Portanto, como podemos observar
na figura, o quadrado K FMI é composto pelos retangulos KONI e PQMN, e pelo
quadrado OFQP. Podemos concluir entao, que o dobro da area do quadrado K FMI,
corresponde a soma das areas dos retangulos AKIC, KONI, PQMN e NMFEL, mais a
soma das areas dos quadrados CIJD, INLJ, OFQP e DGHB.

Analisando agora, sob o ponto de vista da geometria moderna, podemos escrever as

areas descritas anteriormente, como as areas correspondentes aos quadrados em funcao
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de seus lados:
(AD x AF)+ (DB x DG) =2 x [(KI x KF) + (CD x CI)]

Agora, tomando a medida associada a cada segmento, teremos que AD = AF = a,

DB =DG=b KI=KF=AC= (") cop=cr= (“27

— b), supondo a > b.

Desta forma, a proposicao em questao é o equivalente geométrico da identidade algébrica,
<a+b)2+(a+b b>2
2 2 '

No entanto, podemos interpretar o enunciado de outro modo e escrever a = a+ 3 e

a?+b* =2

b = a — 3, revelando que na verdade esta proposicao trata-se de uma representacao da
identidade,
(a+0)" + (a—B)" =2(a” + 7).

Proposicao 2.10 (Prop. 10 - Livro II) Se uma reta é bissectada e uma outra é acrescen-
tado a ela em linha reta, o quadrado contido pela reta toda (com a reta que foi acrescen-
tada), junto com o quadrado contido pela reta adicionada, sao iguais ao dobro do quadrado
contido pela metade da reta bissectada, junto com o quadrado contido pela reta correspon-

dente a uma metade da reta bissectada acrescentada da outra reta.

Simplificando o enunciado da proposi¢ao, temos que dado um segmento de reta AB,
primeiro o dividimos em duas partes iguais em C' e depois acrescentamos na mesma reta
que contém o segmento AB, outro segmento BD. O enunciado nos diz que, a soma
das areas dos quadrados, sobre os segmentos AD e BD), sao iguais ao dobro da area do
quadrado sobre o segmento AC', junto com a area do quadrado sobre o segmento C'D.

Como podemos observar na figura a seguir (Fig. 11), um segmento AB que foi dividido
em duas partes iguais em C', e acrescentado de um segmento BD. Construimos o quadrado
AFED sobre o segmento AD. Tracamos os segmentos LG e M P, paralelos a AD ou FE,
de modo que AL seja igual a BD, e LM seja igual a AC. De maneira similar, tracamos

os segmentos C'O e BH, sendo que BH seja igual a BD.

25



K H G
a
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F o) E

Fig. 11 - Representagao geométrica da Proposicao 10 - Livro II

Por construgao, podemos observar que as areas dos retangulos ALKC e CKHB, sao
iguais. Assim como, as areas dos retangulos K N PG e NOFE P também sao iguais. Outro
fato a ser observado, é que o segmento AF' = AD, pois AF' é o lado do quadrado construido
sobre AD. Mas, AD = AB+BD e como por construcao AF = AL+ LM+ MF, e sabemos
que LM éigual a AC, sendo que AC' = ATB, portanto podemos concluir que M F' = A—B
Desta forma, os segmentos LK, LM, M N e M F sao iguais a AC, e os quadrados LM N K
e MFON sao iguais.

Entao, o resultado da proposic¢ao nos diz que:
A(AFED)+ A(BHGD) =2 x [A(LKMN) + A(CNPD)]

O quadrado LKM N foi usado no lugar do quadrado sobre o lado AC, porque ambos
sao equivalentes, ja que AC, LK e LM sao iguais. E como podemos observar na figura,
o quadrado CNPD é composto pelos retangulos CKHB e KN PG, e pelo quadrado
BHGD. Podemos concluir entao, que a area do quadrado AF E D, corresponde a soma das
areas dos quadrados LM NK e M FON, mais a area do quadrado BHG D, acrescentada
ainda das areas dos retangulos ALKC, CKHB, KNPG e NOEP.

Analisando agora, sob o ponto de vista da geometria moderna, podemos escrever as

areas descritas anteriormente, como as areas correspondentes aos quadrados em funcao
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de seus lados:
(AD x AF)+ (BD x BH) =2 x [(LK x LM) + (CD x CN)]

Agora, tomando a medida associada a cada segmento, teremos que AD = AF = 2a+D,
BD=BH=b,LK =LM =AC =ae(CD =CN = a+b, supondo a > b. Desta forma,

a proposicao em questao ¢ o equivalente geométrico da identidade algébrica,
(2a+b)* +b° =2[a* + (a + b)?].

No entanto, podemos interpretar o enunciado de outro modo e escrever a = « e
b = [ — a, revelando que na verdade esta proposicao trata-se de uma representacao da

identidade,
(a+8)"+ (8 —a)’ =2(a” + 7).

27



2.2 Resolugao Geométrica de Equacoes Quadraticas

Nesta secao, iremos analisar algumas construcoes geométricas encontradas no Livro
IT de Os Elementos, que tratam da resolucao de equagoes quadraticas. Para analisar a
validade das construcoes, faremos o uso de conceitos de geometria moderna.

A primeira equacao que apresentaremos, seguida da construcao geométrica que fornece
as suas solucoes, ¢ a equacao quadratica z? + ax — a®> = 0. Esta equacao, surge na
proposicao 11 do Livro II, cujo problema ¢é dividir um segmento AB, de modo que o
retangulo sobre o segmento todo e uma das partes, possua a mesma area que o quadrado
construido sobre a outra parte do segmento (Fig. 12). Ou seja, achar H de modo que
a(a—z) = x?. Em outras palavras, achar a raiz positiva x (ou AH) da equacao quadrética

22 + ax = a’.
Na figura, construimos o quadrado ABDC' sobre

o segmento AB = a. Dividimos AC' ao meio em F.
F G Tracamos EB e estendemos C'A, com centro em F
e raio EB tragcamos o arco encontrando o ponto F,

desta forma EFF = EB. Construimos o quadrado

X
= o B FGHA. Entao, afirmamos que H é o ponto procu-
/ rado (de maneira que x = AH ¢é a raiz positiva de
22 +ar —a®> = 0):
Sabemos que AB=ae FA = %’ pelo Teorema de
Pitdgoras no AAEB:
K

C D
5a? V5
2 2 2 2 -
Fig. 12 - Construcao da AB*+ AE" =FEB” = EB" = Ve = B = a7
solugao da equacao
>
quadrética 2% + ax = a? EB=FF =FA+ AF = AF:AH=a2 _%

Sabemos que a equacao quadratica citada anteriormente, possui uma solucao negativa.

No entanto, Euclides cita apenas a solucao positiva em Os Elementos, devido ao fato

de que para ele nao existiam os nimeros negativos, sendo assim a outra solucao era

considerada “falsa”. Sabemos que AF é raiz da equacao porque é igual a AH, sendo
a5 a

5 T3

assim a solugao “falsa”ou negativa é dada pelo segmento C'F' =
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Além disso, ndo vamos nos esquecer do problema inicial que impulsionou a resolucao
da equacao quadratica em questao, para Euclides o problema consistia em encontrar um
ponto H de modo que as areas do retangulo H BDK e do quadrado FFGH A fossem iguais,
mas na verdade o problema recaia em uma equacao quadratica. Analisando o pensamento
grego, pela visao de Euclides, podemos perceber que as solugoes sao dadas por segmentos,
que possibilitam a construcao dos quadrilateros desejados. E provavel que Euclides nao
estava pensando na solucao de equagoes quadraticas, mas sim na solugao de um problemas
envolvendo areas. Porém, hoje sabemos que estas construcoes nos possibilitam encontrar
as solugoes para equacgoes quadraticas.

Além disso, esta construcao nos permite construir o “ntimero de ouro”, basta tomarmos

AB =a =1 e assim obter AH = Vo -1

, ou seja, a conhecida razao aurea.

A proxima equacao quadratica, surgiu na proposicao 5 do Livro II, que ja foi vista
na secao anterior. A construcdo fornece a solucao da equacao % — ax + b> = 0, sendo
que na verdade o problema inicial que justifica a resolucao desta equacao, é o problema
de encontrar o ponto D, que divide um segmento AB em duas partes desiguais, de modo
que satisfaca a proposicao em questao. Como esta proposicao ja foi vista, vamos nos
concentrar na solucao da equagao quadratica.

Dado um segmento AB = a, o dividimos ao meio em C' e tragamos OC' = b perpen-
dicular a AB por C (Fig. 13). Prolongamos o segmento OC' e marcamos o segmento ON,
de modo que ON = CB = g. Com centro em O e raio ON, encontramos em AB 0s
pontos D e E. Assim, a raiz positiva da equacao serd o segmento DB.

a

N Sabemos que OC' =be OD = ON = 7

Al E c D B pelo Teorema de Pitagoras no ACQB:

CD?*+0C?=0D? = CD*=0D?—-0C"?

2 2

J 2 /72 — AP2
o 002:@) o opo YOI

Fig. 13 - Construcao da solugao da
a? — 4b?

equacao quadratica 22+ b2 =ax DB=CB-CD = g 5

Como ja foi comentado anteriormente, Euclides desprezava a raiz “falsa”da equagao
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por esta ser negativa. Neste caso, a raiz negativa é determinada pelo segmento E'B, em
que C'D = EC e portanto podemos concluir que EB = EC + CB = g + #'

A equacao seguinte, surgiu na proposicao 6 do Livro II, que também ja foi vista na
secao anterior. A construcao fornece a solucao da equacio z? + ax — b* = 0, sendo
que na verdade o problema inicial que justifica a resolucao desta equacao, é o problema
de encontrar o ponto D, de modo que satisfaca a proposicao em questao. Como esta
proposicao ja foi vista, vamos nos concentrar na solugao da equacao quadratica.

Dado um segmento AB = a, o dividimos ao meio em C' e tracamos B(Q) = b perpen-
dicular a AB por B (Fig. 14). Sobre o prolongamento do segmento AB, e com centro em
C e raio C'Q, encontramos o ponto D. Assim, a raiz positiva da equacao é determinada

pelo segmento BD.
Sabemos que BQ) =be CB = g, pelo Teorema de Pitagoras no ACOD:

Q
2\ 2
CQ? =CB*+BQ? = CQ* = <§> +b?
N
A & 5 D Portanto, C'Q) = —

CD=CB+BD = BD=CD-CB
\/a2+4b2_a

equacdo quadratica z2 4+ ax = b? Logo, BD = —s "3

Fig. 14 - Construcao da solugao da

Neste caso, podemos verificar que a raiz “falsa” ou negativa, descartada por Euclides,
Vaz+ 4> a

corresponde ao segmento C'D = — + 3

Como ja foi comentado na primeira construcao, os problemas de Euclides que levam a
resolucoes de equacgoes quadraticas, eram na verdade problemas sobre areas de quadrilateros.
Além disso, vimos neste capitulo, que os gregos usavam segmentos para representar
numeros, e que todas as operacoes algébricas eram geométricas.

Continuaremos o trabalho, desenvolvendo o estudo sobre a evolucao da visao das
operacoes algébricas, que comecaram a ter uma representacao simbdlica. Além de estudar,

a forma como outros povos trabalharam com a Algebra Geométrica grega, como veremos

no proximo capitulo.
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Capitulo 3

A Matematica Arabe

Neste capitulo, veremos uma outra concepcao de algebra geométrica que se desen-
volveu no periodo arabe. Mostraremos o trabalho que al-Khowarizmi desenvolveu com
a Algebra geométrica, que com ele adquiriu uma nova visao com relacao a forma como
eram tratados os conceitos da Algebra Geométrica grega. Além disso, sabemos que do tra-
balho sobre dlgebra de al-Khowarizmi, mais conhecido como Al-jabr, deu origem a palavra
“algebra”. Num segundo momento, veremos o trabalho que Omar Khayyam desenvolveu
com equacoes cubicas, trabalho este que representou um ponto crucial para a evolugao
da Algebra Geométrica. Inicialmente daremos um panorama do contexto histérico, in-
vestigado os motivos que levaram o conhecimento dos gregos aos arabes, bem como o
desenvolvimento desse estudo pelos mesmos.

Na década que se seguiu a fuga de Maomé de Meca para Medina em 622 d.C., deu-
se o inicio da era maometana que exerceria forte influéncia sobre o desenvolvimento da
matematica. Dez anos se passaram e Maomé estabeleceu um estado com centro em Meca,
onde judeus e cristaos recebiam protecao e liberdade de culto. Em 632 d.C., enquanto
planejava atacar o império Bizantino, Maomé morreu em Medina. Mas sua morte subita,
nao impediu a expansao do dominio islamico, seus seguidores invadiram rapidamente
os territérios vizinhos. Dentro de poucos anos Damasco, Jerusalém e grande parte do
vale mesopotamico cederam perante os conquistadores, e em 641 d.C. a universidade de
Alexandria, que por muitos anos fora o centro matematico do mundo, foi capturada. Sabe-

se que apds as invasoes, acorreram terriveis depredacoes a biblioteca de Alexandria, onde
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se perderam muitos volumes preciosos, que tiveram como triste destino, a sua destruicao
nas fogueiras.

Por mais de um século os conquistadores arabes lutaram entre si e com seus inimigos.
Durante este periodo houvera confusao politica e cultural, os arabes no inicio nao tinham
interesses intelectuais, e tinham pouca cultura, e impunham sua lingua aos povos que
venciam. No entanto, por volta de 750 d.C., os vencedores se mostravam ansiosos por
absorver a cultura das civilizagoes que tinham sobrepujado. Foi de importancia fundamen-
tal para a conservacao da grande parte da cultura mundial a maneira como os arabes se
apoderaram do saber grego e hindu. Os califas de Bagda foram governantes esclarecidos e
muitos deles se tornaram patronos da cultura e convidaram intelectuais para se instalarem
juntos as suas cortes. Intimeros trabalhos de astronomia, medicina e matematica gregos
foram traduzidos para o arabe e assim preservados até que posteriormente intelectuais
europeus tivessem condicoes de traduzi-los para o latim ou outras linguas.

Muitos intelectuais escreveram sobre matematica e astronomia, sendo o mais famoso
de todos Mohammed ibn Musa al-Khowarizmi, cujo nome, como o de Euclides iria tornar-
se familiar na Europa Ocidental. Deve-se a ele um tratado de algebra e um livro sobre
os numerais hindus, que foram traduzidos para o latim no século XII. Outro erudito de
uma época um pouco posterior, famoso como médico, filésofo, lingiiista e matemaético, foi
Tabit ibn Qorra (826 d.C. - 901 d.C.). Entre seus trabalhos, consta a primeira tradugao
arabe realmente satisfatéria dos Elementos, além disso tem-se que suas outras traducoes
de Apolonio, Arquimedes, Ptolomeu e Teoddsio estao entre as melhores que ja se fizeram.
De importancia especial sao suas traducoes dos livros V, VI e VII das Sec¢oes Conicas
de Apolonio, pois somente através delas esses livros se preservaram.

Muitos arabes deram contribuicoes significativas a matematica, os poucos que foram
citados anteriormente, mereceram tal citacao devido a sua importancia neste trabalho,
mas sem duvida a matematica tem muito a dever aos varios pensadores arabes que pro-
duziram conhecimentos, desenvolveram estudos de grandes obras e conservaram o saber
grego a espera que fossem descobertos e desenvolvidos posteriormente pela Europa.

Mas talvez a mais profunda e original contribuicao algébrica tenha sido a resolucao

geométrica de uma equagao cubica feita por Omar Khayyam (cerca de 1050 - 1122).
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3.1 Os Fundamentos Geométricos da Algebra, de al-
Khowarizmi

Sabemos que al-Khowarizmi é considerado o pai da dlgebra. Nenhum ramo da matematica
aparece amadurecido, cada ramo possui um inicio ou uma inspiracao. Desta forma, nao
podemos deixar de perguntar de onde veio a inspiracao para a algebra arabe.

Nos seis primeiros capitulos do seu livro Al-jabr, encontramos uma mateméatica com-
posta por regras sob uma forma estritamente numérica, que nos faz lembrar a matematica
Babilonia. Além disso, encontram-se tracos da matematica da [ndia. Porém, quando
lemos o livro Al-jabr de al-Khowarizmi, depois de seu sexto capitulo, uma luz inteira-

mente nova é langada sobre a questao:

Ja dissemos o bastante no que se refere a nimeros, sobre os seis tipos de
equagoes. Agora, porém, é necessario que demonstremos geométricamente a

verdade dos mesmos problemas que explicamos com nimeros.

O tom dessa passagem é obviamente grega, nao babilonio ou indiano. Existem entao,
trés diferentes teorias quanto a origem da algebra arabe. Uma dé énfase a influencias hin-
dus, outra aponta a tradigao babilonia e a terceira aponta inspiracao grega. Na verdade,
a algebra de al-Khowarizmi pode ser tomada como uma combinacao dessas trés teorias.

Nao ha duvidas de que sua &lgebra revela inconfundiveis elementos gregos, mas as
demonstragoes geométricas tém pouco em comum com a matematica grega classica. Ve-
remos a seguir, a justificativa geométrica de al-Khowarizmi (Fig. 15), para soluc¢ao da

equacao quadrdtica z* + ¢ = bz, que ¢ dada por:

Inicialmente, al-Khowarizmi representa z2 pelo quadrado AC'D B de lado x, e o retangulo
ABN H representa c. Portanto, o segmento HC representa b. Desta forma, a figura repre-
senta geométricamente a equacao quadratica anterior. Agora, marcamos G ponto médio

de HC', tracamos por G o segmento T'G paralelo a CD ou AB. Estendemos TG até K,
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de modo que GK = G'A e completamos o retangulo GK M H. Escolhemos L em KM, de
modo que KL = GK e completamos o quadrado K LRG. Observando a construgao da
figura, podemos concluir que os retangulos M LRH e GABT sao iguais.

M L K
S
H§RG§AXC
%
§ X
=
N T B D

Fig. 15 - Justificativa da equacio quadratica 22 + ¢ = bz
b 2
Pela figura, a area do quadrado KM NT é <§) . A drea deste quadrado, menos a
area do quadrado K LRG, serd igual a area do retangulo ABN H (ou ¢), sendo que a area
2

b
do quadrado K LRG é igual a (5) — ¢. Por construcao, sabemos que KL = KG = GA

entao, segue que r = AC' = GC — GA. Assim teremos que:

Portanto, verificamos geométricamente que a solugao algébrica esta correta. E embora,
os arabes também rejeitassem as raizes negativas, como faziam os gregos, eles conheciam
as regras que governam o que chamamos de niimeros com sinal.

Uma comparacao entre a Fig. 15, tirada da algebra de al-Khowarizmi, com a Fig. 06
encontrada em Os Elementos (Capitulo anterior), nos leva a conclusao de que a algebra
arabe tinha muito em comum com a geometria grega. No entanto, a parte aritmética da
algebra de al-Khowarizmi é evidentemente estranha ao pensamento grego. Devido ao fato,
de que al-Khowarizmi quebrou a homogeneidade entre comprimentos e areas, atribuindo
ao coeficiente ¢ da equagao, uma &area. Criando uma abordagem algébrica abstrata, que
nao havia sido vista antes. A seguir, veremos um trabalho de Omar Khayyam, que mais
tarde contribuiu para que fosse fechada a separagao entre a algebra e a geometria, vendo-as

como dois ramos da matematica que podiam caminhar juntos.
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3.2 Resolucao Geométrica de Equacgoes Ciibicas

Omar Khayyam foi o primeiro a trabalhar com qualquer tipo de equacao cubica que
admitisse uma raiz positiva. Ele acreditava que métodos aritméticos de solugao nesse
caso eram impossiveis, o que foi demonstrado ser possivel mais tarde no século dezesseis,
por isso, deu apenas solugoes geométricas. E necessario ressaltar que nas antigas solucoes
geométricas gregas das equacgoes cibicas, os coeficientes eram segmentos de reta enquanto
que na obra de Omar Khayyam eram ntmeros especificos.

Segundo Omar Khayyam a resolucao geométrica da cibica 23 + b?x + a® = cz?, podia
ser interpretada tomando os segmentos de reta com comprimentos correspondentes as
grandezas a, b, ¢ e z. Como podemos observar a seguir (Fig. 16), daremos inicio ao

processo de construcao da raiz positiva da cibica supracitada.

\J

D H
E K F
b

A adl b2 B L G C

Fig. 16 - Construcdo geométrica da raiz positiva da equacdo ctbica z2 + b’z + a® = ca®

3
a .. N N
Na figura construa AB = — e BC = ¢. Trace uma semi-circunferéncia de diametro

2
AC e suponha que a perpendictl)ﬂar a AC por B a corte em D. Sobre BD marque BE = b
e por E trace EF paralela a AC. Encontre G em BC de maneira que (BG)(ED) =
(BE)(AB) e complete o retangulo DBGH. Trace por H a hipérbole equildtera de
assintotas EF e ED e suponha que ela corte a semi-circunferéncia em J. Sejam K e

L as intersecgoes da paralela a DFE por J com EF e BC, respectivamente. Enfim, o

segmento BL é uma raiz positiva da equacao ctibica dada.
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A seguir demonstraremos utilizando definicoes modernas, que o método geométrico de
Omar Khayyam, realmente fornece a raiz positiva da cibica em questao, e na seqiiéncia
faremos algumas consideragoes sobre alguns fatos importantes para a realizacao da cons-

trugao geométrica que vimos anteriormente.

Demonstracao:

Pelas propriedades da hipérbole, teremos que:

1 1 1
EK:K—JGED:ﬁ’ mascomODH:BG = ED:B—G

e sendo assim, (EK)(KJ) = (ED)(BG). (%)

Entao, tomando as seguintes relagoes de proporc¢ao teremos que:

BG BE
—= =5 = (BG)(ED) = (AB)(BE)
e por (x) = (EK)(KJ) = (BG)(ED) = (AB)(BE). (1)

Pela figura temos que, AL = AB+ BL = (BE)(AL) = (BE)(AB + BL)
(BE)(AL) = (BE)(AB) + (BE)(BL). De (1) e por BL=EK

(BE)(AL) = (EK)(KJ)+ (BE)(EK) = EK(KJ + BE) , mas BE = LK ,temos
(BE)(AL) = EK(KJ + LK) = (EK)(LJ) , pois KJ + LK = LJ.

Portanto, (BE)(AL) = (EK)(LJ) = (BL)(LJ). 2)

Observando a figura, podemos verificar que pelo fato de LJ ser perpendicular a AC'

no ponto L cruzando a semi-circunferéncia em J, que LJ é a média geométrica de
AL e LC. Logo, LJ = \/(AL)(LO) = (LJ)* = (AL)(LC). (3)

Pela relagao (2) temos que:

BE LJ (BE)> LJ* (3 (BE)> (AL)(LC)

BL AL ~ (BL? (AL?  (BL}  AL®




(BE)> LC

= = —— = (BE)*(AL) = (BL)*(LC). 4
GBI = ar = (BEFAL = (BLFLO) (@)
3
Voltando a construcao da figura, sabemos que BE = b, AB = % e BC = ¢, sendo

assim podemos fazer as substitui¢oes em (4):

(BE)*(AL) = (BL)*(LC) = (BE)*(AB+ BL) = (BL)*(BC — BL)

3

= b2(2—2 + BL) — (BL)*(c — BL) = (BL)® + V*(BL) + a® = ¢(BL)".

Logo, BL ¢é uma raiz da equagao cibica dada.

Embora, os passos da construcao geométrica sejam simples de serem compreendidos,
daremos algumas consideragoes sobre esta construcao geométrica, ja que temos também

como objetivo, analisar os métodos e conceitos utilizados por Omar Khayyam.
Consideracoes:
3

b_27

utilizado os conhecimentos gregos sobre as propor¢oes (Fig. 17). Portanto, para se con-

(I) Presumimos que para construir o segmento AB = Omar Khayyam deve ter

a z

struir o segmento AB, deve-se achar z de tal forma que 7= 4 e depois achar AB tal que
a

a AB

b z

a

b a b z
3

Fig. 17 - Construcao geométrica do segmento AB = Z—2

(IT) Para a construgao da hipérbole, iremos analisar inicialmente algumas das pro-

priedades gerais da mesma e algumas propriedades especificas da hipérbole equilatera.
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A Hipérbole é uma curva plana aberta de ramos infinitos, na qual é constante a
diferenca das distancias de cada um de seus pontos a dois pontos fixos situados em seu

plano. De acordo com a figura a seguir (Fig. 18) e por defini¢ao temos que:

FP—FP = AA

Fig. 18 - A hipérbole e seus pontos e retas caracteristicos

Assim os pontos I’ e F’ da figura sdo os focos da hipérbole e a distancia FF’ entre
eles é a distancia focal. Os pontos A e A’ sao os vértices de hipérbole e a distancia AA’ é
representada por 2a.

A hipérbole tem dois eixos. Um transverso ou real que é o segmento AA’ da linha reta
XX’ e outro nao transverso ou imaginario e que é o segmento C'D da linha reta YY'.
Estes dois eixos se cortam no centro O da curva. As assintotas da hipérbole sao as retas
obtidas através do prolongamento das diagonais do retangulo SPQR.

Na hipérbole equildtera o comprimento do eizo real é igual ao comprimento do eizo
imagindrio, conseqientemente as suas assintotas sao perpendiculares.

Na construcao de Omar Khayyam temos que construir uma hipérbole equilatera, sendo
que temos apenas um par de retas perpendiculares, que sao as assintotas, e um ponto
por onde deve passar a hipérbole. Sabemos que é possivel encontrar geométricamente

pontos de uma hipérbole, mas como a solucao do problema depende da interseccao da

38



hipérbole com uma semi-circunferéncia, o simples procedimento onde encontramos pontos
aleatorios da hipérbole, pode nao fornecer o ponto exato da interseccao, sendo assim temos
a necessidade de utilizar um método pelo qual seja possivel obter o traco da hipérbole,
para entao encontrar o ponto exato da interseccao.

Sabemos que no caso da elipse, por exemplo, podemos fixar cada ponta de um bar-
bante, que possua comprimento maior que a distancia focal, nos focos e posicionando a
ponta de um lapis no barbante esticando-o e passar todo o comprimento do barbante
desta maneira, podemos desenhar uma elipse. Este procedimento garante a propriedade
da elipse de manter constante a soma das distancias entre o seus pontos e os focos.

A hipérbole também possui um procedimento semelhante para se obter o seu tragado,
considerando a diferenca constante entre os pontos da hipérbole e os seus focos. Como
podemos observar a seguir (Fig. 19), descreveremos o processo em que utilizamos uma

régua, um barbante, dois alfinetes e um lapis para determinar o tracado.

Fig. 19 - Obtendo o traco da hipébole

Para garantir o movimento necessario do lapis, cravamos dois alfinetes nos pontos F
e I’ e fixamos uma régua no ponto F' de modo que ela possa girar no papel ao redor
do alfinete. Tomemos um fio (mais curto que a régua) e fixamos uma de suas pontas no
extremo da régua e outra no alfinete no ponto F’. Estiramos agora o fio, apoiando-o na
régua mediante a ponta M do lapis. Entao a diferenga entre as distancias MF e MF’

sera igual a:

(MF+ MS)— (MF' + MS) = FS — (MF' + MS),
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ou seja, serd igual a diferenca entre os comprimentos da régua e do fio. Se girarmos a
régua ao redor de F', nela apoiando o lapis e mantendo o fio esticado, o lapis escrevera
no papel uma curva tal que a diferenca das distancias de qualquer de seus pontos a F e
F' serd sempre a mesma e igual & diferenca m entre os comprimentos da régua e do fio,
que nada mais é do que a diferenca 2a que corresponde a distancia entre os vértices da
hipérbole.

Como foi visto anteriormente, para tracar a hipérbole especifica necessitamos conhecer
os focos e a distancia entre os vértices, para entao poder determinar a diferenca que a
régua e o barbante devem ter. Como em nosso problema, temos somente as assintotas
e um ponto da hipérbole, temos que encontrar os focos e os vértices da mesma. Para
isso, faremos o uso de algumas construgoes geométricas utilizando régua e compasso (Fig.
20), tentando reproduzir as construgoes geométricas gregas que Omar Khayyam pode ter

usado em sua construcao.

assintota

<0
By

12

DJoJUISSD»

Fig. 20 - Construcao geométrica dos pontos da hipérbole

Tendo as assintotas da hipérbole, tracamos as retas que irao conter os eixos real e
. . ;. . A ’ . 7 m
imagindrio, pois sabemos que o angulo formado pelas assintotas e os eixos é de T pelo
fato da hipérbole ser equilatera. Depois, tragamos uma reta passando pelo ponto H, que
corte as assintotas e que seja perpendicular a reta que contém o eixo imaginario. Pelas
propriedades da hipérbole, sabemos que a distancia da intersec¢ao da reta com a assintota

até o ponto H, sera igual a distancia da interseccao da reta com a outra assintota até um
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determinado ponto H’. Assim, encontramos o ponto H’, que também é outro ponto da
hipérbole.

Agora, com centro em @ e raio QH' encontramos o ponto A que serd um dos vértices
da hipérbole, da mesma maneira encontramos o outro vértice A’. Pela propriedade da
hipérbole equildtera, sabemos que o comprimento do eixo real e imaginario sao iguais,
desta forma marcamos os pontos C' e D. Finalmente, as distancias AC' e A’C' serao iguais
e correspondentes as distancias focais OF e OF’. Tendo encontrado os focos e a distancia
entre o vértices da hipérbole, podemos aplicar o método para obter o tragado da mesma.

Sabemos que este método nao é totalmente preciso, porque utilizamos um processo
mecanico para obter o traco da hipérbole. Sabemos que a curva de uma hipérbole nao
pode ser tragada, através de uma construcao com régua e compasso, podemos construir
apenas pontos desta maneira. Mas, supomos que este foi o método empregado por Omar
Khayyam, sendo que ele poderia ter tido contato com obras gregas, que dispunham de
tais conhecimentos sobre construgoes de conicas.

Deve-se observar também, que nas antigas solugoes geométricas gregas das equacgoes
cubicas, os coeficientes eram segmentos de retas, enquanto que na obra de Omar Khayyam
eram numeros especificos. Os arabes, deram uma grande contribuigao através da reuniao
e harmonizagao, das diferentes teses e correntes de pensamento. Os seus trabalhos colabo-
raram com o fechamento da separacao que existia entre a algebra e a geometria. O passo
decisivo nesta direcao veio muito mais tarde, com René Descartes, mas Omar Khayyam

estava avancando nesta direcao quando escreveu:

“Quem quer que imagine que a algebra é um artificio para achar quantidades desconhecidas
pensou em vao. Nao se deve dar atencao ao fato de a algebra e a geometria serem diferentes

na aparéncia. As algebras sao fatos geométricos que sao provados”

No proximo capitulo, estudaremos um pouco sobre a vida e obra de René Descartes,
dando énfase ao seu trabalho La Géométrie, que concretizou a uniao da algebra com a

geometria.
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Capitulo 4

René Descartes

Neste capitulo, estudaremos a vida de um dos maiores pensadores do século XVI,
René Descartes. Nosso interesse pela vida de Descartes esta relacionado com a sua obra
mais famosa, o Discours de la méthode pour bien conduire sa raison et chercher la vérité
dans les sciences (Discurso sobre o método para bem conduzir a razao e buscar a verdade
através da ciéncia). Nesta obra, em grande parte filoséfica, ele apresentou trés apéndices,
em que ele pensou dar ilustragoes de seu método filoséfico geral. Um desses tratados,
considerado o mais famoso, é o La Géométrie (Geometria), um tratado contendo estu-
dos sobre Algebra Geométrica como havia sido feito por al-Khowarizmi. Contudo, o
trabalho de Descartes em La Géométrie tinha outro objetivo além de dar significados a
interpretacoes da algebra por meio de interpretacoes geométricas, ele almejava através de
processos algébricos libertar a geometria de diagramas. Pelo estudo que veremos a seguir,
neste capitulo, poderemos observar a mudanca ocorrida com a Algebra Geométrica que
levou as raizes da atual Geometria Algébrica, foco principal deste trabalho.

René Descartes, foi filésofo e matemaético, que nasceu em La Haye, na Touraine, cerca
de 300 quilometros a sudoeste de Paris, em 31 de marco de 1596, e veio a falecer em
Estocolmo, Suécia, a 11 de fevereiro de 1650, aos 54 anos. Ele pertenceu a uma familia de
posses, dedicada ao comércio, ao direito e a medicina. Aos oito anos, em 1604, Descartes
foi matriculado no colégio jesuita Real de La Fleche, em Anjou, onde estudou por quase
dez anos, até 1614. Na escola, um tanto desinteressado dos estudos e muito inclinado a

"meditar”, tinha por desculpa sua satde fragil que o forcava a permanecer muito tempo
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na cama, um héabito que manteve mesmo depois de adulto, e que s6 no iltimo ano de
sua vida foi obrigado a mudar, modificacao que lhe foi fatal. Apesar das aulas perdi-
das todas as manhas, era inteligente o bastante para acompanhar o curso e conclui-lo
sem maiores dificuldades. As disciplinas eram designadas genéricamente por “filosofia”,
contendo fisica, 16gica, metafisica e moral; e “filosofia aplicada”, que compreendia me-
dicina e jurisprudéncia. Também estudou matemaética através dos manuais didéticos do
monge Clavius, matematico jesuita que algumas décadas antes havia criado o Calendario
Gregoriano. Descartes disse mais tarde que, embora admirasse a disciplina e a educacao
recebida dos jesuitas em La Fleche, o ensino propriamente era fitil e desinteressante,
sem fundamentos racionais satisfatorios, e que somente na mateméatica havia encontrado
algum atrativo.

Decidido a deixar os estudos regulares, pois nao queria a vida de um erudito e intelec-
tual, Descartes decidiu viajar pelo mundo para observar e adquirir experiéncias. Antes
porém, passou um curto periodo em Paris e, depois, para atender ao pai, ingressou num
curso de Direito de dois anos na universidade de Poitier onde seu irmao também se for-
mara. Concluido o curso em 1616, nao seguiu a tradigao da familia. Em 1618 Descartes foi
para a Holanda e se alistou na escola militar de Breda como oficial nao pago do exército
de Mauricio de Nassau, principe de Orange. Estudou arte de fortificacoes e a lingua
flamenga.

O servico militar era uma escolha conveniente da parte de Descartes, uma vez que a
pratica da guerra era uma complementagao da educagao dos cavalheiros que nao seguiam
a carreira eclesiastica, além de ser, por exceléncia, o campo de aplicacao das matematicas,
tanto no aperfeicoamento das armas como na construgao de fortalezas e edificios em geral.
E dado como improvavel, que Descartes tenha participado de alguma luta real, mas a
vida de campanha o aborreceu. Ele continuava a observar e fazer notas e sobretudo a sua
fascinacao pelas ciéncias matematicas ganhou impeto por seu conhecimento casual seguido
de amizade com o duque filosofo, doutor e fisico Isaac Beeckman, um professor distinguido
pelos seus conhecimentos de mecanica e matematica e reitor do Colégio Holandés em Dort.
Beeckman teria ficado surpreso com a habilidade matematica do jovem oficial franceés,

capaz de resolver sozinho e rapidamente um complicado quebra-cabeca matematico.
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A Beeckman Descartes dedicou o Compendium musicae, no qual indaga as relagoes
matematicas que determinam a ressonancia, o tom e a dissonancia musical, um tépico
evidentemente de acordo com sua inclinagao pitagoérica de entao. Beeckman o atualizou
com respeito a varios progressos na matematica, incluindo o trabalho do matematico
francés Viete, um dos pioneiros da algebra moderna. Uma parte importante da fama
de Descartes vem, justamente, de ter aplicado a formulagao algébrica para problemas
geométricos em lugar de grupos de desenhos geométricos e teoremas separados. O encontro
com Beeckman renovou o entusiasmo de Descartes em prosseguir no caminho escolhido
para seus estudos, despertando-lhe a ambicao de encontrar uma férmula geral, racional,
de conhecimento universal.

Deixando o exército do principe de Orange apds dois anos na Holanda, Descartes viajou
para a Dinamarca, Polonia e Alemanha. Ele passou o inverno em Neuburg, no Dantibio
Sul, onde segundo seu préprio relato, dispunha de um compartimento bem aquecido,
dormia dez horas toda noite, o que muito apreciava, e se ocupava de seus proprios pensa-
mentos. Disse que teve entao alguns sonhos dos quais, de acordo com sua interpretagao,
significavam que ele tinha a missao de reunir todo o conhecimento humano em uma ciéncia
universal Unica, toda construida de certezas racionais. Certamente ele se referia a fisica
pois, era o sonho comum dos sabios na época encontrar uma féormula matemaética para o
universo. Havia pois, na Fisica, a possibilidade de reduzir a férmulas matematicamente
exatas as leis fundamentais da natureza. Em Descartes era uma aspiracao mais de ordem
mistica, embora buscasse uma solucao racional, muito de acordo com seu interesse pela
filosofia de Pitagoras, com fundamento em nimeros, e pelos segredos dos Rosacruzes.

Vivendo de rendas e perseguindo a realizagao de seu sonho profético, viajou por varios
paises da Europa. Em 1623, renuncia definitivamente a carreira militar para dedicar-se
a investigacao cientifica e filoséfica. Do outono de 1623 a primavera de 1625, ele vagou
pela Italia onde ficou em Veneza, Roma e Florenca por algum tempo, retornando depois
a Franca, onde viveu principalmente em Paris.

A Franga a época de Descartes é a Franga de Luis XIII e do Cardeal Richelieu.
A politica de Richelieu gerou grande progresso para a Francga, atribuindo privilégios e

monopdlios aos negociantes e manufatureiros e ampliou o comércio maritimo. Porém a
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ciéncia oficial continuava estagnada em torno dos comentarios dos antigos (particular-
mente de Aristételes), isso porque tal atraso interessava indiretamente ao absolutismo
monarquico. Discussdes com amigos, estudos privados e reflexao eram o padrao da vida
de Descartes em Paris. Realiza, com o mateméatico Mydorge, experiéncias de 6tica. Fez
novos amigos entre os sabios e renovou velhos conhecimentos, especialmente com o Padre
Marin Mersenne, seu contemporaneo de La Fleche. Mersenne, um grande erudito, seria
depois seu conselheiro e correspondente de confianca, e quem o manteria informado sobre
o universo cultural europeu por muitos anos no futuro. Estava em contato com todos os
intelectuais famosos da Europa e, desta forma, numa posicao tnica para apresentar seus
trabalhos a eles e relatar de volta seus comentérios e criticas.

Em novembro de 1627 Descartes participa de um debate na residéncia do ntuncio
papal. Apds alguém expor uma nova filosofia, ele fez um aparte em sucinta argumentacao,
baseada em raciocinios semelhantes com os métodos de prova matematicos. Sua tese
causou viva impressao no cardeal De Bérulle, que era o lider da reacao catdlica contra o
Calvinismo. O cardeal insistiu que Descartes assumisse o dever de utilizar seus talentos
ao maximo e completasse o estudo que havia ali delineado para sua audiéncia. Todos os
presentes ficaram profundamente impressionados: o nome do jovem filésofo comecou a
ficar conhecido.

No outono de 1628, aos 32 anos, ele passou uns poucos meses no norte da Franca mas,
decidiu-se pela Holanda como a terra que melhor se adaptava a realizagao de seus planos.
Na Holanda, desde que cuidasse de sua propria vida e nao se metesse com os calvinistas
dominantes, encontrou uma elite que vivia pelos padroes sociais mais altos da época,
um panorama politico intenso e aventureiro e liberdade para escrever. Essa liberdade
atraia cientistas e filésofos de toda a Europa. Encontrou-se com Beeckman em Dordrecht
e depois se instalou em Franeker, no litoral da Friesland, onde fez prontamente varios
amigos, particularmente Constantyn Huygens, pai do futuro cientista Christian Huygens.
La podia gozar periodos de trabalho solitario e ainda manter contato com amigos por
meio de visitas e correspondéncia.

Por quatro anos, de 1629 para a frente, Descartes gastou seu tempo primeiro buscando

a consolidagao de um método, segundo o qual, partindo da duvida absoluta pudesse
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chegar a mais absoluta certeza. Depois, ateve-se ao estudo de diferentes ciéncias, as
quais, unificadas pelo novo método, levariam a um esquema universal de conhecimento.
Descartes leva avante sua pesquisa em ciéncias fisicas e matematicas trocando in-
formagoes com amigos, freqlientemente através de cartas, especialmente com o padre
Mersenne. A pesquisa cobria muitos campos: Otica, a natureza da luz, as leis da refracao
e meteorologia, a natureza e estrutura dos corpos materiais, a matematica e especialmente
a geometria. Fez também estudos de anatomia e de fisiologia. Era ambicao de Descartes
publicar um trabalho abrangente que ele intitula o “Mundo” (Le Monde, ou Traité de la
Lumiere), que por volta de 1633 ele tinha quase completado o rascunho quando entao
soube, por uma carta de Mersenne, que o astronomo Galileu tinha sido condenado em
Roma pela igreja catdlica por advogar o sistema de Copérnico. Beeckman lhe passou um
livro de Galileu, no qual ele reconheceu muitas de suas proprias conclusoes, particular-
mente seu apoio a teoria coperniana do movimento da terra ao redor do sol. Apesar de nao
estar se arriscando a nenhum perigo fisico na Holanda, ele foi suficientemente prudente
para nao publicar seu trabalho. Nem sequer mandou o manuscrito para Mersenne. Mas
continuou com uma inabalavel conviccao a respeito da verdade das conclusoes de Galileu.
Descartes foi, no entanto, pressionado pelos seus amigos para publicar suas idéias.
Escreveu um tratado de ciéncia expondo um método de se chegar a verdade e decidiu
publica-lo anonimamente. Nessa obra intitulada Discours de la méthode pour bien con-
duire sa raison et chercher la vérité dans les sciences (Discurso sobre o Método para Bem
Conduzir a Razao a Buscar a Verdade Através da Ciéncia), o novo método é exposto
em termos simples e com menos énfase a matematica, com uma introducao sobre alguns
tracos autobiograficos, relatando seu método e doutrina filoséfica. Essa se tornou sua
mais famosa obra. Os trés apéndices desta obra foram La Dioptrique, Les Météores, e
La Géométrie. O tratado foi publicado em Leyden em 1637 e Descartes escreveu para
Mersenne dizendo que havia buscado no seu La Dioptrique e no seu Les Météores mostrar
que o seu método era melhor que o vulgar, e no seu La Géométrie havia demonstrado isso.
A obra descreve o que Descartes considerava um meio mais satisfatorio de adquirir o con-
hecimento que o representado pela logica aristotélica. Somente a matematica, Descartes

sente, esta certa, assim tudo deve ser baseado na matematica.
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La Dioptrique é um trabalho no sistema o6tico e nele trata da lei da refracao. Embora
Descartes nao cite cientistas precedentes para as idéias que apresenta, os fatos apresenta-
dos nao sao novos. Entretanto sua aproximacao através da observagao e da experiéncia
era uma contribuicao nova muito importante. Les Météores é um trabalho de meteo-
rologia e é importante por ser o primeiro trabalho que tenta colocar o estudo do tempo
em bases cientificas, que busca uma explicacao cientifica sobre o tempo, e inclui uma
explicacao do arco-iris. Entretanto, muitas colocagoes cientificas de Descartes estao nao
somente erradas como também poderiam ser evitadas se ele tivesse feito algumas ex-
periéncias simples. Apos a publicacao do Les Météores as obras de Boyle, Hooke e Halley
se encarregaram de contestar e corrigir suas postulagoes falsas. O terceiro, La Géométrie,
talvez cientifica e historicamente o mais importante, introduz as famosas “coordenadas
cartesianas”, que teriam sido assim batizadas por G. W. Leibniz, e lanca os fundamen-
tos da moderna geometria analitica usando a notacao algébrica para tratar os problemas
geométricos.

A despeito da anonimidade do ”Discurso”, o nome do autor e suas teorias logo se
tornaram conhecidos nos circulos ilustrados da Europa. Seu dito " Penso, logo existo” tornou-
se prontamente popular entre os franceses. Porém, foram os ensaios cientificos das trés
partes que atrairiam a atencao dos matemaéticos e provocariam muita controvérsia. Ainda
em 1637 Descartes comega a preparar o “Meditagoes sobre a filosofia primeira”, uma versao
pouco modificada do “Discurso”escrita em latim e dirigida aos filésofos e tedlogos, que
vai explorar o éxito da parte filoséfica do Discurso. Por isso o “Meditagoes” constitui a
principal exposicao da doutrina filoséfica de Descarte.

Se a publicacao das “Meditagoes”trouxe para Descartes renome como um famoso
filésofo, também o envolveu direta ou indiretamente em amargas controvérsias de conotagoes
teolégicas. Na prépria Holanda, o presidente da Universidade de Utrecht (ao sul de Am-
sterda) acusou-o de ateismo e Descartes foi, de fato, condenado pelas autoridades locais
em 1642 e em 1643. Descartes pediu o apoio de Huygens e, através dele e do embaixador
franceés, obteve a protecao do Principe de Orange, o que evitou conseqiiéncias piores. Em
1644 aparece em Amsterda o Principia Philosophiae (Principios da Filosofia), um livro

em grande parte dedicado a fisica, especialmente as leis do movimento e a teoria dos
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vortices.

Na Franga, em 1647, Descartes se encontrou com Pascal e discutiram sobre o vacuo,
cuja existéncia era necessaria ao postulado da influéncia a distancia. Resultou a famosa
experiéncia de Pascal, provando que o ar exerce pressao sobre todos os objetos. Sua
ultima visita a Paris, em 1648, permitiu-lhe rever ainda uma vez alguns de seus famosos
contemporaneos, entre eles Gassendi e Hobbes, este exilado em Paris desde 1640, e, é
claro, seu amigo Mersenne, que haveria de morrer em breve.

Uma cépia manuscrita do “Tratado das Paixoes”foi para a Rainha Cristina da Suécia,
quem, desde 1647, através do embaixador frances, tinha obtido os trabalhos de Descartes e
comecou a escrever para ele. Ela estava ansiosa para conhece-lo, com o plano de naturaliza-
lo sueco, introduzi-lo na aristocracia sueca e dar-lhe uma propriedade em terras que havia
tomado a Alemanha. Chegando em Estocolmo em outubro de 1649, Descartes foi recebido
com grande cerimoOnia e ficou impressionado pela determinacao e energia da rainha de
23 anos de idade e sua devocao aos estudos classicos. Dispensado da maior parte do
cerimonial da corte, exceto de escrever versos franceses para um ballet, sua obrigagao
principal era instruir a rainha em matematica e filosofia. O horédrio da aula era cinco
horas da manha, o que o obrigou a quebrar o habito de se levantar diariamente por volta
das 11 horas. No clima rigoroso, onde, nas palavras do filésofo, os pensamentos do homem
congelam-se durante os meses de inverno, sua satide deteriorou. Em Fevereiro de 1650,
ele pegou um resfriado que se transformou em pneumonia. Dez dias depois, apds receber
os ultimos sacramentos, faleceu.

Além de seus escritos publicados ou apenas rascunhados, Descartes deixou uma cor-
respondéncia volumosa e de grande valor documental, principalmente a correspondéncia
com Mersenne e com Antoine Arnauld. Ela cobre uma variedade de campos, desde a
geometria as ciéncias politicas, medicina a metafisica e, principalmente, sobre os proble-
mas da interacao do corpo com o espirito, buscando aspectos mecanicos e fisiolégicos que

pudessem explica-la.
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4.1 La Géométrie

A obra de Descartes é com demasiada freqiiéncia descrita simplesmente como aplicagao
da algebra a geometria, devido ao estudo que levou a invengao da geometria analitica. Ver-
emos posteriormente que, na verdade ela poderia ser caracterizada como sendo também a
tradugao das operagoes algébricas em linguagem geométrica. O contetido de La Géométrie,
retne estudos sobre varios conceitos matematicos, que mudaram o forma de pensar e tratar
diversos tipos de problemas tanto em algebra, como em geometria. A La Géométrie estd
dividida em trés livros:

As duas primeiras se¢oes do Livro I de La géométrie tem como titulos, “Como os
calculos de aritmética se relacionam com operacgoes de geometria”e “Como a multiplicagao,
a divisao e a extracao de raizes quadradas sao efetuadas geométricamente”. Descartes
mostra, como as cinco operacoes algébricas possuem correspondéncias a construgoes sim-
ples com régua e compasso, justificando assim a introdugao de termos aritméticos em
geometria. Porém, havia uma diferenca importante na maneira de visao nos estudos
de Descartes, ele foi mais longe que qualquer um dos predecessores na interpretagao
geométrica da algebra. Ao passo que pensamos em incdgnitas como nimeros, Descartes
pensava nelas como segmentos mas, nao da mesma forma que ja vimos com os matemaéticos
arabes. Num ponto essencial ele rompeu coma tradicao grega e arabe, pois em vez de
considerar z? e 23, por exemplo, como uma 4rea e um volume, ele também os inter-
pretava como segmentos, e isso permitiu abandonar o principio de homogeneidade, ao
menos explicitamente, e no entanto preservar o significado geométrico. Na verdade ele
foi responsavel por substituir a homogeneidade formal por homogeneidade em pensa-
mento, o que tornou sua Algebra geométrica mais flexivel, pois quando lemos zx como
“r quadrado”, jamais enxergamos um quadrado.

Ainda pensando em termos de Algebra Geométrica, o livro I contém instrugoes deta-
lhadas para resolver equagoes quadraticas, de forma geométrica a maneira dos gregos anti-
gos. Apresentaremos a seguir, dois métodos para a solucao geométrica de duas equagoes
quadraticas, que foram apresentados por René Descartes.

Para resolver a primeira equacao 22 = az + b?, Descartes procede do seguinte modo.

Tracemos um segmento LM de comprimento b e em L levanta-se um segmento N L igual
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a
a — e perpendicular a LM (Fig. 21). Com centro em N construimos um circulo de raio
a

3 e tracamos a reta por M e N que cortara o circulo em O e P. Entao, OM = x é o

segmento desejado.

Como podemos observar na figura, o seg-
mento N M pode ser obtido aplicando o Teo-
rema de Pitagoras no ANLM:

a P )
2 NI®+ LM? = NM? = (g) 402 = NM?
L b M 2 2
4b Va2 + 4b?
NM?* = % -~ NM = %
Fig. 21 - Construcao da solugao da

Va2 + 402
equacdo quadratica z2 = ax + b? OM =0ON+NM = OM = g+%

Através deste processo, também era possivel obter a outra raiz da equacao quadréatica,
a raiz PM da equagao, que era ignorada, pois Descartes consideravas essas raizes como
sendo “falsas”, ou seja, negativas. A seguir, continuaremos com a resolucao geométrica da
outra equacao quadratica, para entao prosseguir com a narrativa sobre os outros estudos
feitos por Descartes, em sua obra La Géométrie.

Para resolver a segunda equacao x? = ax — b?, Descartes procede do seguinte modo.

Tracemos um segmento AB de comprimento a e seja O o seu ponto médio (Fig. 22).

Fig. 22 - Construcdo da solucdo da equacio quadratica z? = ax — b?

Com centro em O e raio AO descrevemos uma semi-circunferéncia. Pelo ponto B,

levantamos uma perpendicular a AB e escolha sobre ela o ponto P, de tal modo que o
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segmento BP tenha comprimento igual a b (Considerando b < g) Por P, trace uma
paralela a AB. seja () um dos pontos de interseccao coma semi-circunferéncia e S o pé
da perpendicular baixada de @) sobre AB. Entao, SB = x é o segmento desejado.

Como podemos observar na figura, o segmento QS pode ser interpretado como sendo
a média geométrica dos segmentos AS e SB, logo QS* = (AS)(SB), em que QS = b.

Pelo Teorema de Pitdgoras, obtemos as seguintes relacoes:

No AAQS temos que: QS? + AS? = AQ? = b* + (a — SB)? = AQ? (1)
No AQSB temos que: QS?+ SB? =QB? = b+ SB?>=QB? (2)
No AAQB temos que: AQ* + QB? = AB?> = AQ?+ QB? = a? (3)

Substituindo em (3), os resultados (1) e (2) teremos que:
[0* + (a — SB)?’| + (b* + SB?) = &

v’ +a®> — 2a(SB) + SB*> + b* + SB* = a*
2b* — 2a(SB) +2SB*=0 = b* —a(SB)+SB*=0
SB? = a(SB) — b

Portanto, SB ¢ a raiz da equacao quadratica z? = ax — b%.

Depois de ter mostrado, como as operagoes algébricas, inclusive a resolucao de equacoes
quadraticas, sao interpretadas geométricamente, Descartes se volta para a aplicacao a
problemas geométricos determinados. Ele aplicava a dlgebra aos problemas, preocupando-
se essencialmente com a equacao final, que s6 podia conter uma quantidade desconhecida.
Depois de analisar o grau dessa equacao algébrica resultante ele aplicava o seu método.

O método consiste em partir de um problema geométrico, traduzi-lo em linguagem de
equacao algébrica, e depois, tendo simplificado ao méximo a equacgao, resolve-la geomé-
tricamente, de modo semelhante ao que se usava para quadraticas.

Praticamente toda a La géométrie esta dedicada a uma completa aplicacao da algebra

a geometria e da geometria a algebra. O principal estudo desenvolvido no Livro II, foi

51



aquele que é considerado hoje, como o inicio da geometria analitica. Embora ainda nao
houvesse nada sistemético sobre coordenadas retangulares, pois ordenadas obliquas eram
assumidas em seus escritos. O trabalho de Descartes, se concentrou em criar um método
para orientar pontos em uma regiao plana, e ele até sabia que as coordenadas negativas
sao orientadas em sentido oposto ao tomado como positivo. Descartes indicou também
as condicoes sob as quais uma coOnica é uma reta, uma parabola, uma elipse, ou uma
hipérbole. Ha até um enunciado de um principio fundamental de geometria no espaco, ele
diz que “Se faltam duas condi¢oes para a determinagao de um ponto, o lugar do ponto é
uma superficie.”. No entanto, Descartes nao deu qualquer exemplo de tais equagoes, nem
amplificacao dessa breve sugestao de geometria analitica em trés dimensoes.

Por fim, em seu Livro I1I, Descartes traz um curso sobre teoria elementar das equagoes.
Ele diz como descobrir raizes racionais, se existem, como abaixar o grau da equacgao, ou
multiplica-las ou dividi-las por um nimero. Também mostra como determinar o ntimero
da possiveis raizes “verdadeiras”ou “falsas” (isto é, positivas ou negativas) pela bem conhe-
cida “Regra de sinais de Descartes”e como achar a solucao algébrica de equacoes ciibicas
ou quarticas.

Como podemos observar, Descartes desenvolveu uma série de estudos que mostram
a evolucao da linguagem algébrica, trabalhando ao mesmo passo com as interpretacoes
geométricas das mesmas. Além disso, ele introduz a idéia de aplicar algebra a problemas
geométricos, com o objetivo de facilitar a resolucao deste tipo de problema. Estes estudos,
delinearam assim, uma ligacao entre estas duas areas da matematica, que atualmente

trabalham juntas, no que conhecemos por Geometria Algébrica.
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Consideracoes Finais

A idéia original deste trabalho era estudar a evolugao da Algebra Geométrica grega
até a atual Geometria Algébrica. Porém, enquanto desenvolvi o trabalho, pude perceber
que este assunto é muito denso, pois possui uma enorme quantidade de informacgoes. O
assunto principal, que delineava esta evolucao, era a mudanca dos conceitos algébricos e
geométricos, sob a visao das civilizagoes que os estudaram.

Dessa forma, me concentrei em estudar esta evolugao, partindo do pensamento grego,
que era governado pela geometria. Para os gregos, todas as operagoes era feitas com
segmentos, areas e sélidos, através de construgoes geométricas. Toda e qualquer operacgao
aritmética e algébrica era realizada geométricamente, utilizando segmentos, que eram
considerados por eles, como ntmeros.

Evoluimos entao, até o pensamento arabe, em que ja tinhamos conceitos algébricos
mais desenvolvidos e passamos a resolver problemas algébricos aplicando geometria, sendo
que a visao sobre os elementos geométricos mudaram, agora representavamos nuimeros
através de segmentos. Aqui, a geometria nao era a unica forma de resolver um problema
algébrico, como era para os gregos, ela era uma ferramenta que facilitava a resolucao de
um problema.

Com Descartes, chegamos a um nivel mais elevado desta evolucao, pois ele desenvolveu
o método que utilizava tanto geometria quanto algebra como ferramentas, para resolver
seja um problema geométrico ou algébrico. Ele acabou com a separacao entre estas duas
areas da matematica, fazendo com que trabalhassem juntas, para que resolucao de varios

problemas pudessem sem simplificadas ao maximo.
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