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Introducao

Neste trabalho, estudamos uma classe particular de subanéis: os Ideais. Na
metade do século XIX, Ernst Kummer (1810-1893) introduziu o termo “ideal”para
definir uma classe de niimeros, que ele denominou Numeros Ideais, e usou em uma
demonstracao parcial do “Ultimo Teorema de Fermat”. Alguns anos depois, R.
Dedekind (1831-1916), com base no trabalho de Kummer, definiu Ideal como sendo
um subconjunto I C K, K corpo, tal que:

Sea,bel em,n € Z entao ma-+nbel.

Na época de Dedekind nao havia a axiomatizacao para definir estruturas algébricas.
Para grande parte dos autores do inicio do século XX, corpo era uma estrutura nao

necessariamente comutativa, e o conceito de anel nao existia.

A utilizacao de axiomas para definir as estruturas algébricas levou a necessidade
de conhecer novas estruturas e, notadamente, as estruturas quociente. Este foi um

dos impulsos para chegar a definicao atual de ideal, a partir da definicao de Dedekind.

Nosso principal objetivo neste trabalho é relacionar familias de Ideais Primos com
Radicais de um anel com unidade nao necessariamente comutativo. Outro ponto im-
portante do trabalho sao as relacoes de inclusao que existem entre esses tipos de

Ideais Primos e, conseqiientemente, entre os Radicais do anel.

O Capitulo 1 é um aquecimento para os outros dois Capitulos. Nele apresentare-
mos definicoes e proposicoes que serao lteis para o desenvolvimento dos outros
capitulos. No Capitulo 2, exploraremos as Classes de Ideais Primos, apresentando
suas defini¢oes, dando exemplos e estabelecendo relagoes entre essas classes. No
Capitulo 3, iltimo do trabalho, trabalhamos com os Radicais, mostrando as relagoes

destes com as Classes de Ideais Primos.

Neste trabalho, todos os anéis tém unidade 1 # 0. Em geral ndao assumimos
a comutatividade para o anel. Quando for o caso, isso sera explicitado. Também

admitimos conhecidas as principais propriedades de subanéis.



1 Ideais

Iniciamos apresentando o conceito de ideal de um anel R como um tipo especial

de subanel I de R para o qual é possivel construir o anel quociente T

Sejam R um anel e I um subanel de R. Podemos definir em R a relagao
a=bmodI)=a—-bel.

A relagao acima é uma relacao de equivaléncia em R. De fato, para a,b,c € R

temos:
reflexiva:
a—a=0¢€l=a=a(mod I).
simétrica:
a=bmodl)=a—-bel=—(a—b)=b—aecl=>b=a(modI).
transitiva:

a=bmodI)eb=c(modl)=a—-beleb—cel
=(a—b)+(b—c)=a—-cel
= a = c¢(mod I).
Vamos denotar a classe de equivaléncia de a € R por @, isto é,
a={be R;b=a(mod I)}.
O conjunto das classes de equivaléncia é denotado por
R
7= {@;a € R}.

Sabemos que o conjunto das classes de equivaléncia forma uma particao para o
conjunto onde esta definida a relacao de equivaléncia. Além disso, duas classes sao
iguais exatamente quando seus representantes estao relacionados. Portanto,
«R=Usra
.anb=goua="b



a=bea=bmod )= a—bel.

Os conjuntos quocientes, como o que construimos acima, tém grande utilidade em
matematica. Quando trabalhamos em alguma estrutura algébrica, como anel, grupo
ou modulo, desejamos que o conjunto quociente preserve a estrutura algébrica. No

R

caso da nossa construcgao, iniciamos com um anel R e, entao, gostariamos que T fosse

um anel, com as operagoes induzidas pelas operacoes de R.
A saber:

X
~| =3

l

g ~I=

B~

Com esta notacao, temos:

R
Lema 1.1 : A adigao estd bem definida e <7,+> € grupo abeliano.

be

Demonstracao: Sejam = =a, ¥

R
T Para ver que a adig¢ao esta bem definida

devemos mostrar que x +y = a + b.

T=asr—acl

j=beoy—bel

Como [ é subanel vem que z —a+y —b = (x +y) — (a +b) € I. Segue que
Tty=a+b.
Comutatividade: 7 + 7%

Tty=ytar=y+7.
Associatividade:

T+@+2)=T+W+z2)=0+Wy+2)=(@+y)+2=E+y) +z=(T+7y) +Z2
Elemento Neutro: 7+0=x +0=7.

N R
Elemento Simétrico: Dado T € T temos que x € R. Como —x € R temos a classe

—z. EntaoT+ -z =z + (—x) =0.

R
Lema 1.2 : Se a multiplicacdo estd bem definida entdo (7, +, ) € anel.

Demonstragao: Em funcao do Lema 1.1, basta verificarmos a associatividade da
multiplicacao e a distributividade da multiplicacao em relacao a adi¢ao. Estas pro-
priedades sao mostradas de forma analoga a que fizemos no Lema 1.1 para provar a

associatividade da adigao.



A conseqiiéncia dos Lemas 1.1 e 1.2 é que:
T é anel se, e somente se, a multiplicagao induzida esta bem definida

No entanto, nao é verdade, em geral, que para todo subanel I do anel R a multi-

plicacao esteja bem definida.

Exemplo 1.1 : Sabemos que Z é subanel de Q e, entao, temos o grupo quociente
(%, +>. Afirmamos que a multiplicagcao induzida nao estd bem definida em %

De fato,

R -
O Exemplo 1.1 indica que para obtermos estrutura de anel em T com a operacao

induzida, devemos trabalhar com subanéis especiais.

Definicao 1.1 : Seja I um subanel do anel R. Dizemos que I € ideal a esquerda de

R se ax € I, para quaisquer a € R ex € I.

De outra forma: Um subconjunto I do anel R, I # &, é ideal a esquerda de R

quando:
(1) x—yel, Ve,yel
(1) re € I, Vr € R, Vx € I.

Analogamente, definimos ideal a direita:

Definicao 1.2 : Seja I um subanel do anel R. Dizemos que I € ideal a direita de R

se xa € I, para quaisquer a € R ex € I.



De uma outra maneira: Um subconjunto I do anel R, I # @, é ideal a direita de

R quando:
(i) x—yel, Ve,yel

(1) ar € I, Vr € R, Vx € 1.

Definicao 1.3 : Se I ¢ ideal a direita e a esquerda, dizemos que I € ideal bilateral

ou, simplesmente, ideal.

Observacao 1.1 : Claramente, se R ¢ um anel comutativo, essas trés definicoes

coincidem.
Proposicao 1.1 : Seja I um subanel do anel R. Sao equivalentes:
R
(1) <—,—|—,-) € anel.
I
(ii) I € ideal de R.

Demonstragao: (i) = (ii) Sejam r € R e a € I. Devemos mostrar que ra, ar € I.

a=r—(r—a)el=r=(r—a)(modl)=T=r—a.
a=a—-0€l=a=0(modI)=a=0.

R
Como T é anel, a multiplicacao esta bem definida. Entao
ra=r—a)l0=>rTa=0=racl
ar=0r—a)=ar=0=arel.
Portanto, I é ideal de R.

(77) = (i) De acordo com o Lema 1.2, basta provar que a multiplica¢do esta bem
definida.

Sejam7 =35, T=9y € —. Entaor —s, r—y € [, comr, s, v, y € R. Como [ é

~| =

ideal, temos:

(r—s)jxel=rc—srel

s(t—y)el=sx—syel.

Segue que rx — sx + sr — sy = rx — sy € I. Portanto, 7.T = 5.5 e a multiplicagao

estd bem definida.



De acordo com a Proposicao 1.1, os ideais de um anel sao exatamente os subanéis

para os quais podemos obter o anel quociente.

~ 4o, : . R : -
Observagao 1.2 : E fdcil ver que, se R tem unidade 1, entao T tem unidade 1.
L , . . R , o
Além disso, se R é comutativo, entao T € comutativo, pois T.Y = TY = YT = Y.T,
R
quaisquer que sejam T, Y € T

A partir de agora, vamos descrever resultados sobre ideais que serao uteis nos

capitulos seguintes.

Todo anel R tem pelo menos dois ideais a saber, {0} e R. Estes ideais sdo chama-

dos de ideais triviais.

Um ideal diferente do anel todo é chamado de ideal proéprio.
Definicao 1.4 : Um anel R que so tem ideais triviais é chamado anel simples.

Lema 1.3 : Seja I um ideal a esquerda (respectivamente a direita) do anel com

unidade A. Se I contém um elemento inversivel de A entao I = A.

Demonstracao: Trabalharemos com ideal a esquerda. O raciocinio para ideais a
direita ¢ o mesmo.

E claro que I C A.

Vamos provar a inclusao A C I. Seja a € A. Por hipétese, existe x € I tal que 7! €
A. Como I é ideal & esquerda de A, x € [ e ax™" € A, temos que a = (ax™ ')z € I.
Logo, A C I e, portanto, I = A.

Observacao 1.3 : Se um ideal a direita ou a esquerda contém a unidade do anel,

este ideal € o propio anel.
Exemplo 1.2 : Se K ¢ corpo entao K € um anel simples.

Se I é um ideal nao nulo de K, entao existe k € I, k # 0. Mas K é corpo e, dai,

k~! € K. Como I é ideal, pelo Lema 1.3, temos que I = K.



Exemplo 1.3 : O anel A = My(R) € um anel simples.

Qg1 a22
que pelo menos um a;; ¢ diferente de zero, 1 < 4,5 < 2. Agora, sejam e,; € A

a;n a
Seja I um ideal de A e suponhamos I # 0. Assim, existe ( e ) €I, em

(1 <r,s<2) as seguintes matrizes:

1 0 01 00 00
€11 = , €12 = , €21 = y €22 = .
00 0 0 1 0 0 1

a1 a2

a21  G22
mento ag, na posi¢ao (r,n) da matriz. Assim, como A.] C e I.A C I, segue que

Facilmente verifica-se que e,.. ( ) .mn € UmMa matriz 2 x 2 contendo o ele-

0 0

ail  a12 0 0
€25 . Cmo = €l,emquel <sm<2.
a1 A2 0 asm

Dali, concluimos que, para 1 < s,m < 2, temos:

asm O asm 0 0 0
= + el
0 asm 0 0 0 asm

Escolhamos, agora, s e m de modo que ag,, # 0. Assim,

agt 0 asm 0 10 . -
) = € I. Mas, entao, pela Observacgao
0 a2t 0  asny 01

1.3, I = A = M5(R). Logo, o anel das matrizes quadradas de ordem 2 é um anel

ann a a 0
€1$.< " 12>.em1:< o >€I,emque1§5,m§2. Também,

simples.
|

Observacao 1.4 : O exemplo anterior € um caso particular de um teorema devido

a McCoy que assequra que M, (K) € anel simples quando K € corpo.

O exemplo abaixo mostra um procedimento para produzir ideais a direita e a

esquerda.
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Exemplo 1.4 : Seja R um anel. Se a € R, o conjunto aR := {ax;x € R} € um

tdeal a direita de R, chamado ideal principal gerado por a.

E claro que aR é subanel de R. Sejam b € aR e x € R. Portanto, b é da forma am,
em que m € R. Mas, entao, bx = amx, ou seja, bx € aR. Logo, aR ¢é ideal a direita
de R.

De forma andloga ao que fizemos no Exemplo 1.4, temos que Ra := {za;z € R}

é o ideal a esquerda de R gerado por a.

Usando ideais a direita e a esquerda, podemos produzir novos ideais a direita, a

esquerda e bilaterais. Para isso, introduzimos a no¢ao de soma e produto de ideais.

Sejam [ e J ideais a direita ou a esquerda do anel A. Usaremos as seguintes

notacoes:

I+J={z+y;xe€leyecJ}

1.J= {szyz, n € N, xieleyiej}.

i=1
Note que I.J é o conjunto de todas as somas finitas de elementos de I multiplicados

por elementos de J.

Proposicao 1.2 : Sejam A um anel e I, J C A. Entdo:
(i) Se I e J sao ideais a esquerda de A entao I + J € ideal a esquerda de A.
(i1) Se I e J sao ideais a direita de A entdo I + J € ideal a direita de A.

(111) Se I € ideal a esquerda e J € ideal a esquerda ou a direita de A entdo I.J é

ideal a esquerda de A.

(iv) Se J € ideal a direita e I é ideal a esquerda ou a direita de A entao I.J € ideal

a direita de A.

(v) Se I é ideal a esquerda e J € ideal a direita de A entdo I.J € ideal de A.

11



Demonstragao: (i) E claro que [+J # @ pois [ # @ e J £ @. Sejam u, v € [+ J.
Escrevau = a+b,v=c+dcoma, c € I eb de J. Como [ e J sao ideais a

esquerda, temos a —ce€ [ e b—d € J. Logo,
u—v=(a+b) —(c+d)=(a—c)+(b—d)el+J.

Seja, agora, a € A. Novamente, pelo fato de I e J serem ideais a esquerda, temos

aa € I e abe J. Logo,
au=ala+b)=aa+abel+J.

Portanto, I + J ¢é ideal a esquerda de A.
(17) Anéloga a (i).

(141) E claro que I.J # @, pois [ # @ e J # @. Sejam u,v € I.J. Entao

u = Zaibi, v = chdj comm, n €N, a;, c;€eleb,djeJ i=12...,ne
i=1 j=1
j=1,2,...,m. Como [ éideal a esquerda de A, temos (—c;) € I. Logo

u—v= ialbl — icjdj = iazbz + i(_cj)dj el J.
i=1 j=1 i=1 j=1

Seja, agora, a € A. Pelo fato de I ser ideal & esquerda de A e a; € I, vem que
aa; € 1. Logo,

n

au = aiaibi = Z(aai)bi cl.J.
i—1

i=1
Portanto, I..J é ideal a esquerda de A.

(iv) E andloga & (id).

(v) Como I é ideal a esquerda, segue de (ii7) que I.J é ideal a esquerda. Como J
¢ ideal a direita, segue de (iv) que I.J é ideal a direita. Portanto, I.J é ideal de A.

O exemplo abaixo mostra que, se I e J sao ideais de A que nao tém a mesma

lateralidade, pode ocorrer que I + J nao seja ideal a esquerda e nem a direita de A.

12



b
Exemplo 1.5 : Sejam A = M(R), I = {( g 0 ) € MQ(R)} e

0
J = {( Z 0 ) € MQ(R)}. Facilmente verificam-se que I € ideal a direita, que

I nao € ideal a esquerda, que J € ideal a esquerda e que J mao € ideal a direita.
a b

Verifica-se também que I + J = {( 0 ) € MQ(R)}. No entanto I + J ndo é
c

ideal a esquerda e nem a direita de A.

X:<1 1>e]+J,M:<1 1>€A,

10 11
(1 1)(1 1) <21>

MX = = ¢1+J
11 10 2 1
(11)(11) (2 2)

XM = = ¢1+J.
10 11 11

Definigao 1.5 : O ideal (a esquerda ou a direita) I + J é chamado de soma dos

2deais I e J.

De fato,

Definigao 1.6 : O ideal (a esquerda ou a direita) I.J é chamado de produto dos

tdeais [ e J.
Exemplo 1.6 : 2Z + 3Z = Z.

E claro que 2Z + 3Z C Z. Por outro lado, seja z € Z. Como mdc(2,3) = 1,
aplicamos a Identidade de Bezout para garantir a existéncia de r, s € Z tais que
1 = 2r 4+ 3s. Multiplicando-se por z, temos que =z = 2(rz) + 3(sx) € 2Z + 3Z.
Portanto, Z C 27 + 3Z e dai Z = 27 + 37.

13



O exemplo acima pode facilmente ser generalizado de acordo com a proposicao

seguinte.
Proposicao 1.3 : Sejam m, n € N. Entao mZ + nZ = dZ em que d =mdc(m,n).

Demonstragao: Como d|m e d|n, temos que du = m e dv = n, u,v € Z. Isso diz
que m € dZ en € dZ. Como dZ é ideal de 7Z, temos que mZ C dZ e nZ C dZ
implicam mZ + nZ C dZ.

Para ver a outra inclusao usamos a Identidade de Bezout, obtendo-se r,s € 7Z tais
que d = mr + ns € mZ + nZ. Como mZ + nZ ¢ ideal temos dZ C mZ + nZ.
Portanto, dZ = mZ + nZ.

a 0

Exemplo 1.7 : Sabemos que I = {( -

) € MQ(R)} ¢ ideal a esquerda de

Ms(R), e J = {( :g g ) € MZ(R)} ¢ ideal a direita de Ms(R). De acordo com a

Proposi¢ao 1.2 (v), 1.J € ideal de M5(R). Vamos verificar que I.J = My(R).

Note que
10 0 0
I = , g = € I
0 0 10
e
(10 (01 cJ
n 00 )y Y2 0 0 .
Entao

10 10 00 01
TiY1 + TaY2 = +
00 00 10 0 0
10 00 10
= + = el.J.
00 01 01
1 0, . . : -
Como ( 01 > é a unidade de M5(R) que esta em I.J, aplicamos a Observacao 1.3

para concluir que I.J = Ms(R).

14



n

Exemplo 1.8 : RaR = {Z rias;; n € N, r; s € R} ¢ ideal do anel R.

i=1

Sejam R um anel e a € R. Sabemos que R é ideal a esquerda de R e aR a direita de

R. De acordo com a Proposigao 1.2 (v), RaR é ideal de R.
|

Exemplo 1.9 : Seja {P;}icr uma familia de ideais a esquerda (respectivamente a

direita) do anel A. Entdo NierP; € ideal a esquerda (respectivamente a direita) de A.

Faremos apenas a esquerda pois a outra situacao é analoga. Como P; é ideal a
esquerda de A, temos que 0 € P; para qualquer ¢ € I, dail N;er Py # 9.
Dados =, y € NierP; temos que

rvyeblPViel=o—yePViel =x—y € Nijrh.
Seja agora a € A. Entao
reP.Viel =axr € P,Vi el = ax € NierP;.
Portanto, N;er P; € ideal a esquerda do anel A.

Observacao 1.5 : Seque do Exemplo 1.9 que a intersec¢ao de ideais de um anel R

é um tideal deste anel.

Proposicao 1.4 : Seja {P,},er uma familia de ideais a direita (respectivamente a
esquerda) do anel R. Se P; C P; ou P; C P; para quaisquer i, j € I', entdo User P,

¢ ideal a direita (respectivamente a esquerda) de R.

Demonstracao: Faremos apenas a direita, a outra situacao é analoga.
Sejam z,y € Ujer P, er € R. Entao x € P, e y € P}, para iy e jo € I'. Sem perda
de generalidade, suponha P;;, C P;. Entao x, y € P}, e como Pj, ¢ ideal a direita

temos que x —y € P}, e ar € Pj, e portanto x —y e 2r € Ujer F;.

15



A hipétese dos ideais estarem encaixados ¢é indispensavel para a Proposicao 1.4.

Veja o préximo exemplo.
Exemplo 1.10 : 2ZU3Z = {x € Z; 2|z ou 3|z} ndo € ideal de 7Z.

De fato, 2, 3 € 2Z U 3Z porém 3 —2 =1 ¢ 27 U 3Z.

Perceba que 2Z ¢ 3Z e 3Z ¢ 2.

Trataremos agora de ideais primos e maximais em anéis comutativos. A idéia é
apresentar aqui os resultados basicos sobre estes tipos de ideais em anéis comutativos,

e abordar o caso nao comutativo no capitulo seguinte.

Definigcao 1.7 : Sejam R um anel comutativo e P um ideal de R, P # R. Dizemos
que P € ideal primo de R se

a,be Reabe P=a€c P oubeP.

Exemplo 1.11 : Para cada numero primo p, o ideal pZ é ideal primo do anel co-

mutativo 7.

Sejam a,b € Z tais que ab € pZ. Entao ab = pz, em que z € Z. Mas, como p é primo,
a ou b devem teé-lo na sua decomposi¢ao em numeros primos. Portanto, a € pZ ou

b € pZ, e pZ é ideal primo de Z.
[ |

Definigao 1.8 : Sejam R um anel comutativo e M um ideal de R, M # R. Dizemos

que M ¢ ideal mazximal de R se

J ideal de R tal que M C J C R implica J =M ou J = R.
Exemplo 1.12 : O ideal 27 € ideal mazimal de 7.

Seja M ideal tal que 2Z C M C Z. Suponha que M # 27Z. Entao existe m € M\2Z.
Claro que m ¢ da forma 2k 4+ 1 com k € Z, pois senao m € 2Z. Como 2k € 27 C M,
e 27, é subanel de Z, temos que 2k + 1 —2k =1 € M e, dai, M = 7Z. Portanto, 2Z é

ideal maximal de Z.

16



Observacao 1.6 : Um resultado cldssico da /flgebm comutativa assequra que as
condicoes abairo sao equivalentes:

. [ € ideal de Z

. I é subanel de Z

[ =nZ,neN

Usando-se o fato de que os ideais de Z sao da forma nZ, € facil estender o Exemplo
1.12 para uwm numero primo qualquer, isto é, pZ € ideal mazximal de Z, para todo

PrIMOo P.

Proposicao 1.5 : Seja R um anel comutativo. Se M é um ideal maximal de R,

entao M € ideal primo de R.

Demonstracgao: Seja M um ideal maximal de R. Para provar que M ¢ ideal primo,
tomamos a,b € R tais que ab € M. Vamos provar que a € M ou b € M. Suponha
que a ¢ M e forme o ideal principal aR. Sabemos que a soma de ideais é ideal e,
portanto, M + aR é ideal de R. Como 1 € R, temos que a = 0+ a.1 € M + aR.
Mas a ¢ M e, entao, M C M +aR C R. Como M é ideal maximal de R, concluimos
que M + aR = R. Em particular, 1 € R = M + aR e, dai, existemm € M ez € R
tais que 1 = m + ax. Multiplicando por b, resulta b = mb + (ab)x. Sabemos que m e
ab € M. Entao

meM=mbe M

abe M = (ab)x € M

mb € M e (ab)x € M = b=mb+ (ab)x € M.

Portanto, b € M e M ¢ ideal primo de R.

O préximo exemplo mostra que nao vale a reciproca da Proposigao 1.5, isto é,

existem ideais primos que nao sao ideais maximais.
Exemplo 1.13 : No anel Z o ideal {0} € primo mas ndo é mazximal.

E claro que {0} nio é ideal maximal de Z, pois 27 é ideal de Z e {0} G 22 G 7.
Para ver que {0} é ideal primo de Z, tomamos a,b € Z tais que ab € {0}. Assim,

17



ab = 0 e, como Z ¢é dominio, concluimos que a = 0 ou b = 0, isto é, a € {0} ou
b e {0}.
Portanto, {0} ¢ ideal primo de Z.

[ |
Enunciaremos agora varias defini¢oes que estao relacionadas com o Lema de Zorn.

Definicao 1.9 : Se existe uma relacdo de ordem no conjunto nao vazio S, dizemos

que S € parcialmente ordenado.

Definigcao 1.10 : Seja < uma relacdo de ordem no conjunto S # <. Se, para

quaisquer x,y € S, vale
TSyouys<zT
entao S € totalmente ordenado.

Definicao 1.11 : Sejam S # @ um conjunto parcialmente ordenado pela relagao <

e X CS. Dizemos que s € S € cota superior para X quando

x < s para todo x € X.

Definicao 1.12 : Seja S um conjunto parcialmente ordenado pela relacao <. Dize-

mos que s € S € elemento mazimal de S quando

reSes<zr=s=uzx.

Lema 1.4 (Lema de Zorn) Seja S um conjunto ndo-vazio e parcialmente ordenado.
Se todo subconjunto totalmente ordenado de S tem cota superior em S, entdo S tem

elemento mazximal.

Demonstracgao: ([6], pg 105-110).
|

Neste trabalho, o Lema de Zorn sera importante para garantir a existéncia de

ideais maximais em um anel R.
Teorema 1.1 : Seja R um anel comutativo. Entao eziste um ideal mazimal em R.
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Demonstracao: Seja S o conjunto dos ideais proprios de R, isto é, ideais I tais que
I # R. Entao S é conjunto nao-vazio, pois o ideal zero pertence a S. E claro que S é
parcialmente ordenado pela relacao de inclusao. Além disso, se T' é um subconjunto
totalmente ordenado e nao-vazio de S, pela Proposicao 1.4 a uniao de todos os ideais
de T, que chamaremos de U, é um ideal. Agora, se U = R, entao 1 € U e algum
I €T étal que 1l € I, que implica I = R. Isto é um absurdo, pois S é um conjunto
de ideais préprios. Logo U € S e é cota superior de T" em S. Entao, pelo Lema de
Zorn, existe um elemento maximal M em S.

Vamos provar que M é ideal maximal de R.

De fato, como M € S, temos que M ¢ ideal préprio de R. Seja J ideal de R tal que
M CJ ; R. Como J # R, temos que J € S e, pela maximalidade de M em S,

temos que M = J. Portanto, M é ideal maximal de R.
[ |

Observacao 1.7 : No Teorema 1.1 exigimos a comutatividade do anel R apenas pelo
fato de termos definido ideats mazximais sé no caso de anéis comutativos. Note que
na demonstracao, a comutatividade do anel R nao foi usada. Veremos mo proximo
capitulo que em anéis nao comutativos existem os conceitos de ideal a direita maximal
e ideal a esquerda maximal. Neste caso, uma demonstracao totalmente andloga a feita
para o Teorema 1.1 garante que um anel sempre possui ideal a direita (respectivamente

a esquerda) mazimal.

Proposicao 1.6 : Para todo ideal proprio H do anel comutativo R existe um ideal

mazximal M tal que H C M. Em particular, todo anel possui ideais mazximais.

Demonstracao: Considere a familia T de todos os ideais I tais que H C [ & R.
Obviamente, T é nao vazio, pois H € T, e T é parcialmente ordenado por inclusao.
Além disso, se T' é subconjunto totalmente ordenado e nao vazio de Y, a uniao de
todos os ideais de T', que chamaremos de U, é ideal e estd contido em Y. Entao T
tem U como cota superior. Pelo Lema de Zorn, existe M elemento maximal em Y.
Afirmamos que M é ideal maximal de R. De fato, como M € T, temos que M é
ideal proprio de R. Seja J ideal de R tal que M C J & R. Pela maximalidade de M
em S, M = J. Portanto, M é ideal maximal de Re H C M.
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Vamos agora relacionar os anéis quocientes com os ideais primos e os ideais max-
imais.
Proposicao 1.7 : Sejam R um anel comutativo com unidade e I um ideal de R.

. , . R, L
Entao I € ideal primo se, e somente se T ¢ dominio.

Demonstragao: (=) Como R é comutativo e tem unidade, segue que T é anel

comutativo com unidade. Agora, sejam T,y € T tais que 7y = 0 ou seja, zy € I.

Entao, como I é primo, x € I ou y € I. Portanto, T =0 ou i = 0.

=

(<) Sejam z,y € R tais que zy € I. Como Ty = 0 em —, temos que T = 0 ou

~

7 =0. Logo, x € I ouy € I. Portanto, I é ideal primo.
[ |

Proposicao 1.8 : [ ¢ ideal maximal de um anel comutativo R com unidade se, e

somente se, T é corpo.

- , : . R
Demonstracao: (=) Como R ¢é anel com unidade e comutativo, T serd anel com
R
unidade e comutativo. Resta mostrar que todo elemento nao nulo de T tem inverso.
. R - . .
Seja a € 7,6 # 0. Entao, a ¢ I. Tomemos o ideal aR. Temos que I & I +aR C R

e, como [ é maximal, I +aR = R. Portanto, existe r € Re i € [ tais que 1 =i+ ar,

ou seja, 1 =1 +ar = a.r. Logo, @ é inversivel.

(<) Seja J um ideal de R tal que I C J C R. Suponha [ # J. Entao existe
_ R - R -

a € J\I. Segue que a # 0 e, como T é corpo, existe b € — tal que @.b = 1. Isso leva

I
aab—1¢€ I. Entao existe 2 € I C J tal que 1 = ab+ i. Como ab € J, temos que

1 € Je, dai, J = R. Portanto, I é ideal maximal de R.

Nosso préximo passo serd relacionar ideais com nicleo de homomorfismos, para

entao provar o Primeiro e o Segundo Teoremas do Homomorfismo.
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Lembre que um homomorfismo entre os anéis R e A é uma funcao f: R — A tal
que:
Sl +y) = flx)+ fly), Ve, y e R
- flzy) = f(@)f(y),Vo,y € R.

O ntcleo (ou Kernel) do homomorfismo f : R — A é o conjunto
Kerf ={x € R; f(x) =0}.

As propriedades bésicas de um homomorfismo f : R — A estao listadas abaixo.
- f(0)=0
 f(—2)=—f(z),Vz € R
cSfle—y)=f@) = fly),Vo,y € R
. Se I é subanel de R entao f([) é subanel de A. Em particular, fazendo I = R temos
que Im(f) = f(R) é subanel de A.
. Se I é ideal a direita (& esquerda ou bilateral) de R entao f(I) é ideal a direita (a
esquerda ou bilateral) de f(R).
. f injetor & Kerf = {0}.
. Se g : A — B é homomorfismo de anéis entao go f : R — B é homomorfismo de

anéis.
Lema 1.5 : O nucleo do homomorfismo f: R — A é um ideal de R.

Demonstracao: Sejam =,y € Kerf.
fle—y)=f(z) - fly) =0-0=0= 2 —y e Kerf.

flxy) = f(x).f(y) =0.0=0= z.y € Kerf.

Isso mostra que Kerf é subanel de R. Para ver que é ideal, tome r € R e entao:

flrx) = f(r).f(x) = f(r).0 =0=r.a € Kerf.
flxzr)=f(z).f(r)=0.f(r) =0= z.r € Kerf.

Exemplo 1.14 : Homomorfismo Projecao Canonica

Sejam A um anel e I um ideal de A. Entao

T: A —

S~

a
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¢ um homomorfismo, chamado Homomorfismo Projecao Canonica. De fato, dados
a,b € A temos:

mla+b)=a+b=a+b=mn(a)+ w(b)

m(a.b) = a.b=a.b = mw(a).7(b).

O corolario a seguir é uma espécie de reciproca do Lema 1.5, pois assegura que todo
ideal do anel R é nicleo de um homomorfismo com dominio R. Este homomorfismo

é exatamente o homomorfismo projecao canonica construido no Exemplo 1.14.

Corolario 1.1 : Todo ideal do anel A € nicleo de um homomorfismo com dominio
A.

A
Demonstragao: Seja [ ideal bilateral de A. Sabemos que 7 : A — T m(a) =aé

homomorfismo. Entao:
releT=0&7(r)=0%& z € Ker(r).
Logo, Ker(r) = 1.

Recorde que um homomorfismo bijetor de anéis ¢ chamado isomorfismo. Para
indicar que existe um isomorfismo entre os anéis A e B escrevemos A ~ B. Existem
varias propriedades de anel que sao invariantes por isomorfismo. Listamos a seguir
algumas delas. Seja f: A — B um isomorfismo de anéis.

. A é comutativo < B é comutativo.

. A tem unidade < B tem unidade.

. A nao tem divisores de zero < B nao tem divisores de zero.

. a € A éinversivel em A < f(a) € B é inversivel em B. Além disso, na diregao (=)
temos que (f(a))™t = f(a™1).

. A é dominio < B é dominio.

. A é corpo & B é corpo.

O proximo teorema é uma das principais ferramentas no estudo de estruturas
algébricas. Esse teorema envolve as definicoes de homomorfismo, isomorfismo, nticleo,

imagem e anel quociente, e assegura que se f : A — B é homomorfismo de anéis entao
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A
Ker(f)

~ Im(f).

Teorema 1.2 : Primeiro Teorema do Homomorfismo

Se f: A— B € um homomorfismo de anéis, entao existe uma unica funcdao

A
f*: Ker() — Im(f) tal que

(i) f* € isomorfismo.

(17) f=ioffom; ondem: A — (projecao candnica) e i : Im(f) — B

A
Ker(f)

(inclusao).

— Im(f) por f*(@) = f(a).

Demonstracao: Defina f* :

A
Kerf
(i) f* bem definida (=) e injetiva («<):

a=bea—-beKerf s fla—b)=0% fla)— f(b)=0
& fla) = f(b) & f (@ = f(b).

f* sobrejetora:

u € Im(f) = u= f(a),a € A

Logo, f*(@) = f(a) = u.

f* homomorfismo:

FE+y) =ty =flaty) =f
@) = @) = f@y) = [@)-1) = @10

+
S
I
—

*
~—
g

+
—

*
—~
S

(77) Para todo a € A,
(io from)(a) =i(f*(@) = i(f(a)) = f(a),

ou seja, io ffomr = f.

A A
Unicidade: Seja ¢* : Kerf — Im(f) tal que f = iog onm. Paraa € Ker(f)

temos que a € A e entao:
f*(@) = fla) = i(g"(x(a))) = g"(7(a)) = g"(@).

Logo f* = g*.
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Exemplo 1.15 : Sejam I e J ideais do anel A tais que I C J. Claro que I ¢ ideal
de J.

Entao

NIK.|N|D>
klbs-

A _
Seja ¢ : 77 onde p(T) = T.

© estd bem definida:
T=y=r—yelCJ=T=y= 0@ =¢@)
Claramente ¢ é homomorfismo sobrejetor. Ker(p) =
S
I

~

T € Ker@@ﬁzgp(_)—x@x—OeJ@xe

Entao, aplicando o Primeiro Teorema do Homomorfismo,

12

~] g~
=

/
Exemplo 1.16 : Se m|n entdo ZZ ~ Lo

nZ
Pela Observacao 1.6, nZ e mZ sao ideais de Z e, como m|n, entdao nZ C mZ. Portanto,
7
7 7
pelo Exemplo 1.15, oo A 7= Loy,
nZ

Exemplo 1.17 : Seja A = C[0,1] o anel das fun¢ées continuas de [0,1] em R com
as operagoes usuais de soma e multiplicagao de fungoes. Para cada o € [0, 1] veremos
que 1, = {f € A; f(a) = 0} € ideal de A. Na verdade, € possivel provar que I, é

ideal maximal.

Considere a funcao

p: A —R
o= fla).
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Claramente ¢ ¢ homomorfismo de anéis. Note também que ¢ é sobrejetora, pois dado

r € R basta tomar a funcao constante f(z) =r € A que teremos ¢(f) = r. Agora,
feKer(p) e o(f) =0 fla)=0< f € I,.

Segue que Ker(y) = I, e, portanto, I, é ideal de A. Pelo Primeiro Teorema do

Homomorfismo, temos

A
— ~R.
I,

Como R é corpo concluimos que A é corpo. Logo, pela Proposicao 1.8, I, ¢ ideal
maximal de A = CJ0, 1]. "
[ |

E claro que o ideal trivial (0) do anel Z é primo e nao é maximal. O Primeiro
Teorema do Homomorfismo pode ser usado para apresentar exemplos de ideais primos

nao triviais que nao sao maximais.

Exemplo 1.18 : Se P € ideal primo do anel A entao Plx| é ideal primo do anel

Alz| mas nao é maximal.

A
Seja P um ideal do anel A. Considere os anéis de polinomios A[z] e F[x] Defina

E facil ver que ¥ é um homomorfismo sobrejetor. Vamos calcular Keri.

Zaiaf;i € Kerzﬁ@Zaﬁxi =0&a,=0,Vie{l,...,n} @Zaixi € Plz].
=1

i=1 i=1

Segue que Ker ¢ = P|x].

Pelo Primeiro Teorema do Homomorfismo temos

Agora tome P um ideal primo de A.



P ideal primo = % dominio = %[m] dominio = % dominio = PJx] ideal primo.

Concluimos que, para cada ideal primo P do anel A, obtemos um ideal primo P[z]
do anel A[x]. No entanto, Plx| ndo é ideal maximal de A[x]. De fato, se P|x] fosse
Alx]
Plx]

isso nao é possivel, pois o polindomio x nao tem inverso.

maximal terfamos que ¢ corpo. Pelo isomorfismo acima ﬁ[x] seria corpo. Mas

Exemplo 1.19 : Os ideais pZ[x], em que p € primo, sdo ideais primos de Z[x| mas

nao sao marimais.

Suponha que pZ[x] é ideal maximal, em que p é um primo qualquer.
Zlz]
PZ[x]

Entao = Zy|z] é corpo, o que é um absurdo.

Seja f : A — B um homomorfismo de anéis. O Segundo Teorema do Homo-

Ker(f)

demonstragao deste Teorema fique mais simples, vamos provar algumas proposicoes

morfismo relaciona ideais de f(A) com ideais do anel quociente . Para que a

relacionadas com o Segundo Teorema do Homomorfismo.

Sabemos que, se f : A — B é um homomorfismo de anéis e I é um ideal a
direita (respectivamente & esquerda ou bilateral) de A, entao f(I) é um ideal & direita
(respectivamente a esquerda ou bilateral) de f(A). Agora vamos ver como ideais se

comportam em relagao a imagem inversa.

Proposicao 1.9 : Sejam f : A — B um homomorfismo de anéis e J um ideal a
direita (a esquerda ou bilateral) de B. Entao f~'(J) é ideal a direita (a esquerda ou

bilateral) de A.

Demonstragao: Trabalharemos com ideais a direita. Para ideais a esquerda a prova
é andloga e, para ideais bilaterais, é conseqiiéncia dos casos anteriores.

Sejam z,y € f7(J) ea € A. Entao z,y € A e f(x), f(y) € J. Como J ¢ ideal a
direita de B e f(a) € B temos:
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f@)=flyelJ=fla—yel=z-ye ()
f@)f(y) € J = flay) € J = ay € f71(J)
f(x)f(a) € J = f(za) € J = xa e f~YJ)

Logo, f~1(J) é ideal a direita de A.

Os itens (a) e (b) da Proposi¢ao abaixo tratam de subanéis. Portanto, também

valem para ideais a direita, a esquerda ou bilaterais.

Proposicao 1.10 : Seja f : A — B um homomorfismo de anéis.

(a) I subanel de A e Kerf CI= f~'(f(I))=1.
(b) J subanel de B = f(f~1(J)) = JNIm(f).

Demonstragao: (a) “C 7 :
v € fH(fI) = f) € f(I) = f(a) = f(u)uel= f(z) = f(u) =0
= flr—u)=0=>z—-—ue Ker(f)Cl=z—u=vel
=z =u+v €I Logo, fT(f(I)) CI.

27z el= f(z) € f(I) = v € f(f(I)). Portanto, I C f~(f(I)

() “C7ixe f(fT) = x=flu)ue f7()
uwe fHJ)= f(u) € J.
Segue que x = f(u) € J. Claro que « € Im(f) e, entdo, concluimos que
FUFH)) € J0 Im(f).
“«5
reJN Im(f)=ao=fu)eJucA=uc f1(J)= flu) € f(f*(J)))
= x € f(f71(J))- Logo J N Im(f) € f(f'(J)).

Teorema 1.3 : Segundo Teorema do Homomorfismo

Seja f : A — B um homomorfismo de anéis. Entdo existe uma correspondéncia
biunivoca entre ideais a direita (respectivamente d esquerda ou bilaterais) de A que
contém Ker(f) e ideais a direita (respectivamente & esquerda ou bilaterais) de f(A).

Esta correspondéncia preserva a inclusao.
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Demonstracao: Trabalharemos apenas com ideais a direita. Para ideais a esquerda
a prova ¢ andloga e, para ideais bilaterais, é conseqiiéncia dos casos anteriores.
Sejam & = {I C A; T é ideal a direita de Ae Kerf C I} e

S* = {J; J éideal a direita de f(A)}.

Como f([I) é ideal a direita de f(A), para cada [ € J, temos que

0¥ — S p(I) = f(I), estd bem definida.

Para J € $*, a Proposigao 1.9 assegura que f~!(J) é ideal & direita de A. Além

disso:
{0} € J = f1{0}) € f1(J) = Kerf C f1(J).
Segue que f~1(.J) € S e entdo
)1 S = S,0(J) = f1(J), esté bem definida.

Para obter a correspondéncia procurada, basta provar que ¢ é bijetora. Faremos isso
mostrando que ¥ é a inversa de .

Seja I € §. Usando a Proposic¢ao 1.10 (a) temos:

P(e(l)) = o(f(I)) = f7H(fI) = 1.

Seja J € J*. Usando a Proposi¢ao 1.10 (b) e, lembrando que J C Im(f) = f(A),
temos:

p((])) = (f71(])) = f(f7(J)) = JN Im(f) = J.

Resta provar que ¢ e ¥ preservam inclusao.

Sejam [, I, € & tais que I7 C Is.

L C L= f(Ii) C f(I2) = ¢(l) C ().

Sejam Jy, J, € I* tais que J; C Js.

Ji C Jo = fTH) C fH(e) = () C ().

Observacao 1.8 : Revendo o que foi feito na prova do teorema anterior, podemos
notar que o Sequndo Teorema do Homomorfismo pode ser aplicado para subanéis em

vez de ideais. No entanto, este resultado tem poucas aplicacoes.

Na maioria das vezes o Segundo Teorema do Homomorfismo é usado para descre-

ver os ideais de um anel quociente. Para fazer isso, utilizamos o Corolério seguinte.
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Corolario 1.2 : Seja I um ideal do anel A. FEntao existe uma correspondéncia

biunivoca, que preserva inclusao, entre ideais a direita (a esquerda ou bilaterais) de

A que contém I e ideais a direita (a esquerda ou bilaterais) do anel quociente T

~ A
Demonstragao: Sabemos que 7 : A — T onde 7(a) = @, é um homomorfismo
sobrejetor com Kerm = I. O resultado segue aplicando o Segundo Teorema do Ho-

momorfismo.

Z
Exemplo 1.20 : Descrever os ideais do anel Zio = TyA
Pelo Corolério 1.2, basta escrever os ideais de Z que contém 12Z. Como Z é dominio
principal, seus ideais sao da forma nZ,n € Z.
Entao, os ideais nZ tais que 127 C nZ C Z sao obtidos tomando para n os divisores
de 12. Logo, estes ideais sao Z, 27, 37,47.,67Z e 127..

Usando a funcao

o: {I CZ;Iéidealde Z e 12Z C I} — {J; Jideal de Z12}

I — (1)
temos os ideais de Zi9, em que 7 : Z — A ¢ o Homomorfismo Projecao Candnica.
@)= "(22) = 2o = {0.2,1,6,8,10) = 22,
(37) % _ {0.3,6.0) =321 7(4Z) = % (0,18} = 17,
(6Z) = % _ (0,6} = 6.7 r(12Z) = % {0} = 0.2

O diagrama abaixo mostra as redes de ideais de Z1, e de Z que contém 127Z.
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2 Classes de Ideais Primos

Neste capitulo apresentaremos algumas classes de ideais primos e alguns exemplos.
Veremos que, no caso em que R é um anel com unidade e nao necessariamente

comutativo, existe uma série de inclusoes entre essas classes.

2.1 Ideais Primos e Ideais Completamente Primos.

Ja conhecemos a defini¢do de ideal primo em anéis comutativos (Defini¢ao 1.7).

Vamos enuncia-la novamente, a fim de comparar com o caso nao comutativo.

Definicao 2.1 : Seja R um anel comutativo. Dizemos que um ideal P de R é ideal

primo de R quando:

(i) P+R.

(1) a,be Reabe P=a€ P oube P.

Sabemos que ideais primos de anéis comutativos sao uteis, entre outras aplicacoes,

para determinar a estrutura do anel. Como exemplo, lembramos que P é ideal primo

R
do anel comutativo R se, e somente se, iz ¢ dominio. Em particular, R é dominio se,

e somente se, (0) é ideal primo de R.

Em algebra nao comutativa, também, precisamos conhecer melhor a estrutura
de um anel. Por analogia com o caso comutativo, algum tipo de ideal primo pode
ser usado como ferramenta para este fim. Observando que as condigoes (i) e (i7) da
definicao anterior nao dependem da comutatividade do anel, é razodvel pensar em
definir ideal primo em anel nao comutativo da mesma forma feita para o caso comu-
tativo. Os anos e a teoria mostraram que esta nao é a boa definicao, pois os ideais
de um anel nao comutativo que satisfazem (i) e (ii), acima, sdo “bastante escassos”,
([3],82, pgh). Na verdade, tais ideais, quando existem, sdo chamados completamente

primos, como veremos adiante.

O conceito de ideal primo em anel nao comutativo, que possibilita um estudo
andlogo ao caso comutativo, é obtido quando trocamos a condigao (i), da Definigao

2.1, por outra que quantifique sobre ideais em vez de quantificar sobre elementos.
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Definicao 2.2 : Seja R um anel com unidade (nao necessariamente comutativo).

Dizemos que um ideal P de R € ideal primo de R quando:

(i) P+ R.

(i) Se A, B sao ideais de R tais que AB C P entao A C P ou B C P.

Naturalmente, no caso em que o anel R é comutativo, essas duas definicoes se

equivalem, como veremos a seguir:

Proposicao 2.1 : Seja P um ideal proprio do anel comutativo R. Sao equivalentes:
(i) a,be Reabe P=a€ P oubec P.
(ii)) A, B ideais de R e ABC P=ACP ouBCP.

Além disso, a comutatividade do anel R so € necessdria para mostrar (ii) = (i).

Demonstragao: (i) = (i7) Sejam A e B ideais de R tais que AB C P. Suponha
que A ¢ P Entao existe a € A\P. Dado b € B, temos ab € AB C P. Por hipétese,
devemos ter a € P ou b € P. Mas como a ¢ P, resta b € P. Portanto, B C P.

(17) = (i) Sejam a,b € R tais que ab € P. Tome os ideais A = aR e B = bR.
Note que AB C P, pois se u € AB entao:

u= Z ar;by;,n € N, xy; € R.

i=1
Como R é comutativo, ab € P (ideal) e xy € R entao abxy € P, logo

n

u = Z(ab)xiyi € P.

i=1
Aplicando a hipdtese vem que A =aR C P ou B =0R C P, e, como R tem unidade,
ac€ Poube P.

Definigao 2.3 : Seja R um anel (nao necessariamente comutativo). Dizemos que

um tdeal P de R é completamente primo quando:
(i) P+# R.
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(i) a,bE Reabe P=a€ P oube P.

Obviamente, se R é comutativo os ideais primos sao exatamente os ideais com-

pletamente primos (Proposigao 2.1).

Se R é um anel qualquer, segue da implicagao (i) = (i7) da Proposi¢ao 2.1 que
todo ideal completamente primo ¢ ideal primo. No entanto, a reciproca nem sempre

¢ verdadeira:
Exemplo 2.1 : Ideal primo que nao € ideal completamente primo.

Tome R = M,(R). Sabemos, pelo Exemplo 1.3, que esse anel é simples, ou seja,
s6 tem os ideais triviais R e (0). Afirmamos que P = (0) é ideal primo de R. De
fato, sejam A e B ideais de R tais que A.B C P = (0). Claro que nao podemos ter
A = B = R pois neste caso A.B=R.R =R ¢ P, pois R tem unidade. Logo A = (0)
ou B = (0), isto é, A C P ou B C P. No entanto, P = (0) nao é completamente

primo pois

10 0 0 0 0
a= , b= €Reab= € P,masa¢ Peb¢ P.
0 0 0 1 00

Este exemplo nos mostra que se R nao é comutativo, a implicacao (ii) = (7) da

Proposicao 2.1 pode nao valer, ou seja, a comutatividade de R ¢é essencial para que

um ideal primo seja completamente primo.

Nosso principal objetivo neste capitulo é apresentar algumas classes de ideais pri-
mos de um anel qualquer e estabelecer as relacoes de inclusao entre elas. Veremos
ainda, além dos ideais primos e completamente primos, outros 5 tipos de ideais pri-

maos.

Vamos agora conhecer outras caracterizagoes dos ideais primos. Lembramos ape-
nas que, para um anel R e a,b € R, podemos formar o ideal a esquerda Rb e tomar

o conjunto

aRb = {axb,z € R}.
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Proposigao 2.2 : Seja P um ideal do anel R tal que P # R. Sdo equivalentes:

(i) P € ideal primo de R.

(i1) Se A, B sao ideais a direita (esquerda) de R e AB C P entao AC P ou B C P.
(i1i) Se a,b € R eaRb C P entdoa € P oube P.

(iv) Se A, B sdo ideais a direita (esquerda) de R tais que P C A, P C B e ABCP
entdio A= P ou B =P.

(v) Se A, B sdo ideais bilaterais de R tais que P C A,P C B ¢ AB C P entao
A=PouB=P.

Demonstragao: (i) = (ii) Vamos fazer para ideais a direita. Sejam A, B ideais a
direita de R tais que A.B C P. Pela Proposigao 1.2 (v), I = R.Ae J = R.B sao
ideais bilaterais de R e I.J = (R.A).(R.B) C R.(A.B) C R.P C P. Logo I C P ou
JC P. Como 1€ R, AgR.A:I,eAgPouBQP.
BCRB=J

(14) = (i4i) Suponha a,b € R e aRb C P. Entao, como P é ideal, aRbR C P.
Mas aR e bR sao ideais a direita de R dai, por hipétese, aR C P ou bR C P. Como
R tem unidade, a € P ou b € P.

(17i) = (iv) Sejam A, B ideais a direita de R tal que P C AP C Be AB C P.
Suponhamos A # P. Como P C A temos A ¢ P. Entdo existe a € A\ P. Seja
be B. Dador € R, ar € A pois a € A, que é ideal a direita. Agora, arb € AB C P,

para qualquer r € R. Entao, por hipétese, a € P oub € P. Como a ¢ P, b € P.
Logo, B C P, dai, B = P.

(iv) = (v) Obvio, pois todo ideal bilateral ¢ ideal & direita (esquerda).

(v) = (1) Sejam A e B ideais bilaterais de R tais que AB C P. Note que [ = A+ P
e J = B+ P sao ideais bilateraisde Re PC I e PCJ. Como ABC Pe PBCP
temos:
I.J=(A+P)(B+P)CAB+ P C P, entdao [ = P ou J = P. Suponha I = P.
Entao A+ P =1 =P. Sejaxz € A. Entao, vt =x4+0€ A C A+ P = P. Logo,
ACP.
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Se definimos ideais primos, podemos definir anéis primos:
Definicao 2.4 : Um anel R € primo quando (0) € ideal primo de R.

Por definicao, um ideal primo é préprio, isto é, diferente do anel. Dai, temos que

o anel nulo nao é anel primo, pois (0) nao ¢ ideal primo de (0).

Da definicao de anel primo seguem varias relagdes. Uma delas é que o anel co-
mutativo R é primo se, e somente se, R é um dominio. De fato, R é anel primo
se, e somente se, (0) é ideal primo de R, e isso ocorre se, e somente se, a,b € R e
ab = 0 implica a = 0 ou b = 0, ou seja, se, e somente se, R é um dominio. Por isso, a
denominacao “anel primo”, no caso de anéis comutativos nao é usada, pois equivale

a denominacao “dominio”.

Como vimos no Exemplo 2.1, um anel nao comutativo pode ser primo e nao ser

dominio, ou seja, ter divisores de zero.
Como conseqiiéncia da Proposicao 2.2, podemos obter caracterizagoes para anéis
primos:
Proposicao 2.3 : As condicoes abairo sao equivalentes:
(i) R € anel primo

(i) Se A e B sdo ideais a direita (esquerda) de R tais que AB = (0), entdo A = (0)
ou B = (0).

(11i) Se a,b € R e aRb= (0) entdo a =0 oub=0.

Demonstragao: (i) = (i) Como (0) é ideal primo, o resultado segue da Proposigao
2.2 ( (i) = (41)).

(17) = (i77) Basta aplicar a Proposicao 2.2 ( (i) = (i4i)) com P = (0).

(17i) = (i) Fazendo P = (0) na Proposigao 2.2 ( (i7i) = (i)), temos que (0) é

ideal primo. Logo R é anel primo.
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Vejamos agora que um ideal primo produz um anel primo. Lembramos que a
R
construgao do anel quociente iz vista no Capitulo 1 nao depende da comutatividade

do anel R, mas da bilateralidade do ideal P.
Proposicao 2.4 : Seja P um ideal do anel R com P # R. Sao equivalentes:
(i) P ¢ ideal primo de R.
R
(1) 2 ¢ anel primo.
~ . N e R = . .
Demonstragao: (i) = (i) Inicialmente, note que 2 # (0) pois P # R. Assim

— R —
0) & B e claramente (0) é ideal bilateral.

~ ~ R AN AN p—
Sejam [ e J ideais de Iz tais que I.J C (0). Pelo Segundo Teorema do Homomorfismo,

I~ ~
existemideaisIeJdeRtaisquePQ[,PgJeﬁ:I,%:J. Mas
— =~~~ I J IJ

=lJ=—=—==—=1JCP.
(0) J PE=p = J C

Como P é primo por hipdtese, temos I C P ou J C P. ]Como as inclusf}es contrarias
sio verificadas, segue que I = Pou J = P e daf [ = 5= 0ouJ= 5= 0. Logo,

0) é ideal primo de —, isto é, — é anel primo.
(0) p B "B p

(77) = (i) Vamos usar a implica¢do v) = i) da Proposigao 2.2. Sejam [ e J ideais
de R tais que P C I,P C Je IJ C P. Pelo Segundo Teorema do Homomorfismo,

r Jj R rJ 1J
— e — sao ideai —. Dainclusao I.J C P —.—=—=(0).
temos que 5 € 5 540 ideais de - Dainclusdo J C P segue que 5= p (0)
o = . . R I _ J _
Mas por hipédtese, (0) é ideal primo de I entao 5= (0) ou b= (0). Portanto

I = P ou J = P, provando que P ¢ ideal primo de R.
[ |

Observacao 2.1 : A Proposicao 2.4 € a generalizagcao da Proposi¢ao 1.7 para anéis
nao comutativos. De fato, vimos que um anel comutativo é primo se, e somente Se,
€ dominio. Assim a Proposicao 1.7 assequra que se R € comutativo e P € ideal de R

vale:
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R
P ¢ ideal primo < 2 € anel primo.
Exemplo 2.2 Todo anel simples € anel primo.

Se R é anel simples devemos mostrar que (0) é ideal primo de R. A prova é totalmente

analoga a que fizemos no Exemplo 2.1 para verificar que (0) é ideal primo de M;(R).
[

O exemplo anterior fornece uma maneira para produzir exemplos de anéis primos.
Para isso é necessario conhecer exemplos de anéis simples. Neste sentido ha um belo
resultado de classificacao de anéis, devido a Wedderburn e Artin. Também temos um
teorema provado por McCoy, que produz anéis simples a partir de um anel simples

conhecido.

Teorema 2.1 : Teorema de Wedderburn - Artin

As condicoes abaixo sio equivalentes para um anel R.
(i) R € anel artiniano e simples.

(i) R ~ M, (D), para um unico n € N e um tinico anel de divisio D, a menos de

isomorfismo.
Teorema 2.2 : Teorema de McCoy
(1) Se R € anel simples entao M,(R) € anel simples.

(i1) Seja R um anel qualquer. Entao J € ideal de M, (R) se, e somente se,
J = M,(I) para algum ideal I de R.

As provas dos Teoremas acima podem ser encontradas respectivamente em [8] e [7].
Note que, fazendo n = 1 no Teorema de Wedderburn-Artin, temos que todo anel

de divisao, em particular, todo corpo, é um anel simples. Segue, por exemplo, que o

anel dos quatérnios é simples e, portanto, é anel primo.

Lembre que vimos no Exemplo 1.3 que R = M5(R) é anel simples. Pelo Teorema
de McCoy temos que M,(R), o anel de matrizes n X n cujas entradas sdo matrizes

2 X 2 reais, é anel simples e portanto é anel primo.
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2.2 Ideais Fortemente Primos.

Vamos apresentar alguns conceitos e conjuntos que nos auxiliarao a definir e ex-

plorar os ideais fortemente primos.

Definicao 2.5 : Sejam R um anel e F' um subconjunto de R. O anulador a direita
de F' em R € o conjunto An,(F) = {a € R;F.a = (0)}. Se z € R, denotamos
An,({z}) simplesmente por An,(x).

Claro que de forma analoga podemos definir anulador a esquerda de F' em R. No

entanto, neste trabalho, utilizaremos apenas anulador a direita.
Proposicao 2.5 : Seja F' um subconjunto do anel R.

(a) An,.(F') € ideal a direita de R.

(b) Se F éideal a direita de R entdo An,.(F') € ideal de R.

Demonstragao: (a) Sejam a,b € An,.(F) e r € R. Como Fa = Fb= 0 temos:
ula—b)=ua—ub=0—-0=0,Yue Fe
u(ab) = (ua)b = 0.b =0,Vu € F.

Logo, An,.(F') é subanel de R. Além disso, dado r € R,
u(ar) = (ua)r =0r =0, Yu € F.

Entao, An,(F) é ideal a direita de R.

(b) Sejam a € An,.(F) e r € R. Devemos mostrar que u(ra) = 0 para qualquer
u € F, pois, dai, ra € An,.(F'). Por hipdtese, F' é ideal a direita de R, e entao ur € F.

Como a € An,(F), temos que (ur)a = u(ra) = 0.
|

Definicao 2.6 : Um subconjunto finito F' do anel R ¢ um isolador a direita de R
quando An,.(F) = (0).

Neste trabalho, usaremos apenas os isoladores a direita, entao chamaremos um iso-
lador & direita apenas de isolador. Além disso, em vez de usarmos o indice “r”(right),
usaremos como indice o conjunto no qual o anulador estd atuando. Por exemplo,

indicaremos An,(F) = {a € R; F.a = (0)} por Ang(F).
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Definicao 2.7 : Um anel R € fortemente primo quando todo ideal ndo nulo de R

contém um isolador.

Podemos definir de uma outra maneira, apenas reescrevendo a definicao acima:

O anel R é fortemente primo quando
(0) # I ideal de R = 3F C I, F finito, tal que Ang(F') = (0).

Ou seja, R seréd anel fortemente primo se para cada ideal I de R, I # (0), existe

um conjunto finito F' C I tal que 0 é a unica solucao de Fla = 0.

Observagao 2.2 : O anel R = (0) € anel fortemente primo pois ndao possui ideal

nao nulo.
Vejamos alguns exemplos.
Exemplo 2.3 : Todo corpo € anel fortemente primo.

De fato, se K é corpo e (0) # [ é ideal de K, entdao I = K. Assim, {1} C I e
Ang (1) = (0).

O Exemplo acima pode ser generalizado como segue:
Exemplo 2.4 : Todo anel simples ¢ anel fortemente primo.

Se R é anel simples e (0) # I é ideal de R, entdao I = R. Como no Exemplo anterior
temos {1} C I e Ang(1) = (0).

Exemplo 2.5 : Todo anel de divisao € anel fortemente primo.

Se R é anel de divisao, entao R é anel simples. Em particular o anel dos Quatérnios

racionais (ou reais) é fortemente primo por ser anel simples.
[ |

Exemplo 2.6 : Sen ndo € numero primo entao o anel Z,, nao € fortemente primo.
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Como n nao é primo existe m € N, m # 1 e m # n tal que m|n. Escreva n = mq
com 1 < ¢ < n. Para ver que Z, nao é anel fortemente primo basta verificar que o

ideal I =m.Z, = {0,m,2m, ..., (g — 1)m} ndo contém um isolador. Observe que se

F C I entdao F s6 tem elementos da forma am com « € {0,...,q — 1}. Portanto,
Ang, (F) # (0), pois ¢ € Z,, e am.q = a(m q):a— a0 =0.

Vamos entao definir ideais fortemente primos:

Definicao 2.8 : Seja P um ideal do anel R. Dizemos que P ¢ ideal fortemente

primo de R quando:
(i) P # R.
R :
(i1) B¢ anel fortemente primo.
Podemos também caracterizar os ideais fortemente primos como segue:

Proposicao 2.6 : Seja P um ideal proprio de R. As sequintes condicoes sao equiva-

lentes:
(i) P é um ideal fortemente primo.

(ii) Para todo ideal I D P eziste um subconjunto finito ' C I tal que se a € R e
Fa C P entao a € P.

I R
Demonstragao: (i) = (ii) Seja [ ideal de R tal que P C I. Entao Iz é ideal de B

I _
Como P # I, temos que Iz # {0}. Por hipé6tese, P é ideal fortemente primo, isto
, R : . . -
é, 2 ¢ anel fortemente primo. Segue que existe um conjunto finito /' C iz tal que
An%(F) = (0). Desde que F C B’ podemos escrever F' = B F C I e F finito, pois
F ¢ finito. Devemos provar que, se a € R e Fa C P, entao a € P.

Como Fa C P, temos que xa € P, para todo v € F. Dai, 7.a = 0 para todo T € ﬁ,
isto é, @ € An%(ﬁ) = (0). Portanto a € P.
(1) = (i) Para provar que P é ideal fortemente primo devemos provar que — é

P
R —
anel fortemente primo. Para isso, tomamos um ideal J de 12 J # (0), e devemos
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mostrar que existe um conjunto finito F' C J tal que An 5 (F) = (0). Pelo Segundo

I _
Teorema do Homomorfismo, J = p bara algum ideal I de R, e P G I pois J # (0).
Por hipétese, existe um conjunto finito F Cltalquea € Re Fa C P implicam

R ~ I ~
a € P. TomeF:{feﬁ;xeF}. Notequngﬁ:JeFéﬁnito,poingl

é finito. Para ver que An%(F) = (0), tome @ € An%(F). Entao

€ —=cra=0VTEF=>acReazac P, Vo F= FaCP.

vl =y

Logo, a € P e, portanto, a = 0.
|

Observacgao 2.3 : Um conjunto finito F' que satisfaz a condi¢do (it) da Proposi¢cdo

2.6 € chamado isolador modulo P.
Corolario 2.1 : Todo ideal primo de um anel finito € ideal fortemente primo.

Demonstracao: Seja P um ideal primo finito do anel R. Dado um ideal I de R tal
que P C I tome F=1. Sea€ Re Fa C P entao la C P e, dai, I[(aR) C P. Como
P ¢é ideal primo, e [ e aR sao ideais a direita de R, temos que I C P ou aR C P.
Pela escolha de I, nao temos I C P. Resta aR C P e, como R tem unidade, vem que

a € P. Pela Proposi¢ao 2.6, concluimos que P ¢é ideal fortemente primo.
[ |

J& vimos que todo ideal completamente primo é ideal primo. Agora, veremos

como essas duas classes se relacionam com ideais fortemente primos.
Proposicao 2.7 :
(a) Todo ideal fortemente primo € ideal primo.

(b) Todo ideal completamente primo € ideal fortemente primo.

Demonstragao: a) Seja P um ideal fortemente primo do anel R. Para provar que
P é primo tomamos ideais A e B de R tais que P C A,P C B e AB C P. Suponha

A R
que A ¢ P. Entao 2 é ideal nao nulo do anel 2 Por hipoétese P ¢ ideal fortemente
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: . R : : . : :
primo e entao 12 é anel fortemente primo. Assim existe um conjunto finito F' C 2

_ A B _
tal que An%(F) = (0). A inclusdo AB C P assegura que P = (0), e entao temos

B — B — B
que FF = (0). Logo B - An%(F) = (0) e portanto 5= (0). Assim B=PePé

ideal primo.

b) Seja P ideal completamente primo do anel R. Para provar que P é ideal

: R : :
fortemente primo devemos provar que 12 ¢é anel fortemente primo. Para isso, tome
~ R
um ideal nao nulo I de iz Pelo Segundo Teorema do Homomorfismo, existe um ideal
T ~ I ~ _ I
[deRtalquePglgReF:I. Comoﬁ:]%(O), existe @ € Ftalque

@ # 0. Entdo, a € I\P. Tomemos F = {@} C I. Vamos provar que An%(F) = (0).

_ _ R _  _
Dado b € An%(F), temos que b € B © ab = 0. Assim ab € P e, como P é ideal

completamente primo e a ¢ P, vem que b € P. Portanto, b = 0, isto 6, An% (F) = (0).
[ |
Exemplo 2.7 : Ideal fortemente primo que nao é completamente primo.

Vimos no Exemplo 2.1 que o ideal P = (0) do anel M5(R) nao é completamente
primo. Por outro lado, como M(R) é anel simples, segue do Exemplo 2.4 que M;(R)
é anel fortemente primo. Portanto, P = (0) é ideal fortemente primo que nao é

completamente primo.
|

Na literatura sobre classes de ideais primos encontra-se a afirmacao que a classe
de ideais fortemente primos nao coincide com a classe de ideais primos. No entanto,
nenhum exemplo, ou sequer um caminho para produzir um exemplo de ideal primo
que nao é fortemente primo, é apresentado. Tentamos em vao produzir um exem-
plo. Claro que tal exemplo deve ser procurado entre os anéis nao simples e nao
comutativos, pois os anéis simples s@o fortemente primos (Exemplo 2.4), e nos anéis
comutativos os ideais primos sao completamente primos (Proposigao 2.1) e, entao,

sao fortemente primos (Proposicao 2.7 (b)). Outra restri¢ao para obter o tal exemplo
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sao os anéis finitos. De fato, se P ¢é ideal primo e o anel é finito, entao P ¢ fortemente
primo (Corolario 2.1). Em particular, devemos procurar em anéis infinitos. Também
nao tivemos sucesso na busca do exemplo desejado em anéis da forma M, (A), em
que A nao é anel de divisao. Nao procuramos em anéis de matrizes infinitas e anéis

de grupos, pois um estudo destes anéis fogem do objetivo do trabalho.

2.3 Ideais Primos nao Singulares.

Definicao 2.9 : Um ideal a direita H de R é dito essencial se para todo ideal a
direita I # (0) de R temos I N H # (0).

Exemplo 2.8 : Seja R um anel primo. Entao todo ideal nao nulo H € ideal essencial

como ideal a direita.

De fato, seja I # (0) ideal a direita de R. Entao, como R ¢ anel primo e H e I sdo

nao nulos, IH # (0). Mas, note que I[H C INH, poisser € [H,r = Zmiyi,xi el,
i=1

y; € H. Ora, se x; € I,1 é ideal a direita e y; € H C R, temos que x;y; € I, e

sey;, € H, H éideal e z; € I C R temos x;y; € H. Logo, r € I N H. Portanto,
(0) #IH CINH e H é ideal essencial.

Exemplo 2.9 : Os ideais essenciais de Zy sio Zy e 2.74 = {0,2}.

De fato, os tnicos ideais de Z, sao {0},27Z, e Z,. Logo, todo ideal nao nulo de Z,

tem interseccao nao trivial com 2Z, e com Zy.
[ |

Vimos na Proposicao 2.5 (a) que Ang(a) é ideal a direita de R. A defini¢ao abaixo
diz que o conjunto dos elementos a € R, para os quais o ideal Ang(a) é essencial,

formam o ideal singular.

Definigao 2.10 : O ideal singular (a direita) Z(R) de R € definido como o conjunto

dos elementos a € R tais que Ang(a) € ideal essencial.

Para provar que Z(R) é, de fato, um ideal de R usaremos o seguinte lema.
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Lema 2.1 : Sejam I um ideal essencial de R e x € R. Entdo J, = {r € R; zr € I}

€ ideal essencial de R.

Demonstracao: Como 0 € J,, temos que J, # &.

Sejam 11,71y € J,. Entao, xry,xry € I, e segue que:

x(ry—ry) =ary—areg €1 =11 — 19 € Jp)

x(ry.re) = (xry)re € I = 1119 € J,

Logo J, é subanel de R.

Dado A € R, temos que xr A € I, pois zr; € 1. Entao, m A € J,, e J, é ideal a direita
de R.

Suponha que J, nao seja ideal essencial. Entao existe um ideal a direita H de R tal
que H # (0) e HN J, = (0).

Como H é ideal a direita, é facil ver que H' = xH é ideal a direita de R.
Afirmamos que H' N1 = (0). De fato, se wu € H' NI entaou =xh € I, h € H C R.
Pela definigdo do conjunto J,, temos que h € J,. Logo, h € J, N H = (0), e dai
h =0, o que implica em u = xzh = 0.

Como [ é ideal essencial de R e H' NI = (0), devemos ter H' = (0). Vamos ver que
isso leva a uma contradi¢do. Como H # (0), podemos tomar 0 # h; € H.

Entao xh; € xtH = H' = (0), e dai hy = 0, que implica em h; € J,. Portanto,
0%# hy € J,NH = (0). Absurdo.

Observacao 2.4 : Na prova do Lema 2.1, so usamos a hipotese de I ser ideal
essencial de R para mostrar que J, € ideal essencial de R. Portanto, se I € ideal

a direita de R entao J, € ideal a direita de R.
Proposigao 2.8 : Z(R) € ideal de R.

Demonstragao: Inicialmente, note que Z(R) # &, pois Ang(0) = R, que ¢é ideal
essencial de R, e entdo 0 € Z(R).

Sejam a,b € Z(R). Entao Ang(a) e Ang(b) sdo ideais essenciais. Seja I um ideal &
direitade R, I # (0). Como Ang(a) ¢ ideal essencial, temos que J = INAng(a) é ideal
a direita de R e J # (0). Como Ang(b) ¢é ideal essencial temos que (0) # J N Ang(b).

Entao:
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(0) # J N Ang(b) = I N (Ang(a) N Ang(b)) C I N Ang(a — b).

Segue que Ang(a — b) ¢é ideal essencial de R e, assim, a — b € Z(R).

Da mesma forma prova-se que (0) # I N Ang(a.b) e, entdo, ab € Z(R).

Até aqui temos provado que Z(R) é subanel de R.

Para verificar que Z(R) é ideal & esquerda de R, tomamos = € R, e observamos que
Ang(a) € Ang(za). Como Ang(a) é ideal essencial, temos que para todo ideal a
direita I de R, I # (0), vale (0) # I N Ang(a) e, entdo, (0) # I N Ang(za). Portanto,
Ang(za) é ideal essencial de R e, entdo, za € Z(R).

Falta verificar que Z(R) é ideal a direita de R.

Com a notagao estabelecida acima devemos mostrar que I N Ang(ax) # (0) para todo
ideal a direita I de R, I # (0).

Como Ang(a) é ideal essencial de R, segue do Lema 2.1 que

J. ={r € R; ar € Ang(a)} é ideal essencial de R. Note ainda que:
re€J, = ar € Ang(a) = axr =0 =r € Ang(azx).

Assim J, C Ang(ax).

Desde que J, é ideal essencial de R temos:

(0) #INJ, CInNAng(ar) = Ang(ax) é ideal essencial de R.
Portanto za € Z(R) e Z(R) ¢é ideal a direita de R.

Definigao 2.11 : Um anel R é nao singular (a direita) se Z(R) = (0).

Neste trabalho, nao exploraremos os anéis nao singulares e, sim, ideais nao singu-

lares, e para isso usaremos a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.12 : Um ideal primo P de R é dito ideal primo nao singular se 2 é

R
um anel nao singular, ou seja, Z (F) =0.

Exemplo 2.10 : O ideal (0) € ideal primo ndao singular do anel Z.

Como Z é dominio temos que (0) é ideal completamente primo e, portanto, é ideal
primo.

Seja x € Z(Z). Entao Angz(x) é ideal essencial de Z. Como os ideais de Z sao da
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forma n.Z, existe n € N tal que Angz(z) = n.Z.

Se n = 0 vem que Angz(z) = (0) é ideal essencial de Z, que nao pode ocorrer pela
defini¢ao de ideal essencial. Logo, n # 0.

Como n € Ang(x), devemos ter zn = 0, com n # 0. Portanto z = 0. Logo,

Z(Z) = (0) e Z é anel nao singular, isto é, (0) é ideal nao singular.
|

Vamos relacionar ideais nao singulares com as classes de ideais primos ja estudadas

anteriormente:

Proposicao 2.9 :
a) Todo ideal fortemente primo € primo nao singular.

b) Todo ideal primo nao singular é primo.

Demonstragao: a) Seja P um ideal fortemente primo do anel R’. Por defini¢ao
/

R = — é anel fortemente primo. Pela Proposi¢ao 2.7 (a), P é ideal primo. Admita

P

primo nao singular. Assim, é suficiente provar que todo anel fortemente primo é nao

R/
provado que Z(R) = (0). Entao temos que Z <—) = (0) e, portanto, P serd ideal

singular. Seja entao R um anel fortemente primo. Suponha Z(R) # (0). Como (0)
é ideal fortemente primo de R e Z(R) ¢ ideal de R tal que (0) C Z(R), aplicamos
a Proposicao 2.6 para obter um conjunto finito F' = {ay,as,...,a,} C Z(R) tal que
F.a = (0), com a € R, implica a = 0, ou seja, Ang(F) = (0). Temos que, para
cada i, An,(a;) é essencial (pois a; estd em Z(R)). Agora, An,(a;) é essencial e
An,(az) é ideal a direita, logo, An,(a1) N An,.(az) # (0). Mas sabemos que inter-
secgao de ideais a direita é ideal a direita, logo, An,(a;) N An,(ay) # (0) é ideal a
direita e (An,(a1) N An,.(az2)) N An,(a3) # (0). Repetindo os passos, teremos que
N An,(a;) # (0). Logo, temos que (0) # NI, An,(a;) = An,.(F) = (0). Absurdo.
Portanto, Z(R) = (0).

b) Por definigao.
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Para um anel R, usaremos as seguintes notacoes:

. C(R) - para indicar o conjunto dos ideais completamente primos de R.
. S(R) - para indicar o conjunto dos ideais fortemente primos de R.

. Z(R) - para indicar o conjunto dos ideais primos nao singulares de R.
. P(R) - para indicar o conjunto dos ideais primos de R.

De acordo com as Proposigoes 2.7 e 2.9 podemos concluir que:
C(R) CS(R) C Z(R) C P(R).

Cada uma das inclusoes acima é estrita. Vimos no Exemplo 2.7 que C(R) € S(R),
e, pelos comentarios feitos no final da se¢ao anterior, nao é facil obter exemplos para

ver que as ultimas duas inclusoes acima sao estritas.

2.4 Ideais Maximais, Primitivos e Primos nil semi-simples.

No Capitulo 1 vimos a definicao de ideais maximais em anéis comutativos. Para
anéis nao comutativos a definicao de ideal maximal é a mesma, como descrevemos

abaixo.

Definigao 2.13 : Sejam R um anel e M um ideal de R, M # R. Dizemos que M

€ i1deal maximal de R quando:

J ideal de M tal que M C J C R implica J =M ou J = R.

Observacao 2.5 : Um ideal maximal a direita € definido de forma andloga a ideal

mazximal, simplesmente trocando ideais por ideais a direita.

De forma andloga ao que vimos para anéis comutativos, temos que, para um anel

qualquer, um ideal maximal sempre é ideal primo.

Proposicao 2.10 : Seja R um anel. Entao todo ideal mazximal de R € ideal primo
de R.

Demonstragao: Sejam P um ideal maximal de R, A e B ideais de R tais que
AB C P. Suponha A ¢ P. Como A+ P ¢ ideal de R temos

PSA+PCR=A4+P=R=1=a+p, acAepcP.
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Dado b € B, podemos escrever b = ab + pb.
Como ab € AB C Pepbe P, temos que b € P. Logo, B C P e P é ideal primo de
R.

A Proposigao 2.10 garante que o conjunto dos ideais maximais formam uma classe

de ideais primos. Veremos agora uma informacao mais precisa.
Proposicao 2.11 : Todo ideal maximal € ideal fortemente primo.

Demonstracao: Seja M um ideal maximal do anel R. Tomemos [ ideal de R tal
que M & I. Entao temos I = R. Portanto, {1} C I esea € Re {1l}.a C M, entdo
a€ M.

Pela Proposicao 2.6, M é fortemente primo.

Usando a notagao
. M(R) - para indicar o conjunto dos ideais maximais de R

temos as inclusoes
M(R) € S(R) € Z(R) € P(R).
O Exemplo abaixo mostra que M(R) & S(R).

Exemplo 2.11 : Ideal fortemente primo que nao € ideal mazximal.

Tome R = Z e P = (0). Como Z ¢é dominio comutativo temos que (0) é ideal
completamente primo e portanto é ideal fortemente primo. Claro que (0) nao é ideal
maximal de Z, pois 2.Z é ideal de Z e (0) G 2.Z G Z.

Observe que o Exemplo 2.11 mostra algo mais. A saber, mostra que

C(R) € M(R). Vejamos agora que M(R) ¢ C(R).

Exemplo 2.12 : Ideal maximal que nao € ideal completamente primo.
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Tome R = My(Z) e P = (0). Ja vimos no Exemplo 2.1 que (0) nao ¢ ideal completa-
mente primo. No entanto, como R é anel simples, temos que (0) é ideal maximal de

R.

Vamos ver agora, outras duas importantes classes de ideais primos.

Definigao 2.14 : Dado um ideal a direita L de R, definimos (L : R) por
(L:R)={x € R;Rx C L}.
Proposicao 2.12 : Seja L um ideal a direita do anel R.
(a) (L : R) € ideal (bilateral) de R.
) (L:R)CL
(c) (L: R) é o maior ideal (bilateral) de R que estd contido em L.

Demonstragao: (a) Claro que (L : R) # &, pois 0 € (L : R).

Sejam x,y € (L : R). Entao os ideais & esquerda Rz e Ry estao contidos no ideal a
direita L. Assim:

Rx—y) CRt—RyCL=z—-ye(L:R).

R(zy) = (Rz)yC LyC L=y e (L:R).

Portanto, (L : R) é subanel de R.

Tome agora r € R.

R(zr) = (Rx)r CLr C L= ar e (L:R).

R(rz) C(Rr)x CRx C L=rz e (L:R).

Segue que (L : R) é ideal bilateral de R.

(b) Se x € (L : R) entdo Rz C L e, como R tem unidade, vem que = € L.
Logo, (L: R) C L.

(c) Seja I um ideal de R tal que I C L. Dado u € I, temos que Ru C I C L, ou
seja, uw € (L : R). Logo, I C (L: R).
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Exemplo 2.13 : Calcular (nZ : Z) para cada n € N.

Pela Proposicao anterior, (nZ : Z) é o maior ideal bilateral de Z contido em nZ.
Logo, (nZ : Z) = nZ.

O Exemplo 2.13 pode ser facilmente generalizado.

Exemplo 2.14 : Se R ¢ anel comutativo e L € ideal de R entao (L : R) = L. E, de

forma mais geral, se R € anel qualquer e L € ideal bilateral de R entao (L : R) = L.
Analogo ao Exemplo 2.13.

O Exemplo 2.14 mostra que o conjunto (L : R) s6 ¢ interessante quando R é
nao comutativo. E, no caso nao comutativo, s é interessante quando L nao é ideal
bilateral de R.

, b
Exemplo 2.15 : FE fdcil ver que L = {( g 0 > € MQ(R)} ¢ ideal a direita do
anel R = My(R). Vamos calcular (L : R).

Sabemos que (L : R) é o maior ideal bilateral de R contido em L. Como R é simples
e L # R, temos que (L : R) = (0).

Generalizando o Exemplo 2.15 temos:

Exemplo 2.16 : Se R ¢ um anel simples e L ¢ um ideal a direita proprio de R
entao (L : R) = (0).

Definicao 2.15 : Um ideal P de R é dito primitivo (a direita) se existir um ideal
mazximal a direita L de R tal que (L : R) = P.

Definicao 2.16 : Um anel R € dito primitivo (a direita) se (0) é um ideal primitivo.
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Proposicao 2.13 : Seja P um ideal de R. Sao equivalentes.
(i) P € ideal primitivo de R.
R
(i1) Iz ¢ anel primitivo.

Demonstracao: Em varios lugares nesta demonstragao usaremos, sem mencionar,
o Segundo Teorema do Homomorfismo e seu Coroldrio para ideais a direita, como
provados no Capitulo 1.

(1) = (i) Por hipdtese, existe um ideal a direita maximal L de R tal que
(L : R) = P. Pela Proposicao 2.12 (b), temos que (L : R) C L e, entdo, P C L. Segue

L R L
que 2 ¢ ideal a direita do anel 2 Vamos provar que 2 ¢ ideal a direita maximal de

R

ﬁ.

~ R ~ R ~ J
Seja J um ideal a direita de 2 tal que CcJcC 2 Entao J = — para algum ideal

P
a direita J de R tal que P C J. Assim:

L _J _R ~ L ~ R
Zcicz cJcC — — - .
P_P_P:>L_J_R:>J LouJ=R=1J PouJ Iz
L . N .

Portanto, 2 é ideal a direita maximal de —.
L R R L

Sejaﬂe(ﬁzﬁ). Entéoﬁﬂgﬁe,dai,RugL. Isso diz que u € (L: R) = P e,

= L R _ _
portanto, w = 0. Assim, temos provado que <F : F) = (0) e (0) é ideal primitivo de

R L
—. Logo, 2 ¢é anel primitivo.

P

L R
(17) = (i) Por hipdtese, existe ideal a direita maximal 2 de B tal que

L R _
<F : F) = (0). Entao L é ideal a direita de R que contém P. Seja J ideal a direita
J R L J R
C C R. a0 — 61 a direi —e¢ — C — C —.
de R tal que L C J C R. Entao Iz ¢ 1deal a direita de Iz e e Pela
J

N L L
maximalidade de 12 temos — = UL =5

P
L é ideal a direita maximal de R.

e, dai, J = L ou J = R. Segue que

Sabemos, pela Proposicao 2.12 (¢), que (L : R) é o maior ideal bilateral de R contido
em L. Como P é ideal bilateral de R e P C L, temos que P C (L : R). Tome agora

L L
Rﬂg o Segue que u € ( i

T R). a C { — Z o2 (D) ,
u € (L : R). Entao Ru_Ledalp 2 P) (0), isto é,
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u € P. Portanto, (L : R) = P e P ¢ ideal primitivo de R.

A proposigao abaixo mostra que, no caso comutativo, os anéis primitivos sao exa-

tamente os corpos.

Proposicao 2.14 : Seja R um anel comutativo. Sao equivalentes:

(i) R € corpo

(i1) R é anel primitivo.
Demonstracao: Lembre que pela Proposigao 1.8 temos que R é corpo se, e somente
se, (0) é ideal maximal de R.

(i) = (it) Basta provar que ((0) : R) = (0). Como R é anel simples, isso segue do
Exemplo 2.16.

(i4) = (i) Por hipétese existe um ideal maximal L de R tal que (L : R) = (0).
Pela Proposigao 2.12 (¢), (0) é o maior ideal contido em L. Logo, L = (0) é ideal

maximal de R e, portanto, R é corpo.

Exemplo 2.17 : Todo anel simples é primitivo.

Seja R um anel simples e L um ideal a direita maximal de R, que existe conforme

vimos na Observacao 1.7. Pela Proposigao 2.12 (¢), (L : R) é o maior ideal bilateral
de R contido em L. Como R é simples e L # R, a unica possibilidade é (L : R) = (0).

Logo, (0) é ideal primitivo de R e entdo R é anel primitivo.

Proposicao 2.15 : Todo ideal maximal € ideal primitivo.

Demonstracao: Seja M um ideal maximal do anel R. Note que o anel i é simples.
R

De fato, pelo Segundo Teorema do Homomorfismo um ideal de i deve ser da forma

1

Wi onde [ éideal de R e M C I C R. Pela maximalidade de M, vem que I = M ou
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1 R
I = R. Assim, i é ideal trivial e i é anel simples.

R
O Exemplo 2.17 garante que i ¢é anel primitivo, e a Proposicao 2.13 diz que M é

ideal primitivo de R.

Notagao:
. p(R) - indica o conjunto dos ideais primitivos de R.
Pela Proposicao 2.15, temos que
M(R) € p(R).

Para apresentar nossa ultima classe de ideais primos definimos inicialmente os

ideais que sao nil ideais.

Definicao 2.17 : Um ideal I do anel R é um nil ideal se cada x € I € um elemento

nilpotente, isto €, existe n > 1 tal que " = 0.

Definicao 2.18 : Um ideal primo P do anel R € dito nil semi-simples se o anel 2

nao possut nil ideais nao nulos.

O lema a seguir serd til para relacionar ideais nil semi-simples com ideais primi-

tivos.

Lema 2.2 : Sejam R um anel e L um ideal a direita de R.
(a) Se c € R é nilpotente entio 1 — ¢ é inversivel em R.
(b) Se (L: R)=(0) e B € ideal de R contido em L entio B = (0).

Demonstragio: (a) " =0& c"—-1=-1< (c—1)("+.+1)=-1¢&
(1—c)(c™t+..+1)=1.

Ou seja, 1 — ¢ é inversivel.

(b) Pela Proposigao 2.12 (¢), (L : R) é o maior ideal bilateral contido em L. Como
B éideal de R e B C L, temos que B C (L : R) = (0).
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Proposicao 2.16 : Todo ideal primitivo é primo nil semi-simples.

/
Demonstracao: Seja P um ideal primitivo do anel R’. Pela Proposicao 2.13, R = 52
é anel primitivo. Admita provado que (0) é ideal primo nil semi-simples de R.
/ /
Pelo fato de (0) ser ideal primo de = R, vem que 52 é anel primo, e entao P é

ideal primo.
/
Pelo fato de (0) ser ideal nil semi-simples de R = o temos, por definicao, que

R R
—— = — nao possui nil ideais. Assim, P ¢ ideal nil semi-simples de R.

Portanto, nossa prova ficard completa quando mostrarmos que para um anel qualquer
R vale:

R anel primitivo = (0) é ideal primo nil semi-simples de R.

Como R ¢ primitivo, existe um ideal maximal & direita L tal que (L : R) = (0).
Sejam A e B ideais de R tais que AB = (0) e A # (0). Pelo Lema 2.2 (), temos que
A¢ L. Entao, L G A+ L C R e, como L é maximal & direita, vem que A+ L = R
e, dai, existem a € A, x € L tais que a + = = 1.

Entao, para cada b € B, temos b = ab + zb = zb € L, pois AB = (0). Portanto,
B C L e, como (L: R)=(0), segue do Lema 2.2 (b) que B = (0). Assim, R é anel
primo, isto é, (0) ¢ ideal primo de R.

Seja agora I um nil ideal de R. Se I # (0), entdao I ¢ L pelo Lema 2.2 (b). Logo,
L G I+ L CR,oqueimplica I +L = R. Dal, existem c € [ ey € L tais que
c+y = 1. Portanto, y = 1 — ¢ é inversivel em R, ja que c é nilpotente. Logo, existe
t € R tal que yt = 1. Como y € L, yt € L, e, portanto, 1 € L. Logo, L=R, o que é
um absurdo, pois L é maximal a direita.

Portanto R nao possui nil ideais nao nulos, isto é, (0) é ideal nil semi-simples de R.
[ |
Exemplo 2.18 : Ideal primo nil semi-simples que nao € primitivo.

Tome P = (0) no anel R = Z. De acordo com a Proposi¢ao 2.14, Z nao é anel

primitivo e entdo P = (0) nao ¢ ideal primitivo.
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Por outro lado, como Z é dominio temos que P = (0) é ideal primo.
Para ver que P = (0) é nil semi-simples devemos verificar que — = Z nao tem nil

(0)

ideal nao nulo. Mas isso ¢ claro pois Z é dominio.

Notagao:

. N(R) - indica o conjunto dos ideais primos nil semi-simples de R.

Verificamos neste capitulo que:

C(R) € S(R) C Z(R) < P(R)

M(R) € p(R) S N(R)

Seja f : A — B um isomorfismo de anéis. O Segundo Teorema do Homomorfismo
assegura que a correspondéncia J — f(J), entre ideais a direita (& esquerda ou
bilaterais) de A e ideais a direita (& esquerda ou bilaterais) de B = f(A), é biunivoca
e preserva a inclusao.

Agora, vamos mostrar que essa correspondéncia preserva cada uma das classes de
ideais estudados até o momento. De outra forma: mostraremos que cada uma das
classes de ideais que listamos é invariante por isomorfismo. Este resultado sera usado

no Capitulo 3.

Proposicao 2.17 : Seja f: A — B um isomorfismo de anéis.

(a) P € ideal completamente primo de A < f(P) ¢é ideal completamente primo
de B.

(b) P éideal primo de A < f(P) € ideal primo de B.

(¢c) P € ideal a direita (a esquerda ou bilateral) mazimal de A < f(P) € ideal a

direita (a esquerda ou bilateral) mazimal de B.
(d) P ¢ ideal primitivo de A < f(P) € ideal primitivo de B.
(e) P € ideal fortemente primo de A < f(P) ¢é ideal fortemente primo de B.
(f) P € ideal primo nao singular de A < f(P) € ideal primo nao singular de B.
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(g) P € ideal primo nil semi-simples de A < f(P) € ideal primo nil semi-simples
de B.

Demonstragao: E claro que, em cada item, basta provar a direcao =-, pois na
direcao < basta usar f1.

(a) Sejam x,y € B tais que zy € f(P). Entao x = f(a) e y = f(b), com a,b € A.

f(ab) = f(a)f(b) =2y € f(P)=abe P=a€ Poube P
o= f(a) € F(P) ouy = f(b) € F(P).

Portanto, f(P) é ideal completamente primo de B.

(b) Para provar que f(P) é ideal primo de B, vamos usar a Proposicao 2.2 ((ii)).
Sejam z,y € B tais que xBy C f(P). Devemos provar que x € f(P) ouy € f(P).
Escreva z = f(a),y = f(b), com a,b € A. Para cada ¢ € A, temos f(c) € B e entao
xf(c)y € xBy C f(P). Segue que:

flach) = f(a)f(c)f(b) = 2f(c)y € f(P) = acb € P.

Logo, aAb C P e, como P é ideal primo de A, temos que a € P ou b € P. Assim,
x = f(a) € f(P) ouy = f(b) € f(P). Portanto, f(P) é ideal primo de B.

(¢) Faremos para ideais a direita maximais. Os outros casos sao analogos.
Seja J ideal a direita de B tal que f(P) C J C B. Sabemos, pelo Segundo Teorema
do Homomorfismo, que J = f(I) para algum ideal a direita I de A tal que P C I C A.
Como P é ideal a direita maximal, vem que I = P ou I = A. Portanto, J = f(P)
ouJ = f(A) = B, isto é, f(P) ¢ ideal a direita maximal de B.

(d) Usaremos a Proposicao 2.12 (c).

Por hipétese, existe um ideal a direita maximal L de A tal que (L : A) = P. Pela
Proposigao 2.12 (¢), temos que P é o maior ideal bilateral de A contido em L. Pelo
item (c), temos que f(L) é ideal a direita maximal de B. Claro que f(P) ¢é ideal
bilateral de B contido em f(L). Pela Proposigao 2.12 (¢), basta provar que f(P) é
o maior ideal bilateral de B contido em f(L), e teremos (f(L) : B) = f(P), isto é,
f(P) é ideal primitivo de B.

Seja entao J um ideal bilateral de B tal que J C f(L). Sabemos que J = f(I) para
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algum ideal bilateral I de A. Aplicando f~! em f(I) C f(L), concluimos que I C L.
Entdao I C P e, dai, J = f(I) C f(P).

(e) Usaremos a Proposicao 2.6.
Seja J ideal de B tal que f(P) C J. Sabemos que J = f([) para algum ideal I de A
que contém propriamente P. Pela Proposicao 2.6, existe um conjunto finito F' C [

tal que:
acAeFaCP=acP.
Tome F = f(F) C f(I) = J, que é finito. Devemos mostrar que:
€ BeFuC f(P)=zc f(P).
Escreva z = f(a),a € A. Dado u € F, temos f(u) € F. Entéo:
fw)f(a) € Fo C f(P) = f(ua) € f(P) = ua € P.

Segue que Fa C P e, entao, a € P. Portanto, x = f(a) € f(P).

(f) Ja sabemos por (a) que f(P) é ideal primo de B. Entao, pela definicao de

B _
ideal primo nao singular, devemos provar que Z (m) = (0). Como P é ideal

A _
primo nao singular de A, temos que Z (E) = (0).

B
SejaT=x+ f(P) € Z (m) Por definicao, vem que An_s_

(T) é ideal essencial
7Py
Como = € B, temos a € A tal que f(a) = x. Assim, a € 5 Vamos

TPy

A
mostrar que a € Z (F) Para isso, temos que verificar que An 4 (@) ¢é ideal essencial

A
de ﬁ

1 A
Seja entao 2 ideal a direita nao nulo de iz Segue que [ é ideal a direita de A e

P S I. Aplicando f, vem que f(P) S f(I) = J e J ¢ ideal a direita de B. Assim,

B B
é ideal nao nulo de e, como An_p (T) é ideal essencial de ——, existe
A 7P ' it (7 7P)
0#7uc mﬂAnfgj), isto 6, 0 A7 € 7P e 7.u = 0. Note que w = u + f(P) com
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uweJ=f(I),edezu=0 temos zu € f(P). Podemos escrever u = f(v),v € I.
zu € f(P)= f(a)f(v) € f(P)= f(av) € f(P)= av € P = a.v =0 em %

Além disso, u # 0 implica em u ¢ f(P) e daf v ¢ P.

_ A
Segue que T # 0,V € 2 NAna (@). Portanto, An 4 (@) é ideal essencial de 5 e entao

A _
ae” (F) = (0). Agora podemos concluir que a € P. Mas a = f~(z) € P e, dai,
— B _
x € f(P). Logo, T =z + f(P) = 0. Provamos assim que Z (m) = (0).

(g) Pelo item (a), ja sabemos que f(P) é ideal primo de B. Entao, pela defini¢ao

de ideal primo nil semi-simples, devemos mostrar que nao possui nil ideal nao

f(P)

nulo.

J . B
7P nil ideal de 7P

1 A
algum ideal I de A que contém P. Vamos mostrar que iz é nil ideal de iz De fato,

Seja . Segue que J é ideal de B e, portanto, J = f(I) para

I
dadoTm=v+ P € B Com v € I, temos que f(v) € J. Assim, f(v) = f(v) + f(P) €

J —_\"  _ -
7P que é nil ideal. Logo, existe n € N* tal que <f(v)> = 0. Isso diz que f(v") = 0,
isto é, f(v") € f(P).

Segue que v" € P e, dai, 0 = v = (v)". Concluimos que 7 é nilpotente e, entao, 7
é nil ideal de —.
P

Por hipotese, P é ideal primo nil semi-simples de A, ou seja, 2 nao possui nil ideal
I _
nao nulo. Assim, 5= (0), que leva a I = P. Aplicando f, temos J = f(I) = f(P)

e, entao, = (0). Portanto, nao possui nil ideal nao nulo.

I B
f(P) f(P)
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3 Radicais de Anéis

Quando estudamos um anel R, algumas vezes é conveniente cancelar elementos

cujo comportamento é indesejavel. Fazemos isso agrupando esses elementos num ideal

a(R) de R e estudando o anel , definindo a(R) de modo que « (i> = (0).

R
a(R) a(R)

Este ideal a(R) serd chamado Radical de R.

Neste Capitulo vamos apresentar os principais radicais estudados na matematica.
A saber, o radical primo, radical de Jacobson, nil radical superior, nil radical genera-

lizado, radical fortemente primo, radical singular e o radical de Brown-McCoy.

Nosso objetivo é verificar que cada um destes radicais pode ser obtido como in-

terseccao de alguma das classes de ideais primos estudadas no Capitulo 2.

Exemplo 3.1 : Seja R um anel comutativo. Entdo Nil(R), que € o conjunto dos

elementos nilpotentes de R, € um radical de R.

Nil(R) é ideal de R: Sejam z,y € Nil(R). Portanto, existem n, m € N tal que
" =0,y"™ = 0. Entao:

(w—y)mtm=>" ( nn;m ) e

k=0

ntm=k g4 serd diferente de zero quando k < m, e dai, (—y)* = 0. Logo, z —y é

Mas x
nilpotente.
Agora tome x € Nil(R) e a € R. Entao, existe n € N tal que 2™ = 0. Logo:

(x.a)" = (a.x)" = a™z" = a".0 = 0, ou seja, a.x e x.a sao nilpotentes.

Nil <N1i3)) = (0): SejaT € Nil <N@—l}?R)> Entao existe n tal que (Z)" = 0.
Assim:

()" =0= 2"
= 2" =0=x¢€ Nil(R)=7=0.
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Portanto, Nil(R) é um radical de R, chamado nil radical de R. Como o anel

Nil(R) nao possui elementos nilpotentes, pode ser mais 1til estudé-lo do que estudar
i

o anel R.

Observacao 3.1 : Veremos adiante o nil radical superior, em um anel R qualquer.
Esse também serd denotado por Nil(R) e, no caso em que R € comutativo, coincide

com o radical visto no Fxemplo 3.1.

Vamos entao, definir alguns radicais importantes.

Notagao:

. B(R) - indica a intersecgao de todos os ideais primos de R.

Nosso objetivo é mostrar que G(R) é um radical. Claro que 5(R) é ideal de R, e

R
B(R) esta contido em todo ideal primo P de R. Falta mostrar que 3 (m) =0

Para isso usaremos o lema abaixo.

P R
Lema 3.1 : Se P € ideal primo de R entdo ¢ ideal primo de )
B(R) B(R)
D tracao: C P éidealde Re B(R) C P, écl P 5 ideal d 1t
emonstragao: Como P éideal de R e C P, é claro que ¢ ideal de :
B(R) B(R)
R
Assim, temos o anel quociente 5(}_})2) , que vimos, no Exemplo 1.15, ser isomorfo a —.
B(R)

Como P é ideal primo de R temos que iz é anel primo, isto é, (0) é ideal primo de

22 Pelo isomorfismo, concluimos que (0) = ¢ ideal primo de

P R
B(R) B(R)

Observacao 3.2 : Uma alternativa para provar o Lema 3.1 sem trabalhar via isomor-

~ = R ~ P
fismo € a sequinte: Sejam A e B ideais de tais que AB C ——.
(R) B(R)
Pelo Sequndo Tt do H. fi i- A 5B AeB
elo Sequndo Teorema do Homomorfismo, A = e B = em que A e
! B(R) B(R)
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sao ideais de R que contém B(R). Agora, usando o fato de P ser ideal primo de R,

temos:
apc-L o A B - P L pcpoAcPuBCP
ou
~ B(R)  B(R)B(R) ~ B(R) - - -
~ A P ~ B P
= A=—-—-C ou B=—=C ——.
B(R) ~ B(R) B(R) — B(R)
P R
Logo, ¢ ideal primo de .
B(R) B(R)
Proposicao 3.1 : §(R) é um radical.
Demonstragao: Basta provar que 3 <i) = (0)
' B(R) '
SejaT = x + B(R) € 8 (%) Tomemos P ideal primo de R. Pelo Lema 3.1
P ¢ ideal primo de 1t Portanto, = € i e, dai x € P. Entao, x estd na
B(R) B(R) ’ B(R) ' ’

interseccao de todos os ideais primos de R, ou seja, z € B(R). Logo, T = 0.

Definicao 3.1 : O radical S(R) € chamado radical primo ou nil radical inferior do

anel R.

O radical primo pode ser caracterizado através de outro tipo de ideais, chamados

ideais semiprimos. Trataremos disso agora.
Definicao 3.2 : Um ideal I de R € dito nilpotente se existir n > 1 tal que I™ = 0.

Definicao 3.3 : Um ideal L de R é dito semiprimo se L # R e

aRa C L,ae R=a€L.
Definicao 3.4 : O anel R € semiprimo se o ideal (0) € semiprimo.

Com essas defini¢oes, temos a seguinte

Proposicao 3.2 : Sao equivalentes:
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(1) L € um ideal semiprimo de R.
(17) 7 nao possui ideais nilpotentes nao triviais.
(1i1) L € intersec¢ao de ideais primos.

R
Demonstragao: (i) = (i4) Suponha que 7 tenha um ideal nilpotente nao trivial
I. Entao, existe n € N* tal que I" = (0) e I"™! # (0) (pois I # (0)). Tomando

R
H = I"""vem que H # (0) e H*> = (0). Desde que H ¢ ideal de 7 sesue do Segundo

J
Teorema do Homomorfismo que H = 7> para algum ideal J de R tal que L C J.
Entao:
. J  _R__ .,
H#(O):>L§J:>EI(LEJ\L:>O7£CLEZ:MLZ@QH = {0}.

Seja r € R. Entao ara = 0 e daf aRa C L. Porém, a ¢ L. Isso contradiz a hipdtese

R
(1) que assegura que L é ideal semi-primo de R. Portanto, 7 nao tem ideal nilpotente

nao trivial.

(it) = (i) Seja a € R tal que aRa C L. Entao, como R* = R (pois R tem
unidade), (RaR)* = RaRaR C L.
R_R\* _ . I .
Segue que 797 ) = (0). Em particular, @ = 0 e, dai, a € L. Portanto, L é ideal

semi-primo de R.

(i) = (iii) Seja {P;;i € T'} o conjunto dos ideais primos de R que contém L.
Como L # R, temos, pela Proposigao 1.6, que existe um ideal maximal M de R tal
que L C M. Mas, entdao, M é primo e, portanto, {P;;i € I'} # . Seja H = Nier P
Claro que L C H. Agora, suponha que exista ag € H\L. Entao, pela caracterizacao

de ideais primos vista na Proposigao 2.2 (iii) temos:

ap ¢ L e L ideal primo de R = agRay ,CZ L = 3r; € R tal que agriag = a1 ¢ L,
ar ¢ L e L ideal primo de R = a1Ra; ¢ L = 3ry € R tal que ayroa; = as ¢ L.

Por indugao, construimos uma seqiiéncia S = {ag, a1, as, ...} tal que para cada i € N*
existe r; € R que satisfaz a; = a;_1r;a;1 ¢ L.
Seja &= {J;J éideal de R,L C J e JNS = O} ordenado por inclusao. Note que

62



I # O pois L € S.

Dada uma cadeia {Jy}rcq em & temos que J = UyeqJy é ideal de R, ja que {J)}req
é totalmente ordenado. Claro que L C J e JNS = . Logo J é cota superior em
para {J)}xeq. Pelo Lema de Zorn, existe um elemento maximal P € .

Afirmacao: P ¢ ideal primo de R.

De fato, como P € & sabemos que P é ideal de R. Sejam A e B ideais de R tais que
PcAePCB. Claroque L C Ae L C B. Desde que P é maximal em & devemos
ter A, B ¢ 3. Entao s6 resta ANS # O e BNS # (. Assim existem a;,a; € S tais

que a; € A e a; € B. Sem perda de generalidade, assuma que ¢ > j. Agora, note que
Ait1 = AiTi410; = QT41Q—173Q—1 = ... = QTi410;-1TiAi—1 - . . AT j4105 € AB

Mas a;11 ¢ P e, entdo, AB ¢ P. Portanto, pela Proposigao 2.2 (v), vem que P é
ideal primo.
Obtivemos que ag ¢ P, P ideal primo que contém L. Isso leva a contradigao ag ¢ H,
pois P € {P;;i € I'}. Portanto, H C L, e concluimos que H = L, ou seja, L é a
interseccao de todos os ideais primos de R que o contem.

(i4) = (i) Por hipdtese, L = NicqP;, {Pi;i € 2} é conjunto de ideais primos de
R. Desde que ideal primo é préprio, temos que L # R. Seja agora a € R tal que
aRa C L. Entao, para todo ¢ € 2 temos aRa C P;. Como P; é ideal primo, segue da
Proposigao 2.2 (iit), que a € P;. Portanto, a € L e L é ideal semiprimo de R.

Dessa proposicao, temos a seguinte caracterizacao para 3(R):
Corolario 3.1 : O radical primo B(R) é o menor ideal semiprimo de R.

Demonstragao: Como todo ideal semiprimo é intersecgao de ideais primos e G(R) é

intersecgao de todos ideais primos de R, obviamente $(R) é o menor ideal semiprimo.
[ |
Notacao:

. J(R) - indica a interseccao dos ideais primitivos de R.

De forma anéloga ao que fizemos com (3(R), vamos provar que J(R) é um radical
de R. Claro que J(R) é ideal de R e J(R) esta contido em todo ideal primitivo de R.
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Proposicao 3.3 : J(R) é um radical.
- R _
Demonstragao: Devemos provar que J <m) = {0}.

Tome T =x+ J(R) € J (%) Entao T estd em todo ideal primitivo de

R
Seja P um ideal primitivo de R. Entao J(R) C P e iz ¢ anel primitivo pela

J(R)’

B B
Proposicao 2.13. Vimos no Exemplo 1.15 que Jg%) ~ % e entao J(]f) ¢ anel
J(R) J(R)
primitivo. Novamente, pela Proposicao 2.13, concluimos que JZ%) ¢ ideal primitivo
de i . Segue que T =z + J(R) € P e entdo x € P.
J(R) J(R)

Concluimos que x € P, para todo ideal primitivo P de R, isto é, = € J(R). Logo,

T =x+ J(R) =0 e, portanto, J (%) = {0}.

Definigao 3.5 : O radical J(R) € chamado radical de Jacobson do anel R.

O radical de Jacobson é o radical mais importante de um anel. Vejamos algumas

propriedades deste radical.

Proposicao 3.4 : O radical de Jacobson J(R) € igual a intersec¢ao dos ideais maxi-

mais a direita de R.

Demonstragao: Chame D(R) a intersec¢ao dos ideais a direita maximais do anel
R. Devemos mostrar que J(R) = D(R).

“C7: Sejax € J(R). Entao x estd em todo ideal primitivo de R. Se L é um ideal
a direita maximal de R entao (L : R) é primitivo por definigdo. Logo = € (L : R) e
dai Rx C L. Como R tem unidade vem que x € L.
Portanto, = estd em todo ideal a direita maximal de R, isto é, J(R) C D(R).
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“D7: Para cada ideal primitivo P de R, por definicao, temos associado um ideal
a direita maximal Lp de R tal que (Lp : R) = P. Além disso, pela Proposigao 2.12
(b) sabemos que P = (Lp : R) C Lp. Segue que

p(R) = {P; P ¢ ideal primitivo de R}
C {Lp; Lp éideal a direita maximal associado & um primitivo}

C{L; L éideal a direita maximal}.

Tomando intersecgoes destas familias de ideais, as inclusoes acima se revertem, e

entdo D(R) C J(R).
|

Uma técnica idéntica a que usamos na iltima parte da demonstracao acima prova
que J(R) estd contido na interseccao dos ideais maximais de R. De fato, vimos no

Capitulo 2 que
M(R) C p(R).
Tomando intersecgdes temos que J(R) C N{P; P € M(R)}.

Observacao 3.3 : Quando trabalhamos com anéis comutativos vale a igualdade
acima, isto €, define-se J(R) como a interseccio dos ideais maximais de R. Note

que isso € uma simples consequéncia da Proposi¢cao 3.4
Podemos também caracterizar o radical de Jacobson da seguinte maneira:

Proposicao 3.5 : (i) x € J(R) & 1 — xy € inversivel a direita, para todo y € R.
(i1) O radical J(R) € o maior ideal de R tal que para cada x € J(R), 1—x € inversivel

em R.

Demonstragao: (i)(=) Seja z € J(R). Suponha que 1 — xy nao seja inversivel a
direita para algum y € R. Segue que (1 — zy)R # R, e entao (1 — zy)R ¢é ideal a
direita e préprio de R. De forma analoga ao que fizemos na Proposicao 1.6, existe um
ideal maximal a direita M de R tal que (1 —zy)R C M. Em particular, 1 —xy € M.
Como z € J(R) C M temos que xy € M que implica 1 —zy+zy =1 € M. Absurdo.

Logo, 1 — zy é inversivel a direita.
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(<) Suponha z ¢ J(R). Entao x ¢ M, para algum ideal maximal a direita M.

Mas entao:

MGzR+MCR=2R+M=R=3Jyc R, me Mtalquezy+m =1
=1l—axyeM

Logo, 1 — xy nao é inversivel a direita. Absurdo. Logo, z € J(R).

(1) Tomemos J ideal tal que para todo y € J,1 — y é inversivel. Seja © € J.
Para todo r € R temos zr € J, ou seja, 1 — xr é inversivel qualquer que seja r € R.
Portanto, x € J(R). Logo, J C J(R).

Notagoes:
. Nil(R) - indica a interseccao dos ideais primos nil semi-simples de R.
. Ng(R) - indica a intersecgao dos ideais completamente primos de R.
. s(R) - indica a interseccao dos ideais fortemente primos de R.
. 2(R) - indica a intersecgao dos ideais primos nao singulares de R.

. G(R) - indica a intersecgao dos ideais maximais de R.

Como cada um dos conjuntos acima é uma intersecgao de ideais de R, concluimos

que todos estes conjuntos sao ideais de R. Vamos provar que sao radicais de R.

Proposicao 3.6 : Seja R um anel. Entao:

(a) Nil (%(R)) = {0}.

) N (o) = O
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Demonstragao: (a) Seja T = x + Nil(R) € Nil ( ) Entao T estd em todo

R
Nil(R)

ideal primo nil semi-simples de

Nil(R)
Seja P um ideal primo nil semi-simples de R. Por defini¢ao temos Nil(R) C P,

P
e podemos montar o anel quociente Nil(R) Temos que Nl(R) ¢ ideal do anel
R
Nil(R)
R

Agora vamos mostrar que Nil(R) é ideal primo de Nil(R)’

Soi A B doais d R tai A - P S
ejam e ideais de ——— tais que . . Segue
PR NIR) © Ni(R) Ni(R) "M Nu®) Nu(R) = Ni(r) "®

que AB C P e, como P ¢é primo, temos A C P ou B C P. Portanto — ou

Nil(R)
d ; tid P dad P . deal bri

———— deve estar contido em ——— e, dai, ———— ¢ ideal primo.

Ni®) " Ni®) ™ Ni(R) P

O préxi , P doal ri 1 imnles d R P

roximo passo € provar que é ideal primo nil semi-simples de . Por
P P POVl die Nil(R) P P Nil(R)
R
definicao, basta provar que NZgR) nao possui nil ideais nao nulos.
Nil(R)

. . . - R g
Como P é ideal primo nil semi-simples de R vem que 2 nao tem nil ideais nao nulos.

Agora, o isomorfismo

R
Nil(R) R
P — P
Nil(R)
R
garante que NZgR nao tem nil ideais nao nulos.
Nil(R)
Conclui P deal ori 1 sermtiosimnles d R
oncluimos que é ideal primo nil semi-simples de :
M Ni(R) P P Nil(R)
P
Pela escolha de T no inicio da demonstracao, vem que T € m Logo x € P.
1

Como P é um ideal primo nil semi-simples arbitrdrio, concluimos que x € Nil(R).
Portanto T = x + Nil(R) = 0.
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(b) SejaT =x + Ng(R) € Ny ( ) Entao T estd em todo ideal completa-

Ng(R)

mente primo de

Ng(R)
Seja P um ideal completamente primo de R. Por defini¢ao temos, Ng(R) C P, e dai

é ideal . Vamos ver que este ideal é completamente primo.

P
Ng(R) Ng(R)
R P
Ng(R) Ng(R)

completamente primo, vem que r € P ou s € P. Entao 7 ou s esta em

Sejam 7,5 € tais que 7.5 € Segue que rs € P e, como P é ideal

e, dai,

_r
Ng(R)

¢ ideal completamente primo de

Ng(R) Ng(R)

Pela escolha de T, vem que T = = + Ng(R) €

. Logo, x € P e, entao,
Ny(R)

r € Ng(R). Portanto T = 0.

(c) SejaT =x+s(R) € s (3(]]%%)
R

s(R)’

Seja P um ideal fortemente primo de R. Por defini¢ao, temos s(R) C P, e daf

) . Entao T esta em todo ideal fortemente primo

s(R)

R
¢ ideal W Vamos ver que este ideal é fortemente primo.
s

. . R, .
Como P ¢ ideal fortemente primo de R, vem que iz é anel fortemente primo. Agora,

o isomorfismo

R
s(R) R
P —p
s(R)
P : _
garante que é ideal fortemente primo de . Pela escolha de T temos que
s(R) s(R)
P _
T=x+s(R) e SR Entdo z € P, e dai z € s(R). Logo T =z + s(R) = 0.
— R o : : .
(d) SejaT =x+2(R) € 2 (m) . Entao 7 esta em todo ideal primo nao singular
z
R
d :
" :(R)



Seja P um ideal primo nao singular de R. Por definigao temos z(R) C P, e dai

z(R)
R
é ideal R’ Além disso, de forma andloga a feita no caso (a), pode-se provar que
z
R
(R) é ideal primo de “(R)’
P R
Agora vamos mostrar que é ideal nao singular de . Por definicao, basta
z(R) z(R)
verificar que z(llj) ¢é anel nao singular.
z(R)
R
Como P é ideal primo nao singular temos que 2 ¢ anel nao singular e, via isomor-
R
R P R
fismo Z(]ﬁ%) ~ 2 obtemos que (R) ¢ ideal primo nao singular de “(R)’
z(R)
P _
Segue que T =z + 2(R) € EIh Entao x € P, e dai x € z(R). Portanto T = 0.
z
. R < : .
(e) SejaT =z + G(R) € G (m) Entao 7 esta em todo ideal maximal de
R

G(R)

Seja M um ideal maximal de R. Por definigao, temos G(R) C M e entdo é

G(R)

R
ideal m Vamos provar que este ideal é maximal.

R M I R
5 ideal —— tal C C
GUR) ¢é ideal de GIR) tal que G(R) = G < G(R)

que M C I C R. A maximalidade de M garante que I = M ou I = R. Entao
1 M I R

G@R) _ G[R) " GR) ~ GER) Segue que

Se , entao I é ideal de R tal

M R
GOR) ¢ ideal maximal de @, e dai,

T=x2+G(R) € . Segue que x € M. Entao r € G(R) e T = 0.

M
G(R)
Definicao 3.6 : O radical Nil(R) é chamado nil radical superior de R.

Definigao 3.7 : O radical Ng(R) é chamado nil radical generalizado de R.

Definicao 3.8 : O radical s(R) é chamado radical fortemente primo de R.
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Definigao 3.9 : O radical z(R) é chamado radical singular de R.

Definigao 3.10 : O radical G(R) € chamado radical de Brown-McCoy de R.

As relacoes de inclusao entre classes de ideais primos:

C(R) € S(R) S Z(R) € P(R)
ul Ul
M(R) < p(R) S N(R)

pR) < =z2(R) < s(R) < Ng(R)

70



Referéncias

GONCALVES, A. - Introducao a Algebm. Rio de Janeiro, IMPA, 1979.

DOMINGUES, H. H.; IEZZI, G. - /flgebm Moderna. Atual Editora, Sao Paulo,
1996.

FERRERO, M. - Ideais Primos em FExtensoes de Anéis. Atas da XIII Escola de
Algebra - UNICAMP, 1994.

LANG, S. - Estruturas Algébricas. Nova lorque, Universidade de Columbia, 1972.

GARCIA, A.; LEQUAIN, Y. - Elementos de Algebm. Rio de Janeiro, IMPA,
1988.

HALMOS, P. - Teoria Ingénua dos Conjuntos. Ed. Ciéncia Moderna, Rio de
Janeiro, 2001.

MCCOQOY, N. H. - The theory of Rings. Mac Millan Co., New York, 1964.

REINER, I. - Maximal Orders. Academic Press, London, 1975.

71



