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Introducao

O calculo vetorial é uma area de grande importancia para a matematica pura e apli-
cada, relacionada a analise real de vetores em uma ou mais dimensoes.

O estudo sobre calculo vetorial abrange campos vetoriais, que sao fungoes que associam
vetores a pontos do espaco. Os vetores, por sua vez, representam grandezas vetoriais que
sao inerentes a um sentido e a uma direcao. Entre as diversas aplicacoes eles desempenham
o papel de forgas que atuam num corpo, as velocidades no escoamento de um liquido, as
intensidades de um campo elétrico variavel etc, sendo assim, muito utilizados na fisica
(principalmente na Mecanica Cléssica) e engenharias.

No primeiro capitulo estudaremos fungoes, campos vetoriais e um pouco sobre curvas
paramétricas, apresentando defini¢coes e exemplos. No segundo capitulo apresentamos
os operadores gradiente, rotacional e divergente apresentando como exemplos algumas
aplicagoes. No capitulo trés trabalhamos com linha de fluxo, apresentando a equagao da
continuidade.

Ja o capitulo quatro é formado por integrais de linha e os teoremas integrais, ou seja,
de Gauss (1777-1855), Green (1793-1841) e Stokes (1819-1903) .

Gauss desenvolveu e provou o Teorema da Divergéncia enquanto trabalhava na teoria
de gravitacao, também conhecido como Teorema de Gauss. O Teorema da Divergéncia é
utilizado como uma ferramenta para tornar integrais de volume em integrais de superficie.

O trabalho de George Green também é de grande importancia no estudo do célculo,
elaborando o conhecido Teorema de Green. Green estudou sobre os fundamentos ma-
tematicos da gravitacao, da eletricidade e do magnetismo. George Stokes aplicou o calculo
de varias varaveis para estudar hidrodinamica, elasticidade, luz, gravitacao, som, calor,
meteorologia e fisica solar.

No tltimo capitulo definimos e apresentamos exemplos de campos conservativos. En-

fim, segue o trabalho.



Capitulo 1
Funcoes e Campos Vetoriais

Neste capitulo estudaremos curvas paramétricas no plano, campos e fungoes vetoriais,

apresentando defini¢oes e exemplos.

1.1 Definicao e exemplos

Definigao 1.1. Indica-se por R* o conjunto dos pares ordenados (x1,7s) de nimeros
reais. Vamos dotar o R? com a estrutura de um espaco vetorial real com as operacoes
usuais de adi¢ao de pares ordenados e multiplicacao por um niumero real. Definimos neste

espaco um produto interno ou escalar dado por

Ty =11y + Tayo (1.1)

para x = (x1,x2) ey = (Y1,y2) quaisquer. Este produto escalar induz a seguinte norma

no R?, chamada de norma euclidiana:

l|z|| = Vo o=/ + 23 (1.2)

O conjunto B = {€1, €3}, onde
€>1 = (LO)? ?2 = (Oa 1) (13)

¢ uma base do espaco R?, chamada de base canénica. Em termos desta base, qualquer

elemento x = (x1,79) € R? pode ser expresso como

T = fﬂl?l + $2?2 (14)



Definigao 1.2. Uma funcio f : Q C R?> — R onde Q é um subconjunto naio-vazio
do R?, € chamada de uma funcao real a 2 varidveis. FEsta funcdo associa a cada ponto

r = (x1,22) € Q um dnico valor real y = f(x) € R. Este valor também € indicado por

Yy = f(1717$2)-

Exemplo 1.1. A funcio f : Q — R definida como f(z,y) = 2% + 3, tem o dominio
Q={(z,y) eR?/a® +y* <1},

y

N R

Figura 1.1

e o conjunto imagem [0,1]. Ver Figura 1.1.

Definicao 1.3. Sejam f; : Q CR" - R, onden =1 ou 2 ei = 1,2, duas funcoes reais

a n varidveis reais. Uma funcao F : Q C R™ — R2, definida por

F(x) = (fi(x), f2(z)) (1.5)

é chamada de uma funcgdo de vdrias varidveis a valor vetorial no R?, ou simplesmente,
de uma funcao vetorial. Esta funcao associa a cada ponto x = (x1,22) € Q CR", n =1
ou 2, um ponto F(z) € R%. As fungdes f1, fo sdo chamadas de fungoes coordenadas da

fungao F. Na base canénica podemos expressar qualquer funcdo F : A C R™ — R2, dada

por (1.5), por

F(z) = fi(2) €1 + fala) €y (1.6)

1.2 Curvas Paramétricas no Plano

Uma classe importante de funcoes vetoriais é aquela formada pelas curvas.



Definicao 1.4. Chama-se curva paramétrica a aplicagao v que associa a cada ponto
t € I CR, onde I é um intervalo, um tnico ponto v(t) € R?, cujas coordenadas z;(t),
1 = 1,2 sdo funcoes reais de t. A imagem da aplicagcao v é chamada de trago. A varidvel

t € chamada de parametro da curva.

Uma curva paramétrica, portanto, ¢ um caso especial de funcao vetorial, pois é uma

funcao de uma varidvel real (n = 1) a valores vetoriais no R2.

Exemplo 1.2. Seja v(t) = (¢,arctg(t)),t € R. Para cada ¢, y(t) é um ponto do R? com

coordenadas

x(t) =t

1.7
y(t) = arctg(t) o

Podemos expressar y em termos de x para obter y(z) = arctg(x),z € R.
Assim o trago de v em R? coincide com o gréifico da funcao arctg(z), como mostra a

Figura 1.2.

Figura 1.2

Exemplo 1.3. Considere a curva §(0) = (0%, artg(6?)), 6 € R, com coordenadas

z(0) = 6°

1.8
y(0) = arctg(6?) .

Expressando y em termos de z, descobre-se que a curva § tem o mesmo traco da curva ~
do exemplo anterior, mas as aplicagoes sao diferentes pois os parametros e as fungoes

coordenadas de v e § sao diferentes.

Como as aplicagoes v e § tem o mesmo trago é comum referir-se a y(¢) e a §(¢) com

parametrizagoes distintas do mesmo conjunto de pontos que forma o traco de 7y e 9.
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Exemplo 1.4. Considere as curvas v(t) = (¢,2t),t € [0,1] e
6(s) = (2s+ 1,45 +2),s € [-1,0]. Ambas as curvas tem o mesmo trago que é o

segmento de reta mostrado na Figura 1.3.

—_F-—-—==-

Figura 1.3

De fato, tomando = =t e y = 2t, segue que y = 2z, z € [0,1]. Da mesma forma, para
r=2s+1ey=4s+ 2, obtemos y = 2z, x € [0, 1]. Portanto, as fungoes y(t) e J(s) sao
duas parametrizacoes distintas, com parametros ¢ € [0,1] e s € [—1, 0], do mesmo

conjunto de pontos que formam o segmento de reta da figura.

Definicao 1.5. A orientacdo de uma curva v : I — R? € o sentido no qual os pontos
do traco de v sdao percorridos a medida que o parametro t de v varia no intervalo I, no

sentido crescente dos seus valores.

Exemplo 1.5. A medida que o parametro ¢t toma valores no sentido crescente de 0 a 1,

os pontos y(t) = (t,2t) sdo percorridos no sentido indicado pela seta na Figura 1.4:

—_-—-—===

Figura 1.4

Note que as coordenadas x(t) e y(t) crescem com t. Considere, agora, a curva

5(0) = (—0,—-20),0 € [—1,0], cujo trago é o mesmo da curva . Contudo, quando
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0=-1,0(—1) = (1,2) e, quando # = 0, §(0) = (0,0). Os pontos do trago sao
percorridos no sentido decrescente de suas coordenadas, quando # cresce de -1 a 0, como

indica a seta na Figura 1.5.

—_F-—-—==-

Figura 1.5

Portanto, a orientacao é uma propriedade da parametrizagao do trago e nao uma

propriedade intrinseca do mesmo.

Definicao 1.6. Sejam v, : I} — R? e v : I, — R? duas curvas com o mesmo traco.
Uma funcao g : Iy — I, bijetora e de classe C*, cuja inversa também € de classe Ct e

tal que

Yo=mog (1.9)

¢ chamada de “mudanca de parametro”ou “reparametrizacao”. Diz-se também que o €

uma reparametrizacao da curva vy, pela funcao g.

Exemplo 1.6. No exemplo 1.5, a curva §(s) pode ser obtida de v(t) pela
reparametrizacao t = g(s) = 2s + 1. De fato, a fungao g é bijetora e de classe C'! e sua

t —
inversa, s = g '(t) = 5 também. Além disso,

(s) =(g(s))

(1.10)
=v(2s+1)=(2s+1,4s+2)

As curvas v e 0 tem a mesma orientagao como é facil verificar. Nesse caso, portanto, a
reparametrizacao de v manteve a orientacao desta curva. Inversamente, obtém-se 7(t)

por uma mudanga de parametro em §(s):



L (1.11)

Lembrando que uma curva v é uma funcao vetorial e como (¢) ¢ um ponto do R?,
para cada t, podemos interpretar v(¢) como sendo um vetor, indicado por 7 (¢), chamado
de vetor posicao, cuja origem ¢é a origem do sistema de coordenadas e extremidade é o

ponto 7(t), para cada t, como ilustra a Figura 1.6.

y

Y(t)

o

Figura 1.6

As componentes deste vetor sao as componentes da funcao ~y(t). A medida que t varia

no intervalo I, a extremidade do vetor posi¢ao percorre o trago de ~.

Definicao 1.7. A derivada de uma curva v no ponto ty € I, € definida por

() = (to)
'(to) = lim ~2—\70)
7' (o) Jm =

(1.12)

desde que o limite exista.

_ . ~ , . . z N
O vetor 7'(tp) tem uma interpretagdo geométrica interessante. E tangente a curva
no ponto 7(ty). Para entendermos isso, considere uma curva no R? como mostra a figura

abailxo:

S

Figura 1.7
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Como um vetor, podemos interpretar 7 (t) — 7 (ty) como o vetor cuja origem e ex-
tremidade sdo os pontos Y(tg) e v(t) do trago de 7, respectivamente. A reta que contém
7 (t) — 7 (to) aproxima-se da reta tangente & curva no ponto y(tg) no limite ¢t — t,.
Supondo que 7y é derivavel, isto é, o limite (1.12) existe, entao podemos entender o vetor

7(1&0) como sendo um vetor tangente & curva no ponto y(tp).

Definicao 1.8. Sejam vi : I} — Q e vy : Iy — Q duas curvas de classe C'. Suponha
. —> —> \
que Y1 € Yo tem o mesmo trago. Sejam {'(t) e 73'(s) os vetores tangentes as curvas v,
e Yo nos pontos v1(t) e vo(s), respectivamente. Seja g : Iy — Iy uma fungao mudanga de
parametro.
a) Diz-se que g preserva a orientacdo de v, quando o vetor 73'(s) tem o mesmo sentido

e dire¢do do vetor 3;'(t) em todo ponto P do traco tal que v2(s) = 71(g(s)). Ver Figura

1.8.
/_\1’4

Yl ,(t) ?;,(S)
Figura 1.8
b) Diz-se que g inverte a orientacdo de v, quando o vetor ¥;'(s) tem a mesma direcdo

mas o sentido contrdrio do vetor ¥;'(t), em todo ponto P do traco, tal que y2(s) = v1(g(s)).
Ver Figura 1.9.

Y,s) p
Yo

Figura 1.9

Teorema 1.1. Sejam v, e v2 duas curvas nas condigoes da definicao 1.8. Seja g uma
funcao mudanca de parametro. Entao:
a) g preserva a orientagdo se g’ > 0 em todo ponto do seu dominio.

b) Caso contrdrio, se g <0 em todo ponto do seu dominio.

Prova: Temos que y2(s) = 71(g(s)), para todo s € I. Usando a regra da cadeia, obtém-se

que

P'(s) =71"(9(s) - g'(s) (1.13)



— —> . ~ . ~ . . —/ bvid
Segue que 3’ e ;' tem a mesma direcao pois sao proporcionais. Os vetores 75" e 1

tem o mesmo sentido (sentido contrario) se, e somente se, ¢'(s) > 0 (¢'(s) < 0).

Definicao 1.9. Uma curva v : I — R? é chamada de simples quando seu traco nao
possui pontos de autocruzamento além, possivelmente, dos pontos na fronteira de I. Dito
de outra forma, a aplica¢ao vy € injetiva, ou seja, y(t1) # v(t2) para ty # ty e ty,ts € [a,b]
ou tq,ty €la,b].

Exemplo 1.7. A curva mostrada na Figura 1.10, com parametrizacao

7(t) = (cos® 8, cos? O sin 0) 6 € [0,27] (1.14)

nao é uma curva simples.

NI

A%

Figura 1.10

Por exemplo, 7(3) = () = (0.0
Definicao 1.10. Uma curva v definida em [a,b] é fechada quando vy(a) = v(b).

Exemplo 1.8. A curva y(t) = (cos#,sinf), 0 € [0,2x] é fechada pois
7(0) = ~(27) = (1,0). Seu trago é a circunferéncia de raio unitdrio mostrada na Figura
1.11.

dh
NI

Figura 1.11
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Definigao 1.11. Uma curva v : I C R — R? é chamada de reqular quando
i) y(t) € de classe C1(I)
i) |7 (t)| # 0, para todo t € I.

Uma curva v que tem pontos onde 7/ = 0, nesses pontos, a curva nao tem reta tangente
bem definida. Esse é o caso de curvas que apresentam pontos onde forma um angulo ao

longo do trago. Vejamos um exemplo:
Exemplo 1.9. Seja y(t) = (z(t),y(t)), t € (—3,%) onde z(t) = 2sin’(t) e
y(t) = 2sin?(t)tg(t). Ver figura 1.12. Temos
Y ()] = 2" +y? (1.15)
onde
2'(t) = 4sin(t) cos(t)

(1.16)
Y (t) = 2sin®(t)sec?(t) + 4sin(t) cos(t)tg(t)

Figura 1.12

Em ¢t =0, 7/(0) = 0. Portanto, a curva nao é regular.

1.3 Campos Vetoriais

Outra classe importante de fungoes vetoriais é formada pelos campos vetoriais.

Definicao 1.12. Consideremos a funcdo vetorial F : Q C R? — R2. Vamos interpretar

F(z) como sendo a aplicagdo que associa em cada ponto x € Q) o vetor indicado por Z_7>(x)
ﬁ

com mesmas componentes de F(x). O conjunto dos vetores F (x) em §2 é chamado de

um campo vetorial.

13



Figura 1.13

Exemplo 1.10. A funcio identidade F : R? — R? dada por F(x) = z = (1, 72), é uma
funcéo vetorial que associa em cada ponto x € R? o vetor posicio  com coordenadas

. -, .
x1,xs. Portanto, o conjunto dos vetores 2" é um campo vetorial.

Exemplo 1.11. Seja v : I — Q C R? uma curva em Q e 7 (¢) o vetor posi¢cao do ponto
~(t). Ver Figura 1.14.

y4

Y(t)
Y (1)

>y

Figura 1.14

Pela definicao de vetor, 7 (t) é equivalentemente dado pelo segmento orientado com
origem no ponto () € €2, com o mesmo sentido, dire¢do e comprimento do vetor

posicdo 7 (t), como mostra a Figura 1.15:

YA

ol )

Figura 1.15

Dessa forma, o conjunto de vetores 7 (t),t € I, com origem sobre 7, é um campo

vetorial sobre a curva 7.

14



Exemplo 1.12. Seja v: I — Q2 C R? uma curva de classe C'(I). O conjunto dos

ﬁ
vetores tangentes a -y, dados por F (7 (t)) = 7'(t), é um campo vetorial sobre a curva.

Ver figura 1.16.

Figura 1.16

Exemplo 1.13. Considere o campo vetorial dado pela funcao F' : R? — R? definida por

F(z,y) = (—y,z). Em cada ponto (z,y) € R?, a fungao F aplica o vetor

F(r,y) = —y&i +ac3 (1.17)

cuja norma é

| F (2, 9)|l = Vo + 22 (1.18)

_>
Tomando || F'|| = ¢, ¢ constante, o campo vetorial sobre a circunferéncia de raio ¢, para
cada ¢ € R, é anti-horario, como mostra a Figura 1.17 pois, por exemplo, no primeiro
—)
. ~ — . —_ .,
quadrante, x > 0 e y > 0 e a componente de F' na direcao e; ¢ negativa e na de e; ¢

positiva.

--7 RN
- N
- \
) \.
7/
N
7 1. \
/ P \
1 7 \
\ \
\ \
T - /
/ 1C X
’ !

’

\\ Sl /7

-
’
/
N
~
~
(N

Figura 1.17
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Em geral, neste trabalho serao considerados campos vetoriais bidimensionais. Con-
tudo, mencionamos aqui dois exemplos importantes de campo vetorial em trés dimensoes:

o campo gravitacional e o campo elétrico.

Exemplo 1.14. Suponha que um objeto com massa M esteja localizado na origem do
R3 - um exemplo seria M como a massa da Terra e a origem no seu centro. Seja

— . o~ — .

7 = (z,y,2) o vetor posigdo com norma r = || 7|| de outro objeto com massa m na

.~ —
posicao 1 e

=l

(1.19)

=l

o vetor unitario com a direcao e sentido de

. Entao, a forga gravitacional devido a M,

=l

que ¢é atrativa e atua sobre m, age no sentido da origem e é dada por

MG _,
(7) = —% v (1.20)

1)

onde G ¢ a constante universal da gravitacao e r ¢ a distancia entre os objetos. A

intensidade da forca é igual a

mMG

2

| F|| = (1.21)

,
. H 7’ . .
O campo vetorial F' é um exemplo de campo de forca, chamado campo gravitacional,
. — . .
porque associa um vetor a todo ponto r° do espaco que representa a forga gravitacional
. . ﬁ
exercida pela massa M sobre a massa m localizada no ponto 7.

Podemos ainda expressar o campo gravitacional em termos de suas fungoes
— — — — —
componentes. Usando que 7 = xey +yes + ze3 e || 7| = V22 + y? + 22

—-mMGx  _, -mMGy _, -mMGz _,
3 €1+ 762 + 7€
(22 + 1 + 22)2 (22 +9° + 27)2 (22 + 9 + 22)2

w

F(x,y,2) = (1.22)

16



Exemplo 1.15. Seja () uma carga elétrica localizada na origem. De acordo com a Lei
ﬁ
de Coloumb, a forca elétrica F'(x) exercida por essa carga sobre uma carga ¢ localizada

na posicio 7 = (x,y,2) é

F(7) = Hﬁ%g? (1.23)

com ¢ constante. Quando temos cargas de mesmo sinal g() > 0 e a forca é repulsiva, ja
que ? tem o mesmo sentido de 7”; para cargas com sinais diferentes temos ¢@@ < 0 e a
forca é atrativa pois nesse caso F tem o sentido contrario de 7. A Lei de Coloumb 6
outro exemplo de campo de forga.

Geralmente os fisicos consideram a for¢a por unidade de carga:

1—= R

E(7) = aF(?) - T (1.24)

H
onde E é um campo vetorial no R* chamado campo elétrico da carga Q.

17



Capitulo 2
Operadores Diferenciais

Neste capitulo sao estudados os operadores gradiente, rotacional e divergente e algumas

de suas propriedades.

2.1 Gradiente

Definicao 2.1. Seja f : Q C R? — R, uma funcao real definida no aberto Q0 do plano.
Suponha que f € de classe C*(Q). O gradiente de f em coordenadas cartesianas é o campo

vetorial indicado por V f dado por

— €29 (21)

Vi=¢€¢;— + €9— (2.2)

¢ chamado de operador gradiente. Ele tem a propriedade de que, quando aplicado sobre

uma fungao real que admite derivadas parciais, obtém-se um vetor dado por V f.

O gradiente de uma fungao, em outros sistemas de coordenadas, por exemplo, polares
é diferente. Para uma defini¢ao intrinseca de gradiente ver o livro ”Curso de Anélise”,

vol 2, de Elon Lages Lima, Projeto Euclides.

Exemplo 2.16. Seja f(z,y) = 2(x* + y?), definida no R?, uma fungao de classe C' em

R2. Podemos, entao, calcular Vf:

Da mesma maneira, para g(x,y) = = + eyz, z,y € R?,

18



Vg="¢1+2ye’ e (2.4)
E imediato, a partir de (2.1), que as seguintes propriedades valem:

Teorema 2.1. Sejam f,g: Q) CR? — R, Q aberto, funcoes de classe C1(Q2) e a, 3 € R.
Entao,

a) aVf=V(af)

b)V(af +pg) = aVf+ (Vg

c)V(fg) = fVg+gVf

d) vV (g) = %(gvf — fVy), para g # 0.

Prova:

a)aVf = V(af)

onf—oz(aaf_) ?)
T

o of of

= Q- 8w161+a D2y €9

aaf—> daf _, .
(9951 1+ a—x2 €9 = V(Oéf)

b)V(af + Bg) = aVf+BVyg

(f+ﬁg) N (Oéf+ﬁg)?

Viaf+8g) = 92, €1 s 2
_[0(af) , 05 daf)  98g]
_{8951 8$1:| 61+[8:r2 +8$2] 2

8131 1Ta 8 i)

=aVf+ (Vg

Os itens ¢) e d) também verificam-se facilmente.
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Definigao 2.2. Seja f: Q C R? — R uma funcao real a 2 varidveis reais. Considere a
equagao

fzy,29) =k (2.5)

onde k € uma constante real. O congunto dos pontos (x1,x2) satisfazendo a equagao (2.5)

¢ chamado de curva de nivel da funcdao f.

Exemplo 2.17. Seja f(z,y) = 22 + v?, (z,y) € R% Nesse caso, a equagao

2yt =k (2.6)

representa, para cada k > 0, uma curva no plano R2?, que é uma circunferéncia de raio

V'k. Para cada k, essa circunferéncia é uma curva de nivel da funcéo dada.

Teorema 2.2. Seja f : Q C R? — R uma funcgdo real a duas varidveis reais de classe
CH(Q). Seja P € Q e suponha que P pertence a alguma curva de nivel v de f, suposta
reqular. Se V f(P) # 0, entao o vetor V f(P) € normal a vy no ponto P.

Prova: Seja v(t) = (x(t),y(t)) a curva de nivel a qual P pertence. Entao,

fy(t) =k (2.7)

para algum k£ € R. Derivando em relagao a t, pela regra da cadeia, obtemos:

of dv Of dy
dr  dt + dy  dt =0 (28)

Equivalentemente,
dy
Vf-— =0 2.9
[ (29)
v 7
Como o é um vetor tangente a curva y e i £ 0, pois ¥ é regular, por hipétese,

—

d
e Vf # 0, também, temos que, em P, Vf é perpendicular a d—z Concluimos que V f é

N —
normal a curva v em P.

Do que foi acima exposto e, nas hipoteses do teorema 2.2, o gradiente de uma funcao
f pode ser interpretado como uma aplicacao que define um campo vetorial normal as

curvas de nivel da fungao.
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Definigao 2.3. Seja P € Q C R?, Q aberto e uma direcao em P, dada por um vetor
— —
unitdrio b . Considere a reta que passa por P e contém b, cuja equacao é
ﬁ

T a+ bt t>0 (2.10)

H ” . ~
onde a € o vetor posicao de P. Em componentes,

?(t) = (a1 —+ blt, as + bgt) (211)

Seja f € CYQ) a derivada direcional de f, na dire¢do ?, em P, ¢ a deriwada da
0
fungio f(7(t)), em relagio at, em T = 0, que indica-se por —L(P)

=l

Figura 2.1

Teorema 2.3. Suponha que f(x,y) admite derivadas parciais. Entao,
af
—
0b

Prova: Aplicando a regra da cadeia & f(7(t)), obtemos

(P)=b -Vf(P) (2.12)

of of —
S (P) = (T )

of on of o, (2.13)

o ot o, ot

onde r{ = ay + byt e ry = ay + byt. Entao

0 0 0
o oy, 9,
db Ory O (2.14)



Teorema 2.4. Seja f: Q C R?* — R uma fungao de classe C*(S)). Entao, em todo ponto
P e Q onde Vf #0, a derivada direcional de f € mdzxima na dire¢cao do gradiente de f.

Prova: Temos que

af — —
ﬁ(P) = b V=[] [IVf] cost (2.15)
— —
onde 6 é o angulo entre os vetores b e Vf. Como || b || =1,
0
—i = ||V f]| cosb (2.16)
db

of —
Portanto, —= ¢ maxima quando 6 = 0, isto é, quando b tem a mesma direcao e

0
sentido do vetor V f.

Lembrando que as derivadas de uma funcao f sao uma medida da taxa de variacao
de f, podemos concluir do resultado acima que a taxa de variacao de f cresce mais

rapidamente na direcao e sentido do vetor V f.

2.2 Rotacional

Para definirmos o rotacional, nesta se¢io consideramos campos vetoriais no R3.

.~ =1 — — — . 3
Definicao 2.4. Seja F' = Pe{ + Qes + Res um campo vetorial em Q0 C R®, Q aberto.
Suponha P, Q e R fungoes de classe C1(Q). Chama-se rotacional de F ao campo

vetorial sobre 2 definido por

- OR 0Q\ _ oP OR\ _, 0Q 0P\ _
tF = ——— —_— - — —_— - — 2.17
"o (8y 8z)€1+(82 8%)€2+ Ox Oy “ (2.17)
Podemos indicar o rotacional usando a notacao de operador gradiente. 5 o
Pensando o operador gradiente V como sendo um vetor com componentes —, —, —,
oz’ dy 0z

H
podemos considerar o produto vetorial de V pelo campo vetorial F' de modo que:
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- = =
€1 €9 €3
- o o0 0
P Q@ R (2.18)
OR _0Q\_ (0P OR\_  (0Q 0P\_
~\ oy 0z ! 0z ox) or Oy s
=rotF
Podemos escrever, entao:
— —
rot ' =V x F (2.19)

O rotacional tem as seguintes propriedades algébricas:

Teorema 2.5. Sejam f,g funcoes vetoriais de classe C* em algum dominio Q C R3.

Seja h de classe C* uma funcao real com mesmo dominio. Entao,
— _ — N
a) rot(a f +69)=arot f + Brotg
— — —
b)hrot f + Vh x f =rot(h f)

Prova:

a) Sejam f =Pe¢ 1 +Qes+Reseg=Ke,+Ley+ Mes, entdo:

7“075(@7 +B7)=rotla(Pe,+Qes+Res)+B(Ke,+Ley+ Mes)
=rot(aP€ 1 +aQ€y+aRes+ K€+ [BLey+ M€ 3)
=rot[(aP + BK) €1+ (aQ + BL) €y + (R + M) €3

(9(0zR—|—ﬁM)? N 3(ozP+ﬁK)? N 0(a@Q + GL)

=—F €1 2+ ——F —— €3
oy 0z ox
JaP+pK)_, 0@Q+pL)—, OJ(aR+M)_,
— €3 — €1+ €9
Jy 0z ox
OR_, oM _, oP_, 0K _, GQ_>
_a8—61+68—y61+a562+632 2+a8 —l—ﬁ—
0P, 00w, a0, g, ol _@a_M?
dy ° dy s oz 0z €1 or = ° or  °

(2R 0@\ (0P _oR
-« ox 0z B 0z ox EE

+ 3 a_M_a_L -
dy 0z 1

:ow"0t7> + Brotq

0Q IP\ _,
*(%‘a—y)“}

(0K oML (0L oK)
0z or ) 2 or Oy 3
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b) Seja f = Pe,+ Q€+ Res

hrot7+Vh><7=h(g—f—%>?l+h<%—f—g—5>j h(%—g—g)?g
+ (%?1 + g—Z?Q + %?3) X (Pe,+Q¢es+ Re3)
= hg—f?l — h%—f?l + h%—f?2 — h%?g + hg—g?g
e e B R e
+ (%P - %R) ot (%Q - g—zp) s

Entao,

— —  (,0R 0Q 0Oh oh N
oP _,OR Oh, o

*(’@—’% 92 ax>
( )

—
(&

[\V]

oQ oP 0h oh
T %o 2p
h ox h Jy + 8xQ dy

O(hR) a(hQ)) —_— <a(hp) a(hR)> —_— (a(hQ) 8(hP)> _

ox dy

0z ox

€3

dy 0z
= rot(h?)

Exemplo 2.18. Seja F sendo ?(:E, y,2) = xze] + wyzes — y?es um campo vetorial no

— —
R3. As derivadas parciais de F existem de modo que podemos calcular rot F':

o F = | 2 (-17) - %@cyz)] o - [%(—y% - %uz)} ot [%@yz) - 2| &
= (—2y —ay)e; — (0 —xz)es + (yz — 0)es

= —y(2+2)e] +xes +yzes

O rotacional tem uma interpretagao fisica interessante que sera considerada nos se-

guintes exemplos:
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Exemplo 2.19. (Significado de Rotacional) Suponha um fluido em rotacao ao redor da

origem no plano.

oS
v(X,y)
/T
f wt = 9
o x
Figura 2.2

Seja w a velocidade angular do fluido, suposta constante. Portanto, o angulo 6(t), no
instante ¢, de uma particula do fluido é 0(t) = w - t. As coordenadas (z,y) da particula

sao dadas por:

x = rcos(wt)

y = rsin(wt)

onde r ¢ a distancia da mesma até a origem. Temos um campo vetorial de velocidades

nao angular dado por

“\a o) " T ®

N <(9:1: (9;(/) _O0r_—,  Oy_,

. — —
= —rwsinwte; + rw coswtey

— —
= —wye; +wres

onde (z,y) € R% Suponha que o plano de escoamento do fluido é o plano XY C R3.
Defina w = w’e's, o vetor velocidade de rotacdo. Seja 7 = z€ 1+ y €2 0 vetor posicao
do ponto (z,y). Vemos, entdo, que a velocidade ', no ponto (z,y), é igual a

— — =
V=W X T

. —_ o o~ .
Prosseguindo, vamos calcular rot v". Pela definigao de rotacional,
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el e e
rotv = g g 2
Jdr Oy 0z
—wy wzr 0
-

Portanto,

1
W= §r0t7 (2.20)

N
P
>
<
~

-

Figura 2.3

Percebemos, entao, a relacao direta entre o rotacional e a velocidade angular num
escoamento. A ocorréncia de um movimento de rotacao de um fluido é assim descrita
por um vetor rotacional nao-nulo. Importante ressaltar que a reciproca nao vale

necessariamente, como ilustra o exemplo a seguir.

2
Exemplo 2.20. Seja v = e_gvgexp{)\—a;} o campo de velocidade de um fluido no R?.

Como mostra a figura, o fluido escoa na dire¢ao do eixo y sem apresentar qualquer
movimento de rotagao, ver figura 2.4 (a). No entanto, calculando o rotacional, obtemos:
20 —a?
— — -
= — —e A2
rot v €3 2 ezt #£0
para x # 0.
Este resultado ¢ um indicador de ocorréncia potencial de movimento de rotacao.
Vejamos como isso ocorre:
Considere um dinamo, um conjunto de quatro pas dispostas perpendicularmente entre
si, como mostra a Figura 2.4 (b). Inserindo-o no fluido, como mostra a figura, este

adquire um movimento de rotacao horaria ou anti-horaria dependendo se ele esta a
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direita ou a esquerda do eixo y. No primeiro caso, a rotacao hordria é ocasionada pela

velocidade do fluido que é maior sobre a pa esquerda do dinamo.

y
A
- 4 A
A A
7 K
X
2+ 1 T 9

(a) (b)

Figura 2.4

No outro caso, o movimento de rotagao anti-horaria é ocasionado pela velocidade do

fluido que é maior sobre a pa direita do dinamo.

2.3 Divergéncia

Definigao 2.5. Seja F.Q C R? — R? um campo vetorial de classe C' definido no
aberto ) e sejam f1, fo as funcgoes coordenadas de F. A divergéncia de ?, indicada por

div]?, € a funcao real definida em €2, dada por

L Ofi | Ofs
divF = s + o5s (2.21)

A divergéncia de F pode ser expressa pelo produto escalar do operador gradiente V

ﬁ
com F':

— —
divF =V . F (2.22)
O divergente tem as seguintes propriedades algébricas:

— —
Teorema 2.6. Sejam F, G : Q C R? — R? funcgoes vetoriais de classe C* e h: Q — R
uma funcao real também de classe C*. Entao, para todo o, 3 € R,
— — — —
a) V- (eF +8G)=aV-F +0V-G
— — —
b) WV - F +(Vh)- F =V - (hF)
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Prova:
a) Seja: F:Fl?l—i—...%—Fn?n eG=Gie1+...+G, e,

V- (a? + ﬁ@)) =V-(aFy€1+...+aF, ¢, +BG e 1+...+BG,€,)
V- [(aF + BG) €1+ ...+ (aF, + BG,) € )

_0(aFy + pGy) R d(aF, + BG,)

8301 o al‘n
_ O(aFy) | 9(BGh) d(aF,) 0(B8G,)
Oy + 0xy et 0x,, + 0x,,
—o|2 O +p 0G| 4 %
|9y T Ox, oxry  Ox,

:a-divﬁ%—ﬁ-diva}
— —
=a(V-F)+5(VE)

b) Seja: F = F\e¢y+ ...+ F,¢,. Entao:

— — — —
WV - F +(Vh)- F = h(divEF) + (Vh)- F

OF OF, oh oh _,
:h( L+ >+( ?1+...+—en)-(F1?1+...

ory 0x,, Oz, 0x,,
([, 0F, oF, oh _, oh _,
B o0F, oh \ n oh \ _
_<hax1 Fla 1)61+ +<han++Fna n) € n
_ a(hFl) ? 8(th) —
T oxy "

Teorema 2.7. Seja f: Q2 C R* — R uma funcao real de classe C*(S)). Entao,

o*f  O°f
di df)=—%+—=
iw(grad f) 922 + 022
Prova: Como
81‘1 8372

entao
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div(grad f) = 8(351 (3751) + 822 (gi) (2.25)

Observe que, usando o simbolo de gradiente (2.2), temos formalmente que

o? o?
V- V=—S+—-— 2.26
oz? i 3 (2.26)
Dessa forma, obtemos a seguinte representacao
div(grad f) = V*f (2.27)

onde V? := V-V é chamado de operador de Laplace ou, simplesmente, Laplaciano. Outro

simbolo para o Laplaciano é A.

=1 - — — . 2
Exemplo 2.21. Vamos calcular div F' sendo F'(z,y) = xe; + xyes, definido no R?.

Pela definicao de divergéncia, temos:

- 0 0
divF =V - F = %(aj) a—y(xy)
=14z

Teorema 2.8. Seja F = Pei +Qes + Res um campo vetorial no R? de classe C?. Entdo

div(rot F) = 0 (2.28)

Prova: Usando as defini¢oes de divergéncia e rotacional e o teorema de Schwartz, temos:

div(rot?) =V (Vx F)
D (U 09y, 0 (o0 _0my, 0 (59 o)
Oor \ 0y 0z oy \ 0z Ox 0z \Or Oy
_ 0’R B 0%Q n 0?pP B O?R n 0%Q B 0?pP
Ox0y  Oxdz Oydz Oydxr 0z0xr 020y
=0

Anteriormente vimos que quando um campo vetorial admite derivadas parciais, pode-
mos calcular o seu rotacional que é outro campo vetorial. E natural perguntar-se, agora,
se um campo vetorial qualquer pode sempre ser obtido a partir do rotacional de algum
outro campo vetorial. O operador divergente auxilia-nos a verificar que esse nao é sempre

O Caso:
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—)
Exemplo 2.22. Mostraremos que o campo vetorial F (z,y) = ze; + zyes — y*es,

x> —1, y € R nao pode ser escrito como o rotacional de outro campo vetorial, ou seja,
— —
F #rotG.

De fato, do exemplo anterior, temos que

H
divF =1+x

— — —
e, portanto, div F' # 0. Se fosse verdade que F' = rotG, pelo teorema 2.8 teriamos:

— —
divF = div(rotG) =0 (2.29)

— —
o que contradiz div F' # 0. Portanto, F' nao é o rotacional de outro campo vetorial.

Nos proximos capitulos, veremos aplicacoes importantes do divergente.
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Capitulo 3

Linhas de Fluxo

3.1 Linhas de Fluxo

Definicao 3.1. Seja F.Q C R? — R? um campo vetorial continuo. Uma linha de fluzo

N
de F' passando no ponto y € Q € uma curva v de classe C* com a propriedade sequinte:

N0 (3.1)
7 (to) =y (3.2)

Lembrando que 7'(t) é um vetor tangente & curva + no ponto (t), a equacio (3.1)
diz que sobre uma linha de fluxo, o vetor %(t) coincide com o vetor F 7(t)) no ponto
~(t). Portanto, em cada ponto y(t) de uma linha de fluxo, o vetor ?(7(1&)) é tangente a

7 e coincide com 7'(t).

. — — 2 .
Exemplo 3.23. Seja F'(x,y) = —ye; +xes, (x,y) € R® e a curva y(t) = (cost,sint),
t € R. Vamos verificar que v é uma linha de fluxo do campo F. De fato, temos que
a7

e (—sint,cost)

Tomando z(t) = cost e y(t) = sint temos que

7

= (—y(0),2(1)) = F(2(t),y(t) = F (4(1)

De forma equivalente, uma linha de fluxo passando no ponto y € €2 é uma solucao da
equagao diferencial (3.1) satisfazendo a condicao (3.2).
Dado F’), o problema de obter solugdes da equagao (3.1) satisfazendo a condigao (3.2),

chamada de condicao inicial, é chamado problema de Cauchy. A existéncia e unicidade
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de solugao do problema de Cauchy é um problema matematico importante sobre o qual
prova-se os seguintes resultados:

—
Consideremos o caso mais geral em que F' também depende de ¢.

Teorema 3.1. Seja F : Q C R? x R — R? uma funcdo continua no aberto Q. Entdio,
para todo ponto (y,ty) € Q, y € R? e tg € R, existe um intervalo I que contém tq tal que
a equacao

df

= () (3.3)

tem uma tnica solugao f : I — R% f € CY(I) definida em I, satisfazendo a condigdo
f(to) =y. A solugao depende continuamente de t, ty ey, sendo também diferencidvel em

relacdao a estas varidveis.
Para a prova desse teorema, ver [8].

Exemplo 3.24. Consideremos o caso simples

df

dt (3.4)
f0)=yeR

A fungdo f(t) = ye' é solugao do problema. O teorema (3.1) garante que esta solugao é

a Unica possivel, para cada y.

- // //// f
—/y ///
Figura 3.1

O teorema 3.1 afirma que a soluc¢ao depende continuamente de y. Isso significa que se
variarmos y continuamente, a solucao, como funcao de y, varia continuamente.
Podemos, portanto, definir a fungao ¢(y;t) em duas variaveis que, para cada y fixado,
d(y;t) = f(t), ou seja, ¢ é a funcao f(t) que, em t = 0, passa no ponto (0,y) € R?.

Daqui em diante ty = 0.
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Definigao 3.2. Seja ¢(y,t) uma funcao que para cada y € Q C R? fornece a linha de
fluzo de F que passa pelo ponto y quando t = 0. A funcao ¢(y,t) € chamada de fungao
fluxo do campo vetorial. Para cada y, a fungdo fluxo € solu¢do da equagdo (3.3). Pelo

teorema 3.1 essa fungdao depende continuamente de t e y.

_>
Exemplo 3.25. Seja F (r,y) = —ye; +zes, (r,y) € R?, o campo vetorial considerado
é
nos exemplos 1.13 e 3.23. Destes exemplos, estd claro que as linhas de fluxo de F' sao
circunferéncias concéntricas com centro no ponto (0,0). Vamos verificar que, nesse caso,

o fluxo de F é dado pela funcao

P(p;t) = (x(t), y(t)) (3.5)
onde

z(t) = acost — bsint

y(t) = asint + bcost

ep=(a,b) € R% Parat =0, ¢(p;0) = (a,b) = p. E claro que, para cada ponto

p = (a,b) € R? fixado, ¢(p;t) representa a linha de fluxo 7,(t) = (z(¢), y(t)) que passa
pelo ponto p = (a,b) em t = 0.

De fato, fixado o ponto p = (a, b),

dv
—- = (2(t),y'(t))
= (—asint — bcost,acost — bsint)

= (o), 2())
= F(3(1))

Comparando com o resultado do exemplo 3.23 vemos que a linha de fluxo 14 obtida

corresponde a ¢(1,0;t) = (cost,sint). Vamos mostrar, agora, que as demais linhas de
é

fluxo de F' sdo circunferéncias concéntricas. Seja p = (a,b) € R?, qualquer. Temos que a

linha de fluxo que passa por p em t =0 é

w(t) = o(p;t) = (x(t),y(t)) (3.6)

onde z(t) = acost—bsint e y(t) = asint+bcost. Essa linha de fluxo é uma circunferéncia

de raio R = v a? + b2.
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De fato,

2* +y* = (acost — bsint)? + (asint + bcost)?
= a®cos’t — 2abcostsint + b*sin®t + a®sin®t + 2abcostsint + b* cos’t  (3.7)

=a® + b

Como a e b sao fixos, temos que 7, (t) é uma circunferéncia de raio R = va? + b?. Ver

Figura 3.2

) \i\(a’b)\

\ |
/

Figura 3.2

Como a solugao do problema de Cauchy (solugoes da equagao (3.1) satisfazendo a
equacao (3.2)) depende continuamente de y € €2, podemos reexpressar a equagao (3.1) na
forma

1) = Fply. 11,0 3:5)

onde ¢(y,t) representa a curva ou linha de fluxo 7,(¢) que passa pelo ponto y € € no
instante tg = 0.

Denote por ¢1(y,t) e ¢2(y,t) as componentes de ¢(y,t). Lembrando que para cada y,
®(y,t) é a linha de fluxo passando por y em t = 0, temos que ¢1(y,t) e ¢2(y,t) também

sdo as componentes de 7, (t).

Teorema 3.2. Seja F:Q C R? x R — R" uma fungdo no aberto Q de classe C'().
Seja ¢(y;t) a fungao fluzo de ]_7), isto é, ¢ satisfaz (3.8). Seja J o determinante Jacobiano
de ¢(y,t) relativo a y. Denotemos por x(t) = (x1(t),x2(t)) os pontos da linha de fluzo
d(y,t) de sorte que x1(t) = ¢1(y,t) e x2(t) = ¢a(y,t). Supondo ¢ € C?, entdo, no ponto
z(t) = ¢(y,t) da linha de fluzo,

== J-divF (3.9)



Prova: Temos

061 06,
_| Oy Oy | _ Op1 Oy 01 Oy
Oyr - Oya

Derivando em relagao a t, obtemos

0 _ 201 062 061 by D01 06s 091 6
ot 8t8y1 8y2 83/1 81583/2 8t8y2 ayl (93/2 8t8y1

Como, por hipétese, ¢ € C?, podemos aplicar o teorema de Schwartz:

o, _ 06 _ 0 (a@-) 3.12)

(3.11)

otdy, Oyt  dy; \ ot

Em seguida, da equagao (3.8) temos:

Po; 0
dtdy, oy, (Fi(o(y,1),t))

N
os, (3.13)

2 OF,
= ; Oy, (¢(yvt)7t) 8yj

Lembrando que z; = ¢ (y, t), pois as coordenadas zj, sao as coordenadas de um ponto

da linha de fluxo ¢(y,t) que passa em y em t = 0, conclui-se:

2

D6, OF, 06
5Dy, ’; o, (P, 005 (0. 1) (3.14)
Explicitamente:
Pi R Dby OF, Oy
€
%¢y _0F, (olol] OF, [olo
Ppy  OF, O, 0F, 0¢s
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*¢  OF

B Dby OF
S = GO DG ) + e 5 W) (3.18)

Substituindo,

oJ _ (aﬂ ' O, n 0F, 8¢2) 0o, n O, <8F2 0, n O0F, 8¢2> B

t Ory Oyr  Oxy . Oy1 ) Oy2 ~ Oyr \ Oy . Oya Oz . ya
(8F1 09, L oF, 3¢2) Opy 0 (an 09y L oFy 3¢2) (3.19)
0ry  Oyo Ory 0y2 ) Oy Jys \ Ox1 Oy 0ry Oy
=A+B-C—-D
Mas
A_C OFy 0¢1 09 n OFy O¢y 0y

:axl . ayl . 892 o) . 8yl . 8y2
OF, 0¢1 0py OF 0y 06

— . . — . 3.20
Oxy Oy O Ovy Oya Oy ( )
o0F

_6—:1:1J

e
Opr 091 OF, O¢r OF, 0o
B—-D= . . + . .

Oy Oy, Oxy Oy1 O0zy Oys

C0¢ OF, 01 061 OF, 0 (3.21)
Oys Oz On Oys Oxy Oy '
0F,

_8—172J

Portanto, sobre cada linha de fluxo v, (t) = ¢(y, t) em €, o Jacobiano satisfaz a equacao

oJ

= =7 (div F (¢(y, 1),1)) (3.22)

cuja solucao é da forma

J(t)=c- exp/o div?(qﬁ(y, s), 8)ds (3.23)

Para determinar a constante ¢, note que quando t = 0, ¢(y,0) = y, seguindo-se que
¢1(y,0) =y e $2(y,0) = ya (3.24)
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Portanto,

%(,0):1, %(,O):O
O dys
(3.25)
9%y, 0) =0, 9% (y,0) = 1
oy Y2
implicando que
J(0) =1 (3.26)
Tomando t = 0 na (3.23), temos que
c=J(0)=1 (3.27)
e
t —
It 00.1)) = cap | divF (0(y.).5)ds (3.25)
0
Dos resultados acima segue que
J(t:d(y,t)) >0 (3.29)

para todo t, ou seja, J é estritamente positivo.
— —
Suponha que o campo vetorial F' satisfaz div F' = 0. Entao J(t) = 1, para todo t.

Em especial, quando o campo nao depende explitamente de t,
J(t) = exp (t- div F) (3.30)
Seja F:Q C R? — R? um campo vetorial de classe C1(2). Por cada ponto y € Q

passa uma tnica linha de fluxo dada pela fungao ¢(y;t). Seja ¢, a aplicagdo que associa

a cada ponto y € €, o ponto ¢(y,t) da linha de fluxo que passa por y em ¢ = 0.
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Figura 3.3

Seja D C € uma regiao de ) e seja Dy := ¢4(D) a regiao de ) obtida aplicando 7, aos

pontos de D. Denotemos por A(t) a drea da regiao D;. Temos que

A(t) = / /D dayde, (3.31)

Os pontos em D; tem componentes

zi = 0i((y1,92), 1) (3.32)

Assumindo que as condigoes do teorema da mudanca de coordenadas na integral dupla

sao satisfeitas, obtemos:

dxydxy = |J(t)|dy.dy»
= J(t)dyldyQ

(3.33)

pois J > 0, para todo t. Portanto,

A(t) = / /D T(t)dyrdys (3.34)

Derivando A(t) e aplicando o teorema 3.2,

oJ
A'(t)Z// 5 ndy
D B (3.35)
:// J(t)div F dy,dys
D

A partir deste 1ultimo resultado podemos concluir o seguinte:
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a) Se divF = 0 em 2, entao A'(t) = 0. Isso significa que A(t) = A(0) = A(D) e nao

h& variagao na area.

b) Se divF > 0, entao, como J > 0, segue que A’(t) > 0 para todo t. A drea A(t) é
crescente no parametro t e A(t) > A(0) = A(D).

c) Se divF <0 em ), entdao, como J > 0, segue que A’'(t) < 0, para todo ¢t. A &rea
A(t) decresce no parametro t, e A(t) < A(0) = A(D).

Exemplo 3.26. (Equacao da Continuidade)
Consideremos o escoamento de um fluido no plano. Suponha que o campo de
velocidades seja dado por

V(@ y;t) = vi(@y, yrs t)er + va(wa, yost)es (3.36)

uma fungao de classe C*'(R?). Seja p(z,y;t) a densidade superficial de massa do fluido
(massa por unidade de drea), uma funcao de classe C*. Seja M (t) a massa de fluido que

no instante ¢t ocupa a regiao D;. Entao,

M(t) = //Dt p(xy, xo; t)dx1day (3.37)

Os pontos em D; tem componentes

i = ¢i((y1,92), 1) (3.38)

Figura 3.4

Procedendo como antes, obtemos

M(t)://Dp(qbl(yl,yz,t),¢2(y1,y2,t),t)J(t)dy1dy2 (3.39)
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O escoamento do fluido da regiao D para a regiao D; ocorre ao longo de linhas de fluxo.
As particulas de fluido em D, no instante ¢ = 0, estarao em D; no instante ¢. Portanto,

a massa total de fluido em D é a mesma que em D,. Dessa forma, devemos ter

M'(t)=0 (3.40)

para todo t. Derivando ambos os lados de (3.39), obtemos

0/) 09, a.J B
//p { [ . 96; 0t ] J(t) + pg} dyydys = 0 (3.41)

qglqse ¢ sdo as componentes da linha de fluxo 7, () = (¢1(y, 1), #2(y,t)) de modo que

—— 840 as componentes de 7;@), que é um vetor tangente a 7 ,(t). Esse vetor

ot
tangente é a velocidade, dada por v (x,y,t). Portanto, pela (3.38)

Rk IR ot | IR S
(gj +Vp- ) T+ pJdivy
Portanto,
// Bt Y VT —l—pdwv] Jdyidys = 0 (3.43)
Pelo teorema 2.6 (b)),
(Vp) -0 4+ pdive =V - (p7) (3.44)

Entao,

//D {% V- (ﬁ))] J(t)dydy; = 0 (3.45)

para todo t. Como J(t) > 0, segue que

dp
5 TV ) =0 (3.46)

Esta equacao é chamada de equacdo da continuidade. Por esta equagao,

op
5 = div(pv) (3.47)
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A partir desta equacao podemos dizer que:

.0 : . .
a) Se div(pv') < 0, entdo a—'g > 0 em D;. Portanto, a densidade do fluido esté crescendo
com o tempo e a area A(D;) estd diminuindo. Isso significa que o fluido estd sendo

comprimido.

0
b)Se div(pv’) > 0, entdo a—i < 0 em D;. A densidade do fluido estd diminuindo com o
tempo e a drea A(D;) estd aumentando. Isso significa que o fluido esta se expandindo

com o tempo.

0
¢) Se div(pv') = 0, entdo a—’: =0 em D;. A densidade do fluido permanece constante ao

longo do tempo e a drea A(D;) = A(D) também permanece constante.

Diz-se que um fluido é incompressivel quando seu campo de velocidades satisfaz

. —_ . . ~ .
div(pv’) = 0, ou equivalentemente, sua densidade nao varia durante o escoamento.
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Capitulo 4

Integrais de Linha e Teoremas

Integrais

4.1 Integrais de Linha

—)
Definicao 4.1. Seja F' : Q C R? — R2, Q aberto, um campo vetorial continuo, e uma

curva 7y : [a,b] — Q, de classe C*([a,b]). A integral

— b_,
[Fravi= [ FFe) 70 (4.1)

¢ chamada de integral de linha de F sobre y.

Uma aplicacao fisica importante da integral de linha é o trabalho de uma forca ao

longo de uma trajetoéria.

Exemplo 4.27. Vamos calcular /F - dry, sendo ?(m, y) = ze] +yes e y(t) = (¢,t2),
ol
t € [-1,1]. Pela definigao 4.1,

Temos:

Assim,

F(y(t) -+ = (te] +1263) - (1,2t) = t + 2¢3

42



Logo,

Figura 4.1

Exemplo 4.28. Seja y(t) = (cost,sint),0 <t < 2w, e

= Yy — r
F(x,y) = —>=e1+ ——¢e
(z,9) 22 + 42 1 22 + 12 2
Entao,
- 2m —sint  _, cost N _ 2m
/F-dr :/ [— ——e1 + — 62]-(—smt,cost)dt:/ dt =27
” o cos?t+sin“t cos?t + sin“ ¢ 0

Teorema 4.1. Seja F um campo vetorial continuo no aberto 2 C R™ e sejam v :
[a,b] — Q ey : [e,d] — Q duas curvas de classe C' em seus respectivos dominios.
Suponha que v, e v tem o mesmo trago em €.

a) Se vy for obtida de v, por uma mudancga de parametro que conserva a orientagdo

de v, ou seja, v, € Yo tem a mesma orientacdo, entao:

— —
At 72

b)Se 7o for obtida de ~, por uma mudanga de parametro que reverte a orientac¢do de

Y1, ou seja, Yo tem a orientacao contrdria a de vy, entao:

71 72
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Prova:

a) Seja g a fungao mudanga de parametro . Temos, nesse caso, que ¢'(s) > 0 em todo
seg(c) =a, g(d) =b.

Fazendo a mudanca de varidvel ¢t = ¢(s)

Mas como g ¢ bijetora e de classe C!, temos v,(g(s)) = 72(s), ou ainda, v (t) =
Y2(g71(t)). Portanto,

d% d _
E@ = %(72(9 ) s—g-1t
d . dt
= = (2097 (1)) o 0 (4.5)
_dy(t) dg dg
T At g ds 19(9)) 5

Assim,

a_, d_, .
| Fontalo) o) Las = [ Fontalo) sioris = [ Frana (49

b) Nesse caso, ¢'(s) < 0, g(c) =b e g(d) = a.

Temos
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Observagao: Outra forma de expressar a integral de linha é a seguinte:

Seja

F(z,y) = Plz,1) 1+ Q(z,y) ¢ (4.8)

7 () = (x(t), y (1)) (4.9)

Entao,

seguindo-se que

= [ [Pt vton S+ QGato. o) L] (1.10)
= [ Pt 00)1000 + Q00000

Este ultimo resultado justifica a seguinte notagao, utilizada nas proximas secoes, para

a integral de linha:

/Pd:v + Qdy

Y

que deve ser entendida no sentido de (4.10).

4.2 'Teoremas Integrais

4.2.1 Teorema de Green no plano

Teorema 4.2.(de Green no plano) Seja Q@ C R? um aberto do R?, simplesmente conexo e
v : a,b] — Q uma curva de classe C*([a,b]) por partes, simples e fechada em 2, fronteira

de uma regiao limitada e fechada K C ), orientada no sentido anti-hordrio. Sejam
P(z,y) e Q(x,y) de classe C'(Q). Entao,

]{de + Qdy = // {@ - a—P} dwdy (4.11)

A prova desse teorema serd omitida. Ver [6].
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Exemplo 4.29. Vamos aplicar o Teorema de Green para calcular a integral

f (&t — )z + (2 + 1) dy

v
onde ¥(t) = (cost,sint), 0 <t < 27. Temos que P(z,y) =2 —3® e Q(z,y) = 23 + ¢°
sao de classe C! em R2. A imagem de v é a fronteira do circulo K dado por 22 + 3% < 1,

que estd contido em R2. Pelo teorema de Green,

0 oP
f;(m‘* — ) dw + (2° + 9°)dy = //K (a—f — 8—y> dxdy

oP
onde e 322 e i —3y?; logo,

7{(334 — ) dw + (2 +9°)dy = //K(3x2 + 3y?)dxdy

N
:3//($2+y2)dwdy
K

Utilizando coordenadas polares

T =rcosf

y =rsinf

de modo que

r? - rdrdf

S~

2m
3//(x2+y2)dxdy:3/
K o Jo

Exemplo 4.30. Vamos calcular a integral

[:74 dr + dy
5 T2+ x? + y?
— T

onde y(t) = (cost,sint), 0 <t < 2. As fungoes P(z,y) = Wny e Qz,y) = R

sao de classe C! no aberto Q2 = R? — {(0,0)}. A regido € niao é simplesmente conexa ja
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que o ponto (0,0) estda ausente. Assim, ndo podemos aplicar o Teorema de Green, ja que
as hipoteses do mesmo nao sao satisfeitas. A tnica maneira de calcularmos a integral é

por célculo direto, usando a definicao de integral de linha. Temos que

dx + dy =27
%y T2 + yQ T2 + yQ

o calculo ¢ idéntico ao do exemplo 4.28

4.2.2 Teorema de Stokes no plano

O teorema de Stokes no plano é a versao vetorial do Teorema de Green no plano.

Teorema 4.3.(de Stokes no plano) Seja Q C R? um aberto do R?, simplesmente conezo,
e : [a,b] — Q uma curva de classe C*([a,b]) por partes, simples e fechada em (2,
fronteira de uma regidgo limitada e fechada K C €0, orientada no sentido anti-hordrio.
Seja F-.Q C R? C R® — R%, um campo vetorial de classe C*(Q2). Entao,

- - —
j{F ~d7y :// rot F' - k dxdy (4.12)
¥ K

_>
onde k € um vetor unitdario normal a ).

H
Prova: Como F' é um campo vetorial plano, podemos, sem perda de generalidade, tomar
Q contido no plano XY do R3 e

F(z,y) = (P(z.), Q(x,9),0) (4.13)
Entao,
j[ F.dv = ]{ Pdz + Qdy (4.14)
Y v
€
0Q oP = -
%—Fy—(th)- k (4.15)

Substituindo estes resultados no Teorema de Green, obtemos (4.12).

Exemplo 4.31. Seja ' (,y), (x,7) € R? 0 campo vetorial de velocidades de um fluido.
Suponha v é de classe C'(R?). Chama-se circulacdo do campo de velocidades no ponto

P a integral de linha

Cp(T) = 74 AT (4.16)
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onde vp é uma curva fechada simples ao redor de P e orientada no sentido anti-horario.

A circulagao tem um significado fisico que é o seguinte:

Suponha que, sobre yp, ¥ tem a mesma direcio e sentido do vetor tangente a vp, isto é,

V(yp(t) = c- 7'(t), ¢ > 0. Nesse caso,

cp(ﬁ)sz (T () ‘”dt 7{|| #)|[2dt > 0 (4.17)

P
Isso significa que as particulas do fluido sobre yp tem um movimento giratério so sentido
anti-horario. O fluido tem um movimento de rotagao ao redor de P, numa vizinhanga de

P que contém vp, pelo menos. Se v (yp(t)) = c¢7'(t), ¢ < 0, para todo t € [a, b], entdo,

—c/ 17 (1)][2dt < 0 (4.18)

Nesse caso, o fluido gira no sentido horario, sobre 5 p(t)

<l

<l

Figura 4.2

Quando v é perpendicular & 7, em cada ponto, entdo v (yp(t)) - 7' = 0. Nesse caso, a

circulacao é zero:

Cp(v) =0 (4.19)

Figura 4.3

Aplicando o teorema de Stokes a circulagao, obtemos

p(V) = //K('rot?) . ?dwdy (4.20)



ﬁ
onde K é a regiao do R? limitada e fechada pela curva vp e k é um vetor unitério

normal ao R2.
Quando rot v = 0, tem-se Cp(v') = 0. Por esta razdo, o vetor rot v é também chamado

de vetor de vorticidade.

4.2.3 Teorema da Divergéncia (ou de Gauss) no plano

Definicao 4.2. Seja F.Q C R? — R?, Q aberto, um campo vetorial continuo. Seja
v i [a,b] — Q uma curva de classe C*, regular e injetora dada por ~(t) = (x(t),y(t)). A

integral

/ﬁ s = / (FF W) 76)) - 17 0)]d. (121)
onde

y(t) e —a'(t)es

Iy (@)l ’

—
s’ ~ . ’ . ~ —
¢ chamada de taza de vazao ou fluxo do campo vetorial F' através de vy, na direcao n .

7 ((1)) = (4.22)

—
Seja k wm vetor unitdrio, normal a 0, e cujo sentido é a do leitor. O vetor T (y(t)),

na definicdo 4.2, pode ser expresso na forma

(4.23)

—
O vetor 7'(t) x k e, portanto, 1 (v(t)), € normal a 7'(t) em cada ponto 7 (t) da

—

3 s —> s . . . ~ .
curva, isto €, 7'(t) - m = 0. Além disso, caminhando sobre a curva na orienta¢ao anti-

s . — 7 . . . .
hordria, o sentido de m € o do lado direito. Assim, sey for uma curva fechada, orientada
. . . —_— , . \
no sentido anti-hordrio, m € a normal exterior a curva 7.

A diferencial ds € a diferencial da fungdo comprimento de arco de y(t) dada por

)= [ hv(@)ljas (424

Portanto, ds = ||7'(t)]||dt.
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Figura 4.4

Teorema 4.4.(da divergéncia no plano) Seja F : Q C R? — R2, com Q aberto do §27
simplesmente conexo, um campo vetorial de classe C*(Q2), dado por F = (P(x,y),Q(z,y)).
Seja K um conjunto fechado e limitado contido em 2, de interior nao-vazio, limitado por

uma curva fechada y(t), regular, simples e de classe C' com orientagdo anti-hordria.
Entao:

- =
jI{F - nds = // div F dzdy (4.25)
¥ K

onde 7 é dada por (4.22).

Prova: Temos, por (4.21) que

7 7= [ (o) 7om) - ol

Mas, de acordo com (4.22):

7{?-7(18 = /ab?('y(t))‘ { 1 (y/(t)a_g:/(t)e—z))} ol

Segue que

f?%m:/uw@ww—MWWWWt
v a (4.26)
= ¢ —Qdx + Pdy

Aplicando o Teorema de Green a este tltimo resultado, conclui-se que
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%?-st:f—de+de
g

// (a—P+8—Q> dzdy (4.27)
://Kdz'dea;dy

T 3— N — )
Exemplo 4.32. Seja F'(x,y) = y°e3. Vamos calcular a taxa de vazao de F através da

fronteira v do retangulo 1 < 2 < 3,1 <y < 2, sendo 7 a normal exterior ao retangulo.

y

T T TT/\> F(xz)_Se2
2---- C

/\ /\/\
1___AI ’\F)xl)—ez

1 3

X
Figura 4.5

Aplicando o teorema da divergencia:

j{? - Tds = // div?dxdy
¥ K

A~ . . . . s . —_
sendo K o retangulo dado e 7 sua fronteira orientada no sentido anti-horario e 7" a normal

. . s 2
exterior. Como div F' = 3y~, temos:
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Exemplo 4.33 Consideremos o escoamento de um fluido no R2. Seja @ o campo
vetorial de velocidades do fluido e & uma curva contida na regido do escoamento.
Suponhamos ¥ e 7 funcoes de classe C1(R?). Nosso objetivo é calcular e interpretar

fisicamente a taxa de vazao

/ v - nds (4.28)
;

. / A~ . ~ . . _
do fluido através de . Vamos fazé-lo na situacao mais simples em que v é constante e
4 . — =
a curva 7y é um segmento de reta de comprimento /(7). Suponha que v e 7 formam um

. m
angulo menor que 5 Nesse caso,

— —
/v-nds:
¥

77 [T 2

=]
5|

—
S

1(7)

Figura 4.6

Suponha que o fluido tem densidade p = 1 unidade de massa por unidade de area (por
exemplo, 1 grama por centimetro quadrado). Entao, lembrando que a densidade média

de um fluido com massa M e que ocupa uma area A é

p=r (4.30)

segue que, quando p = 1, temos M = A.

Sendo @ a velocidade do fluido, no intervalo de tempo At, o fluido que atravessa -,
percorrerd uma area igual a do paralelogramo mostrado na figura 4.6.

Denotemos por Az o comprimento lateral direita e esquerda do paralelogramo. Da

definicao de velocidade,
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N Ax
S — 4.31

Tome At = 1 unidade de tempo (por exemplo, 1 segundo). Entdo Az = ||7’||. Como
p =1, a massa de fluido que atravessa v em At = 1 segundo é igual a area do

paralelogramo que ¢ igual a

A=||ATx T =T x TH) (4.32)

_>
| =le;. Entdo,

A= ||F[ix)sen(5 — 6)
= || 7[li(7)cos(6)

= Il llcos(®)1()
=7 7i(y)

Como p = 1, a massa total de fluido que escoa através de v na unidade de tempo é

M=A=77l(y) (4.33)

Essa é a interpretacao fisica da taxa de vazao.
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Capitulo 5

Campos Conservativos

5.1 Definicao

Definicao 5.1. Um campo vetorial E: Q CR? — R2%, Q aberto, é chamado de conserva-

tivo quando existe uma funcdao ¢ : Q — R de classe C tal que

—

F (z) = (Vo)()

em todo x € Q. A fung¢do ¢ € chamada de fun¢ao potencial.

(5.1)

Observamos que a funcao ¢, se existir, nao é tnica. De fato, Vi =F para ¢y = o+ C,

onde C' é uma constante qualquer.
Exemplo 5.34. O campo vetorial

- r y -
F - _
(z,y) x2+y2€1 +:v2—|—y262

definido em © = R? — {0,0} ¢ conservativo. De fato, seja ¢ =

Temos que:

dp

or 2 +2
e

A

dy % +y?
Portanto

V= F

o4

(5.2)

1
5111(%’2 +y2)7 (I7y) €.

(5.3)

(5.4)

(5.5)



Teorema 5.1. Seja F:QCR - R2, Q aberto, de classe C1(Q), um campo vetorial

conservativo. Entao

— —
rotF' =0 (5.6)
em 2. Um campo conservativo, por satisfazer (5.6) é chamado de irrotacional.
Prova: Escrevendo ]? como

F = P& + Qe (5.7)

H
e supondo que I’ é conservativo, existe ¢ : {0 — R tal que

Vo=F (5.8)
em 2. Portanto,
Op Op
— =P — =0 :
Ox ’ dy (5.9)

em Q. Sendo F € C*(Q), entao p € C?*(Q). Portanto,

0? oP
LA (5.10)
Jyor Oy
Pp  0Q
= — 5.11
oxdy  Ox ( )
Pelo Teorema de Schwartz,
2 2
Fo _0v (5.12)
Oyoxr  0xdy
logo,
oP  0Q
—_— = 5.13
Jdy Oz ( )
em §). Usando estes resultados na definicao de rotacional de F segue que
—
rotFF =0 (5.14)

O teorema acima diz que uma condigao necessaria para que um campo vetorial seja
conservativo é que o seu rotacional seja nulo. Desta maneira, se um campo vetorial é con-
servativo, entao seu rotacional é nulo. Esta condicao nao é suficiente, no entanto. Existem

— — —
exemplos de campos vetoriais F' satisfazendo rot F' = 0, mas F' nao é conservativo. Um
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exemplo serd dado na préxima secao.

Exemplo 5.35 O campo vetorial

—

F(x,y) = —ye; +ae; +0€;3

definido no plano XY C R3 nao é conservativo pois

rot?(m, y) = 2e3 # 0

(5.15)

(5.16)

5.2 Integral de Linha de um Campo Conservativo

H
Teorema 5.2. Sejam F : Q C R? — R2, Q aberto, um campo vetorial continuo e

conservativo, ¢ : {0 — R, funcdo potencial para F e v : la,b] — Q uma curva de classe

C'([a,b]). Entdo

Prova: Temos que

Portanto,

F (1) -7(8) = Ve(y(t) - 7'(t)

_Opds 0pdy

C Oxdt Oy dt
d

= 2 (p(r(1)

I
e

—~
5

-2
=
N
~—
o8
~

o6

(5.17)

(5.18)

(5.19)



Exemplo 5.36. O campo vetorial

= y - r
Flz.y)=——3 e L (5.20)

— —
definido em ©Q = R? — {0,0} tem rot F' = 0. No entanto, F' nao é conservativo. Para ver

isso, vamos calcular a integral de linha de F sobre a curva v(t) = (z(t),y(t)),

0 <t < 2w, onde

x(t) = cost
(5.21)
y(t) = sint
[y
.
Figura 5.1
Temos
— m ,
[Foan= [ Fow) (5.22)
¥ 0
Substituindo (5.21) na definigao de ?, obtemos
I R —
F(y(t)) = —sintey + costes (5.23)
Como
v'(t) = —sinte; + costes (5.24)
Entdo, F(7(t)) -~/(t) =1 e
-
F-dy=2n (5.25)
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— —
Suponha, agora, que F' é conservativo e, portanto, existe ¢ : {2 — R tal que Vi = F'.

Nesse caso, pelo teorema 5.2:

[ F oy = / (V) - dy )
= p(7(27))) — ¢(7(0))) =0

pois sendo uma curva fechada, v(27) = v(0) e ¢(v(27)) = ¢(v(0)). Este resultado
contradiz o resultado (5.25). Portanto, nao pode existir ¢ com a propriedade de que

— —
Vi = F'. Desse modo, F' nao pode ser conservativo.

Uma conseqiiéncia importante do teorema 5.2 é que o valor da integral de linha de um

ﬁ
campo vetorial conservativo F' nao depende da curva -y que liga os pontos v(a) e v(b),
que sao as extremidades de 7. Ou seja, se y; e vy, sdo duas curvas tais que v;(a) = v2(a)

e 71(b) = 2(b), entao

— —
gt V2

4,

g

Figura 5.2

O valor da integral se conserva quando calculada sobre as curvas com as mesmas
H
extremidades sendo esta uma das razoes para chamar-se F' de campo conservativo.
ﬁ
Note que sendo F' um campo conservativo, o resultado (5.27) é equivalente a integral

ﬁ
de linha de F' sobre uma curva fechada ser zero:

H
7{ Fody=0 (5.28)
.

onde v obtém-se percorrendo 7 e, em seguida, v, no sentido contrario.
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Exemplo 5.37. (Energia mecanica e campos de for¢a conservativos) Consideremos uma
particula de massa m, que desloca-se numa regiao €2 do espaco R? onde h4 um campo de
forcas F.Q C R? — R?. A particula de massa m desloca-se de A até B, e sua
trajetéria é descrita pela curva v : [a,b] — €, de classe C', com y(a) = A e v(b) = B,
com 7 (t) sendo o vetor posicdo da particula no instante ¢. A energia cinética da

particula num dado instante t é, por definicao,

1
Ec(t) = 5ml[ v (@) (5.29)
onde v = 7' é a velocidade da particula. Sejam v, e vp as velocidades da particula nos

instantes a e b, respectivamente. Vamos mostrar que

— 1 1
[ F a7 = Gl - e (5.30)
i

ﬁ
ou seja, a integral de linha de F' sobre ~ é igual a variagcao na energia cinética da
particula entre os pontos A e B.

av

é
Da Fisica, sabemos que a aceleragao da particula devido a acao da for¢a F' no

dt
ponto (t) esta dada em termos desta por
dv 1—
—=—F(7(t 31
Y LFFw) (5.31)
Assim:
— b d~ b odv dy
F-dy=[ F(y@) —-dt= — - ——dt
[ a7 = [ Fowy Gra= [ GG
Ou seja,
b —
d
/? d?:m/ 7 -
. o dt
Mas
d,_, . dv _ _, dv . dv
(7 = R T
AL T dt
ou
i@y T =T dv
dt "2 dt
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Segue que

Logo,

1

— 1
/ F a7 = Sl [T - gmllo(a)?
:

= Ec(b) - Ec(a)

Exemplo 5.38. Seja F:QCR?=R?um campo de forcas no aberto Q. Suponha F

continuo e conservativo em . Entao, existe uma funcio ¢ : Q — R, p € C1(Q), tal que

(Vo)(x) = F(z)

(5.32)

em todo x € €). Suponha que uma particula com massa m desloca-se em {2 descrevendo

uma curva 7. Suponha v : I = [a,b] — Q é de classe C''(I) e que Féa forga resultante

sobre a particula. Suponha que no instante ¢y a posicao da particula é y(ty). Para todo

t € [a,bl,

(@) _,
/ o F a7 = o00) 010

pelo teorema 5.2.

Mas, pelo exemplo anterior,

onde

E.(t) = %mv2(t)

é a energia cinética da particula no instante ¢. Portanto,

E.(t) — Ec(to) = o(v(t)) — ¢(v(to))
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Defina

p(t) == —p(v(1)) (5.37)

A funcao E,(t) é chamada de energia potencial da particula. Segue dos resultados acima

que

E.(t)+ Ey(t) = Ey(to) + E.(to) (5.38)

Podemos concluir que a soma das energias cinética e potencial da particula, em qualquer
instante ¢, e, portanto, ao longo do deslocamento da particula, permanece constante.

Dizemos entao que a funcgao

E(t) = E.(t) + E,(t) (5.39)

chamada de energia mecanica da particula, é uma constante do movimento: F(t) = E =
constante, para todo t. O valor da energia F(t) se conserva ao longo do movimento

H
sendo esta outra razao para chamar-se F' de um campo conservativo. Tem -se que
—}

F=-xvE,

Definigao 5.2. Um conjunto 2 C R? € conexo por caminhos quando dado dois pontos A

e B quaisquer de Q) existe uma curva continua ligando esses dois pontos.

9l
F‘\.A
=

— /|

Figura 5.3
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Definicao 5.3. Sejam F:Q C R? — R?, Q aberto, A, B dois pontos quaisquer de ).
Seja C(A, B) o conjunto de todas as curvas de classe C', em ), ligando A e B, isto €,

C(A,B) ={vy:[a,b] — Q,v € C'/y(a) = A e v(b) = B} (5.40)

Diz-se que a integral de linha

/Tﬁ - dy (5.41)

¢ independente do caminho ~ de integragcao em ) quando o valor da integral é o mesmo,

Vv € C(A, B), e para quaisquer pontos A, B € Q.

A@B

Figura 5.4

ﬁ
Anteriormente, vimos que um campo vetorial F' conservativo é independente do ca-

minho de integracao. O teorema seguinte prova que a reciproca também vale:

H
Teorema 5.3. Seja 2 C R? um aberto conexo por caminhos e F' : Q — R? um campo

vetorial continuo em €2. Suponha que

/ Fdy (5.42)

seja independente do caminho de integracao em §2. Seja S € Q0 e X € Q, qualquer. Entao,
a fungao ¢ : ) — R dada por

p(x) = /S F - dy, (5.43)

onde a integral € a integral de linha sobre uma curva v qualquer em 2, com extremidades

H
em S e X, € uma funcao potencial para F', isto €,

Vo=F (5.44)
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Figura 5.5

Prova: Seja F = Pe] + Qe;. Dado X = (z,y), existe uma bola aberta de centro X

contida em €2, pois 2 é aberto. Seja h > 0 de maneira que o segmento de extremidades

X e X + hey = (z + h,y) esteja contido na bola.

Considere a curva formada por v e o segmento de X a X + hey. Seja (X + hep) a

funcao potencial calculada sobre esta nova curva. Entao:

X _, )(Jrh,e—f_>
F~d7+/ F - dv
X

(X + hey) :/

S

Portanto,

. B X+he‘1’_>
©(X + hey) —p(X) = F - dy
X

Seja I'(t) = X +tey, t € [0, h], a curva ligando X a X + he;. Entdo:

/463?47:A'Fw@»rﬁmw

onde
F(I(t)-T'(t) = P(T(t))
pois
F(T(t) = P(T(t)er + QI(1)&
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Portanto,

X+hel)—p(X) 1 ("
pX Hher) =) 1 / P(T(t))dt (5.51)
h h Jo
e?
/h
N P(T'(t))dt
i P ERE) o) e (5.52)
h—0+ h h—0+ h
O limite pode ser calculado aplicando a regra de L’Hospital. Obtemos:
h
/ P(T(1)dt)
li 0 = lim P(I'(h
T i, P
Como F é uma funcao continua em €2, entao suas componentes também o sao. Por-
tanto,

lim P(y(h)) = P(7(0)) = P(X)

h—0+
) : . dp =
De modo anélogo, concluimos também que 90 = Q@ em (). Portanto, Vo = F' em ().
Y
H
Teorema 5.4. Sejam Q C R? aberto e conexo por caminhos e F : Q — R? um campo
vetorial continuo. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

. - » .
(i) F' ¢é conservativo.

(ii) Para toda curva fechada ~y de classe Ct em Q, tem-se

H
7{ F.dy=0 (5.53)
i

(111) Sejam vy e vo duas curvas quaisquer em £ com as mesmas extremidades. Entdo

— —
/F-dfyl:/ F - dy (5.54)
7 Y2

Prova:
()= (ii)
— —
Como F' é conservativo, existe ¢ : Q@ — R tal que Voo = F em Q. Logo, se 7 : [a,b] —
Q for fechada temos v(a) = (b) e:

]4 Fody= ]4 V- dy = p(y(8)) — p(1(a)) = 0 (5.55)
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(iii) = (i)

Teorema provado anteriormente.

(i) = (iii)

Suponha v : [a,b] — 2. Como v é fechada, temos que y(a) = v(b).

Tomando dois caminhos quaisquer fechados em €2, v, e v, e definindo v como a curva

constituida por v, seguida por —v,. Entao:

(5.56)

Entao

— — — —
/F~d’y—/F-d7:O:> F~dfy:/F~d’y (5.57)
71 72 7 2

_)
Assim, / F' - dv é independente do caminho.

Teorema 5.5. Seja Q0 um aberto do R? e suponha que existe (xq,yo) € Q tal que para

todo (x,y) € Q, a poligonal dos vértices (xo,vo), (xo,y) € (z,y) estd em Q

Figura 5.6
Seja
- — —
F(l’,y) :P($,y)€1 +Q($,y)€2 (558)

— —
um campo vetorial de classe C1(Q). Serot ' =0 em ), entao F é um campo conserva-

tivo.
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Prova: Defina

o(x,y) = /yQ(xo,t)dt + /r P(t,y)dt

Zo

para (z,y) € €.

Temos que

¢ —(x, Q(x / (t
ay y 0,y 8 y

é ~
Como rot F' = 0, entao,

oP, . 0Q

Iy

a—y(w, Q(xo,y / 5 —dt
= Q(l'(),y) + Q(ZE, y) - Q(l’o,y)
= Q(x,y)

ﬁ
Portanto, Vo = F' em ().
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Apeéendice

Funcgoes de classe C" - A fungao é continua e a sua primeira, segunda, ..., n-ésima

derivada existe e também é continua.

Conjunto compacto no R™ - E um conjunto fechado e limitado.

Conjunto compacto no R"” Um dominio D diz-se simplesmente conexo se qualquer
curva fechada em D pode ser comprimida até se reduzir a um ponto sem abandonar D.

Vizinhancga - Diz-se que o ponto a é interior ao conjunto X C R quando existe um
numero € > 0 tal que o intervalo aberto (a — &, a + ¢) estd contido em X. O conjunto dos
pontos interiores a X chama-se o interior do conjunto X. Quando a € intX diz-se que o

conjunto X ¢é uma vizinhanga do ponto a.

Teorema de Schwartz - Seja f: A C R? — R, A aberto. Se f de classe C? em A,

0% f 0% f
(z,y) = (
0xdy Oyox
Teorema de Mudanca de Varidveis na Integral Dupla - Seja T : Q) C R? — R2,

z,y)

Q) aberto, de classe C''(€). Suponha T' é bijetora e tem jacobiano nao nulo em Q. Suponha

ainda que f seja continua sobre ). Entao,

[ frsan= [ [ ol

Simplesmente Conexo - Um dominio D diz-se simplesmente conexo se qualquer

curva fechada em D pode ser comprimida até se reduzir a um ponto sem abandonar D.
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