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RESUMO

Neste trabalho, um novo algoritmo LMS normalizado proporcional
(PNLMS) ¢é proposto. Tal algoritmo usa fatores de ativacdo individuais
para cada coeficiente do filtro adaptativo, em vez de um fator de
ativacdo global como no algoritmo PNLMS padrdo. Os fatores de
ativacdo individuais do algoritmo proposto sdo atualizados
recursivamente a partir dos correspondentes coeficientes do filtro
adaptativo. Essa abordagem conduz a uma melhor distribuicdo da
energia de adaptacdo entre os coeficientes do filtro. Dessa forma, para
respostas ao impulso com elevada esparsidade, o algoritmo proposto,
denominado algoritmo PNLMS com fatores de ativagdo individuais
(IAF-PNLMS), atinge maior velocidade de convergéncia do que os
algoritmos PNLMS padrdo e PNLMS melhorado (IPNLMS). Também,
uma metodologia de modelagem estocastica dos algoritmos da classe
PNLMS é apresentada. Usando essa metodologia, obtém-se um modelo
estocastico que prediz satisfatoriamente o comportamento do algoritmo
IAF-PNLMS tanto na fase transitdria quanto na estacionaria. Através de
simulacdes numeéricas, a eficAcia do modelo proposto é verificada.
Adicionalmente, uma versdao melhorada do algoritmo IAF-PNLMS,
denominada EIAF-PNLMS, é proposta neste trabalho, a qual usa uma
estratégia de redistribuicio de ganhos durante o processo de
aprendizagem, visando aumentar 0s ganhos atribuidos aos coeficientes
inativos quando os ativos aproximam-se da convergéncia. Resultados de
simulacdo mostram que tal estratégia de redistribuicdo melhora
significativamente as caracteristicas de convergéncia do algoritmo.

Palavras-chave: Algoritmo LMS normalizado proporcional (PNLMS),
filtragem adaptativa, identificacdo de sistemas esparsos, modelo
estocastico, resposta ao impulso esparsa.






ABSTRACT

In this work, a new proportionate normalized least-mean-square
(PNLMS) algorithm is proposed. Such an algorithm uses individual
activation factors for each adaptive filter coefficient, instead of a global
activation factor as in the standard PNLMS algorithm. The proposed
individual activation factors are recursively updated considering the
corresponding adaptive filter coefficients. This approach leads to a
better distribution of the adaptation energy over the filter coefficients
than the standard PNLMS does. Thereby, for impulse responses
exhibiting high sparseness, the proposed algorithm, called individual-
activation-factor ~ proportionate normalized least-mean-square
(IAF-PNLMS), achieves faster convergence than the standard PNLMS
and improved PNLMS (IPNLMS) algorithms. Also, a stochastic
modeling methodology for the class of PNLMS algorithms is presented.
By using this methodology, one obtains a stochastic model that predicts
satisfactorily the IAF-PNLMS algorithm behavior in both transient and
steady-state phases. Through simulation results, the accuracy of the
proposed model is verified. Furthermore, an enhanced version of the
IAF-PNLMS algorithm, called EIAF-PNLMS, is proposed, which uses a
gain redistribution strategy during the learning process for increasing the
gain assigned to inactive coefficients as the active ones approach
convergence. Simulation results show that such a strategy significantly
improves the convergence characteristics of the algorithm.

Keywords: Adaptive filtering, proportionate normalized least-mean-
square (PNLMS) algorithm, sparse impulse response, sparse system
identification, stochastic model.
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CAPITULO 1

Introducéo

Uma resposta ao impulso (planta) é qualitativamente classificada
como esparsa se a maioria de seus coeficientes tem magnitude nula (ou
proxima de zero) e apenas alguns poucos coeficientes apresentam
magnitudes significativas. Tais respostas esparsas sdo encontradas em
muitas aplica¢des, tais como cancelamento de eco, localizacdo de fontes,
sistemas de transmissao de televisdo digital, processos sismicos, dentre
outras [1]-[4]. Assim, a concepc¢do de filtros adaptativos que exploram a
natureza esparsa dessas respostas tem se tornado uma area de pesquisa
ativa e de grande relevancia. Para essa classe de respostas ao impulso, 0s
algoritmos adaptativos classicos que utilizam o mesmo passo de
adaptacdo para todos os coeficientes do filtro, tal como o algoritmo
LMS normalizado (NLMS - normalized least-mean-square), sédo
superados em termos de velocidade de convergéncia e habilidade de
rastreamento por aqueles algoritmos especialmente concebidos para tirar
proveito da natureza esparsa da resposta ao impulso [5]-[12].

Um dos primeiros algoritmos a explorar a natureza esparsa da
resposta ao impulso foi proposto por Donald L. Duttweiler em [6].
Nesse algoritmo, denominado NLMS proporcional
(PNLMS - proportionate NLMS), cada coeficiente do filtro adaptativo é
atualizado proporcionalmente a sua magnitude, resultando em uma
melhoria nas caracteristicas de convergéncia. Contudo, o algoritmo
PNLMS tem seu desempenho deteriorado a medida que a esparsidade da
resposta ao impulso decresce [5], [8]. Assim, versfes melhoradas do
algoritmo PNLMS, tais como 0 PNLMS++ [5] e 0 PNLMS melhorado
(IPNLMS - improved PNLMS), objetivando lidar com respostas ao
impulso com esparsidade média, vém sendo propostas [8]. Entretanto,
esses algoritmos ndo exibem a mesma velocidade inicial de
convergéncia que é obtida com o algoritmo PNLMS para respostas ao
impulso com elevada esparsidade [13]. Uma versdo do algoritmo
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PNLMS que considera a variacdo de esparsidade da planta’ é o
SC-PNLMS (sparseness-controlled PNLMS) [12], [14]. Esse algoritmo
apresenta um satisfatério comportamento para plantas com esparsidade
elevada, assim como para aquelas com esparsidade média; contudo, tal
comportamento é obtido as custas de um aumento de complexidade
computacional. Em [9] e [10], outra versdo do algoritmo PNLMS,
denominada PNLMS com lei p (MPNLMS - p-law PNLMS), é

proposta. Tal algoritmo prové uma convergéncia rapida durante todo o
processo de adaptacdo, superando os algoritmos PNLMS e PNLMS++;
entretanto, 0 MPNLMS é computacionalmente mais complexo do que o
PNLMS. Outros trabalhos relacionados aos algoritmos adaptativos para
aplicagBes com plantas esparsas podem ser encontrados em [15]-[22].
Nesse contexto, o presente trabalho tem os seguintes objetivos gerais:

i) Desenvolver algoritmos adaptativos melhorados para aplicacfes
nas quais a planta do sistema é esparsa.

ii) Desenvolver uma metodologia de modelagem estocastica para
algoritmos adaptativos aplicados em plantas esparsas.

A seguir, sdo apresentados 0s conceitos basicos envolvendo
filtragem adaptativa proporcional, tais como grau de esparsidade,
estrutura do algoritmo PNLMS e modelagem estocastica dessa classe de
algoritmos. Além disso, sdo ressaltadas as principais contribuicdes e a
organizacao deste trabalho de pesquisa.

1.1. Filtragem Adaptativa Proporcional

Nesta se¢do, inicialmente, o grau de esparsidade de uma resposta
ao impulso ¢é definido; em seguida, a estrutura de um dos primeiros
algoritmos especialmente concebidos para lidar com plantas esparsas, 0
algoritmo PNLMS [6], é apresentada. Finalmente, as motivagdes para a
proposicdo de um novo algoritmo com melhores caracteristicas de
convergéncia sdo descritas.

! Na literatura especializada, os termos planta e resposta ao impulso sdo
usados indistintamente.
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1.1.1. Grau de Esparsidade

Uma medida tipica, encontrada na literatura, que quantifica a
esparsidade de uma resposta ao impulso é o grau de esparsidade. Tal
medida, baseada na relacdo entre a norma 1 e norma 2 da resposta ao
impulso, é definida como [1], [23]

(0]
w
N “1

NN N ],

Sp (WO) 2 (1.1)

onde o vetor w° representa uma resposta ao impulso de dimensdo N, e

medida Sp(w°) varia de 0 (grau de esparsidade de um filtro uniforme)
a 1 (grau de esparsidade do filtro de Dirac) [1], [23].

Agora, € exemplificado o uso de (1.1), avaliando o grau de
esparsidade de uma resposta ao impulso. Para tal, considere o exemplo
de uma resposta ao impulso tipica de um caminho de eco de rede
(amostrada em 8kHz), ilustrada na Figura 1.1, a qual é originada

quando redes de pacotes para comunicagdo de voz sdo conectadas com
os sistemas PSTN (public switched telephone network). Nessa figura, a
resposta ao impulso do caminho de eco exibe as seguintes
caracteristicas:

WO

e “WO
1

, sdo, respectivamente, a norma 1 e a norma 2 de w° A

i) Uma regido ativa devido & resposta ao impulso da hibrida
(modelo do caminho de eco #1 definido nas recomendaces
ITU-T G.168) com tempo de dispersdo de 8 ms, representado
pelos 64 coeficientes centrais [24].

ii) Duas regides inativas devido ao bulk delay?®, com duracéo de 56
ms, correspondendo a 448 coeficientes [22], [25]-[27].

% Na literatura técnica, o termo bulk delay é usado para denominar o atraso
total dos pacotes de voz devido a codificagdo, propagagdo e variacdo do
tempo de buffering (jitter buffer delays).
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Figura 1.1. Resposta ao impulso tipica de um caminho de eco de rede.

Note, da Figura 1.1, que a resposta ao impulso do caminho de eco
¢ dominada pelas duas regides inativas, 0 que a torna esparsa. Entédo,
através de (1.1), o grau de esparsidade dessa resposta ao impulso é
Sp(W°)=0.8969, que é considerado elevado, préximo do maximo

valor 1.

1.1.2. Adaptacéo Proporcional
A. Breve Histdrico

O algoritmo LMS (least-mean-square), proposto por B. Widrow
e M. E. Hoff no contexto de reconhecimento de padrbes [28]-[30], é o
mais popular algoritmo adaptativo conhecido na literatura. A sua
esséncia pode ser sucintamente descrita pela expressao de atualizacdo do
i-ésimo coeficiente do filtro adaptativo, a qual é dada por

passo de
adaptacéo
—
w(n+)=w(n)+ pn e(n)x(n) (12)
—_—

termo de corregéo
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onde p € o parametro de passo, x;(n) € o i-ésimo elemento do vetor de
entrada e e(n) € o sinal de erro, definido como a diferenca entre o sinal

desejado e a saida do filtro adaptativo (veja Figura 1.2), sendo o sinal
desejado obtido de acordo com a aplicacdo especifica. Em (1.2), note
que o0 passo de adaptagdo é global (mesmo passo para todos os
coeficientes do filtro adaptativo) e constante no tempo.

£

SINAL DE
SAIDA

> FILTRO LINEAR

ADAPTATIVO

VETOR DE - SINAL

ENTRADA B DESEJADO
-

SINAL
DE ERRO

' ALGORITMO

ADAPTATIVO

Figura 1.2. Diagrama de blocos de um problema geral de filtragem
adaptativa.

Inicialmente, o algoritmo LMS foi empregado com sucesso em
antenas adaptativas e cancelamento de ruido [28]-[31]. A sua utilizacdo
em aplicacGes praticas cresceu significativamente ap6s a invencdo das
seguintes aplicagdes no Bell Telephone Laboratories:

a) Equalizador adaptativo. Essa aplicacdo foi desenvolvida por
R. W. Lucky em 1965, sendo, na literatura técnica,
usualmente referida como decision-direct learning [28], [30].

b) Cancelador de eco. A idéia do cancelamento de eco, ilustrada
na Figura 1.3, é gerar uma réplica sintética do sinal de eco
(saida do filtro adaptativo) e subtrai-la do sinal de retorno
(soma do sinal de eco com o sinal de voz do usuério
near-end), melhorando assim a qualidade das conversacGes
telefénicas. Tal idéia foi inicialmente proposta por J. L. Kelly
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e, posteriormente, implementada por M. M. Sondhi e A. J.
Presti em 1966 [30], [32].

.4

USUARIO NO | ALGORITMO FILTRO USUARIO NO
HiBRIDA [
FAR-END ADAPTATIVO ADAPTATIVO NEAR-END

O[

+

Figura 1.3. Diagrama de blocos simplificado de um sistema de
cancelamento de eco.

Conforme (1.2), no algoritmo LMS, o ajuste do vetor de
coeficientes é diretamente proporcional ao vetor de entrada, tornando o
comportamento do algoritmo sensivel as variacBes na poténcia desse
sinal. Para contornar tal problema, os canceladores de eco comecaram a
ser implementados usando uma variante do algoritmo LMS denominada
LMS normalizado (NLMS). Tal algoritmo pode ser é representado por

[6]:

passo de
adaptacdo

. —W _r .
w;(n+1) W'(n)+N6X(n)+é‘;e(n)X'(n) (1.3)

termo de correcéo

onde N é o comprimento do filtro adaptativo, 6§(n) é uma estimativa
da variancia do sinal de entrada e £>0 é um pardmetro de
regularizacdo (prevenindo divisdo por zero e estabilizando a solucéo).
Agora, o0 passo de adaptacdo é variante no tempo, porém ainda global.
Em 2000, no Bell Laboratories, Donald L. Duttweiler propés uma
variante do algoritmo NLMS, aqui denominado NLMS proporcional
(PNLMS) original, na qual o passo de adaptacdo associado ao i-ésimo
coeficiente é proporcional a magnitude do correspondente coeficiente
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[6], [32]. A equacdo de adaptacdo do algoritmo PNLMS original [3] é
dada por

passo de
adaptagdo

_ o ugi(n) :
W, (N +1) =w;(n) + —N Gi R ——— e(n)x; (n) (1.4)

termo de corregéo

onde g;(n) é o ganho de adaptacéo individual associado ao coeficiente
w;(n) e g(n) é a média aritmética dos ganhos individuais. A forma
como os ganhos individuais sdo calculados é mostrada na proxima
secdo. Basicamente, a adaptacdo proporcional visa fazer g;(n)

proporcional a |w;(n)|. Conseqiientemente, os coeficientes com maior

magnitude tendem a convergir mais rapidamente. Dessa forma, quando
a planta é esparsa, verifica-se que a velocidade de convergéncia do
algoritmo PNLMS original tende a ser superior & do algoritmo NLMS.

A idéia da adaptacdo proporcional consiste nos seguintes pontos
fundamentais:

i) Habilidade de aprendizado de caracteristicas da planta (como,
por exemplo, grau de esparsidade) a partir de dados estimados
pelo algoritmo.

ii) Exploracdo deste aprendizado para aumentar a velocidade de
convergéncia.

iii) Utilizacdo de passo de adaptacdo individual e variante no
tempo, conforme (1.4). Note que essa caracteristica contrasta
com aquelas observadas nos algoritmos LMS [passo de
adaptacdo global e constante conforme (1.2)] e NLMS [passo de
adaptacdo global e variante no tempo de acordo com (1.3)].

Aqui, ressalta-se a importancia histérica do algoritmo PNLMS
original, visto que, a partir dele, muitas variantes vém sendo
desenvolvidas, constituindo a classe PNLMS de algoritmos adaptativos
[3], [20]-[21].
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B. Algoritmo PNLMS Padrao

O algoritmo PNLMS padrdo (forma compacta e elegante do
algoritmo, sendo comumente adotada na literatura aberta) é formulado

pelo seguinte conjunto de equag6es [2], [8]:

Equacdo de atualizacdo dos coeficientes (N x1)

Sinal de erro
e(n) =d(n) -w' (N)x(n) +2(n) (1.6)
Matriz de distribuic&o de ganhos (N x N)
G(n) =diag[g; () go(n) - gy (W] (.7)
Ganho individual
gi(n)zl";&, i=12,...,N (1.8)
N,.Zj’ ()
Funcéo de proporcionalidade
¢; (n) = max| a(n), [wi(n)[] (1.9)
Fator de ativagdo
a(n) =pmax| 3, Jw(n,, | (1.10)
onde O<u<2 é o pardmetro de passo e | - | caracteriza a norma

infinita de um vetor. A varidvel d(n) representa o sinal desejado e
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z(n), um ruido de medicdo independente e identicamente distribuido

(i.i.d.) com média zero, variancia 53, e ndo correlacionado com
qualquer outro sinal do sistema. O vetor de entrada ¢é
x(n) =[x(n) x(n—1)---x(n—N+1)]" e o vetor contendo os N
coeficientes do filtro adaptativo é dado por w(n)=[w,(n) w,(n) ---

Wy (M]". A matriz diagonal G(n) distribui os ganhos gj(n) entre os

coeficientes, dessa forma, governando o ajuste dos passos de adaptacéo.
O fator de ativacdo a(n), dado em (1.10), depende do vetor de

coeficientes do filtro adaptativo, bem como de p e 6, 0s quais sdo,

respectivamente, os parametros de proporcionalidade (ou ativacdo) e
inicializacdo. O parametro de inicializagdo permite a partida do processo
de adaptagdo para n=0, quando todos os coeficientes do filtro sdo

inicializados em zero. O parametro de proporcionalidade evita que um
coeficiente individual “congele” quando sua magnitude ¢ nula ou muito
préxima de zero [5], [8].

1.2. Motivagbes para a Derivacdo de um Algoritmo PNLMS
Melhorado

Nesta se¢do, destaca-se uma das contribuicBes especificas deste
trabalho para a classe de algoritmos proporcionais.

O comportamento do algoritmo PNLMS padrdo depende dos
parametros que controlam a proporcionalidade e a inicializacéo, os quais
sdo de dificil ajuste [2]. Assim, um ponto central é como estabelecer
valores adequados para esses parametros, visto que eles afetam a
velocidade de convergéncia do algoritmo. Tais pardmetros estdo
relacionados ao fator de ativacdo, cuja funcdo é prevenir que 0s
coeficientes do filtro adaptativo “congelem”. No algoritmo PNLMS
padrdo, o fator de ativacdo € comum a todos os coeficientes, calculado
amostra por amostra e dependente também da norma infinita do vetor de
coeficientes do filtro adaptativo [veja (1.10)]; conseqiientemente, essa
abordagem para obter o fator de ativacdo conduz a uma distribuigdo de
ganhos que ndo atende plenamente o conceito de proporcionalidade, o
qual é um atributo desejavel para os algoritmos da classe PNLMS (veja
Capitulo 2).
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No Capitulo 4, uma nova estratégia para determinar o fator de
ativacdo é proposta, melhorando o comportamento do algoritmo. Em
contraste com o algoritmo PNLMS padrdo, a nova abordagem usada
para determinar o fator de ativacdo apresenta as seguintes
caracteristicas:

i) Utilizacdo de um fator de ativacdo individual.

ii) Cada fator de ativacdo individual é calculado em funcdo da
magnitude do correspondente coeficiente do filtro adaptativo.

iii) O fator de ativacdo individual ndo depende dos pardmetros de
proporcionalidade e inicializagdo, tendo em vista que tais
parametros ndo estdo mais presentes na formulacéo proposta.

Como conseqiéncia, a velocidade de convergéncia do algoritmo
proposto aumenta significativamente, visto que agora existe um fator de
ativacdo individual para cada coeficiente. A nova verséo do algoritmo é
denominada PNLMS com fator de ativacdo individual (IAF-PNLMS)
[33]-[34].

Para respostas ao impulso com elevado grau de esparsidade,
resultados de simulagdo mostram que o algoritmo proposto apresenta
uma maior velocidade de convergéncia bem como resposta mais rapida
a perturbacBes na planta do que os algoritmos PNLMS padrdo e
IPNLMS.

1.3. Modelagem dos Algoritmos da Classe PNLMS

A modelagem estocastica é uma ferramenta importante na area de
processamento adaptativo de sinais. Seus principais propdsitos sdo
prever o desempenho do algoritmo adaptativo sob diferentes condigdes
de operacdo e obter valores apropriados para 0s pardmetros do
algoritmo, tais como valor do passo, desajuste, comprimento do filtro,
dentre outros [35]-[38]. Dessa forma, tendo-se as expressdes do modelo
em maos, simulacdes exaustivas de Monte Carlo (MC) podem ser
evitadas. Além do mais, o modelo pode ser usado para identificar algum
comportamento indesejado do algoritmo; em seguida, fazendo as
modificacbes adequadas, pode-se contornar tal comportamento,
resultando em um algoritmo melhorado [37].
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Os algoritmos da classe proporcional (tais como PNLMS padréo,
IPNLMS, IAF-PNLMS) vém sendo amplamente discutidos na literatura
técnica [5]-[12]. Entretanto, somente alguns poucos trabalhos de
pesquisa tratam da modelagem desses algoritmos, devido a
complexidade matematica envolvida no desenvolvimento dos modelos.
Visando obter expressdes matematicamente trataveis, os modelos
existentes sdo baseados em algumas simplificacbes severas, 0 que
frequentemente resulta em um modelo que néo reflete 0 comportamento
do algoritmo. Por exemplo, um modelo simplificado para os algoritmos
PNLMS é apresentado em [6]. Para obter tal modelo, o sinal de entrada
¢ assumido branco e a matriz de ganhos, invariante no tempo.
Obviamente, esta Ultima restricdo, também usada em [39], permite
derivar expressfes que predizem o comportamento do algoritmo apenas
em regime estacionario. Um modelo mais realista é apresentado em
[40], no qual a matriz de ganhos é agora considerada variante no tempo,
levando a um modelo que prevé o comportamento transitorio do
algoritmo. Contudo, tal modelo é obtido para condicdes restritas, isto €,
usando uma versdo simplificada do algoritmo e assumindo sinal de
entrada branco. Assim sendo, em nosso conhecimento, a modelagem
dos algoritmos da classe PNLMS ainda é um tema em aberto na
literatura especializada. Portanto, no que diz respeito a modelagem dos
algoritmos da classe PNLMS, este trabalho tem os seguintes objetivos
especificos:

i) Derivar um modelo estocastico para a evolugdo dos coeficientes
adaptativos do algoritmo IAF-PNLMS.

ii) Determinar as expressdes de um modelo estocastico para o
momento de segunda ordem do vetor de erro dos coeficientes e
da curva de aprendizagem do algoritmo IAF-PNLMS.

iii) Formular uma metodologia de analise geral que possa ser
aplicada a outros algoritmos da classe PNLMS.

1.4. Trabalhos Publicados
Durante a realizacdo deste trabalho de pesquisa, varios artigos

foram publicados em féruns especializados, os quais sdo listados a
seqguir:
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2)

3)

4)

5)

6)

F. C. de Souza, O. J. Tobias, R. Seara, and D. R. Morgan,
“Alternative approach for computing the activation factor of the
PNLMS algorithm,” in Proc. European Signal Process. Conf.
(EUSIPCO), Glasgow, Scotland, Aug. 2009, pp. 2633-2637.

F. C. de Souza, O. J. Tobias, R. Seara, "Consideragcfes sobre 0
algoritmo PNLMS com fatores de ativagdo individuais,” in
XXVII Simp6sio Brasileiro de Telecomunicacdes (SBrT 2009),
Blumenau-SC, Brazil, Out. 2009.

F. C. de Souza, O. J. Tobias, R. Seara, and D. R. Morgan, “A
PNLMS algorithm with individual activation factors,” IEEE
Trans. Signal Process., vol.58, no.4, pp.2036-2047,
Apr. 2010.

F. C. de Souza, O. J. Tobias, R. Seara, and D. R. Morgan,
“Stochastic model for the mean weight evolution of the
IAF-PNLMS algorithm,” IEEE Trans. Signal Process., vol. 58,
no. 11, pp. 5895-5901, Nov. 2010.

F. C. de Souza, R. Seara, "Consideracdes sobre a modelagem
estocastica dos coeficientes do algoritmo adaptativo
IAF-PNLMS," in  XXIX  Simp6sio Brasileiro  de
Telecomunicacgdes (SBrT 2011), Curitiba-PR, Brazil, Out. 2011.

F. C. de Souza, R. Seara, and D. R. Morgan, “An enhanced
IAF-PNLMS adaptive algorithm for sparse impulse response
identification,” IEEE Trans. Signal Process., vol. 60, no. 6, pp.
3301-3307, Jun. 2012.

1.5. Organizagéo do Manuscrito

O trabalho de pesquisa aqui apresentado é organizado como

segue. O Capitulo 2 apresenta um estudo do algoritmo PNLMS padréo,
mostrando o0s efeitos dos pardmetros desse algoritmo em seu
comportamento. Através de simulagdes numéricas, é mostrado que 0
fator de ativacdo tem um impacto importante no comportamento do
algoritmo. O Capitulo 3 apresenta as principais variantes do algoritmo
PNLMS padrdo discutidas na literatura. No Capitulo 4, uma das
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principais contribuicdes deste trabalho é apresentada: a derivacdo do
algoritmo IAF-PNLMS, verificando as suas caracteristicas, propriedades
e desempenho. No Capitulo 5, é proposta uma metodologia geral para a
modelagem estocastica dos algoritmos da classe PNLMS, derivando
expressdes para 0 momento de primeira ordem do vetor de coeficientes
do algoritmo IAF-PNLMS. O Capitulo 6 apresenta as expressdes de um
modelo estocastico para 0 momento de segunda ordem do vetor de erro
dos coeficientes; também, a expressdo de modelo para a curva de
aprendizagem do algoritmo IAF-PNLMS ¢é obtida. No Capitulo 7, outra
importante contribuicdo deste trabalho tese é apresentada: a derivacdo
de uma versdo melhorada do algoritmo IAF-PNLMS, denominada
EIAF-PNLMS (enhanced IAF-PNLMS), a qual considera que a filosofia
proporcional ndo precisa ser aplicada durante todo o processo de
adaptacdo, em contraste aos outros algoritmos da classe PNLMS.
Finalmente, no Capitulo 8, sdo apresentados 0s comentarios e as
conclustes finais de tese.

1.6. Conclusdes

Neste capitulo, os conceitos gerais concernentes aos algoritmos
da classe PNLMS (como filtragem adaptativa proporcional e grau de
esparsidade), a motivacdo para o desenvolvimento de tais algoritmos,
bem como os objetivos gerais e especificos deste trabalho de pesquisa
foram apresentados. Também, os aspectos histéricos e filosdficos da
filtragem adaptativa proporcional foram brevemente discutidos.
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| CAPITULO 2

Impacto do Fator de Ativagcdo no Comportamento do
Algoritmo PNLMS Padré&o

2.1. Introducéo

Neste capitulo, o comportamento do algoritmo PNLMS padrdo €
discutido e analisado, visando obter uma versdo melhorada desse
algoritmo. Para tal, o ponto central é estudar o efeito do fator de
ativagdo a(n) e dos seus parametros associados (proporcionalidade p e
inicializacéo &) sobre o comportamento do algoritmo.

O fator de ativagdo a(n) tem como fungdes possibilitar a partida
do algoritmo como também impedir o congelamento dos coeficientes
inativos durante o processo de adaptacdo, evitando o funcionamento
inadequado do algoritmo em certas situagdes. Originalmente, a(n) foi
considerando um fator secundario dentro do algoritmo [6]. Entretanto,
recentes trabalhos tém mostrado que a(n) afeta o comportamento do
algoritmo de forma significativa [20], [33]-[34]. Por outro lado, tem sido
verificado que tal fator e seus pardmetros associados podem ser
utilizados para prover o algoritmo de propriedades desejaveis, como, por
exemplo, robustez em relacdo a variacdo da esparsidade da planta [12].

A seguir sdo discutidos os efeitos do fator de ativacdo e dos
ganhos de adaptacdo do algoritmo PNLMS padréo.

2.2. Ganhos de Adaptacéo

A partir de (1.8) e (1.9), g;(n) é reescrito como
g;(n) = —max[a(n) |w. (n)]] (2.1)

com
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N
c(n):%Zq)j(n), i=12,...,N (2.2)
1

sendo uma varidvel comum a todos os ganhos definidos em (2.1).
Agora, analisando (2.1), algumas definicbes importantes séo
apresentadas:

i) Ganho dos coeficientes inativos g™ (n). Se a(n) > |w; (n)|,
0 i-ésimo coeficiente w;(n) é inativo® e seu ganho associado,
obtido a partir de (2.1), é dado por

ginatiVO(n):%a(n). (23)

Visto que o fator de ativagdo a(n) é comum a todos os

coeficientes do filtro, um ganho minimo e comum g"™"°(n) é

atribuido a todos os coeficientes inativos. Essa € uma
caracteristica indesejavel do algoritmo, pois ndo estd em
concordancia com a filosofia proporcional.

ii) Ganho dos coeficientes ativos g™ (n). Se a(n) <|w;(n)|, o
i-ésimo coeficiente w;(n) é ativo e seu ganho associado,
obtido a partir de (2.1), é dado por

g2 (n) =$|wi ). (2.4)

ativo

Aqui, cada ganho g;" " (n) depende da magnitude do

correspondente coeficiente ativo w;(n). Essa caracteristica
representa a esséncia da filosofia proporcional.

® Qualitativamente, é considerado coeficiente inativo aquele que tem
magnitude nula ou préxima de zero. Por outro lado, aquele coeficiente que
tem magnitude significativa é considerado ativo [1], [23], [43].
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iii) Ganho total distribuido entre os coeficientes adaptativos em
cada iteragdo gy, (n). A partir de (1.7), note que o ganho

total em cada iteracdo é expresso pelo trago da matriz G(n).
Agora, usando (1.8), tal ganho é escrito como

Ototal (n) =tr [G (n)]

=01 (M + g ()+---+ gy (n)

(2.5)
_ 91 (M +¢p(n)+---+ ¢ (n)

1 N
N;‘bj(n)

=N.

Note que, por construgdo, 0 ganho g, (n) é constante no

tempo. Alternativamente, considerando as definigdes i) e ii), esse ganho
pode ser reescrito como

Yot (N) = N~ Naivo a(n) + z gi(n) (2.6)
( ) icA

onde N, € 0 nimero de coeficientes ativos e A € o conjunto de

indices associados as suas posi¢des.

Em (2.6), o primeiro termo do lado direito representa o ganho
total distribuido entre os coeficientes inativos e o segundo, o0 ganho total
distribuido entre os coeficientes ativos. Note que um decréscimo em
a(n) implica um aumento no segundo termo do lado direito de (2.6),

Visto que gy (N) € sempre constante e igual a N. Isso significa que os

ganhos associados aos coeficientes ativos também sdo dependentes de
a(n). Portanto, conclui-se que o fator de ativacdo a(n) afeta os ganhos

atribuidos aos coeficientes ativos bem como aos inativos. Logo, a(n)
tem um papel fundamental na distribui¢do de ganhos do algoritmo.
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2.3. Estudo do Comportamento do Algoritmo

Nesta se¢do, 0 comportamento do algoritmo PNLMS padrdo em
relagdo ao fator de ativacdo é estudado em detalhes. Para ftal,
considerando um problema de identificacdo de sistemas, simulagdes de
Monte Carlo (MC) séo realizadas (média de 100 realizacBes
independentes). O cenério para todas as simulagBes consiste de uma
resposta ao impulso esparsa com N =100 coeficientes, dada em [7].
Seus coeficientes ativos tém valores iguais a {0,1, 1,0, — 0,5, 0,1}, os
quais estdo localizados nas posi¢Bes {1, 30, 35, 85}, respectivamente.
Utilizando (1.1), o grau de esparsidade dessa resposta ao impulso é

Sp(W°) =0,9435, onde w° =[w® w3 ---wl]" representa a resposta ao
impulso a ser identificada. O sinal de entrada é correlacionado, com
média zero e varidncia unitéria, obtido através de um processo AR(2)
dado por

x(n) =b; x(n—1) + b,x(n —2) +v(n) 2.7)

onde v(n) é um ruido branco com variancia 05 =0,77 (b,=0,40 e
b, =-0,40) e a disperséo dos autovalores da matriz de autocorrelagéo
do vetor de entrada é ¢ =10. O ruido de medicdo z(n) é branco com

variancia o2 =10 (SNR =30dB).

2.3.1. Avaliacado do Comportamento

O comportamento do algoritmo PNLMS padrdo é avaliado
utilizando o desalinhamento normalizado (em dB), dado por [1]

o 2
[ e,

LE— (2.8)

Para mostrar a dependéncia do algoritmo com respeito ao fator de
ativacdo, curvas de desalinhamento sdo mostradas na Figura 2.1,
considerando a(n) dado por (1.10), u=05 e 6=0,01 com o

pardmetro p assumindo os seguintes valores: 0,01, 0,05 e 0,50. Além
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disso, uma outra simulacdo numérica, agora usando um fator de ativacdo

constante a(n)=10"3, manualmente ajustado para maximizar a
velocidade de convergéncia, é também incluida na Figura 2.1. Essa
figura mostra que a convergéncia do algoritmo é impactada pelo fator de
ativagdo bem como pelo pardmetro p. Note que usando a(n) dado em

(1.10) e reduzindo o valor de p, a velocidade de convergéncia aumenta.

Para o caso em que a(n) =103, uma velocidade de convergéncia maior

é obtida, visto que a distribuicdo de ganhos do algoritmo atende melhor
a filosofia proporcional, isto é, um menor ganho por iteracdo € atribuido
aos coeficientes inativos (veja Secdo 2.3.2). Dessa forma, a partir das
curvas mostradas na Figura 2.1, um fato interessante pode ser inferido: o
fator de ativacdo dado por (1.10) ndo é o melhor caminho para se obter
uma distribuicdo de ganhos adequada.

10+

-15+

20+

=25}

-30r

Desalinhamento normalizado (dB)

-351
0 500

1500 2000 2500 3000

IteracOes

1000

Figura 2.1. Desalinhamento normalizado do algoritmo PNLMS padréo
usando p=0,5 e 3=0,01 (Linha pontilhada) p=0,50 e a(n) dado

por (1.10). (Linha tracejada) p=0,05 e a(n) dado por (1.10). (Linha
escura sdlida) p=0,01 e a(n) dado por (1.10). (Linha cinza sélida)
a(n) =103,
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2.3.2. Distribuigdo de Ganhos

Para avaliar a distribuicdo de ganhos do algoritmo, as seguintes
figuras de mérito sdo definidas:

Distribuicdo de ganho total para L iteractes

L-1
6; = gi(n) (2.9)
n=0

Meédia dos ganhos totais 0; atribuidos aos coeficientes inativos

ginatvo _ 1 >0, (2.10)

N - ativo igA

Na Tabela 2.1, as distribuicdes de ganhos totais obtidas para os
casos considerados na Figura 2.1 sdo apresentadas. Os valores de

ganhos dessa tabela s&o obtidos através de (2.9) e (2.10) com N, =4
e A={1, 30, 35, 85}. Note da tabela que, no caso do fator de ativagédo

constante [a(n) =10"], uma maior parcela de ganho dos coeficientes

inativos é transferida para os ativos, resultando em uma melhor
distribuicdo de ganhos de adaptacéo.

TABELA 2.1
DISTRIBUICAO DE GANHOS TOTAIS DO ALGORITMO
PNLMS PADRAO PARA 5000 ITERACOES

Parametros | 6, 039 035 Ogs | Onativo
p=0,01 | 19800 | 186850 | 92450 | 17680 | 1910
p=0,05 8050 | 76530 | 37620 | 7210 | 3860

p=0,50 | 4990 | 9860 4950 | 4950 | 4950
a(n)=10"% | 28390 | 274930 | 136400 | 26220 | 350
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2.3.3. Comportamento de Coeficientes e Ganhos

Aqui, mostra-se que os coeficientes e ganhos do algoritmo
PNLMS padrdo podem apresentar um comportamento indesejavel no
inicio da fase de aprendizagem.

A Figura 2.2 mostra o comportamento inicial dos coeficientes

ativos wy(n), wgy(n) e ws(n), do coeficiente inativo w,(n) e dos
correspondentes ganhos g;(n), g;9(n), gs5(n) e g,(n). A partir da
Figura 2.2(a), observa-se que |w30(n)|<|vvl(n)| no inicio da fase de
aprendizagem (0<n<30), resultando em g5,(n) <g,;(n) [veja Figura
2.2(b)]. Esse comportamento ndo € desejavel, visto que g;(n) e gsy(n)
ndo sdo proporcionais as magnitudes dos correspondentes coeficientes
da planta (w[=0,1 e
030(n) > g;(n). Esse fato mostra que o algoritmo PNLMS padréo pode

apresentar um comportamento inadequado no inicio do processo de
adaptacdo. Tal problema é considerado no Capitulo 4 para a formulacdo
de uma versdo melhorada do algoritmo.

Wy|=1,0, em contraste a condicdo desejada

1,0

0,8}

06} ...... Wy (N)
- — = wg(n)

0,4}

w,(n)

0,2}

0.2+t =~ _

IteracOes

(@)
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g;(n)

2 B atth
— gy(n)
— g,(n)
...... J30(M)
- - - n
10| 935(N)
5 H
0 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100
IteracGes
(b)

Figura 2.2. Curvas de w(n) e g;(n) para p=0,5 p=0,05 e

6=0,01

(a) Coeficientes adaptativos w;(n), W, (n), Way(n) e Was(N).

(b) Ganhos de adaptacdo gy(n), g, (1), Gso(N) € Gas(n).

2.4. Conclus6es

Neste capitulo, foi apresentado um estudo do comportamento do

algoritmo

PNLMS padrdo considerando os efeitos do fator de ativag&o.

Deste estudo, as seguintes conclusdes séo obtidas:

a)

b)

O fator de ativacdo tem um impacto significativo na
distribuicéo de ganhos do algoritmo PNLMS padréo, afetando
ndo somente os ganhos atribuidos aos coeficientes inativos,
mas também aqueles atribuidos aos ativos.

A forma como o fator de ativagdo é determinado e os valores
selecionados para o0s pardmetros p e & alteram
substancialmente a velocidade de convergéncia do algoritmo.
Assim, (1.10) ndo é a expressdo mais adequada para se obter
uma distribuicdo de ganhos satisfatoria.
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¢) Os coeficientes e ganhos do algoritmo PNLMS padrdo podem
apresentar um comportamento indesejavel no inicio da fase de
aprendizagem.

Considerando a), b) e c¢), uma nova abordagem para a
determinacdo do fator de ativacdo é proposta no Capitulo 4.
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| CAPITULO 3

Variantes do Algoritmo PNLMS Padré&o

3.1. Introducéo

As vantagens do algoritmo PNLMS padrdo em relacdo ao
algoritmo NLMS, quando usado em aplicagcBes cujas respostas ao
impulso sdo esparsas, estdo bem documentadas na literatura [1]-[3],
[5]-[6]. Durante a fase inicial do processo de adaptacgdo, a velocidade de
convergéncia do algoritmo PNLMS padrdo € alta; contudo, ap6s a fase
inicial, essa velocidade reduz-se drasticamente [5], [9]—[10]. Além
disso, o desempenho de tal algoritmo sofre degradacdo a medida que o
grau de esparsidade da resposta ao impulso é reduzido, podendo
apresentar um desempenho inferior aquele proporcionado pelo
algoritmo NLMS. Para contornar tais desvantagens, algumas variantes
do algoritmo PNLMS padréo tém sido propostas na literatura, tais como
0 PNLMS++, 0 PNLMS melhorado (IPNLMS), o PNLMS com lei pu

(MPNLM), dentre outras. Neste capitulo, os algoritmos IPNLMS e
MPNLMS (as mais importantes variantes do algoritmo PNLMS padréo)
sdo revisitados.

3.2. Algoritmo IPNLMS

O algoritmo IPNLMS, introduzido em [8], utiliza uma regra para
determinar os ganhos de adaptacdo que leva em conta a esparsidade da
resposta ao impulso. A seguir, a derivacdo deste algoritmo é discutida.
3.2.1. Derivacédo do Algoritmo IPNLMS

O algoritmo IPNLMS ¢ obtido a partir das equacdes do algoritmo
PNLMS padréo, fazendo as seguintes modificacoes [8]:
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i)

Em (1.10), substitui-se a norma infinita do vetor de coeficientes
do filtro adaptativo por |w(n)|, e faz-se p=1/N. Dessa forma,

considerando que o pardmetro & € utilizado somente no
processo de partida do algoritmo (n=0), quando o vetor de
coeficientes é nulo, o fator de ativacdo pode ser expresso como

a(n) = max (s, [wm]]
3.1)

Jw
O

nx>1.

A partir de (3.1), observa-se que a regra para o calculo do fator
de ativacdo do algoritmo IPNLMS considera a magnitude de
todos os coeficientes do filtro. Essa expressdo representa a
média aritmética das magnitudes dos elementos do vetor de
coeficientes, contrastando com a regra usada no algoritmo
PNLMS padrao, em que o fator de ativacdo é funcdo da norma
infinita do vetor de coeficientes. Assim, a funcdo de
proporcionalidade do algoritmo IPNLMS é escrita como

; (n) = max w wi(n)|e,  i=12,...,N. (3.2)

fator de
ativacdo

Agora, (3.2) é modificada, considerando a média ponderada
entre o fator de ativacdo e a magnitude |w; (n)| para calcular a

funcéo de proporcionalidade ¢;(n). Logo,
vl

Bi(M=1-a) T+ @),  -lsa<l  (33)

onde o é um pardmetro de ponderacdo (ou de
proporcionalidade) que controla a importancia atribuida a cada
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uma das parcelas do lado direito de (3.3). Note que o0 primeiro
termo do lado direito de (3.3) é comum a todos os coeficientes
do filtro, correspondendo a uma parcela ndo proporcional; ja o
segundo termo corresponde a parcela proporcional.

3.2.2. Forma Fechada para o Célculo do Ganho Individual

A partir de (1.8), o ganho individual pode ser expresso por

gi(n)=1¢i¢, i=12,...,N (3.4)

com  &(n) =y (n) ¢2(n)---¢N(n)]T denotando o vetor funcdo de
proporcionalidade. Considerando (3.3), anorma 1 de ¢(n) é

N
QN AW]
i=1

:i{(l ” ( )”1 +(1+a)|w, (n)@

i=1
1-o N
= {—N Z"W(")Ill} + {(H @) |w (n)l} (3.5)
i=1 i=1

- - a)wo), + @+ )wn),

= 2"W(n)"1'

Entdo, substituindo (3.3) e (3.5) em (3.4), obtém-se o ganho individual
do algoritmo IPNLMS como
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. 1-a) N N L+ o) |w; (n)|

, i=12...,N. 3.6
) ! (39

gi(n

Para evitar divisdo por zero, especialmente na inicializacdo quando
w(0) =0, (3.6) é modificada para

N L+ o) |w; ()|
[wml, +<

gim =42 (3.7)

onde ¢ € uma pequena constante positiva [8]. Na Tabela 3.1, um
resumo desse algoritmo é apresentado.

TABELA 3.1
ALGORITMO IPNLMS

Sinal de erro
e(n) =d(n) —w' (n)x(n) + z(n)

Ganho individual
oy (-a) N1+ o) |w; (n)|
WO o, +<

Matriz de ganhos (N x N)

G(n) =diag[g;(n) 92(n)---gn (M)]

Equacdo de atualizacdo (N x1)

nG(n)e(n)x(n)
X" (M G(Mx(n) +§&

w(n+1)=w(n)+
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Note de (3.7) que 0 i-ésimo ganho de adaptagdo do algoritmo

IPNLMS exibe as seguintes caracteristicas:

i)

Cada ganho individual g;(n) tem um termo constante dado por

21— ), representando a parcela n&o proporcional do ganho.
Observe que essa parcela ndo depende de |wi (n)|. Dessa forma,

guando a magnitude do i-ésimo coeficiente é nula ou muito
pequena, 0 primeiro termo do lado direito de (3.7) ¢é
preponderante em relagdo ao segundo termo. Portanto, o termo
constante do ganho individual é responsavel pelos ganhos
atribuidos aos coeficientes inativos.

A funcdo do pardmetro o é controlar as parcelas proporcional e
néo proporcional do ganho individual g;(n). Note, a partir de
(3.7), que

2N |w; (n)|

li -(n) = 3.8
alinlg,(n) ||W(n)||l+g (38)

Nessa condicdo, o algoritmo IPNLMS tem um comportamento
similar ao do algoritmo PNLMS padrdo, sendo apropriado para
aplicagBes nas quais o grau de esparsidade da planta é préximo
de 1. Por outro lado, a condicéo

Iirrllgi(n) =1 (3.9

leva o algoritmo IPNLMS a se comportar como o algoritmo
NLMS, sendo agora apropriado para aplicacbes nas quais a
planta nfo é esparsa. A medida que a esparsidade da planta
aumenta, deve-se aumentar o valor de o [conforme indica (3.7)
], 0 que leva o algoritmo a ter um comportamento apropriado
para uma condi¢cdo de maior esparsidade. Os valores de o que
levam a resultados satisfatérios para plantas com graus de
esparsidade médio e alto estdo na faixa —0,5<a <0 [8]. Para
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tais valores, o algoritmo IPNLMS, em geral, apresenta
desempenho superior aquele apresentado pelos algoritmos
PNLMS padréo e NLMS [8].

3.3. Algoritmo MPNLMS

Como é bem conhecido na literatura, o algoritmo PNLMS padréo
apresenta uma maior velocidade de convergéncia apenas na fase inicial
do processo de adaptacdo. Visando contornar essa desvantagem, o
algoritmo PNLMS com lei u (MPNLMS) é proposto em [9]-[10], o
qual fornece uma velocidade de convergéncia uniforme durante todo o
processo de adaptacao.

Nesta secdo, o algoritmo MPNLMS é revisitado. Primeiramente,
medidas quantitativas da velocidade de convergéncia do algoritmo
steepest descent (SD) sdo definidas; em seguida, a matriz de ganhos de
um algoritmo SD proporcional que leva a maxima velocidade de
convergéncia é determinada e, finalmente, o algoritmo MPNLMS é
derivado a partir do algoritmo SD proporcional.

3.3.1. Algoritmo Steepest Descent

A equacdo de atualizacdo dos coeficientes do algoritmo SD é
dada por [9], [29]

w(n+1) =w(n) + u[p — Rw(n)] (3.10)

onde R =E[x(n)x" (n)] é a matriz de autocorrelacdo do vetor de entrada
e 0 vetor p=E[d(n)x(n)] denota a correlacdo cruzada entre o sinal

desejado e o vetor de sinal de entrada. Agora, considerando que o vetor
de inicializacdo dos coeficientes do filtro adaptativo é w(0), o vetor de

coeficientes do filtro adaptativo na n-ésima iteracdo é obtido a partir de
(3.10) como

w(n) =w° + (1 - uR)"[w(0) —w°] (3.11)
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onde w° =R!p é a solucéo 6tima (solucéo de Wiener) e | denota a
matriz identidade. Usando w(0)=0, uma escolha razoavel para
aplicaces nas quais a planta é esparsa, visto que a maioria dos seus
coeficientes € nulo, e assumindo em (3.11) que R= cil, ou seja, sinal
de entrada branco, obtém-se [9]

wi(n) =[1-@-pod)" |wp. (3.12)

A partir de (3.12), importantes pardmetros de convergéncia sdo obtidos
Como segue.

A. Medidas Quantitativas da Velocidade de Convergéncia

Visando avaliar a convergéncia do algoritmo SD, as seguintes
quantidades associadas a velocidade de convergéncia sdo definidas
[91-[10]:

i) Tempo de convergéncia do i-ésimo coeficiente. E o nimero
de iteragBes t; necessario para que o i-ésimo coeficiente do
filtro adaptativo atinja a vizinhanga ¢ (¢>0) do valor 6timo

wy. Essa vizinhanca pode ser definida como
W —e<V, <W’ +e. (3.13)

Assim, w;(n)| __ € V,.

€

ii) Tempo de convergéncia global. E o nimero de iteracdes
Tgiobal NECESSArio para que todos os coeficientes atinjam o

intervalo V.. Dessa forma, 144, € dado por

Tglobal = max {ty, Ty, ... Ty }- (3.14)
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A partir de (3.12) e (3.13), pode-se calcular o tempo de
convergéncia do i-ésimo coeficiente como

0

1, |Wi
T ==-In— (3.15)
! €
com
1= |n;2 (316)
‘1—ucsx

onde é assumido que (w

>¢ e 0<‘1—pcs)2(

<1, garantindo que Tt; > 0.

Analisando (3.15), verifica-se que quanto maior for magnitude do
i-ésimo coeficiente w’, maior sera o tempo de convergéncia do i-ésimo

coeficiente do filtro adaptativo. Dessa forma, visando reduzir o tempo
de convergéncia dos coeficientes, passos de adaptacdo maiores devem
ser atribuidos aos coeficientes de maior magnitude (principio dos
algoritmos PNLMS) [9]-[10]. Para tal, (3.15) é modificada para

we
T zl-ln‘—' (3.17)

com

(3.18)

onde g; € um fator de controle de passo a ser determinado (ganho
individual). Assim, o passo de adaptacdo atribuido ao i-ésimo
coeficiente € pg;. Por consequéncia, o tempo de convergéncia do
i-ésimo coeficiente do filtro adaptativo depende agora do i-ésimo ganho
g;, o qual é utilizado para reduzir o tempo de convergéncia ;.
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B. Algoritmo Steepest Descent Proporcional

Agora, considerando que é possivel reduzir o tempo de
convergéncia dos coeficientes do filtro através dos ganhos g;, a
equacao de atualizacdo (3.10) pode ser reescrita como

w(n+1) =w(n)+uG[p—Rw(n)] (3.19)

onde G =diag[gl g, gN] € uma matriz de ganhos individuais, cujo

objetivo é controlar os passos de adaptacdo dos coeficientes do filtro
adaptativo. A expressdo (3.19) caracteriza o algoritmo SD proporcional,
sendo a matriz G obtida como uma funcdo do vetor de coeficientes
6timos w° [9]-[10], [20]-[21].

Em [10], é mostrado que, para o algoritmo SD proporcional com
matriz G variante no tempo, a maxima velocidade de convergéncia
global ¢ atingida se todos os coeficientes convergirem simultaneamente
(tyy =7, =---=1y) paradentro do intervalo V,. Dessa forma, utilizando

a condicdo 0<puoc2g; <1 e a restricdo zi“ilgi =N, pode-se mostrar
que [9]-[10]

o - In(wi0 /s) (3.20)

i = N
iZln( /8)
N
é 0 ganho a ser atribuido ao i-ésimo coeficiente para que a sua

velocidade de convergéncia seja maxima. A expressdo (3.20) é ainda
modificada para evitar instabilidade numérica, a qual ocorre quando

0
Wi

\Nio

=0. Assim, para o calculo de g;, considera-se

/)
/2)

In(1+ W

~

i = 1 N
NjZ:lln(lJr

. (3.21)

0
Wi
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Em geral, o vetor w® n&o é conhecido a priori. Entdo, 0 uso de
(3.21) para determinar a matriz de ganhos ndo é pratico. Entretanto, os
resultados obtidos para o algoritmo SD proporcional podem ser
estendidos para o algoritmo PNLMS padrdo, o qual ndo requer o

conhecimento a priori do vetor w°.

3.3.2. Algoritmo PNLMS com Lei p

Os resultados obtidos para algoritmo SD proporcional sdo agora
usados para determinar a matriz de ganhos do algoritmo PNLMS
padrao, originando o algoritmo PNLMS com lei* p (MPNLMS). Esse
algoritmo tende a exibir caracteristicas de convergéncia similares
aquelas apresentadas pelo algoritmo SD proporcional [10].

Levando em conta (3.21) e usando |vvi (n)| como uma estimativa

W

de

escrito como

, 0 ganho de adaptacdo individual do algoritmo MPNLMS é

max[a(n), In (L1+|w; (n)|/a)}

- (3.22)
Némw[a(n), In(L+|w; ()] 8)}

gi(n) =

onde a(n) é o fator de ativagdo usado para evitar congelamento dos
coeficientes do filtro adaptativo quando |wi(n)| =0. Note que o
numerador de (3.22) representa a fungdo de proporcionalidade ¢;(n) e o
denominador, a norma |¢(n)[, multiplicada por 1/ N. Um resumo do
algoritmo MPNLMS ¢é apresentado na Tabela 3.1.

* A terminologia lei p usada para denominar o algoritmo MPNLMS é uma

alusdo a um método de quantizacdo ndo uniforme utilizado em aplicagGes
de telecomunicagdes, o qual usa a funcdo logaritmica para implementar a
compresséo de dados.
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TABELA 3.2
ALGORITMO MPNLMS

Sinal de erro
e(n) =d(n) —w’' (n)x(n) + z(n)

Fator de ativacdo

a(n)=pmax[8, In(1+w (n)|/€), In(L+wo(n)|/€), ..., In(L+|wy (n)|/e

Funcéo de proporcionalidade

¢; (n) = max [a(n), In(l+ |wi (”)Vg)]

Ganho individual

i (n) ,

1 i=12,...,N
el

gi(n) =
Matriz de ganhos (N x N)

G(n) =diag[g,(n) g,(n)---gn(N)]

Equagdo de atualizagdo (N x1)

uG(m) e(nx(n)
XT (M) G(n)x(n) +&

w(n+1) =w(n)+
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3.4. Conclusdes

Neste capitulo, os algoritmos IPNLMS e MPNLMS foram
revisitados. O algoritmo IPNLMS apresenta uma derivacdo ad hoc a
partir do algoritmo PNLMS padréo, visando introduzir um parametro de
controle de esparsidade. Com tal estratégia, € possivel ajustar o
comportamento desse algoritmo de acordo com a esparsidade da planta
do sistema. No que concerne ao algoritmo MPNLMS, também com
derivacdo ad hoc, pode-se considera-lo uma aproximacéo estocastica do
algoritmo SD proporcional. Em geral, é esperado que o algoritmo
MPNLMS herde as caracteristicas de convergéncia do algoritmo SD
proporcional como, por exemplo, uma velocidade convergéncia
uniforme durante todo o processo de adaptagdo. Uma desvantagem do
algoritmo MPNLMS ¢ a sua elevada complexidade computacional.
Além do mais, o desempenho desse algoritmo degrada & medida que a
dispersdo dos autovalores da matriz de autocorrelagdo do vetor de
entrada aumenta (veja Capitulo 7).

No Capitulo 4, as caracteristicas de convergéncia dos algoritmos
IPNLMS e MPNLMS, considerando diferentes condi¢es de operagéo,
sdo avaliadas.



CAPITULO 4

Algoritmo PNLMS com Fatores de
Ativagdo Individuais

4.1. Introducéo

O fator de ativacdo a(n) do algoritmo PNLMS padrdo [veja
(1.10)] é comum a todos os coeficientes do filtro adaptativo. Além
disso, a(n) é uma fungdo da norma [w(n)| , levando a uma

distribuicdo de ganhos que ndo atende completamente a filosofia
proporcional. Como conseqliéncia, o desempenho do algoritmo em
termos de velocidade de convergéncia e resposta a perturbacGes €
consideravelmente prejudicado [33]-[34].

Neste capitulo, é proposta uma versdo melhorada do algoritmo
PNLMS padrdo, considerando uma forma alternativa para calcular o
fator de ativacdo. Nessa proposta, sdo considerados fatores de ativacao
individuais para cada coeficiente do filtro adaptativo, determinados em
funcdo da magnitude dos correspondentes coeficientes. A nova versao
do algoritmo é denominada PNLMS com fatores de ativagao individuais
(IAF-PNLMS), visto que agora existe um fator de ativacdo para cada
coeficiente. Para respostas ao impulso com elevada esparsidade,
resultados de simulagdo mostram que o algoritmo proposto apresenta
maior velocidade de convergéncia e resposta mais rapida a perturbagdes
na planta em relagdo aos algoritmos PNLMS padrdo e IPNLMS.

4.2. Derivacdo do Algoritmo IAF-PNLMS

Nesta secdo, uma nova estratégia para calcular o fator de ativacédo
é proposta. Tal estratégia é baseada na analise do impacto desse fator no
desempenho do algoritmo PNLMS padréo apresentada no Capitulo 2.

Agora, concentramos a nossa discussdo nas seguintes
caracteristicas:
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i) Quando w;(n) é um coeficiente ativo, observa-se de (2.4) que
seu ganho é sempre proporcional a |w; ().

ii) Nota-se de (2.3) que, quando w;(n) é inativo, o ganho néo é
proporcional a |w; (n)|.

A caracteristica i) é desejavel visto que estd de acordo com a
filosofia proporcional. Por outro lado, ii) ndo estd em concordancia com
0 conceito de proporcionalidade. Aqui, o objetivo é contornar tal

desvantagem, fazendo o ganho g;(n) tender a ser proporcional a |Wi (n)|
mesmo que W (n) seja inativo.

Com o proposito de obter um algoritmo que atenda melhor a
filosofia proporcional, cada ganho atribuido a um coeficiente inativo
deve estar associado a um fator de ativagdo individual & (n), no lugar
de se usar um fator comum para todos os coeficientes inativos. Assim,
substituindo a(n) por & (n) em (1.9), a funcéo de proporcionalidade e
reescrita como

¢; () =max[a; (n), |w; (n)[] (4.1)

e, por consequéncia, quando w;(n) € inativo, a partir de (1.8) e (4.1), a
expressao (2.3) é modificada para

gimEi () =%ai(n). 4.2)

4.2.1. Condicdes Requeridas para o Novo Fator de Ativacao

Agora, as condicdes requeridas para cada fator de ativagdo a;(n)
sdo estabelecidas como segue:

C1) a(n) deve convergir para a correspondente magnitude do
coeficiente |w; (n)|, isto &,
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lim [a(n)—-w(n)|]=0, i=12..,N.
n—oo
C2) & (n) deve sempre ser maior do que zero, isto &,

a(n)>0, i=12...,N.

Assim, se C1 for satisfeita, note a partir de (4.2) que g\"™°(n) tende a
ser proporcional a |Wi (n)| quando n—oo. Além disso, a condi¢do C2
garante que g;(n)>0 quando |vvi(n)| =0, evitando o congelamento de

w; (n).

4.2.2. Abordagem Proposta para Determinar g; (n)

Nesta secdo, o objetivo é fazer o fator de ativagdo individual
a;(n) tender a magnitude |Wi (n)|. Note que no instante n=1, 0s Unicos
dados disponiveis séo a estimagdo do i-ésimo coeficiente w;(1) e a
funcdo de proporcionalidade ¢;(0). De (4.1), verifica-se que
¢; (0) =3 (0), visto que o filtro adaptativo é inicializado com w(0) =0.
Entéo, é razoavel a seguinte formulacéo para calcular a; (1):

3@ =v|w @]+ A-7)¢; (0) (4.3)

onde O<y<1. Aqui, os fatores de ativacdo sdo inicializados
considerando  um  pequeno  valor  positivo  [tipicamente,
a,(0)=107%/ N], tal que & (0) >0. Em (4.3), o primeiro termo do lado
direito é devido ao objetivo pretendido, isto é, fazer a(n) convergir
para |wi (n)|. O segundo termo garante que a;(1) seja sempre maior do
que zero. Agora, generalizando essa abordagem para todo n, obtém-se

3 (n) =y|w; ()] + A=) (n-1). (4.4)
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Pode ser mostrado que o fator de ativagéo &, (n), dado por (4.4), contém
informacdo passada (memdria) da magnitude do i-ésimo coeficiente do
filtro adaptativo [veja (1.1) e (1.2) no Apéndice I], onde, neste caso, y

pode ser considerando como um fator de esquecimento. Levando em
conta que ndo se tem conhecimento a priori da planta (posi¢do dos
coeficientes ativos e tipo de perturbacdo a que a planta serd submetida),

usualmente considera-se y=1/2, ponderando igualmente |Wi(n)| e
¢; (n—1). Assim, obtém-se

24 =2 (] +2 4y (- (45)

Note que @(n), dado por (4.5), satisfaz concomitantemente as
condigdes C1 e C2 (veja Apéndice I). Além disso, observe de (4.5) que
agora a;(n) depende de |Wi(n)|. Entdo, para uma operacdo apropriada
do algoritmo, requer-se que as magnitudes instantaneas dos coeficientes
estimados sejam proporcionais as magnitudes dos correspondentes
coeficientes da planta. Contudo, |wi(n)| pode ndo ser proporcional a

V\/io(n)‘ no inicio do processo de adaptacdo [veja Figura 2.2(a)], 0 que

pode ser contornado fazendo a atualizagdo periddica de a;(n) ap6s um

periodo de aprendizagem de N amostras (igual ao comprimento do
filtro adaptativo). Portanto, (4.5) é reescrita como

%|vvi(n)|+%¢i(n—l), n=mN, m=123...

a;(n) = (4.6)

g;(n-1), caso contrério.

As expresstes (4.1) e (4.6) caracterizam o algoritmo IAF-PNLMS
proposto. Agora, cada coeficiente, seja ativo ou inativo, tem um fator de

ativagdo associado @a;(n) calculado por (4.6). Também, pode-se
verificar que o fator de ativacdo a;(n) preserva a memoria inerente

associada ao i-ésimo coeficiente do filtro adaptativo [veja (11.4) e (11.8)
no Apéndice I1]. Um resumo do algoritmo IAF-PNLMS ¢ apresentado
na Tabela 4.1.
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4.2.3. Propriedades das Variaveis g (n) e ¢;(n) do
Algoritmo IAF-PNLMS

Assumindo a convergéncia do algoritmo IAF-PNLMS, o fator de
ativacdo a;(n) e a funcdo de proporcionalidade ¢;(n), dados,
respectivamente, por (4.1) e (4.6), apresentam as seguintes propriedades
(veja provas das propriedades no Apéndice II):

P1) Se o i-ésimo coeficiente é ativo, no instante n=mN, o fator
de ativagdo a;(n) é obtido como

1 1
a (mMN) = §|wi (MN -1)| +§|wi (MN)| 4.7

e a fungdo de proporcionalidade ¢;(n) é

&; (MN) = max {%DW, (MN =] +|w (mN)|], |wg (mN)|}. (4.8)

P2) Se o i-ésimo coeficiente é inativo, a;(n) e ¢;(n), no instante
n=mN, sdo, respectivamente, dados por

2 . 2 2 . (4.9)
+..-+2—2|Wi [(m-DN]| +§|wi (mN)|
e
d;(MN) = max{zimai 0) +2im|wi(N)| +%|Wi (2N)|
(4.10)

+---+2i2|wi [(m—l)N]|+%|Wi (mN)|, |w, (mN)|}.
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TABELA4.1
ALGORITMO IAF-PNLMS

Sinal de erro
e(n) =d(n) —w' (nN)x(n) + z(n)

Fator de ativacédo

1 1
a(m=)ziO+54 (-1, n=mN, m=123.

g;(n-1), caso contrario.

Funcdo de proporcionalidade

¢; (n) = max(a; (n), [w; (n)[]

Ganho individual

Matriz de ganhos (N x N)

G(n) =diag[g;(n) g,(n)--- g (N)]

Equacéo de atualizagdo (N x1)

nG(n)e(n)x(n)

w(n+1) =w(n) + s () G + &




Capitulo 4 — Algoritmo PNLMS com Fatores de Ativacdo Individuais 65

Portanto, quando m aumenta e |w; (MmN —1)| — [w(mN)|, verifica-se
que ¢;(mN) — |Wi(mN)| tanto para coeficientes ativos quanto

inativos, o que é o objetivo pretendido. Dessa forma, de (1.8), P1 e P2
conclui-se que g;(mN) tende a ser proporcional a |Wi (mN)| tanto para

os coeficientes ativos quanto inativos. Além disso, ¢;(mN) nunca e

zero, visto que o primeiro termo do lado direito de (4.9) é sempre maior
do que zero, evitando o congelamento dos coeficientes do filtro
adaptativo.

4.2.4. Complexidade Computacional e Memdria Requerida

O algoritmo proposto requer uma memoria adicional de tamanho
2N para armazenar ambos ¢;(n—1) e a(n—1). Por outro lado, a

determinacéo de pmax[3, |w(n)| 1 (exigido pelo algoritmo PNLMS

padrdo) ndo é mais necessaria para o algoritmo |AF-PNLMS,
economizando-se assim N operacfes de comparagdo e uma operagdo
de multiplicacdo. No que concerne a determinacdo dos fatores de
ativacdo, requer-se uma adicdo e uma multiplicagdo por iteragdo, visto
que tais fatores sdo calculados somente a cada N amostras. Na Tabela
4.2, a complexidade computacional e a meméria requerida pelos
algoritmos NLMS, PNLMS padréo e IAF-PNLMS sdo indicadas. Visto
que G(n) é uma matriz diagonal, o termo G(n)x(n) em (1.5) pode ser

obtido como segue:

GX(n) =[g(MX(M) g (Mx(N-1) - gy (Mx(n-N+D]". (411)

Assim, na Tabela 4.2, consideramos que N multiplicacbes s&o
requeridas para obter G(n)x(n).
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TABELA 4.2
COMPARACAO DE COMPLEXIDADE COMPUTACIONAL E
MEMORIA REQUERIDA

Algoritmos Multiplicacd | Adi¢de | Divisde | Comparacfe | Memori
es S S S a
NLMS 3N +1 3N 1 0 N
PNLMS AN +3 4N -1 1 2N N
padrao
IAF-I;NLM AN +3 AN 1 N an

4.3. Resultados de Simulacéo

Nesta secdo, simulacdes de Monte Carlo (média de 100
realizacdes independentes) dos algoritmos NLMS, PNLMS padréo,
IPNLMS, MPNLMS e IAF-PNLMS séo realizadas, considerando um
problema de identificacdo de sistemas. Os objetivos dessas
simulacdes séo:

i) Verificar as propriedades do algoritmo IAF-PNLMS.

ii) Comparar os algoritmos NLMS, PNLMS padrdo, IPNLMS e
MPNLMS com o algoritmo IAF-PNLMS em termos de
velocidade de convergéncia, resposta a perturbagdes na planta e
habilidade de rastreamento.

iii) Avaliar as distribuicdes de ganhos dos algoritmos PNLMS
padrdo, IPNLMS, MPNLMS e IAF-PNLMS.

iv) Verificar o desempenho do algoritmo IAF-PNLMS para plantas
esparsas com muitos coeficientes inativos de pequena
magnitude.

v) Avaliar o desempenho do algoritmo proposto considerando
como planta uma resposta de caminho de eco tipica.
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Para tal, cinco exemplos sdo apresentados. Nos primeiros quatro,
usamos 0 mesmo cenario de simulacéo especificado no Capitulo 2 (veja
Secdo 2.3), consistindo de um sinal de entrada correlacionado x(n)

(com y =10) e de uma planta w° com seus coeficientes ativos iguais a
{0,1, 1,0, -0,5, 0,1}, localizados nas posi¢cdes {1, 30, 35, 85},
respectivamente. Para o Ultimo exemplo, um sinal de entrada
correlacionado com x =191 e uma resposta de caminho de eco tipica
580 usados.

4.3.1. Exemplo 4.1

Este exemplo ilustra 0 comportamento das seguintes variaveis do
algoritmo IAF-PNLMS: coeficientes do filtro adaptativo, fatores de
ativagdo e funcbes de proporcionalidade. Além disso, a velocidade de
convergéncia e a resposta a perturbacGes na planta dos algoritmos
NLMS, PNLMS padréo, IPNLMS e IAF-PNLMS sdo comparadas. Para
tal, considere que uma perturbacdo na planta ocorre no instante
n= 2500, quando w° é trocado para —w°.

A Figura 4.1 mostra 0 comportamento das seguintes variaveis do
algoritmo IAF-PNLMS: w; (n), a(n) e ¢;(n). Note que os fatores de
ativacdo tendem para as magnitudes dos correspondentes coeficientes do
filtro adaptativo, isto é, & (mN) —|w;(mN)|. Esse comportamento esta
em concordancia com as propriedades P1 e P2 [veja (4.7) e (4.9)].
Também, observe que ¢;(mN) —>|Wi (mN)| para os coeficientes ativos e
inativos, de acordo com P1 e P2 [veja (4.8) e (4.10)], significando que
g;(mN) tende a ser proporcional a |vvi(mN)| como esperado para o

algoritmo IAF-PNLMS.
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Figura 4.1. Exemplo 4.1. Curvas das varidveis do algoritmo IAF-PNLMS
considerando uma perturbacdo na planta em n=2500 (planta W° é
mudada para —w°) com u=0,5 e a,-(O):10‘4. (a) Coeficientes ativos.
(b) Coeficientes inativos. (c) Fatores de ativacdo associados aos coeficientes
ativos. (d) Fatores de ativacdo associados aos coeficientes inativos. (e)

FuncBes de proporcionalidade associadas aos coeficientes ativos. (f)
Funcd@es de proporcionalidade associadas aos coeficientes inativos.
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A Figura 4.2 ilustra as curvas de desalinhamento normalizado dos
algoritmos NLMS, PNLMS padrdo (com p=0,05 e &=0,01),
IPNLMS (com a=0) e IAF-PNLMS [com ai(O):104‘]. Comparando

as curvas na Figura 4.2, observa-se que o algoritmo IAF-PNLMS atinge
a maior velocidade de convergéncia dentre os algoritmos avaliados.

10f ---- NLMS
...... PNLMS
' IPNLMS
—— IAF-PNLMS

Desalinhamento normalizado (dB)

0 1000 2000 3000 2000 5000

IteracOes
Figura 4.2. Exemplo 4.1. Curvas de desalinhamento normalizado
considerando a inversdo do sinal dos coeficientes da planta no instante

n=2500 com u=0,5 p=0,05 8=0,01, a(0)=10" e a=0.

TABELA 4.3
EXEMPLO 4.1. NUMERO NECESSARIO DE ITERACOES PARA O
DESALINHAMENTO NORMALIZADO x(n) ATINGIR —33dB APOS A

PERTURBACAO NA ITERACAO n = 2500

Algoritmos Valores dos Pardmetros | NUmero de lterag6es
] 0,05 1570
PNLMS padréo p 0,01 1290
-0,5 1713
IPNLMS o 0,0 1228
0,5 925
-4 81
IAF-PNLMS a;(0) 10
1072 103
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A Tabela 4.3 mostra a velocidade de convergéncia em termos do
nimero necessario de iteracBes para o desalinhamento normalizado
k(n) atingir —33dB apds a ocorréncia da perturbacdo na iteracdo
n=2500, considerando diferentes valores de parametros para 0s
algoritmos PNLMS padrdo, IPNLMS e IAF-PNLMS. Nessa tabela,
usamos p={0,05 0,01} para o algoritmo PNLMS padréo,

a={-0,5 0,0, 0,5} para 0 algoritmo IPNLMS e
a,(0)={10"*, 1072} para o algoritmo IAF-PNLMS. Note que para

ambos os valores iniciais de a;(n), o algoritmo proposto, em

comparagdo aos outros algoritmos avaliados, exige um menor nimero
de iteracOes para atingir os objetivos definidos.

4.3.2. Exemplo 4.2

Neste exemplo, novamente é mostrado o comportamento das
varidveis do algoritmo IAF-PNLMS e, além disso, os algoritmos
NLMS, PNLMS padrdo, IPNLMS e IAF-PNLMS sdo comparados, em
termos da velocidade de convergéncia e da resposta a perturbac@es na
planta. Os mesmos valores dos parametros do Exemplo 1 séo
considerados. Agora, no instante n=2500, o vetor de coeficientes da

planta w® ¢ deslocado de 12 amostras para a direita, alterando a posicio
de todos os coeficientes ativos. Dessa maneira, os valores dos
coeficientes ativos da planta iguais a {0,1, 1,0, —0,5, 0,1}, localizados
nas posicdes {1, 30, 35, 85}, sdo movidos para as posi¢des {13, 42, 47,
97}, ap6s n=2500.

A Figura 4.3 ilustra a habilidade do algoritmo IAF-PNLMS no
rastreamento dos coeficientes ativos antes e ap6s uma perturbacdo. Da
mesma forma que no Exemplo 1, mostra-se que o comportamento do
algoritmo IAF-PNLMS estd em concordancia com as propriedades P1 e
P2.

A Figura 4.4 mostra as curvas de desalinhamento normalizado
dos algoritmos NLMS, PNLMS padrdo (com p=0,05 e 6=0,01),

IPNLMS (com a.=0) e IAF-PNLMS [com & (0) =10~*]. Note, dessa

figura, que o algoritmo IAF-PNLMS novamente atinge a maior
velocidade de convergéncia para as condi¢Ges consideradas.
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Figura 4.3. Exemplo 4.2. Curvas das variaveis do algoritmo IAF-PNLMS
com um deslocamento nos coeficientes da planta no instante n=2500,

usando pu=0,5 e a (0)=10"* (a) Coeficientes ativos antes da

perturbagdo. (b) Coeficientes ativos apds a perturbacdo. (c) Fatores de
ativacdo associados aos coeficientes ativos antes da perturbacgéo. (d) Fatores
de ativacdo associados aos coeficientes ativos ap0s a perturbacdo. (e)
Funcdes de proporcionalidade associadas aos coeficientes ativos antes da
perturbagdo. (f) FungBes de proporcionalidade associadas aos coeficientes
ativos apos a perturbacao.
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Figura 4.4. Exemplo 4.2. Curvas de desalinhamento normalizado
considerando um deslocamento nos coeficientes da planta no instante
n=2500 com u=0,5 p=0,05 8=0,01, a(0)=10"* e a=0.

4.3.3. Exemplo 4.3

Neste exemplo, a habilidade de rastreamento dos algoritmos
NLMS, PNLMS padrdo, IPNLMS, MPNLMS e IAF-PNLMS sdo
comparadas. Aqui, a simulacdo parte com a planta
WO =[wd w8 ---wi,]", mas agora dois dos seus coeficientes sdo
modulados [7], segundo a expressdo:
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we| 1+0,5sen ZXM | =130
256
i () =1w®, i =25,85 (4.12)
0, caso contrario

onde g;(n) é o i-esimo coeficiente da planta (variante no tempo) a ser
rastreado.

A Figura 4.5 ilustra a habilidade de rastreamento em regime
estacionario dos algoritmos NLMS, PNLMS padrdo (com p=0,05 e
8=0,01), IPNLMS (com a=0), MPNLMS (com p=0,05 e
8=0,01) e IAF-PNLMS [com g, (0) =0,01]. No algoritmo MPNLMS,
£=0,001 (um pardmetro desse algoritmo) é usado [9], [10]. Da Figura
4.5(a), observa-se que o algoritmo IAF-PNLMS atinge o menor
desalinhamento, superando os outros algoritmos avaliados. Nas Figuras

4.5(b), 4.5(c) e 4.5(d), verifica-se que os coeficientes ativos estimados
pelo algoritmo IAF-PNLMS séo os que possuem o melhor rastreamento

dos correspondentes coeficientes da planta g;(n), d,(n) e gzp(n). Ou
seja, os coeficientes w;(n) e Wwyy(n) rastreiam, respectivamente, 0s
coeficientes ativos variantes no tempo o (n) e 0gz(n); e
W, (n) =g, (n) =0. Também, note na Figura 4.5(c) que o coeficiente
inativo w,(n) do algoritmo IAF-PNLMS ndo sofre o efeito das
flutuagdes dos coeficientes w;(n) e wy,(n) que é observado nos outros

algoritmos. Tal comportamento é devido ao fato de que os fatores de
ativacdo do algoritmo IAF-PNLMS sdo individuais, dependendo
somente da magnitude do correspondente coeficiente (no algoritmo
IAF-PNLMS nédo ha acoplamento entre coeficientes) em contraste ao
fator de ativagdo a(n) dos algoritmos PNLMS padrdo e MPNLMS, os

quais dependem de todos os elementos do vetor de coeficientes do filtro
adaptativo.
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Figura 4.5. Exemplo 4.3. Comportamento em regime estacionario do
desalinhamento e dos coeficientes do filtro adaptativo com coeficientes da
planta variantes no tempo, considerando p=0,5, p=0,05 &=0,01,
€=0,00, &(0)=0,00 e oa=0. (a) Curvas de desalinhamento
normalizado. (b) Curvas dos coeficientes adaptativos w; (n). (c) w,(n). (d)

Wao (M)
4.3.4. Exemplo 4.4

Neste exemplo, é considerada uma planta esparsa com muitos
coeficientes inativos de pequena magnitude. Para esse fim, adiciona-se

uma sequéncia gaussiana branca s(i) com variancia c§ aos coeficientes

da planta w° formando uma planta modificada h. Entdo, as
distribuicGes de ganhos dos algoritmos PNLMS padrdo, IPNLMS,
MPNLMS e IAF-PNLMS sdo avaliadas para 5000 iteracfes. Além
disso, a resposta a uma perturbacdo na planta e a velocidade de
convergéncia dos algoritmos MPNLMS e IAF-PNLMS séo comparadas,
considerando que o vetor de coeficientes da planta h é mudado para
—h em n=2500.

Para avaliar a distribuicdo de ganhos totais do algoritmo

IAF-PNLMS, define-se um fator de ativacéo ideal a!%(n) como
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al" (n) =|h| (4.13)

onde |hi| é a magnitude do i-ésimo coeficiente da planta. Essa defini¢éo
é razodvel, visto que (assumindo a convergéncia do algoritmo)
a;(20) —|w; (0)| de acordo com as propriedades P1 e P2 (veja Figuras 4.1

e 4.3).
A Tabela 4.4 apresenta as distribuicdes de ganhos totais dos
algoritmos PNLMS padrdo, IPNLMS (com a=0), MPNLMS (com

£=0,001) e IAF-PNLMS para 5000 iteragBes. Nessa tabela, sdo

utilizados o2 =10"°, p=0,05 e §=0,01. O pardmetro pu=0,3 &
usado para o algoritmo IAF-PNLMS, enquanto pn=0,5 é considerado

para os outros algoritmos. Aqui, para realizar uma comparacao justa, sdo
selecionados valores de p que levam os algoritmos avaliados ao mesmo

erro quadratico médio (EQM) em regime estacionario. Note que as
distribuicGes de ganhos obtidas para os dois casos do algoritmo
IAF-PNLMS considerados sdo numericamente muito similares,

sugerindo que a nova regra (4.6) usada para obter & (n) é razoavel.

Note também que o algoritmo proposto transfere ganhos dos
coeficientes inativos para os ativos. Por outro lado, o algoritmo
MPNLMS modifica a distribuicdo de ganhos dos coeficientes ativos,
mantendo inalterados os ganhos atribuidos aos coeficientes inativos.
Esse algoritmo aplica maior ganho aos coeficientes ativos de magnitude
pequena em comparacdo ao algoritmo PNLMS padrédo. As distribuicdes
de ganhos dos algoritmos MPNLMS e IAF-PNLMS levam a um
aumento da velocidade de convergéncia. Note também que, em
principio, € possivel combinar a idéia central dos algoritmos MPNLMS
e IAF-PNLMS (redistribuicdo de ganhos dos coeficientes ativos através
da lei p e transferéncia de ganhos dos coeficientes inativos para os

ativos, respectivamente) para aumentar ainda mais a velocidade de

convergéncia do algoritmo resultante. Aqui, é importante ressaltar que o

uso de a/®'(n) néo é uma solugdo prética, visto que em geral a planta

ndo é conhecida a priori. O fator de ativagcdo ideal é considerado
somente para propdsito de comparag&o.
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TABELA 4.4
EXEMPLO 4.4. DISTRIBUICOES DE GANHOS TOTAIS DOS ALGORITMOS
PNLMS PADRAO, IPNLMS, MPNLMS E IAF-PNLMS PARA 5000

ITERACOES
Algoritmos 0, 030 035 Ogs | ofnatve
PNLMS padréo 7770 | 76220 | 36890 | 6820 3880
IPNLMS 15960 | 129520 | 64980 | 14190 | 2860
MPNLMS 28010 | 41550 | 37290 | 27330 | 3810

IAF-PNLMS, a,(0)=10"* | 31620 | 287120 | 142840 | 27480 | 110
IAF-PNLMS, a%(n) | 29690 | 291710 | 146310 | 29620 | 30

A Figura 4.6 ilustra as curvas de erro quadratico médio (EQM)
dos algoritmos MPNLMS (com p=0,05 6=0,01 e £=0,001) e
IAF-PNLMS  [com a,-(O):lO“‘], comparando seus desempenhos.

Aqui, o desempenho do algoritmo IAF-PNLMS ¢é verificado para uma
planta com muitos coeficientes inativos de pequena magnitude,

considerando dois valores diferentes de cg {108 5x107°}. Note que
os desempenhos dos algoritmos avaliados sdo muito similares antes da
perturbacdo; contudo, ap6s a perturbacdo, o algoritmo IAF-PNLMS
supera o algoritmo MPNLMS. Para c§ =5x107°, observa-se da Figura

4.6(b) que, antes da perturbacdo, ocorre uma pequena redugdo na
velocidade de convergéncia do algoritmo IAF-PNLMS. Esse
comportamento do algoritmo IAF-PNLMS é esperado, visto que um

aumento em cg implica uma reducéo do grau de esparsidade da planta.

4.3.5. Exemplo 4.5

Neste exemplo, compara-se a habilidade de rastreamento dos
algoritmos MPNLMS e IAF-PNLMS sob uma condicdo de planta mais
realista. Para tal, considera-se uma resposta ao impulso esparsa r com
N =512 coeficientes, exibindo as seguintes caracteristicas:

i) Uma regido ativa em conseqliéncia da resposta ao impulso de
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uma hibrida (modelo #1 do caminho de eco para teste de voz de
canceladores de eco definido nas Recomendacdes ITU-T G.168
[22]), representada por 64 coeficientes centrais.

ii) Duas regifes inativas em virtude do bulk delay (veja nota de
rodapé no Capitulo 1, Secdo 1.1.1) e da cauda final,
correspondendo a 448 coeficientes [11], [20], [23], [24].

10

—— MPNLMS
— IAF-PNLMS
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IteracGes
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Figura 4.6. Exemplo 4.4. Curvas de aprendizagem (EQM) usando
p=0,05, §=0,01, £=0,001 e a(0)=10"% (a) Planta h [com
62=10"8 e Sp(h)=0,9428] considerando p=0,5 para o algoritmo
MPNLMS e pu=0,30 para o algoritmo IAF-PNLMS. (b) Planta h
[com cs§:5><10‘6 e Sp(h)=0,9286] com p=0,5 para o algoritmo
MPNLMSe n=0,2 parao IAF-PNLMS.

Desta maneira, o cendrio de simulagdo para o referido exemplo
consiste de uma planta esparsa que subitamente muda a cada 1000
amostras, alternando entre r e —r. Aqui, o sinal de entrada usado é um

processo AR(2) de variancia unitdria com y =191, obtido de (2.7)

usando b, =0,73, b, =-0,80 e o2 =0,30.

A Figura 4.7 ilustra as curvas de EQM dos algoritmos MPNLMS
(usando p=5/N, 8=0,01, €=0,001 e pn=0,5 e IAF-PNLMS
[com ai(0)=10’2/N e u=01]. Aqui, o pardmetro de passo p &
selecionado tal que os algoritmos tenham o mesmo valor de EQM nos
instantes em que as perturbacBes na planta ocorrem. Comparando as
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curvas da Figura 4.7, observa-se que o algoritmo IAF-PNLMS apresenta
melhor habilidade de rastreamento do que o algoritmo MPNLMS. Tal
desempenho do algoritmo proposto € devido ao fato de que os fatores de
ativacdo individuais rettm alguma memoéria das magnitudes dos
coeficientes do filtro adaptativo (veja Propriedades P1 e P2), resultando
em um processo de aprendizagem do algoritmo IAF-PNLMS muito
mais rapido do que aquele apresentado pelo algoritmo MPNLMS.

10

— MPNLMS
— |IAF-PNLMS

EQM (dB)

-301

-40 1 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000

IteracOes
Figura 4.7. Exemplo 4.5. Curvas de aprendizagem (EQM) usando
p=5/N, 8=0,01,£=0,001, a(0)=107/N, pun=05 para 0
algoritmo MPNLMS e n=0,1 para o algoritmo IAF-PNLMS [com grau
de esparsidade da planta Sy (r) =0,8970].
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4.4, Conclusdes

Neste capitulo, uma versdo melhorada do algoritmo PNLMS
padrdo, denominada IAF-PNLMS, é proposta, usando um fator de
ativacdo individual para cada coeficiente do filtro adaptativo. Cada fator
de ativacéo é recursivamente calculado em termos da magnitude de seu
correspondente coeficiente e ndo mais depende dos pardmetros de
proporcionalidade e inicializagdo considerados no algoritmo PNLMS
padrdo. O algoritmo IAF-PNLMS apresenta uma melhor distribuicdo de
ganhos do que os algoritmos PNLMS padrdo e IPNLMS, conduzindo a
uma maior velocidade de convergéncia, superando os algoritmos
PNLMS padrdo e IPNLMS para respostas ao impulso com grau de
esparsidade elevado. No que concerne ao algoritmo MPNLMS,
simulagBes numéricas mostram que sua distribuicdo de ganhos €
bastante diferente daquela apresentada pelo algoritmo IAF-PNLMS,
embora as caracteristicas de convergéncia sejam similares quando a
planta apresenta alto grau de esparsidade. No que concerne a habilidade
de rastreamento bem como as perturbacBes na planta, o algoritmo
IAF-PNLMS supera o algoritmo MPNLMS, considerando respostas ao
impulso com grau de esparsidade elevado.



| CAPITULO5

Modelo Estocastico da Evolugao dos Coeficientes do
Algoritmo IAF-PNLMS

5.1. Introducéo

A modelagem estocastica € uma ferramenta importante em
processamento adaptativo de sinais. Seu proposito € predizer o
desempenho do algoritmo sob diferentes condi¢Bes de operagdo
(evitando o uso de simulagGes exaustivas para avaliagdo do algoritmo),
bem como obter pardmetros apropriados do algoritmo, tais como o valor
do passo de adaptacdo, o desajuste, o comprimento do filtro, dentre
outros [35]-[38]. Além do mais, o modelo pode ser usado para
identificar e estudar algum comportamento indesejado do algoritmo;
apos isso, fazendo modificacbes adequadas, pode-se contornar tal
comportamento, resultando em um algoritmo melhorado [37].

Os algoritmos da classe LMS normalizados proporcionais
(PNLMS), tais como o PNLMS padrdo, o PNLMS melhorado
(IPNLMS), o PNLMS com lei p (MPNLMS) e 0 PNLMS com fatores

de ativagdo individuais (IAF-PNLMS), projetados para lidar com
respostas ao impulso esparsas, vém sendo amplamente discutidos na
literatura [5]-[14], [33]-[34]. Entretanto, h4 somente alguns trabalhos de
pesquisa que tratam da modelagem desses algoritmos devido a
complexidade matematica envolvida. Os modelos existentes sédo
baseados em simplificacbes severas (ou até mesmo grosseiras); por
consequiéncia, os modelos, muitas vezes, ndo prevéem precisamente 0
comportamento do algoritmo. Por exemplo, um modelo simplificado do
algoritmo PNLMS padréo é apresentado em [6]. Tal modelo é derivado
considerando um sinal de entrada branco; além disso, a matriz de
ganhos é assumida invariante no tempo, 0 que nao é uma condicdo de
operacdo real dos algoritmos da classe PNLMS. Esta Gltima condicéo,
também usada em [39], permite derivar expressdes que prevéem
somente o comportamento do algoritmo em regime estacionario. Um
modelo mais realistico é discutido em [40], no qual agora a matriz de
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ganhos é assumida variante no tempo, levando a um modelo que prediz
satisfatoriamente o comportamento transitério do algoritmo; contudo, tal
modelo é derivado para condicOes restritas, isto é, uma versdo
simplificada do algoritmo é usada e o sinal de entrada é assumido
branco. Portanto, no nosso conhecimento, a modelagem dos algoritmos
da classe PNLMS é ainda uma questdo aberta. Neste capitulo, focando o
algoritmo IAF-PNLMS discutido in [33], [34] e [41], os seguintes
objetivos sdo considerados:

a) Derivar um modelo estocastico para a evolugdo dos
coeficientes do algoritmo IAF-PNLMS.

b) Usar o0 minimo de simplificagdes, obtendo um modelo preciso
tanto na fase transitoria quanto estacionaria.

c) Conceber uma metodologia de analise que possa ser aplicada
a outros algoritmos da classe PNLMS.

Baseado nos objetivos mencionados anteriormente, um modelo
estocastico para a evolugdo dos coeficientes do algoritmo IAF-PNLMS
é derivado. Comparaces entre simulagcdes de Monte Carlo e predi¢cdes
tedricas obtidas comprovam a precisdo do modelo proposto,
considerando dados de entrada gaussianos.

5.2. Metodologia de Modelagem

Nesta secdo, as hipoteses simplificativas usadas sdo apresentadas
e, em seguida, aplicadas para obter o modelo estocastico da evolucdo
dos coeficientes do algoritmo.
5.2.1. Defini¢do do Problema

O maior obstaculo encontrado na obtengdo de um modelo preciso

dos algoritmos da classe PNLMS é a matematica complexa envolvida na
determinacdo dos seguintes valores esperados:
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. x(n)x' (n)
I) T— .
L X" (M) G(n)x(n) |
y [ x(yd(n) |
ii) — .
| X" (N)G(n)x(n) |
i) E[G(n)].

Para calcular os valores esperados i) e ii), uma abordagem similar
aquela apresentada em [36] é usada. Com respeito ao valor esperado iii),
a literatura contorna a complexidade matematica envolvida usando
hipoteses simplificativas severas [39]-[40]. Visando obter aqui um
modelo mais preciso, E[G(n)] é obtido considerando poucas hipdteses

simplificativas.
Entdo, substituindo (1.6) em (1.5), assumindo o valor do
parametro de regularizagdo muito pequeno, isto &, &<<x" (n) G(n)x(n),

e tomando o valor esperado de ambos os lados da expressdo resultante,
obtém-se

E[w(n+1)]=E[w(n)]

L G(n)x(n)x" ()w(n)
- xT(M)G(n)x(n)

[ G(n)x(n)d(n) (5.1)
| x"(n)G(n)x(n)

- G()x(n)z(n)
| X" (n)G(n)x(n) |

+uE

+uE

Os valores esperados em (5.1) sdo determinados segundo algumas
hipoteses e aproximacdes estabelecidas a seguir.
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5.2.2. Hipoteses e Aproximacdes Gerais

As hipoteses gerais utilizadas no desenvolvimento do modelo
estocastico para a evolucdo dos coeficientes da classe de algoritmos
PNLMS séo:

H1) O sinal de entrada é obtido a partir de um processo gaussiano
com média zero e o sinal z(n) é um ruido de medicdo independente e

identicamente distribuido (i.i.d.) com média zero, variancia 03 e

descorrelacionado de qualquer outro sinal do sistema. Na literatura, essa
hip6tese é tipica no desenvolvimento de modelos estocasticos [29].
H2) Considerando condicfes de adaptacdo lenta, w(n) e x(n)

sdo estatisticamente independentes [29]. A Hipotese H2, também
comum na literatura, permite separar os valores esperados envolvendo

as fungbes  fi[w(n)] e  f,[x(n). Como conseqiéncia,
E{fulw(m)] fo[x(M1} = E{f[w(m) FE{f,[x(n)]}-
H3) A matriz G(n) e o vetor x(n) sdo independentes sob

condi¢des de adaptacdo lenta. Essa hipotese é uma consequéncia direta
de H2, visto que a matriz G(n) é uma funcdo do vetor de coeficientes

w(n).

H4) A matriz G(n) varia lentamente em relacdo ao vetor de
coeficientes w(n). Essa hipotese implica que
E[G(n)w(n)] = E[G(n)]E[w(n)] (veja o teste da Hipodtese H4, Secdo
5.4).

H5) Para valores de N grande, o i-ésimo ganho g;(n) e o fator
fN(n)sz(n)G(n)x(n) sdo fracamente correlacionados. Segundo a
Hipotese H5, pode ser assumindo que

E[g; () f " ()] = E[g; (M)]ELFN" ()]:

Baseado nas Hipdteses H2-H5, as seguintes aproximagdes gerais
sdo estabelecidas (veja teste de aproximacdes, Secao 5.4):
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Aproximagéo E1

| SOXMXOWM) | ers e
X" (MGMx(m) |~ (52)
LT(n)G(n)X(n)}E[W(n)]'
Aproximagéo E2
G(n)x(n)d(n)
E{T—};E[G(”)]
X" (n)G(n)x(n) (5.3)

£ xmdm |
X" (M) G(mx(n)
Agora, usando a Hipdtese H1, e as Aproximacdes E1 e E2, (5.1) pode
ser reescrita como
E[w(n+1)]=E[w(n)]

s _ (5.4)
—uG(MRg (ME[w(n)]+uG(n)pg (n)

onde
G(n) £diag[g,(n) ,(n) -+ Gy (M)] (5.5)

com G;(n)=E[g;(n)]. As varidveis Rg(n) e pg(n) representam,
respectivamente, uma matriz de autocorrelacdo normalizada e um vetor
de correlagdo cruzada normalizada entre d(n) e x(n), dadas pelas
seguintes expressoes:

_ x(mx" (n)
Re ()= ELT(n) G(n)x(n)} (0)
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[ deyxn
o= ELT(n)Gm)x(n)}' &7

As hipéteses e aproximacdes estabelecidas nesta se¢do sdo, em
geral, aplicadveis na modelagem de todos os algoritmos da classe
PNLMS. Na préxima secdo, uma metodologia para obtencdo de um
modelo estocastico para a evolugdo dos coeficientes do algoritmo
IAF-PNLMS ¢é proposta.

5.3. Modelo da Evolugéo dos Coeficientes do Filtro Adaptativo:
Caso do Algoritmo IAF-PNLMS

Nesta secdo, 0 valor esperado associado as caracteristicas da
planta G(n) e os valores esperados associados aos dados de entrada
[Rg (n) e pg(n)] sdo determinados.

5.3.1. Determinagéo de G(n)

De (1.8), 0 i-ésimo elemento da diagonal de G(n) é dado por

Elpi(m]

T (5.8)
=Y E[$;(n)]
N <

gi(n) =

Visando determinar o numerador de (5.8), a seguinte
aproximacéo (especifica para o algoritmo IAF-PNLMS) é utilizada (veja
0 teste de aproximacoes, Se¢do 5.4):

Aproximacéo E3
E[; (n)] = max {E[a; (m)], [ELw; ()]} (5.9)

com
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1 1
Efa ()] - §|E[Wi (n)]|+§E[¢i(n—1)], n=mN, m=12,... (5.10)

E[a; (n-1)], caso contrario.

O valor esperado (5.9) é baseado no fato de que a;(n) — |w; (n)|
quando n aumenta (veja Sec¢do 4.3.1).

5.3.2. Determinagédo de Rg(n)

Assumindo que os elementos x;(n) e x,(n) do vetor de entrada
x(n) sejam variaveis aleatorias conjuntamente gaussianas, um elemento
genérico da matriz de autocorrelagdo normalizada Rg(n) pode ser
expresso como

1
[RG (n)]i,k - (zn)NIZ\/(F(R)
X () R x(n) (5.11)

J‘ J‘ ERAWWR. 5 dx
x" (n) G(n)x(n)

—00 —00

N vezes

onde R= E[x(n)xT(n)] é a matriz de autocorrelacéo do vetor de entrada
e x(nN)=x(n—-i+1) é o i-ésimo elemento do vetor x(n). Visando
determinar (5.11), é utilizada uma abordagem similar a usada em [35].
Dessa forma, uma funcéo auxiliar J(w,n) é definida, cujos elementos

séo dados por
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1
 (2m)N'? [det (R)
—x"(n) R~ x(n)

y T T x; (N)x, () 6% () —o X" (M) G()x(n) | e 2 dx
S % XT()G(n)x(n) '

[J((n, n)]i,k

——
N vezes
(5.12)
Note que para =0, J(w,n) é o valor esperado desejado, isto &,
R (n) =J(w,n)| _, =3(O,n). (5.13)

Agora, resolvendo J(0,n), a matriz de autocorrelagdo normalizada é

Rg (n) = RQMHM)Q™(n) (5.14)

onde H(n) é uma matriz diagonal (definida no Apéndice Ill), Q(n)
representa a matriz de autovetores da autodecomposicdo
G(N)R =Q(N)A(N)QX(n) (veja Apéndice 111) com a matriz diagonal
A(n) contendo os autovalores 2;(n) dessa autodecomposicéo.

5.3.3. Determinagéo de pg(n)

O vetor de correlagéo cruzada normalizada pg(n) € determinado
atraves da solucdo da seguinte integral maltipla:

1

[pG (n)]i = N+1
(2m) 2 \[det(I)
d (n)X (n) UL (n) ]2—‘71“A(n)
S e o

(5.15)

—00 —0

%,—/
(N+1) vezes
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com ua(n)=[x"(n) dn)]" e

r:ﬁ 2} 516)

P oy

onde p = E[d(n)x(n)], enquanto o5 = E[d?(n)] é a variancia do sinal
desejado. Para obter (5.15), uma funcéo auxiliar j(w,n) é definida, com
elementos dados por [35]

1

[i(e, n)]i = N+1

(2m) 2 \fdet(T)

—UA(n) T, (n)

o0 0 T
y J- J~ d(n)x; (n) em[x (n)G(n)x(n)]e 5 du, .
S e XH(MG)X(n)
—
(N+1) vezes
(5.17)

Note que para ®=0, j(o,n) € o vetor de correlacdo cruzada
normalizada, i.e.,

Pe () = j(@.n)|,_, =i0.n). (5.18)
Resolvendo (5.17), mostra-se que (veja Apéndice V)

Pe () =TMHMT (n)p (5.19)
onde T(n) é a matriz de autovetores da decomposi¢do

RG(n) = T(N)A(NT1(n) e H(n) é uma matriz diagonal definida no
Apéndice IlI.
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5.3.4. Expressdo do Modelo

Substituindo (5.14) e (5.19) em (5.4), a expressdo final para o
vetor de coeficientes médio do algoritmo IAF-PNLMS ¢ dada por

E[w(n+1)]=[1 - pG(RQMHMQ ™ (n)]

_ (5.20)
<E[w(m)]+uG(MTMHM T (n)p
onde | denota a matriz identidade.

Note que a abordagem desenvolvida nesta secdo pode também ser
aplicada aos outros algoritmos da classe PNLMS. Para tal, é necessario
somente modificar a forma na qual o valor esperado da matriz de ganhos
é calculada, levando em conta o algoritmo PNLMS particular a ser
modelado. Na proxima secéo, a precisdo do modelo proposto é avaliada.

5.4. Simulagbes Numéricas

Nesta se¢do, visando avaliar a eficdcia do modelo proposto,
simulacBes de Monte Carlo (média de 100 realizagbes independentes)
do algoritmo IAF-PNLMS séo realizadas considerando um problema de
identificacdo de sistemas. Além disso, a Hipotese H4 bem como as
Aproximaces E1, E2 e E3 sdo também verificadas.

O cenario para todas as simulagbes numéricas consiste de uma

resposta a0 impulso esparsa W° =[wf w3 ---wR]" com N =32

coeficientes e grau de esparsidade Sp(w°)=0,7972, cujos coeficientes
sdo dados por

1, i=17
0,8, i=20
wy ={-0,5, i=22 (5.21)
-0,7, i=24
0, caso contrario.
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O sinal de entrada é correlacionado, com média zero e variancia
unitaria, obtido a partir de um processo AR(2) expresso por

x(n) =0,73x(n—1) —0,80x(n —2) +v(n) (5.22)

onde v(n) é um ruido branco com variancia 03 =0,30 e a disperséo

dos autovalores da matriz de autocorrelacdo do vetor de entrada é
x=144. O ruido de medicdo z(n) €é branco com varincia

6% =107* (SNR =30dB). Os parametros do algoritmo IAF-PNLMS séo

a,(0)=107 e u=5x10"2,

A Figura 5.1 ilustra as curvas do comportamento médio dos
coeficientes localizados nas posigdes {10, 17, 20, 22, 24}, obtidas
usando simula¢fes de Monte Carlo e 0 modelo proposto (5.20). Dessa
figura, a precisdo do modelo proposto é verificada para os coeficientes
ativos e inativos.

Na Figura 5.2, curvas com os testes da Hipotese H4 e das
Aproximagbes E1 e E2 sdo apresentadas. A Figura 5.2(a) mostra um
casamento muito bom entre o valor esperado {E[G(n)w(n)]},, € sua
aproximacéo {E[G(n)]E[w(n)]},,. indicando que H4 é uma hipGtese
razoavel. Nas Figuras 5.2(b) e 5.2(c), as curvas correspondentes aos
lados esquerdo e direto de (5.2) e (5.3), respectivamente, sdo
apresentadas, verificando a precisdo das Aproximacgdes E1 e E2. Note,
dessas curvas, 0 casamento muito bom entre as curvas que representam
ambos os lados de (5.2) e (5.3), mostrando a consisténcia dessas
aproximac0es. Salienta-se aqui que a consisténcia das Aproximagdes E1
e E2 sustentam as Hipoteses H2, H3 e H5, visto que essas aproximagdes
s&o baseadas em tais hipdteses.
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15

Elw ()]

0 05 10 15 20 25 30 35 40
Iteragdes x10*

Figura 5.1. Curvas do comportamento médio dos coeficientes,
considerando um sinal de entrada correlacionado com yx =144, obtidas

usando simulag¢Bes de Monte Carlo (linhas tracejadas pretas) e 0 modelo
proposto (5.20) (linhas continuas cinzas). De cima para baixo: w;(n),

Wao (), Wip(N), Wy (N) € Woy(N).

8
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0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
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Figura 5.2. Testes da Hip6tese H4 e das AproximacBes E1 e E2. ()
EvolugBes no tempo de {E[G(n)w(n)]},, (linha sélida cinza) e

{E[G(n)]E[wW(n)]},, (linha tracejada preta). (b) Lados esquerdo (linha
sélida cinza) e direto (linha tracejada preta) do 172 elemento de (5.2). (c)

Lados esquerdo (linha sélida cinza) e direto (linha tracejada preta) do 17°
elemento de (5.3).
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Os testes da Aproximagdo E3 sdo apresentados nas Figuras
5.3(a), 5.3(b), 5.3(c) e 5.3(d). Em tais figuras, a correspondente
aproximacao é verificada tanto para os casos em que os coeficientes sao
inativos quanto para aqueles em que os coeficientes sdo ativos. As
Figuras 5.3(a) e 5.3(b) ilustram a evolugdo no tempo dos valores
esperados das funcGes de proporcionalidade associadas aos coeficientes
inativos w; (n) e wy(n) bem como as suas aproximacdes. Note, dessas

figuras, o bom casamento entre os valores esperados avaliados; também,
observe que a partir da iteracdo n=300 ja ndo ha mais distingcdo entre
tais valores esperados. Os testes da Aproximacdo E3 associados aos
coeficientes ativos sdo ilustrados nas Figuras 5.3(c) e 5.3(d). Nesse caso,
observe que, praticamente, ndo ha distin¢do entre os valores esperados
avaliados, mostrando, portanto, um excelente casamento entre eles.
Analisando a Figura 5.3, note a maior precisao do valor esperado
E[¢; (n)] aproximado quando esse esta associado a um coeficiente ativo
em relagdo aquele associado a um coeficiente inativo. Tal
comportamento é devido ao fato de que &(n) —>|vvi (n)| mais

rapidamente para os coeficientes ativos do que para os inativos (veja
Propriedades P1 e P2, Secdo 4.2.3).

-3
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x1073

3,0

Teste da Aproximacéao E3
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Iteragdes
(d)
Figura 5.3. Teste da Aproximacéo E3. (a) EvolucGes no tempo de E[d, ()]

(linha solida cinza) e max{E[a (n)], [E[w,(n)]|} (linha tracejada preta). (b)
E[do(n)] (linha solida cinza) e max{E[alO(n)], [E[wyo (][} (linha
tracejada  preta). (c) El[d,7 ()] (linha  solida cinza) e
max{E[a;; ()], Efw; ()]} (linha tracejada preta). (d) E[¢y,(n)] (linha

solida cinza) e max {E[ay, (n)], [E[w,, (]|} (linha tracejada preta).

5.5. Conclusdes

Neste capitulo, uma metodologia para obter um modelo
estocastico dos coeficientes do algoritmo IAF-PNLMS foi apresentada.
Para tal, a matriz de ganhos é assumida variante no tempo e o sinal de
entrada é correlacionado. Por conseqliéncia, um modelo de primeira
ordem ¢ obtido, predizendo as fases transitéria e estacionaria do
comportamento  médio do vetor de coeficientes do algoritmo
IAF-PNLMS. Através de simulagGes numéricas, a precisdo do modelo
proposto assim como as hipdteses e aproximacBes principais foram
verificadas. A metodologia aqui apresentada pode ser aplicada a outros
algoritmos da classe PNLMS.



| CAPITULO 6

Modelo Estocastico para o0 Momento de Segunda Ordem do Vetor de
Erro dos Coeficientes do Algoritmo IAF-PNLMS

6.1. Introducéao

Neste capitulo, expressdes de um modelo estocastico para o
momento de segunda ordem, bem como para a curva de aprendizagem do
algoritmo IAF-PNLMS séo derivadas. Para tal, é considerado aqui um
novo procedimento de autodecomposicdo das matrizes surgidas no
calculo das expectancias necessarias ao desenvolvimento do modelo.
Além do mais, é obtida uma nova expressao descrevendo a evolucdo dos
coeficientes do algoritmo IAF-PNLMS. Resultados de simulagdes
numéricas atestam a eficacia do modelo de segunda ordem proposto.

6.2. Equacdo Geral do Momento de Segunda Ordem do Vetor de Erro
dos Coeficientes

Nesta secdo, a equacdo geral do momento de segunda ordem do
vetor de erro dos coeficientes é apresentada. Para tal, o vetor de erro dos
coeficientes é definido como

v(n) =w(n) —w° (6.1)

onde w°® é o vetor de coeficientes 6timo. Entdo, subtraindo-se w° de
ambos os lados de (1.5), desprezando &, e usando (1.6) e (6.1), pode-se
reescrever a equagao de atualizagdo do filtro adaptativo em termos do
vetor de erro dos coeficientes v(n) como

_ HG(n)x(n)
v(n+1) =C(n)v(n) + X (0 GX(@) z(n) (6.2)
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com

_ uGmx)x" (n)

O T e

(6.3)

A expressdo (6.2) ¢ uma equacdo a diferencas com matriz
caracteristica C(n) [29]. Agora, usando (6.2), uma expressao recursiva
para a matriz de covariancia do vetor de erro dos coeficientes
K(n) =E[v(n)v' (n)] é obtida. Para esse propdsito, visando reduzir a
complexidade matematica envolvida, o método de expectancia direta de
Kushner (KDAM — Kushner’s direct averaging method) é invocado [29],
[42]-[43]. Dessa forma, usando as Hip6teses H3 e H5, e considerando
condicdo de adaptacdo lenta, a matriz caracteristica C(n) pode ser
aproximada por

C(n) =1 -uG(n)Rg (n). (6.4)

Entéo, calculando v(n)v'(n) usando (6.2) e considerando (6.4) como

matriz caracteristica, a matriz de covariancia do vetor de erro dos
coeficientes, é obtida como

K(n+2) =[1 -uG(MRg (n) |KM)[ I - 1R (MG(M) ]

B B (6.5)
2B (MR, (MG(n)o;
onde
R,(n)=E x(mx (n) (6.6)
? X" () G(Mxm)] | '

6.3. Determinacéo dos Valores Esperados Associados aos Dados de
Entrada

A partir de (5.6), (5.7) e (6.6), verifica-se que a determinagéo dos
valores esperados associados aos dados de entrada requer o
conhecimento da matriz G(n); entretanto, tal matriz ndo esta
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prontamente disponivel para ser utilizada no modelo. Note que a matriz
G(n) é uma variavel do algoritmo [veja (1.5)], podendo somente ser

obtida através de simulagdes. Agora, considerando que, em cada iteracdo
n, o valor esperado da matriz de distribuicdo de ganhos G(n) esta
prontamente disponivel [veja (5.4) e (5.8)-(5.10)], usa-se G(n) no lugar
de G(n) para determinar Rg(n), pg(n) e R,(n), em contraste ao

procedimento considerado no Capitulo 5. Assim, assumindo que a
entrada x(n) é um vetor aleatorio real com distribuicdo gaussiana

multivariavel [44], obtém-se Ry (n), pg(n) e R,(n) como segue.

6.3.1 Determinacéo de Rg(n)

Um elemento genérico da matriz de autocorrelagdo normalizada
R (n) pode ser expresso como [45], [46]

1
[Rg (N]ix = (20" Jdet (R)
—x"(n) R x(n) (6.7)

o o] e O
2o 5 X MG
N

vezes

onde G(n) é a matriz de distribuicio de ganhos média obtida a partir do
modelo. Visando determinar (6.7), é definida uma funcdo auxiliar
Jg (m,n) com seus elementos obtidos por

1

De oMl =0 0w Gormy
(6.8)

—x"(n) R7x(n)
I ,f M) e memxmig 2 gy

S % X MG)x(n)

N vezes
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Note que para w=0, Jg(0,n)=Rg(n) é o valor esperado desejado.
Aqui, para determinar Jg(0,n), considera-se a autodecomposicéo

alternativa G(n)R = Q4 (N)A, (N)P4(n) derivada no Apéndice V. Dessa

forma, o uso de um parametro de regularizacdo para estabilizar o calculo
das integrais hiperelipticas de alta ordem ndo é mais necessario. Assim,
reescreve-se (6.8) como [35]

1

T 202 Jdet(R)

[J6 (@M«

6.9)
AN RIS e
2L X mGmx)
N

vezes

com ¥, (®,n)=R[I+20G(N)R 1 Agora, diferenciando (6.9) com

respeito a , 0 termo x"(n)G(n)x(n) no denominador é eliminado,
resultando em [35], [36]

oI (N k _ -1 F . (o) (6.10)
o0 Jeetfl +20G(MR] '
com
F  (o,n)= !
N 2N Jdet [, (o, n)]
0 © —XT(n)‘Pil(m,n)x(n) (611)
x [ ] xmxn)e 2 dx
s

onde F;,(w,n) denota a correlagdo cruzada entre os elementos x;(n) e

X (n) quando eles sdo variaveis aleatoria conjuntamente gaussianas com
matriz  de  covariancia  W;(o,n) [35], [36]. Visto que
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Fix (@,n) =[¥;(®,n)]; ., integrando (6.10) em relagdo a » e usando a

autodecomposicdo G(n)R =Q, (N)A (N)P4 (n), tem-se

Re(M=Jg (@),
= RQA(MHg (@,MPAM)], (6.12)

=RQA (NHg (NP4 (n)

onde Qa(n) e Pa(n) sdo as matrizes de autovetores da
autodecomposicio  G(N)R = QA (N)AA(NPA(N) (veja Apéndice V),
Aa(n) € uma matriz diagonal contendo os autovalores mais

significativos da autodecomposicéo e Hg (n), uma matriz diagonal cujos
elementos s&o dados por

- -1
A Y NG
. (6.13)
x{Bi (N (] + 3 A (M) N0 (n)]}
g=1

com
Bi(N) =17 ! (6.14)
[T oo (n) — g (m)]
g=1
e
1
Aq(n) = i (6.15)

[ (M) — oy (M] ] ] [ (n) — ' (n)]
j=1

I=q
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onde, sem perda de generalidade, os autovalores 2;(n) sdo assumidos
distintos. As variaveis ay(n), oj(n) e og(n) sdo obtidas,
respectivamente, por

ay (n)=2M ﬁxi (n) (6.16)
i=1
o (n) = 1 (6.17)
T 204(n) '

g () =—, }mzq_l(n) @yq (N), 9=12,..., % (6.18)

com M definida no Apéndice V. Ressalta-se que para determinar (6.12),
o procedimento de autodecomposicéo alternativo de G(n)R e RG(n)

[i.e., 2;(n) >0] é considerado, dessa forma, garantindo a estabilidade do
calculo das integrais hiperelipticas.

6.3.2 Determinacéo de pg(n)

Assumindo que d(n) e x;(n) sdo conjuntamente gaussianos, o

vetor de correlagédo cruzada pg(n) é determinado resolvendo a seguinte
integral maltipla:

[N 0) p—

(2m) 2 \[det(T)
y © © d(n)x (n) u;(n)lzrluA(n)
1] rwsmme o

(6.19)

—00

(N +1) vezes
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com uy(n)=[x"(n) d(m]" e

r:{i 2} (6.20)

P oy

onde p=E[d(n)x(n)] é o vetor de correlacdo cruzada entre o sinal

desejado d(n) e o vetor de entrada x(n), e o3 =E[d?(n)] é a variancia
do sinal desejado. Para resolver (6.19), define-se a fungéo auxiliar j(w,n)
com seus elementos dados por [36], [45]

TNy p—

(2m) 2 Jdet(T)

—up(MTuy (n)
J 4O orTmemrm e 2

x" (n) G(n)x(n) a-

—00
(N +1) vezes

(6.21)

Note que para =0, j(O,n)=pg(n) é o vetor de correlagdo cruzada
normalizada. Aqui, para determinar j(0,n), considera-se usar a
autodecomposicdo RG(n)=  Ta(n)AA(N)Ux(n), introduzida no
Apéndice V, no lugar da autodecomposicdo RG(n) = T(n)A(n)T *(n)
utilizada no Capitulo 5. Agora, a funcdo j(w,n) é reescrita entdo como
[35]
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Li(om)]; =—
(2m) 2 Jdet ()
(6.22)
) och T d(n)X (n) UL(”) \I’Elz(wr n)“A(n)du
2 XT(Gnx(n) A
(N+1) vezes
com
¥l (on) ="+ 2({6(()”) g}. (6.23)

Diferenciando (6.22) com respeito a ®, 0 termo X' (n)G(n)x(n) no
denominador é eliminado. Assim, obtém-se

Oli@m]; - [det[¥,(wn)] S (o.1) (6.24)

0w \]det(l“)
onde
N+

S (om0 2

det[¥, (o, n)]

(6.25)
o o —U} (N) W3 (@,n)uy ()
x jj d(n)x (n) e 2 duy
N vezes

corresponde a correlagdo cruzada entre d(n) e x;(n) quando u, é um
vetor gaussiano [35], [36]. Agora, de (6.23), a matriz de covariancia
¥, (w,n) édada por
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B(w,n)R B(w,n)p

YO et om0 - 20p GBI

(6.26)

com B(w,n) =[1 +20RG(n)] . Dessa forma, por inspecéo, obtém-se a
partir de (6.26)

S, (o, n) ={[1 + 20RG(n)] *p}. (6.27)
Além do mais, de (6.23), obtém-se

det(I")

det [‘I’z ((’)’ n)] = d€t|:| +20RG (n):l

(6.28)

Assim, usando a autodecomposicdo RG(n) =T, (N)AA(N)UA(N),
substituindo (6.27) e (6.28) em (6.24) e integrando em relagdo a o,
obtém-se

Ps (M =i,
— Ta(MHg (@MUAMP],_, (6.29)

=Ta(MHg(MUA(Mp.
onde Ta(n) e Up(n) sdo as matrizes de autovetores da
autodecomposicio RG(n) = T, (M)A (N)UA(N).
6.3.3 Determinacéo de R, (n)

Os elementos da matriz R, (n) séo dados por
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.1
[Ro(M]ix = (2n)N/2\/(T(R)
(6.30)
X i ...w X (n)X, (n) Md
_'[o S [XT (n)(_;(n)x(n)]z e X.
N vezes

Esses elementos, definidos em (6.30), podem ser determinados usando
uma funcéo matriz auxiliar J, (w,n), cujos elementos séo dados por

1

[\]2(0)! n)]i,k = W

—x"(n) R x(n)

o Tw TXi(n_)Xk(n) Ze—w[xT(n)G(n)x(n)] e 2 dx.
S o XT(M)G(n)x(n)]
(R
N vezes
(6.31)

Dessa forma, para =0, J,(m,n) é o valor esperado requerido, isto &,
R, (n) =J, (o, n)|w:O =J,(0,n). Para determinar a matriz J,(cw,n),
reescreve-se (6.31) como [35]

1
Da(omWlic =10 58 ey

=x" (n)¥;" (@.n)x(n)

T il e
I S mamer *
N vezes

(6.32)

Agora, diferenciando (6.32) duas vezes com respeito a ®, 0 termo

[x" (n) G(n)x(n)]? no denominador é eliminado, resultando em [35], [36]
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o [J (o, M]; _ 1
R0 Jdet[l + 20G(n)R]

Fylon).  (6.33)

Assim, integrando (6.33) duas vezes em relagdo a ®, usando a
decomposigdo G(n)R =Q, (N)A ()P4 (n) e fazendo w =0, obtém-se

Ry () = J,(0m)],
=RQA(MH, (0, NPA(M)],_, (6.34)
= RQA(MH,(M)PA(n).

onde H,(n) é uma matriz diagonal com elementos dados por

thy (0, n)];

05
" 2a(n)ay ()

x| By (m){~o; (n) In[~0; (M)] + ; (n) §

M/2

+ 2 A g (M) {=0f () In[—0f ()] + 0}y (n)}
g=1

(6.35)

6.4. Expressdes do Modelo

Aqui, levando em conta os valores esperados (6.12), (6.29) e
(6.34), bem como as autodecomposi¢des G(N)R = Q4 (M)A, (NP4 (N)
e RG(N)= TA(N)AA(NUA(N), as expressdes finais do modelo
estocastico para os momentos de primeira e segunda ordens do vetor de
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erro dos coeficientes sdo determinadas. Dessa forma, como
conseqiiéneia, obtém-se as variaveis deterministicas E[w(n)] e E[e?(n)]

que caracterizam o comportamento do algoritmo nas fases transitoria e
estacionaria.

6.4.1 Comportamento Médio do Vetor de Coeficientes

Substituindo (6.12) e (6.29) em (5.4), a expressdo final para o
vetor de coeficientes médio do algoritmo IAF-PNLMS é reescrita como

Ew(n+1)]=[1 - pG(M)RQA (N)H (N)P5 (N)E[w(n)]
(6.36)

+uG (M) Ta(MHg (MUA ()P

onde | denota a matriz identidade N x N.

6.4.2 Curva de Aprendizagem

Elevando ao quadrado ambos os lados de (1.6) e calculando o
valor esperado da expressdo resultante, obtém-se [29]

E[e?(n)] = o2 + tr[RK(n)]. (6.37)

Note que o erro quadratico médio (EQM), dado por (6.37), é
completamente determinado se a matriz de covariancia K(n) é
conhecida.

Para determinar a expressao final da matriz K(n), substitui-se
(6.12) e (6.34) em (6.5), resultando em
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K(n+1) =[1-uGMRQA(MHg (NP (M) ]
x K[ 1-pRQ (MHg (MPA(MG(N) | (6.38)

+u2G(N)RQ 4 (N)H, (NP4 (N)G(n)o?.

Agora, substitui-se (6.38) em (6.37) visando obter a expressao final da
curva de aprendizagem. Assim, obtém-se

E[e?(n)] =o2 + tr{R[l —pG(N—)RQA(N—DHg (N—1)P (n-1) |
xK(n=1)[ 1 - pRQA (N =D)Hg (N ~1)P, ("—1G(n—1) ]

+12RG(N—1)RQ, (N—1)H, (N —1)P4 (N -1)G(n —1)65}.
(6.39)

Comentario: A abordagem desenvolvida neste capitulo para
derivar 0 modelo estocastico do algoritmo 1AF-
PNLMS pode também ser aplicada a outros
algoritmos da classe PNLMS; para tal, é necessario
modificar a maneira na qual o valor esperado da
matriz de ganhos é calculado, levando em conta o
algoritmo particular a ser modelado.

6.5. Resultados de Simulagao

Nesta secdo, visando verificar a eficacia do modelo proposto,
simulac6es de Monte Carlo (media de 100 realizagdes independentes) do
algoritmo IAF-PNLMS séo realizadas, considerando um problema de
identificacdo de sistemas. Para tal, dois exemplos sdo apresentados: o
primeiro exemplo considera uma planta esparsa com N =32
coeficientes e 0 segundo, uma planta esparsa com N =128 coeficientes.
O sinal de entrada é correlacionado, com média zero e variancia unitaria,
obtido a partir de um processo AR(2), expresso por
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x(n) =1,29x(n—1) — 0,75x(n — 2) +v(n) (6.40)

onde v(n) é um ruido branco com varidncia 03 =0,20 e o sinal

desejado é dado por
d(n) =x" (N)w°. (6.41)

Em todas as simulacgdes, os pardmetros do algoritmo IAF-PNLMS
sdo ai(O)=10‘3 e u=7,25x10"% A condicdo inicial considerada na
simulacdo de Monte Carlo ¢ w(0)=0 e no modelo proposto,
E[w(0)]=0.

6.5.1 Exemplo 6.1

Neste exemplo, visando avaliar as expressdes do modelo proposto
(6.36) e (6.39), é considerada uma resposta ao impulso esparsa w; com

N =32 e grau de esparsidade Sp(w;)=0,7889, cujos elementos ndo
nulos séo dados por

0.8, i=1
1.0 i=10
wr); = ’ 6.42
(wr); 00, i 15 (6.42)
0.7, i =24,

Para este exemplo, a dispersdo dos autovalores da matriz de
autocorrelagdo do vetor de entrada é y = 270.98.

Nas Figuras 6.1 e 6.2, a precisdo do modelo proposto é verificada
considerando um filtro de comprimento curto com 32 coeficientes. A
Figura 6.1 mostra as curvas do comportamento médio dos coeficientes do
filtro adaptativo, obtidas através de simulacdes de Monte Carlo e do
modelo de predi¢do (6.36), enquanto a Figura 6.2 ilustra as curvas de
aprendizagem obtidas através de simulagdes de Monte Carlo e do modelo
de predicdo (6.39). Aqui, observa-se a precisdo das expressdes do modelo



Capitulo 6 — Modelo Estocastico para o Momento de Segunda Ordem do
Vetor de Erro dos Coeficientes do Algoritmo IAF-PNLMS 117

para dois valores de SNR: 20 dB [Figuras 6.1 e 6.2(a)] e 30 dB [Figura

6.2(b)].

6.5.2 Exemplo 6.2

Neste exemplo, 0 modelo proposto é avaliado considerando uma
resposta ao impulso esparsa wj com N =128 e grau de esparsidade

Sp (W) =0.9047, cujos elementos ndo nulos séo dados por

0., i=1
1.0 i =30
wl), =1 6.43
W2)i =1 g i=35 (6.4)
0.7, i =85.

Neste exemplo, a dispersdo dos autovalores da matriz de autocorrelagdo
do vetor de entrada é y = 324.

A Figura 6.3 ilustra as curvas de comportamento médio dos
coeficientes obtidas usando simulagdes de Monte Carlo e o modelo
proposto (6.36). Na Figura 6.4, sdo apresentadas as curva de
aprendizagem, obtidas usando simulag¢des de Monte Carlo e 0 modelo de
predicdo (6.39). Dessas figuras, a precisdo das expressdes do modelo é
verificada considerando SNR =20 dB.
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1,0

o8 ]

0,6} Wy

04}

Elw(n)]

02+ ¢

- —

-0,2 L L L
0 500 1000 1500 2000

Iteracdes
_ (b) _
Figura 6.1. Exemplo 6.1. Curvas do comportamento médio dos
coeficientes, obtidas usando simulagdes de Monte Carlo (linhas continuas
cinzas) e o modelo proposto (6.36) (linhas tracejadas pretas) considerando

SNR =20 dB. (a) De cima para baixo: E[w;,(n)], E[w(n)], E[w,(n)],
E[w,,(n)] e E[ws(n)]. (b) Detalhe da fase transitoria de E[w(n)]
(linhas superiores) e E[w, (n)] (linhas inferiores).
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Figura 6.2. Exemplo 6.1. Curvas de aprendizagem (EQM) obtidas usando
simulagbes de Monte Carlo (linha solida cinza) e 0 modelo proposto
(6.39) (linha tracejada preta). (a) SNR =20 dB. (b) SNR =30 dB.
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Figura 6.3. Exemplo 6.2. Curvas do comportamento médio dos coeficientes
obtidas usando simulagbes de Monte Carlo (linha solida cinza) e modelo

proposto (6.36) (linha sdlida preta) considerando SNR =20 dB. (a) De cima
para baixo: E[wg(n)]l, E[w(n)], E[w,(n)], E[wgs(n)] e E[wss(n)]. (b)
Detalhe da fase transitoria E[wy,(n)] (linhas superiores) e E[w,(n)] (linhas
inferiores).
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Figura 6.4. Exemplo 6.2. Curvas de aprendizagem (EQM) obtidas usando
simulagdes de Monte Carlos (linha sélida cinza) e o modelo proposto
(6.39) (linha tracejada preta) considerando SNR =20 dB.

6.6. Conclusdes

Neste capitulo, foi apresentado um modelo estocastico para o
segundo momento do vetor de erro dos coeficientes bem como para a
curva de aprendizagem do algoritmo adaptativo IAF-PNLMS. Além
disso, uma nova expressdo de modelo descrevendo o comportamento
médio do vetor de coeficientes foi obtida. No desenvolvimento das
expressdes do modelo estocastico, considera-se que a matriz de ganhos é
variante no tempo e os dados de entrada sdo sinais gaussianos
correlacionados. O modelo proposto foi obtido levando em conta um
novo procedimento de autodecomposicdo das matrizes surgidas no
calculo dos valores esperados envolvidos. Tal procedimento de
autodecomposicdo é baseado na ordenacdo dos autovalores e descarte
dos menos significativos. Através de simulagdes numéricas, a precisdo
das expressdes de modelo propostas foi confirmada. A metodologia
derivada aqui pode também ser usada para modelar outros algoritmos da
classe PNLMS.
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CAPITULO 7

Uma Nova Estratégia de Distribui¢cdo de Ganhos
para o Algoritmo IAF-PNLMS

7.1. Introducéo

Neste capitulo, é discutido um algoritmo IAF-PNLMS que
(durante o processo adaptativo) utiliza uma nova estratégia de
distribuicdo de ganhos para atualizacdo dos coeficientes do filtro
adaptativo. Essa estratégia consiste em aumentar o ganho atribuido aos
coeficientes inativos a medida que os coeficientes ativos aproximam-se
da convergéncia. Para tal, sempre que um pré-definido limiar é atingido
durante o processo de aprendizagem, uma nova distribuicdo de ganhos é
utilizada no lugar de atribuir ganhos proporcionais as magnitudes dos
coeficientes como o algoritmo IAF-PNLMS faz. Essa nova versdo do
algoritmo IAF-PNLMS leva a uma melhor distribuicdo da energia de
adaptacdo durante todo o processo de aprendizagem. Como
conseqliéncia, para respostas ao impulso exibindo elevada esparsidade, o
algoritmo proposto aqui atinge uma convergéncia mais rapida,
superando em termos de velocidade de convergéncia o IAF-PNLMS e
outros algoritmos bem conhecidos da classe PNLMS.

7.2. Formulacéo do Algoritmo

A distribuicdo de ganhos dos algoritmos da classe PNLMS tem
um impacto importante na velocidade de convergéncia desses
algoritmos. Por exemplo, como mostrado em [34], o algoritmo
IAF-PNLMS transfere ganhos dos coeficientes inativos para os ativos,
levando a uma mais répida convergéncia dos ultimos. Como resultado, a
velocidade de convergéncia global do algoritmo aumenta
significativamente visto que a convergéncia dos coeficientes ativos é o
principal responsavel pela reducdo do desalinhamento durante a fase
transitéria. Por outro lado, quando a convergéncia dos coeficientes
ativos é quase atingida, a contribuicdo dos coeficientes inativos para



124  Capitulo 7 — Uma Nova Estratégia de Distribuicdo de Ganhos para o
Algoritmo IAF-PNLMS

reduzir o desalinhamento torna-se tdo relevante quanto a dos ativos;
assim nessa fase de convergéncia, é vantajoso atribuir maior ganho aos
coeficientes inativos visando melhorar a convergéncia global do
algoritmo.

Na proxima secdo, as expressdes gerais dos algoritmos da classe
PNLMS séo primeiramente revisitadas, e entdo uma nova estratégia para
o calculo dos ganhos do algoritmo IAF-PNLMS é introduzida.

7.2.1. Expressfes Gerais dos Algoritmos da Classe PNLMS

Conforme mostrado na Secéo 1.1.2., a equacdo de atualizacéo dos
coeficientes dos algoritmos da classe PNLMS é dada por [8], [34],
[47]-[49]

rG(n)e(n)x(n) (7.1)

w(n+1) =w(n)+ ) () GxX(n) 1 &

onde w(n)=[w(n) w,(n) --- WN(n)]T ¢ o vetor de coeficientes
adaptativos, x(n)=[x(n) x(n—1)--- x(n—N+1)]" denota o vetor de
entrada, p €é o pardmetro de passo e £>0, uma constante de

regularizacdo que previne divisdo por zero em (7.1), estabilizando a
solucdo. A matriz

G(n) =diag[g;(n) g»(n)---gn (M)] (7.2)

distribui os ganhos individuais entre os coeficientes do filtro adaptativo
de acordo com uma regra especifica levando em conta o tipo de
algoritmo da classe PNLMS considerado. O sinal de erro é dado por

e(n) =d(n) —w' (n)x(n) + z(n) (7.3)

onde a variavel d(n) denota o sinal desejado e z(n) é um ruido de

medicdo de média zero, variancia cﬁ, independente e identicamente

distribuido (i.i.d.).
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7.2.2. Algoritmo PNLMS com Fatores de Ativacdo Individuais

O ganho individual que governa o ajuste do passo de adaptacéo
do i-ésimo coeficiente do filtro adaptativo do algoritmo IAF-PNLMS é
obtido por [33], [34]

gi(n) = N¢‘(n) , i=12,..,N (7.4)
Z(I)j(n)
j=L
onde
¢; (n) = max[a; (n), [w; (n)] (7.5)

com fator de ativacéo individual

1
a(n-1, caso contrario.

1
|wi(n)|+§¢i(n—1), n=mN, m=123,... (76)

Em contraste aos outros algoritmos da classe PNLMS, tais como
PNLMS padrdo e o IPNLMS, o algoritmo IAF-PNLMS transfere parte
dos ganhos dos coeficientes inativos para os coeficientes ativos via

a;(n) [34] e, como conseqliéncia, apresenta as seguintes principais
caracteristicas:

i) Fornece melhor distribuicdo de ganhos do que os algoritmos
PNLMS e IPNLMS na fase transitoria.

ii) Reduz a velocidade de convergéncia dos coeficientes inativos
guando o algoritmo aproxima-se da fase estacionéria.

O primeiro ponto i) leva a uma melhoria das caracteristicas de
convergéncia bem como da habilidade de rastreamento, permitindo ao
algoritmo IAF-PNLMS superar ambos os algoritmos PNLMS e
IPNLMS para respostas ao impulso com elevada esparsidade. Por outro
lado, ii) é indesejavel, surgindo do fato de que o algoritmo IAF-PNLMS
transfere ganhos dos coeficientes inativos para os ativos durante todo o
processo de adaptacéo.
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Na proxima secdo, propde-se uma estratégia para melhorar o
algoritmo IAF-PNLMS (EIAF-PNLMS - Enhanced
Individual-Activation-Factor PNLMS), visando contornar o segundo
ponto ii). Para tal, uma nova abordagem é considerada para o calculo
dos ganhos dos coeficientes do filtro adaptativo.

7.2.3. Algoritmo PNLMS com Fatores de Ativacao
Individuais Melhorado

Nesta secdo, uma nova estratégia para distribuir ganhos para os
coeficientes do filtro adaptativo IAF-PNLMS é desenvolvida. Essa
estratégia é baseada no fato de que a filosofia proporcional, a qual é a
esséncia dos algoritmos da classe PNLMS, ndo precisa ser aplicada
durante todo o processo de adaptagdo, visto que atribuir ganhos maiores
aos coeficientes do filtro adaptativo que j& praticamente convergiram
ndo tem efeito adicional sobre a convergéncia global do algoritmo.

A. Nova Estratégia de Distribui¢do de Ganhos

Aqui, o objetivo é conceber uma estratégia para redistribuir os
ganhos de adaptacdo dos coeficientes do filtro adaptativo que atingiram

avizinhanga K, de seus valores 6timos, definida como
W —wi (L) <Ko, =12, N 7.7)

onde w) é o i-ésimo coeficiente 6timo da planta e L; é o nimero de
iteracBes necessario para o i-ésimo coeficiente do filtro adaptativo
atingir a vizinhanga K,. Assim, no instante L;, o i-ésimo coeficiente
adaptativo w;(n) quase convergiu; portanto, esse coeficiente ndo
precisa mais receber ganho proporcional a sua magnitude. Dessa forma,
parte do ganho previamente atribuido a tal coeficiente pode ser agora
redistribuida aos coeficientes que ainda ndo atingiram a vizinhanga K, ,
consequientemente acelerando as suas convergéncias. Entdo, levando em
conta a condigéo de limiar (7.7), o ganho individual de cada coeficiente
é reescrito como
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Yi(n), w’ _Wi(l-i)‘s Ko
gi(n)= M caso contrario (7.8)
Z(I)j (n)
i

onde y;(n) é o ganho minimo atribuido aos coeficientes que atingiram a
vizinhanga K,. A partir de (7.8), nota-se que €é requerido 0

conhecimento a priori do i-ésimo coeficiente da planta w para utilizar

essa estratégia de distribuicdo de ganhos. Assim, é um desafio usar (7.8)
em aplicagdes reais, visto que em geral a planta do sistema ndo é
conhecida a priori. A seguir, visando contornar o problema previamente
mencionado, é proposta uma abordagem que ndo requer o conhecimento

de w.
B. Abordagem Proposta

O algoritmo IAF-PNLMS atribui ganhos proporcionais aos
coeficientes do filtro adaptativo, baseado nas suas magnitudes
instantaneas. Visto que as magnitudes dos coeficientes inativos sdo
muito pequenas, 0s ganhos atribuidos a tais coeficientes sdo também
pequenos. Assim, em cada iteracdo, a maior parte do ganho total
Oiotar () [veja definicdo do ganho total em (2.5)] é atribuida aos
coeficientes ativos, mesmo durante a fase de adaptacdo na qual tais
coeficientes ja atingiram a vizinhanga K,. Durante essa fase, é
desejavel atribuir maior ganho aos coeficientes inativos, visto que tais
coeficientes tornam-se cada vez mais importantes para o processo de
convergéncia global do algoritmo. Portanto, é proposta aqui uma
abordagem para usar a nova estratégia de distribuicdo de ganhos dada
por (7.8), visando aumentar a velocidade de convergéncia global do
algoritmo. Para tal, procede-se como segue:

a) A partir de (7.3) e considerando que d(n)=x"(n)w°, o erro
quadratico instantaneo é reescrito como
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b)

e?(n) ={[w —w, (M]x (n) +[W5 — w, (N)]x,(n)
(7.9)

oo+ W — Wy ()X (n) + 2()¥

onde x;(n)=x(n—i+1) éo i-ésimo elemento do vetor x(n).
Agora comparando (7.7) e (7.9), nota-se que o erro quadratico
instantdneo pode ser visto como um indicador global de
convergéncia, levando em conta o conhecimento da
convergéncia de todos os coeficientes adaptativos, em
contraste & condigdo de limiar (7.7), a qual é um indicador de
convergéncia individual do i-ésimo coeficiente. Mais
importante ainda é o fato de que se pode calcular e?(n)

usando (7.3), visto que em geral o sinal [d(n)+z(n)] esta
disponivel, ndo requerendo o conhecimento de w’. Portanto,

define-se a seguir uma condic&o de limiar baseada em e?(n),
no lugar de usar (7.7).

Agora, baseado no erro quadratico instantaneo e?(n), define-

se um limiar no processo convergéncia para indicar o ponto no
qual a distribuicdo de ganhos deve ser modificada. Assim,
considere

v, (n) <K (7.10)

onde w.(n) é uma versdo suavizada do erro quadratico
instantaneo, dada por

ye () =By(n—-1) + (1-p)e’(n) (7.11)

com B (0<PB<1) sendo o fator de suavizacdo. Note que 0
valor de limiar K, juntamente com L; determinam o instante

no qual um ganho minimo deve ser atribuido para cada
coeficiente do filtro adaptativo, enquanto um limiar do tipo

global K juntamente com w,(n) definem o instante no qual
um ganho uniforme deve ser aplicado a todos os coeficientes
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do filtro adaptativo. Portanto, levando em conta a condicdo de
limiar global (7.10), o ganho individual atribuido ao i-ésimo
coeficiente é revisado para

vi(n), Ye(n) <K

gi(n) = Ndmi caso contrario. (7.12)
Zd)j (n)
=1

A seguir, determina-se o ganho y;(n) a ser usado sempre que
a condigdo de limiar (7.10) ocorra.

¢) Verifica-se de (7.2) e (7.4) que em cada iteragdo, 0 ganho total
atribuido a todos os coeficientes é dado por [34]

Jtot (N) = tr[G(n)]

o (7.13)

Agora, sempre que a condicdo (7.10) ocorra e assumindo que
todos os coeficientes atingiram a vizinhanga K,, isto é,

L, =L, =---=Ly, umganho comum minimo dado por
1 1
I Ot (M) N

é atribuido a todos os coeficientes do filtro adaptativo.

Aqui, enfatiza-se que é sempre requerido calcular (7.5) e (7.6),
mesmo se y,(n) <K. Isso é devido ao fato de que i-ésimo fator de
ativacdo do algoritmo IAF-PNLMS contém informagéo passada (alguma
memdaria) da magnitude do i-ésimo coeficiente. Como consequiéncia, a
habilidade de rastreamento do algoritmo é melhorada (para mais
detalhes, veja [34]). Assim, visando manter essa propriedade na versdo
melhorada do IAF-PNLMS (algoritmo proposto), as variaveis ¢;(n) e
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a;(n) devem ser calculadas e armazenadas para serem usadas na
préxima iteracdo [veja (7.6)].

7.3. Resultados de Simulagao

Nesta secdo, simulagdes de Monte Carlo (MC) (media de 100
realizagBes independentes) do algoritmo EIAF-PNLMS séo realizadas,
considerando um problema de identificacdo de sistemas. O objetivo
dessas simulacdes é comparar a velocidade de convergéncia dos
algoritmos NLMS, IPNLMS, MPNLMS, IAF-PNLMS e EIAF-PNLMS.
Para tal, considera-se uma resposta ao impulso esparsa sintética w°
com N coeficientes, gerada a partir de uma sequéncia gaussiana i.i.d.
Para obter tal resposta ao impulso, considere primeiro o seguinte vetor
(de dimenséo N,) com decaimento exponencial [19], [22]:

u=[1 e—]j‘l? e—z/‘C . e*(Nufl)/’L']T (7.15)

onde t>0 é a constante de decaimento. Agora, usando (7.15), a
resposta ao impulso é obtida como

we=[s" u'L]" (7.16)

onde s=[s; S,--- sy_n 1" € uma seqiiéncia gaussiana i.i.d. com media
u

zero e variancia 2, e L é uma matriz diagonal de dimensdo N, xN,,
cujos elementos sdo obtidos a partir de uma sequiéncia gaussiana i.i.d.

com media zero e variancia cf. Para quantificar a esparsidade da

resposta ao impulso w°, usa-se a medida definida em (1.1), dada por
[1], [23], [48]

WO

N [,

BN N

Sp(w?) = " . (7.17)

W

2
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onde o vetor w° de dimensdo N representa a resposta ao impulso da

planta, e Hwoul e “WO sdo, respectivamente, as normas ¢, e (, de

;
w®. A medida Sp(w°) varia de 0 (grau de esparsidade de um filtro
uniforme) a 1 (grau de esparsidade do filtro de Dirac) [1], [48].

Em todas as simulagbes, o sinal de entrada x(n) is
correlacionado, com média zero e varidncia o2 =1, obtido a partir do
processo AR(2)

x(n) =b; x(n—1) + b, x(n —2) +n(n) (7.18)

onde b, e b, s&o os coeficientes do processo AR(2), e n(n) é um ruido
branco com variancia csf]. Nas simulacdes, a razdo signal-ruido (SNR) é
definida como

2
(¢

z

onde o2 € a variancia do ruido de medigdo z(n) [veja (7.3)]. O sinal

desejado é dado por
d(n) =x" (n)w° (7.20)

e a condicdo inicial escolhida para o vetor de coeficientes adaptativos é
w(0) =0. Ainicializag8o do fator de ativacio para ambos os algoritmos
IAF-PNLMS e EIAF-PNLMS é & (0)=10"*. Aqui, para propésito de
comparacdes, usa-se p=0.5 como valor do pardmetro de passo a menos

que seja afirmado o contrario.
Para avaliar o desempenho dos algoritmos aqui considerados,
usa-se o desalinhamento normalizado (em dB), isto é [1], [48]

k(n) =101log,, (7.21)
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7.3.1. Exemplo 7.1

Este exemplo compara as caracteristicas de convergéncia dos
algoritmos IAF-PNLMS e EIAF-PNLMS. Para esse exemplo, uma

resposta ao impulso w® com N=32 e grau de esparsidade
Sp(W°)=0,9402 € usada, a qual é obtida de (7.16) considerando
1=13, o2=1055x10"*, o2 =0,9146 ¢ N, =16. O sinal de entrada ¢
obtido de (7.18) com b =1,29, b, =-0,75 e o> =0,20. Assim, a
dispersdo dos autovalores da matriz de autocorrelacdo do vetor de
entrada é y =271.

Na Figura 7.1, a convergéncia dos algoritmos IAF-PNLMS e
EIAF-PNLMS ¢ avaliada, considerando uma perturbacdo na resposta ao
impulso da planta na iteragdo n=10000, quando a resposta ao impulso

w°® é deslocada para a direita de 12 amostras, mudando a posigdo de

todos os coeficientes. Observe que o algoritmo EIAF-PNLMS supera
em desempenho o IAF-PNLMS para SNR =30dB bem como para

SNR =40dB.
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Figura 7.1. Exemplo 7.1. Curvas de desalinhamento normalizado dos
algoritmos IAF-PNLMS (linhas cinza) e EIAF-PNLMS (linhas pretas)
considerando um deslocamento dos coeficientes da planta com

K =5x10° e B=0,98. (a) SNR =30dB. (b) SNR =40 dB.

Na Figura 7.2, avalia-se as caracteristicas de convergéncia do
algoritmo EIAF-PNLMS com respeito ao limiar K, considerando dois
valores de SNR (20 dB e 40 dB). Para tal, a Figura 2(a) mostra o

desalinhamento normalizado usando K =2x107 (linha preta) e
K =3x1072 (linha cinza), considerando SNR =20 dB. Na Figura 2(b),

as curvas de desalinhamento normalizado usando K =3x107 (linha

preta) e K =7x1073 (linha cinza) sdo mostrada, usando SNR =40 dB.

Salienta-se que a escolha do valor desse pardmetro ndo é critica visto
que tal valor pode ser escolhido dentro de uma faixa de valores sem
praticamente alterar o comportamento do algoritmo. Por exemplo, para
SNR =20dB, um faixa tipica de valores de limiar que levam a uma

operacdo adequada do algoritmo é 2x1072 <K <3x1072, enquanto
para SNR =40 dB, uma faixa tipica é 3x10°3 <K <7x10~>.
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Figura 7.2. Exemplo 7.1. Curvas de desalinhamento normalizado do
algoritmo EIAF-PNLMS usando B=0,98. (a) K =2x10"2 (linha

preta) e K =3x102 (linha cinza), considerando SNR =20dB. (b)

K =3x107 (linha preta) e K =7x10" (linha cinza), considerando
SNR =40dB.
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A Figura 7.3 ilustra o impacto do fator de suavizacdo B no
comportamento do algoritmo EIAF-PNLMS, considerando também
dois valores de SNR: 20 dB e 40 dB. Além disso, o impacto do fator
sobre a habilidade de rastreamento do algoritmo EIAF-PNLMS é
avaliada levando em conta uma perturbacdo na resposta ao impulso da

planta (resposta ao impulso w° é deslocada de 12 amostras para a
direita). Aqui, mostra-se o desalinhamento normalizado usando dois
valores de B. Note dessas figuras que a faixa tipica de valores

apropriados para o fator de suavizacdo é 0,97 < <0,99.
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Figura 7.3. Exemplo 7.1. Desalinhamento normalizado do algoritmo
EIAF-PNLMS considerando um deslocamento dos coeficientes da
planta. Fator de suavizacdo B=0,97 (linhas pretas) e =0,99 (linhas

cinzas). (@) SNR=20dB com K =2,5x1072 (b) SNR=40dB com
K =5x1072.



Capitulo 7 — Uma Nova Estratégia de Distribuicdo de Ganhos para o
Algoritmo |AF-PNLMS 137

7.3.2. Exemplo 7.2

Neste exemplo, os algoritmos NLMS, IPNLMS e EIAF-PNLMS
sdo comparados tanto em termos de velocidade de convergéncia quanto
em termos de resposta a perturbagdes na planta. Para tal, usa-se uma

resposta ao impulso da planta w® com N =32 e Sp(w°)=0,9246,
obtida de (7.16) considerando t=1,5, o2 =1,055x107*, o2 =0,9246 e
N, =16. O sinal de entrada tem dispersdo y =396, obtido de (7.18)
com b =1,09 e b, =-0,85, usando c? =0,18.

A Figura 7.4 ilustra o desalinhamento normalizado dos
algoritmos NLMS, IPNLMS e EIAF-PNLMS para SNR =30dB
[Figura 7.4(a)] e SNR =40 dB [Figura 7.4(b)], usando o mesmo padrédo
de perturbacdo de planta considerado para a obtencdo dos resultados
apresentados na Figura 7.1. Para o IPNLMS, a=0 (um pardmetro
desse algoritmo) é usado [8], [34]; ressalta-se aqui que para uma
comparacao de desempenho justa, sdo selecionados valores de passo p
que levem os algoritmos avaliados ao mesmo desalinhamento em
regime permanente. Note que o algoritmo EIAF-PNLMS atinge a mais
répida convergéncia dentre os algoritmos avaliados. Além disso,
verifica-se também dessas figuras que o algoritmo EIAF-PNLMS ¢
aquele que exibe a melhor resposta a perturbac@es na planta.
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Figura 7.4. Exemplo 7.2. Desalinhamento normalizado dos algoritmos
NLMS (linhas pretas tracejadas), IPNLMS com p=0,45 (linhas cinzas
solidas) e EIAF-PNLMS (linhas pretas sélidas), considerando um
deslocamento dos coeficientes da planta com K =5x107° e B=0,98.

(a) SNR =30dB. (b) SNR =40 dB.

7.3.3. Exemplo 7.3

Este exemplo compara os algoritmos MPNLMS e EIAF-PNLMS
tanto em termos de velocidade de convergéncia quanto de resposta a
perturbacfes na planta sob diferentes condi¢Ges de entrada. Para tal,
considera-se dados de entrada com diferentes dispersdes de autovalores
da matriz de autocorrelagdo do vetor de entrada, usando os parametros
do processo AR(2) apresentados na Tabela 7.1. Aqui, a resposta ao

impulso da planta w® com N =64 e S,(w°)=0,9602 é obtida de
(7.16) usando t=1,3, 6% =1,055x10"*, 2 =0,9146 ¢ N, =48.
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TABELA 7.1
EXEMPLO 7.3. PARAMETROS DO PROCESSO AR(2) USADOS PARA OBTER
DADOS DE ENTRADA COM DIFERENTES DISPERSOES DE AUTOVALORES

Dispersao de Autovalores y b, b, Gf]
10 0,62 | -0,25 | 0,70
232 1,17 | -0,75 | 0,24

A Figura 7.5 mostra o desalinhamento normalizado dos
algoritmos MPNLMS e EIAF-PNLMS para SNR =30dB,

considerando dispersGes de autovalores =10 e y=232. No
MPNLMS, £=0,0316 ¢é usado [10]; os parametros de
proporcionalidade e inicializacéo séo, respectivamente, 5/ N e 0,01. O
parametro de passo p é selecionado para levar os algoritmos MPNLMS

e EIAF-PNLMS ao mesmo nivel de desalinhamento normalizado em
regime permanente. Observa-se que os algoritmos avaliados apresentam
desempenhos similares para valor de  pequeno [Fig. 5(a)]; contudo,

para valor de y grande [Fig. 5(b)], o algoritmo EIAF-PNLMS atinge
convergéncia mais rapida, superando o algoritmo MPNLMS.
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Figura 7.5. Exemplo 7.3. Desalinhamento normalizado dos algoritmos
MPNLMS (linhas cinzas) e EIAF-PNLMS (linhas pretas) com

K=5x10" e p=0,98. Os coeficientes da resposta ao impulso sio
deslocados de 12 amostras para a direita. (8) =10 usando pn=0,5
para 0 MPNLMS. (b) % =232 usando p=0,43 parao MPNLMS.

7.3.4. Discussao

Aqui, baseado nos resultados de simulagdes apresentados neste
capitulo, sdo apresentadas algumas observacdes importantes sobre os
parametros do algoritmo EIAF-PNLMS. Além disso, alguns aspectos
filosoficos dos algoritmos IPNLMS e EIAF-PNLMS sdo também
destacados.

A. Parametro de Limiar K

Esse pardmetro define o ponto no qual o algoritmo EIAF-PNLMS
muda a sua politica de distribuicdo de ganhos. Conforme os resultados
de simulaces, nota-se que determinar o valor apropriado de K néo é
uma tarefa trivial; de fato, tal valor depende das caracteristicas da
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planta, tais como grau de esparsidade e comprimento da resposta ao

impulso. Uma regra pratica para selecionar o valor apropriado para o
parametro de limiar é considerar K >c§, visto que a mudanca da
politica de distribuicdo de ganhos deve ocorrer antes que o algoritmo
atinja seu regime permanente. Assim, de acordo com o cenario de
aplicacdo, pode-se selecionar uma faixa apropriada de valores de K
para uma operacao segura do algoritmo.

B. Fator de suavizacéo 3

Visando evitar que flutuacbes répidas do erro quadratico
instantaneo e?(n) possam levar a mudancas indesejaveis na politica de
distribuicdo de ganhos, degradando o desempenho do algoritmo, a
verséo suavizada do erro quadratico instantaneo ,(n) é usada no lugar

de e2(n) para estabelecer a condicao de limiar (7.10). A variavel W, (n)
é calculada recursivamente em termos do fator de suavizacdo .

Conforme mostrado nos resultados de simulagdes, valores na faixa
0.97<B<0.98 levam a uma operacdo apropriada do algoritmo

proposto. Ressalta-se que a versdo suavizada do erro quadratico
instantaneo aqui utilizada, corresponde a uma filtragem passa-baixa de

e?(n) e tem sido largamente considerada na literatura [50]-[52].

C. Filosofia do Algoritmo EIAF-PNLMS

O uso da técnica de limiar em conjunto com uma medida
suavizada de e?(n) tem sido também aplicado em [51] para decidir o
ponto no qual o algoritmo deve mudar a sua condi¢cdo de operacgdo,
contudo 14, para um propésito diferente do usado aqui. Na literatura,
alguns algoritmos da classe PNLMS também tém usado uma verséo
suavizada do erro quadréatico instantaneo. Por exemplo, em [50] e [52], é
utilizada uma medida suavizada de e?(n) visando gradualmente e
recursivamente ajustar o parametro p do algoritmo MPNLMS;

contudo, nesse caso, a técnica de limiar ndo é considerada para mudar a
politica de distribuicdo de ganhos do algoritmo durante o processo de
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adaptacdo. Concernente ao algoritmo IPNLMS, ha uma significante
diferenca entre tal algoritmo e 0 EIAF-PNLMS. O ganho do algoritmo
IPNLMS é formado por duas parcelas: uma é individual e proporcional
a correspondente magnitude do coeficiente do filtro adaptativo e a outra,
comum a todos os coeficientes do filtro sendo um fator de ganho néo
proporcional; essa estratégia para determinar o ganho é aplicada durante
todo o processo de adaptacdo. Por outro lado, a abordagem utilizada no
algoritmo EIAF-PNLMS altera a politica de distribuicdo de ganhos para
calcular o ganho durante o processo de adaptacdo sempre que um nivel
de limiar predefinido ¢ atingido.

7.4. ConclusGes

Neste capitulo, uma versdo melhorada do algoritmo
IAF-PNLMS, denominada EIAF-PNLMS, é proposta, a qual (durante o
processo de aprendizagem) usa uma estratégia de redistribuicdo de
ganhos visando aumentar 0s ganhos atribuidos aos coeficientes inativos
guando os coeficientes ativos aproximam-se da convergéncia. Para
realizar tal redistribuicdo, define-se primeiro um limiar para indicar o
ponto no qual a redistribuicdo de ganhos deve ocorrer. Entdo, quando
esse limiar é atingido, a redistribuicdo é realizada atribuindo ganho
uniforme a todos os coeficientes do filtro adaptativo. Resultados de
simulacdo mostram que as caracteristicas de convergéncia do algoritmo
sdo significativamente melhoradas, tal que o EIAF-PNLMS supera em
desempenho os algoritmos IPNLMS e IAF-PNLMS para respostas ao
impulso com elevado grau de esparsidade. Além disso, embora os
algoritmos MPNLMS e EIAF-PNLMS exibam desempenhos similares
para sinais de entrada fracamente correlacionados, o algoritmo proposto
supera 0 MPNLMS para dados de entrada fortemente correlacionados.
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Comentarios e Conclusoes Finais

A concepcao de filtros adaptativos explorando a natureza esparsa
da resposta ao impulso da planta vem se tornando um topico de pesquisa
de grande relevancia, visto que essa classe de respostas é encontrada em
muitas aplicagdes, tais como cancelamento de eco, localizagéo de fontes,
sistemas de transmissdo de televisdo digital, processos sismicos, dentre
outras. Para essa classe de respostas ao impulso, os algoritmos
adaptativos classicos, usando 0 mesmo passo de adaptacdo para todos os
coeficientes do filtro, tal como o algoritmo LMS normalizado (NLMS —
normalized least-mean-square), sdo superados tanto em termos de
velocidade de convergéncia quanto em termos de habilidade de
rastreamento por aqueles algoritmos especialmente projetados para
explorar a natureza esparsa da planta do sistema. Por exemplo, 0s
algoritmos da classe NLMS proporcional (PNLMS), tais como o
PNLMS padréo, o PNLMS melhorado (IPNLMS) e o PNLMS com lei
W (MPNLMS) séo especialmente projetados para lidar com plantas

esparsas. Nesse contexto, duas novas versdes melhoradas para a classe
de algoritmos PNLMS foram concebidas neste trabalho de pesquisa.

Considerando a ampla gama de aplicacbes dos algoritmos da
classe PNLMS, a sua modelagem estocastica € de grande utilidade
pratica. Ela é usada como uma ferramenta para prever o desempenho do
algoritmo adaptativo sob diferentes condicbes de operacdo (evitando o
uso de simulagdes exaustivas para a avaliacdo do algoritmo) bem como
para obter valores apropriados de pardametros do algoritmo, tais como o
passo de adaptacdo e o comprimento do filtro, dentre outros. Além do
mais, 0 modelo pode ser usado para entender melhor o funcionamento
do algoritmo. Contudo, a modelagem dos algoritmos da classe PNLMS
ainda € um tema em aberto na literatura especializada, devido
principalmente a complexidade matematica envolvida. Assim, no
presente trabalho, uma metodologia de analise que pode ser aplicada a
classe de algoritmos PNLMS é desenvolvida. Em particular, essa
metodologia foi aplicada na modelagem estocastica do algoritmo
IAF-PNLMS.
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No Capitulo 1, os conceitos gerais concernentes aos algoritmos
da classe PNLMS (como filtragem adaptativa proporcional e grau de
esparsidade), a motivacdo para o desenvolvimento de tais algoritmos,
bem como os objetivos gerais e especificos deste trabalho de pesquisa
foram apresentados. Também, os aspectos historicos e filosoficos da
filtragem adaptativa proporcional foram brevemente discutidos.

Um estudo do comportamento do algoritmo PNLMS padrdo
considerando os efeitos do fator de ativacdo foi apresentado no Capitulo
2. De tal estudo, as seguintes conclus6es foram obtidas:

e O fator de ativacdo tem um impacto significativo na
distribuicdo de ganhos do algoritmo PNLMS padréo, afetando
ndo somente os ganhos atribuidos aos coeficientes inativos,
mas também aqueles atribuidos aos ativos.

e A forma como o fator de ativacdo é determinado e os valores
selecionados para os parametros de proporcionalidade e
inicializacdo alteram substancialmente a velocidade de
convergéncia do algoritmo.

e Os coeficientes e ganhos do algoritmo PNLMS padrdo podem
apresentar um comportamento indesejavel no inicio da fase de
aprendizagem.

No Capitulo 3, dois dos principais algoritmos da classe PNLMS,
isto é, os algoritmos IPNLMS e MPNLMS foram revisitados. Mostrou-
se que o algoritmo IPNLMS apresenta uma deriva¢do ad hoc a partir do
algoritmo PNLMS padrdo, visando introduzir um parametro de controle
de esparsidade. Com tal estratégia, é possivel ajustar o comportamento
desse algoritmo de acordo com o grau de esparsidade da planta a ser
identificada. No que concerne ao algoritmo MPNLMS, também com
derivacdo ad hoc, pode-se considera-lo uma aproximacéo estocastica do
algoritmo de descida mais ingreme (SD — Steepest Descent)
proporcional. Em geral, é esperado que o algoritmo MPNLMS herde as
caracteristicas de convergéncia do algoritmo SD proporcional como, por
exemplo, uma velocidade convergéncia uniforme durante todo o
processo de adaptacdo. Uma desvantagem do algoritmo MPNLMS € a
sua elevada complexidade computacional.

Uma nova versdo do algoritmo PNLMS padrdo, denominada
IAF-PNLMS, foi apresentada no Capitulo 4. Tal versdo usa um fator de
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ativagdo individual para cada coeficiente do filtro adaptativo. Cada fator
de ativacdo é recursivamente calculado em funcdo da magnitude de seu
correspondente coeficiente e ndo mais depende dos parametros de
proporcionalidade e inicializagdo considerados no algoritmo PNLMS
padrdo. O algoritmo IAF-PNLMS apresenta melhor distribuicdo de
ganhos do que os algoritmos PNLMS padrdo e IPNLMS, conduzindo a
uma maior velocidade de convergéncia, superando tais algoritmos para
respostas ao impulso com grau de esparsidade elevado. Além disso,
simulacdes numéricas mostraram que a distribuicdo de ganhos do
algoritmo proposto é bastante diferente daquela apresentada pelo
algoritmo MPNLMS, embora as caracteristicas de convergéncia sejam
similares quando a planta exibe alto grau de esparsidade. No que
concerne a habilidade de rastreamento bem como as perturbacdes na
planta, mostrou-se que o algoritmo IAF-PNLMS supera o algoritmo
MPNLMS, considerando respostas ao impulso com grau de esparsidade
elevado.

No Capitulo 5, uma metodologia para obter um modelo
estocastico dos coeficientes do algoritmo IAF-PNLMS foi apresentada.
Em tal modelo, a matriz de ganhos é assumida variante no tempo e o
sinal de entrada é correlacionado. Por conseqiiéncia, um modelo do
momento de primeira ordem é obtido, predizendo as fases transitdria e
estacionaria do comportamento médio do vetor de coeficientes do
algoritmo IAF-PNLMS. Através de simulacdes numéricas, a precisdo do
modelo proposto assim como as hip6teses e aproximacfes principais
foram verificadas.

Um modelo estocastico para 0 momento de segunda ordem do
vetor de erro dos coeficientes bem como a curva de aprendizagem do
algoritmo adaptativo IAF-PNLMS foram propostos no Capitulo 6. Além
disso, uma nova expressdo de modelo descrevendo o comportamento
médio do vetor de coeficientes foi obtida. No desenvolvimento das
express@es de tal modelo, considera-se que a matriz de ganhos é variante
no tempo e os dados de entrada sdo sinais gaussianos correlacionados.
Esse modelo foi obtido levando em conta um novo procedimento de
autodecomposicdo das matrizes surgidas no célculo dos valores
esperados envolvidos. Tal procedimento de autodecomposicdo é
baseado na ordenacdo dos autovalores e descarte dos menos
significativos. Através de simulagBes numéricas, a precisdo do modelo
proposto foi confirmada. A metodologia derivada nesse capitulo pode
também ser considerada para modelar outros algoritmos da classe
PNLMS.
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No Capitulo 7, uma versdo melhorada do algoritmo IAF-PNLMS,
denominada EIAF-PNLMS, foi proposta, a qual (durante o processo de
aprendizagem) usa uma estratégia de redistribuicdo de ganhos visando
aumentar 0os ganhos atribuidos aos coeficientes inativos quando os
coeficientes ativos aproximam-se da convergéncia. Para realizar tal
redistribuicdo, define-se primeiro um limiar para indicar o ponto no qual
a redistribuicdo de ganhos deve ocorrer. Entdo, quando esse limiar é
atingido, a redistribuicdo é realizada atribuindo ganho uniforme aos
coeficientes do filtro adaptativo. Resultados de simulagdo mostraram
que as caracteristicas de convergéncia do algoritmo sdo
significativamente melhoradas, tal que o EIAF-PNLMS supera em
desempenho os algoritmos IPNLMS e IAF-PNLMS para respostas ao
impulso com elevado grau de esparsidade.

Como proposta para trabalhos futuros, visando aumentar a
velocidade de convergéncia, sugere-se a concepgdo de novos algoritmos
para a classe PNLMS com parametro de controle passo varidvel no
tempo. Outra proposta para a continuacdo deste trabalho seria o
desenvolvimento de modelos estocasticos para importantes algoritmos
da classe PNLMS, tais como o IPNLMS e MPNLMS, usando a
metodologia aqui arquitetada. Por Gltimo, porém ndo menos importante,
um trabalho de pesquisa futuro é modelagem estocastica do algoritmo
IAF-PNLMS para o caso de dados de entrada complexo.
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Verificagio das Condigdes C1 e C2

Neste apéndice, mostramos que (4.5) satisfaz as condicBes C1 e
C2 apresentadas no Capitulo 4. Primeiramente, considere o caso em que

0 i-ésimo coeficiente w;(n) € ativo. Entdo, ¢;(n)=|w(n)| visto que,
por definicdo, a;(n)<|w;(n)|. Assim, usando (4.1) e (4.5), a partir do
instante 1 até o instante n e considerando que ¢, (0) =g (0), obtém-se

ai(n):%|wi (n)|+%|wi (n-1). (1.1)

Agora, assumindo que w(n—1) —>w(n) quando n-—oo, de (l.1)
verifica-se que (4.5) satisfaz C1. Além disso, quando w;(n) é ativo, C2
é diretamente verificada de (1.1), visto que neste caso |w; (n)| > 0.

A seguir, considera-se 0 caso em que 0 i-ésimo coeficiente
w;(n) € inativo. Note que ¢;(n)=a(n) visto que, por definicdo,
a;(n) >|w; (n)|. Entéo, iterando (4.1) e (4.5), a partir do instante 1 até o
instante n e considerando que ¢, (0) =g, (0), tem-se

a(n) =2inai ©)

1 1 1 1 1
+[E|wi O+ 2=+ 5 0= 2] ol 2+ (1)@

n-1

—La@+ Y- wn-K). (1.2)
2 52
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Agora, assumindo que W (n—1) ->w(n) quando n— oo, verifica-se
que o segundo termo no lado direito de (1.2) converge para w;(n), ou
seja,

n-1
lim {|V\4(n)|—2%|wi(n—k)| -0, (1.3)
—® k=0

Jé& o primeiro termo de (1.2) torna-se insignificante. Dessa forma, tem-se
lim [&(n)-[w(m)|]=0, i=12...N. (1.4)
N—o0

Portanto, verifica-se que, para o0 caso em que 0 coeficiente w;(n) €
inativo, (4.5) satisfaz C1. Além disso, como &, (0) >0, note de (1.2) que
a;(n) >0, paratodo n, mostrando que (4.5) também satisfaz C2 quando
w; (n) € inativo.



| APENDICE II

Provas das Propriedades P1 e P2

Neste apéndice, as propriedades P1 e P2 apresentadas no Capitulo
4 sdo verificadas. Para esse fim, a partir do instante n=1 até o instante
n=mN, (4.1) e (4.6) sdo aplicadas recursivamente, atualizando o fator

de ativacdo a;(n) dado por (4.6) somente a cada N amostras.
Primeiramente, verifica-se a propriedade P1 correspondente aos
coeficientes ativos. Nesse caso,  (n)<|w;(n)[; assim, obtemos ¢; (n)

no instante n=N —1 como
¢; (N 1) = max[ & (N =1, [w(N -]
(11.1)
=max| 3/(0), |w (N —1)|]=[w; (N -1)|.

Agora, para m=1, substituindo (Il.1) em (4.6), o fator de ativagdo
g;(n) é atualizado, resultando

a4 (N) =y (N 1)+ o (V)
(11.2)
1 1
=§|WI (N —1)| +§|W|(N)|

Substituindo-se (11.2) em (4.1), obtemos a fungéo de proporcionalidade
¢; (n) noinstante n=N como
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¢i(N):maX[ai(N)v |Wi(N)|:|
1 1
:max{§|wi(N —1)|+§|Wi(N)|, |Wi(N)|} (11.3)

= |Wi (N)| .
Repetindo o procedimento anterior até o instante n=mN, tem-se
1 1
a (mN) =§¢i (mN —1)+§|wi (mN))
(11.4)
1 1
= §|wi (mN —1)|+§|wi (MN)|.
Entdo, substituindo (11.4) em (4.1), obtém-se (4.8), ou seja, a

propriedade P1.
Agora, verificamos a propriedade P2 correspondente aos

coeficientes inativos. Nesse caso, &;(n) >|wi (n)|; assim, obtemos ¢; (n)
no instante n=N —1 como
¢i (N =1) = max | a; (N —1), [w; (N ~1)[]
=max| 3 (0), [w; (N -D)] (11.5)
=a,(0).

Assim, para m=1, o fator de ativagdo a;(n) é atualizado, resultando
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a(N) _—¢, (N-1)+ —|w (N)|
(11.6)
1 1
Zzai (0)+E|WI(N)|

Substituindo (11.6) em (4.1), obtemos a funcdo de proporcionalidade no
instante n=N como

¢; (N) = max[ a;(N), [w;(N)[]

:maxBai(O)Jr%M(N)L |Wi(N)|} (117

1 1
=58 (0) + §|Wi (N)].
Repetindo o procedimento acima até o instante n=mN , obtemos

a (mN) =%<|)i (mN —1)+%|wi (mN))
:2_a(0)+_|W(N)|+ |W (2N)| (11.8)

1 1
+~--+2—2|Wi [(m—l)N]|+§|Wi (mN)|

da qual segue a propriedade P2 em (4.10).
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APENDICE 111

Determinagéo de J(0,n)

Neste apéndice, 0 método utilizado para determinar os elementos
da matriz J(0,n) é apresentado. Primeiramente, (5.12) é reescrita como

[35]

1

R N 1)

(In.1)

—xT(n)¥7*(w,n)x(n)

I o O
X" (MGX(n)

N vezes
com ‘I’l(oo,n)zR[I+2mG(n)R]_1. Agora, diferenciando (I111.1) com

respeito a o, 0 termo x' (n)G(n)x(n) no denominador é eliminado,
resultando em

o[ (o, n)]i,k B -1
do | [det[l+20G(MR]

A () (111.2)

onde
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1
Alon) = @m)N'2 [det[¥, (w,n)]
(11.3)
0 © —XT(n)‘]’Il(u),n)x(n)
x [ xmx(n)e 2 dx
T

corresponde a correlacdo cruzada entre x;(n) e X,(n) quando essas
variaveis aleatérias sdo conjuntamente gaussianas com matriz de
covariancia Wy(o,n). Visto que A(w,n)=[¥;(w,n)];y, integrando
(1M.2) com respeito a ® e wusando a decomposicdo
G(N)R =Q(N)A(N)Q(n), tem-se

J(®,n) = RQ(N)H(»,n)Q*(n) (111.4)

onde H(w,n) é uma matriz diagonal cujos elementos sdo integrais
hiperelipticas dadas por

hy(on) = =

[z ol Fen dw+C. (I11.5)

A constante C € obtida da condigéo lim [J(w,n)]., =0 [veja (5.12)] e
®—>0 '

0 polinémio P(w,n) é dado por
N N
P(w,n) =] J[1+ 20x; (0)]=ay (M] [[e— ;i (M)] (111.6)
i=1 i=1

onde o coeficiente ay(n) do polindbmio P(w,n), correspondente ao

termo de maior grau o"

, é dado por ay (n) = ZNHi'ilxi (n) e as raizes
desse polindmio séo obtidas a partir de o;(n)=-1/[2A;(n)] para

i=12...,N.
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Para determinar a integral (I11.5), uma abordagem similar aquela
apresentada em [36] é usada. Assim, considere a seguinte aproximacao:

\/P((o,n)E\/aN(n)xﬁ[co—coa(n)], q:1,2,,..,% com N par
g=1

(m.7)
onde o (n)=- fu)zqfl(n)o)zq(n) ¢ média geométrica dos pares de

raizes adjacentes de P(w,n). Entdo, substituindo (I11.7) em (I11.5),
pode-se mostrar que

- -1
2 (n) + Clay ()

h, (o, n)

2 (111.8)
X{Bi (MInfo—o; (N]+ Y A () In[o - o (n)]}

g-1

onde >0 é um parametro de regularizacdo, prevenindo divisdo por
autovalores muito pequenos e estabilizando a solugdo, e B;(n) e
A 4(n) sdo, respectivamente, dados por

Bi(N) =7 L (111.9)
[T[ e - o]
g=1
e
A ()= 1 . (In10)
[wa(n)—mi(n)]q[w;(n)—w’j(n)]
J_:
J1#q

Agora, fazendo =0 em (111.8), J(0,n) é obtido como
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J(0,n) = RQ(N)H(N)Q*(n) (111.12)

com H(n) =diag[h, (®,n) h,(w,n) --- hy (o, n)]|w:0.



APENDICE IV

Determinacéo de j(O,n)

Neste apéndice, a varidvel auxiliar j(0,n) é determinada. Para
tal, (5.17) é reescrita como

[j((l), n)]i = N+11
(2n) 2 |det(r)
(IV.1)
J‘ j _dmxn) UL AL n)uA(n)dUI
-0 —® X (n)G(n)X(n) A
com

Diferenciando (IV.1) com respeito a ®, 0 termo xT(n)G(n)x(n) no
denominador é eliminado, resultando em

a 1 s R —
[iem]; - Jdet[¥, ()] A (0.1) (IV.3)
o0} M

onde
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N1
_ (2n) 2
Aol = Jaet[ ¥, (w,n)]
(IV.4)

—up (n)¥5" (@, n)up (n)

x w---oo d(n)x(n) e 2 du
J I i A

N vezes

corresponde a correlagéo cruzada entre d(n) e x;(n) quando u,(n) é

vetor gaussiano. Agora, de (1V.2), a matriz de covariancia ¥, (w,n) €
obtida como

B(w,nN)R B(w,n)p

¥ (on) = p'BT(@n)  of —20p' G(n)B(w,n)p

(IV.5)

com B(w,n) =[1+20RG(n)]™. Dessa forma, por inspecdo, obtém-se
de (IV.5)

Ao (,n) =[1 +20RG()] *p. (IV.6)
Além disso, de (1V.2), obtém-se

B det(I") _
det[*F (o] = det[1 +20RG(n)] (v-7)

Assim, usando a decomposicdo RG(n) = T(n)A(n)T *(n), substituindo
(IV.6) e (IV.7) em (IV.3), considerando que lim [j(w,n)]. =0 [veja
W—>0

(5.17)] e integrando com respeito a w, tem-se

j(0,n) = T(N)HMN) T (n)p. (1V.8)



| APENDICE V

Autodecomposicao das Matrizes
G(n)R e RG(n)

A abordagem usada em [21] para obter o modelo da evolucéo dos
coeficientes médios do algoritmo IAF-PNLMS leva em conta um
pardmetro de regularizagdo, prevenindo divisdo por autovalores muito

pequenos surgidos da autodecomposicio da matriz G(n)R. Tal

abordagem estabiliza o calculo das integrais hiperelipticas de alta ordem
(HOHIs). Aqui, para assegurar o célculo dessas integrais, usa se uma
abordagem alternativa baseada na ordenacdo dos autovalores de

G(n)R, descartando aqueles menos significativos. Para esse fim,
primeiro ordena-se todos os autovalores da matriz G(n)R (em ordem
decrescente). Assim, seja a autodecomposi¢do expressa como

G(NR =QMANQ*(n) (V.1)
com
| Aa(n) 0
A(n){ 0 AB(n)}. (V.2)

As matrizes A, (n) e Ag(n) séo, respectivamente, dadas por

Ap(n) =diag[ay(n) () - Ay (N)] (V.3)

Ag(n) =diagiy 1 (M) Ayi2(n) - Ay ()] (V.4)

com
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M) > o> Ay (n) > Ayya(n) > > Ay (). (V.5)

Em (V.3), Ay (n) >y, define o ultimo elemento da diagonal de A (n),
onde y, € um limiar de magnitude para o menor autovalor significativo
de A(n). A partir de (V.1) e (V.2), a matriz de autovetores Q(n) pode
ser reescrita como

Q(n)£[Qa(n) Qg(M)]
(V.6)

=[g(n) -~ au) Ay - aqy)]

onde os vetores N-dimensionais ¢;(n), para i=12,...,N, sdo os
autovetores associados aos autovalores A;(n). Agora, substituindo (V.2)
e (V.6) em (V.1), obtém-se

_ _ AA(n) 0 PA(n)
G(MR =[Qa(") QB(n)]{ ) AB(n)}{PB(n)} (v.7)

com [PA(n) Pa(n)]" 2Q*(n). Entdo, assumindo que v, <1, resulta
em

G(n)R = Qa(NAA(NPA(N) (V.8)

onde a matriz P, (n) é formada pelas primeiras M linhas de Q(n).
Agora, utilizando 0 mesmo procedimento descrito anteriormente
para obter a autodecomposicio da matriz RG(n), tem-se

RG(n) = T(N)A(n)T *(n)
(V.9)
B Apa(n) 0 |fUA(N)
=[Ta(n) TB(n)][ 0 Aa(n)}{UB(n)}

com
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T(n) 2[Ta(n) Tg(n)]

(V.10)
=[t(n) - ty () tya) - ty(M)]
e [Ua(n) UL(n)]" 2 T *(n). Dessa forma, obtém-se
RG() = To (M)A (NUA(N) (V.11)

onde a matriz U, (n) representa as primeiras M linhas de T(n).
Salienta-se aqui que a utilizacéo do limiar y, (definido nesse apéndice)
ndo degrada a eficacia do modelo proposto.
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