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Introducao

Os métodos para a resolucao de sistemas lineares que requerem a fatoracao da matriz
dos coeficientes sao chamados Métodos Diretos. Estes podem se tornar impraticaveis se a
matriz for de grande porte e esparsa porque seus fatores geralmente serao matrizes cheias,
isto é, sem estrutura de esparsidade. Uma excecao a este fato ocorre quando a matriz tem
estrutura de banda. Ainda assim, os algoritmos de fatoracao podem tornar-se de dificil

implementagao computacional.

Uma das razoes para o grande interesse em sistemas lineares esparsos reside na re-
solucao numérica de equagoes diferenciais. Sabe-se que as pesquisas nesta area tem sido
responsaveis pelo desenvolvimento da maioria das estratégias para o tratamento de espar-

sidades.

Mais detalhadamente, existem duas formas de atacar um problema esparso Ax = b.
Uma delas é escolher um método direto e adaptar seu algoritmo de forma a explorar a
esparsidade de A. Esta adaptacao envolve o uso de estruturas de dados propicias ao seu
problema e de estratégias especiais de pivotamento que minimizem o preenchimenmto da

matriz.

Em contraste com os métodos diretos estao os métodos iterativos. Estes geram uma
seqiiéncia de solucoes aproximadas através de operagoes que envolvem essencialmente
produtos do tipo matriz-vetor. Desta forma, a estrutura de A nao é alterada, isto é,
nao hé o aparecimento de novos elementos na matriz tornando-se dispensavel o uso de

estrutura dinamica de dados.

Nesta classe de métodos, o Métodos dos Gradientes Conjugados (GC), desenvolvido
por Hestenes e Stifel, ver Golub (3), tem sido amplamente usado para resolver sistemas
lineares esparsos e de grande porte, com A quadrada de ordem n, simétrica e definida-
positiva. Tal método baseia-se na minimizacao de uma funcao quadratica e também pode
ser visto como um método direto o que, na auséncia de erros de arredondamento, obtem-
se a solucao do sistema em n iteragoes, ou como um método iterativo que, sob certas

condicoes, fornece uma boa aproximacao da solugao em poucos passos.

Entretanto, se o sistema nao possui simetria ou positividade, o método GC ainda



pode ser aplicado, através da formagao (nao explicita) das Equagoes Normais

AtAx = A'D,
embora esta técnica possa retardar a convergéncia do método.
Ao longo deste trabalho, apresentamos uma coletanea de resultados sobre minimizacao
de fungoes f : R" — R, para a construgao do Método dos Gradientes Conjugados(GC).

Além disso, testamos o algoritmo GC aplicado a resolugao numérica de um problema

estacionario de difusao-conveccao.



1 O Problema de Programacao
Nao-Linear

O problema de programacao nao-linear tem por objetivo solucionar problemas da

forma
minimizar f(z)
sujeita a v € S, (1.1)

onde f: R" — R e S C R". S é chamado conjunto factivel e (1.1) é a forma genérica

dos problemas de programacao nao-linear ou otimizacao.

Vamos considerar dois tipos de solucao para este problema:

Definicao 1 Um ponto x* € S é um minimizador local de f em S se e somente se existe

e > 0 tal que f(z) > f(z*) para todo x € S tal que ||z — z*|| < €.

Se f(x) > f(z*) para todo x € S tal que x # x* e ||z — 2*|| < &, diremos que x* € um

manimizador local estrito em S.

Definigao 2 Um ponto x* € S é um minimizador global de f em S se existe f(x) > f(x*)
para todo x € S. Se f(x) > f(z*) para todo x € S tal que x # x*, diremos que se trata

de um minimizador global estrito em S.

Um resultado fundamental relacionado com problema de otimizacao é enunciado a

seguir.
Teorema 1 (Bolzano - Weierstrass)
Se S ¢ um conjunto fechado e limitado, e f : S — R € continua, entdo existe x* € S

minimizador global do problema (1.1).

Prova: Consideremos primeiro a possibilidade de que f nao seja limitada inferiormente
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em S. Entdo, para cada k € N, existe z¥ € S tal que
f(xk) < _k’

portanto,

lim f(z") = —o0. (1.2)

k—o0

Como S é um conjunto fechado e limitado, existe K; um subconjunto infinito de
N tal que a subseqiiéncia {2*}, & € K, converge a um ponto de S, digamos z*. Pela

continuidade de f, isto implica que

lim f(z*) = f(27),

keK,

o que entra em contradi¢do com (1.2).

Podemos aceitar, portanto, que f é limitada inferiormente em S. Seja

v = inf f(z) > —c0.

Pela definicao de infimo, para todo k € N, existe 2% € S tal que

1
VS E) <+
portanto
Jim f(a") = 7.

Seja {z*}k — K, uma subseqiiéncia convergente de {z*} e seja z* seu limite. Entao,

pela continuidade de f,

v = lim f(a*) = f(a").

keK,

Ou seja, f(z*) assume o valor infimo do f no conjunto S. Isto implica que z* é um

minimizador global de (1.1).
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2 Condicoes de Otimalidade para
Minimaizacao sem Restricoes

Vamos analisar inicialmente o caso em que o conjunto factivel é R". Neste caso, (1.1)

¢ chamado problema de minimizagao irrestrita.

2.1 Condicoes de Otimalidade

Suponhamos que os seguintes resultados para fungoes de uma variavel, sejam conhe-

cidos.
Rl - Seja f : R — R, f € C'. Se 2* ¢ um minimizador local de f em R, entdo
f(a) = 0.
R2 - Seja f: R — R, f € C?. Se * é um minimizador local de f em R, entdo
(0)f"(z7) = 0;

(i2) f"(x7) = 0.

Proposicao 1 (Condi¢oes Necessdrias de Primeira Ordem)

Seja f:R" - R, f € C'. Sex* é um minimizador local de f em R, entao V f(z*) = 0.

Prova: Fixamos d € R™ arbitrario e consideremos a funcao ¢ : R — R definida por
P(A) = f(@" + Ad).

Como x* é um minimizador local de f, resulta que A = 0 é um minimizador local de

¢. Neste caso, por R1, concluimos que ¢'(\) = 0.
Utilizando a regra da cadeia obtemos ¢/'(\) = V! f(z* 4+ Ad)d.

Substituindo para A = 0, resulta 0 = ¢'(\) = V' f(x*)d.
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Como d € R™ é arbitrério, esta igualdade significa que V f(z*) é um vetor ortogonal

a todos os vetores do espago, portanto V f(z*) = 0.

Proposigao 2 (Condigoes Necessdarias de Sequnda Ordem)

Seja f :R* = R, f € C?. Se x* é um minimizador local de f em R, entdo

()Vf(z") =

(1i)V? f(x*) € semidefinida positiva.

Prova: A primeira parte desta tese vem da Proposicao 1.
Para provar a segunda parte, consideremos ¢(\), como na Proposigao 1.

R2 implica que ¢"(0) > 0. Usando a regra da cadeia temos ¢”(\) = d'V2f(z* + \d)d,
logo, ¢"(0) = d'V? f(z*)d > 0.

Como d € R™ ¢ arbitrario obtemos que V2 f(z*) é semidefinida positiva.

Proposicao 3 (Condigdes Suficientes de Sequnda Ordem)

Seja f:R" - R, f € C?. Sex* € R, Vf(xz*) =0, e € positiva definida, entio x* é
um minimizador local estrito de f em R™.
Prova: Seja B = {h € R"/||h|| = 1}. Consideremos a fungao I' : B — R dada por
['(h) = h'V2f(z*)h.

I' é uma fungao continua e B é um conjunto fechado e limitado, portanto I' atinge um

valor maximo e um valor minimo em B. Chamamos a ao valor minimo, entao
I'(h) > a > 0 para todo h € B.

Agora, consideremos d € R", arbitrario nao nulo. Como Tal dH € B, temos que

AV f(2*)d > al|d||. (2.1)

Desenvolvendo f em série de Taylor em torno de xz*, temos

P+ d) = fa) = V() + AT )+ of ). 2.2
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Desde que, por hipétese, V f(x*) = 0, (2.2) implica que

fa +d) = £(@*) = Sl + ollldll).

Entéao, para todo d tal que ||d|| é suficientemente pequeno, o primeiro termo do membro

direito da desigualdade define o sinal deste lado. Mas %||d||* > 0.

Portanto, para ||d|| suficientemente pequeno nao nulo (digamos 0 < ||d|| < €)

f@™ +d) = f(z%) >0,
ouseja, f(z*+d) > f(z*). Entao, para todo x € B(z*, €), x # z*, temos que f(x) > f(z*).

Logo, x* é um minimizador local estrito em f.
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3 Convexidade

Para caracterizar minimizadores locais, serao tteis as proposi¢oes enunciadas no
capitulo 2. Identificar se um minimizador local é também um minimizador global nao é
facil, a menos que a funcao objetivo tenha caracteristicas especiais. E o caso das fungoes

convexas.

3.1 Conceitos Fundamentais

Definicao 3 Um subconjunto S C R™ é convexo se e somente se para todo x,y € S,

A € [0,1] se verifica que Az + (1 — N)y € S. Ver figura 1.

convexo nao convexo

Figura 1: Ilustracao da Definicao 3

Definicao 4 Uma funcao f definida em um convexo S é convera se e somente se para

todo x,y € S, A € [0,1] se verifica que f(Ax + (1 —N)y) < Af(x) + (1 =N f(y).

Se para todo X\ € (0,1) e x # y vale que f(Ax + (1 — N)y) < Af(z) + (1 = N)f(y),

diremos que f € estritamente convexa. Ver figura 2.
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\/

Estritamente Convexa
Convexa

Sl

IEo - Convexa

Figura 2: Ilustracao da Defini¢ao 4

3.2 Funcoes Convexas Diferenciaveis

Proposicao 4 Seja f € C'. Entdo, f é conveza em S convexo se e somente se para todo

x,y € S se verifica que

fly) > f(z)+ V' f(z)(y — ).

Proposicao 5 Seja f € C?. Seja S C R™ convexo com interior ndo vazio. Entdo, f ¢

convexa se e somente se V2 f(x) > 0 para todo x € S.
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fiy)
o . fle) + V' B y-2)
:
Funpdo Convexa
-
ot Vi) y-=)

Funcéo ndo-Convexa

Figura 3: Ilustracao da Proposicao 4

Proposicao 6 Seja f uma fung¢ao convexa definida em S convexo. Entao:
i) O conjunto I' C S onde f toma seu valor minimo é convezxo;

i) Qualquer minimizador local de f é um minimizador global de f.

Proposicao 7 Seja f € C! convexa definida em S convexo. Se existe x* € S tal que

para todo y € S se verifica que
Vif(a)(y —27) 20,

entao x* € um minimizador global de f em S.

As provas destas proposi¢oes podem ser encontradas em Luenberger (4).
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4 Modelo de Algoritmo com
Buscas Directonazis

4.1 Direcoes de Descida

Sendo z € R", se V f(x) # 0, temos, pela Proposi¢ao 1, que z ndo é um minimizador

local de f em R"™. Portanto, ao seu redor existe z € R" tal que f(z) < f(x).

Vamos caracterizar as direcoes a partir de x, nas quais é possivel achar um ponto

z € R" que verifique f(2) < f(x).

Proposigao 8 Seja f : R" - R, f € C', x € R" tal que Vf(x) # 0, d € R tal que
Vif(z)d < 0. Entao existe & > 0 tal que f(z + ad) < f(x) para todo o € (0, a].

Prova: Vamos considerar a func¢ao ¢(a) = f(z + ad). Entao ¢(0) = f(z) e aplicando
a regra da cadeia temos ¢/(0) = V' f(x)d.

Como ¢'(0) = lim,_g ¢(a);¢(0), entao para 0 < a < a, com & suficientemente pequeno,

o sinal de ¢'(0) e o sinal de ¢(a)) — ¢(0) devem ser o mesmo.

Como V' f(z)d < 0 temos que ¢'(0) < 0 e ¢(a) — ¢(0) < 0 para 0 < o < @&, portanto
flz+ad) < f(z).

A Proposigao 8 nos diz que, sendo d € R" tal que V' f(z)d < 0, com certeza podemos

encontrar nessa diregdo pontos cujo valor da funcao seja estritamente menor que f(x).

As diregoes d € R", tais que V' f(z)d < 0, sdo chamadas diregoes de descida a partir

de z.

A existéncia dessas diregoes indicam um modelo geral de algoritmo para minimizar

uma func¢ao sem restrigoes.



18

V iz

flv)=a,

33{: 32 < a]_

fﬁﬂ'z%
flvl=a,

Figura 4: Ilustragao da Proposicao 8

4.2 Modelo de Algoritmo

Se x* é uma solucao de

minimizar f(z), x € R"
e 2% uma aproximagao de z*, tal que Vf(2*) # 0; os passos para definir uma nova

estimativa 2% sdo dados pelo algoritmo a seguir.
Algoritmo 4.1
Passo 1: Escolher dj, € R™ tal que V! f(z*)d; < 0.
Passo 2: (Determinagao do tamanho do passo)
Calcular Ay > 0 tal que f(z% + \dy) < f(2F).
(Este subproblema é chamado de busca linear.)
Passo 3: Fazer 2! = 2% + \.d;.

Encerra-se o processo para algum valor de k, digamos ko, tendo V f(z*0) = 0. Neste
caso £ é um ponto estaciondrio e o Passo 1 ndo é mais possivel. A condigao V f(2*) =0

k

é necessaria mas nao é suficiente para deduzir que z" é uma solucao do problema. Na

realidade, este processo nos indica “candidatos” a solugao.

No entanto, é mais provavel que o processo continue indefinidamente sem verificar
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a condicdo V f(2*) = 0 para nenhum valor de k. Neste caso, levando em consideracio
o algoritmo, estamos gerando uma seqiiéncia infinita {z*} de pontos em R". Entdo as

seguintes perguntas fazem sentido:
1- Existe limy_, 2¥?
2- Se limy,_., 2% = %, é possivel garantir alguma das afirmacoes seguintes?
x* é uma solucao do problema;
x* é um ponto estacionario.

Vamos dar uns passos no sentido de responder essas perguntas. Claramente, o Al-
goritmo 4.1 gera uma seqiiéncia de pontos {z*} tal que a seqiiéncia de nimeros reais

associada {f(z*)} é monétona decrescente.

Para exemplificar, consideremos a fungio de uma variavel f(z) = 22 O tnico mini-

mizador desta funcao é x* = 0. A seqiiéncia definida por
b =141, parak > 1

pode ser gerada pelo algoritmo porque

1 1
K1y — (1 2 14 22— kY
P = (1 ) < (4 3 = )
Porém,
lim zF = 1.
k—0

Este exemplo nos responde a pergunta (2), é negativa.

No exemplo, temos a impressao de que, apesar de haver sempre um decréscimo da

k+1

funcao, este decréscimo é pequeno demais devido a distancia entre x e zF que se

aproxima de zero muito rapidamente.

O decréscimo pode ser muito pequeno mesmo sendo grande a distancia entre z*+! e

x¥, como vemos na figura 5.

Nessa figura, f(y) = f(2¥) e tomando z**! arbitrariamente préximo de y teremos

f(xF*1) < f(2%). Porém a diferenca entre estes valores serd arbitrariamente pequena.
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Figura 5: Decréscimo pequeno para distancia grande

H& uma terceira situacao que pode levar-nos a obter decréscimos excessivamente pe-
quenos do valor da funcao. Com efeito, consideremos o conjunto de nivel que passa por
ak:

I = {a/f(x) = f(z)}.

Se nos limitdssemos a andar sobre I', o decréscimo da funcao seria nulo. Assim, se a
direcdo dy é “quase” perpendicular a V f(2*), essa direcdo é “quase” tangente a I em z*.
Neste caso também podemos ter pouco decréscimo do valor da funcao na direcao di. Na

figura 6 vemos tal situacao.

Figura 6: Decréscimo pequeno para direcao “quase” tangente
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5 Métodos Classicos de Descida

5.1 Meétodo do Gradiente

Dentro do contexto do Algoritmo 4.1, este método corresponde a escolher dj, na direcao
de —V f(z*).
Consideremos o seguinte algoritmo para minimizar uma funcao f definida em R".
Algoritmo 5.1
k+1

Se 2% € R" é tal que V f(2*) # 0 os passos para determinar 2! sao:

Passo 1: Calcular dj, = —V f (%)
Passo 2: (Busca linear exata)

Determinar \;, minimizador de f(x* + A\dj) sujeita a A > 0.
Passo 3: Fazer 2! = 2% + \.d;.

Podemos observar que no Passo 2 a busca linear é mais exigente que a do algoritmo
4.1, porque A\; é o minimizador de f na diregao de di. Chamamos a este processo de

busca linear exata. B importante perceber que este subproblema pode nao ter solucao e

portanto o Algoritmo 5.1 nem sempre esta bem definido.

Se a fungao objetivo for quadratica, isto é, se f(z) = %ZL‘tGl' +btx + ¢, com G definida
positiva, ou seja, G* = G e 2'Gx > 0, para qualquer z nao-nulo, entdo existe um tinico

x* € R" que é minimizador global de f. Ver figura 7.

Neste caso, a busca linear exata determina

A= V()Y f(@h)/V (@) GV f ).
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Figura 7: Minimizador global de f

O teorema a seguir garante a convergéncia da seqiiéncia gerada pelo Algoritmo 5.1,

para qualquer aproximagcao inicial e que a ordem de convergéncia da seqiiéncia associada

{f(z*)} ¢é linear.

Teorema 2 Seja f : R" — R" uma funcao quadrdtica com matriz hessiana G definida
positiva.

Seja x* o minimizador global de f.

Dado z° € R™, arbitrdrio, o Algoritmo 5.1 gera uma segqiiéncia {x*} tal que
k

(1) limg oo 2* = 2*

F@™) = f(2") < (A= a)/(A+a)*f(2*) = f(2")),

onde A e a sao o maior e o menor autovalor de G, respectivamente.

Prova: Ver Luenberger (4).

5.2 Meétodo de Newton

Proposicao 9 Se f ¢ uma funcdo quadrdtica com hessiana G definida positiva, dado

20 € R™ arbitrdrio, a direcio d € R™ dada por:

d= -G 1Gx" +b) (5.1)
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verifica que

¥ =2+d (5.2)
¢ o minimizador global de f em R™. Ver Figura 5.2.

Prova: Seja f(z) = 2'Gz + b'x + ¢. Temos, por (5.2), que Vf(z*) = G(2° + d) + b.

Logo, usando (5.2), obtemos que

Vi(z*) = Ga® — G (Ga° + b)) + b.

Entao, Vf(z*) = G2° — G2 — b+ b = 0, 0 que prova a proposicao.

Figura 8: Ilustracao da Proposi¢ao 9

A direcao d é a solucao do sistema linear
Gd = —(Gx" +b) = —Vf(a).

Assim, temos que, minimizar uma funcao quadrética com hessiana definida positiva é
um problema equivalente a resolver um sistema linear com matriz simétrica e definida

positiva.
Se a funcao nao for quadratica e tivermos uma aproximacao z* da solucdo de
Minimizar f(z), z € R™,

podemos usar o resultado anterior na fungao quadratica que resulta da consideragao dos

trés primeiros termos do desenvolvimento em série de Taylor de f em torno de x*:

q(d) = f(2F) + V' f(2")d + %dtvzf(:vk)d.

Chamamos ¢ = ¢(0) = f(2%), b = Vq(0) = Vf(a*), G = V3q(0) = V2 f(z).
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Se escrevermos ¢(d) = 3d'Gd + b'd + ¢ e se V?f(2*) é definida positiva podemos

calcular o minimizador global desta quadratica a partir de dy = 0. Assim, temos que

d* = -G HGdy +b) = —G'b = —(V2f(z") 'V f(2").

Isto sugere a escolha dj, = —(V?f(2*))"'V f(z*) no Passo 1 do Algoritmo 4.1.
A pergunta a seguir é pertinente:

dj, é sempre uma direcao de descida?

Se V2 f(2*) nao for deifinida positiva, d, nao pode ser uma direcao de descida.

Exemplo: a funcdo f(z,y) = (3)(2* — y*) no ponto z° = (0, 1)* verifica que:

V() = (0, ~1), eV (o) = ( ; _01 ) |

Neste caso, a direcao de Newton é

dO = (07 _1)t7

Vif(z%)dy =1 > 0.

Mesmo tendo dy uma direcao de subida, pode-se dizer que basta tomar d = —d, para
obter uma direcao de descida. Mas o seguinte exemplo devido a Powell mostra que a

situacao pode nao ter conserto:

A fungao f(z,y) = 2* + 2y + (1 + y)? em 2° = (0,0)! verifica
0 t 2 f(0 01
V(") =(0,2)eVf(a") = Lo )

A solugao de V2f(z%)d = —(0,2)" é dy = —(0,2)" e V! f(2°)dy = 0.
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Vamos considerar o algoritmo a seguir:
Algoritmo 5.2 (Método de Newton)
Se x* é tal que V f(x*) # 0, os passos para determinar z¥*1 sio:
Passo 1: Determinar d; tal que
V2 f(a")dy = ~V f (),
(ou seja, resolver este sistema linear. Notemos que este passo pode nao estar bem-definido

se V2 f(z*) for singular.)

k+1

Passo 2: Fazer x = ¥4+ \pdy, onde N, é determinado como no Passo 2 do Algoritmo

4.1.

Para o algoritmo 5.2 temos o seguinte resultado:

Proposicao 10 Seja f : R* — R, f € C3. Seja x* um minimizador local de f em R",
tal que V2 f(x*) é definida positiva. Entdo, existe € > 0 tal que se z° € B(z*,¢€), e \y = 1
para todo k € N, a seqiiéncia {x*} gerada pelo Algoritmo 5.2 verifica:

(i) V2 f(z*) € definida positiva para todo k € N;

(ii) limy,_oo 2% = 2*;

(iii) Eziste ¢ > 0 tal que ||2**! — z*|| < ¢||a* — 2*||* para todo k € N.

Prova: Ver Luenberger (4) .

Este é um resultado de convergéncia local que diz que se escolhermos z° suficiente-

mente perto de x*,

(1) os sistemas lineares do Passo 1 tém solugao unica e portanto dj estd bem-definido

para todo k € N;

(17) a seqiiéncia converge a z*.
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6 Gradientes Conjugados

Admitiremos que a matriz do sistema linear seja simétrica e positiva definida, ou seja,

Al = A e 2t Az > 0, para qualquer x nao-nulo.

Vimos no capitulo anterior a idéia béasica dos métodos do tipo gradiente, para resolver

o sistema linear Ax = b, que é minimizar a fungao de f : R™ — R do tipo

flz) = %xtAx —b'x. (6.1)

Embora o desenvolvimento seja o0 mesmo para um ntmero arbitrario de componentes,
explicitaremos as equagoes com n = 2, para facilitar o entendimento. Utilizando a simetria

de A, (6.1) pode ser reescrita como
1 9 5
flz) = 5(@111’1 + 20122122 + a2073) — b1z — bawa.

As curvas de nivel da funcao f sao elipses. Assim, esta funcao tem um tinico minimizador

global, pois o seu grafico é um paraboldide.

O minimo da funcao é atingido no ponto x que anula o gradiente da funcao,

= Ax —b. (6.2)
a21T1 + Aga%2 — by

of
vf(xth) = [ E ] =

[ a1171 + G122 — by
Ox2o

Se, Vf(x) = 0, entao Az = b, isto é, a solugao do sistema de equagbes lineares

minimiza a funcao quadrética e vice-versa.

Do Calculo Diferencial, sabemos que, o vetor gradiente aponta para a direcao de
crescimento maximo da fungao. Logo, é natural que, nos passos de busca do minimo,

caminhemos na direcao contraria ao gradiente, isto é,

" = aF — 5V f(2F). (6.3)

A aproximacao num passo k+1 é calculada a partir da aproximacao no passo anterior,
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caminhando na diregao oposta ao gradiente. O parametro real s; regula o tamanho do
passo na k-ésima iteracao.

Usando (6.2), temos que a diregao de descida é —V f(z*) = b — Ax¥ = r* que é o

residuo associado & aproximacao z*.

O tamanho do passo s; em (6.3), serd usado na minimizac¢ao do residuo associado
a aproximacao que esta sendo calculada. Sendo assim, vamos calcular o valor de s que
minimiza
1
flx+sr)= §(x + sr) Az + sr) — b (z + s7). (6.5)
Fixamos x e derivamos a funcao em relacao a variavel s, aplicando as regras da cadeia

e de derivacao de produto:

ﬁ(3: + s1) =

1
s r'A(x + sr) + 5(1‘ + sr)t Ar — blr.

2
Usando a propriedade distributiva nas operacoes e as propriedades de transposicao de

vetores e matrizes para mostrar que z'Ar = (Ar)'z = r* Az, uma vez que A é simétrica,

temos

df

%CE + s1) = srtAr +r'(Ax — b) = sr' Ar — r'r.

Por fim, igualando a derivada a zero, obtemos o valor de s que minimiza a funcao:

rir

rtAr’

Com este valor de s em (6.4) e lembrando que —V f(z) = r*, 0 Método do Gradiente

pode ser resumido no Algoritmo 6.1:
Algoritmo 6.1 Método do Gradiente

Dados A, b, mazx, tol

1) 2°=0

2) Para k =0 : maz, faga
3)r=

4) s =

rtAr
5) xF = aF + sr
6) Se r'r < tol entao

7) Safda com sol = zF+1
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6.1 Meétodo dos Gradientes Conjugados (GC)

A base do método GC é a seguinte:

Propriedade: E possivel escolher n dire¢oes linearmente independentes, vy, vo, ..., v, €,
por meio da minimizacao da funcao f(z*+sv), em cada uma das direcoes separadamente,
construir uma seqiiéncia de aproximacgoes que forne¢a o minimo da fungao (6.1) apds n

passos (n é o numero de equagoes do sistema).

Neste método, cada novo vetor v; é gerado, como descreveremos a seguir. Dada
uma aproximagao inicial 2°, tomamos a primeira diregao v; = —V f(z°). Conhecidas as

irecoes v!, ..., v’ roximacoes z', ..., 27, tomamos:
direcoes v!,...,v7, e as aproximacoes z', ..., 27, tomamos

1) vjq tal que viAv; 1 = 0.

2) sj11 € o ntiimero real que minimiza a f(z; + sv;41), ou seja, o minimo de f ao longo
da reta que passa por z; e tem a direcao vj;.

3) Tjp1 = 25 + 85410541,

Existem muitas maneiras de construir vetores que satisfacam o item 1. No Algoritmo
(6.2), que poderd ser usado na implementagao do método GC, apresentamos um destes
procedimentos. Quanto ao item 2, repetimos os mesmos calculos realizados ao minimzar

a funcao (6.4) e podemos mostrar que

t
_ Y
St = T A
Yj+1

Avjp

onde, conforme a notagao anterior, r; = b — Ax;.
Algoritmo 6.2 Método dos Gradientes Conjugados
Dados A, b

.1'0:0,7”021)

Enquanto r # 0 faga

k=k+1
sek=1
V1 = To

caso contrario
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t
Tk—1Tk—1

Vg = Tho1 + V)
k k 1+r;€72,,k72 k—1

fim

t
Te—1Tk—1

§= vf@Avk

T = T—1 + SV
Te_1 — SAvg

fim

6.2 Pré-Condicionamento e Matrizes Nao Simétricas

A matriz de Hilbert, serve-nos como exemplo de como o mal condicionamento da
matriz do sistema pode prejudicar a aplicacao do Método dos Gradientes Conjugados.
Isto acontece devido a ampliacao dos erros de arredondamento quando a matriz é mal
condicionada. O mal condicionamento de uma matriz ocorre quando seus autovalores se
distribuem num intervalo muito grande ou quando existem autovalores muito proximos

de zero.

Para ilustrar este tipo de comportamento, o niimero de condigao da matriz de Hilbert
de dimensao 15 é da ordem de 10'7. Tomando tol = 107!°, 0 método GC nao converge

neste caso.

Em alguns casos, é possivel acelerar a convergéncia do Método GC usando um pré-
condicionamento do sistema, que consiste em substituir o sistema Ax = b por outro
equivalente, M 1Az = M~'b, onde M é uma matriz “préxima” de A que satisfaz as

seguintes propriedades:
1) M é simétrica positiva-definida;
2) M~'A é bem condicionada;
3) a equacao Mx = b é facil de ser resolvida.
Nao ha uma regra geral para encontrar matrizes pré-condicionadoras.

Existem recomendacoes para alguns casos particulares, como quando os elementos
da diagonal variam num intervalo grande, o pré-condicionamento pela matriz diagonal,
M = D, pode ser usado. Outras escolhas recaem em matrizes bloco-diagonais, fatoracao

de Cholesky e fatoragao LU incompleta.
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Tendo escolhido a matriz pré-condicionadora, o Algoritmo (6.3) pode ser usado na
implementagao do método, utilizando o Matlab.
Algoritmo 6.3 Método Gradiente Conjugado com Pré-Condicionamento
Dados A, b, M (matriz pré-condicionadora), maz, tol
Da=0,r=b,v=M"1b,y=M"1r aur =y'r
2) Para k = 0 : max, faga

3) z=Av

aux
vtz

8) Se r'r < tol entao

9) Saida com sol = z**1

10) auzl = y'r
11) m = auxl/aux; aur = auxl
12) v=y+mv

O Método GC nao pode ser usado em sistemas cujas matrizes nao sao simétricas, uma
vez que os argumentos nesta secao nao mais se aplicam. Uma saida para esta dificuldade

pode ser pré-multiplicar a esquerda, o sistema linear (equagoes normais):
At Az = A'D.

Como A'A é uma matriz simétrica positiva definida, o Método GC pode ser usado neste
sistema equivalente ao inicial, Az = b. Mas se a matriz A for mal condicionada, isto pode
nao ser satisfatorio, pois os autovalores das matrizes mal condicionadas se distribuem
num intervalo grande ou sao muito préximos de zero. Como os autovalores de A*A sao
os autovalores de A elevados ao quadrado, o problema se agrava com a nova forma do

sistema.

Nesse caso, existem outras alternativas, dentre eles os métodos GMRES (Generalized

Minimum Residual) e CGS (Gradientes Conjugados Quadrético).



31

7 FExemplos Numéricos

7.1 Um Problema de Difusao-Conveccao

Considere o seguinte problema num dominio Q C R%:

—a(z,y)Au+ f(z,y)Vu = f(z,y) em Q
u(z,y) =0 em 05,

com «(zx,y) > 0.

Trata-se de um problema estacionério de difusao-convecgao. O termo do Laplaciano
corresponde a um fenémeno de difus@o cujo coeficiente é a(z,y) enquanto as derivadas

de primeira ordem correspondem ao fenomeno de convecgao na direcao do campo de

velocidades 3 = (Bi(z,y), Balx,y))".

Testaremos o método dos Gradiente Conjugados, na resolucao do problema acima.
Para isso, escolhemos Q = [0,1] x [0,1],a(z,y) = 2, f(z,y) =1 e §=(1,1)! de forma a

garantir o bom comportamento do problema.

A discretizacao foi obtida utilizando-se diferencas finitas centrais e uma malha regular
contendo npt pontos em cada dire¢ao (z,y) originando um sistema linear esparso e sem
simetria com dimensao ndim. Para testar a convergéncia do método, tomamos tol = 1078

como condicao de parada.

Na tabela 1, encontramos o nimero de iteracoes it necessarias para a resolugao do
sistema linear resultante da discretizacao do problema de difusao-conveccao, utilizando
o método GC aplicado as equagoes normais (GCEN), em fungao da dimensao ndim do

sistema linear,
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npt | ndim | iteragoes | it/ndim
17 | 225 137 0,609
25 | 529 307 0,580
29 | 729 413 0,566
37 | 1225 677 0,552
41 | 1521 835 0,549

Tabela 1

Encontramos também a relagao entre o nimero de iteragoes necessarias para a

obtencao da convergéncia e a dimensao do sistema linear (it/ndim).

Podemos obsevar que, em todas as situagoes realizadas, o método GC convergiu em

menos ndim iteragoes.

Além disso, é importante notar que, ao aumentarmos a dimensao do sistema linear,
a relagao entre it e ndim diminui. Isto sugere que o método GC seja apropriado para

sistemas lineares de grande porte.

7.2 Meétodo de Newton para Minimizacgao Irrestrita

Vamos utilizar o seguinte problema para exemplificar o uso do Método de Newton

(Algoritmo 5.2) para obter o ponto de minimo de
fzy,25) = (w1 — 2)* + (21 — 2)%22% + (25 + 1)?
partindo da aproximacao inicial 2° = (1, 1)’
Isto equivale a resolucao do sistema nao-linear V f(z) = 0, onde

4(ZE1 — 2)3 + 2(1’1 - 2)1]22

V(1 22) = 2a9(71 — 2)% + 2(w2 + 1)
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a f(@®)
0 (1;1) 6
1 (1: —0,5)" 1,5
=2 (1,391;—0,6956)" | 4,09 x 10~
3
4

(1,7459; —09487)" | 6,49 x 1072
(1,9862; —1,0482)" | 2,53 x 1073
(1,998; —1,0001)" | 1,63 x 107°
k=6 |(1,9999; —1,0000)" | 2,75 x 102

Tabela 2

Na tabela 2, encontramos os resultados para tal problema. Nele, podemos reparar a

boa aproximagao de z* = (2, —1)" obtida e a rapidez com que isso acontece.
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Conclusao

Os métodos iterativos usados para resolucao de sistemas lineares mostraram-se efici-

entes, tornando viavel a busca de solugoes aproximadas para este tipo de problema.

Além disso, este trabalho foi uma boa oportunidade de correlacionar conteudos estu-
dados tanto nas disciplinas de calculo quanto nas dispciplinas de dlgebra linear do curso,

bem como tomar contato com Problemas de Programacao Nao-Linear.

De acordo com as proposicoes e defini¢coes apresentadas nos primeiros capitulos, sobre
condicoes de otimalidade, e fazendo uso do conceito de convexidade para fungoes, jun-
tamente com as buscas direcionais e os métodos classicos de descida, pudemos ilustrar
ao final deste trabalho que o método Gradiente Conjugado aplicado as equagoes normais
apresentou um bom resultado, nos testes realizados para a resolucao de um problema de

Difusao-Convecgao.

Assim, deixo como sugestao para trabalhos futuros a implementacao do algoritmo dos
Gradientes Conjugados com Pré-Condicionamento, e além disso, de outros métodos do
mesmo tipo: GMRES (Generalized Minimum Residual) e CGS (Gradientes Conjugados

Quadréticos).
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