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RESUMO

Nas ultimas duas décadas, pesquisas sobre a aplicacdo de méto-
dos numéricos que utilizam o conceito de volume de controle, na area
estrutural, tem sido foco de diversos trabalhos. Este trabalho, por sua
vez, faz um apanhado abrangente de diversas referéncias nesta area,
buscando caracterizar de uma forma mais clara o que foi desenvolvido
até o momento em termos de volumes finitos aplicados a problemas de
mecénica estrutural. Além disso, procura desenvolver uma documenta-
¢do detalhada, sobre o procedimento de discretizacdo do problema utili-
zando a técnica de Volumes Finitos Baseado em Elementos (EbFVM),
onde consta os conceitos fisicos, matematicos e computacionais envolvi-
dos.

A seguir, apresenta uma série de novos testes, na maioria deles
ainda ndo constantes na literatura, sdo resolvidos alguns problemas con-
venientemente escolhidos, os quais verificam o desempenho do método
juntamente com os testes. Assim, como ocorre nas referéncias consulta-
das, os resultados aqui apresentados se demonstraram promissores e en-
corajadores, no sentido de que o método se demonstra estavel e coerente
em relagdo a solugdes-referéncias disponiveis, tanto com relacao as vari-
aveis primarias (deslocamentos) como nas varidveis recuperadas
(tensdes), também apresenta uma implementagdo numérica e computaci-
onal relativamente simples. Além disso, o principal elemento impulsio-
nador do trabalho nesta area tem sido a solu¢do de problemas de multi-
fisica, como ¢ o caso da interacdo fluido-estrutura.

O trabalho conclui com uma analise detalhada dos testes e proble-
mas propostos, mostrando que os resultados obtidos sdo equiparados
com as solugdes fornecidas pelo método de elementos finitos lineares e
apresentam baixissimos erros quando comparados com solugdes analiti-
cas. Por fim, o EbFVM ¢ recomendado para solucdes de problemas es-
truturais.






ABSTRACT

In the last two decades, research on the application of numerical
methods using the concept of control volume to the structural area has
been the focus of several works. This study provides a comprehensive
overview of various references in this area, seeking to characterize more
clearly what has been developed on the application of the finite volume
method to problems of structural mechanics. It also aims at developing a
detailed documentation on the discretization procedure of the problem
using the Element based Finite Volume Method (EbFVM), encom-
passing physical, mathematical and computational concepts.

This work presents a series of new verification tests, most of
which still not reported in the literature. The test problems were care-
fully defined in order to verify the performance of the method against
analytical solutions and the finite element method. The computational
implementation proposed in this work is relatively simples and the simu-
lations have shown promising and encouraging results, yielding stable
and consistent solutions with respect to both displacements and nodal
stresses (obtained using stress recovery techniques).

Based upon the aforementioned assessment, the EbFVM was
found suitable to application to structural problems in large scale com-
putation and also in multi-physics problems.






ABREVIATURAS E SIGLAS

2D, 3D Duas e Trés dimensdes;

AH Anti-horario;

BEM' M¢étodo de Elementos de Contorno;
CC Condigao de Contorno;

CC-FV? Volumes Finitos Centrados na Célula;
CDN Computo Direto no No;

CFD’ Dinamica de Fluidos Computacional,
CV-FV* Volumes Finitos Centrados no Vértice;
EbFVM’® Método de Volumes Finitos com base em Elementos;
EPT Estado Plano de Tensdo;

EPD Estado Plano de Deformagao;

Ex Extrapolacg@o;

FDM® Meétodo das Diferengas Finitas;

FE’ Elementos Finitos;

FEM? M¢étodo de Elementos Finitos;

FV° Volumes Finitos;

FvM! Método de Volumes Finitos;

Gp" Ponto de Gauss;

LN Linha Neutra;

pi Ponto de integracao;

PNDL Patch Nodal para Deslocamento Linear'?;
SG Suavizagdo Global,

SL Suavizagao Local,

SOR" Sobre-relaxagdo Sucessiva;

SPR “Superconvergent Patch Recovery'”,

SVC Sub-Volume de Controle;

VC Volume de Controle.

1 Comumente referenciado em inglés como Boundary Element Method — BEM.

2 Comumente referenciado em inglés como Cell-Centered Finite Volume — CC-FV.
3 Comumente referenciado em inglés como Computational Fluid Dynamics — CFD.
4 Comumente referenciado em inglés como Cell-Vertex Finite Volume — CV-FV.

5  Comumente referenciado em inglés como Element-based Finite Volume Method - EbFVM.
6  Comumente referenciado em inglés como Finite Difference Method — FDM.

7  Comumente referenciado em inglés como Finite Element — FE.

8  Comumente referenciado em inglés como Finite Element Method — FEM.

9  Comumente referenciado em inglés como Finite Volume — FV.

Comumente referenciado em inglés como Finite Volume Method — FVM.
Comumente referenciado em inglés como Gauss Point — GP.

O termo “Patch” pode ser melhor entendido como “Agrupamento”.
Comumente referenciado em inglés como Successive Over-Relaxation.
Nossa tradugdo: “Agrupamento de recuperagao super-convergente”.






SiMBOLOS

Arabicos

Constantes

E Modulo de Young, médulo de elasticidade ou modulo elastico;
i Vetor "identidade" {1,1,0};

I Tensor identidade;

(0] Matriz nula;

Outros

b Vetor forga de corpo por unidade de volume;

enyrq Erro nodal médio quadratico;
ermaz ErITO relativo maximo;

lles||  Erro nanorma da energia global;
lles ||, Norma L2 do erro na tensdo global;
|le%||  Erro na norma da energia nodal;

|e ||, Norma L2 do erro na tensio nodal;

Vetor forga do sistema global discretizado;

Vetor deslocamento;

Vetor aceleracdo;

Vetor velocidade;

Vetor unitario normal a certa area;

Vetor nulo;

Vetor densidade de forca agindo em certa area;
Matriz rigidez elastica;

Tensor deformagdo de Green;

Parcela linear do tensor deformagdo de Green;
Parcela ndo linear do tensor deformacao de Green,;
Gradiente do tensor deformacao;

Matriz rigidez do sistema global discretizado;
Tensdo desviadora;

Representa certa area ou constante elastica;

15,13 Primeiro, segundo e terceiro invariantes do tensor tensao;

HOge+o s < g o

S|
'S

Jacobiano da transformagdo .J (%),

< S ShwRH

Representa certo volume;
Nelem  NUmero total de elementos;



nnptg  NUmero total de pontos discretos (n6s globais);
nnptr  NUmero de pontos por elemento (nds local);

D Pressdo (hidrostatica);

7 Taxa de geracao de calor;

Racima Regido percentual com erro superior ao maximo da legenda;
Vermaz Variag@o do erro em relagdo a um maximo;
Gregos

Constantes

@ Coeficiente de expansdo térmica;

v Coeficiente de Poisson;

p Massa especifica;

Outros

i Delta de Kronecker;

€, €5 Tensor/Vetor deformacdo total;

e° Tensor/Vetor deformacao elastica;

eP Tensor/Vetor deformag@o plastica;

el Tensor/Vetor deformagdo térmica;

€ Tensor taxa de deformacéo;

I1 Energia potencial total;

o, 0;; Tensor/Vetor tensdo de Cauchy;

oy Tensor tensao hidrostatico;

o’ Primeiro tensor tensdo de Piola-Kirchhoff;

o] Segundo tensor tensdo de Piola-Kirchhoff;

&,6; Tensdo suavizada global com ¢ = 1...nppi4;

o°!, 05! Tensdo suavizada local com i = 1...7,p1;

O'EI,

ol Tensdo extrapolada com i = 1...7,p15

o5 Tensor/Vetor tensdo de Cauchy aproximado.

Opr Componente radial da tensdo no sistema axi-simétrico;
000 Componente tangencial da tensdo no sistema axi-simétrico;
¢ our Coordenada parametrizada para elementos finitos;

Coordenada parametrizada para elementos finitos;



Matematicos

R3 Espago vetorial Euclidiano;

St Espaco vetorial de Elementos Finitos;

Q Dominio no espago R?;

Qrr  Dominio no espago de Elementos Finitos, S”;
N Representa a equacdo governante;

div()  Operador divergente;
grad() Operador gradiente aplicavel sobre um campo escalar;

\Y% Operador diferencial del (mesmo que grad());
Tr()  Operador trago;
Matriz;

Transposta da matriz;

Inversa da matriz;

} Vetor ou matriz coluna;

} Transposta da matriz ou vetor coluna;

I Operador norma. Em alguns casos podera indicar o valor abso-
luto do operando;

|| Retorna o valor absoluto do operando;

|M]| Determinante de uma matriz quadrada M;

aob Produto escalar entre os vetores a e b;

a x b Produto vetorial entre os vetores a ¢ b;

|a-b| Forma alternativa do produto escalar entre os vetores a € b;

Convencdo

f Quando letra minuscula em negrito significa vetor, { };
F Quando letra maiuscula em negrito significa matriz, [ |;
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1 INTRODUCAO

rojetar ¢ uma atividade fundamental da engenharia ¢ normal-

mente ¢ embasada em dados experimentais, experiéncias anteri-

ores, equagdes empiricas e equagdes que descrevem determina-
dos fendmenos entre outras possiveis fontes de informagdo. Estas por
sua vez podem se tornar pontos criticos quanto aos custos de projeto,
seja pelo recurso humano, material e/ou espaco fisico envolvido. Assim
uma fonte de informagdo escolhida adequadamente pode otimizar além
de outros aspectos o custo deste.

Alguns fendmenos envolvidos em projetos possuem equagdes
bem definidas, desenvolvidas ainda no século XIX. Como exemplo cita-
se a equagdo de Navier-Stokes (Claude Louis Marie Henri Navier, 1785-
1836 e George Gabriel Stokes, 1819-1903), de 1822, utilizada intensa-
mente na area de mecanica dos fluidos, também certas representagdes fi-
sico-matematicas, como a representacdo tensorial dada pelo tensor ten-
sdo de Cauchy também chamada de equag¢do do movimento de Cauchy
(Augustin Louis Cauchy, 1789-1857) que datam do inicio do século
XIX.

Tanto a solugdo de equagdes que representam fendmenos como o
uso dos recursos desenvolvidos pela fisica-matematica podem trazer in-
formagdes valiosas para a area de projetos. Normalmente, no que diz
respeito as equagoes, sua solugdo é obtida (quando a analitica ¢ de dificil
obteng@o ou mesmo impossivel) utilizando-se métodos numéricos apro-
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priados. Isto normalmente ocorre em problemas com duas e trés di-
mensdes (2D e 3D) que, normalmente em situagdes praticas, possuem
condi¢des de contorno (CC) com certo grau de complexidade.

Atualmente alguns métodos numéricos tem recebido destaque na
solugdo de problemas na engenharia, o Método de Elementos Finitos
(FEM), o Método de Volumes Finitos (FVM) e o Método dos Elementos
de Contorno'> (BEM). Os primeiros métodos que surgiram foram o Mé-
todo das Diferencgas Finitas (FDM) e o FEM. O FDM surgiu para resol-
ver equagdes diferenciais onde as derivadas sdo substituidas pela razao
incremental que converge para o valor exato quando o incremento tende
a zero. Quanto ao campo de utilizagdo, este método inicialmente foi em-
pregado na soluc¢do de problemas de mecdnica dos fluidos, por outro
lado, o FEM foi utilizado predominantemente desde sua concepgao, na
area de mecdanica estrutural.

Neste momento inicial, onde os métodos estavam em aperfei¢oa-
mento, surgem tentativas de se aplicar o FDM e o FEM a escoamentos
com advecgdo dominante. No entanto as tentativas foram de pouco su-
cesso, € 0 FVM surge como uma excelente alternativa para substituir a
aplicagdo destes na area de mecanica de fluidos, pois a discretizagdo tem
como principio fazer o balango de certa quantidade fisica, e.g. a Quanti-
dade de Movimento (que para uma aproximacao Euleriana é dada pela
aplicagdo da 2* Lei de Newton a um volume de controle fixo V'), ao re-
dor de um Volume de Controle (VC). Isto por sua vez lhe confere o atri-
buto de ser conservativo no VC e no dominio, agregando assim ao FVM
maior estabilidade ao tratar com problemas de fluidos onde a ocorréncia
da advecgao ¢é frequente.

Além disso a Equacdo do Movimento de Cauchy, , pode ser obti-
da f (x) + V- o = pu diretamente da equagdo da conservagdo da quan-
tidade de movimento para fluidos: f(x) + V-0 = pi+ (V- 1) 0, onde
o segundo termo do lado direito (termo advectivo) € nulo para o caso de
estruturas. Portanto o processo de discretizagdo da equacdo do movi-
mento ¢ o mesmo tanto para fluidos como para estruturas.

1.1 O SurcmmeEnTO DO EBFVM

A técnica basica do FEM surgiu por volta do no ano 1941 quando

15 Método computacional para a solugdo de sistemas de equagdes diferenciais na forma inte-
gral. E aplicado na engenharia em 4reas como: mecénica dos fluidos, actistica, eletro-mag-
netismo e estudo de fraturas. O método possui melhor desempenho que o FEM em certas
circunstancias, como por exemplo, quando o dominio de estudo for infinito ou semi-infini-
to.
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Hrenikoff apresentou a solu¢ao de um problema de elasticidade usando
o "frame work method". Posteriormente o termo Elementos Finitos (FE)
foi designado por Clough em 1960 (CHANDRUPATLA, 1991, p. 2) e os
primeiros estudos voltados ao FEM, tinham como principal objetivo a
solugdo de problemas de mecanica estrutural elastica. Ao utiliza-lo dese-
java-se determinar o campo de deslocamentos de grandes estruturas bem
como o as respectivas tensoes envolvidas. Este foi o elemento impulsio-
nador para o desenvolvimento do FEM. Um grande numero de pesqui-
sas e desenvolvimentos realizados nesta area fez com que o FEM ficasse
permanentemente associado aos problemas estruturais de engenharia
mecénica e civil (MACKERLE, 1995 apud SOBRINHO , 2006, p. 1).

Por outro lado houveram esfor¢os para empregar o FEM na area
de fluidos e resultaram na utilizagdo das funcgdes de Petrov-Galerkin
(que ponderam os efeitos difusivos e advectivos) e nas formulagdes
onde estas fun¢des sdo desenvolvidas ao longo da linha de corrente, pos-
sibilitando assim a aplicacdo do FEM em escoamentos (MALISKA,
2004, p. 5).

A facilidade em tratar proble-
mas com geometrias complexas,
desde o inicio de seu desenvolvi-
mento, esteve presente no FEM.
Por outro lado, no FVM, esta faci-
lidade foi incorporada somente
apos o final da década de 70, com

‘1\ malhas estruturadas curvilineas

l através dos trabalhos de THOMP-

o SON e outros, e para malhas nio

estruturadas através de Baliga e

Figura 1: Volume para malha ndo estru-  Patankar (BALIGA; PATANKAR,
turada com centro sobre o no. 1979 apud PATANKAR , 1980.

A montagem do VF proposta
por Baliga e Patankar ¢ apresentada na Fig. 1. Nesta ¢ apresentado um
caso 2D onde os VF's sao montados sobre uma malha de elementos e
sdo delimitados pelas linhas que unem o centrdide do elemento (®) ao
centro da face () e assim sucessivamente até delimitar por completo a
fronteira do VF ao redor de certo nd. Assim, para o caso 2D, cada ele-
mento quadrilatero sera dividido em quatro partes e cada elemento trian-
gular serd dividido em trés partes. Isso pode ser visto na Fig. 2 onde sdo
mostrados um elemento quadrilatero e um triangular divididos em 4 ¢ 3
Sub-Volumes de controle (SVC) respectivamente.

Centro da face
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Figura 2: Elementos subdivididos em sub-volumes de controle (SVC).

Esta técnica para definicdo do FV, que se utiliza do n6 como
“centro”'¢, & referida de diversas maneiras. Algumas formas de se referir
a esta técnica sdo listadas a seguir:

a) Control-Volume-based Finite Element Method utilizado por Pa-
tankar (1980, p. 160) e por Ferziger e Peri¢ (1999, p. 237);

b) Element-based Finite Volume Method (EbFVM) por Maliska
(2004, p. 6). Esta denominacdo sera utilizada no presente traba-
lho, exceto na revisdo bibliografica onde procurou-se manter a
nomenclatura dos autores;

c) Vertex-based Finite Volume Method por Taylor, Bailey e Cross
(1999, p. 1) bem como por Mcbride, Croft e Cross (2003, p. 351);

d) Cell-vertex Finite Volume Method (CV-FV) por Slone et al.
(2003, p. 76).

1.2  Motivacio rarA 0 Uso o EbFVM ~na AREA ESTRUTURAL

Nas ultimas duas décadas, surgiu um interesse em desenvolver
aproximagdes em Mecénica Estrutural que utilizassem o conceito de Vo-
lume Finito. Este interesse inicialmente veio do desejo de utilizar, em
problemas estruturais, algoritmos amplamente testados no contexto de
Fluidos, visando a solu¢do acoplada da interagdo entre o movimento de
fluidos e a deformacdo da estrutura. Como exemplo, pode-se citar os
problemas de linhas de vapor sob pressdo, vibragdes induzidas por esco-
amentos sobre estruturas flexiveis, escoamentos aerodinimicos comu-
mente encontrados na industria aeroespacial e automotiva, agdo dos ven-
tos sobre construgdes entre outros. Esta estratégia permite a analise da
intera¢do entre escoamento, transferéncia de calor ¢ deformacio da
estrutura sob o mesmo foco de FV, o que facilita o estudo das proprie-

16 Normalmente o né da malha nio coincide com o centro geométrico do FV. Isso merece
uma analise aprofundada em trabalhos futuros, avaliando o impacto de ter-se ou ndo o cen-
tro geométrico do FV coincidente com o no.
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dades e variaveis acopladas do problema.

Alguns trabalhos pioneiros que utilizaram Volumes Finitos (FV)
em problemas estruturais surgiram no inicio dos anos 90 com
Zienkiewicz e Oiate (1990), onde foram feitas andlises iniciais sobre a
formulagdo do FVM e do FEM. Neste trabalho, o FVM ¢ avaliado como
uma classe particular do FEM chamada Subdomain Collocation Meth-
od".

Além disso Wilkins (1964 apud ZIENKIEWICZ e ONATE
1990) ¢ citado como provavelmente tendo sido o que introduziu o FVM
na area estrutural. Posteriormente outros artigos também sdo publicados,
porém na sua grande parte preocuparam-se principalmente com compa-
racOes entre as formulagdes matematicas dos dois métodos (FVM e
FEM-Galerkin) aplicados a problemas de estruturas, com problemas tes-
te de aplicacdes em engenharia e alguns poucos testes de desempenho,
deixando uma lacuna na analise do FVM com relagdo a: Convergéncia
da solugdo numérica, Patch Test", locking", tensoes obtidas pelo pos-
processamento do campo de deslocamento, erro no campo de tensdes e
ordem do erro mais especificamente utilizando a técnica de extrapola-
cdo de Richardson.

Retomando a ideia de
) ,_,_-:;/ Volume se utilizar 0 FVM em proble-
- & ou elemento . . .
N, ® o /4 mas estruturais, mais especifi-
P camente em problemas de in-
teragdo fluido-estrutura, uma
discussdo sistematica da apli-
cacdo do FVM a mecanica es-
trutural foi retomada por
Zienkiewicz ¢ Onate (1990).
Neste trabalho ¢ abordada
uma comparagao entre o FVM
Figura 3: Volume para malha ndo estruturada ¢ 0 FEM-Galerkin com a pers-
com centro no centroide do elemento. pectiva de que o primeiro é

um caso particular do Método

Centroide do elemento/volume

17 Nossa tradugao: “Método da Colocagdo de Subdominio”. Método que se utiliza do mesmo
conceito de formagdo de FV que o apresentado na Fig. 1. Este método serd detalhado adi-
ante neste trabalho.

18 Nossa tradugio: “Teste de remendo”. E uma tradugio pobre, pois esse teste refere-se a ve-
rificagdo do comportamento da solugdo numérica frente as conexdes (remendos) entre os
elementos e as distor¢des presentes nos elementos da malha.

19 Espécie de “travamento”: Problema tipico em mecanica estrutural quando o coeficiente de
Poisson tende a 0,5. Ou ainda, fendmeno no qual os deslocamentos localizados sdo peque-
nos e irreais.
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dos Residuos Ponderados. Foram avaliados os esquemas de Célula Cen-
trada e Vértice Centrado para Volumes Finitos, paralelamente com
Galerkin, para a solu¢do exata de problemas unidimensionais. A técnica
de montagem do FV utilizando vértice centrado ja foi mostrado na Fig.
1 e para montagem do FV utilizando célula centrada ¢ ilustrada na Fig.
3, onde o FV ¢ o proprio elemento, e o ponto onde sdo computadas as
propriedades do volume € o centroide do elemento.

Posteriormente, Fryer et al. (1991), apresentam um trabalho utili-
zando-se de volume de controle para resolver problemas de elasticidade
em malhas ndo estruturadas. Suas referéncias sdo: a tradicional obra em
FV - Numerical Heat Transfer and Fluid Flow de Patankar (1980) e The
Finite Element Method in Engineering Science de Zienkiewicz (1971).
Além disso escreve quanto ao uso de FV:

"The procedure is compared favorably to
conventional finite element (FE) approaches with
regard to accuracy on a number of standard test
problems that demonstrate the ability of the CV-UM?*
procedure to model constraints on the boundary and
within the domain, boundary loads, body forces
throughout the domain induce by a temperature

distribution, multimaterial problems, and irregular

geometries.™";

Em 1992 Lahrmann apresenta um trabalho onde a formulacio
para FV ¢ abordada para geometrias complexas em problemas bidimen-
sionais. O método ¢ testado em dois problemas teste na area estrutural
(dois Patch Test) utilizando elementos quadrilaterais. O Patch Test ¢ uti-
lizado para testar a consisténcia, estabilidade e a implementagdo do co-
digo computacional (ZIENKIEWICZ, TAYLOR e ZHU , 2006, p. 329).
O autor aponta que o FEM-Galerkin apresentou um comportamento ndo
fisico em certa regido quando submetido ao Patch Test. Por outro lado o
FV apresentou um comportamento dentro do esperado e conclui o traba-
lho com a seguinte observagao favoravel ao FV:

“The main advantage for an element formulation for

20 Comumente referenciado em inglés como Control Volume-Unstructured Mesh — CV-UM.

21 Nossa tradugdo: "O procedimento é comparado favoravelmente com relagdo a aproxima-
¢do convencional por Elementos Finitos com respeito a precisdo em um niimero de proble-
mas teste padrdes que demonstram a habilidade do modelo obtido pela imposi¢do sobre a
fronteira e dentro do dominio, de forgas na fronteira, for¢as de corpo no dominio induzidas
neste por distribui¢do de temperatura, por problemas com multi-material, e com geometria
irregular."



O EbFVM aplicado a problemas de elasticidade plana em material isotropico - 25

the finite difference and volume methods lies mainly
in the absence of a numerical integration. Therefore
the algebraic computations are faster. Furthermore,
in some cases the results are even better compared to
the finite element method.™™

Um trabalho bastante conhecido: Finite Volumes and Finite Ele-
ments: Two “Good Friends” & divulgado por Idelsohn e Ofiate em
1994. Neste ¢ apresentado um estudo comparando os dois métodos
(FVM e FEM-Galerkin) para problemas elipticos, difusdo-convecgéo e
escoamento, mostrando que os dois procedimentos tém semelhanga na
implementacdo, discretizagdo e aproximagdo. Além disso, foi demons-
trado que, em muitos casos, ambas as técnicas sdo completamente equi-
valentes.

Onate, Cervera e Zienkiewicz (1994), apresentam uma formula-
¢do em FV para mecanica estrutural também aplicadvel a geometrias
complexas. O artigo, ¢ uma revisdo e ampliacdo dos artigos de
Zienkiewicz e Onate (1990) e Idelsohn e Ofiate (1994). Alguns pontos
adicionais sdo abordados. Um deles discorre sobre a causa da impopula-
ridade do FVM para aplicagdes em mecénica estrutural. Essa impopula-
ridade seria consequéncia do FVM ter menos precisdo que o FEM quan-
do este utiliza o método de Galerkin na solugdo de problemas com ope-
rador auto-adjunto (elipticos).

O artigo prossegue fazendo algumas observagdes a respeito do
tempo de CPU e sugerindo que este ndo seria uma chave para o sucesso
do FVM em mecéanica estrutural. No entanto, o presente trabalho apre-
senta testes onde a montagem do sistema de equagdes para o EbFVM ¢
conseguida num tempo inferior ao tempo necessario para o FEM-Ga-
lerkin. O autor ainda faz a consideragao:

“The cell centered scheme, while avoiding the above
difficulty, involves complicated element subdivi-
sions.*. (ZIENKIEWICZ e ONATE , 1990, p. 188)

22 Nossa tradugdo: “A principal vantagem para uma formulagdo com base em elementos para
os métodos de diferengas finitas e de volumes finitos reside principalmente na auséncia de
uma integragcdo numérica. Por conseguinte, os calculos algébricos sdo mais rapidos. Além
disso, em alguns casos, os resultados sdo ainda melhores em relagdo ao método dos ele-
mentos finitos.”. Obs: Em FEM-Galerkin a integra¢do ¢ no “volume” do elemento e em
FV aintegracdo ¢ na superficie (fronteira) do volume.

23 Nossa traducdo: “Volumes Finitos e Elementos Finitos: Dois “Bons Amigos

24 Nossa tradugdo: “O esquema centrado na célula, por um lado evita a dificuldade acima,
por outro envolve subdivisdes complicadas do elemento .”

2 2
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Porém esta consideracgdo ¢ um tanto controvertida, ja que o méto-

do EbFVM utiliza-se das vantagens da parametrizacdo para “automati-
zar” todo processo de integracdo nas superficies do volume de controle.
Assim da mesma forma como os pontos de Gauss para o FEM-Galerkin
devem ser definidos em um elemento e tem posi¢ao (no sistema paramé-
trico) sempre fixa, os pontos de integragdo (de Gauss) também sdo defi-
nidos nas superficies do VC de forma sempre fixa.

1.3

1.3.1

1.

OBJETIVO DA TESE

O presente trabalho tem por objetivo principal:

* Desenvolver e verificar o desempenho de um modelo em Volu-
mes Finitos, no caso o EbFVM, que seja aplicado em problemas
de elasticidade 2D, em material isotropico, sem forgas de inércia
e utilizando o modelo para pequenas deformagdes;

- A avaliagdo sera feita utilizando-se: compara¢des com solu-
¢oOes analiticas, através dos classicos testes padroes utiliza-
dos extensivamente no FEM, andlise de convergéncia da so-
lugdo iterativa além de aplicagdes em engenharia;

- O dominio sera discretizado e levado para o espago de ele-
mentos finitos, denominado por S”;

- O modelo utilizado iréd trabalhar com malhas nao estrutura-
das e com elementos quadrilateros, lineares e isoparamé-
tricos®;

* Como o assunto possui certo volume de trabalhos nas ultimas
duas décadas, objetiva-se também fazer uma revisdo detalhada do
nivel de desenvolvimento, confiabilidade ¢ desempenho do
método na area de mecanica estrutural;

* Por fim, devido ao escasso volume de artigos sobre o assunto,
uma documentagdo detalhada sobre a discretizagdo e implemen-
tagdo computacional, sera obtida.

OsJeTIvos EspEciFicos

Avaliar o grau de enquadramento do EbFVM, dentro de codigos
computacionais existentes para métodos baseados em malhas de

25 A extensdo do elemento quadrilatero para o elemento triangular ¢ relativamente simples
afetando poucos pontos conceituais do desenvolvimento, sdo eles: As fungdes de interpola-
¢do e suas derivadas, a matriz conectividade, o algoritmo de varredura do elemento e con-
sequentemente a montagem do sistema global de equagdes.
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1.3.2

elementos finitos;

Avaliar o desempenho do modelo utilizando-se de testes em ca-

sos comuns na engenharia. A avaliagdo do desempenho seré fei-

ta sobre:

a. O tempo de CPU na montagem do sistema de equagdes e na
solucdo do sistema global;

b. O comportamento da convergéncia da solug¢do utilizando
métodos iterativos;

¢. O campo de deslocamentos;

d. O campo de tensdes, utilizando as técnicas de “pds-proces-
samento” para as tensdes. Uma nova forma de determina-
¢do de tensdes € proposta para o caso do EbFVM a qual uti-
liza-se de uma interpolagdo do campo de deslocamento.
Esta técnica foi proposta inicialmente por Vaz Jr (2008);

e. Os patch test A, B, C, Single-element e o teste C com ele-
mento degenerado, visando avaliar o comportamento do
método diante de problemas de singularidade na solugéo,
com respeito a coeréncia da discretizagdo no dominio e na
fronteira, avaliar a implementacdo computacional e por fim
a consisténcia do método em mecanica estrutural;

f.  Verificar o problema de "locking" e

g. Determinar a ordem de aproximag¢do do método.

JUSTIFICATIVAS

O presente trabalho, toma por justificativa de seu desenvolvimen-

to as seguintes afirmagoes:

1.

Ambos, FVM ¢ FEM-Galerkin, estao bastante difundidos (nor-
malmente em campos distintos) e em algumas situa¢des sdo uti-
lizados simultaneamente para solug¢do de problemas mais com-
plexos. A liberdade de escolha entre um ou outro ¢ atrativa no
sentido de que problemas acoplados podem fazer uso de um ou
outro método sobre 0 mesmo algoritimo computacional;
Limache e Idelsohn (2007) apresentam uma relagdo coerente de
ao menos dez aspectos positivos do FVM para aplicagcdes em
problemas de mecanica estrutural;

Até o momento nao foi possivel localizar um trabalho que abor-
dasse uma grande variedade de testes sobre o EbFVM. Certa-
mente alguns testes isolados tem sido feitos, e bons resultados
obtidos;
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tulo:

4.

No que diz respeito ao algoritmo computacional, que envolve a
geracdo da matriz de coeficientes, solu¢do desta e obtengdo do
campo de tensdes, os dois métodos utilizam técnicas similares,
com exce¢do do valor dos coeficientes obtidos (que sdo intrin-
secos de cada método pela sua origem). Assim a implementacdo
do FVM em cdédigos computacionais existentes para FEM ¢ fa-
cilitada;

Testes de desempenho computacional sdo apresentados por Bai-
ley e Cross (1995, p. 1772), nestes sdo comparados os tempos
de CPU para montagem do sistema de equagdes e para solucdo
do sistema resultante. Na solucdo do sistema os tempos para
ambos métodos sdo muito proéximos, porém na montagem do
sistema global de equagdes, o FVM envolve tempos significati-
vamente maiores. Isso se deve ao fato de ter-se utilizado o pro-
cedimento computacional de percorrer a malha através dos vo-
lumes, o que retarda bastante o processo, se comparado com os
métodos baseados em elementos, que percorrem a malha atra-
vés de elementos;

O FVM permite a conservagdo rigorosa de quantidades fisicas
no volume de controle, o que o torna “apto” para atuar em situ-
acdes onde a conservagao da propriedade é crucial para o bom
desempenho do método numérico;

Esquemas hibridos j4 tem sido foco de estudos, onde o FVM e
o FEM sfo utilizados simultaneamente no mesmo problema
(CHEN et al., 2001 apud LIMACHE e IDELSOHN , 2007, p.
828).

PaNorama pA TESE
Nesta subsecgdo, um panorama da tese ¢ descrito para cada capi-

* Capitulo 1 - Introdug¢do: Neste capitulo ¢ feita uma breve in-
trodugdo no assunto, sdo descritos os objetivos, justificativas e
por fim ¢ feita uma revisdo detalhada sobre o estado atual do mé-
todo de volumes finitos aplicado a problemas estruturais;

* Capitulo 2 - Modelo Matematico: Contém um breve estudo a
respeito do problema de mecanica estrutural do ponto de vista da
mecanica do continuo. Os desenvolvimentos necessarios a obten-
¢do das equacdes de governo sdo apresentados, bem como estu-
dos complementares das hipoteses utilizadas;
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* Capitulo 3 - Modelo Numérico: Neste capitulo a discretizagdo
em EbFVM ¢ apresentada;

* Capitulo 4 - Resultados: As avaliacdes e testes propostos sdao
executados, juntamente com a analise dos resultados;

* Capitulo 5 - Conclusdo: Um resumo das analises feitas no ca-
pitulo 4 é apresentado, concluindo com um parecer sobre a apli-
cacdo do EbFVM em problemas estruturais;

* Apéndices: O apéndice A apresenta algumas tabelas com da-
dos de graficos. No apéndice B, a aplicacdo do FEM-Galerkin a
Elasticidade Plana ¢ apresentada. O apéndice C descreve as prin-
cipais técnicas de recuperacdo de tensdes e o apéndice D apresen-
ta alguns conceitos basicos utilizados neste trabalho como uma
breve revisdo de calculo algebra e notagdo indicial.

1.5 TrasarHOs QUE ENvOLVEM 0 CONCEITO DE VOLUME APLICADO A
ProBLEMAS ESTRUTURAIS

Um procedimento em FV para resolver problemas de elasticidade
3D, para malhas ndo estruturadas incorporando termo-elasticidade ¢
apresentado por Bailey e Cross (1995), e que pode ser considerado uma
extensdo do trabalho em 2D de Fryer et al. (1991). FV ¢ testado diante
de certo numero de problemas onde apresentou bons resultados.

Uma solugdo para problemas de -elasticidade com visco-
plasticidade capaz de representar geometrias complexas também ¢é apre-
sentada por Taylor, Bailey e Cross (1995). O modelo desenvolvido ¢
para problema estatico, bi-dimensional com elementos quadrangulares.
Os problemas resolvidos envolveram elasticidade, plasticidade e visco-
plasticidade e o FV mostrou-se eficaz na solug@o destes tipos de proble-
mas.

Em 1996 Wheel apresenta uma aproximacgao para analise de ten-
sdo em estruturas axi-simétricas pressurizadas. A equagdo governante
apresentada ¢ para problemas axi-simétricos com for¢a de inércia nula.
Este trabalho ¢ desenvolvido para casos bi-dimensionais e utiliza-se de
elementos quadrilaterais. A técnica utilizada ¢ Volumes Finitos Centra-
dos na Célula (CC-FV). Sao resolvidos dois casos de estruturas pressuri-
zadas internamente e foi demonstrado que pelo refino da malha, o FVM
converge em dire¢do a solugdo analitica.

A aplicacdo da técnica de solucdo utilizando multigrid para um
problema de analise de tensdes termo-elasticas em material anisotropi-
co ¢ apresentada por Fainberg e Leister (1996). As equacdes governantes
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para a quantidade de movimento e transferéncia de calor sdo escritas
para o sistema de coordenadas cilindrico (problemas de axi-simetria ou
problemas com simetria de revolug@o), a malha utilizada é estruturada
com elementos quadrilateros. Trés problemas sdo resolvidos envolvendo
termo-elasticidade, anisotropia e solugdo numérica do esquema resultan-
te através da técnica de multigrid. Os resultados foram comparados com
as solugdes analiticas. Também ficou demonstrado a capacidade da téc-
nica multigrid em acelerar o procedimento de solugdo, onde em um dos
testes foi conseguido o aumento de velocidade em um fator de 100. Por
fim os autores declaram que o FVM deve desempenhar no futuro um pa-
pel significativo em muitas dreas da mecanica dos solidos.

O tratamento do modelamento numérico com VF da fundi¢do de
metais, onde sdo envolvidos problemas de escoamento, térmico e estru-
tural em geometrias complexas é apresentado por Bailey et al. (1997). O
objetivo do trabalho ¢ implementar um modelo para o problema de soli-
dificacdo em moldes através do framework PHYSICA (2010), utilizado
na simulagdo de fendmenos de multi-fisica. Para isso um algoritmo
computacional unificado € necessario, o qual encabeca a interagdo entre
os diversos fendmenos dentro do mesmo codigo. Neste contexto, os au-
tores utilizam-se de FV para modelar nao apenas os problemas de escoa-
mento e térmico, mas também o problema estrutural. Sdo resolvidos dois
problemas, nos quais obteve-se 6timos resultados quando comparados
com dados experimentais.

Uma formulagdo para problemas de placas finas ou espessas car-
regadas transversalmente ¢ apresentada por Wheel (1997a). Algumas di-
ficuldades com este tipo de problema sdo encontradas quando da aplica-
¢do de FEM. Dentro deste contexto, e explorando o fato do FVM ser lo-
calmente conservativo o autor propde a discretizagdo utilizando FV que
sdo definidos por poligonos multi-facetados. A teoria de Mindlin para
deformacdo de placas ¢ utilizada. Por fim trés problemas teste sdo resol-
vidos, onde um carregamento transversal ¢ malhas ndo estruturadas sdo
utilizados. E observado que: com o refino da malha a solugdo converge
para valores analiticos, que a formulagdo parece nio exibir locking nor-
malmente presente em formulagdes semelhantes de FE, evidenciando
assim a potencialidade do método ao trabalhar em conjunto com aplica-
tivos de CFD* e providenciando um eficiente caminho para a solugdo de
problemas nos quais fluidos e paredes finas interagem.

A discretizagdo utilizando FVM de materiais incompressiveis uti-
lizando uma aproximag¢@o mista para eclasticidade plana é apresentada

26 Do inglés: Computational Fluid Dynamics - CFD
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por Wheel (1997b; 1998). A aproximacdo mista aqui descrita consiste
em que, além dos deslocamentos, a pressdo hidrostdatica também é con-
siderada como uma incégnita do problema. Ou seja, o tensor tensio € se-
parado em um tensor desviador®’ e um tensor hidrostdtico™. Este tipo de
abordagem ¢ utilizada para contornar o locking presente nos problemas
de incompressibilidade, onde o coeficiente de Poisson tende a 0,5. As
formulagdes tradicionais de FV baseadas apenas no campo de desloca-
mento apresentam locking, sendo portanto incapazes de representar o li-
mite de incompressibilidade. Desta maneira o trabalho consistiu em in-
corporar a pressdo hidrostatica como variavel, sendo assim possivel re-
presentar a incompressibilidade sobre condi¢des de estado plano de de-
formagdo na discretizagdo utilizando o FVM. Enquanto os deslocamen-
tos sdo avaliados no centro do FV, a pressdo ¢ avaliada nas faces deste, a
isto chama-se arranjo desencontrado.

No trabalho de 1997b, sdo feitos 3 testes com este modelo utili-
zando um cilindro de parede espessa pressurizado internamente obten-
do-se uma condiggo de estado plano de deformagéo. O primeiro utilizan-
do malha com elementos quadrilateros e o segundo e terceiro com ele-
mentos triangulares. O problema de locking ocorreu no primeiro, onde
os deslocamentos da malha original e deformada, foram praticamente
idénticos. Porém, no segundo e terceiro problema, a solugdo foi livre de
locking e os resultados foram excelentes quando comparados com valo-
res analiticos.

No trabalho de 1998 o autor propde problemas semelhantes aos
anteriormente publicados e acrescenta dois problemas que tem o domi-
nio discretizado parte com volumes quadrilateros e parte com volumes
triangulares. Por um lado, a formulagdo mista gerou resultados livres de
locking quando se utiliza FV triangulares, ja para o FV com elementos
quadrilateros, o locking esta presente. Esse comportamento esta relacio-
nado ao niimero de equacdes de equilibrio (oriundas de u, € u, sobre o
centroide do FV) e ao nimero de equagdes de restricdo devido a incom-
pressibilidade (oriundas de p sobre as faces do FV). Assim se a razdo
das primeiras com respeito as segundas, estiver no intervalo critico
[1,2; 1,25] ou abaixo desse entfo ocorrera o locking. Caso contrario es-
tara livre de locking.

Taylor, Bailey ¢ Cross (1999) apresentam uma formulagdo para
Mecanica dos So6lidos Computacional utilizando Vertex-based Finite Vo-

27 Parcela do tensor tensdo responsavel por mudar a forma do volume infinitesimal.
28 Parcela do tensor tensdo responsavel por mudar o volume do dominio infinitesimal (au-
menta ou diminui o tamanho do cubo).
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lume Method, que trata também com geometrias complexas e 3D. O mo-
delo fisico € para problemas de visco-plasticidade, estatico (ou quase-es-
tatico®®) e pequenas deformagdes.

Como motivagdo, na introdugdo, os autores escrevem sobre as
técnicas de FV Vertex-based e Cell-Centered:

“Both approaches apply strict conservation over a
control volume and have demonstrated superiority
over traditional FE methods with regard accuracy
(WHEEL, 1996 ¢ TAYLOR, 1996), some researchers
have attributed this to the local conservation of a
variable as enforced by the control volumes
employed (FRYER et al. 1991 e BAILEY e CROSS
1995) and others have attributed it to the enforced
continuity of the derivatives of variables across cell
boundaries (WHEEL, 1996).%"”

As comparagdes entre os métodos de FV e FE, foram feitas sobre
a precisdo e o custo computacional utilizando-se de um problema que
consiste num vaso esférico com parede espessa sujeito a uma pressao in-
terna, o que fara com que este sofra deformagéo plastica. Os resultados
foram bons e compativeis entre ambos os métodos.

Em 2000, Fallah et al. apresentam uma comparagdo entre o FVM
¢ o FEM para analise de tensdes néo lineares. E utilizada uma aproxima-
¢do bi-dimensional, sem forgas de inércia (estatico) e com grandes des-
locamentos®, envolvendo assim o tensor deformagio de Green que na
forma tensorial é dado por

E=E;+E,. (1

Como consequéncia deve-se utilizar o correspondente Segundo Tensor
Tensdo de Piola-Kirchhoff na obtencao da relacdo constitutiva. A descri-

29 Refere-se a um estado de movimento com aceleragdes praticamente despreziveis, porém o
tempo deve ser considerado para acompanhar a evolugdo de algum comportamento, que
neste trabalho foram as deformagdes visco-plasticas. Para isso pode-se ver a presenga do
tempo na taxa de deformag@o visco-plastica de Perzyna.

30 Nossa traducdo: “Ambas aproximagdes utilizam a conservagdo estrita sobre o volume de
controle e tem demonstrado superioridade sobre os FEM tradicionais com respeito a preci-
sdo, alguns pesquisadores, tem atribuido isto a conservacdo local da propriedade, for¢ada
pelos FV empregados, outros, tem atribuido isto a continuidade das derivadas (que tam-
bém ¢ forcada) da propriedade através da fronteira do FV”.

31 A formulagio entre tensdo ¢ deformagdo normalmente utilizada na elasticidade ¢ para pe-
quenos deslocamentos. Assim ndo ¢ valida para os casos de grandes deslocamentos onde
deve-se utilizar outra formulagdo para a deformagéo e a tensdo, que no caso sdo a deforma-
¢do de Green e o Segundo Tensor Tensdo de Piola-Kirchhoff respectivamente.
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¢do material (Lagrangiana) ¢ adotada no trabalho. O tensor tensdo na
equacdo governante, ¢ o Primeiro Tensor Tensdo de Piola-Kirchhoff,
este por sua vez relaciona-se com o segundo tensor através de

o’ =Fo, 2)
o que introduz a ndo linearidade na equacdo governante
div(Fo)+b=o0. 3)

Nas equagdes (1) e (2) E representa o tensor deformacdo de
Green com E; sendo sua parcela linear ¢ E,,; a ndo linear. o° ¢é o pri-
meiro tensor de Piola-Kirchhoff, F ¢ o tensor gradiente de deformacao e
& ¢ o segundo tensor de Piola-Kirchhoff.

Trés problemas sdo resolvidos. Destes os de maior relevancia sao
o primeiro e o segundo. O primeiro consiste de uma tira eldstica fixa em
uma extremidade e tracionada na outra. Os resultados obtidos sdo com-
parados com a solugdo analitica e com a teoria para pequenas deforma-
¢oes, mostrando que a solugdo apresenta valores idénticos aos da solu-
¢do analitica, e para o caso de pequenos deslocamentos coincide com a
respectiva teoria de deformagdo. O segundo teste consiste em uma viga
engastada com forga aplicada na extremidade livre sobre a Linha Neutra
(LN). A solugdo obtida para o deslocamento da extremidade livre é com-
parada com os correspondentes valores analiticos e os resultados obtidos
foram comparaveis a outros métodos numéricos.

Zarrabi e Basu (2000) utilizam FV para um problema de elastici-
dade axi-simétrica. A discretizagdo ¢ para elementos quadrilateros bili-
neares. Com a inten¢do de determinar as tensdes, os autores fazem uma
comparacdo do campo destas com resultados analiticos. Sdo feitos dois
testes relacionados aos campos de tensdes. O primeiro é um tubo de pa-
redes uniformes, neste sdo aplicadas duas condi¢des de pressdo, uma
pressao radial sobre a parede e uma pressao de fim de tubo, tendo um
efeito de tragdo (axial) sobre este. A malha utilizada ¢é estruturada, com
elementos ortogonais e razdo de aspecto pobre (no caso 7,8). Para o
FEM, as tensdes sdo recuperadas utilizando-se o Cémputo Direto no
No6* (CDN) e para o FVM uma técnica particularizada onde as deforma-
¢oes sdo avaliadas diretamente sobre as faces dos elementos (que sdo
coincidentes com a fronteira do VC) utilizando uma aproximagao biline-

32 Técnica que se utiliza do campo de deslocamento aproximado (obtido como solugédo) para
através das fungdes de interpolag@o localizar as deformagdes e através das relagdes consti-
tutivas determinar as tensdes propriamente ditas.
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ar para os deslocamentos aproximados.

Os resultados apresentaram uma melhor aproximagao das tensdes
radiais obtidas pelo FVM apesar da malha grosseira utilizada. Para o
FEM houve uma aproximagao relativamente pobre nas faces interna e
externa da parede do tubo, algo similar ocorre com as tensdes tangenci-
ais porém agora com uma melhora significativa das tensdes obtidas pelo
FEM. Por fim os autores em suas conclusdes emitem um parecer positi-
vo quanto ao uso do FV em problemas semelhantes.

Ainda em 2000, Demirdzi¢, Horman e Martinovié¢, apresentam
formula¢do em VF para material ortotropico sujeito a esfor¢os proveni-
entes, ndo apenas de deslocamentos prescritos e/ou forcas prescritas so-
bre o dominio analisado, mas também devido a presenca de agua e a
gradientes de temperatura no material (por exemplo a madeira. Os resul-
tados obtidos sdo favoraveis a utilizacdo do método ao se comparar com
resultados experimentais. Nas conclusdes, evidenciando a aplicabilidade
do método a problemas de multi-fisica, os autores escrevem:

“The method is second-order accurate in both space
and time, and the segregated solution strategy
employed enables reuse of the same storage for the
coefficient matrix and the right-hand side vector for
all dependent variables, thus offering a very efficient
computer storage management. Furthermore, all
nonlinearities are treated naturally, as the solution
algorithm already iterates over the subsets of
equations. ... shows that it is accurate and efficient
in predicting the transient behavior of physically
highly complex, hygro-thermo-elastic orthotropic
bodies.” "(DEMIRDZIC, HORMAN e
MARTINOVIC, 2000)

Fang, Tsuchiya e Yamamoto (2002), apresentam uma comparagao
entre 0 FDM, FEM e FVM para o problema unidimensional. O objetivo
¢ comparar o resultado numérico com a solug@o exata para este tipo de
problema. Os trés métodos sao discretizados e testados sobre dois exem-
plos. Os métodos, em ambos exemplos, sio comparados através das nor-

33 Nossa tradug@o: “O método apresenta aproximagdo de segunda ordem tanto no espago
como no tempo, ¢ a estratégia empregada de solugdo segregada possibilita 0 uso do mesmo
armazenamento de coeficientes das matrizes e de vetores para todas variaveis dependentes,
oferecendo um tratamento computacional eficiente. Além do mais, todas nao linearidades
sdo tratadas naturalmente pois o algoritimo de solugdo ja itera sobre os subconjuntos das
equagdes. ... mostra que ele (o método) tem precisdo e eficiéncia em predizer o comporta-
mento de problemas altamente complexos fisicamente, no caso, materiais ortotropicos (hi-
gro-termo-elasticos).”
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mas Ly e Lo, do erro sobre os valores de u.

As comparagdes sdo feitas utilizando trés formas de particionar o
dominio, a primeira com malha uniforme, a segunda com malha tendo
elementos de tamanhos aleatorios e a terceira com malha ndo uniforme
porém seguindo uma regra para definicdo de tamanho de malha. Para
cada forma de particionar a malha sdo gerados ainda trés refinos de ma-
lha. Isso gera um total de nove casos para teste em cada método para
cada exemplo. Os resultados das normas dos erros mostraram um bom
desempenho do FVM.

O problema de interacdo fluido-estrutura € resolvido utilizando
FV na regido de escoamento e na regido estrutural linear elastica. Este
trabalho foi apresentado por Slone et al. (2002). Algumas consideracdes
importantes sdo feitas na introdugdo do trabalho como a afirmagao que
se segue:

“Unless the fluid-structure coupling is either one
way, very weak or both, transferring and filtering
data from one mesh and solution procedure to
another may lead to significant problems in
computational convergence.
It becomes clear that when addressing dynamic
Sfluid-structure interaction problems, for those with
any significant degree of coupling, the solution
procedures in the solid and fluid domains have to be
compatible in respect of:

o The mesh structure and element order;

*  The method of spatial discretization;

*  The two-way exchange of information of the

fluid-structure interface.

(SLONE et al., 2002, p. 2).*”

Assim os autores ainda afirmam que esta demanda de consistén-
cia tem levado ao desenvolvimento de técnicas computacionais que faci-
litem a modelagem multi-fisica completamente dentro do contexto de

34 Nossa tradug@o: “A menos que o acoplamento fluido-estrutura seja em um Unico sentido,
muito fraco, ou ambos, a transferéncia e determinagao de dados a partir de uma malha e do
procedimento de solugdo para outro procedimento, podera levar a problemas significativos
de convergéncia da solugdo.

Isso torna claro que quando problemas de interagdo fluido-estrutura estejam presentes e
com qualquer grau significativo de acoplamento, o procedimento de solugdo na estrutura e
no fluido tem que ser compativel com respeito a:

. A estrutura da malha e ordem do elemento;

. O método de discretizacdo espacial;

. Os dois caminhos de troca de informagao na interface fluido-estrutura.”
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FVM. Esta interacao (fluido-estrutura) considera tr€s campos: escoa-
mento, deformagdo estrutural € movimento da malha.

A avaliacdo da discretizagdo ¢ feita utilizando-se um problema de
viga engastada sujeita a um escoamento incompressivel. Por fim os au-
tores fazem a seguinte observacdo a respeito: O problema teste utilizado
mostrou que o FVM é capaz de modelar problemas de multi-fisica tanto
para o fluido como para a estrutura.

A modelagem computacional do fendmeno de soldagem onde sao
abordados os problemas de dindmica de fluidos, transferéncia de calor,
mudanga de fase e mecdnica estrutural é apresentado por Taylor et al.
(2002). Para a parte fluida ¢ utilizado CC-FV e para a parte s6lida o CV-
FV. Toda implementacdo ¢é feita sobre a estrutura numérica chamada
PHYSICA (2010), que se trata de um aplicativo computacional para mo-
delagem de fenomenos de multi-fisica.

O artigo apresenta de forma breve a modelagem do fendémeno fi-
sico considerando o comportamento para a parte termo-dindmica da
poca de metal liquido e o comportamento da parte termo-mecanica da
estrutura onde serdo consideradas as deformagdes termo-elasto-plasti-
cas.

Para avaliar, ndo somente a discretizagdo numérica dos fendme-
nos envolvidos, mas principalmente a estrutura numérica provida pelo
PHYSICA (2010), foram resolvidos dois casos para teste. Estes testes
resultaram em uma avaliacdo positiva quanto a versatilidade do aplicati-
vo.

Este artigo demonstra novamente a aplicabilidade e comporta-
mento estavel do FVM em problema de interagdo fluido-estrutura. Isso ¢
evidenciado pelo grande nimero de variaveis que devem ser resolvidas
simultaneamente.

Uma modelagem computacional dos processos de Extrusdo e
Forjamento em metais ¢ apresentado por Williams, Croft e Cross
(2002). Trés casos teste sdo resolvidos para verificagdo do modelo, dois
referentes a extrusdo e um referente a forjamento. A principal verifica-
¢do buscada nos testes foi a aplicagdo do modelo para escoamento nao-
Newtoniano na modelagem visco-plastica e os testes foram favoraveis
quanto a isto.

A técnica CV-FV para elasticidade bidimensional, incorporando
um grau de liberdade para a rotagdo () sobre o nd, além dos dois graus
definidos pelos deslocamentos (u e v), ¢ apresentada por Wheel e
Wenke (2003). Quatro casos sdo resolvidos onde ¢ obtida uma melhoria
significativa na precisdo dos resultados com a introducao do grau de li-
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berdade de rotacdo. Também verificou-se que a baixa razdo de aspecto
afeta pouco a precisdo dos resultados quando a rotag¢do ¢ considerada,
trazendo uma avaliag@o positiva do FVM na area estrutural.

Slone, Bailey e Cross (2003) apresentam uma formulagdo em CV-
FV aplicada a dindmica dos solidos para pequenas deformagées ¢ com
amortecimento viscoso. O objetivo principal do trabalho ¢ preparar uma
discretizagdo em FV para a area estrutural e posteriormente aplicar esta
em problemas Dindmica da Interagédo Fluido-Estrutura (DFSI)*. Com
relacdo a aplicacdo de FV e FE em problemas de interacdo fluido-estru-
tura, o autor com respeito a compatibilidade entre a discretizacgdo utiliza-
da na estrutura e a utilizada no escoamento, comenta:

“This demand for consistency has led to the
development of computational techniques
that  facilitate  multi-physics ~ modeling
entirely within the context of FE or FV
methods. Hughes et al. pursued this goal
using FE methods with the SPECTRUM*
code. Wall et al. have pursued the FE
method, with some considerable success, for
two-dimensional ~ (2D)  dynamic  fluid-
structure problems, including Navier Stokes
flows. These workers have followed the
overall arbitrary Lagrangian Eulerian
method of Farhats team, except that they
employed a mixed FE-FV formulation with
rather simple solid models. ...""” (SLONE,
BAILEY e CROSS, 2003, p. 70)

“The authors have been involved in the
modeling of DFSI problems for a number of
years. A key requirement to enable the
modeling of DFSI are algorithms for DSM*.
The solution of DSM problems using FE
methods is well established, for example

35 Comumente referenciado em inglés como Dynamic Fluid-Structure Interaction.

36 Centric Technology, Inc., Sunnyvale, CA. SPECTRUM. Now owned by ANSYS.

37 Nossa tradugdo: “Esta demanda por consisténcia tem levado ao desenvolvimento de técni-
cas computacionais que facilitam a modelagem multi-fisica inteiramente dentro do contex-
to dos métodos de FE ou FV. Hughes ef al. atingem este objetivo usando o método de FE
com o codigo SPECTRUM. Wall et al. tem usado o método de FE com consideravel suces-
so, para dindmica da interagdo fluido-estrutura incluindo escoamento de Navier Stokes.
Estes, tem seguido o abrangente (porém arbitrario) método Lagrangeano-Euleriano da
equipe de Farhats, exceto que estes empregam a formulagdo mista FE-FV preferencial -
mente para simples modelos estruturais.”

38 Comumente referenciado em inglés como Dynamic Solid Mechanics.
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Bathe et al. However, papers on FV methods
applied to such DEFSI problems using
unstructured mesh procedures are still
limited. ...**” (SLONE, BAILEY ¢ CROSS,

2003, p. 71)
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Figura 4: Erros percentuais das solu¢des numéricas e da teoria de Bernoulli-Euler
com relagdo a equagdo proposta por L. H. Donnell.

Estes comentarios, vem colaborar e incentivar a analise detalhada
da aplicagdo de FV em problemas estruturais. Apesar deste artigo ter
sido divulgado em 2003, ele foi gerado em novembro de 2000, e serviu
de base para o artigo Slone et al. (2002) no que diz respeito a discretiza-
¢do numérica em CV-FV aplicado a elasticidade tridimensional em es-
truturas. Portanto, a equacdo de governo e a respectiva discretizagdo ja
foram alvo de observagdes no respectivo artigo. O método ¢ testado em
uma viga (3D) em balango através da aplicagdo de um pequeno desloca-
mento vertical na extremidade da viga no tempo inicial. A partir dai os-
cilagdes senoidais sdo calculadas pelo método com um elevado nivel de
precisdo, tanto na amplitude como no periodo destas quando compara-
dos com valores analiticos. A implementacdo do codigo foi feita sobre o
aplicativo PHYSICA (2010). O autor ainda completa o trabalho comen-
tando que os resultados motivaram a extensdo da aplicagdo de CV-FV

39 Nossa tradugdo: “O autor tem trabalhado na modelagem de problemas de DFSI por alguns
anos. Uma exigéncia chave para permitir a modelagem de DFSI s3o os algoritmos para
DSM. A solug@o de problemas de DSM usando métodos de FE ¢ bem estabelecida, e.g.
Bathe ef al.. Porém, artigos utilizando métodos de FV na solugido de problemas de DFSI
usando malhas néo estruturadas sdo extremamente limitados.”
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para problemas de DFSI.

Um modelo para mecanica estrutural utilizando CV-FV 2D/3D
implicito no tempo para malhas ndo estruturadas é apresentado por Xia
et al. (2007). A equagdo governante utilizada é a equagcdo do movimento
de Cauchy, onde o termo das forgas de corpo (b) é desprezado quando
comparado com as demais, no caso as forcas internas, de inércia, exter-
nas (f(t)) e o efeito de amortecimento (—c.v). Entdo a equagdo do movi-
mento de Cauchy assume a forma

AR 4
po = Vo +£(1) — e, @

onde além dos termos ja conhecidos, ¢ € o coeficiente de amortecimen-
to. Dois casos teste sdo executados: uma viga engastada com forca pres-
crita na extremidade livre e uma placa quadrada engastada em toda a ex-
tensdo de seu contorno e forga distribuida na direcdo perpendicular a
esta. Os resultados sdo comparados com valores analiticos para ambos
casos e mostram que o método possui precisdo e eficiéncia na analise de
deformagdo estrutural estatica ¢ dinamica.

Zhao et al. (2007) empregam uma formulag@o implicita no tempo
com malha ndo estruturada utilizando o CV-FV para simular a dindmica
da iteracdo fluido estrutura. Testes sdo feitos com um escoamento sobre
uma viga em balango. Andlises de deslocamentos e tensdes sobre a viga
também sdo feitas. O estudo demonstrou o potencial do método propos-
to para problemas complexos de interacdo fluido-estrutura. Quanto a
aplica¢do em problemas de multi-fisica os autores escrevem:

“In many engineering applications, there is an emer-
ging need to model multi-physics problems in a
coupled manner. In principle, because of their local
conservation properties the FV methods should be in
a good position to solve such problems
effectively. ...**” (ZHAO et al. 2007, p. 121)

Limache e Idelsohn (2007, p. 828 e 829) apresentam uma relacao
de aspectos interessantes apresentados pelo FVM:

1. O FVM tem muitas das caracteristicas ¢ vantagens do FEM,

40 Tradugdo nossa: "Em muitas aplicagdes da engenharia, ha uma necessidade emergente de
modelar problemas de multi-fisica de uma maneira acoplada. Em principio, por causa de
suas propriedades locais da conservagdo os métodos de VF devem estar bem preparados
para resolver eficazmente tais problemas. ..."
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sendo que ambos utilizam a formulacdo integral fraca e ambos
sdo independentes da geometria do dominio, € como conse-
quéncia ambos sdo superiores a0 MDF;

2. O FVM permite a conservacdo rigorosa de quantidades fisicas
no volume de controle (LAX; WENDROFF, 1960 apud LIMA-
CHE ¢ IDELSOHN , 2007, p. 828);

3. O FVM tem um forte carater fisico e geométrico em vez do ca-
rater variacional do FEM;

4. O FVM parece ser superior ao FEM nos problemas que tratam
com descontinuidades como nos casos de fluxos transonicos e
supersonicos (RUMSEY e VATSA, 1993; ATWOOD, 1992;
CHEATWOOD, GNOFFO, 1996 apud LIMACHE e IDEL-
SOHN , 2007, p. 828);

5. A habilidade de FVM na captura de choque pode ser explicada
dentro de sua flexibilidade em definir as fungdes de interpola-
cdo. Esta qualidade poderia ser importante nos problemas que
tratam a falha do material, onde as fissuras ou as fraturas podem
ser vistas como descontinuidades em variaveis de estado;

6. O FVM, bem como o FEM, pode ser usado ndo somente nos
problemas de mecanica computacional mas igualmente em ou-
tras areas da fisica e das ciéncias. Por exemplo, pode ser usado
para resolver equacdes de Maxwell do electromagnetismo
(CHUNG e ZOU, 2001 apud LIMACHE e IDELSOHN , 2007,
p. 828);

7. Pesquisadores que tem trabalhado em formulagdes de FVM
para sélidos relatam que os resultados sdo igualmente compara-
veis ou ultrapassam os resultados obtidos pelo FEM (RENTE e
OLIVEIRA, 2000; BIJELONJA et al., 2006 apud LIMACHE ¢
IDELSOHN , 2007, p. 828). Esta firmagdo sobre melhores re-
sultados, possivelmente refere-se a alguns casos especificos,
como se observa na referéncia adotada, ou seja, um trabalho de
Rente e Oliveira que tratam sobre elasto-plasticidade nio linear
e um trabalho de Bijelonja que trata de um caso de elasticidade
linear e incompressivel,;

8. Outros pesquisadores, tem desenvolvido esquemas hibridos
(FEM-FVM) onde o FVM ¢ utilizado para computar as forgas
internas produzidas pelo tensor de Cauchy (CHEN et al., 2001
apud LIMACHE e IDELSOHN, 2007, p. 828). Eles relatam que
estes esquemas hibridos tem uma performance melhor do que o
FEM aplicado de forma convencional. Os esquemas hibridos
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foram usados igualmente com sucesso para fluxos visco-eldsti-
cos por Chandio et al. (2004 apud LIMACHE e IDELSOHN ,
2007, p. 828), fluxos multi-fasico por Geiger et al. (2003 apud
LIMACHE e IDELSOHN , 2007, p. 829) e captura do fendme-
no de choques por Bergamaschi et al. (1999 apud LIMACHE e
IDELSOHN , 2007, p. 829);

9. Uma outra caracteristica FVM ¢ que forgas internas e fluxos sdo
computados pela integracdo em uma dimensdo a menos (super-
ficies) do que no FEM (volumes). A reducdo na extensibilidade
de um problema, ¢ geralmente uma vantagem. A integragdo re-
duzida pode fazer o FVM mais preciso e rapido do que o FEM
(LIMACHE e IDELSOHN , 2007, p. 829). Vale ressaltar aqui
que essa observagdo quanto a precisdo e rapidez nao € geral e
deve ser avaliada com maior cuidado, que, apesar de mostrar al-
guns testes, ndo ¢ a linha central do presente trabalho.

Vaz Jr, Muifioz-Rojas e Filippini (2009), apresentam uma analise
detalhada de erros no computo de tensdes sobre os nos utilizando o mé-
todo de volumes finitos e elementos finitos. O problema de elasticidade
plana é abordado. Este artigo ¢ um dos mais importantes no computo de
tensdes utilizando a técnica de FV, relatando que volumes finitos provi-
denciam uma precisdo mais elevada no computo das tensdes nodais. As
principais comparagdes sdo feitas sobre um caso teste que tem solugdo
analitica. Os principais pontos abordados sio a norma Ly do erro no
campo de tensdes e o erro na norma da energia. Outro aspecto abordado
¢ a ordem do erro observado, o qual é determinado através da extrapola-
¢do de Richardson.

Voller (2009) em seu livro da série Research Monographs Series,
cujo titulo € Basic Control Volume Finite Element Methods for Fluids
and Solids, dedica um capitulo para tratar da aplicagdo de FV ao estado
plano de tensdo. O livro aborda a discretizagdo para elementos triangu-
lares considerando nulas as for¢as de inércia, escreve brevemente sobre
a aplicacdo das condigdes de contorno, resolve um problema teste para o
tradicional caso de concentrag@o de tensdes em uma chapa com orificio,
aborda brevemente a recuperagdo de tensdes pelo método direto (CDN),
por fim obtém o grafico da distribuicdo do fator de concentracdo de
tensdes para o problema teste apresentado e emite um parecer positivo
sobre o uso de FV para problemas estruturais.
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1.6  CONSIDERACOES SOBRE 0S TRABALHOS

Estes trabalhos representam grande parte do total de trabalhos
existentes na area, assim pode-se afirmar que tem havido um crescimen-
to significativo do ntimero de trabalhos nas tltimas duas décadas (1990-
2010). Pelos trabalhos envolvendo FV, observa-se que este tem se firma-
do e se estabelecido como um método numérico robusto que fornece re-
sultados confidaveis ¢ mostra-se promissor em aplicagdes de mecanica
estrutural. Com relagdo a isto escreve Barth (2004, p. 1):

“This article reviews elements of the foundation and
analysis of modern finite volume methods. The
primary advantages of these methods are numerical
robustness through the obtention of discrete maxim-
um (minimum) principles, applicability on very gen-
eral unstructured meshes, and the intrinsic local
conservation — properties  of  the  resulting
schemes. ...*'”

Apesar do numero de trabalhos citados nesta revisdo, estes ainda
sdo poucos na area de FV para estruturas quando comparados com o ni1-
mero existente em outras areas. Outro aspecto, s3o os testes padrdes, que
em apenas um caso, Wheel e Wenke (2003) é feito o Patch Test em um
caso isolado.

Esta revisdo deixa portanto claro que existe uma lacuna para tes-
tes padrdes como: Locking, Patch Test, Erro na Norma da Energia para o
deslocamento e tensdo e o Erro de Richardson.

41 Tradugdo nossa: "Este artigo revisa elementos da fundamentagdo e analise do moderno
método de volumes finitos. As vantagens preliminares deste método sdo a robustez numé-
rica dada pela obtencdo das equagdes discretizadas através de principios de minimos ¢ ma-
ximos, aplicabilidade nos mais diversos tipos de malhas ndo estruturadas, e a conservagao
local intrinseca dos esquemas resultantes. ..."
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2 MobpELO MATEMATICO

mecanica do continuo ¢ a base para o modelamento do proble-

ma de mecanica estrutural. Através desta sdo definidas as rela-

¢Oes matematicas entre as tensdes e deformagdes, e suas res-
pectivas interdependéncias com as condigdes de fronteira e os desloca-
mentos.

As relagdes entre a cinematica e as condigdes de equilibrio dos
corpos sdo as leis constitutivas dos materiais. Essas definem as caracte-
risticas do material através do relacionamento das componentes de uma
medida de tensdo, com a correspondente medida de deformacao.

Este breve capitulo, apresenta equagdes e/ou inter-relagdes apre-
sentadas nas variaveis dos problemas estruturais.

2.1 ASs DEFORMACOES INFINITESIMAILS

Uma maneira de avaliar as deformacdes € através do tensor de
Green-Lagrange (E) comumente conhecido por Tensor Deformacio
Infinitesimal dado por

eij = 3 (uij +uji). (5)

Este tensor é comumente representado por € e em termos de suas
componentes pode-se escrever
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Adicionalmente, observa-se que o tensor € simétrico, ou seja €;; = €;;.

2.2  Princirios bE EQuiLiBRIO

Na descrigdo de um problema de mecanica dos so6lidos, além de
conhecer-se o meio (propriedades deste), devem constar as Condigdes
de Fronteira e as forcas de corpo (se estas existirem). Nos itens que se
seguem estes serdo descritos, bem como as Equagdes de Equilibrio e o

Tensor Tensdo de Cauchy.

2.3

A,

ConpICcOES DE FRONTEIRA

Figura 5: Regides com condi¢des de contorno de des-
locamento e forga prescrita.

Geralmente
um  problema de
mecénica dos soélidos
possui dois tipos de
condi¢des de contor-
no, as de valor pres-
crito (no caso deslo-
camento prescrito) e
de fluxo prescrito (no
caso forca prescrita)
conhecidas respectiva-
mente por condi¢io de
Dirichlet ¢ Neumann
respectivamente. Com
relagdo a condigdo de
Neumann para meca-
nica dos solidos repre-
senta um Fluxo de



O EbFVM aplicado a problemas de elasticidade plana em material isotropico - 45

Quantidade de Movimento Linear conforme a equagao

F= (7)
onde P ¢ a quantidade de movimento linear. O mesmo pode ser mostra-
do para a quantidade de movimento angular.

A representagdo bi-dimensional na Fig. 5 mostra regides com os
dois tipos de condi¢des de contorno, regido com valor prescrito (I',,) e
regiao com forga (I'y = I'y; + ['42). Assim a fronteira I pode ser decom-
posta em partes onde sdo prescritas uma ou outra condigdo de contorno,
de tal maneira que a unido e a interseccao sdo verificadas conforme

r,ul, =T

Dessa forma, para a fronteira mostrada na Fig. 5, sdo definidas as
seguintes igualdades

u(x) =u(x) eml',
t(x) =t1(x) em Iy . 9)
t(x) =ta(x) em 'y

Por fim ¢ possivel ter-se condigdes de deslocamento e de fluxo
sobre um mesmo ponto, desde que cada uma utilize dire¢des coordena-
das diferentes.

2.4  Forcas SoBre 0 Corro

As forgas que podem atuar sobre o corpo sdo essencialmente de
dois tipos: Forga de Corpo e Forga de Superficie. A primeira atua sobre
a propria massa do corpo ¢ a segunda sobre as superficies livres deste
corpo.

As forcgas de corpo podem ser originadas por exemplo a partir de
campos gravitacionais de intensidade b (z,y, z). Normalmente estas de-
pendem ndo s6 do campo mas também da massa especifica p (z,y, 2).
Outra forma de definir essas forgas ¢ pelo conceito de densidade de for-
¢a de corpo, f com unidade [%] De tal maneira que um diferencial de
forca dF (devido a agfo das for¢as de corpo) que atua sobre uma parti-
cula de volume df2 pode ser calculado pelas equagdes
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dF = £dQ , (10)
f=pb. (11)

As forcas de Superficie sio extraidas da densidade de forga de
superficie t, com unidade [%] e age em determinada superficie livre.

Além disso t sempre estd associado a determinada area da com uma
normal n. O diferencial de for¢a dT (devida a acdo das forgas de super-
ficie) que atua sobre uma regido de area da é dado por

dT = tda . (12)
2.5 EqQuacoes pE EQuILiBRIO
A equagdo de equilibrio na translagdo e dada por
fi+ 0455 = pis , (13)
e 0 equilibrio na rotagdo ¢ satisfeito por
Oij = 0j; - (14)
Esta equacdo impde as condigdes para que haja conservagdo do momen-

to da quantidade de movimento e ¢ satisfeita por quaisquer valores de
o0;; desde que este tensor tensdo seja simétrico.

2.6 Lki bpE HookE GENERALIZADA

Este modelo de relagdo constitutiva é o mais simples e antigo. Es-
tabelece uma relagdo linear entre os estados de tensdo e deformacao. A
aplicagdo F desta relagdo constitutiva ¢ dada por: 0 = B+ C': ¢, ouna

notagdo indicial conforme
Oij = Bij + Cijkl Ekl - (15)

Onde B;; sdao as componentes da tensdo inicial, ou seja, devido a
uma deformacdo inicial, Cjji € um tensor de 4* ordem contendo as

constantes elasticas do material. Embora aparentemente simples, o0 mo-
delo pode descrever materiais ortotropicos e isotropicos, sendo este ulti-
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mo o utilizado no presente trabalho.

Em sua forma completa, podendo representar o comportamento
de uma grande variedade de materiais, o tensor C;jx; possui 81 compo-
nentes (para i, j, k e [ variando de 1..3). Porém esse nimero ¢ reduzido
para 36 componentes ao se considerar a simetria de ¢;; = 0j; , 0 que
leva a Ciji = Cjirt = Cijie = Cjuk. Além disso uma relagdo exigida
para materiais elasticos de Green (Ver detalhes em Chen e Mizuno
(1990, p. 81-82)) € que Cijyr1y = Ciriy(ij)> fazendo com que sejam re-
duzidas para 21 as componentes do tensor. A equagao

o11 C11 C12 €13 Cia Ci15 Cis €11
022 C22 C23 C24 C25 C26 €22
033 _ C33 C34 C35 C36 €33 (16)
o12 C44 Ca5 C46 2e12
023 Cs5  C56 2e93
031 C66 2e31
simetrica

mostra o tensor C para 21 componentes, porém apenas com dois indices

¢ formatado de maneira a considerar os tensores tensao ¢ deformagao
como vetores. Se o material possuir planos de simetria com relagdo a
suas propriedades, o nimero de componentes ¢ reduzido conforme:

* 1 plano de simetria leva a 13 componentes independentes;

* 2 planos de simetria leva a 9 componentes independentes. Este
¢ o material ortotrépico;

* 3 planos de simetria leva a 2 componentes independentes. Este
¢ o material isotropico.

No presente trabalho o material isotropico sera utilizado, portan-

to tem-se apenas duas componentes independentes as quais sdo normal-
mente chamadas de Constantes de Lamé (X , p) dadas por

A=ci2 , p=3(c11—ci). a7

Assim o tensor Cj;y; passa a ser representado pela matriz
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A+2u A A 0 0 O
A+ 240 A 0 0 O
A+2u 0 0 O
Ciji = H 400 (18)
w0
I
simetrica
O qual na notagdo indicial Cjjx; € dado por
Cijrt = Cijrr = Nij0rr + p(0in0j1 + daadjn)- (19)

Substituindo a Eq. (19) na Lei de Hooke Generalizada, Eq. (15) e consi-
derando a tensdo inicial B;; nula, obtém-se a equagdo

0ij = Cijri €rl
Oij = [/\Jijékl +u (5ik6jl + 5il5jk)] €kl (20)
0ij = Aekklij + 2ui;

O tensor Cjjx; pode ainda ser expresso em termos do Modulo de Young (
E) e do Coeficiente de Poisson (v) conforme

_ p(3A+2p)
E="5 (21)
V= —2<MA+A>

Com a introdugdo dessas novas constantes (£ e v) € possivel re-
presentar o tensor Cjjx; na forma matricial

1—v v v 0 0 0
1—v 1% 0 0 0
1—v 0 0 0
[C]=A (1—221/) 0 0 , (22)
(1—221/) 0
(1-2v)
L 2 i
simetrica

E
onde A = m

A Lei de Hooke Generalizada para material isotropico € aplicavel
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a problemas tri-dimensionais. Porém exitem casos onde ¢ possivel sim-
plificar esta equagdo, no caso o Estado Plano de Tensdo e Estado Plano
de Deformagao.

2.6.1  Estapo Prano pe Tensio — EPT

Neste caso ha somente componentes do tensor tensdo em um pla-
no, por exemplo, no plano z; 0 z5. Nesta condi¢do a componente de ten-
sdo na dire¢do O z3 ¢ nula, pois ndo ha aplicacdo externa de esforgos
nesta direcdo e devido a pequena espessura a deformacdo nesta diregdo
praticamente ndo impde resisténcia para que haja o aparecimento de ten-
sdo nesta direcdo. Na direcdo O x5 existe a aplicagdo do esforgo externo
e na direcdo O z; devido a dimensdo consideravel nesta diregcdo, ocorre
0 aparecimento de tensdes pois existe uma resisténcia quanto a deforma-
¢do £11. Nesta situagdo ¢ possivel obter a partir da Eq. (20) a relagao

011 1 1% 0 €11

g99 B % v 1 0 €99

012 0 0 1;—” 2612

€11 1 v 0 o |, (23)
1

€99 =z | —V 1 0 0922

2e19 0 0 2 (1 + V) 012

€33 = (f_yl, (€11 +e22)

N~

a qual representa o EPT, onde A = m

2.6.2  Estapo PrLano pe DerormacAio — EPD

Neste caso ha somente componentes do tensor deformacdo em
um TUnico plano, por exemplo z;0z, assim assume-se que
€33 = €23 = €31 = 0 e de modo semelhante ao EPT ¢ possivel obter a
partir da Eq. (20) a relagdo
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011 1—v v 0 €11

022 =A 14 1—v 0 €922

012 0 0 1—2v 219

€11 1-v —v 0 011 . (24)
€92 = HT” —v 1—v 0 029

212 0 0 2 012

o33 = v (011 + 022)
2.6.3  GENERALIZACAO DA NoTacAo InpiciaL parRA LEr DE HoOKE

A notagdo indicial é 1til pois facilita a compreensdo da relagéo
entre as variaveis do problema de uma forma compacta. Como exemplo,
no presente trabalho, a menor relagdo ocorre entre dois nés vizinhos da
malha, ou seja, que participem de um mesmo elemento. Este tipo de no-
tacdo ¢ muito semelhante a utilizada nas técnicas de implementagdo de
algoritmos computacionais, portanto, visando facilitar a implementagéo
computacional, nesta sec¢@o serd generalizada a Eq. (20) na forma indi-
cial para os casos 1D, 2D e 3D.

Tabela 1: Constantes para Lei de Hooke

1D | EPT | EPD | 3D

D1 2 3
A E (1—Eu2) (1+v)l(?1—21/)
a |l 1 |[I=-v)| 1
b |0 v

A Eq. (20) esta em termos das constantes de Lamé, porém o mais
comum ¢ representar esta equagdo em termos do Modulo de Young e do
coeficiente de Poisson, assim a equagdo assume a forma

05 :A{bskkéij+[a+(1—D) b]&‘ij}, (25)
onde 4, a e b sdo constantes que representam o comportamento elastico

do material e D representa a dimensao do estado de tensdo, ou seja, 1D,
2D (Estados Planos) ou 3D. A Tab. 1 apresenta estas constantes.
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3 MobeLo NUMERICO

s dois métodos, EbFVM e FEM-Galerkin compartilham de um

grande numero de similaridades com relagdo a sua origem,

discretizacdo e implementagdo computacional. Estes aspectos
¢ o modelo numérico em EbFVM serdo descritos neste capitulo.

31 GENERALIDADES SOBRE 08 METODOS NUMERICOS

Esta subsecao tem por finalidade esclarecer de maneira genérica

alguns aspectos basicos do modelo numérico. Detalhes sobre estes pon-
tos serdo vistos na subse¢do 3.2.

Inicialmente é necessario caracterizar alguns itens: o dominio
continuo, a equag¢do governante do fenémeno, a divisdo do meio em
partes discretas e 0 método dos residuos ponderados.

Quanto ao dominio, este é considerado continuo e possui como
equacdo governante para o problema de deformagdes elasticas a equagdo

de equilibrio diferencial para a quantidade de movimento
fi + 045 = pli; com i =1..3. (26)

Nesta estdo presentes as forcas de corpo (primeiro termo, f;), forcas in-
ternas (segundo termo, o;; ;) e forcas de inércia (lado direito, pii;). Além
disso o método utiliza elementos finitos que dividem o dominio nas par-
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tes discretas. Estes elementos, juntamente com as fungdes de parametri-
zagdo, compde um novo espago, no caso discreto, ao qual chama-se de
Espago de Elementos Finitos, S*. Como exemplo, a Fig. 6 ilustra uma
malha contendo elementos triangulares. Partindo destes elementos, os
métodos extraem a maior parte das informagdes necessarias a obtengéo
das equacgdes discretas, como as coordenadas nodais, posicao de pontos
de integracdo (pontos de Gauss), propriedades do material e intensidade
das forgas de corpo.

O método dos resi-
# duos ponderados é outro im-
| portante aspecto que também
¢ comum ao FEM-Galerkin.
Segundo Zienkiewicz, Taylor
= ¢ Zhu (2006), tanto o método
! de Galerkin, como o EbFVM,
sdo oriundos do método de
Figura 6: Malha 2D, ndo estruturada, com ele- residuos  ponderados.  Este
mentos triangulares. consiste em ortogonalizar o
residuo (r;) da equagdo dife-
rencial, Eq. (26), em rela¢do a determinadas fung¢des w;, além disso e fa-
zendo-se o termo de inércia nulo, o residuo ¢ dado pela equagdo

fit+ol;=r1i, (27)

originada quando na Eq. (26) forem substituidas as derivadas por suas
respectivas aproximagdes. Com a introduc¢do dos valores aproximados,
as tensdes internas e as forgas de inércia também serdo aproximadas, dai
a indicagdo com um “x” sobre a variavel. Por outro lado, a fungdo w; ira
definir o método de ponderacdo do residuo, ou seja, se w; for igual as
fungdes de deslocamento (utilizadas na aproximagdo dos deslocamentos
no interior do elemento) entdo tem-se o Método de Galerkin, e se for
igual a unidade, w; =1, uma fun¢do constante, tem-se o Méfodo
EbFVM.

A ortogonalizag@o do residuo propriamente dita ¢ feita através da
aplicagdo de uma propriedade do produto escalar entre duas fungdes.
Esta propriedade define que se o produto escalar entre duas fungdes, em
determinado intervalo, for igual a zero, entdo estas sdo ortogonais entre
si (LANG , 2003, p. 142). O produto escalar entre o residuo r; e a fun-
¢do w; ¢ dado por:



O EbFVM aplicado a problemas de elasticidade plana em material isotropico - 53

(wi,n>:fwjridQ:0. (28)
Q

3.1.1  Partes DiScreTAS

A Fig. 7 ilustra como ¢ particionado o dominio € em
elementos/subdominios. Essas partes, sdo os subdominios H ¢ X utili-
zados pelo EbFVM e FEM respectivamente. O subdominio X ¢ o pro-
prio elemento e o H ¢é formado pela unido de partes de elementos, cujo
método de montagem destas partes sera visto em secgdo posterior.

X -
(fronteira)
CcC

 Sobre ponto discreto pode-se ter valor prescrito

FEM .~ & Sobre a fronteira pode-se ter fluxo prescrito

A

T
(fronteira)

Ponto discreto
44

@ H S

(dominio) % [

EbFVM

(fronteira)

Figura 7: Discretizagdo utilizando o EbFVM e o FEM.

Neste ponto ¢ interessante tecer alguns cometdrios adicionais: a
técnica de obtencdo das equacdes discretas utilizada pelo FEM pode ser
considerada como a minimizagdo de um funcional, que no caso de pro-
blemas de elasticidade é a energia potencial® (no caso da estatica linear)
para o subdominio X, onde em suas fronteiras tem-se CC tanto para flu-
X0 como para os deslocamentos (os deslocamentos prescritos sdo possi-
veis, pois sobre as fronteiras de X tem-se os nés da malha). Por outro
lado no balango da propriedade, técnica utilizada pelos métodos basea-
dos em volumes de controle, para as fronteiras do subdominio H, tem-
se condi¢des de contorno apenas para fluxos.

A Tab. 2 apresenta um resumo dos elementos principais utilizados

42 Energia dada pela soma da energia de deformagio mais energia de trabalho potencial.
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na discretizagdo do meio para os métodos EbFVM e FEM.

Tabela 2: Elementos principais ao se utilizar o EbFVM e o FEM.

Método | Dominio de Obtengdo da
~ CC ~
Integracao Equacao
EbFVM H Fluxo Balancgo de propriedade
FEM X Fluxo e/ou Valor | Minimizag¢do de um funcional

3.1.2  SoBre A TecNica DE OBTENCAO DAS EQUACOES DISCRETAS

No caso do EbFVM, o balango de propriedade citado na Tab. 2 ¢
obtido através dos fluxos que atravessam a fronteira do dominio de inte-
gragdo H. No caso da elasticidade, a propriedade que “atravessa as fron-
teiras” ¢ quantidade de movimento ¢ este “fluxo”, é a tensio. No caso
de condugéo térmica, a propriedade ¢ o calor e o fluxo € o proprio fluxo
de calor, além de outros casos. Assim a equacao ja discretizada (no clas-
sico sistema de equagdes globais) obtida para determinado ponto no in-
terior do dominio ¢ proveniente do balango da propriedade no dominio
H, e a solucdo final do sistema de equacdes globais, satisfaz os fluxos
nas fronteiras deste dominio, que para o caso da elasticidade, esta solu-
¢do é o campo de deslocamento. Assim dominios adjacentes tem fluxos
iguais sobre a mesma fronteira.

A Fig. 8 apresenta um dominio que foi discretizado utilizando 7
pontos que representam 7 subdominios discretos Hj, (volumes). Quanto
aos fluxos nas fronteiras destes subdominios pode-se fazer a seguinte
observagdo: Toma-se como exemplo o fluxo de H. que atravessa a fron-
teira adjacente (indicada), este ¢ igual em direcdo e médulo ao fluxo de
H. que atravessa a mesma fronteira. Suas dire¢des sdo as mesmas, po-
rém de sentido contrario. Isso ocorre pois os mesmos pontos discretos
sdo utilizados para determinar ambos os fluxos. Seus sentidos sdo con-
trarios pois sdo fronteiras adjacentes, assim o fluxo que “sai” de uma,
“entra” na outra. Esse sentido ¢ considerado durante a discretizacdo
quando se adota um sentido de percorrer a fronteira (seja Sentido Hora-
rio (SH) ou Anti-Horério (AH)). Na figura ¢ utilizado o AH.

Os coeficientes do sistema global de equagdes sdo determinados
pela integragdo sobre um polindmio nas fronteiras dos subdominios Hy.
Esse polindmio provém da integragdo do divergente da tensdo e das de-
mais forgas (de corpo, de contato ou outras) que atuam no dominio e a
posterior aplicagdo do teorema da divergéncia de Gauss no espaco. Além
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disso, sdo aplicadas as aproximacdes para as tensdes no espag¢o S”, o
qual ¢ formado pelos elementos parametrizados. 4 integra¢do por sua
vez, é a etapa que representa o balancgo da propriedade.

H — Volume de controle
Hk — k-ésimo dominio
y N, — k-ésimo no global
G, — Sentido de percorrer a fronteira
zQ x = — Volumes de controle

Figura 8: Balango da propriedade ao redor de um ponto discreto, utilizando-se de do-
minios H.

Os principais itens do processo de discretizagdo que definem a
precisdo dos coeficientes do sistema de equagdes sdo: a malha, funcdes
de interpolag@o, o balango da propriedade sobre o subdominio H, a de-
terminac¢do do gradiente da propriedade (procurada) sobre as fronteiras
do subdominio e a integragdo numérica sobre o polindmio na fronteira
de H. A integragdo do fluxo sobre a fronteira é feita numericamente uti-
lizando-se a quadratura de Gauss-Legendre com 1 ponto de integracao (
m = 1), que ¢é o suficiente para extrair a integral exata do polindmio dis-
creto (isso no caso de ter-se utilizado fungoes lineares na parametrizacao
do elemento). Um exemplo deste polindmio obtido através do EbFVM ¢é

o (cyrdire — azimdiny)dr (29)

que por sua vez, quando posto em fungdo do sistema parametrizado
rOs, transforma-se num polindmio de ordem 1.
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3.1.3 O Concerro pE N6 PrincipaL E A Matriz RiGiDEz GLOBAL

-, (N6 Principal)

Figura 9: Para o EbFVM, a figura apresenta um
exemplo de identificagdo de N6 Principal para certo
VC H,.. Também sio mostrados 3 elementos X,

Xpe Xe.

No final da discreti-
zacdo de um dominio ¢
obtido um sistema de
equacdes (global), nor-
malmente linear (utiliza-
do neste trabalho). Neste
sistema, cada equacdo
refere-se ao equilibrio ao
redor de um nd. Esse
equilibrio, para 0
EbFVM, refere-se ao ba-
lango de fluxo da propri-
edade de interesse, com-
putado sobre certo volu-
me de controle, por outro

lado para o FEM, ¢ proveniente da minimizacao do funcional de energia
potencial. Por sua vez, este no, para o presente trabalho, sera chamado
de No6 Principal sendo que para o EbFVM representa determinado VC

~ IV, (N6 Principal)

Figura 10: Para o FEM, a figura apresenta um
exemplo de identificagdo de N6 Principal. Também
sdo mostrados os 3 elementos que compde o “pseu-

do volume” e as fungdes de interpolagdo ¢; sobre
cada elemento com respeito ao nd Principal.

(conforme Fig. 9) e para
o FEM representa a re-
gido de abrangéncia das
fungdes peso que tem
valor 1 sobre este no, ou
também pode-se chamar
esta regido de “pseudo
volume” conforme ilus-
trado na Fig. 10, onde é
apresentado 3 elementos
que contribuem na de-
terminag¢do dos coefici-
entes que interferem so-
bre o N6 Principal N..
Cada elemento contribui
sobre o no principal de
acordo com a fungdo
peso  ¢;. Chama-se

“pseudo volume” a composi¢cdo dos volumes (de cada elemento a que o
noé pertence) ponderados sobre o N6 Principal. Uma interpretagdo seme-
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lhante ¢ dada por Zienkiewicz e Ofate (1990).

A Fig. 11 ilustra certo sistema gerado a partir da malha com 3 ele-
mentos. Esta composi¢do do sistema ¢ a mesma tanto para o EbFVM
como para o FEM. Nesta figura as trés cores principais (m =~ m) definem
a contribui¢do dos 3 elementos, sobre os coeficientes. Cada nd esta asso-
ciado a somente uma equagdo (uma para cada variavel, por exemplo: Os
deslocamentos u e v geram duas equagdes para cada no) no sistema de
final equagoes.

Isso pode ser visto na Fig. 11 com as duas linhas marcadas com
N,, que por sua vez representa o nd principal para as duas primeiras li-
nhas. Como a forma (nfo os coeficientes) de inter-relacdo entre coefici-
entes ¢ a mesma tanto para o EbFVM quanto para o FEM, o algoritmo
de montagem da matriz rigidez local e global sdo idénticos. Na mesma
figura as posigdes nio zeradas da matriz, referem-se a posi¢des com co-
eficientes ndo nulos. As posi¢cdes onde tem simultaneamente duas ou
mais cores sdo coeficientes que foram obtidos pela composi¢do (soma)
de coeficientes gerados a partir de dois ou mais elementos. Os detalhes
sobre a montagem da matriz global sera visto na secc¢ao 3.2.6.

0
0

IIIIIIIII oy | | |
- G - - N

Figura 11: Matriz rigidez global. Disposi¢do e composi¢do dos coeficientes gera-
dos por uma malha com 3 elementos.



58 - O EbFVM aplicado a problemas de elasticidade plana em material isotrépico

3.1.4  Marriz Ricipez NobaL E LocaL

Antes de montar a matriz rigidez global pode-se montar matrizes
intermedidrias, aqui chamadas de Matriz Nodal e Matriz Local. A ma-
triz nodal ndo ¢ referenciada na literatura, apesar desta estar presente no
processo de discretizagdo e de implementagdo computacional. De certa
forma, ela fica “embutida” no processo computacional quando se faz a
contagem sobre os nds de cada elemento. Por outro lado, a matriz local é
bastante utilizada, ndo s6 durante as etapas de discretizagdo, como tam-
bém em cddigos computacionais, onde o desenvolvedor deixa explicito
o armazenamento dos coeficientes locais, para posteriormente armaze-
nar estes na matriz global.

(N, N)

- w
.

k representa o k-ésimo elemento

(N, N)

(N NC)
y
o CEE

Figura 12: Trés Matrizes Nodais montadas a partir do elemento X .. Cada matriz
tem origem num par de nos, no caso da figura:, (Ne, Ne), (INe, Ng) e (Ng, Ne).

Para ambos os métodos (EbFVM e FEM) ¢ possivel deixar expli-
cita a matriz nodal. Cada uma dessas matrizes relacionam um par de
nos dentro de certo elemento. Esse par pode ser de nos diferentes ou do
mesmo no, e.g. os pares (Np, N.) ou (Np, Np) ou ainda (N., Np) consti-
tuem pares diferentes e geram Matrizes Nodais diferentes. No par de
noés, um deles sempre é o No Principal, que por conveniéncia sera ado-
tado como sendo o primeiro do par e o segundo € o No Secundario. Ma-
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tematicamente pode-se dizer que os pares sao formados por um Arranjo
com Repeti¢do (4r). Assim o numero de pares (ou seja, de Matrizes No-
dais) ¢ dado por Ar, =n", onde n ¢ o nimero de nés do elemento e r
indica o nimero de elementos no grupo, » = 2. Em um elemento com 4
nods tem-se entdo 16 matrizes nodais.

E certo que esta nomenclatura de Matrizes Nodais ndo é comum,
pois normalmente a Matriz Local (do elemento) ¢ montada diretamente
pelas rotinas computacionais onde os pares de nos ficam embutidos no
proprio lago computacional. De qualquer forma, ela estd sendo descrita
neste trabalho para fins de comparagéo entre os dois métodos, além dis-
s0, ela representa a menor unidade matricial dentro do processo de loca-
lizagdo dos coeficientes. A Fig. 12 mostra algumas das matrizes nodais
montadas a partir dos nds N., N. € N, do k-ésimo elemento. A matriz
nodal sempre pertence a determinado elemento e para o caso da elastici-
dade plana tem dimensdes 2 x 2.

A matriz local, apesar de utilizada apenas de forma indireta no
presente trabalho, contém os coeficientes que relacionam os nés de um
unico elemento. Ela é gerada a partir das matrizes nodais, e conforme
mostrado na Fig. 13, o n6 principal sempre define a linha, além disso, o
mesmo nd que define a linha na matriz Nodal ira definir a linha na ma-
triz Local, onde serdo armazenados os coeficientes. Neste armazena-
mento ndo ha composi¢do (soma) de valores de coeficientes, pois eles
s30 Unicos.

Ainda na Fig. 13 sdo mostrados 5 exemplos de pares de nds (en-
tre os 48 pares possiveis, 16 cada elemento) (N4, Ng), (Na, Np), (IVp,
No), (N, Ng) e (Ng, N.), cada um destes ird gerar uma matriz nodal.
Além disso a figura mostra como ¢ feito o armazenamento na matriz lo-
cal, onde o no6 principal do par sempre define a linha e o outro né a colu-
na. Assim a matriz nodal gerada pelo par (IV,, Ny) deve ser armazenada
na matriz local na posi¢do (linha, coluna) = (2, 3) e na matriz global na
posicao (N, Np).

A relagdo entre a numeragdo de nds global e local ¢ dada pela ta-
bela de conectividade, também apresentada na figura. Assim pode-se
calcular os coeficientes da matriz nodal e armazena-los (somando estes)
diretamente na matriz global ndo sendo necessario a montagem da ma-
triz local. A Fig. 11 mostra o armazenamento dos 5 exemplos de matri-
zes nodais citados nesta seccdo. Estes sdo identificados pelas diferentes
cores e pelos nos que definem a linha e coluna. Maiores detalhes sobre a
montagem da matriz nodal e global serdo abordados na sec¢do 3.2.
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3.1.5 AvrcoritiMo COMPUTACIONAL

Ao percorrer o dominio para montar o sistema global de equagdes
os dois métodos sdo idénticos. Isso vem da maneira com que sdo obtidas
as equagdes discretizadas, que para ambos, parte da técnica de residuos
ponderados, além disso toda a parametrizacdo dos elementos ¢ igual nos
dois métodos. Estes itens asseguram que os dois métodos compartilham
de um mesmo algoritimo de obtengdo e montagem do sistema de equa-
¢oes nodal e global.

Em resumo, ambos se utilizam de um mesmo conjunto de dados
iniciais, percorrem o dominio elemento a elemento (aqui definido por k),
para cada elemento percorrem os nds principais e finalmente para cada
no principal percorrem os nds secunddrios, obtendo assim para cada par
No Principal - N6 Secunddrio os coeficientes que sdo acumulados na
matriz rigidez.

A Fig. 14 mostra a similaridade e a diferenca entre os métodos, a
qual reside basicamente no computo dos coeficientes, que ocorre no mo-
mento em que o algoritimo define qual método ird utilizar: VF ou
Galerkin, os quais sdo ilustrados na Fig. 15. E conforme ja comentado
estes sdo os coeficientes que relacionam dois nds (um principal e outro
secundario) de certo elemento. Para melhor compreensdo das sub-roti-
nas, a Fig. 16 mostra diversos aspectos e conceitos utilizados, como:

* Na relacdo entre dois nds, N. e N, (principal e secundério res-

pectivamente) os polindmios sdo avaliados sobre os pontos de in-

tegragdo (2 no caso de VF e 4 no caso de Galerkin). Sendo esta a

primeira diferenca principal entre as sub-rotinas;

- No algoritimo VF, essa avaliagdo do polindmio na face de in-
tegracdo ¢ feita na etapa Integrar sobre a face. Aqui € interes-
sante observar que para cada par de nd, esta etapa ¢ executada
duas vezes, uma para cada face do SV C.. Isto é executado
pelo lago Contar sobre faces. A indicacdo +K11, +Ki2,
+ Ko, + K99, na etapa Integrar sobre a face, refere-se ao acu-
mulo dos coeficientes na matriz nodal, ou seja, os valores ob-
tidos nas faces sdo agrupados;

- No caso do algoritimo Galerkin, essa avaliagdo do polindomio
nos quatro pontos, ¢ feita na etapa intitulada Integrar sobre o
elemento, que neste exemplo é indicado por X,. E interessan-
te observar que esta etapa ¢ executada uma Unica vez para
cada par de nés em cada elemento, ao contrario das duas fa-
ces integradas no algoritmo VF;
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203 |4

Conectividade

X, — k-¢simo elemento global

- Volumes de controle
N, — i-ésimo né global
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=
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Matriz Rigidez Local de X,
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e

Matriz Rigidez Local de X,

Coluna

EEEEEEEEE

Figura 13: Montagem da Matriz Rigidez Local. A partir dos pares de nos do domi-
nio sdo montadas as matrizes rigidez locais (5 exemplos de pares sdo mostrados,

(Nd, Nd)’ (Naa Nb)> (Nb’ Na): (NC’ Ng) e(Ng’ NC))'
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INiC1IO

Resgata dados:
Malha;

Material;

Condigdes de fronteira.

v

> Contar sobre elementos

k=1 até nelem (Elem)
Contar sobre nés locais

—®| j =1 até nne (Principal)

bJaCalcCampo := NAO —<|

> Contar sobre nés locais

i =1 até nne (Secundario)
. Qual
-— Galerkin método VF

Armazena na Matriz Global
+K11, +K12, +K21, +K22, +f1 e +f2

-
L NAO
B N;\o

SIM

v

FIM

Figura 14: Algoritimo computacional de montagem da matriz rigidez global.

- Para a sub-rotina Galerkin, a avaliagdo do polindmio é ponde-
rada através de uma fungdo peso, dai a indicagdo na figura
para o “Dominio nodal” com gradiente das fun¢des peso, o
qual possui coloragdo variavel, indicando a variagdo da pon-
deragdo dentro do dominio Nodal. Por outro lado para deter-
minacdo dos coeficientes nodais a sub-rotina VF também de-
fine um “Dominio Nodal” onde a funcdo peso € constante e
igual a um. Sendo esta a segunda diferenc¢a principal;
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Algoritmo VF Algoritmo Galerkin

INICIO

» Contar sobre faces Integrar sobre o Elemento
m=1até2 K11,K12,K21 e K22

v

Integrar sobre a face
+K11, +K12, +K21 e +K22

bJaCalcCampo?

bJaCalcCampo?

SIM

NAO Integrar sobre o SVC
; Determina f1 e 2
BjaCalcCampo = SIM

SIM Integrar sobre o SVC | /

Determina f1 e f2
BjaCalcCampo = SIM < FIM >

SIM

FIM

Figura 15: Sub-rotinas VF e Galerkin.

- Para o EbFVM um Volume de Controle bem definido existe

para cada n6 da malha. Ele é composto pelos Sub-Volumes de
Controle (SVC), retirados um de cada elemento que contenha
o no principal. No exemplo da Fig. 16 tem-se 3 elementos
que contém o no principal N., portanto o volume de controle
¢ formado por 3 SVC's. A coloragdo constante utilizada, tanto
para o Volume de Controle como para o “Dominio nodal”, in-
dica que o peso atribuido aos efeitos € igual a um e isso foi
melhor apresentado na Fig. 9;

Para Galerkin um Pseudo “Volume de Controle” existe para
cada n6 da malha, estes volumes se sobrepde uns aos outros,
porém essa sobreposi¢do ¢ definida juntamente com as fun-
¢oes peso que ponderam os valores integrados. Ainda: quanto
mais proximo se esta do né principal, maior a ponderag@o dos
efeitos elasticos do dominio para dentro do coeficiente pro-
priamente dito. Assim pontos muito distantes do nd principal,
influem pouco sobre o coeficiente nodal, ao contrario, pontos
mais proximos tem uma maior influéncia. E isso que se quer
mostrar com o “Dominio nodal” com gradiente das fungoes
peso, indicado na Fig. (24b). Ainda, no exemplo da Fig.16,
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tem-se 3 elementos que contém o né principal N., portanto o
Pseudo volume de controle que este n6 principal representa, é
formado por 3 “Dominios nodais” com gradiente das fungdes
peso os quais sdo melhor ilustrados na Fig. 10.

Exemplo: N6 Principal N, e N6 Secunddrio N,

X — k-ésimo elemento ’ “Dominio Nodal”
N, — n-¢simo n6 global » “Dominio nodal” com fungdes peso
' Volume de controle == Face onde hd integragio de fluxo

> Pseudo volume de controle % Pontos de integracdo

Centro da face

Centroide

z x (a) (b)

Figura 16: Subdominio de integragdo para rotina EbFVM em (a)
e rotina Galerkin em (b).

3.1.6  Visio GERAL SOBRE A DISCRETIZACAO
Por fim, nesta sec¢do, antes de realizar a discretizagdo propria-

mente dita (sec¢do 3.2) é importante ter-se uma visdo mais geral sobre
o0s pontos ja citados e outras etapas utilizadas da algebra e do calculo.
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Tabela 3: Comparagdo da discretizagéo utilizando o EbFVM e o FEM.

Descricao

EbFVM FEM

Simbolo (EbFVM, FEM)

Equacgdo governante

Conservagao

div[o] + {b} = {o}, {ii} = {0}

2 | Discretizar dominio Em ¢ pontos N;
3 | Subdominios Volumes ‘ Elementos Hy , X
4 | Coordenadas globais Cartesianas z0y
5 | Coordenadas locais Generalizadas rOs
6 |nt iedad [Forga] / [Volume]

ntegrar propriedade : -

SHarprop Jy @l (divlo] +{b} — p{ii}) dV = {O}
Matriz Fungdo de
7 | Func¢io peso identidade | parametri- [¢]
1] zagio [¢]

8 | Conceito da derivada | Dispensa- Aplica

do produto vel div ([¢][o]) = div[¢][o] + [¢]div][o]

Teorema da divergéncia divITdV = T o {ds
o Toorema Jy div[T)aV = [4[T] o {ds)
10 | Relagdo constitutiva [o] = [B] +[C] : [¢]
11 | Relagdo cinemética ] = 1 (V{u} + V{u}7)

Aproximagio da deriva- Utiliza fungdes de interpolag@o para obter:
12 da do desl Qu” Qu” Jv* , dv”

a do deslocamento 9z oy oz © oy
13 | Matriz rigidez nodal Sim (KN
14 | Matriz rigidez local Sim [K]®
15 | Matriz rigidez global Sim [K]
16 | Percorrer por elementos Sim k-ésimo elemento
17 | Conceito de né principal Sim N;

A discretizagdo do dominio €2 em subdominios € a etapa inicial
do processo de solugdo. Durante a discretizacdo € obtida uma relacdo al-
gébrica entre os nds. Esta relagdo se da entre o N6 Principal (nd sobre o
qual esta sendo feito o balanco da propriedade, neste caso a quantidade
de movimento) e o N6 Secundario. Para se obter essa relagdo procede-se
com virias etapas, onde se recorre a Algebra Linear ¢ ao Cdlculo para
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localizar os coeficientes desta relagdo. A Tab. 3 apresenta as principais
etapas da Discretizagdo do EbFVM e do FEM.

Além das diferengas apresentadas nos algoritimos citados na sec-
¢do 3.1.6, na Tab. 3 pode-se observar que os dois métodos também dife-
rem na necessidade do conceito da derivada do produto, que quando
aplicado ao FEM “retira” o divergente de sobre o tensor tensdo e o colo-
ca sobre a fungio peso [¢].

3.2 A Discrerizacio No Espaco b ELemEeNnTos Finiros — S”

A equacgdo do movimento de Cauchy,
f(x)+V-0=0 (30)

descreve o movimento dos pontos de um meio continuo ao qual chamar-
se-a de dominio, logo a propria equagdo, ¢ continua nesse meio. Assim
discretizar esta equagdo significa providenciar uma solugdo (mesmo
que aproximada) para determinados pontos discretos (escolhidos conve-
nientemente). Estes pontos discretos, por sua vez, sdo tomados de tal
maneira, a formarem elementos os quais representam partes do domi-
nio.

As subsecdes seguintes descrevem em detalhes a discretizagdo
através do FEM-Galerkin ¢ do EbFVM que ¢ foco do presente trabalho.
A finalidade de apresentar a discretizagdo FEM-Galerkin, é para tragar
um paralelo entre as duas discretizagdes, localizando todos os pontos em
comum, o que facilitard uma implementacdo do EbFVM em codigos
existentes de FEM.

O FEM ¢ utilizado com frequéncia em problemas de mecénica es-
trutural, bem como em problemas ndo lineares estaticos ou dindmicos,
mecanica dos fluidos, electromagnetismo, transmissao de calor, filtragdo
de meio poroso, campo elétrico e acustica, entre outros.

Varias aproximagdes podem ser usadas para transformar a formu-
lagdo fisica do problema para uma formulagdo discretizada utilizando os
Elementos Finitos. A formulagdo matematica do problema ¢ definida por
uma equagdo diferencial acompanhada pelo método mais utilizado para
formulagdo com Elementos Finitos, o Método de Galerkin. Por outro
lado se o problema fisico puder ser formulado como uma minimizagao
de um funcional, a Formula¢do Variacional das equagdes de Elementos
Finitos ¢ usualmente utilizada.
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3.2.1  FORMULAGCAO VARIACIONAL

Apesar de ndo ser utilizada no trabalho, esta formulagéo sera bre-
vemente comentada. Esta formula¢do ¢ também conhecida como méto-
do de Rayleigh-Ritz, pois foi apresentado por Rayleigh em 1877 e rede-
finido com rigor matemadtico por Ritz em 1909.

Como exemplo sera tomada a formulagdo variacional, para certo
problema genérico. A formulagdo consiste em encontrar a fungdo f (x)
que minimiza o funcional

F(a,f fa) = [[7 1 (2, f, fz) do €2))

onde F' ¢ o funcional, I o integrando, x; ¢ x2 os extremos do dominio
do problema e f, a derivada primeira da funcdo f. Para a elasticidade,
um funcional comumente adotado para minimizagdo ¢ o da energia po-
tencial total, IT, definido por

M=3[,0Ted)— [(ulfdQ— [ultdl — ZuiTPi (32)

onde u o campo de deslocamentos, f a forca distribuida por unidade de
volume (forgas de corpo), t representa as forgas na superficie (forgas de
contato e a pressdo), P; representa uma forga agindo em um ponto i e
por fim o e e representam respectivamente o vetor tensdo e o vetor de-
formagdo. No lado direito da Eq. (32), o primeiro termo representa a
energia de deformacao eléstica devido as tensdes internas do material, o
segundo representa a trabalho devido a agdo das forg¢as de corpo, o ter-
ceiro a trabalho devido as forgas de superficie e o quarto a energia devi-
do as forcas pontuais. A Fig. 17 mostra os elementos utilizados no equa-
cionamento da trabalho potencial II.

No entanto, o método de Rayleigh-Ritz apresenta alguns inconve-
nientes que desestimulam seu uso frequente:

» Exige a existéncia de um funcional que na maioria das aplica-

¢Oes da engenharia é de dificil obtengdo (por exemplo as equa-

¢oes diferenciais com derivadas de ordem impar);

+ E dificil ou praticamente impossivel, obter um conjunto de fun-

coes (base) que satisfagcam as condi¢des de contorno quando o

dominio é geometricamente complexo.

Assim sendo, neste trabalho o método de residuos ponderados
sera utilizado.
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Figura 17: Corpo tridimensional (CHANDRUPATLA, 1991, p. 3)

3.2.2  Mgtropo pos Resibuos PONDERADOS

Se a equacdo diferencial governante ¢ linear, pode-se escrevé-la
conforme

Au=b (33)

onde A ¢é um operador linear, u ¢é a variavel (dependente) € R?, b o ve-
tor excitagdo € R?, que pode conter por exemplo forgas de corpo e/ou as
forgas de inércia. Esta equagio ¢ definida para um dominio Q € R? cuja
fronteira é I'. Sobre esta equagdo diferencial linear pode-se aplicar o
conceito de residuos ponderadas para obter uma solugdo aproximada
para a variavel u.

Como a solucdo u(z,y, z) exata é desconhecida, busca-se entao
aproxima-la por uma solugdo u*(z, y, z) definida como uma combinagio
linear de um conjunto de fungdes previamente selecionadas podendo ser
escrita conforme

urut=¢iQi, (34)

onde ¢; sdo fungdes basicas, normalmente polinémios (mais comumente
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lineares ou quadraticos) dependentes da posi¢do espacial e linearmente
independentes entre si, Q;, sdo coeficientes a serem determinados e i va-
ria de acordo com o nimero de coeficientes utilizados. Assim u € R3 e
u* € sk,

Substituindo-se a solu¢do aproximada na equagdo diferencial,
esta por sua vez, na maioria dos casos, ndo sera satisfeita completamente
gerando um residuo conforme

Au*—b=r+#o, (35)

sendo que r ¢é o residuo oriundo do fato da equacdo ndo ser totalmente
satisfeita. Uma vez definida a equacdo diferencial, a solugdo aproximada
e o residuo, é possivel aplicar o método dos residuos ponderados.

A ideia do método ¢ ortogonalizar os erros r em relagdo a deter-
minadas fun¢des w; (ainda ndo definidas), assim a projegdo destes erros
em relacdo a estas fungdes € zero. A condicao de ortogonalidade ocorre-
rda quando o produto interno de r por W no dominio 2 for nulo, dessa
forma pode-se escrever:

(W,r)= [W-rdQ2=o, (36)
Q
que ¢é equivalente a dizer que o erro residual é zero no sentido médio

ponderado. E esta ponderagdo ocorre em relagdo a funcdo peso w; que
pode ser escrita conforme:

w; 0 0
W = 0 w; 0 | (37)
0 0 w

Finalmente pode-se definir um conjunto de fungdes peso de acor-
do com diversos métodos, por exemplo: Método de Galerkin, Método
dos Momentos, Método da Colocac¢do de Pontos e Método da Coloca-
¢do de Subdominios (ZIENKIEWICZ, TAYLOR e ZHU , 2006, p. 61).
Neste trabalho serdo utilizados o Método de Galerkin e o Método da Co-
locacdo de Subdominios, sendo este tltimo, idéntico ao EbFVM.

32.2.1 O Método de Galerkin

O Método de Galerkin origina-se na aplicagdo do Método dos Re-
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siduos Ponderados, onde as fun¢des peso w; sdo as proprias fungdes ba-
sicas ¢; utilizadas na solugao aproximada u*.

Uma vez que as funcdes bésicas sdo utilizadas para montar a so-
lugdo, elas (juntamente com os coeficientes ;) sdo a solucdo (aproxi-
mada) da equagdo diferencial linear. E quando se tem uma fungéo orto-
gonalizada em relacdo a outra, ocorre que a proje¢do de uma sobre a ou-
tra € nula, assim, ao se ortogonalizar a fun¢do que define os erros (no
caso o residuo r) em relagdo a solugdo u*, a projecdo do erro na dire¢ao
da solugdo ¢é nula.

O residuo ¢ definido pela Eq. (35) e as fungbes peso sdo as pro-
prias fungdes basicas entdo a condi¢do de ortogonalidade ocorrerd quan-
do o produto interno de r por ¢, no dominio 2 for nulo (LANG , 2003,
p. 142), dessa forma obtém-se:

(W,r) = (¢j,r) = [¢;rdQ2 =0 com j = L.nypu, (38)
o)

que sera o ponto de partida para todo processo de discretizagdo para o
FEM.

3.2.2.2  Método da Colocacdo de Subdominios

Este método também tem origem na aplicacdo do Método dos Re-
siduos Ponderados, porém agora com as fungdes peso w; = 1 conforme

(W,r)=(I,r) = fQIrdQ =o, (39)

onde I ¢ a matriz identidade. Tomando este tipo de fungdo peso, impli-
cara que durante o processo de ortogonalizacdo, o foco sobre o equili-
brio se dara na fronteira dos subdominios, ao contrario do Método de
Galerkin, que busca este equilibrio (ponderagdo) ao longo de todo domi-
nio. A Eq. (39) sera o ponto de partida para todo processo de discretiza-
¢do para o EbFVM.

323 OEspaco R3e S

Supondo um meio continuo no espaco R?, ilustrado na Fig. 18.
Onde 2 e I' sdo o dominio e a fronteira respectivamente ¢ P ¢ uma posi-
¢do de um ponto.

A partir de 2, deseja-se obter um dominio aproximado, Qrg, no
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espaco de elementos finitos, S”, para isso, tomam-se pontos discretos de
interesse para representa-lo. Esses pontos discretos sdo chamados de nés
e aos agrupamentos destes pontos, formando subdominios, chamar-se-ao
elementos. Isto ¢ ilustrado na Fig. 19, com a indicagdo S, o qual é
composto por 3 elementos.

Os elementos representam portanto o dominio discreto e sdo
agrupados na Matriz Conectividade, que contém a informagdo sobre
quais nés formam cada elemento. Em cada elemento ¢ utilizada a nume-
ragdo local ¢ = 1..n,,y. O sentido AH é adotado para esta numeragao.
Assim, tanto a matriz conectividade como o sentido de leitura deve ser
preservado para manter coeréncia com as fungdes de parametrizacdo ¢;
e as fungdes peso w;.

r Outra informacdo importante a ser ar-
mazenada sdo as coordenadas dos nds
no espago R?, pois sdo elas que fazem a
ligagdo entre o R® e S*. Ainda na Fig.
19, a numeracdo N; representa o i-ésimo

no.
Também observa-se que na discretiza-
Y ¢do, informagdes sdo perdidas na fron-
teira, o que ¢ devido a dificuldade em
o Z X representar fronteiras curvas através dos

elementos finitos. Portanto quando dese-
ja-se descrever a fronteira com maior
precisdo, deve-se tomar mais nés sobre
esta e como consequéncia mais elementos serdo gerados.

Quanto a equacdo governante, Eq. (30), todos seus termos, estdo
expressos no sistema cartesiano {i,j,k} do espago R3. A este sistema
chamar-se-4 de sistema de coordenadas globais. Assim a solucdo de N ¢é
u, € esta ¢ uma aplicagdo definida em R?, u = u (z, y, 2).

Porém muitas das dedugdes que serdo apresentadas sdo para o
elemento (subdominios) X com k = 1..n¢iem, Onde Neler, rEpresenta o
numero de elementos. Como os elementos sdo sempre quadrilateros
(para 2D, podendo ser também tridangulos) normalmente de tamanhos
e/ou propor¢des diferentes, pode-se parametrizar este quadrilatero utili-
zando um sistema de coordenadas apropriado, o qual ¢ normalmente
chamado de sistema de coordenadas locais, ou seja, um sistema que
possa representar a distribui¢do de qualquer propriedade e até mesmo as
proprias coordenadas globais dentro do elemento, através do valor que

Figura 18: Meio continuo.
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esta propriedade tem sobre os nos do elemento.

Matriz Conectividade
Sub-dominios - Pontos discretos

no local = 1 120 3% 14

Dominio Q_,
A

Dominio 9

X, - N, N. N, N,
Xb' Na Nb Ng Nc
X.- N, Ng Nf N,

"

Sentido de leitura dos nos

Elemento X
PR ¢ y
N 4
(6]

30 Infofmacées perdidas
na fronteira /-

N 2 ~*Sentido de leitura dos nods.

Figura 19: Meio continuo e discreto.

Esta decisdo de se parametrizar o elemento ¢ essencial quando
existirem integrais a serem feitas sobre elementos distorcidos, ou seja,
elementos que ndo sdo retdngulos perfeitos (para 2D) ou prismas retos
de base retangular (3D). Ainda, com a parametrizacdo de determinada
regido, normalmente modifica-se a forma desta, que para o presente es-
tudo a modificagdo consiste em transformar um quadrilatero convexo
qualquer em um quadrado convenientemente escolhido com lados
iguais. Outra excelente caracteristica da parametrizagdo ¢ a facilidade
em obter-se valores interpolados, ou seja, em qualquer posi¢ao dentro do
elemento, através dos valores nos vértices do elemento. Toda parametri-
zacdo do elemento quadrilatero esta detalhada no apéndice D.

Agora, com estas partes (os elementos) discretas e parametriza-
das, todo dominio e fronteira do problema serdo analisados como uma
composi¢do de n.em elementos. Em outras palavras, todo problema
pode ser escrito sobre este novo espago vetorial formado pelas fungdes
que parametrizam o elemento.

3.2.4 O Mzropo pE Resipuos PONDERADOS APLICADO SOBRE A EQUACAO DO
MovimenTo DE CAUCHY

A sec¢do 3.2.2 abordou o Método de Residuos ponderados aplica-
do sobre uma equacao diferencial linear qualquer, porém nesta sec¢do o
método serd aplicado sobre a Equagdo do Movimento de Cauchy, Eq.
(30). Ao se escrever esta equagio no espaco S para o dominio Qrg, é
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possivel obter-se a solucdo u*, a qual podera ser exata em Qpp, porém
sempre aproximada em §2, assim quando esta solugdo for substituida na
Eq. (30), considerando-se o dominio €2, ird resultar num residuo r, o
qual foi visto na Eq. (27). A ortogonalizando deste residuo, em relacdo a
determinada func¢do peso W, ja foi detalhada nas sec¢des 3.1 € 3.2.2, a
qual é conseguida para o dominio Qg por

<W,I‘>: f WrdQFE:O (40)

QrE

Substituindo r pelos seus respectivos termos, os quais sdo vistos
na Eq. (27), exceptuando-se o termo de inércia, obtém-se

[ WV dQpp + [ WE(x)dQprg =o0. (41)

QFE QFE

Mas o operador V (divergente) pode ser integrado por partes con-
forme obtendo-se

WVo* =VWo* — VW . o*. (42)
Desta forma, substituindo WVo™* na Eq. (41) obtém-se

f VWo* dQrg + f (-1)VW . o* dQpp+

QFE QF‘E
+ f Wf(X)dQFEZO. (43)

QFE

Nesta equagdo pode-se observar que o primeiro termo possui o operador
Vsobre o campo de tensdes. Para prosseguir com as dedugoes, o calculo
apresenta o Teorema da Divergéncia de Gauss no Espago (apresentado
no apéndice D). Aplicando este teorema o operador V ¢ retirado de so-
bre o campo de tensdes levando a Eq. (43) a assumir a forma

[ Wo*dQrrg + [ (—I)VW.U* dQrp+

QrrE QFE
+ f Wf(X)dQFE:O’ (44)

QrE

onde Qrpp representa a fronteira do dominio Qr g e devido a aplicacdo
do Teorema da Divergéncia, dS2rpp representa um vetor diferencial de
area, o qual aponta para fora do volume.
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Conforme definido, Qrp representa todo dominio, € a depender
do método, este ¢ dividido em ncjen, elementos, ou n,:, volumes de
controle, onde n,.;; ¢ 0 nimero de pontos globais (nds) utilizados na
discretizacdo do dominio. Assim, conforme a Fig. 19, pode-se represen-
tar Qpp como a unido de todos elementos Xy, ou conforme a Fig. §,
como a unido de todos volumes H;. Isso € representado por

Nptsg
A= Opp = Z Hj
Jj=1

Nelem
QA= Qpp = Z Xy
k=1

. (45)

Portanto, as integrais sobre Qrr na Eq. (44), podem ser divididas
€M Nelem OU Nypisg Partes, passando a ser sobre H; ou Xy, conforme a
técnica a ser utilizada, assumindo assim a forma da Eq. (46) para X} e
da Eq. (47) para H;. Sendo estas as equacdes que serdo utilizadas nas
discretizagdes pelo FEM-Galerkin e pelo EbFVM respectivamente.

Nelem
ZZ lf Wo*dXir + f (-1) VW . o*d X+
Xk

k=1 | Xyr
(46)
+ [Wf(x)dX| =0
Xk
>l [j Wo*dHr + [ (1) VW . o*dH;+
J=1 | Hjr Hj
(47)

+ [ Wf (x) de‘| =o0
H;

3.2.5 Arricacio po EbFVM A ELasticiDADE PLanA

A aplicagdo do FEM-Galerkin a elasticidade plana é apresentada
no apéndice B, assim algumas equacdes citadas nesta sec¢do e/ou em
outras podem ser encontradas neste apéndice.

No EbFVM, o dominio é o volume, representado aqui por H; e a
funcdo peso para este dominio ¢ constante e igual a um. Assim W assu-
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me o valor da matriz identidade I, conforme:
1 00
W=I={[{0 1 0]. (48)
0 0 1

Prosseguindo com a ortogonalizagdo do residuo, porém tomando
somente o i-ésimo termo da somatodria da Eq. (47) e substituindo-se W
por I obtém-se a Eq. (49).

[Io*dHi + [ (~1)div(T)o*dH; + [1f(x)dH; =0 (49)
H;r H; H;

O primeiro termo desta equagao refere-se as forcas sobre as fron-
teiras do volume. O segundo termo representa o comportamento dos es-
forcos eldsticos no interior do volume, ponderados sobre o divergente da
fungdo peso, que por sua vez é nulo ja que esta é constante, o terceiro
termo refere-se & ponderagdo das forcas de corpo no interior do volume.
Além disso, nomeando-se o terceiro termo como termo fonte b, pode-se
escrever as equagoes

f 0’;-(]- de[‘j = bl c (50)

Hyr

b =—[ [fiedzdy . 51
Sk

Nestas o diferencial de volume dH; foi representado por e dxdy,
onde e ¢ a espessura constante do dominio, Sy representa a area do VC
no plano xOy com espessura constante e, os indices ¢ e j variam de 1 a
3 e representam as componentes na dire¢do Oz, Oy e Oz, k representa o
k-ésimo volume.

A 4rea na fronteira dHjr, tem origem a partir do produto vetorial
do vetor que representa o diferencial de comprimento dL ao longo da
fronteira do VC (percorrendo esta no sentido anti-horario) com o vetor
que representa a espessura constante do dominio, e = ex = (ez, €y, €5).
Portanto o diferencial de area assume a forma

de[‘j = ejndenep N (52)
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onde €y, representa o tensor alternante e substituindo a Eq. (52) na Eq.
(50) obtém-se

§ J;j ejnpeden = bl . (53)
Hyr

O proximo passo, ¢ parametrizar as equagoes (51) e (53) de tal
forma a expressar a integral em fun¢do dos pardmetros r ¢ s. Outro as-
pecto importante é que percorrer o VC de forma completa significa visi-
tar todos os elementos que contribuem na composi¢do do VC. Isto de
certa forma também ¢é feito na metodologia utilizada no FEM-Galerkin,
pois no momento da montagem do sistema global de equagdes, todos
elementos que possuem determinado no, devem ser visitados para que a
equacdo global deste no esteja completa, portanto a completude da equa-
¢do global de determinado n6 ¢ atingida indiretamente no momento da
montagem do sistema global de equagdes. Portanto, de forma semelhan-
te ao FEM-Galerkin, apenas a contribui¢do de um elemento sobre o VC
sera computada.

X -
(fronteira)
CcC

& Sobre ponto discreto pode-se ter valor prescrito

FEM

& Sobre a fronteira pode-se ter fluxo prescrito

A

o [
(fronteira)

Ponto discreto

A4

7 (fronteira)
o

p x
Figura 20: Dominio discretizado em volumes e as partes de um VC centrado no
vértice.

Portanto, ao invés de computar a integral sobre o VC completo,
Sk, € sua respectiva fronteira, Hyr, percorre-se apenas a parcela que per-
tence a determinado elemento que contribui para a formagdo do VC,
sendo essa parcela chamada Sub-Volume de Controle (ver Fig. 16). Ape-
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sar deste conceito ter sido explanado em secgdes anteriores nesta secgao
o mesmo sera detalhado, e para tanto a Fig. 20 mostra um SVC e sua
montagem. Nesta figura é mostrado um dominio discretizado com 7 nos
(Na, Ny, N¢, Ng, Ne, Ny € Ng) que compde 3 elementos (X, X5 € Xe).
Os volumes de controle (H,, Hy, H., Hq, H., Hy € H,) sdo em numero
de 7, ou seja, cada no representa um VC. Tomando como exemplo o VC
H., este ¢ composto por dois sub-volumes de controle, um proveniente
do elemento X, e outro de X..

No elemento, o SVC ¢ definido pelas retas que unem o centroide
(C) do elemento ao centro da face (cf; e cfz). Em termos de geometria,
e em coordenadas globais, esse procedimento aparenta certo grau de
complexidade, porém, devido a parametrizagdo e para o elemento qua-
drilatero, tem-se o centroide nas coordenadas C = (r;s) = (0;0) e o
centro da face nas posi¢des cf; = (0;1) e cfa = (1;0). No caso do FEM,
a integragdo principal ¢ feita sobre todo dominio do elemento, mas no
caso do EbFVM, essa integracdo ¢ feita apenas nas faces (c¢f; — C e
C — cfs) do SVC, sempre observando o sentido de percorrer a fronteira
adotado (aqui AH).

No EbFVM tem-se 0 mesmo conceito de no principal e nd secun-
dario, ou seja, o n6 principal recebera a influéncia de outro n6 secunda-
rio no equacionamento de seu equilibrio. Na Fig. 20, o SVC destacado
tem no principal N, e secundarios N,, N., Ny e o proprio N.. A relagdo
entre dois nos ird gerar o sistema nodal, e ¢ este sistema que serd deter-
minado nesta sec¢do. Portanto, a atencao deste ponto em diante, ndo sera
mais sobre todo o VC, mas apenas sobre um SVC, assim a partir das
equacdes (53) e (51) utilizar-se-a

K" = f Ufj €jnpepdLy, (54)

Livey,

v =— [ [ fiedzdy (55)
S

svelk

onde K" e b" representam apenas a parcela de influéncia de certo SVC
sobre o [-ésimo VC. Conforme a Fig. 20, nestas equagdes, Ly, € a li-
nha que percorre a fronteira do SVC, Hy,,,,, adicionalmente a integral
de linha fechada foi substituida por uma integral aberta, pois a integra-
¢do ocorrera somente nos trechos cf; — C e C' — cfs, além disso, esta
fronteira tem espessura constante e que para o caso do estado plano
e=(0,0,e;) =(0,0,¢), dL,, ¢é o diferencial de comprimento da linha
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que percorre a fronteira, o indice [ representa o no local que diz respeito
ao SVC e k representa o k-€simo elemento. Por fim, como as equagdes
(54) e (55) estao montadas para um SVC, a efetiva montagem do volu-
me de controle ocorrera somente no momento da montagem do sistema
global de equagdes.

Para prosseguir a discretizagdo ¢ necessario expressar a tensdo o;;

em termos dos deslocamentos. Para isso utiliza-se a Eq. (25), assim a
Eq. (54) assume a forma

K™= [ A{bey,,0i5 + [a+ (1 = D)blef;} €jnpepdLn . (56)
L

svepg

Em seguida substituindo-se o tensor deformac¢ao infinitesimal, Eij> pela
Eq. (5) obtém-se

Kr=A [ {bu},,0i+C (u; +u};)} €inpepdln . (57)
Lsvey,
Substituindo agora, os gradientes dos deslocamentos aproxima-
dos em fun¢ao dos valores nodais dados pela Eq. (B.135), obtém-se

Kr=A j {b u2”¢a/m5ij +C (ufl(ba/j + uéd)tl/i)} ejnpeden . (58)

LS’U{:lk

Esta ultima equagdo ¢ a menor unidade de relacionamento entre
as constantes eldsticas do material com os deslocamentos discretos para
um volume e devido o grande numero de indices, é interessante revisa-
los:

* i =1,2, sdo dire¢des principais, define a linha da matriz nodal,

direcdo em que o equilibrio da quantidade de movimento esta

sendo promovido. Este indice ¢é livre, portanto quando expandido
abre novas linhas, ou seja, equacdes de equilibrio em cada dire-
¢do principal, que para o caso 2D sdo duas, Oz e Oy;

* j=1,2 sdo dire¢des principais, define a coluna da matriz no-

dal, ou seja, se a contribui¢do ¢ de um deslocamento na direcdo

principal Oz ou Oy, aos quais chamar-se-4 mais adiante de des-
locamento u ou v respectivamente. Este indice ¢ repetido (indice
falso), pois €, multiplica cada um dos 3 termos dentro das cha-

ves, que por sua vez também possuem indice j;
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* m = 1,2, dire¢des principais. E um indice repetido (falso), e

serve para implementar o operador trac¢o visto no apéndice D

pagina 256;

* | = l..npq, define o né local principal, aquele a que se refere

a equacdo de equilibrio discreta. Este por sua vez é um indice li-

vre € gera uma nova matriz nodal. Onde np.s € o nimero de nos

locais (ou seja, por elemento). Este indice sera expandido apenas
em tempo de execucdo computacional;

* a = l..np, define o no local secundario, € o nd que gera in-

fluéncia sobre o n6 principal [. Este por sua vez ¢ um indice livre

e gera uma nova matriz nodal. Este indice sera expandido apenas

em tempo de execucdo computacional;

* k refere-se ao elemento que possui o SVC, e ¢ indicado na

equacdo apenas como orientacdo de que o SVC pertence ao k-

ésimo elemento;

* n=1.3¢e p=1.3 referem-se a diregdes principais e sdo indi-

ces repetidos. O fato de aparecer a direg@o principal 3 é decorren-

te do calculo da area através do produto vetorial, o que ndo impli-
ca em ter-se equacdes de equilibrio nas trés diregoes.

O proximo passo € expandir os indices ¢, j € m, a fim de obter a
Matriz Rigidez Nodal. Assim para m = 1..2 e i = 1, também lembran-
do que a espessura ¢ constante no dominio com componente apenas na
direcdo p = 3, ou ainda, e, = (0,0, e3) = (0,0, e;), expandindo o indice
n, que se refere as componentes do diferencial da face de integragéo,
tem-se a equag@o de equilibrio na dire¢do Ox:

Kr=A | { [b (u;(baq + Ugéﬁa’z) 01, +C (U(llﬁf?a’j + Ug¢a’1)]
Lovenr . (59)
(ej13e3dL1 + €jo3e3dL2)}

Nesta equacdo, €13 € €;23 somente terdo valores ndo nulos quan-
do seus indices ndo forem repetidos, portanto, as Unicas combinagdes
ndo nulas com o indice j sd0 €213 € €123. E certo que o termo entre col-
chetes deve manter coeréncia em seus indices com estas duas combina-
¢oes. Assim a Eq. (59) assume a forma
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Kr=A [ {C(uldwz+udan) e21zesdLi+
Foveu . (60)
{[b (ubdparr +uidar2) + C (ubtarr + ubdar1)] €123e3dLa}

Considerando agora o valor das componentes do tensor alternante
€213 = —1 € €123 = 1, representando a componente ez da espessura por e
obtém-se
K =eA | {—C (U¢11¢a’2 + u¢21¢a’1) dLi+
" , (61)

[b(uhdarr + u2dar2) + C (ubdarr + uldan)] dLo}

nesta equagdo, renomeando u' e u? para u e v respectivamente, reagru-
pando os termos que possuem u € v, mudando a nomenclatura dos indi-
ces 1 e 2 para = e y respectivamente e para manter a coeréncia com o
modelo discreto em FEM-Galerkin altera-se a nomenclatura dos indices
de a el para i e j respectivamente, obtendo-se

KI'=eA [ {=C(uidiry +vidira) dLy + [b(u;pirg + vidiry) +
Lsye.,

s . (62)

Para conseguir-se a uniformiza¢do da integral em qualquer for-
mato de elemento, recorre-se a parametrizacao deste . Para isso os dife-
renciais de comprimento dL, e dL, devem ser expressos em termos dos
pardmetros r € s, assim utilizando-se a Eq. (D.188) pode-se reescrever a
Eq. (62) conforme

K;L =eA f [((b+20) Yrr d)i’z _Cx"r d)z’y) dr+
Lsvey,

+((b+2C) yrs pire — Cars Giry) ds]} ui+
(63)

eA f [(_Cx’r ity +by’r ¢7,’y) dr+

Lave,

+ (_Cx/s itz +bYrs ¢i’y) ds]} Vi
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Os diferenciais de integragdo estdo no sistema local rOs, mas a
integral ocorre ao longo de uma linha, aqui definida por L,.,,, portanto,
como Ly, possui duas faces retas (f1 = cfy —C e fo = C —cfa, ver
Fig. 20) de integracdo, pode-se generalizar as integrais na Eq. (63) para-
metrizando estas em relagdo a uma reta conforme abordado no apéndice
D. Assim aplicando a Eq. (177) obtém-se a Eq. (64). Onde a variavel g,
¢ o parametro de integragao.

2
K2 =ed > {1 (©+20) s 600 = Car i) gt

+ ((b + 20) Yrs Qirg — Cag (bz’y) ﬁfm] dq} Ui+
(64)

2
eA Z—l { (]”fm” [(_Cx/r (bi’w + by’r (bz’y) Oéfm"’

+ (—C(L‘/s itz + by/s (bz/y) 6fm] dQ} Ui

Onde a somatoria em m representa as duas faces retas f; e f. Es-
tas sdo representadas nas integrais por f,, e seu comprimento absoluto
por ||f. |- O mesmo pode ser feito para a direcdo Oy, obtendo-se

2
£,
Kj=edy, {5 (bwrdie + Cyndiny) agmt

+ (=bwrsirs + Cyrsiry) Brm) dg}t uit
(65)

2
A S { N (Crbin — (04 20) 200 apmt

+ (C YrsPirte — (b + 20) x’s¢i’y) ﬂfm] dQ} U

Nas equagdes (64) e (65), tem-se:

* j = l..npq, apesar de ndo explicito nas equagdes define o no
local principal a que elas pertencem;

* i = l..nps, define o no local secundario;

* ¢, ¢ a espessura do estado plano;

* (' ¢édado pela Eq. (B.137);

* A,a,be D estiona Tab. 1.
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Os termos b, € b, por sua vez sdo obtidos a partir da Eq. (55). A
qual tem a parcela de contribuicdo de forgas de corpo (f;) e ainda pode-
se adicionar as forgas pontuais (F;, ,..,» que atuam sobre nos) e forgas
distribuidas (F;,,,,,,,)- Dessa forma, as equagdes para b, e b, jad com a
nomenclatura alterada dos indices assumem as respectivas formas

bZ =€ ff fm ”J” drds + Fﬂﬁan,uuz, + Fﬂﬁmsm-vzh © (66)

Seves

by =—e [ [ fy Il drds + Fypppiar + Fypicirs - (67)

svep

Por fim, as equacgdes (64), (65), (66) e (67) podem ser representa-
das pelo Sistema Nodal conforme definido no apéndice B Eq. (B.144).
Em outras palavras, a forma do sistema nodal é idéntico ao gerado pelo
FEM-Galerkin, por outro lado, para o0 EbFVM, as equagdes para o com-
puto das componentes de K™ e b™ diferem do FEM-Galerkin e sdo da-
das pelas equagdes

2
Kz, =eA X {0+ 20) g b = Cr dy) gt
m=1
((b + 20) Yrs ity — Cax, ¢i’y) ﬂfm] dQ}

2
fim
K;Lv =eA 2_:1{ 0H | [(_Cm’r ¢i’m + by’r ¢z’y) afm+

(_Cm’s ¢i’m + by’s ¢l’y) ﬂfm] dq}
(68)

2
Kgu =eA Zl { 0Hme [(_bx’r()bi’z + Cy’rfbi’y) afm+
(_bx’s¢i’x + Cy’s¢i’y) ﬂfm] dq}

Ky = eA S { I €y — (64 20) 2060, gt
m=1
(C y’s¢i’m - (b + 20) x’s(bi’y) /Bfm] dq}

b: = —€ f f fx HJH drds + Fxpon,t,uul + FﬂﬂDnu-ib
| (69)
by =—e [ [ fy ||l drds + F,

svejg

+ F

Pontual YDistrib
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Apesar de ndo explicito, em todo sistema nodal ¢ importante lem-
brar que este refere-se ao SVC do j-ésimo no local principal, pertencen-
te a um k-ésimo elemento. Assim para o elemento quadrangular

X -pi

NZ NI
= (-1;0) ¢ (1 0)—
r

Yoo

Figura 21: Faces f,,, para cada n6 local

principal em um elemento quadrilateral.

j=14.

O algoritmo computacional
devera determinar os valores de
lfm]l, fm € Bfm. Para elementos
quadrilaterais estes sdo facilmente
determinados pois sempre
Ifm]l =1 e apm ou B, sempre
assumirao os valores: 0,0, 1,0 ou
—1,0. Isso ocorre, pois a reta
sempre sera paralela a Or ou a
Os, no sentido destes, ou no sen-
tido contrario. A Fig. 21 junta-
mente com a Tab. 4 apresenta os
valores de ||f,, ||, afm € Bfm para

os 4 nods locais principais possiveis num elemento quadrilateral. Além
disso a integragdo numérica nas faces utiliza-se da regra de Gauss-Le-
gendre com um pi. Estes pontos também sdo indicados na figura e suas

coordenadas na tabela.

Tabela 4: Coeficientes para faces do SVC.

f) £
Né]%[(;cal i i
If2ll s | B | 7| s [lIfall|Qp| B v | s
N 0-1 013 10|50
N» 10 -3 0 ol1]0]3%
N ! 0/1]0]|-2 : -1/ 0|-%] 0
Ny -1/0 3]0 0 |-1]0|—3

Por fim, ¢ interessante observar as similaridades entre os termos
das componentes de K", pois yi. ¢irw , Ty Qiry » Yrs Gira » Trs Giry
Ty Qirg > Yrr Giry » T1s Pirgs » Yrs Giry € (b + 2C) se repetem. Essa observa-
¢do ¢ util quando deseja-se diminuir o tempo de processamento das

componentes.
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Figura 22: Montagem do sistema global a partir do sistema nodal.
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32.6 MonTtaGeEM DA Matriz RiGiDEZ E TERMO FoONTE GLOBAL

Os sistemas nodais determinados para EbFVM e FEM-Galerkin,
sdo idénticos na forma e na indexag@o dos nds locais, globais e elemen-
tos. Desta forma ambos foram representados pelo sistema genérico dado
pela Eq. (144). Lembrando que este sistema esta vinculado a um k-ési-
mo elemento, j-ésimo no principal e i-ésimo n6 secundario. O processo
de discretizagdo gera um sistema global de equagdes conforme

Ku* =b (70)

A Fig. 22 apresenta de maneira esquematica a montagem do siste-
ma global de equacdes, com base no sistema nodal e na matriz conecti-
vidade. E mostrado também o sistema a nivel de elemento, mas este ndo
necessariamente deve ser montado para montagem do global. Também
pdde ser visto que: o algoritmo de montagem do sistema global é o mes-
mo tanto para o EbFVM quanto para o FEM-Galerkin (ver figuras 14 e
15). A unica diferenca entre ambos reside nas equacdes de computo das
componentes de K™ e b".

Um cuidado adicional deve ser tomado com relagdo ao computo
de b, e by, pois este é calculado uma Unica vez para cada j-ésimo nd
principal. Isso ja foi explicitado no algoritimo da Fig. 15, para o EbFVM
¢ o FEM-Galerkin na variavel de estado bJaCalcCampo.

3.3  Cowmruro pas TENSOES

As tensdes t€m origem a partir do gradiente do campo de desloca-
mentos, assim sua importancia na verificagdo deste gradiente e sua apli-
cacdo no projeto de determinado elemento estrutural ¢ indiscutivel.

O gradiente é obtido através do pos-processamento do campo de
deslocamentos com os assim chamados Esquemas de Recuperagdo de
Tensoes, sendo os mais comuns: Computo Direto no N6 (CDN), Extra-
polacdo (Ex), Suavizagdo Local (SL), Suavizagdo Global (SG), “Super-
convergent Patch Recovery” (SPR) e “Patch” Nodal para Deslocamento
Linear (PNDL).

Por fugir dos propositos centrais do presente trabalho estas técni-
cas sdo descritas no apéndice C.
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4 RESULTADOS

este capitulo serfo descritos e aplicados alguns testes padrdes

frequentemente utilizados na validagdo de modelos baseados

em elementos finitos. Além disso sera avaliado o comportamen-
to do método frente a alguns problemas propostos entre outros aspectos.

4.1  Testes PADROES

411  Parcw Test®

O objetivo do Patch Test é verificar a consisténcia do método, o
processo de discretizagdo e avaliar a implementagdo computacional.

A condicao de consisténcia (ZIENKIEWICZ, TAYLOR e ZHU,
2006) a qual requer que no limite, quando h (tamanho do elemento) ten-
de a zero, a aproximagdo em volumes finitos, Eq. (70), deverd modelar
exatamente a equacdo diferencial Eq. (30). Considerando que a equagéo
discretizada (Eq. (70)) foi obtida com uma ordem do erro p > 2, a apro-
ximacao devera reproduzir exatamente um problema proposto com
qualquer forma linear de u*, da mesma forma que u* — u quando
h — 0. Este requisito ¢ testado pela atual interpretagdo do patch test
mostrado na Fig. 23, o qual ¢ avaliado para o EPT com E = 1000 Pa e
v=20,3.

43 Resultados foram divulgados no ECCOMAS CFD 2010 (FILIPPINI et. al, 2010).
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Serdao considerados na andlise os patch tests A, B, C e Simples-
elemento. Nestes sera utilizada a solug@o para o deslocamento dada por

u=0,0014z

u(z;y) = { v = 0,0052z + 0,0014y ]

o (r;y) = [Pa]

e para o patch test C com elemento distorcido serd utilizada a seguinte
solucao

u(zy) = u = 0,0020x (]
Y= v =—0,0006y

(72)

o (r;y) = [Pa]

4.1.1.1 Resumo da Aplicagdo e Interpretagdo de cada Teste

Parcu TestT A

Neste teste sdo inseridos os valores exatos do deslocamento no
valor u}, para cada equacdo do sistema linear de cada né a pertencente
ao interior do dominio. Entdo o sistema linear, passa no teste caso da
seguinte identidade

Kiju; — bz =0 (73)
de tal forma que seja satisfeita para i = a de acordo com a Fig. 23a. Esta
identidade € a representagdo indicial da Eq. (70) onde i = 1...2 X nypg,
J =1..2 X nypeg, K s80 as componentes da matriz rigidez global, b; as

componentes do vetor forga e u} representa o deslocamento u* ou v*

conforme o valor de j, caso j € [1;nypi,), €0td0 uj refere-se a u* e caso

. . * *
J € [Mnptg + 152 X nipprg], u refere-se a v*.
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4N
>
4N

2204

2N

(d)

Figura 23: Patch de elementos para: (a) Patch test A ¢ B, (b) Patch test C, (¢)
Simples-elemento e (d) Patch test C com elementos “degenerados”.

Parcu Test B

Neste teste somente os valores de u, correspondentes as frontei-

ras do patch sdo substituidos no sistema linear e a partir dai os valores
de u, para o interior do dominio sdo determinados através de

bi — (1 — (SZJ)KUU;
* = 4
u; o o (74)

onde i = a conforme a Fig. 23a. Considera-se que o teste foi bem suce-
dido se u, calculado for igual ao valor exato.

Ambos os patch tests (A e B) verificam somente se a equacao di-
ferencial ¢ satisfeita para o interior do dominio. Portanto nada ¢ verifica-
do quanto a aproximagdo nas fronteiras ¢ ¢ justamente este aspecto que
serd abrangido adicionalmente pelo teste C.
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Parcu Test C

Neste teste um patch de elementos ¢ montado como nos testes A e
B, mas agora também com condi¢gdes de contorno naturais prescritas
(forgas prescritas). Na Eq. (70) é fixado o minimo niimero de parame-
tros u* com valor prescrito necessarios para obter uma solucéo fisica va-
lida, i.e., que elimine o movimento de corpo rigido. A solugdo ¢ entdo
localizada para os demais valores de u*. Por fim, o teste é bem sucedido
caso estes valores localizados sejam iguais aos valores exatos.

Como este teste verifica o dominio e a fronteira, ele é necessario

e também suficiente para garantir a convergéncia com o refino da ma-
lha.

OBSERVACOES PARA 0S TESTES A, BE C

E claro que nos trés testes a identidade e/ou igualdade nunca é
plenamente satisfeita devido aos arredondamentos e/ou truncamentos e
isto deve ser levado em consideragdo quando as comparagdes sao feitas.

Como o campo de deslocamento escolhido (Eq. (71) e (72)) é li-
near e as fung¢des utilizadas no mapeamento dos deslocamentos sao line-
ares, o resultado obtido pelo método numérico deve ser sempre “exato”
(mantidas as observagdes citadas no § anterior) o que significa que o
método passou no respectivo teste.

Passar nestes testes significa ndo somente ter-se a convergéncia
garantida, mas também que a discretizacdo e implementagdo computaci-
onais estao corretas.

TestE DE StmpLES ELEMENTO

Este, ¢ uma alternativa para o teste C, entretanto considerando
apenas um elemento. A aprovagao neste teste é de fato um requisito para
verificar se a formulagdo em elementos finitos é estavel, ja que por oca-
sido de um patch maior, este pode ndo revelar certas instabilidades ine-
rentes a um simples elemento.

4.1.1.2  Aplicagdo dos Testes aos Casos da Fig. 23
Para comparag@o a Tab. 5 apresenta as coordenadas, solucdes e

for¢as nodais para a Eq. (71) referentes a Fig. 23a, b ¢ ¢ e para a Eq.
(72) referente a Fig. 23d. Os termos da matriz rigidez e vetor forca estdo
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na Tab. A.5.

Tabela 5: Coordenadas, solugdes e forcas nodais para a Eq. (71) referentes a Fig.
23a, b e ¢ e para a Eq. (72) referente a Fig. 23d.

Para a Eq. (71) Para a Eq. (72)

Nazly|l u v b oz y] w v b, b,
1]10,0/(0,0( 00000 0,0000]|-4,0|-4,0{[ 0,0{ 0,0]0,000000 | 0,000000 | -2,0| 0,0
212,000 0,0028| 0,0104| 1,0 1,0{] 2,0 0,0|0,004000 | 0,000000 | 2,0 0,0
312,0](3,0] 0,0028| 0,0146| 4,0 4,0)] 2,0| 2,0|0,004000 | -0,001200 | 2,0| 0,0
4100|120 0,0000| 0,0028|-1,0(-1,0f 0,0 2,0{0,000000 |-0,001200 | -2,0 | 0,0

Somente Fig. 23aeb
0,4 0,4 0,00056| 0,00264| 0,0 0,0]]0,48 | 0,78 | 0,000959 | -0,000467 | 0,0 0,0
1,41 0,6 0,00196 | 0,00812| 0,0 0,0{[1,22 | 0,48 | 0,002442 | -0,000288 | 0,0| 0,0
1,5]2,0(0,00210| 0,01060| 0,0| 0,0{1,52 | 1,22 | 0,003041 | 0,000733 | 0,0| 0,0
0,3| 1,6 | 0,00042| 0,00380| 0,0 0,0}/0,78 | 1,52 | 0,001558 | -0,000912| 0,0 0,0

5
6
7
8

AvrLicacio po TesTE A

Usando a Fig. 23a e a solucao dada pela Eq. (71) atribui-se aos
nos de fronteira os valores analiticos da Tab. 5, obtém-se o sistema de
equagdes e sobre este verifica-se a identidade dada pela Eq. (73) aos nos
5, 6, 7 e 8, obtendo-se os residuos para b, e b, que estdo na Tab. 6.
Como pode-se ver, os residuos sdo da ordem dos erros de truncamento.
Portanto o método é aprovado no teste.

AvrLicacio po Teste B

Usando a Fig. 23a e a solugdo dada pela Eq. (71), atribui-se aos
nos de fronteira os valores analiticos da Tab. 5, obtém-se o sistema de
equacdes e sobre este aplica-se a Eq. (74) aos nds 5, 6, 7 e 8 obtendo-se
os valores para os deslocamentos u* e v* na Tab. 6. Os valores obtidos
coincidem exatamente com os valores analiticos da Tab. 5. Portanto o
método ¢ aprovado no teste.

Aprricacio po Teste C

Usando a Fig. 23b e a solug¢do dada pela Eq. (71), atribui-se aos
nos de fronteira os valores analiticos da Tab. 5 para os deslocamentos
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prescritos e forcas prescritas, obtém-se o sistema de equagdes e sobre
este aplica-se a Eq. (74) aos n6s 2, 3,5, 6, 7 ¢ 8 para u € v € ao nd 4 so-
mente para v, obtendo-se assim os valores para os deslocamentos u* e
v* na Tab. 6 com os respectivos erros absolutos. Como pode-se ver os
erros s3o da ordem dos erros de truncamento e/ou arredondamento, por-
tanto o método é aprovado no teste.

Tabela 6: Teste A — Residuos para g, ¢ g, . Teste B — Deslocamento u™* e v*.
Teste C — Deslocamento ©* € v* com os respectivos erros.

Teste A Teste B Teste C
N 9z Gy u* v* u* Erro v* Erro
2 0,00280 | 1,0E-17 | 0,01040 | 9,9E-17
3 0,00280 | 4,0E-17 | 0,01460 | 9,7E-17
4 0,00280 | 2,0E-17
5 | 1,6E-15 |-3,9E-15 0,00056 | 0,00264 | 0,00056 | 0,0 |0,00264 | 1,0E-17
6 |-2,7E-14 | 5,3E-15 | 0,00196 | 0,00812 | 0,00196 | 0,0 |0,00812 | 4,0E-17
7 | 4,2E-15 |-7,6E-14 | 0,00210 | 0,01060 | 0,00210 | 2,0E-17 | 0,01060 | 9,7E-17
8 | 0,0E+00 | 0,0E+00 | 0,00042 | 0,00380 | 0,00042 | 3,0E-18 | 0,00380 | 2,0E-17

AprLicacAo DO TESTE DE SimMpLES ELEMENTO

Usando a Fig. 23c e a solugdo dada pela Eq. (71), atribui-se aos
nos de fronteira os valores analiticos da Tab. 5 para os deslocamentos
prescritos e forgas prescritas, obtém-se o sistema de equagdes e sobre
este aplica-se a Eq. (74) aos nds 2 e 3 para u € v e ao n6 4 somente para
v, obtendo-se assim os valores para os deslocamentos u* e v*. Estes va-
lores coincidem exatamente com os valores analiticos, portanto o méto-
do é aprovado no teste.

AvrLicacAo po TesTE C com ELEMENTOS “DEGENERADOS”

Usando a Fig. 23d e a solugdo dada pela Eq. (72), atribui-se aos
nés de fronteira os valores analiticos da Tab. 5 para os deslocamentos
prescritos e forgas prescritas, obtém-se o sistema de equacdes e sobre
este aplica-se a Eq. (74) aos nds 2, 3, 5,6, 7 ¢ 8§ para v € v € ao nd 4 so-
mente para v, obtendo-se assim os valores para os deslocamentos u* e
v* que coincidem exatamente com os valores analiticos. Portanto o mé-
todo é aprovado no teste.
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4.1.2  LOCKING VOLUMETRICO

E sabido que a formulagio padrio baseada em deslocamentos
para problemas de elasticidade falha quando o coeficiente de Poisson as-
sume o valor 0,5. Na verdade, para o FEM em condigdes especificas, o
problema surge quando o material se aproxima da incompressibilidade
comv > 0,4.

A aplicacdo de uma formulagdo mista para tais problemas pode
evitar as dificuldades e ¢ de grande interesse pratico pois o comporta-
mento quase incompressivel é encontrado em uma variedade de proble-
mas de engenharia. Uma das formulagdes mistas envolve ndo somente
os deslocamentos, mas também a tensdo hidrostatica. Este tipo de for-
mulacdo ndo serd abordada neste trabalho, mas apenas as implicagdes de
v — 0,5 para a formulacdo baseada unicamente em deslocamentos.

Para entender melhor as implicagdes devidas a v — 0, 5, deve-se
observar o comportamento da relagdo constitutiva dada pela Eq. (20), re-
petida aqui para maior clareza e da Eq. (22), referente ao tensor de elas-
ticidade isotrépica. O limite do tensor elasticidade quando v — 0,5,

liIglr [C], é dado por

+o0o +o0 +oo 0 0 0
+00 400 400 0 0 0
. | +o©0 400 +oo 0 0 0
JnlCl=1"%9 9 0o B 0 o0 (75)
0o 0 0 0 iE 0
o 0 0 0 0 3E

Isso mostra que para as componentes normais da tensdo e deformacao,
as respectivas componentes do tensor elasticidade, vao ao infinito quan-
do v — 0,5, o que leva a condigdo de incompressibilidade, ou seja, as
tensOes necessarias para uma mudanga de volume, por menor que seja
esta mudanca, tendem a valor infinito. Levando por conseguinte a néo
haver mudanga de volume e permitindo apenas mudanca na forma do
volume, lembrando sempre que este trabalho trata de deformagdes infi-
nitesimais. A mudanca de volume pode ser medida pela dilatagdo volu-
métrica, D, que pode ser calculada por

e em termos de tensdes por
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D = I_EQVO'ii . (77)

Outro aspecto importante da aplicacdo do limite na Eq. (20) resi-
de em: Quando as componentes do tensor elasticidade, responsaveis pela
mudanga de volume, tendem a infinito, pequenas varia¢oes nas deforma-
¢oes (ou deslocamentos) levam a grandes variagdes nas tensdes normais.
Numericamente isto implica que quando v — 0,5 os erros de trunca-
mento ou arredondamento* devido as operagdes aritméticas através da
CPU, passam a ter influéncia significativa sobre os resultados obtidos.

Tendo em vista estas observacdes sobre o problema da incom-
pressibilidade serdo executados trés testes. O primeiro e o segundo refe-
rem-se a um problema de simples compressdo no EPD e EPT respecti-
vamente. Estes testes tém como objetivo ilustrar principalmente o com-
portamento dos problemas frente aos erros de arredondamento e de trun-
camento. O terceiro teste refere-se a uma tira com ranhura sob tragdo
onde o comportamento do campo de deslocamento e do campo de pres-
sdo hidrostatica sdo analisados.

4.1.2.1  Simples compressdo — EPD

O problema teste consiste em um bloco em forma de cubo de
aresta 1,0m. Este estd sujeito a compressdo constante na face superior,
oyy = 400,0 M Pa, a restrigdo em Oy na face inferior e restricdo em Ox
para o ponto central da face inferior. Para este tipo de condigdo a solu-
¢do analitica da componente o,, deve ser nula, entdo espera-se que
Oxzpum ~=0,0Pa.

A Fig. 24 ilustra o comportamento do valor absoluto médio da di-
latagdo volumétrica frente a variagdo do coeficiente de Poisson. O grafi-
co mostra que a partir de certo valor (v = 0, 1) quanto mais o coeficiente
de Poisson se aproxima de 0,5 menor a dilatacdo volumétrica. Interes-
sante também observar que esta convergéncia ocorre sem oscilagdes,
mesmo para valores de ¥ muito proximos de 0,5. Na mesma figura, ¢

44 Os erros no computo de uma CPU utilizando um sistema de Aritmética de Ponto Flutuante
(APF), o qual depende de uma base (normalmente bindria, 2 e decimal, 10) e do nimero
de digitos, podem ocorrer devido a dois fatores: (i) Um dado nimero nio tem representa-
¢do finita num dado sistema de APF, que ¢ o caso dos nimeros irracionais; (ii) O compri-
mento de palavra ndo comporta a quantidade de digitos (mesmo finito) deste numero.
(RUGGIERO e LOPES, 1988). O truncamento ira ocorrer quando certa fungdo, e.g., €%, €
representada como uma série, no caso de e”, uma série de poténcias. Entdo como ¢ uma
série infinita serd necessario truncar os termos da série em determinado termo. O arredon-
damento ocorre devido a dificuldade de representagdo de um valor na APF escolhida.
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mostrado o mesmo grafico em tamanho pequeno, sem escala log para o
eixo || D||. Neste também é perceptivel a convergéncia suave da dilatagio
volumétrica para o valor nulo. Além disso a convergéncia nao ¢ linear.
Este topico merece um maior aprofundamento em trabalhos futuros.

1,0E-02 =
1,0E-06 =
— 2083 1,12.10"7
‘2 LOE-10= 0,499999999999998
o0
O

1,0E-14 4 soes

1Dl
o _
S v
T8 E
(=} o
R

1,0E-18 —
0,0 0,1 0.2 0,3 0.4 0,5

Figura 24: Valores numéricos para o valor absoluto da dilatagdo volumétrica média
obtidos pelo EbFVM para diversos valores de V.

v=0,499999999999998

Significativos 8 ¢ 1410,0 M Pa|
1,0E+8 5 : 16 783 MPa.
18 0,8 MPa/|
J— 1 E+4 B e e e e nnrr BT
, 8 OB 0.4999999999 W 1,05 kPa
o)
— 1,0E+0 = 0,49999999 m 3,75 Pa
S
1,0E-4 =
1,0E-8 ‘ ‘

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

Figura 25: Valores numéricos para o valor absoluto da tensdo normal o, média
obtidos pelo EbFVM para diversos valores de V.

A Fig. 25 mostra o comportamento da tensdo o, em funcdo de v,
a qual tem valor analitico nulo. O grafico, mostra que os valores calcula-
dos apresentam um o, relativamente baixo, quando comparados com a
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tensdo de 400,0 M Pa aplicada no bloco, para até¢ v = 0,49999999. A
partir deste valor, ou até mesmo um pouco antes deste, a média do valor
absoluto da tensdo, que deveria ser nula, eleva-se devido aos erros (de
arredondamento e truncamento) envolvidos. Isso fica claro quando se
observa o comportamento do valor da tens@o  para
v = 0,499999999999998 frente a utilizagdo de 8, 16 ou 18 algarismos
significativos no algoritimo de solugdo do sistema. Este valor de v, apre-
senta uma diferenca em relacdo ao limite 0,5 que estd no mesmo nivel
de erro da CPU, o que implica num elevado erro no computo da tensdo.
E perceptivel que quanto menor o niimero de algarismos significativos,
maior o erro, levando o, a superar até mesmo o proprio valor da tensgo
aplicada no caso do computo com 8 algarismos significativos.

B EbFVM
FEM

—_
oo

—
o))

(e ]

Algarismos significativos

1,0E+5 1,0E+6 1,0E+7 1,0E+8 1,0E+9 1,0E+10

[0z |

Figura 26: Valores numéricos para o valor absoluto da tensdo normal 0., média,
obtidos pelo EbFVM e FEM para v = 0, 499999999999998.

Frente a influéncia do erro e dos algarismos significativos, junta-
mente com o niimero de operagdes aritméticas, optou-se por plotar os re-
sultados de ||, || para o caso mais extremo, com v = 0,499999999999998
para o EbFVM e para o FEM. Os resultados sdo mostrados na Fig. 26.
Na figura observa-se o que era esperado, os valores para o FEM apre-
sentaram maiores erros de CPU devido ao maior nimero de operagdes
aritméticas envolvidas no computo dos coeficientes.

Uma andlise idéntica a da Fig. 26 foi feita para o EPT e o com-
portamento repetiu-se de forma semelhante.
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4.1.2.2 Placa com Ranhura

O problema teste consiste em uma placa com uma ranhura con-
forme ilustrado na Fig. 27. O material utilizado apresenta E = 24 Pa ¢
v =0,5. Este problema foi resolvido por Zienkiewicz, Taylor ¢ Zhu
(2006, p. 419) utilizando a formulagdo mista envolvendo deslocamento
e pressdo hidrostatica, dai a possibilidade de utilizar-se v = 0, 5. As refe-
réncias para comparacdes, utilizar-se-20 dos resultados obtidos neste ar-
tigo.

Importante ressaltar que
este tipo de formulagdo mista for-
1 T [N T I . nece excelentes resultados e ndo
apresenta problemas de locking.
Entdo neste problema teste a per-
gunta a ser respondida é: Até que
valor de v é possivel resolver nu-
mericamente com razodvel suces-
so um problema utilizando-se o
o EbFVM.

A malha que sera utilizada
no teste ¢ apresentada na Fig. 28.
| | Consiste numa malha para um
10 \ 1.0 \ quadrante do problema, utilizan-
do-se de elementos quadrilateros.
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Figura 27: Geometria e carregamento da

placa com ranhura (ZIENKIEWICZ, Os testes irdo comparar 0s
TAYLOR e ZHU, 2006, p. 419). deslocamentos v sobre a face su-
perior, v (z;1,0), onde

{reR :0,0<2<1,0}, a tensdo hidrostatica sobre o eixo Oz,
p(2;0,0),onde {z € R : 0,2 < x < 1,0} e atensdo hidrostatica sobre o
eixo Oy, p(0,0;y),onde {y e R : 0,05 < y < 1,0}.

Na Fig. 29 sdao mostrados os resultados para o deslocamento v so-
bre a face superior, v (z;1,0), para diversos valores de v. O valor refe-
réncia foi extraido de Zienkiewicz, Taylor e Zhu (2006, p. 420). Na figu-
ra € nitido que os valores para v sdo coerentes até v = 0,49, além disso
veé-se que conforme v — 0,5 os valores de v — Ureferencia- O cOmputo
de v comega a apresentar problemas a medida que a precisdo do calculo
estd muito proxima do erro da CPU (ja comentado). E isto pode ser visto
para a curva com v = 0,499995.
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T (1,0:1,0)
a
0 x [m]

Figura 28: Quadrante do problema proposto discretiza-
do com 1655 nos e 1596 elementos quadrilaterais.

v (0,4)

v (0,45)

¥ v (0,47)
— v (0,49)
E <v (0,499995)
:.’ — Referéncia
S

2,0 Fresiis o
L I R B e Rk o S SR

Xz x 3
'2,0 e O I A B |

00 02 04 06 08 1,0 x[m]

Figura 29: Deslocamentos v sobre a face superior, v (z; 1, 0), obtidos com diferen-
tes valores para .

Na Fig. 30 ¢ apresentada a distribui¢do da tensdo hidrostatica so-
bre o eixo Oz, p(x;0,0), onde {x e R : 0,2 <z < 1,0}. Lembrando
que a referéncia foi obtida para v = 0,5, observa-se que os resultados
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obtidos pelo EbFVM, tendem a se aproximar da referéncia conforme
v — 0,5, exceto no ponto sobre a superficie da ranhura em =z = 0,2 m.
Este ¢ um teste inicial, ficando a sugestdo para trabalho futuro um maior
refino na regido proxima da ranhura o que possivelmente melhoraria sig-
nificativamente o valor da pressdo em z = 0,2m, mesmo porque o nod
imediatamente anterior apresenta uma convergéncia estavel, além disso
a pressdo hidrostatica ¢ determinada com base nas tensdes normais. No-
vamente, neste problema ¢ perceptivel a influéncia do erro de CPU ao se
observar as oscilagdes presentes nos valores da pressdo principalmente
para v = 0, 49.

E > 1=0,49
339 |+ v=0,47
2,85\ i - I/:O,45

A |- v=0,40

— 231 || —Referéncia

Ia_-‘J b : i

18-

131
0,8 1 T T T T T T T ;
0,2 0,4 0,6 0.8 1,0 x[m]

Figura 30: Pressfo hidrostatica p sobre o eixo Oz, p (z; 0, 0), obtida com diferen-
tes valores para .

A ultima andlise ¢ apresentada na Fig. 31, consistindo na distri-
buicdo de pressdo hidrostatica sobre o eixo Oy, p(0;y;0), onde
{yeR :0,05<y<1,0}. Aqui novamente pode-se ver que a pressao
converge para o valor referéncia conforme v — 0,5, porém aparecem
oscilagdes no valor da pressdo e essas oscilagdes sdo tanto maiores
quanto mais v — 0,5 e isso, conforme ja analisado, deve-se ao erro de
CPU.

4.1.3  Erros NA Norma L2 £ NaA NorMA DA ENERGIA

O erro local para o campo de deslocamento ¢é a diferenca entre a
solucdo exata e a solugdo aproximada, assim o erro e, ¢ dado por
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e=u—u*, (78)

onde u ¢ a solugdo exata ¢ u* a solugdo numérica.

1,1 7 |
| | v=0,49
059% 4 ¥ v=0,47
| * v=0,45
0,777 | = v=0,40
— — Referéncia
é 0,5 ﬁ 1 :
a, i
0,3+
0,1-
i T 7 T T T [ T T T [ T T T | T T i
-0’1 %7"’\”’\"'\"’\"’\"'\"'\”'\"T"T"'[”T”T"T"T"T”T”F"i

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 y[m]

Figura 31: Tensdo hidrostética p sobre o eixo Oy, p (0, 0;y), obtida para diferen-
tes valores de V.

De maneira similar, pode-se definir o erro sobre as deformacdes,
g, as quais representam o gradiente da solucdo, ou ainda sobre as
tensdes, o, 0 que ¢ representado respectivamente pelas equagdes

e.=e—¢* (79)
e, =0—0" (80)

Estas formas de representar o erro, sdo geralmente inconvenientes
e ocasionalmente enganosas. Por esta razdo, varias “normas” represen-
tando alguma quantidade escalar, sdo frequentemente introduzidas para
medir o erro (ZIENKIEWICZ, TAYLOR e ZHU, 2006, p. 456).

A seguir serdo descritas duas normas comumente utilizadas na re-
presentacdo do erro.
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4.1.3.1 Normas de Erros*
Erro NA NorMA DA ENERGIA
A equagdo diferencial linear tratada por este trabalho ¢ dada por
Lo+f=0. (81)

Através desta equagdo pode-se definir uma norma da energia escrita
para o erro conforme

1

1
2 2

[ (u—u)"L(u—-u*) drg| (82)

QrEp

f eTLe dQFE

QrE

llellz =

onde |.| retorna o valor absoluto do argumento, g é 0 dominio do pro-
Nelem
blema no espago S" e que [ =
QrEe k=1

Partindo deste conceito de norma da energia pode-se definir para
problemas de elasticidade a mesma norma conforme

lellz=| J (Se)' D(Se)drp| . (83)

QFE

onde e ¢ dado pela Eq. (78), S € o operador que para problemas 2D ¢
dado por

(84)

7))
I

o ol

afle =

D ¢ a matriz elasticidade para problemas 2D, a qual para o EPT pode ser
retirada da Eq. (23) e para o EPD da Eq. (24), sendo em ambas, todo o
termo que multiplica o vetor deformagdo {c}.

Lembrando que a deformagio e a tensdo, tanto exatas como apro-
ximadas, podem ser representadas pela relagdo cinematica e a relagdo
constitutiva (equagdes (23) e (24)), conforme

45 Analise semelhante foi feita por Vaz Jr, Muiioz-Rojas e Filippini (2009) para o FVM clas-
sico em malha cartesiana.
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e=Su e e*=Su" ¢ (85)
oc=Dc¢ e o*=D¢". (86)

Além disso a relagdo mostrada na Eq. (87) sera util.
e=D"'lco e e =Dlo* (87)

Utilizando estas ultimas relagdes, a norma da energia dada na Eq.
(83), pode ser escrita em relagdo a deformagdo conforme

[

leclls = [ J (e-€)"D(e-e)drp| , (88)

QrE

e a partir desta, com o auxilio da Eq.(87), pode-se obter em relacdo a
tensdo conforme

1

lesllz = [ J (6=0")"D (o -07) dQFE] (89)

QFE

A Eq. (89) foi deduzida para o erro na norma da energia, a qual
foi escrita para o erro na tensio, e,, dado pela Eq. (80). Assim a partir
da Eq. (89), pode-se definir um valor global para a norma da energia
escrita para a tensao, esse valor ¢ dado por

1

2

ol = | [oD~"0 a0 90)
Q

e sera util como base de comparagdo para os erros obtidos. Nesta equa-
¢do, o valor da norma computado ¢ o analitico, ja que a solugdo analitica
¢ conhecida.

ERrro NA Norma L2 pa TENSAO

Uma norma escalar para a tensdo, implementada de forma relati-
vamente facil, ¢ a norma L2, a qual é determinada através de
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1

2

leslls=| | (0 —0")" (0 —0*) drE o1

QFE

A Eq. (91) representa a norma L2 do erro na tensio, e,, dado
pela Eq. (80). Assim a partir da Eq. (91), pode-se definir um valor global
para a norma L2 da tensao, esse valor ¢ dado pela Eq. (92) e sera util
como base de comparagdo para os erros obtidos. Nesta equagdo, o valor
da norma computado € o analitico, ja que a solugdo analitica é conheci-
da.

1

2

lollzs = {gga%da} ©2)

Erro NA NormA L2 E pA ENERGIA NO AsPECTO NODAL

Tanto a norma da energia quanto a norma L2 foram definidas
para o dominio Qpg, porém estas podem ser computadas a nivel nodal
conforme

V=

letll, = [(0'—0'*)TD_1 (0'—0'*)} 93)

1
2

||ef,||L2 = [(U—U*)T (0'—0'*)} (94)
4.1.3.2 Problema Teste “Cubic*®”

Este problema teste possui solugdo analitica. O termo “Cubic” re-
fere-se a solugdo analitica do problema, a qual ¢ um polindmio de ordem
3. A Fig. 32 apresenta a geometria e carregamento deste problema que
foi proposto por Fenner (1986, apud Yazdani et al., 1997). Trata-se de
uma viga em EPT, com comprimento L =8,0m, altura H =4,0m e
espessura e = 1,0m. Além das reagdes de apoio, as solicitagdes sdo:
forca total aplicada na face esquerda, P = 250 N e momento na face di-
reita, M = 2000 Nm. Porém na face direita utilizou-se CC em desloca-
mento prescrito, os quais foram determinados pela equagéo

46 Nossa tradugdo: “Cubico”.
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— = 2
u(z,y) = —L2oLy | (L2 — 2?) + 2E (y2 Y o5
= E ‘ ‘ 2 — 27 »
v(z,y) = —Lroty |L2 _ Lz 4 o | H (ML) | vay }

e na face esquerda utilizou-se a distribui¢do parabodlica fornecida pela
equacdo e sua integral respectivamente por

2
PTot 1 X
Ply)=6—— |7~ (ﬁ) e (96)
3PT0 PTo
Iy) = 55y — 254" (97)

Estas foram determinadas de acordo com os dados do problema, onde
Pro,+ = P. Por fim, a Fig. 33 mostra a distribuicdo de forcas adotada so-
bre cada no6 da face esquerda.

v

| N\

v N
/1 a2 I
b\
| L 0] T \\ X
\ P WiV
\\ lL / M

J <

L 1

Figura 32: Geometria e carregamento do problema “Cubic” (YAZDANI, 1997).

As propriedades do material sdo o coeficiente de Poisson,
v =0,3 e 0 modulo de Young E = 3,0.10" Pa. A Eq. (95) fornece a so-
lucdo analitica do campo de deslocamentos para as condig¢des de contor-
no impostas. Nesta equacdo I ¢ o momento de inércia de 2° ordem, Pr,;
¢ a forga cisalhante total, L e H sdo o comprimento ¢ altura da viga res-
pectivamente. A partir dos deslocamentos exatos € possivel determinar o
campo de tensGes exato através da equagéo
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Figura 33: Distribuigdo de forca parabolica ao longo dos nds da face esquerda.

Sobre este problema teste, foram feitas algumas analises do com-
portamento da norma L2 do erro na tensdo e do erro na norma da ener-
gia, ambas no aspecto nodal. O campo de tensdes utilizado foi obtido
através da técnica CDN. Essas andlises serdo descritas a seguir e para
efeitos de comparag@o, os valores globais para ambas as normas, extrai-
dos do problema proposto e utilizando as equagdes (90) e (92) sdo apre-
sentados na Tab. 7.

Tabela 7 - Valores globais para norma da energia e L2 sobre a tensao.

Norma global Valor Unidade
o]l 2,82252841732 x 107 [73]

lorfl,, 1,46628782986 x 10°  [Np—3]
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Norwma L2 po Erro - ||efTHL2

Foi realizado o computo de Heﬁ, para cada n6 da malha. Tanto

Iz
a malha, como o campo de valores estdo ilustrados na Fig. 34. Nesta fi-
gura observa-se que os valores nas fronteiras sdo altos em relacdo aos
valores do dominio. Para melhorar a visualizacdo o mesmo mapa ¢ mos-
trado na Fig. 35 com uma faixa de valores que deixa de fora os valores
nas fronteiras.
Q v N A o * QS b
N

>

N A Y 002 (oY G A s 1
S0 @ SOEEF G (N

Figura 34: Mapa de erro na norma L2 nodal para a tensdo, | €/, H 12- Malha cartesia-

na 32 x 16 elementos.

|
[ . T

Figura 35: Mapa de erro na norma L2 nodal para a tensao, e?,H 1,2, com faixa de va-

lores reduzida. Malha cartesiana 32 X 16 elementos.

O fato da norma L2 do erro na tensédo, ser mais acentuada nos nos
préximos da fronteira, ja era esperado, ja que nesta regido os nds fazem
parte de um menor niimero de elementos (a amostragem é mais pobre).
Apesar do elevado erro na fronteira, até 31, 6, no interior do dominio os
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erros sdo muito menores, atingindo valores maximos de 3,2, que sdo
10x menores que aqueles, o que pode ser observado na Fig. 35.

Quanto aos valores na fronteira, deve-se ainda observar que: Ape-
sar da face direita estar sujeita a deslocamento prescrito, esta apresentou
erros mais elevados em relacdo ao restante da fronteira, acentuando-se
mais na regido dos cantos. Isso ¢ observavel em ambas as figuras.

Erro Na NormA DA ENERGIA - Hef, H B

Foi realizado o computo de He para cada n6 da malha. Tanto a

olle
malha como o campo de valores obtido estdo ilustrados na Fig. 36. Da
mesma maneira que para a norma L2, os valores nas fronteiras sdo ex-
tremamente altos em relagdo aos valores do dominio e isso é confirmado
pelo mapa mostrado na Fig. 37, com uma faixa de valores que exclui os
valores nas fronteiras.

De forma similar a norma L2, o fato do erro na norma da energia
ser mais acentuada nos nds proximos da fronteira era esperado, pois nes-
ta regido os nds fazem parte de um menor niimero de elementos. Apesar
do elevado erro na fronteira, atingindo valores de até 8.652 x 105, no-
vamente no interior do dominio os erros sdo aproximadamente 10x me-
nores, atingindo valores maximos em torno de 750 x 107, o que pode
ser observado na Fig. 37.

De forma idéntica a norma L2, aqui também observa-se que a
face direita apresentou erros mais elevados em relagdo ao restante da
fronteira, acentuando-se mais na regido dos cantos.

—6 1

Figura 36: Mapa de erro na norma da energia nodal para a tensdo, ||€5 [ - Malha

cartesiana 32 X 16 elementos.
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Figura 37: Mapa de erro na norma da energia nodal para a tensao, ||ef, || B, COm
faixa de valores reduzida Malha cartesiana 32 X 16 elementos.

Além das avaliagdes sobre as figuras 36 e 37 foram feitas duas

analises sobre o campo de ||e’ || . utilizando-se de malhas ndo estrutura-

das com elementos quadrilaterais. As malhas possuem varia¢do no refi-
no, sendo uma delas com variagdo preponderante na dire¢do horizontal,
figuras 38 e 39, e a outra na diregdo vertical, figuras 41 e 40.

s

N
) 143

Figura 38: Mapa de erro na norma da energia nodal para a tensao, ||ef, || > com fai-
xa de valores reduzida. Malha néo estruturada (707 nés) e refino predominante-
mente horizontal.

Em todas as figuras, fica evidente que onde a malha ¢ refinada, os
erros sdo menores. Também que o refino na face direita, que ¢ a face
com maiores erros nas analises anteriores, colaborou para a redugao dos
erros, ficando abaixo dos erros nas demais regides de fronteira. Outra
observacdo que ¢ mais evidenciada nas figuras 38 e 40, consiste em que
0s erros sdo menores sobre 0s nds que envolvem maior nimero de ele-
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mentos e maiores onde os nos envolvem um menor nimero de elemen-
tos. Isto é observavel pela coloragdo com azul mais intenso (m), a qual
representa o primeiro intervalo de valores.

Figura 39: Mapa de erro na norma da energia nodal para a tensao, ||9fr || - Malha
ndo estruturada (707 nos) e refino predominantemente horizontal.

Esta avaliagdo com malha ndo estruturada, também foi feita para
anorma L2, a qual resultou em conclusdes praticamente idénticas as da
norma da energia.

Figura 40: Mapa de erro na norma da energia nodal para a tensao, ||ef} || =, com faixa
de valores reduzida. Malha nao estruturada (727 nds) e refino predominantemente
vertical.

JustiFicativa PARA 0S MAIORES ErRrROS NA FACE DIREITA

Com respeito aos maiores erros apresentados na face direita, po-
de-se adicionar algumas observacdes com relagdo aos mapas das com-
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ponentes do tensor o*: 03, 0
¢do exata o dada na Eq. (98).

Aparentemente nenhuma discrepancia significativa ¢ percebida
no mapa para o, que pode ser visto na Fig. 42. A distribui¢do apresen-
ta-se linear tanto em z, quanto em y, coincidindo com o esperado na Eq.
(98).

* *
vy € Oxy» quando comparados com a solu-

Figura 41: Mapa de erro na norma da energia nodal para a tensao, ||ef7 || . Malha
ndo estruturada (727 nés) e refino predominantemente vertical.

" \d
SIFLS IS [Pal

Figura 42: Componente o, obtida para o teste com malha cartesiana.

O valor analitico para o mapa de o, ¢ nulo para todo dominio e
fronteira. Porém os valores computados, oy, apresentam discrepancias
principalmente nas fronteiras, sendo esta uma das causas dos valores

elevados de ||} ||, , e||€} ||, sobre as fronteiras.

Conforme a solugdo analitica para o, era esperada uma variagdo
apenas na diregdo Oy, porém, na regido proxima da extremidade direita
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apareceram variacdes na dire¢cdo Ox ndo compativeis com a solugdo
analitica. Estas variacdes também contribuem para os elevados erros
e na extremidade direita.

e|lel

2 € llez ]

Figura 43: Componente U;y obtida para o teste com malha cartesiana.

Considerando as observagdes com respeito aos campos de tensao
aproximada fica relativamente evidente que os maiores valores de
e sdo devido a técnica de obtengdo de tensdes utilizada,

i
2 € ezl
no caso CDN, a qual ¢ uma técnica relativamente pobre para pontos na

fronteira.

©
SN PRIC I A POT II
RS S FLLF Y [Pa]

Figura 44: Componente U;y obtida para o teste com malha cartesiana.

De qualquer forma, os valores dos erros no interior do dominio
sdo baixos, o que caracteriza o bom desempenho do método EbFVM.
Um possivel trabalho futuro poderia repetir os testes para outras técnicas
de obtengao de tensdes.
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CoMmPARACAO DOS MAxMos Erros com 0 VAaLor GLOBAL

Os valores maximos de ||€}, ||, , ¢ ||e%|| ;, para os nés no interior

do dominio e para os nos na fronteira, sio comparados com os valores
globais apresentados na Tab. 7, esta comparagdo ¢ feita verificando qual
a fragdo percentual que o valor maximo representa sobre o global. Tanto
os valores maximos como as fragdes percentuais sdo apresentados na
Tab. 8.

Como pode-se ver, para o interior do dominio, os maximos valo-
res da norma L2 do erro na tensdo e do erro na norma da energia repre -
sentam uma fra¢do pequenissima do valor global. Ja no caso da fronteira
a fragdo percentual ¢ bem mais representativa, cerca de 10x o valor da-
quelas. Assim pode-se dizer que os valores computados nas fronteiras
s30 0s maiores responsaveis pelos erros.

Tabela 8 - Valores méximos de |[€5]|,, e €5]z e suas
fracdes percentuais em relagdo aos valores globais.

Interior Fronteira Unidade
Norma R R da
Valor | Fragdo [%]| Valor |Fragdo [%]| ,orma
L2 3,2 0,22 31,6 2,2 [Nm—3]
E 10,00075| 0,27 |0,00865 3,1
ENH | 00113 4,2 (T3]
ENV® — — 0,0285 10

(*) ENH e ENV representam a norma da energia para a malha ndo estruturada
com varia¢do de tamanho na malha principalmente na dire¢do Horizontal e Verti-
cal respectivamente.

4.14  CONVERGENCIA DA SOLUCAO DO SISTEMA LINEAR

O sistema global, Eq. (70), em muitas situagcdes deve ser resolvi-
do através de métodos iterativos. Levando isto em conta, nesta sec¢do é
feita uma andlise de convergéncia da solucdo, utilizando Gauss-Seidel
com e sem sobre-relaxacdo sucessiva (SOR).

O processo iterativo ¢ parado quando a norma do vetor residuo
fica menor ou igual que certo nivel de tolerancia. Este vetor residuo, R,
¢ obtido quando a solugdo aproximada u* obtida em determinada itera-
¢do ¢ substituida no sistema global de equagdes, Eq. (70), gerando uma
componente de R para cada uma das equagdes do sistema. A norma do
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residuo, ||R||, € obtida pela equagdo

(99)

Os valores iniciais para u* sdo todos nulos. Um problema de EPT ¢ utili-
zado nesta avaliagdo. O mesmo consiste de uma viga engastada em am-
bas extremidades e ¢ mostrado na Fig. 45, onde além da geometria, con-
di¢des de contorno e propriedades do material, ¢ mostrado o mapa obti-
do para o campo de deslocamento u*. A malha utilizada é com 1392 ele-
mentos quadrilateros e 1491 nds.

S o d

QI O W (VARG IR I RN

CEPFTFV VIS TS [um) E=210GPa
g e v=03 )
“ g
< n
[} O:

ety
v
RS

deslocamento u*.

O método SOR ¢ aplicado sobre o procedimento de Gauss-Seidel
conforme a equagéo

( g’_l)SOR =w ( 53+1)Gauss—5’eidel + (w o 1) Qﬁ:’ ? (100)

onde ¢p representa a variavel sendo resolvida, I a i-ésima iteracdo e w
o coeficiente de sobre-relaxagdo, com w € (0, 0;2,0). Os efeitos do va-
lor de w sdo:
* Caso 0,0 < w < 1,0, tem-se a sub-relaxagdo onde a velocidade
de convergéncia sofre redug¢do quanto menor for w;
e Caso w = 1,0, tem-se o método de Gauss-Seidel;
* Caso 1,0 < w < 2,0, tem-se a sobre-relaxagdo, onde a veloci-
dade de convergéncia sofre aumento quanto maior for w.

Para a analise de convergéncia do residuo no método SOR, ¢ inte-
ressante determinar o maior coeficiente de sobre-relaxa¢do w admissivel
para o problema proposto. Portanto ¢ feito o levantamento de w confor-
me mostrado na Fig. 46. Para o EbBFVM w,timo = 1,82 € para o FEM

Wotimo = 1,95. Deve-se ressaltar que estes coeficientes sdo obtidos para
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o problema proposto da Fig. 45. Assim para outros problemas estes va-
lores irdo sofrer variagoes.

1.000.000
% C
S w=1,82
B I =74.691

100.000 -+
E # EbFVM
r -+ FEM *

o w=1,95 ‘
I=12871 . Y
10.000 ——++"—1"+—+"+—F 7171 11"
1,0 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2,0
w

Figura 46: Coeficiente de sobre-relaxacéo 6timo.

Tabela 9: Iteragdes e tempo para Gauss-Seidel e Gauss-Seidel com SOR.

) Redugdo
Gauss-Seidel SOR-wotimo
[%]
ELFVM Iteragdes 467.751 74.691 84,03
Tempo [s] 563 55 90, 23
Tteragdes  405.601 12871 96,83
FEM

Tempo [s] 392 9 99, 98

Por fim fazendo o levantamento da convergéncia da norma do re-
siduo, ao se utilizar o método de Gauss-Seidel e Gauss-Seidel com SOR,
utilizando para este Ultimo wotimo, Obtém-se o grafico apresentado na
Fig. 47. Neste grafico observa-se que o nimero de iteragcdes necessarias
para atingir |R| =1,0 x 10~* N, utilizando Gauss-Seidel é 467.751
para o EbFVM e 405.601 para o FEM, valores estes considerados proxi-
mos do ponto de vista da ordem de grandeza. Por outro lado utilizando-
se 0 método SOR com o melhor coeficiente de sobre-relaxacdo a solu-
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¢do para o EbFVM exigiu 74.691 iteragdes, o que corresponde a uma re-
dugdo de 84% no numero de iteragdes. Para o FEM utilizando-se o SOR
foram necessarias 12.871 iteragdes correspondendo a uma redu¢do em
97%. A Tab. 9 apresenta um resumo destes valores, adicionando também
o tempo de CPU necessario para a solu¢do do sistema.

1,0E+1( ezt .
1,0E+8
1,0E+6 -
% 1,0E+4 — .
4 &
— 1,0E+2
1L0E+0 L —EPFVM—w =18 }
E ®¢FEM —-w=1,0 .':
LOE-2- ™ FEM — w =1,95
I’OE-4 L1 HH”‘ L1 \u\\“".
1 100 I 10.000 1.000.000

Figura 47: Convergéncia da norma do residuo.

Na tabela vé-se significativamente que o procedimento de solu-
¢do iterativo para o sistema gerado pelo FEM convergiu mais rapida-
mente. Apresentando maior diferenga no processo com SOR. Apesar dis-
so, na Fig. 47 ¢é perceptivel que o EbFVM com SOR, para aproximada-
mente as 100 primeiras iteragdes, apresenta uma reducdo mais acentuada
no valor do residuo. Ao contrario o FEM, sobre as primeiras 20 itera-
¢oOes, apresenta um aumento no valor do residuo. Esta caracteristica
apresentada pelo EbFVM podera ser melhor explorada em trabalhos fu-
turos envolvendo solugdo através de métodos Multigrid que exploram
principalmente a rapida convergéncia inicial apresentada pelo sistema.

O fato do FEM ter seu residuo aumentado nas iteragdes iniciais
pode estar associado ao elevado coeficiente de sobre-relaxacao,
w = 1,95, pois para w = 1,0 este comportamento nao ocorreu.
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4.1.5  ExTrAPOLACAO DE RicHARDSONY

A extrapolagdo de Richardson foi originalmente concebida para
incrementar a taxa local de convergéncia da solugdo numérica. Por outro
lado a solugdo exata, ¢e,qct, €M certo ponto x pode ser estimada através

da equacdo
Pezact (X) = ¢n (X) + €p (x) = ¢p (x) + M hP + O (hPH) | (101)

onde ¢, € a solugdo discreta, e, € o erro de aproximacao, h ¢ um indice
que indica o tamanho da malha, M ¢ uma constante ¢ p é a ordem do
erro local. A aplicagdo correta da extrapolagdo de Richardson requer 3
condigdes: (i) a solugdo exata deve ser suave o suficiente para que a ex-
pansdo em série de Taylor seja justificavel, (ii) a ordem da convergéncia
formal, p, € conhecida e (ii7) o tamanho da malha ¢ suficientemente pe-
queno, de tal forma que leva o termo da ordem do erro a dominar o erro
de aproximacao local, i.e., a convergéncia ¢ monotdnica no intervalo as-
sintdtico. Para o0 EbFVM, a ordem exata do erro de aproximagao ¢ difi-
cilmente conhecida a priori, assim recomenda-se o uso de uma estimati-
va da ordem, p*, que pode ser determinada assumindo uma convergén-
cia assintdtica e aplicando a Eq. (101) para trés tamanhos de malhas, hq,
h2 € hs as quais mantém uma razao constante de refino r. Isto leva a ob-
tencdo da equagdo

lOg (z)h;g - d)hg
Ohy — bhy Phy — Dby _hs  hy (102)
o P T log (1) € r_hg_hl’

onde hs > ha > h; e as malhas sdo cartesianas. Os erros sdo avaliados
somente nos nos coincidentes das 3 malhas e sdo associados a malha
mais refinada, portanto a técnica proposta por Richardson ndo fornece
uma medida global. Neste trabalho, esta técnica verifica a ordem do erro
para os deslocamentos e tensdes.

A ordem do erro aproximada, p*, ¢ obtida para o problema de
uma viga em balango, ilustrada na Fig. 48 sujeita ao EPT. No mesmo
teste, a convergéncia ¢ verificada quanto a ser monotdnica ou ndo. E
com a inten¢do de comparar os resultados da LN escolheu-se uma viga
delgada com L/H = 20.

47 Analise semelhante foi feita por Vaz Jr, Muiioz-Rojas e Filippini (2009) para o FVM clas-
sico em malha cartesiana.
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0,1 m

Figura 48: Viga em balango usada par a determinar a ordem P* ¢ verificar a conver-
géncia monotonica.

4.1.5.1 Verificagdo da Convergéncia Monotonica

Para verificar se a convergéncia ¢ monotonica, foram utilizadas
cinco malhas cartesianas: 40 x 2, 80 x 4, 160 x 8, 320 x 16 € 640 x 32
elementos.

0,0000
-0,0002 |
-0,0004 |
-0,0006 |
T |
— .0,0008 |
& i —40x2
>
-0,0010 80x4
| 160x8
320x16
-0,0012 — 640x32
I — Donnell
-0,0014
-0,001 6 ] I I | I I | I I | I I | I I |
0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10

x [m]

Figura 49: Deslocamento v sobre a LN com diferentes malhas e a solugio analitica
proposta por Donnell.
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A Fig. 49 mostra a linha neutra, onde pode-se ver que com o refi-
no da malha a solug¢do aproximada tende aos valores analiticos. Sobre
estes resultados € verificada através da Fig. 50 para o ponto na extremi-
dade livre sobre a LN, que a convergéncia é monotdnica decrescente. A
solugdo analitica proposta por Donnell (1976) sera abordada em detalhes
na secgdo 4.2.1.

4.1.5.2 O Erro de Richardson e sua Ordem

A determinagdo da ordem do erro de Richardson aproximada, p*,
¢ feita utilizando-se a Eq. (102) e as malhas 640 x 32 para hq, 320 x 16
para hy e 160 x 8 para hg. p*, por sua vez foi obtido para o deslocamen-
to u, v, total d, o deslocamento total ¢ obtido pela equagao

d= Vi + 02 (103)

€ para as componentes de tensdo o,,, 0yy € 05y NOs pontos da malha hs.
As tensdes sdo obtidas a partir da técnica PNDL.

1,55

'0.... §bemata
1,45 - ’

1,35

[o]] [mm]

1,25 -

1,15 w T w T w \ \ T \ ‘\

0,0000 0,0005 0,0010 0,0015 0,0020 0,0025
h [m]

Figura 50: Convergéncia monotonica para o deslocamento v do ponto

(z;y) = (0,1;0,0025) m.

Diversas analises que se seguem utilizardo a malha 160 x 8, além
disso algumas linhas, sec¢des e nds que sdo apresentados na Fig. 51, se-
rdo uteis na interpretacdo das andlises e resultados. O numero dos nés
nos cantos também ¢ indicado na figura. A numeracdo de nds se da sem-
pre da esquerda para direita e de baixo para cima.
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1 linha/face inferior / 161

Face direita (livre)

Secgdo vertical intermedidria com nos:
92,253,414, 575, 736, 897, 1058, 1219 ¢ 1380.

Face esquerda (engaste)

Figura 51: Malha 160x8 elementos.
RicHARDSON PARA 0 DESLOCAMENTO U

O mapa de p* para o deslocamento u, ¢ mostrado na Fig. 52.

Além disso o erro de Richardson, e, também é computado e apresenta-
do na Fig. 53.

Figura 53: Mapa do erro de Richardson ey, para u.

A LN e face esquerda possuem deslocamento u nulo e prescrito
respectivamente, assim p* ndo ¢ determinado. Por outro lado no restante
do dominio p* € [1,72; 1,97] e neste a grande parte entre [1,95; 1,97,
0 que caracteriza que a ordem da aproximag¢do estd muito proximo de 2.
Além disso, a Fig. 54 mostra que a variacdo de p* desde 1,72 até 1,97 é
bastante rapida e se desenvolve nos primeiros nds proximos do engaste.
As extremidades superiores do conjunto de curvas sdo 0s nos proximos
a face direita e as extremidades inferiores sdo os nos proximos a face es-
querda. Além disso, o conjunto de nds que representa a LN foi omitido (
645 a 805).

A Fig. 55 mostra os erros da Fig. 53, porém num gréafico de e;, em
funcdo do no, este por sua vez, para malha cartesiana uniforme represen-
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ta a posi¢do em Ox. Nesta figura, pode-se ver os erros elevados na ex-
tremidade direita, nulos na LN e extremidade esquerda além da varia-
¢do linear do erro ao longo de cada sec¢do, o que ¢ ilustrado pela reta
azul intermitente que passa pelos nos: 68, 229, 390, 551, 712, 873, 1035,
1195 e 1356. Além disso pode-se ver que abaixo da LN, os erros sdo ne-
gativos e acima positivos, considerando-se a forma de computo destes, e
que tem mesmo sinal dos deslocamentos vé-se que as sec¢des deforma-
ram aquém do valor exato.

2,00 -
e
§1,80: A Coon
_8 . a . .

8 1,70 -t :

=

© 1,60

I
0 161 322 483 644 805 966 1127 1288 1449
N6

Figura 54: Ordem do erro de Richardson p* em fung@o dos nds para u.
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Figura 55: Erro de Richardson, ey, em fungdo dos nds para u.
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Como a face esquerda esta sujeita a deslocamento prescrito, ¢ de
se esperar que os erros proximo a esta regifo sejam pequenos e aumen-
tem ao se afastar desta, influenciados agora pelas CC com forga prescri-
ta na superficie inferior, superior e direita.

Observa-se ainda que apesar dos erros serem elevados na extre-
midade direita, o erro relativo € muito pequeno quando comparado com
o erro relativo da extremidade esquerda.
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Figura 56: Erro de Richardson relativo ao valor extrapolado, e;",;,

para u.

Figura 58: Mapa do erro de Richardson ey, para v.

ExtrAPOLACAO DE RICHARDSON PARA O DESLOCAMENTO ¥

O mapa de p* para o deslocamento v ¢ mostrado na Fig. 57.
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Além disso o erro de Richardson, ej, € computado e apresentado na Fig.
58.

Nas figuras a faixa de valores para p* estd proxima aos valores
obtidos para u, porém os erros atingem valores mais elevados. Enquanto
u atinge valores absolutos de erro maximo 53 x 10~ [m], para v o valor
¢ 1439 x 107 [m], ou seja, 27,16 x maior. Esta relagdo ¢ muito proxima
da relagdo entre os deslocamentos maximos entre u e v, que ¢ de
26, T1x.

Disso pode-se inferir, ndo de forma conclusiva, que: o fato da
forg¢a prescrita estar na dire¢do de v ndo interfere na ordem e nem nos
valores absolutos do erro e que os valores absolutos do erro estdo sim
relacionados com o quanto ocorreu de deslocamento, ou seja, quanto
maior o deslocamento, maiores os erros envolvidos e isto ocorre de for-
ma linear. Um exemplo disto foi visto na Fig. 55 na sec¢do transversal
arbitraria. Dando assim uma indicagdo de que o acréscimo do erro esta
linearmente associado ao valor absoluto do deslocamento.
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-6,0E-4 -6,0E-4 -6,0E-4 -6,0E-4 -6,0E-4 -6,0E-4
Deslocamento [m]

Figura 59: Erro de Richardson, e;, em uma secgdo transversal para v. €, X v para
a sec¢do ilustrada na Fig. 51.

Para reforgar esta inferéncia sobre a relacdo linear entre erro e
deslocamento, as figuras 59 e 60 apresentam o comportamento do erro
numa secg¢ao arbitraria com nos: 93, 254, 415, 576, 737, 898, 1059, 1220
e 1381 e em pontos aleatorios: 10, 465, 537, 740, 1000, 1055, 1100, 1199
e 1400 respectivamente. Em ambos os casos o ajuste de uma reta ¢ bem
sucedido, apresentando um R? =~ 1. A Fig. 61 mostra a distribuicdo do



O EbFVM aplicado a problemas de elasticidade plana em material isotrdpico - 123

erro de Richardson em func¢do do No6. Nesta, a sec¢do arbitraria transver-
sal também ¢ indicada na reta vermelha intermitente.
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Figura 60: Erro de Richardson, ey, versus v para um conjunto aleatério de pontos.
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Figura 61: Erro de Richardson, e}, em func¢do dos nds para v.
ExtrAPOLACAO DE RICHARDSON PARA 0 DESLOCAMENTO TOTAL

O mapa de p* para o deslocamento total ¢ mostrado na Fig. 62.
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Além disso o erro de Richardson, e, também é computado e apresenta-
do na Fig. 63.

Figura 62: Mapa da ordem do erro de Richardson p* para d.

A Fig. 62 mostra que a ordem do erro ¢ muito proxima de 2 ao
longo de quase toda viga, atingindo valores mais baixos nas regides pro-
ximas do engaste. De qualquer maneira, pode-se dizer que a aproxima-
¢do utilizada ¢ de ordem 2. O erro estimado para o deslocamento total,
na Fig. 63, também apresentou valores bastante baixos. Os maiores des-
locamentos foram da ordem de 1, 5 mm e os maiores erros da ordem de

1,44 x 10~2 mm, ou seja, 0,1 % daqueles, indicando assim uma 6tima

aproximagao.

Figura 63: Mapa do erro de Richardson ey, para d.
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Figura 64: Ordem do erro de Richardson p* em fungdo dos nds para d.

A Fig. 64 mostra os mesmos dados da Fig. 62, porém em forma
de grafico, onde p* é mostrado em fun¢do da numeragdo de no. A nume-
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racdo de n6 comega no canto esquerdo inferior, indo da esquerda para a
direita, linha a linha, até atingir o canto direito superior. Assim no grafi-
co os nds mais abaixo referem-se a extremidade esquerda e os mais aci-
ma a extremidade direita. O primeiro conjunto de dados, do n6 1 até 161
refere-se a superficie inferior, o conjunto de dados do n6 645 até 805 re-
fere-se a LN e do nd 1289 até 1449 a superficie superior. Observa-se que
em média até o 7° nd a partir da extremidade engastada tem-se valores
abaixo de 1, 8 baixo para p*, isso significa que a influéncia do engaste se
propaga por poucos nés dentro do dominio. E certo que no engaste, o
erro deve ser nulo, ja que os deslocamentos sdo prescritos, porém o fato
de ter-se deslocamentos extremamente pequenos, proximo ao engaste,
pequenas oscilagdes numéricas representam grandes erros na regido
imediatamente proxima ao engaste. Além disso vé-se que a maior parte
dos valores se estabilizam entre 1,90 ¢ 1, 96.
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Figura 65: Erro de Richardson, e, em fungdo dos nos para d.

A Fig. 65, mostra o erro de Richardson em funcdo dos nos. As po-
sicdes dos nds em relagdo a face esquerda, direita, inferior, superior e
LN sdo idénticas as da Fig. 64. O erro, conforme esperado, apresentou-
se menor nas regides proxima do engaste ¢ aumentando de forma quase
linear, ao longo de praticamente toda viga. O comportamento da distri-
buicdo do erro ao longo de linhas imagindrias paralelas a LN foram
idénticos entre si.

EXTRAPOLACAO DE RICHARDSON PARA 074

O mapa de p* para o,,, ¢ mostrado na Fig. 66 ¢ o erro ey, € apre-
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sentado na Fig. 67. Os valores do erro e;, na Fig. 67, representam ade-
quadamente o esperado pela ordem p* na Fig. 66. Onde a ordem do erro
¢ mais elevada os erros s3o menores e onde a ordem ¢ mais baixa os er-
ros maiores. Os melhores resultados para a ordem do erro estdo no inte-
rior da viga onde alcancam valores em torno de 9, 45, estes por sua vez
diminuem quando se aproximam da superficie livre inferior e superior
atingindo valores menores que 4, 75.

A Fig. 68 mostra a distribui¢do de p* em fung¢do dos nos. Os valo-
res apresentam-se em dois patamares bem distintos: p* = 4,76 para a
superficie inferior e superior € p* = 8,12 para as linhas no interior, com
excecgdo da LN pelos motivos ja comentados.

Figura 67: Mapa do erro de Richardson e, para 0.
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Figura 68: Ordem do erro de Richardson, p*, em fungdo dos nds para 0.
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A Fig. 69 ¢ uma ampliagdo da superficie inferior. Esta evidencia

o comportamento constante de p ao longo da linha bem como as varia-
¢oes presentes devido as extremidades esquerda e direita.

67y

P 4,76 i
al
o
2
0\: T T T T T T T 1
121 41 61 81 101 121 141 16l
Nos

Figura 69: Distribui¢do de p* em fungdo dos nds para 0., na superficie inferior.
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Figura 70: Mapa do erro de Richardson ey, para 0.
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Figura 71: Mapa do erro de Richardson e}, para 0, no engaste.

A Fig. 70 apresenta uma aplicagdo para a regido proéxima do en-
gaste, para o mapa de e, considerando a faixa total de valores possiveis
para este. As partes brancas sobre a LN sio regides onde as tensdes o,
sdo nulas e as no engaste estdo mostradas na Fig. 71 onde os maximos
erros sdo atingidos nos cantos inferior e superior. Estes por sua vez re-
presentam em valor absoluto aproximadamente 14,3 % do valor da ten-
sdo nestes pontos conforme pode-se ver na Fig. 72.
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Figura 72: Mapa para 0, ao longo da viga.

Ainda com relacdo a ey, a Fig. 73 deixa claro que os maiores er-
ros estdo nas regioes das superficies livres superior e inferior, que atin-
gem valores da ordem de 10° Pa. Por outro lado os erros envolvidos nas
regides internas sio da ordem de 10 a 103 Pa. Sobre a LN os erros fo-
ram bastante aleatorios, pois ali os deslocamentos foram praticamente
nulos e as tensodes analiticas, 0., devem ser nulas.
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Figura 73: Erro de Richardson, e, em fungdo dos nos para 0,4.

Partindo da Fig. 73 e ampliando apenas a regido interior, ou seja,
deixando as superficies inferior e superior de fora, obtém-se a Fig. 74.
Nesta por sua vez observa-se que as linhas horizontais (paralelas a LN)
obedecem uma distribuicao linear de erros. Essa distribuiciao linear ¢
vista também na dire¢do transversal, ou seja, nas linhas verticais. Na fi-
gura estdo mostradas trés linhas verticais destacadas pelas cores: cinza
continuo, vermelho intermitente e azul intermitente. A primeira refere-se
a face direita (livre), a segunda a face esquerda (engastada) e a terceira a
uma sec¢do intermediaria representada pelos nés 253, 414, 575, 897,
1058 e 1219. Todas estas sec¢des obedecem uma variacio linear do
erro. Destas sec¢des, 0s nos sobre as faces livres e sobre a LN nao obe-
decem o comportamento linear, pois aqueles possuem um nivel de erro
mais elevado conforme visto na Fig. 73 e na LN possui erro incerto de-
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vido aos baixissimos valores de o, sobre a LN. Estas sec¢des bem
como os nods podem ser vistos na Fig. 51.
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Figura 74: Ampliacdo para o erro de Richardson, e, em fung@o dos nos para 0.
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Figura 75: Valor absoluto do erro de Richardson ||ep||, em fungdo dos nés para
Ogzz- O eixo para ||ep, || estd em escala logaritmica.
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Com a finalidade de visualizar os erros em um grafico apenas, a
Fig. 75 apresenta o valor absoluto do erro em um grafico mono-log. No
grafico fica claro que o comportamento das faces inferior e superior
também obedecem uma regra semelhante as outras linhas horizontais, o
que muda ¢ a ordem do erro, que assume maiores valores quando condi-
¢oes de contorno com forga prescrita estdo presentes.

A figura também mostra 0 mapa de erros na regido proxima do
engaste ¢ a indicagdo do n6 6, o qual apresenta o maior valor de erro so-
bre a face inferior. Este por sua vez possui um valor simétrico na face
superior.

Novamente ¢ chamada a aten¢do para a simetria da distribuigdo
do erro. Também percebe-se que os erros sdo maiores na extremidade
esquerda e vao diminuindo gradativamente para regides proximas a ex-
tremidade direita e para regides mais proximas da LN. Novamente nos
extremos e sobre a LN, a convergéncia ndo ¢ monotdnica, provocando
oscilagdes como podem ser vistas nos valores esparsos.

Novamente ¢ chamada a ateng@o para a simetria da distribuigdo
do erro. Também percebe-se que os erros sdo maiores na extremidade
esquerda e vao diminuindo gradativamente para regides proximas a ex-
tremidade direita e para regides mais proximas da LN. Novamente nos
extremos e sobre a LN, a convergéncia ndo ¢ monotdnica, provocando
oscilagdes como podem ser vistas nos valores esparsos.

EXTRAPOLACAO DE RICHARDSON PARA 0y

O mapa de p* para oy, € mostrado na Fig. 76 e para o erro e; 0s
valores oscilaram demasiadamente pois o,, ~ 0 com exce¢do das duas
pequenas regides (extremidades) mostradas na Fig. 77.

Figura 76: Mapa da ordem do erro de Richardson, p*, para .

A ordem do erro, apesar das grandes variagdes mostradas na Fig.
76, apresentou alguma “estabilidade” oscilando entre 1,3 e 2,9 nas re-
gides proximas das extremidades. 1sso é causado pelo aparecimento de
tensdes o,y # 0 nestas regides.
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Figura 77: Tensdes 0, nas extremidades da viga.
EXTRAPOLACAO DE RICHARDSON PARA 07z,

O mapa para a tensdo oy, ¢ mostrado na Fig. 78 para melhor vi-
sualizar da distribuicdo de tensdes cisalhantes ao longo da viga. Sao
quatro regides de interesse: 1* regido, sobre a LN, a tensdo atinge o va-
lor minimo local —2,93 M Pa praticamente em toda viga. A 2? regido,
ainda sobre a LN, na regido proxima do engaste este valor sobre abrup-
tamente para um maximo de 7,53 M Pa. Na 3® regido, nos cantos inferi-
or ¢ superior da face engastada, as tensdes atingem o minimo de
—16,5 M Pa. Na 4* regido, nas faces livres inferior e superior e parte da
face direita, os valores das tensdes cisalhantes sdo baixos, na ordem de
—0,72 M Pa, se aproximando de zero que seria o valor tedrico esperado.
—0,72 M Pa corresponde a 4% do valor minimo de —16,5 M Pa.

Figura 78: Mapa de tensdo cisalhante 0.
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Figura 79: Mapa da ordem do erro de Richardson p* para 0.

O mapa de p* é mostrado na Fig. 79 e de e, na Fig. 80. Com ex-
cecdo das faces superior e inferior e das regides proximas a extremidade
esquerda e direita, o valor de p* é praticamente igual a 2, ou a0 menos
muito proéximo.

Os valores dos erros em grande parte da viga estdo entre —6,33 e
3,33 kPa. O maior valor absoluto deste ¢ 6,33 kPa e nesta regido a ten-
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sdo mais significativa ocorre sobre a LN com valor absoluto 2,39 M Pa,
assim aquele corresponde a 0,26 % deste, o que corresponde a um valor
bastante baixo, sendo uma excelente aproximacdo. Tomando ainda a
mesma base de comparagdo, as superficies inferior e superior possuem
um erro de 100 kPa, o que corresponde a 4, 2 %.

Figura 80: Mapa do erro de Richardson e, para 04y.

4.1.5.3  Algumas Consideracdes

Para o problema apresentado, observou-se que o método apresen-
ta convergéncia monotdnica em todas regides onde os valores de deslo-
camentos ou tensdes sdo estaveis. Divergindo apenas em regides criti-
cas, como LN, engaste, superficie livre e outros pontos que possam in-
troduzir instabilidade numérica ou gradientes elevados.

De uma maneira geral, o EbLFVM gerou mapas de deslocamentos,
tensdes e erros coerentes € ndo apresentou nenhuma instabilidade nas re-
gides onde esta ndo era esperada.

A simetria e linearidade na distribuigdo de erros € outro indicativo
da convergéncia suave (monotdnica) para a solucdo exata, sendo o espe-
rado de um método de solugdo numérica.

Com relagdo a analise das tensdes, estas sdo obtidas por pos-pro-
cessamento, assim tanto o erro como sua ordem nido dependem apenas
da técnica EbFVM, mas também da técnica de recuperagdo de tensdes
utilizada.

4.2  ProsLEMAS Prorostos
4.2.1  Vica M Baranco®

Este ¢ um problema classico em engenharia e na teoria de vigas,
encontra-se a solug¢@o analitica para o deslocamento da Linha Neutra,
para uma viga engastada em uma extremidade e forca aplicada sobre a
linha neutra na extremidade livre para o EPT. A geometria deste proble-
ma ¢ mostrado na Fig. 81 e as propriedades do material sdo

48 Esta analise foi apresentada no XXIX CILAMCE (FILIPPINI et. al, 2008).
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=210GPa e v =0,3. Esta viga tem um indice de esbeltez igual a
10.

Comparar-se-4 com duas solugdes: A solucdo classica de Ber-
noulli-Euler fornecida pela equag¢ao (BEER, 1989)

E
L
H

v(@) = 557 [(3F) 2* = (3) 2] (104)
e a solugdo proposta por Donnell (1976) ¢ apresentada na equagéo
v(@) = gy |25 ) o+ () - (B)2?], (109)

a qual possui um termo adicional em z. A equacdo de Bernoulli-Euler
desconsidera na curvatura da viga

wjw

p= L@ (106)

da2

o termo (dy/dx)” durante sua dedugdo. Este ¢ desconsiderado, pois para
viga esbelta e pequenas deformagdes, o termo € proximo de zero.

y [m]
P=1kN
%
7 Comprimento = 0,050 m T
! IN Ya
x [m]
Espessura = 0,0001 m Altura = 0,005 m

Figura 81: Viga em balanco.

A solugdo de Bernoulli-Euler ¢ originada da seguinte igualdade

1= M (107)

Nestas ultimas equagdes, I representa o momento de inércia da secgao,

E o0 modulo de Young e M (z) o momento fletor em uma secgio da viga
numa posi¢ao z.

Este problema foi resolvido com duas malhas. A primeira

40 x 4 elementos e a segunda 80 x 8 elementos. Foram utilizados ele-

mentos quadrilaterais ¢ malhas cartesianas. Os resultados foram obtidos
pelo EbFVM, pelo classico FVM (FILIPPINI, 2004c), pelo FEM e com-
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paradas com as solucdes de referéncia de Bernoulli-Euler e Donnell.

A Fig. 82 apresenta o grafico do erro relativo (er), para as solu-
¢oes (Vnum), quando comparadas com a solugdo analitica (v, ), proposta
por Donnell. O erro relativo é sobre os deslocamentos v na LN e calcu-
lado conforme a Eq. (108), onde ¢pnum € Pan, sd0 valores genéricos, ob-
tidos pelo método numérico e analitico respectivamente, que para o pre-
sente caso, este seria o deslocamento v. Portanto, com o auxilio da Eq.
(108), pode-se perceber que estes valores negativos dos erros, indicam
que o deslocamento atingido pelo método foi menor que o analitico.

er = faum—ten . 100 [%) (108)
00— ———
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- >
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Figura 82: Erro relativo na LN. Os valores deste grafico estdo na Tab. A.1.

O primeiro aspecto evidente sdo os erros elevados na regido pro-
xima do engaste. Isso se deve ao fato de que os deslocamentos nessa re-
gido, sdo pequenos, portanto os erros absolutos, quando comparados
com com o deslocamento representam um percentual significativo deste.
Observa-se que apds a regido proxima do engaste os erros relativos
mantém-se praticamente constantes ao longo da viga, apresentando um
leve aumento ao se aproximar da extremidade livre. O comportamento
do erro para Bernoulli-Euler ndo segue o mesmo comportamento, pois a
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diferenca deste com a solug@o analitica sugerida, ¢ um termo linear (o
primeiro termo entre paréntesis na Eq. (105)).

No caso da convergéncia da solug@o sob o efeito do refino de ma-
lha, o MEF converge mais rapidamente para a solucdo sugerida, seguido
do EbFVM que também apresenta bons resultados, erros em torno de
1,2% maiores que o MEF e por fim, o MVF apresentou erros maiores,
em torno de 4 % a mais que o FEM ¢ 3 % a mais que o EbFVM para a
maior parte da regido afastada do engaste. Esse resultado vem do fato de
que na fronteira do volume de controle, o FVM utiliza-se de metade dos
pontos de integracdo utilizados pelo EbFVM. A Fig. 83 ilustra isso.

X - pi

EbFVM FVM
Figura 83: Pontos de integra¢do para EbFVM e FVM.

Ainda sobre o mesmo problema, ¢ feita uma analise da influéncia
do refino de malha, sobre o deslocamento v do ponto sobre a LN na ex-
tremidade livre. Os resultados estdo na Fig. 84. Os valores analiticos de
v foram obtidos pela equagdo de Bernoulli-Euler. Conforme esperado da
mesma forma como ocorreu para o erro relativo, ¢ visivel que com o re-
fino de malha a solugfo para o deslocamento neste ponto avanga de des-
locamentos menores que os analiticos para malhas mais grosseiras para
maiores que os analiticos em malhas mais refinadas, evidenciando nova-
mente que as equagdes analiticas, sdo para problemas com viga de ele-
vado indice de esbeltez.

4.2.2  Tensio CiSALHANTE EM UMA Praca Bi-EnGastaba
Este problema consiste em uma viga bi-engastada, sujeita a deslo-

camento prescrito em ambas extremidades (ver Fig. 85). Devido as de-
formagdes, internamente aparecem tensdes normais e cisalhantes, sendo
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que estas ultimas atingem um valor maximo sobre a LN. O problema foi
analisado como EPD.

Com a finalidade de avaliar a recuperagdo de tensdes a partir do
campo obtido pelo EbFVM, o problema foi resolvido com duas malhas:
60 x 6 e 100 x 10 elementos. Dois esquemas de recuperagdo de tensdes
foram testados sobre os resultados obtidos, comparando-os com os re-
sultados obtidos pelo FEM e com uma solucdo referéncia obtida através
do FEM para uma malha 700 x 70 elementos.

1,95E-5
] P e e —
= 1,90E-5
1 1,85E-5 —Bemoulli-Euler
— B & EbFVM
X
= 1,80E5 - MEF
1,75E-5 T T T T T T T T T T 1
Q Q Q Q Q Q Q
.QQ .QQ .QQ N .QQ N

Graus de liberdade

Figura 84: Deslocamento da extremidade livre sobre a LN. Os valores deste grafico
estdo na Tab. A.2.
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Figura 85: Placa bi-engastada com deslocamento prescrito em ambas extremidades.

Os esquemas de recuperagdo de tensdes (detalhados no apéndice
C) utilizados foram: Computo Direto no N6 (CDN), Extrapolacdo (Ex),
Suavizagdo Local (SL), Suavizacdo Global (SG), “Superconvergent Pat-
ch Recovery” (SPR) e “Patch” Nodal para Deslocamento Linear
(PNDL).

Destes esquemas, o PNDL foi sugerido por Vaz Jr (2008) e ainda
ndo foi testado sobre o EbLFVM. Em suma, este esquema consiste em lo-
calizar os coeficientes de um polindmio linear para interpolagdo do cam-
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po de deslocamentos. A partir deste obtém-se as deformagdes sobre o no
de interesse e consequentemente as tensdes (detalhes podem ser vistos
no apéndice C).

A Fig. 86 apresenta os resultados da tensdo cisalhante sobre a LN
para a malha 60 x 6 utilizando-se dos esquemas de suavizagdo CDN e
PNDL para o EbFVM e o SPRE, SG, SL, Ex, SL_ABX e CDN para o
FEM além do resultado fornecido pelo FVM cléssico obtidos por Vaz Jr,
Muiioz-Rojas e Filippini (2009). O esquema SL._ABX utiliza-se da SL,
local porém com fungdo de interpolacdo uma ordem abaixo das fungdes
utilizadas para os deslocamentos, portanto para elemento linear utiliza-
se de fungdes constantes. Todas as tensdes obtidas para o FEM contaram
com o uso do aplicativo MANEH (2009). Na Fig. 87 é mostrada uma
ampliacdo da regido, cuja legenda ¢ idéntica a utilizada na Fig. 86.

70- =+ EbFVM-PNDL
= EbFVM-CDN
50 = FEM-SPRE
= 30 < FEM-SG
< * FEM-SL
= 10 = FEM-Ex ]
2 10 FEM-SL_ABX
3
-~ FEM-CDN
-30 = FVM

Referéncia

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5

Figura 86: Tensdo cisalhante sobre a LN proximo ao engaste em & = 0 para ma-
lha 60 X 6. Os valores deste grafico constam na tabela A.4.

No caso do FVM classico, o qual é desenvolvido sobre uma ma-
lha cartesiana, determina-se a tensdo utilizando uma interpolagdo para-
boélica dos deslocamentos do n6 referéncia com os nds adjacentes a este,
entdo a derivada ¢ estimada a partir desta interpolagdo e as tensdes sdo
computadas sobre o no referéncia. Na figura as tensdes cisalhantes, prin-
cipalmente préoximo ao engaste, acompanham com boa proximidade a
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referéncia. Isto estd relacionado diretamente a forma de recuperagdo de
tensodes adotada pelo método, no caso um esquema de 2* ordem nos des-
locamentos, favorecido pela malha estruturada e ortogonal.

No caso do FEM-Ex, apesar de ser uma extrapolagdo com tensao
constante no elemento, o desempenho é bom se comparado aos demais,
e isso se deve a utilizagdo das tensdes nos pontos de super-convergéncia
(GP). Mesmos resultados sdo fornecidos pela técnica FEM-SL_ABX.

Os casos FEM-CDN, FEM-SL e EbFVM-CDN apresentam valo-
res muito proéximos, porém sdo pobres com respeito a representagdo do
gradiente de deslocamento na fronteira. O caso FEM-SG apresentaria re-
sultados razodveis se ndo fossem as oscilagdes presentes proximo ao en-
gaste, estas desaparecem em regides longe deste.
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Figura 87: E uma ampliagio da Fig. 86.

No EbFVM-PNDL e¢ FEM-SPRE, os resultados sdo razoaveis,
com certa vantagem do EbFVM com respeito ao valor junto ao engaste e
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ao valor de tensdo maxima ao longo da maior parte da viga. Ambos
acompanham com razoavel proximidade a curvatura da Referéncia. Isso
¢ um indicativo de auséncia de instabilidades.

Adicionalmente ¢ interessante ressaltar que as técnicas utilizadas
pelo FEM (com excegdo do CDN, Ex e SL_ ABX) fazem uma aproxima-
¢do linear das tensdes dentro do elemento. O que ndo ocorre com o
EbFVM-PNDL que considera as tensdes constantes dentro do patch.
Assim mesmo com uma ordem abaixo, este fornece bons resultados se
comparado aos demais. Por outro lado a técnica Ex, e SL_ ABX também
deram bons resultados utilizando tensdes constantes no elemento.

Por fim pode-se dizer que EbLFVM-PNDL (com tensdes constan-
tes) € consistente com os esquemas FEM-Ex e FEM-SL._ABX que pos-
suem tensdes constantes no elemento. Ainda que o EbFVM-CDN apre-
senta resultados muito proximo ao FEM-CDN.

422.1 Tensdes Calculadas pela Teoria de Vigas

Utilizando-se da teoria de vigas (SNYDER, 1973), pode-se obter

a tensdo cisalhante méaxima teorica, o}, associada a LN, mais precisa-

mente no meio da viga que no presente caso corresponde ao ponto
(z;y) = (25;2,5) [mm]. A tensdo cisalhante tedrica é determinada atra-
vés de

= g% , (109)
onde V. indica a forga cortante ao longo da viga e A ¢ a area da secgdo
transversal.

A determinagdo de V. ¢ feita utilizando o método da sobreposi¢do
para vigas estaticamente indeterminadas e pode ser determinada por

12 EIymam
= (110)
onde E ¢ o Modulo de Young, | € o comprimento da viga (50 mm), Ymaa
¢ a flecha méaxima (1 mm), I ¢ o momento de inércia da seccdo que para
o estado plano de deformagao deve ser determinado através da equacdo

I= bh° 111
C12(1—-v2)” (11
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onde h e b sdo a altura e a espessura da placa respectivamente € v € 0
coeficiente de Poisson.

Resolvendo as equagdes (109), (110) e (111) para o problema pro-
posto, obtém-se o valor teodrico o'** = 69.230.769,2308 Pa ou

zy
69,23 M Pa, o qual, juntamente com o valor de referéncia
Ozy = —67,41 M Pa, servem de comparagdo para os valores obtidos

pelo EbFVM, FEM e FVM utilizando-se uma malha 60 x 6 elementos.
As comparagdes estdo na Tab. 10, onde os erros relativos, er, foram de-
terminados conforme
er = fusm=den . 100 [%] (112)
Tabela 10: Erro relativo sobre 0, para o EbFVM, FEM e
FVM em relagao a teoria de vigas.

G2y M Pa]
Teodrico| -69,23

Referéncia| -67,41 | er[%] er %]

PNDL -67,11 3,06 0,45

Tedrico | Referéncia

EbFVM
CDN -66,10 4,52 1,94
SPRE  -72,11 -4,16 -6,97
SG  -67,68 2,24 -0,40
SL  -65,10 5,97 3,43
FEM

Ex -65,85 4,88 2,31

SL ABX -65,85 4,88 2,31
CDN -65,10 5,97 3,43
FVM -69,08 0,22 -2,48

O FVM quando comparado com a solugdo tedrica apresentou
uma excelente aproximac¢do com um erro relativo de 0,22 %. O FEM
utilizando-se da suavizagdo global apresentou boa aproximacdo em rela-
¢d0 a solugdo teodrica com erro relativo de 2,24 % e em relagdo a solugdo
de referéncia com erro de —0, 40 %.

Por fim o EbFVM utilizando-se do esquema PNDL quando com-
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parado com a solugdo teodrica apresentou um erro de 3, 06 %, com a solu-
¢do de referéncia um erro de 0,45 % e com o esquema CDN um erro re-
lativo de 1,94 %. Apesar dos bons resultados obtidos pelo FEM-SG, este
apresentou oscilagdes ndo fisicas no valor da tensdo, na regido onde al-
tos gradientes de deformacdo estdo presentes (ver Fig. 87). O mesmo
nao ocorreu com 0 FVM e o EbFVM.

423  ProBLEma “Cusic”™®

O problema Cubic, descrito na seccdo 4.1.3.2, possui solugdo
analitica e ¢é aqui utilizado para verificar os erros na solugdo obtida atra-
vés do EbFVM para os campos de deslocamento.

O problema foi resolvido com o EbFVM e com o FEM utilizan-
do-se uma malha com 32 x 16 elementos e considerando-se quatro casos
de CC. Nos 4 casos, a face direita ¢ sempre com deslocamento prescrito.
As outras faces variam desde todas com forga prescrita até todas com
deslocamento prescrito. Aqui vale uma observacdo: Quando se utiliza
uma CC de deslocamento prescrito sobre determinado né, é equivalente
a estipular o resultado do deslocamento para este né e com isso esta-se
eliminando a equagdo de equilibrio do sistema de equagdes. Assim a dis-
cretizagdo sobre o nd ndo serd levada em conta durante a solu¢do do
problema. Portanto, se toda fronteira estiver sujeita a deslocamento
prescrito, os resultados obtidos sdo devidos apenas as equagoes discre-
tizadas para o interior do dominio assim como Seu respectivos erros.
Observagdo semelhante foi vista no Patch Test (secgdo 4.1.1).

Antes da analise dos quatro casos, as figuras 88, 89 e 90 apresen-
tam os mapas do deslocamento u, v e o deslocamento total ||ul|. Estes
mapas foram retirados do caso com todas CC com deslocamento prescri-
to.

A Fig. 88 apresenta o mapa para os deslocamentos u. Os valores
sdo coerentes com o tipo de CC impostas para o problema da Fig. 32, ou
seja, o problema ¢ uma viga em balango com forga prescrita em uma ex-
tremidade, ocasionando o aparecimento de momento fletor no interior da
viga e consequentemente o efeito de tracdo na regido acima da LN e de
compressdo abaixo desta. Isso € evidenciado pelos deslocamentos em
Oz, positivos e negativos respectivamente.

A Fig. 89, apresenta o mapa de deslocamento v, o qual também

49 Parte dos resultados dos erros relativos para os campos de deslocamento foram apresenta-
dos no XXIX CILAMCE (FILIPPINI et. al, 2008) e parte no XXX CILAMCE (FILIPPINI
et. al, 2009).
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apresenta-se com uma distribuicdo coerente com o tipo de CC do pro-
blema. Proximo da face direita, devido ao momento M, as linhas de dis-
tribuigdo para v sdo levemente curvadas e quanto mais afastado desta
face passam a apresentar um perfil retilineo caracteristico de uma viga
em balanco, regido esta que atinge os maiores deslocamentos v.

Figura 88: Mapa de deslocamento u obtido com EbFVM.

Figura 89: Mapa de deslocamento v obtido com EbFVM.

Por fim o mapa do deslocamento total ||u|| ¢ mostrado na Fig. 90.
Neste mapa, além dos intervalos de deformagdes ¢ apresentado o vetor
do deslocamento total, o qual d4 uma nog¢do geral do movimento dos
pontos do corpo. Este deslocamento sobre a LN deve ser exclusivamente
na dire¢@o Oy e isso € confirmado ao se observar os vetores na figura.

Nas sec¢des que se seguem o erro relativo, er, serd utilizado para
comparar os resultados do EbFVM e do FEM com os resultados analiti-
cos. A Eq. (108) ¢ utilizada para determina-los, porém o resultado apre-
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sentado ¢ sempre o valor absoluto de er, ou seja, |er|.

o SO o S e 2 D
ST IS YYS  [um]
[ S b U e —

LN

Figura 90: Mapa do deslocamento total, [[u|| obtido com EbFVM.

4.2.3.1 Face Direita com Deslocamento Prescrito e demais com Forga
Prescrita

Esta CC, ¢ o caso analisado em que se tem o maior niumero de
equacdes discretas para a fronteira sendo consideradas no sistema de
equacdes final e normalmente ¢ de se esperar que maiores erros estejam
envolvidos ja que mais CC de Neumann estdo envolvidas.

As figuras 91 e 92, apresentam os erros relativos para o desloca-
mento u € v, para a solugdo com o EbFVM.
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Figura 91: Mapa de |er| para o deslocamento « com EbFVM.

Os erros para u, na maior parte da viga estdo entre 0,53 ¢ 0,66 %.
Os maximos erros sdo verificados sobre os dois ndés marcados e isto ¢é
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justificado, pois nesta regido tem-se uma restricio de deslocamento e
consequentemente os deslocamentos nas proximidades sdo pequenos, o
que faz com que pequenas variagdes nos resultados ocasionem grandes
erros relativos. A Fig. 90 destaca esta regido de pequenos deslocamen-
tos.

Os erros para v na maior parte da viga estdo entre 0,375 e
0,450 %. Os maximos erros sdo verificados na regido proxima a frontei-
ra esquerda com forga prescrita, o que é esperado, ja que mais CC de
Neumann estio presentes.

Figura 92: Mapa de |er| para o deslocamento v com EbFVM.

As figuras 93 e 94 apresentam os erros relativos para o desloca-
mento u ¢ v devido a solu¢do com FEM.

Figura 93: Mapa de |er| para o deslocamento u obtidos com o FEM.

Os erros para v na maior parte da viga estdo entre 0,156 e
0,208% menores que para o EbLFVM. Os maximos erros ocorrem sobre a
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mesma regido marcada na Fig. 90 e os motivos, sdo os mesmos citados
para o EbFVM.

Os erros para v na maior parte da viga estdo entre 0,153 e
0, 188 % menores que no EbFVM. Os maiores erros sdo verificados na
regido proxima a fronteira esquerda com forga prescrita, o que ¢ espera-
do, ja que mais CC de Neumann estio envolvidas na solugdo do proble-
ma.

[

Figura 94: Mapa de |er| para o deslocamento v com FEM.

4.2.3.2 Face Direita e Esquerda com Deslocamento Prescrito e de-
mais com Forg¢a Prescrita

Para este caso, as CC utilizadas sdo forga prescrita nula na face
superior e inferior, deslocamento prescrito na face direita e esquerda, o
qual foi determinado pela Eq. (95) e constam na Tab. A.3.

Figura 95: Mapa de |er| para o deslocamento v para EbFVM.
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Os erros relativos para o EbFVM, da solu¢ao numérica em rela-
¢do a analitica, sdo calculados com a Eq. (108) e sdo apresentados nas
figuras 95 e 96, para o deslocamento u e v respectivamente.

Percebe-se claramente que sdo baixos os erros relativos para os
campos de deslocamento, atingindo os maiores valores em u na ordem
de 0,20 % e em v na ordem de 0,17 %. Nas regides proximas a face es-
querda os erros se aproximaram mais de zero pois foi onde ocorreram os
maiores deslocamentos, assim os erros absolutos sdo bastante pequenos
em relacdo aos deslocamentos nessa regido.

Figura 96: Mapa de |er| para o deslocamento v para EbFVM.

Porém na face direita os erros assumiram valores um pouco supe-
riores. Isto decorre de ter-se nesta face o engaste, ou seja, a restrigdo no
deslocamento em u e v. Logo pequenos erros nos deslocamentos sao
bastante significativas em relagdo ao proprio deslocamento ja que este €
pequeno.

Figura 97: Mapa de |er| para o deslocamento u para o FEM.
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Na Fig. 96, isto é perceptivel para o deslocamento v, ja que no
centro da face direita tem-se uma restrigdo com deslocamento nulo na
diregdo Oy.

Para o FEM, os erros sdo mostrados nas figuras 97 e 98, para u e
v respectivamente. Os erros para v na maior parte da viga estdo entre
0,0 a 0,015 %. Menores que para o EbFVM. Os méaximos erros ocorrem
sobre a mesma regido marcada na Fig. 90.

Os erros para v na maior parte da viga estdo entre 0,0 ¢ 0,010 %.
Estes sdo menores que os obtidos pelo EbFVM. Os maximos erros sdo
verificados novamente na regido préxima ao ponto onde ha a restrigdo
de deslocamento e consequentemente menores deslocamentos na face
direita.

Figura 98: Mapa de |er| para o deslocamento v para o FEM.

Tanto para o EbFVM como para o FEM, como era de se esperar,
devido a introducdo de mais uma face sujeita a CC de valor prescrito, o
erro de uma maneira geral diminuiu.

4.2.3.3  Face Direita, Esquerda e Inferior com Deslocamento Prescrito
e a Face Superior com Forga Prescrita

Nesta CC, novamente o nimero de equagdes discretas considera-
das para a fronteira é reduzido a apenas a face superior, onde se tem for-
¢a prescrita, portanto ¢ esperado que os erros diminuam em relagéo aos
casos anteriores.

As figuras 99 e 100, apresentam os erros relativos para o desloca-
mento u ¢ v devido a solu¢do com o EbFVM.

Os erros para u na maior parte da viga estdo entre 0,0 e 0,057%,
menores que para o caso anterior. O maximo erro ¢ verificado sobre a
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regido destacada na Fig. 99, pelos mesmos motivos ja comentados. O
que ocorre de diferente é que ao contrario dos casos anteriores, neste
caso, apenas um dos dois pontos atinge o valor maximo. E perceptivel
que este ponto € o que esta mais proximo da regido onde a CC ¢ de forga
prescrita.

Figura 99: Mapa de |er| para o deslocamento u para EbFVM.

Os erros para v na maior parte da viga, estdo entre 0,0 e 0,005 %,
menores que para o caso anterior. O maximo erro ¢ verificado sobre a
regido destacada na Fig. 90, pelos mesmos motivos ja comentados. O
que ocorre de diferente é que: ao contrario dos casos anteriores, onde
esta regido era simétrica em relag@o a linha central da viga, aqui a regido
¢ deslocada para cima em direcdo a face com CC de forga prescrita. Isso
¢ esperado ja que esta CC introduz maiores erros.

Figura 100: Mapa de |er| para o deslocamento v para EbBFVM.

As figuras 101 e 102 apresentam os erros relativos para o deslo-
camento u ¢ v, devido a solu¢do com o FEM.
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Os erros para v na maior parte da viga estdo entre 0,0 ¢ 0,013 %,
sd0 menores que para o caso anterior € menores que os obtidos para o
EbFVM. O méximo erro, ¢ verificado sobre a mesma regido destacada
na Fig. 99 e pelos mesmos motivos ja comentados.

Figura 101: Mapa de |er| para o deslocamento u para FEM.

Os erros para v, na maior parte da viga estdo entre 0,0 e 0,001%,
sd0 menores que para o caso anterior ¢ menores que os erros obtidos na
solugdo com o EbFVM. O maximo erro ¢ verificado sobre a regido des-
tacada na Fig. 90. Aqui também, a regido de maximo erro, sofreu um
deslocamento para cima e isso devido a CC de forga prescrita presente
na face superior.

Figura 102: Mapa de |er| para o deslocamento v para FEM.

4.2.3.4 Todas Faces com Deslocamento Prescrito

Nesta CC, ndo hd nenhuma equagao discreta para a fronteira sen-
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do consideradas no sistema de equagdes, restando assim apenas as equa-
¢des para o interior do dominio. Portanto, também ¢ esperado que os er-
ros diminuam em relagdo aos casos anteriores.

As figuras 103 e 104, apresentam os erros relativos para o deslo-
camento u € v para a solugdo com o EbFVM.

Os erros maximos para u sdo da ordem de 2,2 x 10712 %, evi-
dentemente muito menores que os casos anteriores. Os maximos erros
seguem a mesma localizacdo e explicagdo ja feita anteriormente. Adicio-
nalmente observa-se que a simetria da distribui¢do dos erros novamente
¢ verificada em relagdo a linha central longitudinal.
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Figura 103: Mapa de |er| para o deslocamento u para EbFVM.
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Figura 104: Mapa de |er| para o deslocamento v para EbFVM.

Os erros maximos para v sdo da ordem de 0,8 x 10712 %, tam-
bém muito menores que os casos anteriores. A principio, analisar erros
tdo pequenos (da ordem de 10~'2) pode parecer de pouca utilidade, mas
no caso da comparagdo entre os métodos, isso € util, pois como sera vis-
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to ao final desta analise do problema Cubic, sera possivel verificar os er-
ros efetivos de ambos os métodos, bem como a influéncia dos erros de
CPU sobre os resultados.

As figuras 105 e 106, apresentam os erros relativos para o deslo-
camento u e v para a solugdo com o FEM.

Os erros maximos para u sdo da ordem de 12,8 x 10~!2 %, muito
menores que 0s casos anteriores. Os maximos erros seguem a mesma lo-
calizagdo e explicacdo ja feita. Porém o que ha de novo é que os erros
sdo maiores que os apresentados pelo EbFVM e uma comparagdo mais
detalhada sera feita adiante.

Figura 105: Mapa de |er| para o deslocamento u para FEM.

Os erros méaximos para v, so da ordem de 2,5 x 1072 %, evi-
dentemente muito menores que os casos anteriores. Aqui também algo
novo ¢ determinado: Os erros sdo maiores que os apresentados pelo
EbFVM, o que também sera discutido em analises posteriores.
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Figura 106: Mapa de |er| para o deslocamento v para FEM.
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Uma avaliagdo mais detalhada comparando os erros devidos ao
EbFVM e ao FEM, sera discutida na préxima seccao.

4.2.3.5 Comparagdo entre Mapas de Erros Obtidos pelo EbFVM e
pelo FEM

Esta seccdo destina-se a comparar os erros oriundos da solucao
pelo EbFVM e pelo FEM. Serdo mostrados os mesmos mapas de erros
da seccdo anterior, para os quatro casos com diferentes condi¢cdes de
contorno, porém na comparagdo dos erros de cada deslocamento, sera
utilizada a faixa de valores de erros do método que apresentou os meno-
res erros. Nesta analise também serd considerado apenas o valor absolu-
to do erro relativo, |ery|, mesmo quando este ndo for indicado.

Nos graficos de analise que se seguem (paginas 162 a 165), as re-
gides em branco estdo com os valores acima da faixa representada na le-
genda, portanto indicando erros mais elevados. As condigdes de contor-
no para cada grupo de graficos sdo nomeadas da seguinte maneira:

* CCI - Para deslocamento prescrito na face direita e as demais

faces com forga prescrita;

* CC2 — Para deslocamento prescrito na face direita e esquerda e

forca prescrita nas faces superior e inferior;

* CC3 — Deslocamento prescrito na face direita, esquerda e infe-

rior e a face superior com for¢a prescrita;

* CC4 — Deslocamento prescrito em todas as faces.

Portanto, os graficos sdo apresentados numa sequéncia que parte
de um menor nimero de nds sujeito a CC com deslocamento prescrito
até a totalidade de nds da fronteira sujeita a deslocamento prescrito.

Para CC1

A Fig. 111 na pagina 162 mostra que os menores erros para u sao
por conta do FEM o qual atinge o erro maximo de 0,6237 % e que para
0 EbFVM os erros sdo maiores em grande parte do dominio, atingindo o
maximo de 1,576 %. A regido branca que ultrapassa a faixa de valores é
verificada para o EbFVM, e esta vai desde 0, 6237 % até 1,576 %.

Para v os menores erros sdo por conta do FEM que atinge o erro
maximo de 0,2046 % e o EbFVM apresenta maiores erros em grande
parte do dominio, atingindo o maximo de 0,4499 %. A regido branca que
ultrapassa a faixa de valores, é verificada para o EbFVM, a qual vai des-
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de 0,2046 % até 0,4499 %.

Na Tab. 11, sdo listadas para cada método: as faixas de valores,
[eTinf; €Tsup), Os valores de variagdo do erro, Vermaq, Sobre o erro maxi-
mo ermq, € a percentagem (aproximada) de regido branca sobre a area
total, Racima. Onde er;,y € o erro relativo inferior, o qual sempre sera
ZET0, ersyp € 0 erro relativo superior, o qual varia de acordo com o méto-
do utilizado. O valor de V., q. € determinado através da equagdo

ersy
‘/erma:c = d x 100 (113)
ermaw
e o valor de R .imq através de
A
Racima 0 %100, (114)
ATotal

onde Apco © ATotal SA0 a area branca aproximada e area total respectiva-
mente.

Para CC2

A Fig. 112 na pagina 163 mostra que 0s menores erros para u sao
por conta do FEM o qual atinge o erro maximo de 0,04397 % e que para
0 EbFVM os erros sdo maiores em grande parte do dominio, atingindo o
maximo de 0,1962 %. A regido branca que ultrapassa a faixa de valores
¢ verificada para 0 EbFVM e esta vai desde 0, 04397 % até 0,1962 %.

Para v, os menores erros sdo por conta do FEM, atingindo o erro
maximo de 0,03829 % e o EbFVM apresenta maiores erros em uma re-
gido proxima da face direita atingindo o maximo de 0,1710 %. A regido
branca que ultrapassa a faixa de valores ¢ verificada para o EbFVM, a
qual vai desde 0,03829 % até 0,1710 %. A Tab. 12 mostra um resumo
destes valores entre outros.

Para CC3

A Fig. 113 na pagina 164, mostra que os menores erros para u sao
por conta do FEM, o qual atinge o erro maximo de 0,1533 % e que para
o EbFVM os erros sd3o maiores em uma pequena regiao proxima da face
direita atingindo o maximo de 0, 6842 %. A regido branca que ultrapassa
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a faixa de valores ¢ verificada para o EbFVM, e esta vai desde 0, 1533 %
até 0,6842 %.

Para v, os menores erros sdo por conta do FEM, que atinge o erro
maximo de 0,01460 %. O EbFVM apresenta maiores erros na regiao
proxima da face direita atingindo o maximo de 0,06526 %. A regido
branca que ultrapassa a faixa de valores € verificada para o EbFVM, a
qual vai desde 0,01460 % até 0,06526 %. A Tab. 13 mostra um resumo
destes valores.

Tabela 11: Resumo para analise de erros utilizando CC1.

erinf[%} ersup[%] ‘/ermam[%] Racima [%]

u
EbFVM 0,0 1,576 100,0 2,9
FEM 00 0,624 39,6 0,0
€T maz 1,576

v
EbFVM 0,0 04499 1000 91,8
FEM 0,0 02046 455 0,0
€Tmaz 0,4499

Tabela 12: Resumo para anélise de erros utilizando CC2.

erinf[%} ersup[%] ‘/ermam[%] Racima [%]

u
EbFVM 0,0  0,19620  100,0 45,4
FEM 0,0 0,04397 22,4 0,0
€maz 0,19620
v
EbFVM 0,0  0,17100  100,0 8,2
FEM 0,0 0,03829 22,4 0,0

€maz 0,17100
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Tabela 13: Resumo para analise de erros utilizando CC3.

eTinf[%] | ersup[%] | Vermaz[%] | Racima [%)
u
EbFVM 0,0 0,6842 100,0 2,7
FEM 0,0 0,1533 22,4 0,0
E'maz 0,6842
v
EbFVM 0,0 0,06526  100,0 10,4
FEM 0,0 0,01460 22,4 0,0
E'mag 0,06526
Para CC4

A Fig. 114 na pagina 165, mostra que os menores erros para u sao
por conta do EbFVM, o qual atinge o erro maximo de 2,198.10712% e
que para o FEM os erros sdo maiores em grande parte do dominio atin-
gindo 0 maximo de 12,85.10712%. A regido branca que ultrapassa a fai-
xa de valores ¢ verificada para o FEM, e esta vai desde 2,198.107'2%

até 12, 85.10712 %.

Tabela 14: Resumo para analise de erros utilizando CC4.

ering|%] | €rsup|%)] | Vermaz %] | Racima (%)
u
EbFVM 0,0 2,198E-12 17,1 0,0
FEM 0,0 1,285E-11 100,0 38,7
€Tmaz 1,285E-11
v
EbFVM 0,0 8,008E-13 31,5 0,0
FEM 0,0 2543E-12 100 74,0
€Tl mazx

2,543E-12
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Para v os menores erros sao por conta do EbFVM que atinge o
erro maximo de 0,8008.10712% e o FEM, considerando que os nés na
fronteira sdo com deslocamento prescrito, apresenta maiores erros prati-
camente na totalidade do dominio atingindo o maximo de
2,543.10712%. A regido branca que ultrapassa a faixa de valores ¢ veri-
ficada para o FEM, a qual vai desde 0,8008.107'2 % até 2,543.10712 %.
A Tab. 14 mostra o resumo destes valores.

VisuaLIZACAO GRAFICA DE Vermas E Racima

De maneira a resumir os valores e suas comparagdes, os graficos
apresentados nas figuras 107 e 108, mostram o comportamento dos va-
lores da variacao do erro, Veymaz, SOBTE 0 €10 Maximo er;,q,, € a per-
centagem de regido branca sobre a area total, R,cima, respectivamente.

A Vermas deve ser interpretada da seguinte maneira: O método
com o maior erro (er,) apresenta Ve mqar = 100 % € o outro método, se
tiver erro maximo (er,) menor que O primeiro, apresenta
Vermaz = (erp/erq) x 100 [%]. Desta forma Vypq, € uma comparagio
percentual entre os erros relativos maximos dos dois métodos.

Portanto, observando a Fig. 107, vé-se que que para os trés pri-
meiros casos de CC, onde ha forgas prescritas, 0 EbFVM predomina
com respeito ao erro maximo, porém quando todas as CC sdo de deslo-
camento prescrito ocorre uma inversdo ¢ o FEM passa a apresentar o
maior erro percentual.

100
80
60
40

Vermaz [%]

20

Tipo de CC

Figura 107: Variagdo do erro sobre o erro maximo.

A R,cima deve ser interpretada da seguinte maneira: Determinado
método apresenta erro acima do maximo erro do outro método, porém a
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regido que possui erro acima pode ser apenas alguns nos ou a totalidade
dos nés. Caso esta regido, seja apenas parte do dominio, o valor de
Racima € (0;100) %, caso esta regido seja a totalidade do dominio,
Racima = 100%. Em outras palavras, para o método de maior erro,
Racima indica qual a percentagem do dominio que apresenta erros acima
do erro maximo.

Tipo de CC

Figura 108: Percentagem de regido branca sobre area total.

Portanto, a Fig. 108 mostra que nos trés primeiros casos de CC
que possuem forga prescrita o EbFVM sempre apresentou regides com
erros acima do maximo erro apresentado pelo FEM e no quarto caso,
onde estdo presentes apenas condigdes de contorno de deslocamento
prescrito ocorre uma inversdo e o FEM apresenta uma regido significati-
va com erros acima do maximo erro do EbFVM.

Na mesma figura pode-se perceber que o EbFVM melhora sua
performance a medida que menos condi¢gdes de contorno de forga sdo
utilizadas. Uma excegdo disso ¢ o caso “EbFVM u” para “CC1”, que
apresentou um Rgcimq pequeno quando comparado com o resultado para
“EbFVM v”, porém ao se observar a Fig. 111 ¢ visivel que o “EbFVM
u” na maior parte do dominio ¢ tomado por erros que possuem valores
maiores que 70% do valor maximo da faixa de valores plotados. Desta
forma na Fig. 108 adicionou-se uma linha suplementar para indicar o va-
lor de Rucima, caso fosse incluida esta regido de erros elevados na regi-
30 branca. Assim o valor de R,.imq passaria para o valor indicado de
77%.

Assim sendo, com a finalidade de melhorar a visualizacdo do
comportamento de ambos os métodos, a Fig. 109, mostra em escala lo-
garitmica o Erro Nodal Médio Quadratico, enasq, para cada componen-
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te do deslocamento em cada condi¢do de contorno. O enysg, ¢ uma me-
dida média global e ¢ determinado através da Eq. (115), onde ¢num, €
¢an, 530 a solu¢do numérica e analitica respectivamente € n,,,¢4 € 0 NU-
mero total de nos.

Nnptg

2
Z ((bnumr,z - (z)anr;,)
EnpQ = =1 (115)
nnptg
1E-06 ©_
1E-10 =
1E-14 =
1E-18
I I |
1 2 3 4 1 2 3 4
Tipo de CC Tipo de CC

Figura 109: Comportamento do erro nodal médio quadratico para diferentes condi-
¢oes de contorno.

1E+01

1E-01

1E-03

1E-05

1E-07

€Tmaz [70)

1E-09 —

1E-11

1E-13 \ \ \ \ I I \
CClu CClv CC2u CC2v CC3u CC3v CC4u CC4v

Tipo de CC

Figura 110: Erros relativos maximos para os deslocamentos nos dois métodos.
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Os dois graficos ilustram de maneira clara o comportamento da
reducdo do erro conforme ocorre a redugdo das condigdes de contorno
com forga prescrita. Mostrando ainda que o valor do enasq € muito pro-
ximo entre os dois métodos, apresentando diferengas pouco significati-
vas.

Os erros relativos baixos eram esperados para a CC4, pois os des-
locamentos prescritos nas fronteiras sdo a solugdo exata do problema, fi-
cando assim, a cargo do método descrever apenas o interior do dominio.
Um resumo dos erros relativos maximos, er;,q., sdo mostrados na Fig.
110. Percebe-se que quando ha somente CC de deslocamento prescrito
os erros sdo da ordem de 1072 e quando ha presenca de forgas prescri-
tas, os erros passam a ordem aproximada de 10°, ou seja, 1012 x maior.

Por fim, com estas analises pode-se ver que as diferencas entre os
dois metodos, ao menos em termos de erros relativos sobre os desloca-
mentos, é pequena e ambos possuem um comportamento semelhante
com relagdo ao tipo de CC imposta. Também, a influéncia das condi-
¢des de contorno com forga prescrita sdo muitissimo significativas para
serem ignoradas e merecem uma atengdo maior em trabalhos futuros.

REeLACAO ENTRE 08 ERROS RELATIVOS

As figuras 95 e 97, apresentam grande similaridade na distribui-
¢do dos valores absolutos dos erros relativos. Portanto, uma analise mais
detalhada sobre a existéncia de uma relagao entre os erros ¢ de interesse.
Os erros mostrados nesta sec¢do, também foram calculados com o auxi-
lio da Eq. (108) e a relagdo entre eles ¢ determinada através da equagdo

ETHEbFV M
rg = — (116)
EryFEM

onde r representa a relagdo (razdo), ¢ representa u ou v e er o erro rela-
tivo.

Para a andlise, plotou-se os graficos dos erros relativos, para as
componentes u € v do campo de deslocamento, assim como os graficos
da relagdo entre os erros relativos. Estes graficos foram plotados em re-
lagd@o aos nods, sendo estes contados em sequéncia da face esquerda para
a direita, de baixo para cima, iniciando em 1 (canto inferior esquerdo) e
terminando em 561 (canto superior direito), assim, cada trecho bem defi-
nido de pontos nos graficos, referem-se a uma linha de nés no dominio
Qrp. Isto foi feito para o EbBFVM e para o FEM-Galerkin, desde a CC1
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até¢ a CC4.

As figuras 115 até 120 referem-se a:

* Fig. 115 — CCl1 — (a) Erros relativos para u e (b) para v;

* Fig. 116 — CC2 — (a) Erros relativos para u e (b) para v;

* Fig. 117 — CC3 — (a) Erros relativos para u e (b) para v;

* Fig. 118 — CC4 — (a) Erros relativos para u e (b) para v;

* Fig. 119 — Razao entre erros relativos — (a) CC1 e (b) CC2;

* Fig. 120 — Razéo entre erros relativos — (a) CC3 e (b) CC4;

O gréfico da Fig. 115, mostra que os erros relativos, tanto do
EbFVM quanto do FEM, possuem valores relativamente “constantes” ao
longo do dominio, ou seja, estdo confinados em uma pequena faixa, con-
forme destacado na figura. Sofrendo variagdes significativas nas regides
proximas da extremidade onde os deslocamentos sao muito pequenos.
Essa observacao ¢ valida para situagdes semelhantes que ocorrem nas fi-
guras 116 e 117.

Além disso, nas figuras de 115 a 117, fica claro que existe uma
relacio razoavelmente “constante”, entre os erros relativos do EbFVM e
do FEM. Onde as excecdes ocorrem, ¢ geralmente proximo da fronteira,
onde se tem a influéncia das condi¢des de contorno. Essa situagdo ndo ¢é
evidenciada na Fig. 118, pois nesta os erros sdo extremamente baixos,
portanto grandemente influenciados pelos erros de CPU. Esta relacdo foi
computada conforme a Eq. (116) e ¢ mostrada nos graficos das figuras
119 e 120, para o caso CC1, CC2, CC3 e CCA4.

Com exce¢do do grafico da Fig. 120b (caso CC4), todos os de-
mais, destacam a presenga de uma razio razoavelmente constante en-
tre os erros relativos ¢ isso ocorre praticamente em todo o dominio.
Excegdes disto ocorrem nas fronteiras, devido principalmente ao tipo de
CC.

Na Fig. 119a (CC1), a razdo para os erros relativos no desloca-
mento u € proxima de 2,5 e para o deslocamento v, fica geralmente en-
tre 2,0 e 2,4. Na Fig. 119b (CC2), a razéo apresenta-se mais constante
que para o caso CC1 e todos os valores, com raras excecgdes, estdo entre
4,45 e 4,50 para u e para v. Apesar da razdo ter aumentado, os erros re-
lativos para CC2 sdo de 6 a 8x menores que os erros relativos para a
CCl1. A Fig. 120a (CC3), também apresenta valores entre 4,45 e 4,50,
com exce¢do dos nos proximos da superficie superior, sujeita a forca
prescrita.

Esta analise da razdo entre os erros relativos dos dois métodos,
deixa claro que: apesar dos melhores resultados obtidos pelo FEM, os
resultados do EbFVM sdo coerentes com estes e os “acompanham” sem-
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pre mantendo uma razio razoavelmente fixa para quase todo dominio.
As andlises feitas nestas figuras, levam a observar também o

comportamento do erro no deslocamento u e v. Erro este calculado con-

forme a Eq. (78). Nao sera feita uma analise detalhada sobre estes erros.
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Figura 111: Comparagéo entre mapas de erros relativos numa mesma faixa de valo-
res para CCl.
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Figura 112: Comparagdo entre mapas de erros relativos numa mesma faixa de valo-
res para CC2.
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Figura 113: Comparagdo entre mapas de erros relativos numa mesma faixa de valo-
res para CC3.
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Figura 114: Comparagdo entre mapas de erros relativos numa mesma faixa de valo-
res para CC4.
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Figura 115: Distribuigdo de erro relativo sobre os nos para a CC1. (a) Erro relativo
para u e (b) para .
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Figura 116: Distribuigdo de erro relativo sobre os nos para a CC2. (a) Erro relativo
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Figura 117: Distribuigdo de erro relativo sobre os nos para a CC3. (a) Erro relativo

para u e (b) para v.
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424  Praca Prana com Orrricio Suserta A Tracio™

E comum encontrar em engenharia casos em que elementos de
pequena espessura e sujeitos a tragdo devem receber um orificio trans-
versal, diminuindo com isso a sec-
¢do resistente do mesmo ¢ conse-
quentemente provocando o apare-
cimento de pontos com concentra-
¢do de tensdes. Alguns desses pro-
blemas podem ser aproximados
por um modelo de EPT, como por
exemplo uma chapa de aco de es-
pessura e =0,1mm, altura,
H =3,0m e largura, L =2,0m.
Na regido central desta chapa
existe um furo transversal de raio
r=0,5m. A malha estruturada
com 48 x 72 elementos, a geome-
tria ¢ as condi¢des de contorno
sdo mostradas na Fig. 121.

Para este tipo de problema,
normalmente o que se procura sdo
| | os pontos onde ocorre concentra-

Figura 121: Geometria e carregamento  ¢d0 de tens@o. O campo de tensdo
de chapa com orificio sujeita a tragdo. normalmente é obtido por um poés
processamento dos valores de des-
locamento, porém neste teste inicial as tensdes ndo foram determinadas.
A solugdo foi obtida utilizando o EbFVM e os campos de deslocamentos
u e v € mostrado na Fig. 123 e 122 respectivamente. Para este tipo de
problema, normalmente o interesse € sobre as tensdes na parte interna do
furo, regides direita e esquerda do furo e proximas da linha horizontal
central, pois nestas regides as tensdes sdo mais elevadas. Os campos de
deslocamentos apresentados, mostram que os gradientes de deslocamen-
to sdo um pouco maiores nessas regides, que portanto acarreta maiores
deformagdes e consequentemente tensdes. Os campos se apresentaram
simétricos como esperado.

Por ser um teste inicial, a malha foi gerada de forma simplificada,
acarretando elementos bastante distorcidos e pobre razdo de aspecto. Po-
rém o comportamento geral foi conforme esperado.

50 Esta analise foi apresentada no XXIX CILAMCE (FILIPPINI et. al, 2008).
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Figura 122: Mapa de deslocamento v.

10 [m]
52,9

| 21,9
9,1

-40,1
71,1
-102,1
-133,1
-164,1
-195,1
-226,1
2571
288,1
-319,1

Figura 123: Mapa de deslocamento .
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4.2.5 Praca Prana com CONCENTRACAO DE TENSOES DEVIDO A UM ORIFicIo®!

O caso da sec¢o 4.2.4, aborda apenas aspectos iniciais do proble-
ma de concentragdo de tensdes. Nesta sec¢cdo os resultados de um pro-
blema de concentragdo de tensdes sdo comparados com valores analiti-
cos. O problema analitico refere-se a uma placa fina com largura e altura
infinita.

Nesta placa tem-se um orificio circular de raio pequeno, 1,0mm
em relacdo a altura e largura da chapa (32 x 32m). Esta grande diferen-
¢a é para garantir que o caso analitico seja bem representado pelo mode-
lo numérico. O critério para a escolha destas proporc¢des foi obter-se, no
ponto mais afastado do orificio, a tensdo oy, = 0,1 Pa que conforme o
modelo teérico no infinito deve ser nula. Esse valor é baixo quando
comparado com a tensdo aplicada na placa, o,, = 100 M Pa. Essa dife-
renga de 10° x, garante que os erros devidos a aproximagdo com o0 mode-
lo tedrico sejam muito proximos dos erros de CPU que ocorrem entre o
14 e 15° algarismos significativos, tendo portanto, pouca influéncia so-
bre os resultados obtidos.
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Figura 124: Placa com orificio (TIMOSHENKO e GOODIER , 1970, p. 78).

A Fig. 124 ilustra este problema. Uma solugdo analitica em coor-
denadas polares ¢ apresentada por Timoshenko e Goodier (1970)

51 Esta analise foi apresentada no XXX CILAMCE (FILIPPINI et. al, 2009).
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Nesta solu¢do normalmente o mais importante € a tensdo maxima que se
atinge ao redor do orificio. Com uma breve analise da Eq. (117) obser-
va-se que a maxima tragdo ocorre nos pontos m € n, onde o angulo 0 ¢

Z ¢ 3T respectivamente e cujo valor ¢ (09),,,, = 35, onde S ¢é a tensdo

de tragdo aplicada na chapa conforme a figura. A maxima compressao
ocorre nos pontos p e ¢, onde o angulo 0 € 0 e 7 respectivamente e cujo

valor € (09),,,, = —5.
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Figura 125: Geometria, malha e condig¢des de contorno aproveitando a simetria do
problema. O desenho esta fora de escala.

A Fig. 125 ¢ uma representagdo esquemdtica da malha estrutura-
da utilizada, visto que o furo de 1 mm de raio ¢ muito menor que as di-
mensdes da chapa de 32m. Aproveitou-se os dois planos de simetria (
20z e yOz) reduzindo assim o volume de dados para %4 do inicial. A fi-
gura também apresenta a geometria e as CC do problema.

O problema foi resolvido obtendo-se os campos de deslocamen-
tos e de tensdes. As tensdes foram obtidas pela técnica CDN.

Para os campos de deslocamentos a Fig. 126a e 126¢ apresentam
0s campos para u e v respectivamente. Como as dimensdes da chapa séo
grandes, o pequeno orificio ndo gera perturbagdo visivel nestes campos
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quando se olha todo dominio. Assim conforme esperado, as distribui-

¢oes sdo lineares.

103 [m] o
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o
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10,2

8,9
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3,8

0.00 Regido ndo abrangida pela legenda.
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iwrllll///{

i
mIIII

(d)

Figura 126: Mapa de deslocamento: (a) e (b) na diregdo Ox e (c) e (d) na direcdo
Oy. (b) e (d) é para a regido proxima do orificio.

Por outro lado, os campos de deslocamentos nas figuras 126b e
126d referem-se aos deslocamentos u e v na regido do orificio, o qual é
32.000x menor que as dimensdes maiores da chapa. Nestas figuras, con-
forme esperado, pode-se ver o comportamento ndo linear nos desloca-
mentos. Além disso quando se compara as linhas AA' com as BB', per-
cebe-se que longe do orificio (BB') a taxa de variagdo do deslocamento
ao longo da linha é menor que a taxa na linha proxima (AA") do orificio.
Isso explica o aumento significativo nas tensdes proximas do orificio e
mostra que o método é sensivel a pequenas variagoes desde que a malha

seja adequada.
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Figura 127: Mapa de tensdo (a) € (b) 02z € (c) € (d) 0yy. (b) € (d) € para a regido
proxima do orificio. Mapas obtidos com o EbFVM

Na Fig. 127¢ pode-se ver que as tensdes o, sdo da ordem da uni-
dade de Pascal na maior parte da chapa. Proximo da borda superior as-
sume valores na ordem dos décimos de Pascal, motivo pelo qual foi es-
colhida a fronteira a 32m do orificio, 0 que garante o cumprimento das
hipéteses do modelo analitico pelo modelo numérico. Pode-se ainda ver
que os efeitos do orificio visivelmente se propagam por boa parte da
chapa, isto coincide com a teoria sobre concentragdo de tensdes, ou seja,
uma pequena descontinuidade no interior de um meio continuo pode su-
jeita-lo a altas tensdes nas regides vizinhas da falha, que neste caso, con-
forme valores tedricos, a maior tensdo de tracdo que devera aparecer de-
vido a descontinuidade é 300 M Pa, ou seja, 3x maior que a tensao im-
posta externamente. Da mesma forma para o, na Fig. 127a, o resultado
numérico atende as hipoteses do modelo analitico, as quais afirmam que
para regides suficientemente afastadas do orificio, as tensdes sdo iguais
as impostas no “infinito”, neste caso 100 M Pa.
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A Fig. 127b, apresenta a distribui¢do de tensdes o, na regido vi-
zinha ao orificio, ¢ visivel a distor¢do que o campo de tensdes sofre em
virtude da presenga do orificio, mesmo este sendo minusculo ante as di-
mensdes da chapa. Seu valor atinge o0 maximo no ponto m, o que condiz
com a teoria. Por outro lado a Fig. 127d apresenta a distribuicao de
tensdes oy, na regido vizinha ao orificio, seu valor atinge um maximo
na compressao no ponto ¢, o que condiz com o modelo tedrico.

A Tab. 15 contém os valores analiticos das tensdes, os valores nu-
méricos e os respectivos erros relativos sobre os pontos m e g. Estes er-
ros sdo calculados pela Eq. (108). Os erros relativos sdo baixos, princi-
palmente para o valor critico de tragdo que apresenta um erro de 0,53%
para os resultados do EbFVM e 1, 23% para o FEM.

Deve-se também levar em conta as propor¢des do problema, que
possui ordem de grandeza na casa das dezenas de metros ¢ o “defeito”
(orificio) na casa dos milésimos de metros, isto também gera influéncia
no computo dos deslocamentos e consequentemente das tensdes, outro
item, ¢ a razdo de aspecto pobre dos elementos o que também pode in-
fluenciar os resultados. Mesmo assim, os resultados foram excelentes, ¢
apesar de ser um problema que visa aplicacdo em engenharia, vem tam-
bém corroborar com a validacdo do modelo e da aplicagdo da técnica de
volumes finitos na area de elasticidade.

Tabela 15: Valores da tensdo méaxima de tragdo e de compressio e seus erros.

Tensdo | Analitico'| EbBFVM" er[%] | FEM™ er[%]
Opy €M M 300,00 301,59| 0,53]303,70, 1,23
Oyy €M ¢ -100,00| -97,30| -2,70| -99,10| -0,90

* Tensoes em [MPa]

4.3  OuTRrOS ASPECTOS
4.3.1  CoErICIENTES GERADOS PELO EBFVM E pELO FEM-GALERKIN

Nesta seccdo ¢ apresentada uma comparagdo algébrica e numéri-
ca dos coeficientes gerados pelos dois métodos. As comparagdes algé-
bricas sdo feitas sobre as equagdes dos coeficientes obtidos para o0 FEM-
Galerkin (148) e (147) e as obtidas para os coeficientes do EbFVM, (68)
e (69). As comparacdes numéricas serdo feitas tomando um simples pro-
blema teste.
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COMPARACAO ALGEBRICA

Para esta comparag@o serdo tomados apenas os coeficientes K7,
e b, ja que os demais sdo similares a estes. Quanto aos coeficientes K,
estes sdo mostrados nas equagdes (118) e (120) para o EbFVM e FEM-
Galerkin respectivamente. Outro ponto importante é que para o EbFVM
a integracdo utilizada é com 1 GP e para o FEM com 4 GP. De acordo
com a Tab. 4, para o presente estudo, em nenhuma condi¢do afy, € Bfm
sdo considerados simultaneamente, ou seja, sempre um dos dois sera
nulo, cancelando assim um dos termos dentro da integral, desta forma
para simplificar a Eq. (118) serd eliminado o termo com Sy, obtendo-se

assim a Eq. (119).

2
Kz =eA S AL (b +20) gy boa = Condin)apmt  1g)
((b+20) yrs $ire — Cwrs Giry) Brm] dg}

2
Kj,=ed {1 +20) diayr = C biry o) pm] da} (119)

K7, =eA [T [T 0+20) ¢uatin + C dirydyny] I|J|| drds (120)

As similaridades entre ambas sdo: O produto eA, os coeficientes
(b+2C) e C e por fim as derivadas da func¢do de deslocamento ¢;/,, e
¢y. Importante observar ainda para o coeficiente do EbFVM que o ter-
mo y/, e/ou 2+, multiplicado por o, € dg corresponde ao jacobiano de
transformagdo para comprimento similar a Eq. (184). No caso do FEM,
este jacobiano corresponde a uma transformagio de area, sendo dado pela
Eq. (189).

Quanto a somatdria com a integral simples para o EbFVM e a inte-
gral dupla para o FEM, tem-se que ter em mente que para ambos, os coefici-
entes sdo para o j-ésimo noé principal e o i-ésimo nod secundario. Assim para
o EbFVM a composi¢ao da somatoéria das duas faces m e da integral, faz
com que o polindmio seja avaliado duas vezes e para o FEM a integral (du-
pla) faz com que o polindmio seja avaliado quatro vezes. Isto ¢ comentado
com o intuito de alertar que haverd uma diferenca entre os dois métodos no
tempo de processamento de coeficientes. Por fim, a ultima diferenca esta
em que o FEM possui a derivada da fun¢do peso, ¢;, € ¢/, as quais corres-
pondem ao j-ésimo no principal, que para o EbFVM assumiu o valor 1. Um
resumo destas comparagdes algébricas esta posto na Tab. 16.
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Tabela 16: Comparagio dos coeficientes K7, gerados pelo EbFVM e FEM-Ga-
lerkin, um resumo.

EbFVM FEM-Galerkin
eAd,(b+2C)eC Iguais
Gira € Piry Iguais
Comprimento Area

Jacobiano P
Yrr €/0U T/ X Opmdg Jriy _ Lugr

Polindmio é

. 2 vezes 4 vezes
avaliado

Gjrw e iy N#o possui Possui

" Derivadas das fungdes de parametrizagio;
* Derivadas das fungdes peso.

Quanto a b,, este ¢ mostrado respectivamente para o EbFVM e
para o FEM-Galerkin nas equagoes

b: = (_1)6 f[ fr ”J” drds + FzPontuul + FmDv,.sf,'m,b (121)
svejp

n 1
bz‘ = efjl fjll ¢J ffE ||J|| d’I”dS + FﬂJPomual + FID;‘,stri,b (122)

Para estes termos a comparacdo ¢ simplificada e a principal diferenca
esta na presenca da funcdo peso ¢; para o FEM. Outra diferenca interes-
sante € o termo (—1) presente para o EbFVM, o qual tem origem na de-
dugdo a partir das equacdes (46) e (47).

CoMPARACAO NUMERICA

A comparagdo algébrica ¢ importante, porém um exemplo numé-
rico, pode apresentar situacdes que algebricamente seriam mais dificeis
de serem detectadas. Portanto, serdo tomados dois exemplos para visua-
lizar numericamente o que ocorre com os coeficientes numéricos de am-
bos os métodos. O primeiro teste envolve uma malha ortogonal e o se-
gundo uma malha ndo ortogonal, mostradas na Fig. 128. Em ambos os
testes serdo utilizadas apenas condi¢des de contorno de forga prescrita,
ja que condi¢des de deslocamento prescrito “cancelam” os coeficientes
das linhas a que pertencem.
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Figura 128: Caso com 4 elementos ortogonais (a) e distorcidos em (b) para analise
de coeficientes.

Os coeficientes foram obtidos para o EPT, com espessura
e = 0,1 mm, modulo de Young 210 GPa e coeficiente de Poisson 0, 3.
Os coeficientes obtidos para o EbLFVM com malha ortogonal e ndo orto-
gonal, estdo nas figuras 129 e 131 respectivamente e para o FEM nas fi-
guras 130 e 132. Estes coeficientes sio da ordem de 10° e unidade
[N/m]. Os coeficientes das matrizes foram dispostos obedecendo a dis-
tribui¢do: uq, us, . . . ug,v1, Ve, . .. vg, de forma a facilitar a analise. Com
relacdo a estes coeficientes € interessante observar, entre outros aspectos
que:

* Em ambos os métodos ¢ malhas a matriz é simétrica;

* A diagonal principal das matrizes para o EbFVM tem maior

peso que a diagonal principal obtida para o FEM;

* O fato da malha ser ortogonal propicia maior nimero de coefi-

cientes nulos.



opico

182 - O EbFVM aplicado a problemas de elasticidade plana em material isotr

11,68 0 -0,14  -3,89 0 0 0 0
-7,64 | 23,37 | -7.64 -389 -0,29 -3,89 0 0 0
0 -7,64 | 11,68 0 -3,89  -0,14 0 0 0
-0,14  -3,89 0 23,37 | -15,29 0 -0,14  -3,89 0
-3,89 -029 -389 -1529| 46,73 | -1529 -3,89 -0,29 -3,89
0 -3,89 -0,14 0 -15,29 | 23,37 -3,89  -0,14
0 0 0 -0,14  -3,89 11,68 | -7,64 0
0 0 0 -3,89 -029 -389 -7,64 | 2337 | -7,64
0 0 0 0 -3,89 -0,14 0 -7,64 | 11,68
3,75 0,29 0 -0,29 -3,75 0 0 0 0
-0,29 0,29 3,75 -3,75 0 0 0
-0,29 -3,75 0 3,75 0,29 0 0 0
0,29 3,75 0 0 -0,29 -3,75 0
-3,75 3,75 3,75 -3,75
0 -3,75 -0,29 0 0 3,75 0,29
0 0 0 0,29 3,75 0 -3,75 -0,29 0
0 0 0 -3,75 3,75 0,29 -0,29
0 0 0 0 -3,75  -0,29 0 0,29 3,75

3,75 -0,29 029 3,75 0 0 0 0
0,29 -029 3,75 -3,75 0 0 0

0 -3,75 0 375 -0,29 0 0 0
-0,29 3,75 0 0 029 3,75 0
-3,75 3,75

0 -3,75 0,29

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0 -3,75 0,29 0 -029 3,75
11,68 | -0,14 0 -7,64  -3,89 0 0 0 0
-0,14 | 2337 | 0,14 -3,89 -1529 -3,89 0 0 0

0 -0,14 | 11,68 -3,89 -7,64 0 0 0
-7,64  -3,89 23,37 | 0,29 0 -7,64  -3,89 0
-3,89 -1529 -3,89 0,29 | 46,73 | -0,29 -3,89 -1529 -3,89

0 -3,89 7,64 0 -0,29 | 23,37 0 -3,89 -7,64

0 0 0 -7,64  -3,89 0 11,68 | -0,14 0

0 0 0 -3,89 -1529 3,89 -0,14 | 23,37 | -0,14

0 0 0 0 -3,89 -7,64 0 -0,14 | 11,68

Matriz de coeficientes (X 10° N/m) para EbFVM. Malha 2x2 ortogo-

Figura 129

nal.
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Matriz de coeficientes (X 10® N/m) para FEM. Malha 2x2 ortogonal.

Figura 130
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Figura 131: Matriz de coeficientes (x 10® N/m) para EbFVM. Malha 2x2 ndo orto-

gonal.
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Matriz de coeficientes (X 105 N/ m) para FEM. Malha 2x2 n

Figura 132

nal.
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Figura 133: Planilha com a diferenca entre os coeficientes (X 105 N/ m) obtidos
com elementos ortogonais.
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Figura 134: Planilha com a diferenca entre os coeficientes (X 105 N/m) obtidos
com elementos ndo ortogonais.
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Figura 135: As diferencas percentuais ((%]) em relagdo aos coeficientes do EbFVM
para malha ortogonal.
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As figuras 133 e 134, mostram as diferenc¢as entre os coeficientes
das matrizes rigidez global obtidas pelo EbFVM e pelo FEM-Galerkin,
Kevrvy — Krea, para malha ortogonal e ndo ortogonal respectiva-
mente. Com relagdo a estas diferengas observa-se:

* Em geral, as maiores diferengas ocorrem sobre a diagonal prin-

cipal. Nos dois casos as diferengas na diagonal principal foram

maiores que zero, o que evidencia que todos coeficientes gerados
pelo EbFVM sobre a diagonal principal sdo maiores que os coefi-
cientes gerados pelo FEM;

* As diferengas em ambos os casos quando somadas em linha, ou

em coluna se cancelam. Isso mostra certa “equivaléncia” entre os

pesos que os coeficientes representam para os métodos;

* No caso da malha ortogonal, ndo ocorrem diferengas nos ter-

mos cruzados (Regides 3 e 4). Isto da uma boa indicacdo de que

em malhas estruturadas, os dois métodos tém maior proximidade;

* Nas regides 1 e 2, as diferencas sofrem pouca alteracao frente o

efeito da distor¢do dos elementos. Em outras palavras a distorgao

dos elementos tem pouco efeito sobre os coeficientes destas regi-
des e consequentemente pouco efeito sobre as diferengas entre os
deslocamentos;

* As diferencas percentuais Df p s8o mostradas na Fig. 135. Es-

tas representam o valor percentual das diferencas da Fig. 133 em

relacdo aos coeficientes do EbFVM na Fig. 129, ou seja séo cal-
culados conforme a Eq. (123). Os termos da diagonal principal,

todos apresentam uma diferenca de =~ 11 %. Como esta analise é

inicial, foi feita apenas para a malha ortogonal mas pode ser es-

tendida para a malha ndo ortogonal e/ou ndo estruturada;

K

Dfijp — (KZJEbIF('-VI\/[ Z]FE]\I) . 100 [%] (123)
i EbFV M

* Como as diferengas entre coeficientes se repetem de forma sis-
tematica (ver Fig. 133), as percentuais também apresentam um
padrdo e comportamento semelhante. E para o caso analisado na
Fig. 135 os valores que se repetem sdo: 11,1 ; 17,0 ; —33,3 ¢
900 %, tanto nas equagdes para u como para v;

* Os valores dos coeficientes sdo mostrados na forma de grafico
nas figuras 137 ¢ 138 para 3 equagdes lineares de u e 3 equagdes
lineares de v respectivamente. As trés equagdes plotadas foram
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escolhidas de forma a verificar 3 configura¢des distintas de célu-
las numéricas. A primeira configuracdo refere-se ao n6é 1 que
estd no “canto”, ou seja, seus coeficientes sdo originados a partir
de um elemento apenas. A segunda configuracdo refere-se ao né
2, o qual esta na “lateral”, ou seja, seus coeficientes sdo origina-
dos a partir de dois elementos. Por fim, a terceira ao né 5 que
estd no interior do dominio e seus coeficientes sdo originados a
partir de 4 elementos. Apesar das distintas células numéricas ob-
serva-se que as diferencas percentuais sdo comuns entre elas. Ou
seja, sempre apresentando um padrdo de variagdo na percenta-
gemem11,1;17,0;—33,3 e 900 %.

* As figuras 139 e 140 apresentam as diferencas percentuais em
forma de grafico para os mesmos casos apresentados nas figuras
137 e 138. As diferencas percentuais, cuja legenda é EbFVM sdo
retiradas dos valores apresentados na Fig. 135, estes foram obti-
dos a partir da Eq. (123). E as diferengas, cuja legenda ¢ FEM,
foram extraidas a partir da mesma equagdo, porém agora com o
divisor Kjj, .., OU s€ja, a percentagem € em relagdo aos coefici-
entes obtidos pelo FEM. Sendo que nestas ultimas também ¢ ob-
servado um padrio repetitivo de percentagens: 12,5 ;20,5 ;
—25,0 e —112,5%. Porém a analise se concentrara nos graficos
da legenda EbFVM ja que as percentagens em relacdo ao FEM
geram conclusdes semelhantes.

* Ao observar as diferencas vé-se que estas estdo associadas com
a posicao do no vizinho e ao fato da equagfo ser para para v ou v
. Para a malha ortogonal pode-se classificar a posi¢do do n6 vizi-
nho com respeito a dire¢do do deslocamento u ou v em: alinha-
do, diagonal e cruzado. Estes termos sdo mostrados na Fig. 136
para um exemplo com um n6 genérico N. Agora é possivel veri-
ficar que as diferengas percentuais obedecem a distribuicdo apre-
sentada na Tab. 17. Ou seja, o coeficiente gerado pela influéncia
do proprio nd N € o que apresenta menor diferenga percentual. O
coeficiente gerado pela interagdo com o nd vizinho alinhado é o
que apresenta uma diferenca imediatamente superior. Aquele ge-
rado pela interagdo com o n6 vizinho diagonal, apresenta uma di-
ferenca um pouco maior e por fim o que apresenta maior diferen-
¢a, ¢ o coeficiente gerado pela interagdo com o no vizinho cruza-
do. Quanto a isto ser uma regra para malhas ndo estruturadas e
ndo ortogonais ¢ dificil afirmar, assim testes podem ser feitos em
trabalhos futuros. De qualquer forma pode-se inferir que: quanto
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mais o no esta “desalinhado” em relacdo a dire¢do do desloca-
mento sendo analisado, maior a diferenga percentual entre os dois

métodos.
Equacio para v Equacio para v
S S
< s N < 3 N
Z N o <, = N
% S 0 ©° = \)
Gooé Iy oY 2, = ,0%
X © » < S »
® O O
alinhado alinhado cruzado
O O O A
A} ' & .

o E % o 3 %
o N %, Sad < o,
» N < 0 = <

S =

Figura 136: Classificacdo de nos vizinhos para malha ortogonal considerando a
equacdo para & ou v.

Tabela 17: Diferenca percentual para os coeficientes em rela-
¢d0 ao EbFVM e o FEM para cada posi¢ao de no6 vizinho.

EbFVM | FEM

Equacgdo para| u ouv U ou v

O propriond| 11,1% | 12,5%

alinhado | 17,0% | 20,5%
diagonal | —33,3 % | —25,0%
cruzado | 900% | —112,5%
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4.3.2  CONDICIONAMENTO DA MaTRr1Z RIGIDEZ

O condicionamento, indica o quanto as pequenas oscilagdes no
valor dos coeficientes podem afetar o resultado final do sistema. Esta
analise foi feita para o caso da malha ndo ortogonal 2 x 2 apresentada na
Fig. 128 e cujos coeficientes estdo nas figuras 131 e 132 para o EbFVM
e FEM respectivamente. Os valores obtidos para o condicionamento es-
tdo na Tab. 18.

Tabela 18: Condicionamento para EbFVM e
FEM em uma malha ndo ortogonal 2x2.

cond(A)
EbFVM 1,22
FEM 1,18

Conforme visto anteriormente, o condicionamento passa a ser
uma preocupacdo na solucdo do sistema linear se atingir valores proxi-
mos ou superiores a 104, assim para os valores obtidos pode-se dizer que
para ambos os métodos, o condicionamento é excelente.

433  Tewmpro b CPU

Um teste de tempo de CPU ¢ executado para um problema de
viga em balango com a mesma geometria mostrada na Fig. 81 mudando
a forca na extremidade livre para 10 k/N. O caso foi analisado para o
EPD. Os dados do material sdo: £ =210 GPa e v=0,3. No teste foi uti-
lizado um computador Pentiun Dual-Core T3400 com 3 GB de RAM
com o minimo de aplicativos carregados no sistema utilizado (Windows
Vista 2007 32 bits), de forma a minimizar os efeitos na varia¢do do tem-
po de processamento devido a multitarefas. Cada tempo apresentado na
Tab. 19a ¢ uma média de exaustivas 30 amostras, portanto foram feitas
150 amostras para cada método. Foram computados tempos de monta-
gem do sistema de equagdes e de soluciio do sistema linear obtido.

A Tab. 19b mostra os tempos obtidos em testes feitos por Bailey e
Cross (1995). Os resultados apresentados mostram uma vantagem signi-
ficativa no desempenho do FEM, principalmente na montagem do siste-
ma. Isso se deve ao tipo de algoritmo utilizado para percorrer o dominio.
Bailey e Cross utilizaram a técnica de percorrer o dominio através dos
volumes, o que faz o algoritimo visitar o mesmo elemento diversas ve-
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zes para compor os volumes que tem parte deste. Porém a técnica utili-
zada neste trabalho visita os elementos uma unica vez, extraindo todos
os coeficientes deste para os respectivos volumes de controle. Quanto
aos tempos de solucdo do sistema de equagdes o artigo ndo descreve o
método utilizado.

Tabela 19: Tempos de montagem e solucéo do sistema de equagdes.

Montagem de K Montagem [s]

EbFVM  MEF Teste FE VF

[s] [s] 1 148 344
0,1123 0,1706 2 10,56 40,78
0,1128 0,1695 3 1,24 2,72
0,1123 0,1690 4 | 344,00 632,90
0,1113 0,1695 Fonte: Bailey e Cross
0,1144 0,1700 (1995, p.1772)

Média 0,1126 0,1697 (b)
33,65 %
[%] de tempo a menos que o
FEM

(2

A Tab. 19a mostra os tempos obtidos no teste aqui apresentado.
Para o problema proposto, o EbFVM utilizou um tempo 33 % menor que
o FEM no computo dos coeficientes. Vale lembrar que o FEM-Galerkin
utilizado fez uso da regra de Gauss 4x4 para elementos 2D quadrilate-
ros. Isso faz com que ao visitar um elemento, é necessario o cOmputo
dos polindmios da Eq. (148) por 64 vezes (4 nés x 4 noés x 4 GP). Por
outro lado, no EbFVM, a avaliagéo ¢ feita na fronteira e para cada n6 do
elemento hé duas fronteiras, assim os polindmios da Eq. (19) s@o com-
putados 32 vezes (4 nds x 4 nds x 2 faces). Por esse raciocinio esperar-
se-ia que o tempo caisse pela metade, porém isso ndo ocorre pois no al-
goritimo existem elementos em comum como os lacos for to do (figuras
14 e 15) entre outros, além de que o EbFVM precisa de um processa-
mento extra para defini¢do da face que sera integrada e a parametrizacao
desta face.

4.3.4  DESEMPENHO DOS ALGORITIMOS DE SOLUCAO

A qualidade da solug¢@o numérica, na maioria das vezes, esta dire-
tamente associada ao numero de pontos da malha utilizada, ou seja, uma
malha mais refinada representa melhor a solu¢do da equagdo diferencial
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discretizada. Mas esse ganho gera um maior custo computacional. Por
outro lado em uma malha grosseira, a solu¢do pode ser mais rapidamen-
te obtida, porém com uma qualidade inferior a da malha refinada devido
aos maiores erros de aproximacao envolvidos.

A maioria dos algoritimos para solucdo de sistemas lineares sdo
robustos e eficientes, mas seu custo computacional varia exponencial-
mente com o nimero de varidveis envolvidas conforme

Cs=ax N7 (124)

Nesta equagdo C's representa o Custo computacional em segundos, N é
o nimero de graus de liberdade (variaveis envolvidas), v € a taxa de au-
mento do custo e a um coeficiente com unidade de tempo. Tanto
quanto a devem ser determinados através de testes. (CORDAZZO,
2006).

Eliminagéo de Gauss

t e =« = Gauss-Seidel

““““““ Multigrid

log ( Custo computacional )

log(N)
Figura 141: Desempenho de alguns algoritimos de solugdo (CORDAZZO, 2006).

Os algoritimos de solu¢do mais tradicionais como: Gauss-Seidel,
Gauss-Seidel com SOR e métodos diretos, normalmente apresentam es-
forco computacional proporcional a N7 onde v € [2,0; 3,0]. Assim o
custo computacional aumenta com o quadrado e até com o cubo do nii-
mero de graus de liberdade N, isso pode ser visto no grafico da Fig.
141. Portanto a ordem do algoritimo é uma importante caracteristica a
analisar frente ao método de discretizagdo utilizado.
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Nos proximos paragrafos, serdo analisados cinco algoritimos de
solugdo. Sao eles:

* Eliminagdo de Gauss — ELG (método direto);

* Gauss-Seidel — GS (método iterativo);

* Gauss-Seidel com sobre-relaxagdo — GS-SOR (método iterati-

vo);

* Gauss-Seidel com sobre-relaxacdo e reducdo do residuo — GS-

SOR-RDR (método iterativo);

* Eliminagdo de Gauss com matriz Esparsa — ELGE (método di-

reto).

Os trés primeiros sdo comuns ¢ os dois ultimos sd3o propostos
neste trabalho como uma melhoria do GS-SOR e do ELG respectiva-
mente.

Basicamente o GS-SOR-RDR consiste em antes de aplicar o GS-
SOR, dividir cada linha do sistema pelo elemento da diagonal principal,
Ki;, assim K;; = 1,0V € [1;2 X nypeg) € as demais componentes, con-
siderando que a diagonal principal ¢ dominante, irdo assumir valores ab-
solutos K;; onde K;; € (0,0;1,0)Vie j € [1;2 X Nppig) : ¢ # j. Com
isso consegue-se garantir que durante a execu¢do do GS-SOR a divisdo
pelo termo da diagonal principal seja desnecessaria (ver Eq. (74) para o
caso em que i = j).

O ELGE ¢ basicamente o método ELG porém aproveitando as ca-
racteristicas da matriz esparsa, além de eliminar grande quantidade de
memoria necessaria para armazenamento das variaveis. Tanto este méto-
do como o GS-SOR-RDR néo serdo vistos em detalhes por fugirem ao
proposito deste trabalho, ficando esta lacuna para um desenvolvimento e
apresentacao futura.

4.3.4.1 Levantamento do Custo Computacional para um Problema
Teste

O levantamento do custo computacional foi feito para o problema
teste ilustrado na Fig. 85. Foram utilizadas 5 malhas ndo estruturadas,
elementos quadrilaterais com 39, 199, 871, 1913 e 3349 no6s em cada
malha. Para o ELGE, além das malhas citadas foi utilizada uma sexta
malha com 13057 nos.

As figuras 142, 143 e 144 juntamente com a Tab. 20 apresentam
os resultados obtidos para os cinco métodos de solucdo. Nestas pode-se
observar:

* Para a técnica ELG o valor da taxa -y, ¢ praticamente idéntico
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(diferindo em 2 x 10~°, ou seja, 0,0034 %) para o EbFVM e o
FEM;
* Para a técnica ELGE, o valor de v para o EbFVM, ¢ um pouco
menor que para 0 FEM implicando num menor custo computaci-
onal. Esta diferenca é em torno de 0,5 %. Isso vem de encontro
com os resultados obtidos para o menor tempo de CPU, obtido
pelo EbFVM no problema analisado na secgdo 4.3.3, o qual tam-
bém utilizou-se do ELGE. E importante lembrar que estes resul-
tados sdo dependentes do problema teste analisado, também que
estas variagdes obtidas com diferentes problemas sdo em geral
pequenas;

* Para a técnica GS o FEM apresenta um ~ menor que o

EbFVM. Porém como no caso do ELGE esta diferenca também

nao chega a ser significativamente importante, em torno de 3,3 %

* Para a técnica GS-SOR, a diferenca é um pouco maior mos-

trando um menor custo computacional para o FEM, porém esta

diferenga ainda é pequena e ndo significativa, em torno de 3,6 %;

* O GS-SOR-RDR ¢ o que apresentou maior diferenca no valor

de ~, em torno de 5,1 %, que é um valor significativamente con-

sideravel favorecendo um menor custo computacional para o sis-
tema gerado pelo FEM;

* Todos os valores de v para os diversos algoritimos estdo dentro

da faixa esperada [2,0; 3, 0].

Os valores de v estdo na Tab. 20, e podem ser observados visual-
mente na Fig. 144. Ainda na Tab. 20 sdo listadas as diferengas percentu-
ais absolutas entre os valores de v dos dois métodos. A percentagem é
calculada em relagdo aos valores obtidos com 0 EbFVM.

Apesar de que nos métodos analisados a taxa ~ ficou sempre en-
tre [2,0; 3, 0], uma melhoria significativa poderia ser obtida utilizando-
se o método multigrid ja citado na secgdo 4.1.4 e conforme a Fig. 141,
este deverd apresentar um ~ muito préoximo de 1, 0. Portanto esta analise
com multigrid ¢ uma sugestdo para trabalhos futuros.

Esta analise mostrou que as diferengas no custo computacional
para os diversos algoritimos de solu¢do aplicados sobre o sistema obti-
do pelo EbFVM e pelo FEM ndo sdo significativas, com exce¢ao do GS-
SOR-RDR onde o sistema obtido pelo FEM, apresenta uma taxa -+,
5, 1% menor que para o EbFVM.
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Custo Computacional [s]

~ T T T
S
S N N N
S5 $ $ S
- S
Graus de Liberdade

Figura 142: Desempenho dos algoritimos aplicados a sistema linear gerado pelo
EbFVM e pelo FEM. Os valores deste grafico constam na tabela A.6.
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Tabela 20: Coeficientes obtidos para a Eq. (124) com diversos algo-
ritimos de solugdo para o EbFVM e FEM.

Metodo | Ao | v At linear iy
[%] em ~
ELG 1,48 N251 0,981 0,0034
GS 1,51 N2Z:38 0,996 3,2554
EbFVM GS-SOR 10,6 N2Z:24 0,999 3,5626
GS-SOR-RDR 10,3 N2Z:22 0,999 5,0934
ELGE 1,14 N207 0,977 0, 5401
ELG 1,48 N251 0,981
GS 24,9 N230 0,999
FEM GS-SOR 13,7 N2:16 1,000
GS-SOR-RDR 1,81 N2l 1,000
ELGE 1,00 N2Z09 0,975
B EbFVM
FEM

Algoritimo de solucdo

Figura 144: Comparagao entre a taxa -y para os diversos algoritimos de solugéo.
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5 ConNcLusio

ste trabalho fez uma extensiva abordagem, onde foram incluidos
diversos pontos até entdo ndo constantes nas referéncias consul-
tadas. As referéncias, na maioria das vezes, sempre abordaram
pontos isolados, dos quais a maioria referem-se a problemas teste. Por-
tanto, este trabalho complementa sobre as diversas lacunas existentes, as
quais dizem respeito a testes padrdes utilizados extensivamente nos mé-
todos baseados em elementos finitos, analise de erros e problemas testes
adicionais, os quais envolveram além da andlise de deslocamento uma
analise inicial sobre os métodos de extragdo de tensdes.
Dentre os topicos abordados no trabalho, separou-se as principais
contribuigdes, listadas a seguir:
* Algoritimo de montagem do sistema de equacdes: Este € idén-
tico ao algoritimo utilizado pelo FEM-Galerkin, com excecdo do
computo dos coeficientes. Este fato simplifica a implementagdo
do EbFVM em cddigos existentes para métodos baseados em ele-
mentos, além de deixar o EbFVM totalmente acessivel a qualquer
usuario de métodos numéricos baseados em elementos;
e Patch Test: O EbFVM mostrou-se consistente € estavel, tanto
no interior do dominio como na fronteira. Nao apresentou influ-
éncias devido a elementos distorcidos e passou no teste de sim-
ples elemento, o qual potencializa o problema de modos espurios
comumente encontrado no FEM-Galerkin ao se utilizar a integra-
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¢do reduzida;

* Locking Volumétrico: O locking volumétrico aqui analisado
difere do problema classico de locking. O locking volumétrico
avalia apenas o comportamento dos resultados frente a valores
criticos do coeficiente de Poisson (v — 0,5). Assim a analise fei-
ta mostra apenas o comportamento numérico do método e este
apresentou bom desempenho, pois somente comegou a apresentar
problemas significativos (oscilagdes) com coeficiente de Poisson
elevado (v = 0,49), além disso estas oscilagcdes sdo principal-
mente devido aos erros de processamento numérico. De qualquer
forma, o travamento ocorre, pois quando v — 0,5 a dilatagdo vo-
lumétrica tende a zero, ocorrendo entdo o travamento do meio;

* Coeficientes: Os coeficientes obtidos pelo EbFVM, sdo muito
proximos dos obtidos pelo FEM-Galerkin. Para o FEM-Galerkin,
a influéncia dos nos vizinhos ¢ maior que para o EbFVM e isso
se deve ao dominio de integracdo das fungdes peso, o qual vai até
junto de cada no6 vizinho. Interessante lembrar ainda que: para
malha cartesiana, os coeficientes gerados pelos termos cruzados
sdo idénticos entre ambos os métodos;

* Norma L2 do Erro e Erro na Norma da Energia: Esta anali-
se considerou apenas a técnica CDN na recuperagdo de tensdes,
que ¢ uma técnica pobre para pontos na fronteira, mesmo assim,
pode-se observar que os valores dos erros no interior do dominio,
sdo bastante baixos, caracterizando um bom desempenho do mé-
todo EbFVM. Um possivel trabalho futuro poderia repetir os tes-
tes para outras técnicas de obtencdo de tensdes. Quanto aos nos
sobre a fronteira, verificou-se que estes sdo responsaveis pelos
elevados valores da norma L2 do erro e do erro na norma da
energia, ambas escritas para a tensdo. Isto coincide com as con-
clusdes obtidas para a analise de erros nos deslocamentos com
respeito ao tipo de CC imposta (deslocamento ou forg¢a), visto no
problema Cubic (secgdo 4.2.3). Neste problema, o caso com to-
das CC de valor prescrito, foi o que apresentou erros na ordem
dos erros de CPU e o caso com a grande parte de CC de forca
prescrita, foi o que apresentou maiores erros nos deslocamentos,
evidenciando assim que os nds sobre a fronteira, sdo os maiores
responsaveis por introduzirem erros na solugdo numérica. E claro
que no caso dos erros avaliados sobre a tensdo, além dos erros
nos campos de deslocamentos, deve-se levar em consideragdo os
erros causados pela técnica de extragdo de tensdes, que para esta
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analise foi a CDN. Esta técnica é caracterizada principalmente
por ter uma aproximacao fraca nos nos sobre a fronteira;

* Convergéncia da solucdo do sistema Linear: Apresentou um
comportamento estdvel e uma resposta significativa na redugéo
do tempo de solugdo em cerca de 90 %, quando da aplicagdo de
sobre-relaxagao;

* Ordem do erro de Richardson: Sendo este um bom indicador
sobre a ordem dos erros envolvidos no método numérico, verifi-
cou-se que para o deslocamento a ordem € muito proxima de 2 na
maior parte do dominio. Além disso, os maiores erros estdo asso-
ciados as fronteiras do problema, reafirmando as observacdes ja
feitas sobre os erros nos deslocamentos obtidos no problema Cu-
bic (secgdo 4.2.3) e sobre os erros das normas aplicadas a tensao.
Também verificou-se que a convergéncia ¢ monotonica (estavel);

* Problema Cubic: Este problema foi escolhido, devido a solu-
¢do analitica conhecida e esta por sua vez ser de ordem cubica,
ou seja, duas ordens a mais que a ordem da aproximacgao linear
utilizada. As maiores diferengas entre os resultados dos desloca-
mentos obtidos pelo EbFVM e os pelo FEM, residem na influén-
cia das CC de forca prescrita (mesmo que esta seja nula). Em ou-
tras palavras, quando somente CC de deslocamento prescrito es-
tdo presentes, os resultados para o interior do dominio sdo idénti-
cos entre ambos os métodos, apresentando diferengas na ordem
dos erros de CPU;

* Problema Placa com Orificio: Este ¢ um problema classico de
engenharia e o foco sdo as tensdes maximas ao redor do orificio.
As tensdes foram comparadas com os valores analiticos e apesar
da malha pobre, os valores obtidos apresentaram erro relativo
0,53 e —2,7% para as componentes o,, € 0y, respectivamente.
Para o FEM-Galerkin, os erros relativos foram 1,23 e —0,9%
para as respectivas componentes. Ou seja, os erros nas tensdes
apresentados por ambos os métodos sdo muito proximos entre si;

* Condicionamento: O condicionamento, cond(A), mede o
quanto os resultados do sistema s@o sensiveis a pequenas varia-
¢oes no valor dos coeficientes. Sdo considerados mal condiciona-
dos, os sistemas com condicionamento maiores ou iguais a 10%.
Portanto, como para o EbFVM, no caso estudado (sec¢do 4.3.2)
cond(A) = 1,22, pode-se dizer que o referido sistema ¢ muitissi-
mo bem condicionado;

* Tempo de CPU: O tempo de montagem da matriz rigidez foi
33%
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33% menor que o tempo necessario ao FEM-Galerkin com inte-
gracao cheia. Isto se deve ao menor nimero de pontos de integra-
¢do envolvidos. Quanto a taxa de aumento do custo computacio-
nal, esta foi dentro do esperado, ou seja, o método de Eliminagéo
de Gauss (direto) apresentou uma taxa 2,51 e o método de
Gauss-Seidel (iterativo) apresentou 2, 38. Além destas, outras ta-
xas, melhores que estas, para variagdes destes métodos de solu-
¢do, foram conseguidas. Porém sempre no intervalo esperado, ou
seja, v € [2;3]. De uma maneira geral ambos os métodos
(EbFVM e FEM-Galerkin), geram matrizes que levam a taxas
praticamente iguais, com diferencas pouco significativas, porém
com uma leve vantagem do FEM-Galerkin. Espera-se que com a
aplicagdo do método Multigrid, essa taxa diminua consideravel-
mente e se aproxime de 1, 0.

O EbFVM, levando em consideragdo as referéncias consultadas,
ndo havia sido verificado sob a perspectiva da maior parte dos diversos
testes apresentados neste trabalho. Estes testes, juntamente com a revi-
sdo bibliogrdfica, definitivamente evidenciam a potencialidade do
EbFVM em problemas de multi-fisica. Sua aplicag¢do nesta area é inevi-
tavel e tras diversos aspectos positivos na formula¢do numérica e im-
plementagdo computacional. Adicionalmente, este trabalho sugeriu ao
menos nove topicos relacionados a trabalhos futuros, listados em sua
maior parte no Capitulo 4.
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Apéndice A: Tabelas de Dados
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EbFVM [%]

Tabela A.1: Erros relativos para deslocamento da LN.

40x4
FEM [%]

FVM [%]

EbFVM [%]

80x8
FEM [%]

FVM [%]

0,00000000000000

-34,03519375011440

-13,40691866021700

-9,19814917318253

-7,91593845806762

-7,39203775009612

-7,14110595933602

0,00000000000000

-32,97950736405750

-9,65333207659184

-5,05930572470015

-3,75128961907654

-3,20779436517852

-2,94742644010421

-7,0

-6,93667169314100

-6,89550405320086

-6,87228429844092

-6,85969835960177

-6,85360417596113

-6,85155252132594

-6,85204436227237

-6,85413656137697

-6,85722258766950

-6,86090569728518

-6,86492310907565

-6,86909935459935

-6,87331685858099

-6,87749698258835

-6,88158757970192

-6,88555468928880

-6,88937691525994

-6,89304157361912

-6,89654202443084

-6,89987580750634

-6,90304333011056

-6,90604693787915

-6,90889025413629

2,8

-2,73600173046976

-2,69389591884330

-2,67042864804028

-2,65797121922836

-2,65221062524023

-2,65060094826790

-2,65158708994658

-2,65419289173298

-2,65779228324742

-2,66197705502739

-2,66647788152031

-2,67111578508714

-2,67577156402778

-2,68036611976366

-2,68484755995025

-2,68918260580872

-2,69335078628148

-2,69734046743705

-2,70114610886898

-2,70476635153980

-2,70820267576400

-2,71145845455641

-2,71453828238677

0,0000000000000

-36,5459099278473

-22,3163642259656

-19,1881012252357

-18,1793379433956

-17,7771088434943

-17,5944390763480

-17,5052634674750

-17,4607035764843

-17,4391791505065

-17,4301951236018

-17,4282666514257

-17,4303686545797

-17,4347638427225

-17,4404241129482

-17,4467279812973

-17,4532947829546

-17,4598902433144

-17,4663709366952

-17,4726507210094

-17,4786799846117

-17,4844325661608

-17,4898973779852

-17,4950729715757

-17,4999639760646

-17,5045787473464

-17,5089278100705

-17,5130228248971

-17,5168759076775

-17,5204991884324

-17,5239045414318

0,00000000000000
-71,76354822696290
-25,12640501455380
-11,67960649844390

-6,48478575916686

-4,15895586873426

-2,99786507365156

-2,36483841191711

-1,99522700980666

-1,76828135948610

-1,62404276288178

-1,53041061414502

-1,46906419852952

-1,4 0942

0,00000000000000
-72,37370593046570
-24,43910614407660
-10,59650459520350

-5,29106748539449

-2,94763682417661

-1,79251810892794

-1,16737411623936

-0,80427019010646

-0,58244289878858

-0,44237146611457

-0,35226041613603

-0,29396487773485

-1,40326919242518
-1,38743273413506
-1,37849238045964
-1,37441440314943
-1,37378691285801
-1,37561416008495
-1,37918448334961
-1,38398355456064
-1,38963622126507
-1,39586681644432
-1,40247163575175
-1,40929957643495
-1,41623834037111
-1,42320448662881
-1,43013618328863
-1,43698787534690
-1,44372632811756
-1,45032766830570
-1,45677515558466
-1,46305749373421
-1,46916754350861
-1,47510133681986
-1,48085731846038
-1,48643576071539
-1,49183831009805
-1,49706763557361
-1,50212715511181
-1,50702082295144
-1,51175296409932
-1,61632814570736
-1,562075107731970
-1,62502653378372

-0, 1776
-0,23323323900777
-0,21952265778304
-0,21249065913702
-0,21013378056836
-0,21106524042964
-0,214310300:

0,00000000000000
-69,11620604172850
-26,78534173925730
-14,53119375224910

-9,69363887396372

-7,46565346964389

-6,32640144819515

-5,69525998419291

-5,32296166657810

-5,09253257415535

-4,94479535086565

-4,84777423454026

-4,78316938000719

-4,73997935921885

-4,71131112885138

-4,69269490146153

-4,68114867946506

-4,67463550898566

-4,67173623190461

-0,21917497658149
-0,22515988491408
-0,23190256430066
-0,23913817876424
-0,24667231226452
-0,25436186558260
-0,26210146918643
-0,26981370700586
-0,27744200854259
-0,28494543223037
-0,29229480432116
-0,29946983928835
-0,30645697763015
-0,31324775254262
-0,31983754956672
-0,32622466034079
-0,33240955793490
-0,33839434012603
-0,34418230067013
-0,34977759860682
-0,35518500298724
-0,36040969586330
-0,36545712043313
-0,37033286429963
-0,37504257009290
-0,37959186746606

-1,5291
-1,63315410560598
-1,53701563099400
-1,54074844170602
-1,54435698997944
-1,54784559761226
-1,65121844711229
-1,55447957619307
-1,65763287488453
-1,56068208467367
-1,56363079921385
-1,56648246622713
-1,56924039030716
-1,57190773637557
-1,57448753359991

-0,38398632180699
-0,38823139603534
-0,39233242264424
-0,39629458375995
-0,40012289746653
-0,40382220901580
-0,40739718583170
-0,41085231544942
-0,41419190570409
-0,41742008663493
-0,42054081367061
-0,42355787176644
-0,42647488022402
-0,42929529797391
-0,43202242916785

-4,6714 3
-4,67304114782086
-4,67599797520897
-4,67993038017203
-4,68455279123161
-4,68965230129370
-4,69506934783903
-4,70068390775571
-4,70640551473764
-4,71216596263554
-4,71791391965972
-4,72361091752284
-4,72922834029323
-4,73474514713807
-4,74014613861870
-4,74542062884852
-4,75056142300801
-4,75556402621485
-4,76042602878747
-4,76514662682586
-4,76972624714812
-4,77416625311666
-4,77846871345753
-4,78263622033908
-4,78667174611375
-4,79057853051566
-4,79435999192333
-4,79801965767654
-4,80156110953192
-4,80498794114984
-4,80830372517384
-4,81151198795571
-4,81461619037695
-4,81761971353648
-4,82052584832169
-4,82333778806282
-4,82605862364475
-4,82869134055601
-4,83123881746896
-4,83370382600700
-4,83608903143027
-4,83839699402253
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Tabela A.1 (continuagdo): Erros relativos para deslocamento da LN.

40x4 80x8
EbFVM [%] FEM [%] FVM [%] EbFVM [%] FEM [%] FVM [%]
-1,57698267955761 -0,43465942891600 -4,84063017101923
-6,91157770811218 -2,71744750459347  -17,5271034573894 | -1,57939594446196 -0,43720930899016 -4,84279091906015
-1,58172997513792 -0,43967494323568 -4,84488149740517
-6,91411419571771 -2,72019186183484  -17,5301070860822 | -1,58398729844243 -0,44205907217335 -4,84690407290328
-1,58617032394520 -0,44436430595982 -4,84886072934371
-6,91650484438695 -2,72277736339419  -17,5329265951545 | -1,58828134697177 -0,44659312482146 -4,85075348764232
-1,59032255772431 -0,44874787799518 -4,85258435139590
-6,91875499916780 -2,72520041269163  -17,5355742421078 | -1,50229607615233 -0,45083079166492 -4,85435540837573
-1,59420406827603 -0,45284402820920 -4,85606904778034
-6,92087161594599 -2,72749454096983  -17,5380659407524 | -1,50604908159982 -0,45478992506178 -4,85772839990956
-1,59783489718914 -0,45667174720955 -4,85933816304252
-6,92287192922225 -2,72962616005080  -17,5404256054010 | -1,50956844134788 -0,45849564390492 -4,86090600388724
-1,60126348272083 -0,46027509083626 -4,86244453125061
-6,92482822971858 -2,73170378964425 17,5 -1, 1 -0,46203827375332 -4,86397294302996
-1,60466009307168 -0,46383844594915 -4,86551446307981
-6,92690396723452 -2,73385070398978  -17,5447835021369 | -1,60645419502512 -0,46573590725820 -4,86707681798551
-1,60831828228123 -0,46779128845612 -4,86857605860577
-6,92927709022083 -2,73791232062497  -17,5459153693101 | -1,60988230562017 -0,46945416840434 -4,86956737407379
-1,60983813460908 -0,47085938971589 -4,86818194144960
-6,91803372079332 -2,72317018775072  -17,5397325136349 | -1,59102089792050 -0,44776423114321 -4,85562197547581

Tabela A.2: Deslocamento da extremidade livre sobre a LN.

N. Nés EbFVM FEM
[x 10° m] [x 10 m]

205 1,77768825694946 1,85780216021432
729 1,87942405517524 1,90125807987894
1573 1,89984156538260 1,90977599347745
2737 1,90719486680471 1,91286395433573
4221 1,91066850470631 1,91434199842430
6025  1,91259095421700 1,91517334538543
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Tabela A.3: CC para extremidades esquerda e direita do problema Cubic com malha

32x16.
Esquerda Direita
y u(x;y) v(xyy) u(x;y) v(x;y)
[m] (x 10° m) (x 10* m) (x 107 m) (x 107 m)
-2,00 10,0000000000000  -3,125 0,00000000000  -75,000000
-1,75 8,6517333984375  -3,125 -9,82666015625  -57,421875
-1,50 7,3427734375000 -3,125 -15,72265625000  -42,187500
-1,25 6,0675048828125  -3,125 -18,24951171875  -29,296875
-1,00 4,8203125000000  -3,125 -17,96875000000  -18,750000
-0,75 3,6955810546875  -3,125 -15,44189453125  -10,546875
-0,50 2,3876953125000  -3,125 -11,23046875000 -4,687500
-0,25 1,1910400390625  -3,125 -5,89599609375 -1,171875
0,00 0,0000000000000  -3,125 0,00000000000 0,000000
0,25 -1,1910400390625  -3,125 5,89599609375 -1,171875
0,50 -2,3876953125000  -3,125 11,23046875000 -4,687500
0,75 -3,56955810546875  -3,125 15,44189453125  -10,546875
1,00 -4,8203125000000  -3,125 17,96875000000  -18,750000
1,25 -6,0675048828125  -3,125 18,24951171875  -29,296875
1,50 -7,3427734375000  -3,125 15,72265625000  -42,187500
1,75 -8,6517333984375  -3,125 9,82666015625 -57,421875
2,00 -10,0000000000000  -3,125 0,00000000000  -75,000000
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Tabela A.4: Tensdo cisalhante sobre a LN para malha 60 X6 elementos.

EbFVM MEF MVF
x CDN PNDL | CDN  Ex SL  SLABX SG  SPRE
[m] [MPa] [MPa] | [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] | [MPa]
0,0000 | 44,27 512 | -41,91 11,03 4187 11,01 512 -423 | 47,51
0,8333 | 22,16 25,81 | 21,28 -24,26 21,31 -2427  -7,02 -42,36 | 24,80
1,6667 | 63,03 -6589 | -64,30 -66,24 64,26 -66,24 -79,31 -62,54 | 61,58
2,5000 | -69,84 -71,80 | -69,66 -71,25 -69,66 -71,25 -73,23 -72,82 | -70,65
3,3333 | -68,64 -69,80 | -67,54 -68,31 -67,58 -68,31 -71,03 -74,92 | -71,39
41667 | 67,15 -68,17 | -65,84 -66,60 -6580 -66,60 -68,23 -73,51 | -70,56
50000 | -66,45 -67,45 | -6527 -66,01 -6527 -66,01 -67,88 -72,55 | -69,83
58333 | -66,20 -67,20 | -65,12 65,87 -6515 -6587 67,72 -72,21 | -69,42
6,6667 | -66,12 -67,12 | -65,09 -6585 -6506 -6584 -67,63 -72,12 | -69,22
7,5000 | -66,11 -67,11 | -65,09 -6585 -6510 -6585 -67,68 -72,11 | -69,14
8,3333 | -66,10 -67,11 | -65,10 6585 -6513 -6585 67,72 -72,11 | -69,10
9,1667 | -66,10 -67,11 | -65,10 -65,85 -6507 -65,85 -67,64 -72,11 | -69,09
10,0000 | 66,10 -67,11 | -65,10 -65,85 -6510 -6585 -67,68 -72,11 | -69,08
10,8333 | 66,10 -67,11 | -6510 -65,85 -6512 -6585 -67,71 -72,11 | -69,08
11,6667 | 66,10 -67,11 | -6510 -65,85 -65,07 -6585 -67,65 -72,11 | -69,08
12,5000 | 66,10 -67,11 | -6510 -65,85 -6510 -6585 -67,68 -72,11 | -69,08
13,3333 | 66,10 -67,11 | -6510 -65,85 -6512 -6585 -67,71 -72,11 | -69,08
14,1667 | 66,10 -67,11 | -6510 -65,85 -6508 -6585 -67,65 -72,11 | -69,08
15,0000 | 66,10 -67,11 | -65,10 -65,85 -6510 -6585 -67,68 -72,11 | -69,08
15,8333 | 66,10 -67,11 | -6510 -65,85 -6512 -6585 -67,70 -72,11 | -69,08
16,6667 | 66,10 -67,11 | -6510 -65,85 -65,08 -6585 -67,66 -72,11 | -69,08
17,5000 | 66,10 -67,11 | -6510 -65,85 -6510 -65,85 -67,68 -72,11 | -69,08
18,3333 | 66,10 -67,11 | -6510 -65,85 -6511 -6585 -67,70 -72,11 | -69,08
19,1667 | 66,10 -67,11 | -6510 -65,85 -6509 -6585 -67,66 -72,11 | -69,08
20,0000 | -66,10 -67,11 | -65,10 -6585 -6510 -65,85 -67,68 -72,11 | -69,08
20,8333 | -66,10 -67,11 | -65,10 6585 -6511 -6585 -67,69 -72,11 | -69,08
21,6667 | -66,10 -67,11 | -65,10 -65,85 -6509 -6585 -67,67 -72,11 | -69,08
22,5000 | -66,10 -67,11 | -65,10 -6585 -6510 -6585 -67,68 -72,11 | -69,08
23,3333 | -66,10 -67,11 | -65,10 -6585 -6510 -6585 -67,68 -72,11 | -69,08
24,1667 | -66,10 -67,11 | -65,10 6585 -6510 -6585 -67,68 -72,11 | -69,08
25,0000 | -66,10 -67,11 | -65,10 6585 -6510 -6585 -67,68 -72,11 | -69,08
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Tabela A.4 (continuagio): Tensdo cisalhante sobre a LN para malha 60 X 6 elemen-
tos.
EbFVM MEF MVF
X CDN PNDL | CDN Ex SL SL_ABX SG SPRE

[m] [MPa] [MPa] | [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] | [MPa]
25,8333 | 66,10 -67,11 | -65,10 -65,85 -65,10 -65,85 -67,68 -72,11 | -69,08
26,6067 | -66,10 -67,11 | -65,10 -65,85 -65,10 -65,85 -67,68 -72,11 | -69,08
27,5000 | -66,10 -67,11 | -65,10 -65,85 -65,10 -65,85 -67,68 -72,11 | -69,08
28,3333 | -66,10 -67,11 | -65,10 -65,85 -65,09 -65,85 -67,67 -72,11 | -69,08
29,1667 | -66,10 -67,11 | -65,10 -65,85 -65,11 -65,85 67,69 -72,11 | -69,08
30,0000 | -66,10 -67,11 | -65,10 -65,85 -65,10 -65,85 -67,68 -72,11 | -69,08
30,8333 | 66,10 -67,11 | -65,10 -65,85 -65,09 -6585 -67,66 -72,11 | -69,08
31,6667 | -66,10 -67,11 | -65,10 -65,85 -65,11 -65,85 67,70 -72,11 | -69,08
32,5000 | -66,10 -67,11 | -65,10 -65,85 -65,10 -65,85 -67,68 -72,11 | -69,08
33,3333 | 66,10 -67,11 | -65,10 -65,85 -65,08 -6585 -67,66 -72,11 | -69,08
34,1667 | -66,10 -67,11 | -65,10 -65,85 -65,12 -65,85 -67,70 -72,11 | -69,08
35,0000 | -66,10 -67,11 | -65,10 -65,85 -65,10 -65,85 -67,68 -72,11 | -69,08
35,8333 | -66,10 -67,11 | -65,10 -65,85 -65,08 -65,85 -67,65 -72,11 | -69,08
36,6667 | -66,10 -67,11 | -65,10 -65,85 -65,12 -65,85 -67,71 -72,11 | -69,08
37,5000 | -66,10 -67,11 | -65,10 -65,85 -65,10 -65,85 -67,68 -72,11 | -69,08
38,3333 | 66,10 -67,11 | -65,10 -65,85 -65,07 -65,85 -67,65 -72,11 | -69,08
39,1667 | -66,10 -67,11 | -65,10 -65,85 -65,12 -65,85 -67,71 -72,11 | -69,08
40,0000 | -66,10 -67,11 | -65,10 -65,85 -65,10 -65,85 -67,68 -72,11 | -69,08
40,8333 | -66,10 -67,11 | -65,10 -65,85 -65,07 -65,85 -67,64 -72,11 | -69,09
41,6667 | -66,10 -67,11 | -65,10 -65,85 -65,13 65,85 -67,72 -72,11 | -69,10
42,5000 | -66,11 -67,11 | -65,09 -65,85 -65,10 -6585 -67,68 -72,11 | -69,14
43,3333 | -66,12 -67,12 | -65,09 -65,85 -65,06 -6584 -67,63 -72,12 | -69,22
44,1667 | -66,20 -67,20 | -65,12 -65,87 -65,15 -65,87 -67,72 -72,21 | -69,42
45,0000 | -66,45 -67,45 | -65,27 -66,01 -65,27 -66,01 -67,88 -72,55 | -69,83
45,8333 | -67,15 -68,17 | -65,84 -66,60 -65,80 -66,60 -68,23 -73,51 | -70,56
46,6667 | -68,64 -69,80 | -67,54 -68,31 -67,58 -68,31 -71,03  -74,92 | -71,39
47,5000 | -69,84 -71,80 | -69,66 -71,25 -69,66 -71,25 -73,23 -72,82 | -70,65
48,3333 | -63,03 -65,89 | -64,30 -66,24 -64,26 66,24 -79,31 -62,54 | -61,58
49,1667 | -22,16 -25,81 | -21,28 -24,26 -21,31 -24,27 -7,02  -42,36 | -24,80
50,0000 | -44,27 5,12 -41,91 11,03 -41,87 11,01 5,12 -4,23 47,51
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Tabela A.5: As componentes da matriz ri-
gidez e vetor forga utilizados no Patch
Test A, B, C e Simples-elemento.

“u v

i K, i K

© [N/m] © [N/m]

1 1 1,000E+0 5 5 1,000E+0
19 0,000E+0 5 9 0,000E+0
2 1 -5,082E+2 6 1 -2,997E+1
2 2 7,418E+2 6 2 -2,273E+2
2 3 8,242E+1 6 3 6,244E+1
2 4 -3,159E+2 6 4 1,948E+2
2 5 -2,498E+0 6 5 -9,022E+1
2 6 -2,273E+2 6 6 5,226E+2
2 7 3,497E+1 6 7 -2,341E+2
2 8 1,948E+2 6 8 -1,982E+2
2 9 1,000E+0 6 9 1,000E+0
3 1 -4,121E+1 7 1 -1,623E+2
3 2 8,242E+1 7 2 3,497E+1
3 3 4,670E+2 7 3 1,299E+2
3 4 -5,082E+2 7 4 -2,498E+0
3 5 -1,623E+2 7 5 -1,021E+2
3 6 6,244E+1 7 6 -2,341E+2
3 7 1,299E+2 77 4,264E+2
3 8 -2,997E+1 7 8 -9,022E+1
3 9 4,000E+0 7 9 4,000E+0
4 4 1,000E+0 8 1 7,326E+1
4 9 0,000E+0 8 2 1,984E+2
8 3 -3,358E+1
(O) 8 4 -2,381E+2
Quando j for igual a 9, 8 5  -3,262E+2
significa termo inde- 8 6 -2,450E+2
pendente. 8 7 -4,350E+1
8 8 6,147E+2
8 9 -1,000E+0

Obs: Os coeficientes acima estdo preparados para o
caso do Teste C onde existem forgas prescritas, assim
para os testes A ou B, basta estipular os deslocamentos
prescritos nos termos fontes, atribuir a componente dia-
gonal da linha o valor 1,0 e zerar os demais coeficien-
tes da linha.
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Tabela A.6: Custo computacional em segundos nos diversos algoritimos de
solucdo para o EbFVM e FEM.
Custo computacional em segundos

EbFVM
Ne Incégnitas ELG ELGE GS GS-SOR(*) GS-SOR-RDR(*)
78 0,016 0,002 0,037 0,016 0,015
398 0,187 0,020 3,497 0,858 0,733
1742 15,459 0,204 66,470 17,191 14,992
3826 163,457 2,847 502,116 111,755 94,411
6698 870,589 11,868  1684,113 362,596 317,367
26114 - 296,959 - - -
FEM
78 0,016 0,002 0,049 0,016 -
398 0,187 0,016 2,928 0,593 0,561
1742 15,350 0,199 66,780 13,042 11,653
3826 163,582 2,836 437,152 74,164 64,438
6698 871,244 11,733 1449,305 241,517 215,904
26114 - 288,110 - - -

(*) Coeficiente de sobre-relaxagéo w = 1,74.
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Apéndice B: Aplicag@o de Galerkin a Elasticidade Plana
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Aplicacio de Galerkin a Elasticidade Plana

Nesta aplicagdo, o dominio é o elemento, representado aqui por
X}, e a funcdo peso sdo as proprias funcdes utilizadas na parametriza-
¢do do elemento (Eq. (178)). Assim W assume o valor da equagao

¢; 0 0
W = 0 ¢; O com j = 1l.Npp » (125)
0 0 ¢

onde ¢; representa as fungdes de parametrizagdo € n,,y 0 numero de
nos locais.

Prosseguindo com a ortogonalizagdo do residuo ¢ tomando ape-
nas o k-ésimo termo da somatoria da Eq. (46), algumas observagdes
sdo pertinentes: O primeiro termo desta equacao refere-se aos fluxos de
forca sobre as fronteiras do elemento e ao se montar o sistema global de
equagdes discretas esses fluxos se cancelam entre si. O segundo termo
representa efetivamente a parte que descreve a interagdo no interior do
dominio, assim ¢ a parte principal da deducdo e o terceiro termo refere-
se a ponderacdo das forgas de corpo no interior do elemento. Chamando
a soma do primeiro e terceiro termo de termo fonte b pode-se escrever
as equagoes

[ div(W)o*dXy, = b (126)
Xk
b= [Wf(x)dX,+ [ WodXr (127)
X Xkr

Para que os termos expandidos ndo sejam demasiadamente gran-
des e como a notagdo indicial facilita a implementagdo computacional,
esta sera utilizada. Também expressando o diferencial de volume, dXj,
como edzdy, onde e ¢ a espessura constante do dominio, adotando Sy
como a superficie do elemento com espessura contante € Lj; como a li-
nha que percorre a fronteira do elemento no sentido anti-horario, pode-
se reescrever as equacdes (126) e (127) conforme as equagdes

ff(m/j(f:-(j edxdy = b; (128)
Sk
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bi= [ [¢1 fiedady + § hrof;edLy, (129)
Sk Ly

onde os indices 7 e j variam de 1 a 3 e representam as componentes na
dire¢do Oz, Oy e Oz, k representa o k-ésimo elemento € [ = 1.7, re-
presentando a [-ésima fungdo peso.

No entanto, estas equagdes ainda apresentam dificuldades quanto
a integracdo em Sy, e Ly, pois para um elemento convexo com formato
qualquer. Isso advém da dificuldade em se representar os extremos de
integragdes, ou seja, as arestas do elemento ndo sdo paralelas com o sis-
tema cartesiano. Para solucionar este problema, conforme ja comentado
na sec¢io 3.2.3, as equagdes (128) e (129) sdo levadas para o espago S”,
o que ¢ efetivamente levado a termo fazendo-se a parametrizagdo de Sy
e Ly. Portanto considerando que o problema ¢ 2D, a Eq. (182) fornece o
equivalente parametrizado para a area diferencial, também alterando os li-
mites de integragdo para o novo dominio parametrizado conforme a Fig.
149, obtém-se as equagdes

e [T [T dvjon |J) drds = b; (130)

bi=e [T [T o fi 1] drds + § ¢} edLy, (131)
Ly

Onde J ¢ calculado pela Eq. (181). Para concluir a discretizagao,
¢ necessario ainda expressar a tensio o;; em termos dos deslocamentos.

Para isso utiliza-se a Eq. (25), assim a Eq. (130) assume a forma
eA [T [T b {betmii + [a+ (1= D)ble;} || drds =b; (132)

onde A, a, b e D sdo constantes definidas pela Tab.l e como aqui se
esta tratando de Estado Plano, D = 2, satisfazendo a condigdo de EPT
ou EPD. Ainda, lembrando que por ser material isotropico, a constante
elastica A pode ser retirada de dentro da integral. Na sequéncia as defor-
magoes sdo substituidas pelas relagdes cinematicas com os deslocamen-
tos conforme a Eq. (5) gerando a equagdo

eA f_+11 fjll v {bu:n,m dij + M (u}j + u}l)} [|J]| drds =b; (133)

Por fim os deslocamentos sdo aproximados através das fungdes
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de deslocamento e para o caso do elemento isoparamétrico sdo idénticas
as equacdes utilizadas na parametrizacao, Eq. (180). Dessa forma, pode-
se expressar os deslocamentos aproximados por

u™* = ulp, coma=1l.nyyei=1.2 (134)
onde o gradiente ¢ dado por

uly = uldarj (135)
onde u’, sdo os valores nodais dos deslocamentos nas dire¢des principais
do sistema de coordenadas globais, sendo o indice i indicador das dire-
¢oes principais e o indice a indicador do 16 local, ¢, ; a derivada parci-
al da fungdo de deslocamento em relagdo a diregdo principal j. Assim na
Eq. (133), o gradiente de deslocamentos uj ;, deve ser substituido pela

Eq. (135) o que levaa
eA [T [ v {bul barm 81 + C (uidarj + ubdari) } ||| drds = b; (136)
onde C' ¢ dado por

C = oD (137)
A Eq. (136) ¢ a menor unidade de relacionamento entre as cons-
tantes elasticas do material e os deslocamentos discretos. A integrago
ocorre ao longo do elemento e é sobre as variaveis parametrizadas r e s.
Os valores que sdo dependentes destas varaveis sdo as fungdes de para-
metrizagdo (embutidas no Jacobiano), as de deslocamento (¢q/i, Par; €
®a'm) € a funcdo peso (¢ ;). Antes de obter a matriz rigidez nodal ¢ inte-
ressante relacionar os indices envolvidos. S@o eles:
* 4 =1,2 sdo dire¢des principais, define a linha da matriz nodal,
diregdo em que o equilibrio da quantidade de movimento esta
sendo verificado. E um indice livre, portanto quando expandido
abre novas linhas, ou seja, equacdes de equilibrio em cada dire-
¢do principal, que para o caso 2D sdo duas, Oz e Oy;
* j=1,2 sdo dire¢des principais, define a coluna da matriz no-
dal, ou seja, se a contribui¢do ¢ de um deslocamento na dire¢do
principal Oz ou Oy, aos quais chamar-se-4 mais adiante de des-
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locamento u ou v respectivamente. Este indice € repetido (indice

falso), pois ¢;-; multiplica cada um dos 3 termos dentro das cha-

ves, que por sua vez também possuem indice j;

* m = 1,2 sdo direcdes principais. E um indice repetido (falso),

e serve para implementar o operador trago;

* | = 1l..npq, define o né local principal, aquele a que se refere

a equacgao de equilibrio discreta. Este por sua vez ¢ um indice li-

vre e gera uma nova matriz nodal. Onde onde 7, € 0 numero de

noés locais (ou seja, por elemento). Este indice serd expandido

apenas em tempo de execucdao computacional;

* a = l..np, define o né local secundario. Eond que gera in-

fluéncia sobre o no principal /. a é um indice livre e gera uma

nova matriz nodal. Este indice sera expandido apenas em tempo

de execucdo computacional.

O proximo passo ¢ expandir o indice 7, j ¢ m a fim de obter a
Matriz Rigidez Nodal. Assim para m = 1..2 e i = 1 tem-se a equagdo
de equilibrio na dire¢do Oz

eA f_+11 fjll ouj {b (U},d)a'l + Uid’a@) 015+
(138)
+C (U(ll(ba’j + ug¢ar1)} |.J]| drds = by

Aplicando a distributiva a partir de ¢;/; sobre os termos do inte-
grando e expandindo-se o indice repetido j, tem-se a equagdo

eA f_+11 fjll {b (uldar +u¢ar2) 110101+ Culdardri+
(139)
+Cugdarada + Cufdardrn + CU§¢a’1¢l’2} [/ drds = b

restando apenas as expansdes das relagdes nodais, ou seja, | como nd
principal e a como no6 secundario, que serdo feitas durante a implemen-
tagdo computacional.

Nesta equagdo, nomeando u! e u? para u e v respectivamente, re-
agrupando os termos que possuem u ¢ v, mudando a nomenclatura dos
indices 1 e 2 para z e y e de a e [ para i e j respectivamente, além disso
0 011 tem valor 1, obtém-se
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eA [T [0+ 2C) diradiie + C dirydjry) uit

(140)
+[bdirydjrz + C duagjylvi} ||| drds = by
O mesmo pode ser feito para a dire¢do Oy, obtendo-se
eA [T [T {[b $iatiry + C Girydra] uit
(141)

+[(b+2C) diryjry + C Guradjrz] vi} ||| drds = by

Nas equacgdes (140) e (141) tem-se:

* j = l.npq define o no local principal;

* i = 1l..nps define o né local secundario;

* ¢, éa espessura do estado plano;

* (' ¢ dado pela Eq. (137);

* A ,a,be D estionaTab.l.

Os termos b, € b, por sua vez sdo obtidos a partir da Eq. (131). A
qual tem a parcela de contribui¢do de forcas de corpo (f;) ponderadas
com as fungdes peso ¢; e as que atuam na fronteira do elemento (Fj,..)
sendo que para estas Gltimas no momento da montagem do sistema glo-
bal de equagdes, ocorre o cancelamento com termos idénticos de ele-
mentos que tem mesma fronteira. No termo fonte, ainda forgas pontuais
(Fipo,iua» que atuam sobre nds) e forgas distribuidas (F;,,,.,,.,) podem
ser adicionadas. Dessa forma, as equac¢des para b, e b, ja com a no-
menclatura alterada dos indices assumem respectivamente a forma das
equacoes

bo = [7) J7) & fo 1INl drds + Fope + Fepppisas + Fopiuirn (142)
+1 p+1
by = 6];1 ffl ¢j fy ”J” drds + Fyr" + FyPontuul + FyDi.,u-ib (143)

Finalmente as equagdes (140), (141), (142) e (143) podem ser re-
presentadas pelo Sistema Nodal

K"u" =b" (144)

Onde n refere-se a Nodal e u™, K™ e b™ sdo definidos respectivamente
nas equacoes
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n o _ Uj
u _{ Ui } (145)
Kno Kn
K" — [ o Kz ] (146)
Kyu Kyv
b = { b } (147)
by

onde os termos de K™ ¢ b" (suprimindo-se Fj... neste ultimo) sdo dados
pelas equagdes

K7, fﬁfﬁi [(b+2C) $irabyrw + C irybyy] | I drds
Ky, = Af 111"*11 [C biratiy +bbiydsal 17| drds (145)
K?;lv = Af 1 f 11 [b(pz z¢g Y + C(bz y¢3 m] ||J|| drds
Ky = eA [T [T (C buadjn + (b+20) diydyny] | T drds
+1 41
bx = ef—l f—l ¢j fﬂc ||J|| deS + FﬂcPomuuz + FwDi.m-ib (149)

by =e€ fj_ll fj_ll QS]' fy ||J|| drds + FyPontual + FyDistrib

Apesar de ndo explicito no sistema nodal (Eq. (144)) ¢ importante
lembrar que este refere-se a um j-ésimo no principal de um k-ésimo ele-
mento. Por fim ¢ interessante observar-se as similaridades entre os ter-
mos de K" onde ¢/ y¢jrz, GiryPirys GiraPirys Pirydjra € (b+ 2C) se re-
petem. Essa observagdo ¢ tutil quando deseja-se diminuir o tempo de
processamento dos respectivos coeficientes.

Quanto a montagem do sistema global de equacdes, esta serd
abordada apés a aplicacdo do EbFVM a elasticidade plana, pois tanto
este, como o FEM-Galerkin compartilham do mesmo algoritmo.
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Apéndice C: Computo de Tensdes
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Computo de Tensoes

A analise de tensdes ¢ frequentemente requerida em aplicagdes na
engenharia. Para o FEM-Galerkin utilizando elementos isoparamétricos,
os pontos de integracdo apresentam a maior precisdo no computo das
tensdes. Mas para o usuario, por questdes de projeto e visualizagdo, ¢ in-
teressante apresentar os valores nodais das tensdes. Entretanto, ¢ bem
conhecido que as fungdes de interpolagdo ndo apresentam bom compor-
tamento proximo as extremidades da regido de interpolacdo fazendo
com que as tensdes aproximadas nestes pontos apresentem os piores va-
lores. E, portanto, razoavel se esperar que valores de tensdes tomados no
interior do elemento sejam mais precisos que no contorno do mesmo
(HINTON e CAMPBELL, 1974, p. 461-462).

Em elementos finitos baseados em deslocamentos, o campo de
tensdo normalmente resulta descontinuo através das fronteiras inter-ele-
mentos. Isto ¢, para um mesmo né pertencente a dois ou mais elementos,
tem-se para cada elemento uma tensdo diferente calculada sobre o né.
Para ajustar esta falta de continuidade das tensdes na fronteira do ele-
mento recorre-se aos chamados esquemas de suavizag¢do. Alguns dos es-
quemas normalmente utilizados sdo Cémputo Direto sobre o N6 (CDN),
Extrapolagdo (EXx), Suaviza¢do Local (SL) e Suavizagdo Global (SG).
Apesar do enfoque dos esquemas de suavizacdo, aqui utilizados, serem
sobre a andlise de tensdes, estes podem ser utilizados para suavizar qual-
quer campo de variavel derivado de valores obtidos pelo método no in-
terior dos elementos.

O valor de determinada tensdo o, suavizada para o i-€simo no
global sera especificada por ;. Onde o “*” indica a suavizagdo. Além
disso a especificacdo tensorial o;; sera utilizada. Nas demais equagdes
quando a tensdo for indicada, sempre estara se referindo a apenas uma
das componentes o;;, e.g., para EP 0., 0,y Ou 0. Portanto os indices
que eventualmente sejam utilizados para a tensdo referem-se a numera-
¢do de nds locais, globais ou pontos especificos.

Coémputo Direto no N6 (CDN)

As tensdes o;; (r,s), em qualquer ponto no interior de um ele-
mento podem ser obtidas pela relagdo usual entre tensdo e deslocamen-
to. Essa relagdo ¢ obtida substituindo a Eq. (5) na Eq. (25), obtendo-se
assim
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Oij (7"7 3) =A {b u:anSa’méij +C (Uiﬁba’j + Ugﬁba'z‘) }, (150)

onde C' ¢ calculado pela Eq. (137) e as demais constantes sdo definidas
na Tab. 1. Os indices i, j € m, s@o as diregdes principais e variam con-
forme a dimensdo do problema, o indice a refere-se & numeracdo local
de nés do elemento, portanto para um elemento linear quadrilatero
a = 1..4. Lembrando ainda que o deslocamento u' é o deslocamento na
dire¢do Oz do sistema cartesiano, ao qual chamar-se-4 u, u? é o deslo-
camento na direcdo Oy do sistema cartesiano, ao qual chamar-se-4 v.
Portanto u, € v,, representam os valores discretos dos deslocamentos
nos nés do elemento.

Por fim, o procedimento para determinar a tensdo em determina-
do no ¢é:

* O no ¢ rastreado localizando-se todos os elementos que o con-

tém,;

* Em cada elemento localizado, substitui-se a n-upla (r, s) refe-

rente a posi¢do do n6 na Eq. (150), obtendo-se a tensdo referente

a cada elemento;

* Por fim, a tensdo suavizada ¢ obtida pela média dos valores no-

dais oriundos de cada elemento. Por exemplo, se determinado no

faz parte de 3 elementos, 3 valores de tensao serdo obtidos, entdo

uma média ¢ computada sobre o ndé em questao.

A equacao

6; = , (151)

apresenta o valor de ; para o i-ésimo nd que pertence a n. elementos,
o; € a tensdo no no calculada a partir do j-ésimo elemento.

Extrapolacio (Ex)

E uma alternativa para os elementos Lagrangianos Lineares, que
consiste no computo das tensdes sobre os pontos de integracdo de
Gauss, seguido da extrapolagdo para os noés. Isso ¢é feito para cada ele-
mento e a tensdo suavizada 4;, sobre o i-€simo nd, ¢ obtida por uma mé-
dia semelhante ao CDN.

Para ilustrar esta técnica um caso hipotético ¢ descrito: Deseja-se
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saber ; para o i-€simo no. Este nd faz parte da montagem de 3 elemen-
tos. Em cada elemento sdo determinadas as tensdes 0% em seus nos lo-
cais a partir da extrapolacdo das tensdes calculadas sobre os pontos de
Gauss, ogp1, 0Gp2, 0GP3 € 0GPp4, que por sua vez sdo calculadas a par-
tir da Eq. (150) com as n-uplas correspondentes aos pontos de Gauss. A
determinagio das tensdes o 2%, é feita com o auxilio da equagdo

oP%(r;s) = Giogp1 + Gaogpa + Gsogps + Gaogpa,  (152)
a qual ja esta ajustada de acordo com o sistema utilizado para extrapola-
¢do da Fig. 145. Por fim, a tensdo suavizada &; € obtida pela média das
tensdes o’% obtidas para o n6 i em cada elemento. Esta média é mostra-
dana Eq. (151), onde para este caso n. = 3 e o; refere-se a JJE’”.

s'A
_ 2 |
(—vV3,;43) (V3,V3)
(—=1,1) (1;1)
Gp, | GP'
?
GP, | GP,
(—1;=1) (1;-1)
(—V3:-3) (V3:=\3)

4

Figura 145: Sistema 7’ Os’ utilizado na extrapolagio.

Na Eq. (152) G; sdo as fung¢des de extrapolagdo que assumem o
valor 1 sobre o i-¢simo GP. Estas sdo idénticas as fun¢des ¢; apresenta-
das na Eq. (178), considerando porém agora o sistema r’Os’. De forma a
agilizar o processo de extrapolacdo, a Eq. (152) pode ser expandida
como um sistema para fornecer os valores extrapolados sobre os nos.
Assim obtém-se

3 _1 _./3 _1
Ex L+ 1 2 1 1 2
(o8] oGPl
Ex _1 14+ 3 _1 1—,/3
05 . 2 4 2 4 aGP2 153
05T _ 3 1 3 _1 ogrs (133
1 1+
Ex 4 2 4 2
0y JGP4
_1 1— 3 _1 1+ 3
2 1 2 1
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Onde cada linha de termos da matriz, sio um conjunto de fungdes
G; aplicadas sobre as n-uplas (1';s’) de cada um dos nos conforme a

Tab. 21. Por exemplo, G; aplicadas as coordenadas do n6 1 geram a 1*
linha.

Tabela 21: Coordenadas nodais no sistema 7’ Os’.

No| ' | &
1| V3 | V3
2 |-v3| V3
3 -V3|-V3
4| V3 |-v3

Suavizacio Local (SL)

Para um elemento, tendo-se a tensdo ndo suavizada o, o procedi-
mento para avaliar a tensdo suavizada & sobre o i-€simo no utilizando as
fungdes de suavizagdo G;, € a minimizagao do funcional dado por

x = [ (es)? || J|| drds (154)
Xk

onde e*! representa a diferenga entre as tensdes ndo suavizadas e as sua-
vizadas conforme a equacdo

el =0 — o (155)
e o°! representa a tensdo suavizada para o elemento que pode ser aproxi-
mada conforme

o%l(r;s) = Giofl com i = L.nppy (156)

O funcional representa a aproximagdo pelo método dos minimos
quadrados (HINTON e CAMPBELL, 1974). Isso ¢ feito para cada k-
ésimo elemento (X}) que o nd pertence, posteriormente a média dos va-
lores, que cada elemento fornece para o i-ésimo no, ¢ feita utilizando-se
a Eq. (151), onde o; sdo os valores o;r‘l a serem localizados a seguir.
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Na Eq. (156), n,pe € 0 niimero de nés do elemento, as fungdes de
interpolacdo G; sdo as mesmas fungoes de forma utilizadas na parame-
trizagdo do elemento, porém ndo necessariamente devem ser iguais. !
sdo os valores procurados da tensdo suavizada para os nos do elemento.
Na Eq. (154), o Jacobiano esta presente devido a transformacéo dos di-
ferenciais que originalmente sdo dxdy.

O minimo é encontrado fazendo-se 8(?21 = 0, o que fornece

[[Gios'Gy || J|| drds — [[o(r; s)Gy ||]| drds = 0 (157)
Xy Xy

esta por sua vez integrada numericamente, gera a expressio para o ele-
mento na forma da equagio

Seosl = fe (158)

Para elementos em forma retangular e em paralelogramo, o valor
do Jacobiano ¢ constante, entdo a Eq. (158) passa a ser conforme

J[GiGrdrds -+ [[ G1Gpdrds ot [[ Giodrds

: " : N G : (159)
[ GnGydrds ---  [[ G,Gydrds ot [[ Gnodrds

esta por sua vez na forma matricial apenas para melhorar o entendimen-
to.

Se G; sao funcdes lineares e uma regra de integragdo de Gauss
2 x 2 ¢ adotada na avaliagdo da matriz de suavizagdo S¢ e do vetor f© na
Eq. (158), entdo pode-se mostrar que as tensdes suavizadas nos nos sao
dadas pela Eq. (153), considerando no lugar de o £% o valor de o' Caso
contrario, se G; nao forem fungdes lineares, entdo deve-se determinar
numericamente a Eq. (157), ndo sendo possivel utilizar as equacdes
(153) e (159).

Suavizac¢ao Global (SG)

Este procedimento de suavizagdo utiliza o método dos minimos
quadrados aplicado a todo o dominio do problema Qrgp (HINTON e
CAMPBELL, 1974). Inicialmente o que se deseja calcular sdo as
tensdes suavizadas nodais, avaliadas no elemento pela fun¢do suavizada
o°!(r; s) utilizada na SL reescrita aqui.
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ol(r;s) = Giafl com 7 = L.nppu (156 repetida)

Onde G, sdo as fungdes de interpolacdo para o i-ésimo né do ele-
mento. 05! sdo as tensdes suavizadas sobre cada i-ésimo né. A diferenga
entre as tensdes suavizadas e ndo suavizadas em qualquer ponto no inte-
rior do elemento ¢ dado pela Eq. (155). O funcional apresentado na Eq.
(154), € para um elemento X}, e para estender este ao dominio, ¢ sufici-

Nelem

ente lembrar que Qrpg = > Xy, entdo pode-se escrever o funcional
k=1

Nelem

Y = %2; [iy‘(eﬂ)2|LJHdrds]. (160)

Minimizando este funcional em relagdo as tensdes suavizadas nodais,

;f;gl =0, obtém-se:

> [ffaiemey— |l drds = [fo(r: )G, ||J||drds] =0 sy
k=1 [ X4 X

a qual integrando numericamente gera para cada elemento uma expres-
sdo na forma da Eq. (158), as quais devem ser acumuladas para formar o
seguinte sistema global

So =f, (162)

o qual resolvido, fornece as tensdes suavizadas &.

Este processo de montagem do sistema global é semelhante ao
processo de montagem utilizado no FEM. Na Eq. (161), o (*) ¢ apenas
um alerta de que 6;- € a tensdo suavizada global, apesar de estar com a
indicagdo do indice local i, necessario a coeréncia com Gj.

“Superconvergent Patch Recovery” (SPR)

Técnica proposta por Zienkiewicz, Taylor e Zhu (2006, p. 467),
onde em um agrupamento de elementos, os pontos superconvergentes,
GP, sdo utilizados na obten¢do das tensdes suavizadas ;. Lembrando
que ogp, ¢ determinado sobre os pontos de Gauss utilizando-se a Eq.
(150) e que ; € uma das componentes do tensor tensdo suavizada sobre
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0 i-ésimo no.

Sobre os pontos super-convergentes, os valores das tensdes ogp,
sdo precisos até a ordem p + 1, ou seja, uma ordem mais elevada que a
tensdo obtida em outros pontos. De qualquer modo pode-se obter facil -
mente uma aproximacdo &; obtida por um polindmio de ordem p, ou
seja, mesma ordem obtida com as fungdes de interpolagdo para o deslo-
camento. O polindmio sera super-convergente em todo dominio do agru-
pamento de elementos, quando este ¢ determinado para se ajustar aos
pontos super-convergentes pelo método dos minimos quadrados. Outro
aspecto importante é que os coeficientes do polindmio, sdo exclusivos
para cada componente do tensor o;;.

Deste modo a solugdo recuperada para uma das componentes
pode ser escrita conforme

6i=p(z;y) . a (163)
onde p(z;y) sdo os termos do polindmio e a os respectivos coeficientes.

@ NO onde deseja-se determinar
a tensdo A partir do
agrupamento;

©O Pontos utilizados no processo;

A Pontos de Gauss.

(a)

Figura 146: Agrupamentos com elemento (a) quadrilateral linear e (b) triangular li-
near (ZIENKIEWICZ, TAYLOR e ZHU, 2006, p. 467).

A Fig. 146 mostra a montagem de um “patch™? de elementos ao
redor do n6 onde deseja-se determinar a tensdo suavizada. Os agrupa-
mentos podem ser com elementos quadrilaterais ou triangulares. Apesar
da figura mostrar apenas elementos lineares, o0 método pode ser estendi-

52 Aqui, o termo “patch” é melhor entendido como “agrupamento”.
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do para os elementos de maior ordem.

Cada no6 possui seu proprio agrupamento e os nos da fronteira sdo
computados através dos agrupamentos que os contém. Quando mais de
um agrupamento atinge um nd de fronteira, entdo a média das tensdes
deve ser determinada.

Os termos de p(z;y) e de a estdo respectivamente nas equagodes

p(z;y) = [1,2,5,...,5%]" (164)
a=l[ay,as,...,am)" (165)

onde os coeficientes a;, deverdo ser determinados e os valores de Z e ¥
calculados por £ =x — z. ¢ § = y — y. respectivamente onde a n-upla
(z¢; ye) representa as coordenadas do nd sobre o qual foi feito o agrupa-
mento.

O funcional a ser minimizado para obtencao dos coeficientes a;,
utilizando-se uma amostragem com n pontos super-convergentes, ¢
mostrado na equagio

n

> [oar(zjiy;) — plajsyy) - a’ (166)

Jj=1

| =

X:

[\

Minimizando o funcional da Eq. (166) com respeito a cada coefi-
ciente a; de a, ou seja, 2X = 0, obtém-se o seguinte sistema

> Qa;
Aa=b (167)
A= le(wj;yj)pT(ﬂfj;yj) (168)
J:
b= 3 p(zj;;y;)oapr(z;y;) (169)

j=1

Resolvendo o sistema para os coeficientes a; pode-se determinar
a tensdo suavizada J; sobre o i-ésimo n6 com a Eq. (163). Lembrando
que cada conjunto de coeficientes a; ¢ valido para certo agrupamento de
elementos e certa componente de tensor tensdo, e.g., para o i-ésimo no
deseja-se saber a 6, a partir deste n6 verifica-se que o mesmo faz par-

te de um agrupamento com 3 elementos quadrilaterais, cada elemento
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fornece um ponto super-convergente, assim 3 tensdes oy, serdo utili-
zadas (n = 3), além disso os vetores p e a terdo 3 termos e a matriz A
tera dimensoes 3 x 3.

Patch Nodal para Deslocamento Linear (PNDL)™>

Esta técnica ¢ sugerida por Vaz Jr (2008). Em suma, a técnica se-
leciona uma célula numérica que é composta por todos os nds dos ele-
mentos que contenham o nd sobre o qual deseja-se determinar a tensdo
suavizada ;. A Fig. 147 ilustra uma célula composta por 5 elementos ao
redor de um no i. Entdo define-se um polindmio de interpolagdo linear
p(z;y) para o deslocamento u e um para v. Uma vez calculado os coefi-
cientes dos polindmios de interpolacdo através do método dos minimos
quadrados, as derivadas dos destes em relagdo a « ¢ y podem ser obtidas
e a partir destas as deformagdes sdo calculadas, por fim, utilizando-se a
relagdo constitutiva, determina-se as tensdes nodais.

Figura 147: Célula numérica para um no 7.
O polinémio p(zx;y) é composto conforme a equagao
p(z;y) =p . a= a1 + asx + asy (170)
onde os termos de p(x;y) e de a estdo nas equagdes (164) e (165) res-
pectivamente e possuem apenas os primeiros 3 termos.

Os coeficientes do campo p(x;y) sdo localizados com o método
dos minimos quadrados, e para isso basta resolver o sistema mostrado na

53 O termo Patch ¢ utilizado aqui para manter coeréncia com as outras nomenclaturas. O
PNDL pode ser interpretado como um Agrupamento de Nos para o computo das tensdes
através de uma superficie Linear baseada nos Deslocamentos.
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equacao
n le Zyi aj ZWz
T w Ty as » =3 S Wi p. (171)
Yy Ywyi Y Y; as > Wiyi

No sistema as somatorias assumem valores ¢ = 1..n onde n € o
numero de pontos de amostras para u ou v. W; sdo os valores de u ou v
nos pontos de amostra. Assim sdo gerados dois sistemas, um para amos-
tras de u e outro para amostras de v e quando resolvidos fornecem os

SAL : : : : du du dv , v
polindmios a partir dos quais extrai-se as derivadas 77, 50, 37 ¢ 5.. O

numero de amostras minimo para este problema é n = 3. Por fim, de
posse dos valores das derivadas, as tensdes suavizadas podem ser deter-

minadas através da Eq. (25) onde e,, = g—z, syy:g—z e

Eqy = % (g—; + g—;).

Esta técnica, apesar de exigir maior tempo computacional que a
tradicional CDN, oferece melhor precisdo e estabilidade com um custo
computacional relativamente reduzido quando comparado com outras
como a SG e SPR.
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Apéndice D: Conceitos Basicos
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Conceitos Basicos

Alguns conceitos basicos, incluindo a notagdo indicial se fazem
necessarios pois sdo utilizados em diversos pontos do desenvolvimento
do trabalho.

Teorema da Divergéncia de Gauss no Espaco

No célculo o Teorema da Divergéncia de Gauss no Espago (LEI-
THOLD , 1994, p. 1119) é util em situagdes onde deseja-se alternar en-
tre uma integrag¢do no interior do dominio para uma integra¢do na
fronteira deste, ou vice-versa. A equagao

J[conda = [[[divecdQ (172)
A Q

apresenta o teorema para um campo vetorial ou tensorial uniforme c,
agindo em um certo volume 2 que é delimitado em sua fronteira por
uma area A. Onde da é um diferencial de area, n € o vetor unitario nor-
mal a da com sentido saindo da area e df? o diferencial de volume.

Parametrizaciao de Reta

Existem certas situagdes em que determinada integral deve ser
feita sobre uma reta (normalmente segmento de reta). Tomando como
exemplo duas fungdes g1 (r; s) € g2(r; s) (€ rOs) que devem ser integra-
das sobre um segmento de reta definido pelo vetor f,,, que tem origem
no ponto Ayp, € fim no ponto By,,, ou seja, f,, = By, — Agp, € 530 in-
tegradas conforme o formato da integral apresentada na equacao

Bim Bym
I= [ gi(r;8)dr+ [ go(r;s)ds (173)
Apm Afm

Para que essa integral possa ser computada ¢ necessario expres-
sar as fungdes g1(r;s) € g2(r; s) em fungdo de um parametro g e definir
os extremos de integracdo Ay, € B, também em fun¢ao deste pardme-
tro.

Adotando um dos pontos como sendo o inicio do segmento de
reta e definindo para este ponto ¢ = 0 e para o outro ponto, ¢ = ||f,,||, ou
seja, o final do segmento de reta. Lembrando ainda que a equagdo geral
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de uma reta em fun¢do de um paradmetro ¢ ¢ dada pela equagdo

T =TAfm + Qfrmq 174
{ 5= 8Afm + Brmq "’ (174

Onde 74 fm € Safm, sdo0 as coordenadas no sistema rOs do ponto
do inicio do segmento de reta, no caso o ponto Ay,,. Os coeficientes
Q€0 fm sd0 0s cossenos diretores do vetor f,,,, dados pela equacdo

Bfm —TAfm

6] 17
SBfm — SAfm (175)

[1£3m

Afm =

ﬁfm:

Os diferenciais dr e ds sdo obtidos a partir da diferenciacdo da
Eq. (174) e mostrados na equagao

dr = afmdq
{ ds = Brmda (176)

Agora com as equagdes (174), (175) e (176) pode-se escrever a
Eq. (173) no formato mostrado pela equagio

(£ ] (£
I= Lg h1(Q)04fmdQ+ (j)‘ h2(Q)6fmdq (177)
a=0 < A= (s Sa) Onde hi(q) € ha(q), sdo as
7 e =(a, . B,) fungdes g1(r;s) e ga2(r;s) em fun-
q=|£.l vetor unitario ¢do do parametro ¢. Para maior
L clareza a Fig. 148 apresenta o seg-
B, =(ry .5,) mento de reta e outros elementos
ST_, utilizados nas equagdes desta sec-
o ¢ao.

Todo procedimento de para-

Figura 148: Parametrizagio da face de metrizagdo apresentado € genérico,

integracdo. porém o formato da integral dada

pela Eq. (173) foi escolhido conve-

nientemente conforme serd visto em uma sec¢do posterior onde esta in-
tegral sera utilizada.



O EbFVM aplicado a problemas de elasticidade plana em material isotropico - 248

Parametrizacio de um Quadriliatero Convexo

Neste trabalho, elementos quadrilateros convexos serdo utiliza-
dos. Assim a parametrizagdo comumente utilizada para problemas 2D ¢
a mostrada na Fig. 149. Na parametrizagdo apresentada, a correspondén-
cia entre os nos globais Ny, N., N. € N, e os nos locais N1, Na, N3 €
N, uma vez definida no inicio de determinado problema deve ser manti-
da para devida coeréncia de mapeamento. O sentido e sequéncia de nu-
meragdo dos nds € fixo, pois isso ird definir os extremos de integragao.

Assim definido o sentido anti-hordrio, supondo que determinado
elemento X seja mapeado utilizando-se a sequéncia: N; = Ny,
Ny =N., N3=N.e Ny= N, esta correspondéncia, bem como a se-
quéncia, deve ser mantida. Estas informagdes sobre os nos que compoe
o elemento, e suas correspondéncias sdo armazenadas em uma tabela
chamada matriz de conectividade.

Define-se neste ponto as fungoes de forma, que serdo utilizadas
para descrever (mapear) a geometria do elemento e definir as funcoes de
deslocamento que serdo utilizadas para escrever a solu¢do u da equagdo
do movimento de Cauchy, Eq. (30).

Como neste trabalho serdo utilizadas fungdes de forma que sao
idénticas as func¢des de deslocamento diz-se que o elemento é isopara-
métrico. Estas fungdes sdo, de uma maneira geral, chamadas fungées de
interpolagdo e neste trabalho serdo utilizadas apenas fungdes lineares,
portanto para a parametrizagdo apresentada na Fig. 149, estas fungdes
sdo definidas pela Eq. (178).

o Parmetrzagio
R
, A
fN N, NN 0D N =N
! ¢ o Xk
Lo C10) (1;0) »
Ng //’ Y &
K ; 4
/' N=N T _
h X3 X, ) 3T (0;-1) N
Sisteir;l.—aiéiobal Sistema Local ¢
le,;e,; e} le.se,se}

Figura 149: Parametrizagao retangulo 2D.
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¢1(r,8) =3(1+7)(1+s)
02 (r,s) =5 (1-7)(1+5)
g3 (rys) =+(1-7)(1-3) (178)
$a(r,s) =5 (1+7)(1—5)

r

Onde o dominio destas fungdes é o elemento Xy, ou seja,
r={reR:-1<r<1} e s={seR:-1<s<1} e a imagem ¢
di={p; €eR:0<¢; <1} com ¢=1.4. Assim pode-se representar
graficamente as fungdes ¢; conforme a Fig. 150.

O mapeamento das co-
ordenadas globais para as coor-
denadas locais ¢é feito utilizan-
do-se as fungdes de interpola-
¢do ponderadas sobre os nos
do elemento. Assim pode-se
escrever a Eq. (179). Onde
1 = 1..4 refere-se ao i-ésimo nd
local. Assim a n-upla (x;;y;) re-
presenta as coordenadas do i-¢é-
simo no local.

O mesmo pode ser feito
para qualquer parametro M dis-

Figura 150: Fungdes de interpolagéo. tribuido ao longo do elemento
conforme mostrado na Eq.

(180).
x(r;s) = ¢ix; .
y(ris) = s comi=1.4 (179)
M(r;s) = ¢;M; comi=1..4 (180)

Onde ¢ representa o i-€simo no local, M; representa o valor do para-
metro M em cada né. A Eq. (179) é portanto apenas uma aplicagdo da Eq.
(180) tendo e y como parametros a serem mapeados. Lembrando que a
igualdade da Eq. (180) somente ¢ verdadeira se a distribui¢do do parametro
for linear, do contrario, os valores obtidos para M (r; s) séo aproximados, o
que normalmente é indicado como M*(r; s).

Quanto ao mapeamento, existe uma relacdo entre as coordenadas lo-
cais e globais, a qual é chamada Jacobiano da Transformagdo, J, e por fu-
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gir do proposito do presente trabalho, este serd apenas descrito como uma
razdo geométrica infinitesimal entre os dois sistemas de coordenadas.

O Jacobiano ¢ util na transformac¢ao de diferenciais de area e volume
e ¢ dado por

or Ox Ox
J=J(zez)=| Y 9 I 181
(t) or 9s Ot (151)

0z 0z 0z

or 0Os Ot

As transformagoes dos diferenciais de area, volume e comprimento
sdo obtidas respectivamente por

dA = dady = ||J|| drds (182)
dV = dzxdydz = ||J|| drdsdt (183)
do = $dr + §ods + G2t (184)

O Jacobiano pode ainda ser expandido conforme

J (22 = 920y 0z | Oy 0z 0x 4 020z 0y
r,s,t |~ Or Os Ot Or Os Ot Or ds Ot (185)
_020y0xz _ OyOdz 0z _ 9z 0z 9y
or 9s Ot or 0s Ot or 9s Ot

No caso de problemas 2D pode-se simplificar o Jacobiano e as
transformacgdes. Para isso observar que se o dominio tem uma espessura
constante, e, na dire¢do k e fazendo o vetor unitario e;, igual a k, tem-
se: g—f :O,g—f :O,g—j :0,3—; =0 e‘g—j = 1. O que implica em ter-se os
formatos mais simplificados para as equacdes (181), (183), (184) e (185)
conforme mostrado nas seguintes equagdes

oz oz
9z Oz
7 .Y,z 3 8

dV = e dxdy = ||J|| e drds (187)
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dr = %dr + g—fgds (188)
z,y,z\ _ Ox O dy Ox
J(oks)=gp -3 (189)

Ainda com respeito as fungdes de interpolagdo, é necessario de-
terminar as derivadas destas em relacdo ao sistema global (xzOy). Isso é

feito a partir da Eq. (178), aplicando a esta a Regra da Cadeia (do calcu-
lo), obtendo assim para o problema 2D

Girw | _ 1) Girdiisyi — sy
{ Qbi’y } o J{ _¢i’r¢j’s Zj +¢i’s¢j’r5€j } (190)

onde equacdo, ¢,p, ¢ a derivada de ¢, na diregdo coordenada b.
Integracio Numérica de Gauss-Legendre

A integracdo numérica de Gauss-Legendre sera utilizada para
computar as componentes da matriz rigidez entre outras aplica¢des. Pri-
meiramente serd ilustrada a integragdo numérica para o caso 1D. Assim
considerando a integral definida por

I=[" f(r)ydr (191)

A aproximagdo da integral [ utilizando quadratura de Gauss-Le-
gendre ¢é obtida pela integral numérica dada por

I= [ fr)dr = wi f(r) + waf (r2) + oo+ wa f(r)  (192)

onde é considerada uma aproximagdo para n pontos tomados da fung¢do

f(r), (ri, £(r1)), (ra, £(r2)), ... € (7, f(ra)).

Onde wq, w2, ... w, SA0 0S pesos € 71,72, ... 'y SA0 08 pontos to-

mados da fung¢@o, também chamados de Pontos de Gauss-Legendre ou
abreviadamente Pontos de Gauss (GP). A Eq. (192) fornece uma respos-
ta exata para uma fun¢o polinomial f(r) de qualquer grau desde que o
numero de pontos seja suficiente, ou ainda, a quadratura de Gauss ira
fornecer uma resposta exata se f ¢ um polindmio de ordem (2n — 1) ou
menor. Os pesos e pontos a serem escolhidos sdo mostrados na Tab. 22.
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Tabela 22: Pontos de Gauss e pesos.

I=[' for)dr~ lewifm)

I;:I:rrl?(f;(zs;: Posi¢do (1) Peso (w;)
1 0.0 2
2 +0.577 350 269 2 1
+0.774 596 669 2 0.555 5555556
: 0.0 0.888 888 888 9
+0.861 136 311 6 0.347 854 845 1
! +0.339 981 043 6 0.652 1451549
+0.906 179 845 9 0.236 926 885 1
5 +0.538 469 310 1 0.478 628 670 5
0.0 0.568 888 888 9

Apesar do intervalo de integragdo ser [—1;1], a integracdo pode
ser feita em outros intervalos, desde que as posicoes r; sejam redistribu-
idas na mesma propor¢do neste novo intervalo. No entanto, 0s pesos
nao sofrem alteragdes.

A integragdo numérica para o caso 2D é uma extensdo do caso 1D
e utiliza-se dos mesmos pesos e posigoes dos GP. A equacdo

I=[1 2, f(r,s)drds ~ i Zn:wiwjf(msi)

i=1j=1

(193)

mostra a integral a ser determinada e a forma de célculo desta pelo mé-
todo de quadratura de Gauss. Esta seccdo foi fundamentada em
Chandrupatla (1991, p. 201-204).

Operador Auto-Adjunto

Tomando-se um operador A : V — V', onde V é um espago veto-
rial dos nlimeros complexos, assim V' = C" (lembrar que R C C). Tam-
bém considerando que este espago ¢ dotado de um produto hermitiano
fixo do tipo (X,Y) = XY (onde Y ¢ a conjugacio complexa de ¥, que
para o caso particular dos termos de Y pertencerem a R - que € o caso
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deste trabalho - temos Y =Y) e que X e Y sdo vetores-coluna de C”.
Isto esclarecido, de forma breve (omitindo as provas matematicas) pode-
se afirmar que na igualdade mostrada na Eq. (194), onde v e w € V, 0
operador A* € Unico e chamado de adjunto de A.

(Av,w) = (v, A*w) (194)

Também pode-se determinar A* como A* = A", onde A’ é o
transposto da conjugacdo complexa de A. No caso em que os vetores
ndo possuem termos complexos, pode-se escrever: A* = AT, Por fim, se
A* = A, ou seja, o adjunto de A ¢ ele mesmo, entdo diz-se que A € um
Operador Auto-adjunto. O termo conjugacdo complexa é definido da se-
guinte forma: seja um nimero complexo z = a + bi, seu conjugado
complexo € Z = a — bi.

Para ilustrar o operador auto-adjunto utilizando agora duas fun-
¢oes f e g, primeiramente resgata-se o conceito de produto interno para
estas em um dominio 2 = R"™ conforme a Eq. (195).

(f,9) = [o fgdQ (195)

Onde f e g sdo continuas e possuem derivadas (também continu-
as) no dominio 2. Assim para um operador (A) ser auto-adjunto, ele
deve satisfazer a Eq. (194) e a igualdade A* = A, em resumo, aplicando
esse conceito ao produto interno das duas fungdes, um operador A ¢é au-
to-adjunto se satisfazer as igualdades nas equagdes

(Af.9)=(f,Ag) (196)
Jo(Af) gdQ = [, f (Ag) dQ2 (197)

No campo da mecanica estrutural eldstica temos o sistema linear
de equagdes diferenciais que € representada na Eq. (81) utilizando a no-
tacdo de operador diferencial L.

Lo + f=o0 (81 repelida)
Na Eq. (81), para fins de clareza, foca-se a atengdo apenas sobre o

primeiro termo da esquerda da igualdade (Lo). E fazendo-se a projegao
(produto escalar) de Lo sobre uma fungfo v (e.g. uma fung@o peso)
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num dominio 2 (por exemplo o elemento finito) tem-se a equagao (ZI-
ENKIEWICZ, TAYLOR e ZHU , 2006, p. 81)

Jo¥" (Lo)dQ = [, o7 (L) dQ + b.t. (198)

Onde “b.t.>*” representam os termos na fronteira e neste contexto
(que visa apenas o entendimento de operador auto-adjunto) sera despre-
zado. Portanto, ao se observar a Eq. (198) por semelhanga tem-se a mes-
ma condicao apresentada na Eq. (197). Isto caracteriza de forma definiti-
va que o operador L é um operador auto-adjunto. Induz-se portanto: A
aproximagdo proposta por Elementos Finitos, utilizando o processo de
Galerkin, fornece os melhores resultados possiveis para o termo Lo nos
problemas de mecanica estrutural eldstica. Parte das observacdes desta
seccdo foram fundamentadas em Lang (2003, p. 261-263).

Revisido de Notacio Indicial

Durante as dedugdes das equagdes discretizadas para os métodos
numéricos o namero de termos e dire¢des aumentam exponencialmente.
Para compactar as representacdes destas equacdes utilizar-se-4 a Nota-
¢do Indicial apresentada nesta sec¢do. A notagdo indicial manipula com
facilidade sistemas de equagdes, combinagoes lineares e somatorios.

Na notagdo indicial, os vetores e tensores sao expressos em ter-
mos de indices como mostrado para um vetor e um tensor respectiva-
mente nas equagoes

v = (v1,v2,v3) =v; comi=1.3 (199)

011 012 013
o= | 021 02 023 | =04 comi=1.3ej=1.3 (200)
031 032 033

Assim v; € 0;j representam o vetor € o tensor respectivamente,
onde i e j assumem valores 1, 2 ou 3.

Os topicos que se seguem abordam apenas os conceitos mais ge-
rais utilizados neste trabalho, ficando omitidas diversas propriedades
matematicas.

54 Comumente referenciado em inglés como: “boundary terms - b.t.”
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Indice Repetido e Indice Livre

Tomando como exemplo o somatdrio ajxi + asxs + azrs =p
pode-se expressar este na forma compacta conforme

a;x; =p i=1,2,3 (201)

Assim a repeti¢do de um indice num termo representara um somatorio
com respeito a esse indice no seu intervalo de variagdo. O indice i neste
caso ¢ chamado indice repetido.

A expansdo do indice repetido da-se na forma de um somatério,
por outro lado a expansdo de um indice livre da-se na forma de novas
equacdes, assim a expansdo de a;x; =c¢; com i =1,2,3 e j=1,2,¢
dada pela equacdo

a1x1 + a2 + a3xrsz = C1 (202)

a1Z1 + a2x2 + a3xT3 = C2

Delta de Kronecker

O simbolo d;; (i,7 = 1,2,3) é denominado Delta de Kronecker e
seu valor ¢ definido conforme o valor dos indices i € j

5= 0 (203)
1,i=7

Ou ainda, expandindo o §;; que tem dois indices livres, temos a matriz
identidade I de ordem 3 representada por

100
Sy=1010|=1 (204)
00 1

Tensor Alternante

A permutacdo aparece nos determinantes, no produto vetorial e
em outras situagdes menos comuns. Na nota¢do indicial ela é representa-
da pelo tensor de terceira ordem ¢;;;, comumente chamado de tensor al-
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ternante. O valor assumido por ele depende do valor dos indices ¢ € de-
finido na seguinte equacao

0, se dois de seus indices forem iguais
gijk =< 1, se {ij,k} for uma permutacao par de 1,2,3 . (205)
—1, se {i,j,k} for uma permutacao impar de 1,2,3

Outra forma alternativa para representa-lo ¢ e;;y.

As permutagdes pares sdo: 1 —2—-3,2—-3—-1e 3—-1—-2. As
permutagdes impares sdo: 1 —3—2,3—-2—1¢2—1— 3. Um exemplo
do uso do tensor alternante em um produto vetorial na ¢ dado por

c=axb (206)
Ci = €ijka;by (207)

onde a segunda equacdo ¢ idéntica a primeira, porém apresentada em
notac¢do indicial.

Notagdo de Diferenciagdo

As operagdes de derivacdo também podem ser representadas via
nota¢do indicial. Os exemplos na equacdo seguinte ilustram este uso.

du

=,
I =y, (208)
du Oaj

a(lj 81‘, = u’-ja'j/i
Operador Trago

O operador trago de um tensor de segunda ordem € um escalar in-
variante, tendo um mesmo valor em todos os sistemas de coordenadas.
O operador trago aplicado sobre um tensor T de 2* ordem em coordena-
das retangulares ¢ dado por

Tr[T] = Ty (209)

E conforme a regra do indice repetido o operador representa a
soma das componentes da diagonal principal conforme



O EbFVM aplicado a problemas de elasticidade plana em material isotropico - 257

Tr[T] =T11 + Taz + T3 (210)

Os topicos apresentados nesta sec¢do sobre notagdo indicial abor-
daram apenas os pontos mais comuns sobre o assunto.

Condicionamento de um Sistema Linear

O condicionamento ¢ um parametro utilizado para verificar o
quanto as pequenas variagdes nos valores dos coeficientes e/ou erros de
truncamento podem induzir a localizacdo de uma solugdo erronea, mes-
mo com um baixo residuo calculado durante as iteragdes. A Fig. Erro:
Origem da referéncia ndo encontradaa mostra um caso tipico de sistema
mal condicionado, onde a solugdo, ¢ a intercessdo das retas. Nestas,
mesmo pequenas perturbagdes nos coeficientes, podem originar solu-
¢oes totalmente distintas, e em alguns casos ter infinitas solugdes ou ne-
nhuma solugdo. Por outro lado a Fig. Erro: Origem da referéncia ndo en-
contradab mostra um caso de sistema bem condicionado, onde mesmo
com pequenas variagdes nos valores dos coeficientes a solucao ¢ obtida
de forma estavel.

s

(1;4) Solugdo 2 " (1/2:312) Solugio

A

,,1" T T !
1 172 3 4 53¢

12 3 4 5% )
r: 1,00000x + y = 500000 r10x + 10y = 50
s 1,00001x + y = 500001 si 10x - 10y = 20
(@ ()

Figura 151: Exemplo de equag¢des que originam um sistema: (a) mal-condicionado
e (b) bem condicionado.

Nos exemplos citados o condicionamento ¢é relativamente facil de
ser verificado, porém em sistemas maiores, esta informacdo deve ser ve-
rificada com o pardmetro algébrico cond(A), o qual 1é-se: Condiciona-
mento da matriz A. A matriz A para o sistema representa a matriz de
coeficientes. O mal-condicionamento, ndo ¢ uma caracteristica deseja-
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vel, pelo contrario espera-se que um sistema seja bem-condicionado. O
pardmetro cond(A) é calculado por

cond(A) = ||Al. ||[A7Y| (211)

Onde ||A| e|[A~*|| sdo a norma de A e de sua inversa respectiva-
mente. Esta norma pode ser linha, coluna ou euclidiana. Por fim, se diz

que se cond(A) for grande, o problema de se resolver o sistema é mal
condicionado. cond(A) é considerado grande quando atingir o valor 10*

ou maior. Outras informagodes sobre o assunto desta se¢do, incluindo as
normas, podem ser consultadas em Franco (2006, pg. 152-154).

Convergéncia Monotonica

Uma definicdo ¢ dada por Craw (2000) onde diz:

“A sequence which is either always increasing or al-
ways decreasing is called a mono-tone sequence.
Note that an arbitrary sequence is not monotone (it
will usually sometimes increase, and sometimes de-
crease). > (CRAW, 2000)

A definigdo precisa sobre o limite de uma sequéncia é: A sequén-
cia {a, } converge para o limite L se, dado qualquer ¢ > 0, existe um nu-
mero N inteiro positivo tal que L — e < a,, < L + € para todo n > N.
Isso ¢ ilustrado na Fig. 152.

1,25 L
1+e—

1,00
/
0,75
0,50
0,25

1—e€

50 N 100 150 200

-0,25

Figura 152: Convergéncia monotdnica.

55 Nossa tradugdo: “Uma sequéncia que estd sempre aumentando ou diminuindo ¢ chamada
de sequéncia monotonica. Note que uma sequéncia arbitraria ndo ¢ monotonica (ela ira al-
gumas vezes aumentar e outras diminuir).”
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Quanto a caracteristica de ser monotonica, diz-se que uma se-
quencia {a,} é:

* estritamente decrescente se a,1 < a, para todo n;

* estritamente crescente se a,1 > a, para todo n;

* crescente se a1 < a, para todo n;

* decrescente se a,, 11 > a, para todo n.

Por fim {a,} serda monotdnica caso for crescente ou decrescen-
te.
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