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2010

brought to you by COREView metadata, citation and similar papers at core.ac.uk

provided by Repositório Institucional da UFSC

https://core.ac.uk/display/30375147?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1




UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA
PROGRAMA DE PÓS-GRADUAÇÃO
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Esta Dissertaç̃ao foi julgada adequada para obtenção do T́ıtulo de Mestre
em Engenharia de Automação e Sistemas,́Area de concentração em
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Palavras-chave: sistemas não lineares, estratégia de chaveamento, LMI.
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Inicialmente, uma nova técnica para se avaliar a estabilidade local, regional e
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estabilidade de Lyapunov, de modo a descrever as condições necessárias para
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2 CONDIÇÕES DE ESTABILIDADE DE SISTEMAS ÑAO LINEA-
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2.2.2 Desigualdade Matricial Linear - LMI . . . . . . . . 36

2.2.2.1 Um conjunto de LMIśe uma LMI . . . . 38
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3.3 Exemplo de Aplicaç̃ao: Conversor Buck . . . . . . . . . . . 93
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5 PROPOSTA DE FORMULAÇ̃AO DE CHAVEAMENTO PARA
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5.1 Introduç̃ao . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
5.2 Modelo utilizado do sistema . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
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fabc Grandeza vetorialf em coordenadas trifásicasabc
fαβ0 Grandeza vetorialf em coordenadas bifásicasαβ0
f x
dq0 Grandeza vetorialf em coordenadas bifásicasdq0 de

refer̂encia “x”
M′ Transposta da matriz (ou do vetor) M
M−1 Inversa da matriz M
det(M) Determinante da matriz M
In Matriz identidade de dimensãon×n
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1 INTRODUÇÃO GERAL

Grande parte dos sistemas fı́sicos pode ser descrita por equações di-
ferenciais ñao-lineares, o que explica o grande interesse existente nesta área
de pesquisa (KHALIL , 1996), (SLOTINE; LI, 1991). Ainda, na grande maioria
dos casos, estas equações diferenciais ñao s̃ao completamente conhecidas,
principalmente no que diz respeito aos seus parâmetros. A preocupação com
sistemas incertos deu origem̀a Teoria de Controle Robusto (ZHOU; DOYLE;

GLOVER, 1996).
Devidoàs propriedades práticas e disponibilidade de poderosos paco-

tes computacionais para resolver problemas de desigualdades matriciais line-
ares (LMI)1, estas t̂em sido amplamente utilizadas para resolver problemas
de filtragem e controle robusto. No contexto de sistemas incertos lineares,
vários resultados importantes estão dispońıveis em (BOYD et al., 1994). En-
tretanto, muito trabalho ainda há para ser realizado no sentido de estender
estes resultados para sistemas não lineares. Nestáarea, v́arios ḿetodos po-
tencialmente interessantes encontrados na literatura possuem dificuldades na
soluç̃ao nuḿerica (GENESIO; TARTAGLIA; VICINO, 1985).

O uso de LMIs levandòa condiç̃oes convexas de estabilidade para sis-
temas ñao lineareśe recente. As abordagens utilizadas diferem entre si na
forma em que as condições de estabilidade de Lyapunov são escritas em um
conjunto de LMIs. A t́ecnica conhecida como soma de quadrados (SOS)2

utiliza programaç̃ao semi-definida com a finalidade de decompor as funções
de Lyapunov em termos de somas de quadrados, para sistemas polinomiais
(PAPACHRISTODOULOU; PRAJNA, 2004). Em (CHESI et al., 2004), as condiç̃oes
de estabilidade são descritas em polinômios homoĝeneos,i.e. compostos por
mon̂omios de mesmo grau. A representação por fraç̃oes lineares, utilizada
por (EL GHAOUI; SCORLETTI, 1996), decomp̃oe o sistema em frações lineares
e utiliza uma funç̃ao de Lyapunov quadrática. A abordagem apresentada em
(TROFINO, 2000) (COUTINHO; FU, 2002) é baseada na representação do sis-
tema em termos de equações alǵebrico-diferenciais e funções de Lyapunov
polinomiais.

A principal vantagem em expressar a dinâmica de um sistema em
decomposiç̃oes ñao lineareśe que a estrutura original do sistemaé man-
tida, permitindo a utilizaç̃ao da teoria de controle robusto clássica (BOYD

et al., 1994) para controle e filtragem (COUTINHO et al., 2003), (COUTINHO et

al., 2008). Entretanto, as condições de estabilidade baseadas em funções

1Do inglês,Linear Matrix Inequality.
2Do inglês,Sum of Squares.
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de Lyapunov polinomiais podem levar a estimativas não t̃ao boas (conser-
vadoras) da região de atraç̃ao se o grau do polin̂omio ñao é grande o sufici-
ente. Em vista disso, seria interessante investigar o potencial de funç̃oes de
Lyapunov racionais em problemas de estabilidade de sistemas ñao lineares.
Em (SEILER et al., 2009) s̃ao mostradas propriedades interessantes das funções
de Lyapunov racionais de sistemas lineares incertos.

Neste trabalho s̃ao apresentadas algumas contribuições para superar,
ou ao menos aliviar o impacto de, as várias dificuldades decorrentes do men-
cionado anteriormente. Primeira: o conservadorismo das LMIs dependentes
de estadóe reduzido com o uso de certasmatrizes de escalonamento. Co-
nex̃oes com alguns resultados disponı́veis na literatura s̃ao estabelescidas e as
vantagens s̃ao ilustradas através de exemplos nuḿericos. Segunda: as funções
de Lyapunov usadas neste trabalho são mais gerais que qualquer função de
Lyapunov baseada em polinômios usadas em todas as referências previamente
mencionadas. Aqui a função de Lyapunov pode ser do tipo racional nos esta-
dos do sistema e dependente de parâmetros incertos.

Outras contribuiç̃oes podem ser citadas, como as da sequência. Ter-
ceira: para evitar o crescimento exponencial do número de LMIs, que crescre
em problemas LMI polit́opicos, um novo resultadóe proposto para conver-
ter as LMIs polit́opicas em ñao polit́opicas. Issóe feito explorando a de-
pend̂encia afim das LMIs e usando a operação matricial conhecida como
Procedimento-S. Este resultado tambémé usado para derivar condições LMI
para estabilidade assintótica global. Quarta: A região de atraç̃ao estimada
é obtida resolvendo problemas de otimização LMI que consistem em maxi-
mizar a curva de ńıvel da funç̃ao de Lyapunov com respeito a um conjunto
de condiç̃oes iniciais dado. este conjunto pode ser escolhido como politópico
(convexo) ou uma união de politopos (ñao convexa). Esta caracterı́sta permite
obter regĩoes de atraç̃ao tamb́em ñao convexas.

Um outro tipo de sistemas não lineares s̃ao os sistemas chaveados,
que apresentam variação estrutural em função do tempo ou dos estados, se-
gundo alguma ĺogica. Usualmente, as técnicas de controle de sistemas cha-
veados ñao atuam diretamente no controle da posição das chaves, apenas ge-
ram uma refer̂encia de forma de onda (ou de valor médio) desejadàa um
elemento que realiza a modulação por largura de pulso (PWM)3. Outro tipo
de controle de sistemas chaveadosé o que determina diretamente a posição
das chaves através de uma lei de chaveamento especı́fica. Como exemplo
de t́ecnicas de projeto de lei de chaveamento podemos citar as baseadas em
funções de Lyapunov (LIBERZON, 2003), como em (BOLZERN; SPINELLI, 2004)

3Do inglês,Pulse-Width Modulation.
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e (TROFINO et al., 2009). As t́ecnicas de chaveamento podem ser estruturadas
em forma LMIs, que oferece flexibilidade no tratamento de problemas de
natureza mista e conta com eficientes pacotes computacionais para soluç̃ao
numérica, comóe o caso de (TROFINO et al., 2009) e (ASSMANN, 2008).

Como exemplo de sistema chaveado pode-se citar o acionamento de
máquinas de induç̃ao atrav́es de inversores de frequência, que s̃ao disposi-
tivos de eletr̂onica de pot̂encia cujo valor da tensão de sáıda é resultado do
ńıvel da tens̃ao de entrada e da situação “aberta” ou “fechada” das chaves
que comp̃oem sua estrutura. Por isso o conjunto inversor-máquina pode ser
denominado como um sistema comutado. Os sistemas comutados(ou chavea-
dos) s̃ao uma classe de sistemas hı́bridos com uma extensa lista de aplicações
em controle (MORSE, 1997). Pode-se encontrar exemplos de sistemas co-
mutados em (LIBERZON, 2003). A ḿaquina de induç̃ao, tamb́em conhecida
como ḿaquina asśıncrona,́e um dos tipos de dispositivo que converte energia
elétrica em energia mecânica (operando como motor), e o vice-versa (ope-
rando como gerador). O crescente uso de motores de indução em aplicaç̃oes
industriais e de geradores de indução em parques eólicos naśultimas d́ecadas
se deve principalmente ao seu baixo custo, caracterı́sticas de robustez e facili-
dade de manutenção (ASSEU et al., 2008). Entretanto, a utilização da ḿaquina
asśıncrona śo passou a crescer com o desenvolvimento das técnicas de con-
trole vetoriais por Hasse e Blaschke (BLASCHKE, 1972), na Alemanha da
década de 70 do século passado, e de estratégias (e dispositivos) de acio-
namento mais eficientes (TRZYNADLOWSKI, 2000), (LEONHARD, 2001).

As principais varíaveis a serem controladas no motor são normal-
mente a velocidade do rotor ou o torque de carga, enquanto no gerador s̃ao
as pot̂encias ativa e reativa entreguesà carga, oùa rede de transmissão no
caso de sistemas de distribuição como em (TARNOWSKI; REGINATTO, 2006),
(DENDOUGA et al., 2007). Comoé de se esperar, a velocidade dos ventos
nos parques éolicosé varíavel, e ent̃ao essa caracterı́stica deve ser levada em
conta na estratégia de controle, como em (TARNOWSKI; REGINATTO, 2007). Na
geraç̃ao éolica comumentée utilizado o gerador de indução de excitaç̃ao du-
pla (DFIG)4 que permite a geração de energia tanto pelo estator da máquina
quanto pelo rotor (ANAYA-LARA et al. , 2009).

Devidoà complexidade do modelo da máquina de induç̃ao, estrat́egias
se fazem necessárias para simplificar o controle, como por exemplo o con-
trole com orientaç̃ao indireta de campo (IFOC)5, cuja descriç̃ao pode ser en-
contrada em (LEONHARD, 1998). Como exemplo de aplicação, esta t́ecnica

4Do inglês,Double Fed Induction Generator.
5Do inglês,Indirect Field Oriented Control.
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é utilizada em (BAZANELLA; REGINATTO , 2001) para regulação robusta de ve-
locidade. Outra estratégiaé a conhecida como controle direto de conjugado
(DTC)6, e sua variante, o controle direto de potência (DPC)7, cuja aplicaç̃ao
pode ser vista em (MAHI; SERBAN; SIGUERDIDJANE, 2007). Com aplicaç̃ao vol-
tadaà geradores, existe a técnica de seguimento do ponto de potência ḿaxima
(MPPT)8, que visa a otimizaç̃ao da pot̂encia gerada (ANAYA-LARA et al. , 2009).

Técnicas de controle não linear t̂em a vantagem de se poder conside-
rar a estrutura real do sistema, o que permite que a técnica funcione para uma
ampla regĩao do espaço de estados, não apenas nas proximidades de um ponto
de linearizaç̃ao. A aplicaç̃ao deste tipo de controladores pode ser interessante
para o caso da ḿaquina de induç̃ao devido ao grande número de ñao linearida-
des presentes em seu modelo. Como exemplos de controladoresnão lineares
e suas aplicaç̃oes em controle de ḿaquinas de induç̃aoé posśıvel citar: as ba-
seadas em passividade comoenergy-shaping9 com injeç̃ao de amortecimento
(ORTEGA; ESPINOSA-ṔeREZ, 2005), linearizaç̃ao por realimentaç̃ao exata (AS-

SEU et al., 2008), (DE LUCA; ULIVI , 1989), (CHIASSON, 1993), (KIM; HA; KO ,
1990). Entretanto, a primeira técnica apresenta grandes dificuldades por ne-
cessitar da solução de equaç̃oes diferenciais parciais, mesmo utilizando paco-
tes computacionais dedicadosà isso, e as dificuldades da segunda residem no
fato de que se os parâmetros ou o modelo não s̃ao bem conhecidos, o sistema
linear obtido com a t́ecnica ñao corresponde fielmente ao original. Como
exemplo de outras técnicas aplicadas̀a máquinas de induç̃ao, podemos citar o
controle adaptativo utilizando um modelo de referência de estrutura variável
(FURTUNATO; SALAZAR; DE ARAUJO, 1998) e o controle por redes neurais e
lógicafuzzy(DENAI; ATTIA , 2002).

Com base no exposto anteriormente, neste trabalho também é apre-
sentada uma proposta de formulação da t́ecnica de chaveamento de (TRO-

FINO et al., 2009), (TROFINO; SCHARLAU; COUTINHO, 2010) para aplicaç̃ao em
máquinas de induç̃ao, dando continuidade e ampliando os resultados de pes-
quisas anteriores, como a técnica de chaveamento proposta em (ASSMANN,
2008) e a formulaç̃ao para motores de indução apresentada em (COUTINHO,
2006). Devido ao fato de o modelo da máquina ser bastante não linear, h́a
a possibilidade de aplicação futura das condiç̃oes de estabilidade para siste-
mas ñao lineares racionais e incertos, apresentada aqui,à sistemas chaveados,
como o caso da ḿaquina de induç̃ao.

6Do inglês,Direct Torque Control.
7Do inglês,Direct Power Control.
8Do inglês,Maximum Power Point Tracking.
9Moldagem da energia.
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1.1 Objetivos

Esta dissertaç̃ao tem como objetivo principal a análise da estabilidade
de sistemas ñao lineares, assim como o estudo de técnicas de chaveamento.
Para isso, dois objetivos secundários s̃ao destacados:

∙ a apresentação de uma nova técnica para ańalise de estabilidade de sis-
temas ñao lineares, que considera sistemas com não linearidades nas
formas racional ou polinomial de qualquer grau e ainda com incerte-
zas paraḿetricas. Esta técnica tamb́emé baseada na determinação, por
LMIs, de funç̃oes de Lyapunov que também podem ser consideradas
racionais e incertas, para se determinar a estabilidade assintótica local,
regional e global.

∙ o desenvolvimento de uma técnica de controle chaveado, com aplicação
em ḿaquinas de induç̃ao, utilizando LMIs como ferramenta para deter-
minar as funç̃oes de Lyapunov que caracterizem uma lei de chavea-
mento com estabilidade garantida para o sistema inversor-máquina em
malha fechada, levando em conta a possı́vel ocorr̂encia de modos desli-
zantes. H́a o intuito de se combinar, no futuro, esta técnica de controle
chaveado com a descrita no item anterior.

1.2 Descriç̃ao dos Caṕıtulos

Esta dissertaç̃ao est́a organizada nos seguintes capı́tulos:
O Caṕıtulo 2 é dedicadoà apresentação de um novo ḿetodo para

determinaç̃ao da estabilidade de sistemas não lineares racionais e incertos
e inicialmente s̃ao abordados conceitos preliminares sobre estabilidade, desi-
gualdades matriciais lineares e teorias de chaveamento baseada em funç̃oes
de Lyapunov, fundamentais ao projeto da técnica proposta. A técnica sugere
uma nova forma de representação para estes tipos de sistema, que permite o
desenvolvimento das condições de estabilidade local, regional e global, apre-
sentadas também. Para o caso regional, são propostas maneiras de otimização
para obtenç̃ao da maior região de atraç̃ao posśıvel. Por fim, v́arios exemplos
de aplicaç̃ao s̃ao mostrados.

No Caṕıtulo 3 é descrita uma técnica de chaveamento cujo objetivo
é a estabilidade e o seguimento de referência de sistemas comutados. Esta
técnicaé baseada em funções de Lyapunov quadráticas diferentes para cada
modo de operaç̃ao e as garantias de estabilidade se dão pela positividade e
decrescimento da função de Lyapunov comutada (a função do modo ativo
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no instante considerado), inclusive na ocorrência de modos deslizantes entre
vários modos na mesma superfı́cie. Por fim,é demonstrada a utilização da
técnica na resolução de um exemplo simples.

O Caṕıtulo 4 apresenta os modelos e transformações utilizados na
formulaç̃ao da t́ecnica de chaveamento para motores de indução abordados
nesta dissertação. S̃ao discutidas a modelagem das partes mecânica e eĺetrica
da ḿaquina de induç̃ao de forma geńerica e a modelagem da comutação do
inversor de tens̃ao. Por fim, s̃ao mostradas algumas topologias possı́veis para
o sistema inversor-ḿaquina. Este capı́tulo tem como objetivo apenas apresen-
tar a base téorica e mateḿatica para o capı́tulo seguinte, podendo ser ignorado
pelo leitor com experiência em ḿaquinas, se desejado.

No Caṕıtulo 5 é mostrada uma proposta de aplicação da lei de cha-
veamento para um dos tipos de máquina apresentados no capı́tulo anterior,
assim como a estrutura de controle e as formas de simulação e os resulta-
dos parciais obtidos. O interesse deste capı́tulo nessa dissertação se d́a pela
possibilidade de união futura com as técnicas de estabilidade de sistemas não
lineares do Caṕıtulo 2 de modo a facilitar a busca por solução para o caso do
chaveamento da ḿaquina.

No Apêndice A s̃ao fornecidos os dados da máquina utilizados, assim
como as demais variáveis quantificadas necessáriasà simulaç̃ao.

No Apêndice B s̃ao mostradas algumas matrizes derivadas da
formulaç̃ao proposta, cujas estruturas completas são ocultadas nesta.
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2 CONDIÇÕES DE ESTABILIDADE DE SISTEMAS N ÃO LINEA-
RES

2.1 Introdução

Este caṕıtulo apresenta técnicas de verificação de estabilidade local,
regional e global de sistemas não lineares racionais e incertos.É mostrada
uma forma particular de representação do sistema para que este se torne afim
nas varíaveis de estado e parâmetros incertos possibilitando a formulação
LMI do problema de uma forma simples. Em seguida são abordadas as
condiç̃oes para estabilidade local, que na sequência s̃ao estendidas para es-
tabilidade regional e global. Na estabilidade regional são considerados dois
casos: politopóunico (convexo) e união de politopos (ñao convexa). Na es-
tabilidade global, como um segundo resultado,é mostrada uma técnica para
evitar a abordagem politópica.

Este caṕıtulo apresenta as maiores contribuições deste trabalho: uma
forma simples de se encontrar funções de Lyapunov ricas em informação,
podendo inclusive ser racionais no estado, a estimação da regĩao de atraç̃ao
pela unĩao de politopos e a alternativa para evitar o crescimento exponencial
do ńumero de LMIs da abordagem politópica.

Pretende-se, futuramente, a incorporação desta t́ecnica de estabilidade
de sistemas ñao lineares no projeto de leis de chaveamento para máquinas de
induç̃ao (sistema com grande número de ñao linearidades).

2.2 Conceitos Preliminares

Visando facilitar a compreensão das t́ecnicas apresentadas posterior-
mente neste capı́tulo e no Caṕıtulo 2, esta seç̃ao apresenta, de forma sinteti-
zada, diversos conceitos que se fazem necessários.

2.2.1 Estabilidade, Desempenho e Região de Atraç̃ao

A estabilidade desempenha um papel fundamental na teoria desis-
temas de controle e dentre os seus diferentes tipos no estudode sistemas
dinâmicos. Neste trabalhóe considerado o conceito de estabilidade de pontos
de equiĺıbrio, cuja definiç̃ao dada em (KHALIL , 1996)é:
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Um ponto de equilı́brio é est́avel se todas as soluções que
partem de pontos próximos, permanecem próximas; em
caso contŕario, é inst́avel. Além disso, quando todas as
soluç̃oes partindo de pontos próximos ñao somente per-
manecem pŕoximas, mas tamb́em convergem ao ponto de
equiĺıbrio quando o tempo tende ao infinito, esteé dito as-
sintoticamente estável.

Dentre os diversos ḿetodos utilizados na análise de estabilidade, um
dos principais foi introduzido no final do século XIX pelo mateḿatico e enge-
nheiro russo Lyapunov. A partir da ideia de que a energia do sistemáe positiva
e deve decrescer com o tempo, Lyapunov mostrou que certas funções, ñao
necessariamente com uma interpretação f́ısica ligadaà energia do sistema,
poderiam ser usadas para determinar condições suficientes para estabilidade
de um ponto de equilı́brio. Para ilustrar a ideia do ḿetodo, sejaD ∈ ℝ

n um
doḿınio que cont́em a origem ef : D →ℝ

n, v : D →ℝ duas funç̃oes com
v ∈ C 1. Ent̃ao a derivada temporal dev ao longo das trajetórias do sistema.
x = f (x), denotada por

.
v (x), é dada por:

.
v (x) =

∂v
∂x

.
dx
dt

=
∂v
∂x

.
x =

∂v
∂x

f (x) , (2.1)

e note que ñaoé necesśario se conhecer a solução de
.
x= f (x) para se obter a

express̃ao da derivada dev(x).
Por convenîencia, as expressões e teoremas apresentados neste traba-

lho s̃ao para o caso do ponto de equilı́brio estar na origem doℝn, i.e., x̄= 0.
Não h́a perda de generalidade nisso, pois o ponto de equilı́brio pode ser des-
locado para a origem via uma mudança de variáveis. Suponha que ¯x ∕= 0 e
considere a mudança de variáveise= x− x̄. A derivada dee é dada por

.
e=

.
x = f (x) = f (e+ x̄)≜ g(e) ,g(0) = 0. (2.2)

Na nova varíavele, o sistema tem equilı́brio na origem. A seguiŕe apresen-
tado o teorema de estabilidade de Lyapunov.

Teorema 2.1 (Lyapunov) Seja x= 0 um ponto de equilı́brio do sistema
.
x =

f (x) eD ⊂ℝ
n um doḿınio contendo x= 0. Seja v: D →ℝ pertencente ao

C 1 tal que
v(0) = 0 e v(x)> 0 em D −0, (2.3)

.
v (x)≤ 0 em D , (2.4)
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ent̃ao, x= 0 é est́avel. Aĺem disso, se

.
v (x)< 0 em D −0, (2.5)

ent̃ao x= 0 é assintoticamente estável. □

A prova e outras vers̃oes deste teorema podem ser encontradas em
(KHALIL , 1996). A ideia central da estabilidade segundo Lyapunové encon-
trar uma funç̃ao v(x) que seja nula na origem, positiva fora dela e decres-
cente para as trajetórias do sistema. Quando isso for possı́vel, tem-se ga-
rantia de que as trajetórias convergem para a origem, indicando estabilidade
assint́otica.

Apenas a estabilidade geralmente não é suficiente para caracterizar
um bom sistema de controle, este deve apresentar também um desempenho
satisfat́orio. O desempenho se faz necessário por diversos fatores, como:
limitação dos atuadores, imprecisão dos medidores (ruı́do), conhecimento
impreciso do sistema a ser controlado (incertezas, caracterı́sticas dos rúıdos
e perturbaç̃oes), crit́erios de velocidade de convergência do sistema, dentre
outros.

Como exemplos de técnicas de controle com desempenho obtidos com
o aux́ılio da funç̃ao de Lyapunov, podemos citar o regulador linear quadrático
(LQR)1, o controlador gaussiano linear quadrático (LQG)2 e a minimizaç̃ao
das normas3 H2 e H∞ de sistemas, (BOYD et al., 1994). As t́ecnicas LQR
e LQG, por exemplo, visam estabelecer um compromisso entre as ener-
gias de estado e controle (em sistemas lineares) através da minimizaç̃ao de
uma funç̃ao custo dada, porém a segunda inclui observador de estados e
minimizaç̃ao de rúıdos.

Outro ponto importante na análise de sistemas de controleé que a esta-
bilidade de um sistema pode estar restritaà uma regĩao do espaço de estados,
comoé o caso de sistemas não lineares. Por isso, torna-se importante deter-
minar a regĩao de atraç̃ao do ponto de equilı́brio assintoticamente estável, ou
ao menos uma estimativa desta. A região de atraç̃ao compreende todos os
pontos do espaço de estados que serão levados ao ponto de equilı́brio quando
o tempo tender ao infinito, e por outro lado, se o sistema passar a operar fora
da regĩao de atraç̃ao, instabilizaŕa. Portanto, podemos concluir que um sis-
tema ñao necessita possuir estabilidade global desde que toda a sua faixa de

1Do inglês,Linear Quadratic Regulator.
2Do inglês,Linear Quadratic Gaussian Control.
3Estas normas são uma forma de medir o grau de influência de perturbações externas sobre

as sáıdas de interesse.
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operaç̃ao esteja contida no interior de uma região est́avel do espaço de esta-
dos.

A definição formal de regĩao de atraç̃aoé como segue, segundo (KHA-

LIL , 1996). Seja a origemx = 0 um ponto de equilı́brio assintoticamente
est́avel para o sistema não linear

.
x= f (x) , (2.6)

com f : D → ℝ
n e D ⊂ ℝ

n um doḿınio contendo a origem. Sejaψ (t,x) a
soluç̃ao de (2.6) que parte do estado inicialx no instantet = 0. A regĩao de
atraç̃ao da origem, denotada porRA, é definida por

RA = {x∈ D ∣ ψ (t,x) é definida para∀t ≥ 0 eψ (t,x)→ 0 quandot → ∞} .
(2.7)

A região de atraç̃ao possui as propriedades de ser um conjunto invari-
ante aberto e conectado e seu limiteé formado por trajetórias. Portanto, uma
forma de caracterizarRA é determinar as trajetórias que passam sobre o seu
limite. Um exemplo de região de atraç̃aoé dado a seguir.

Exemplo 2.1 Considere o sistema de segunda ordem da equação de Van der
Pol em tempo reverso, dado por (KHALIL, 1996):

[
ẋ1

ẋ2

]
=

[
−x2

x1− ε(1−x2
1)x2

]
, ε = 1. (2.8)

A Figura 1 mostra o plano de fase do sistema (2.8). Note que qualquer
trajetória que se inicia no interior do ciclo limite, converge parao ponto de
equiĺıbrio queé a origem. Neste caso, a região de atraç̃ao é limitada, pois
qualquer trajet́oria que parte em um ponto fora do ciclo limite, não consegue
atravesśa-lo para alcancar a origem. □

2.2.2 Desigualdade Matricial Linear - LMI

Uma desigualdade matricial linear (LMI)́e uma expressão do tipo
F (g) > 0 na qualF (g) : ℝ

m → ℝ
q×q é siḿetrica e afim4 nas varíaveis de

busca representadas pelo vetorg. Por isso uma denominação mais precisa se-
ria “Desigualdade Matricial Afim” (BOYD et al., 1994). Assim, uma LMI pode

4Uma funç̃ao dita “afim”é aquela que ñao passa pela origem, ou seja, possui parte constante.
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Figura 1: Regĩao de atraç̃ao do sistema (2.8).

ser genericamente representada por

F (g)≜ F0+
m

∑
i=1

giFi > 0, g=

⎡
⎢⎣

g1
...

gm

⎤
⎥⎦ , (2.9)

ondeFi = F ′
i ∈ ℝ

q×q são matrizes dadas egi são varíaveis escalares a se-
rem determinadas de forma a satisfazer a desigualdade (se posśıvel). Quando
existe uma soluç̃ao g paraF (g) > 0 dizemos que a LMÍe fact́ıvel. Neste
caso dizemos queF (g) é positiva definida e portanto todos os seus autovalo-
res est̃ao restritos a serem positivos na LMI,i.e., x′F (g)x> 0 para todox não
nulo∈ ℝ

n.
É importante enfatizar que uma LMI pode ser representada de várias

maneiras e nem sempre aparece na forma afim (2.9). Entretanto, quando um
elemento de buscáe matricial, por exemplo, os próprios pacotes computaci-
onais de soluç̃ao de LMIs rearranjam o problema para ficar na forma afim
(2.9). Detalhes sobre algoritmos e pacotes computacionaispara resoluç̃ao de
LMIs podem ser encontrados em (EL GHAOUI; NICULESCU, 2000).

Inúmeros problemas de diferentesáreas do conhecimento podem ser
reformulados e numericamente resolvidos através de LMIs (BOYD et al., 1994).
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Nas Seç̃oes 2.2.2.1-2.2.2.5, a seguir são apresentadas algumas propri-
edades e operações de LMIs de interesse para este trabalho.

2.2.2.1 Um conjunto de LMIsé uma LMI

Múltiplas LMIs F1 (g) > 0, . . . ,Fn (g) > 0 podem ser expressas como
uma única LMI [F1 (g) , . . . ,Fn (g)]diag > 0. Portanto, neste trabalho, não
seŕa feita distinç̃ao entre um conjunto de LMIs e umáunica LMI, i.e.,
“a LMI F1 (g) > 0, . . . ,Fn (g) > 0” terá o mesmo significado que “a LMI
[F1 (g) , . . . ,Fn (g)]diag > 0”.

Por exemplo, as duas LMIsF (g)> 0, G(g)< 0 podem ser reescritas
na forma de umáunica LMI H (g)> 0, onde

H (g) =

[
F (g) 0

0 −G(g)

]
> 0, (2.10)

ou seja,H (g) = H0+∑m
i=1giHi > 0, com

H0 =

[
F0 0
0 −G0

]
Hi =

[
Fi 0
0 −Gi

]
. (2.11)

2.2.2.2 Convexidade

Uma importante propriedade de LMIśe a de que o conjunto de
soluç̃oes destas também é um conjunto convexo. A prováe como segue:
sejamy ezdois pontos que satisfazem a desigualdade 2.9, ou seja,F (y)> 0 e
F (z)> 0. Sejag= αy+(1−α)z, uma combinaç̃ao convexa qualquer desses
dois pontos obtida com algumα : 0 ≤ α ≤ 1. Substituindo na definição,
temos

F (g) = F (αy+(1−α)z) = F0+
m

∑
i=1

giFi

= F0+
m

∑
i=1

Fi(αyi +(1−α)zi) = F0+
m

∑
i=1

Fizi +α
m

∑
i=1

Fi (yi −zi)

= (1−α)(F0+
m

∑
i=1

Fizi)+α(F0+
m

∑
i=1

Fiyi)

= (1−α)F (z)+αF (y) , (2.12)

assim,g tamb́emé soluç̃ao da LMI para todoα : 0≤ α ≤ 1 e vice-versa.
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Esta propriedadée interessante do ponto de vista numérico pois temos
garantia que o problema de encontrar uma solução qualquer de uma LMI,
consiste na busca de um elemento qualquer num conjunto convexo. Pro-
blema este que pode ser resolvido de forma eficiente, com converĝencia glo-
bal e tempo polinomial (COUTINHO, 2006). Mais detalhes sobre convexidade
podem ser encontrados em (HINDI , 2004).

2.2.2.3 Complemento de Schur

Quando as matrizesFi de (2.9) s̃ao diagonais, a LMIF (g)> 0 é apenas
um conjunto de desigualdades lineares. Desigualdades não lineares (conve-
xas) podem ser convertidas para a forma LMI usando uma ferramenta ma-
temática de manipulaç̃ao matricial conhecida como complemento de Schur.
A idéia b́asicaé apresentada no Lema 2.1, a seguir.

Lema 2.1 (Complemento de Schur)Seja g∈ ℝ
m o espaço de variáveis de

decis̃ao, Q(g), R(g) e S(g) funç̃oes afim de g com Q(g) e R(g) simétricas.
Então a LMI [

Q(g) S(g)
S(g)′ R(g)

]
> 0 (2.13)

é equivalentèa

R(g)> 0, Q(g)−S(g)R(g)−1S(g)′ > 0. (2.14)

□

Em outras palavras, o conjunto de desigualdades não lineares em
(2.14) pode ser representado como a LMI (2.13).

2.2.2.4 Lema de Finsler

Este lemáe muitoútil pois permite que restriç̃oes de igualdade sejam
inseridas em umáunica desigualdade que pode ser resolvida via LMI. Uma
de suas vers̃oesé apresentada a seguir.

Lema 2.2 (Lema de Finsler)Sejam C∈ℝ
n×q, M ∈ℝ

n×n, Q uma base para
o espaço nulo de C e F(g) uma funç̃ao afim em g∈ℝ

m com F(g) = F (g)′ ∈
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ℝ
q×q. As seguintes condições s̃ao equivalentes:

a) ∃g : x′F (g)x< 0 ∀x∈ ℝ
q : Cx= 0, x ∕= 0; (2.15)

b) ∃g,L : F (g)+LC+C′L′ < 0; (2.16)

c) ∃g : Q′F (g)Q< 0; (2.17)

d) ∃g,β : F (g)−βC′C< 0 β ∈ ℝ. (2.18)

Além disso, de maneira similarà equival̂encia entre (a) e (d), as seguintes
condiç̃oes s̃ao equivalentes:

e)∃g : x′F (g)x< 0 ∀x∈ ℝ
q : x′Mx= 0, x ∕= 0; (2.19)

f) ∃g,β : F (g)+βM < 0 β ∈ ℝ. (2.20)

□

Note que no Lema 2.2 as LMIs apresentadas são negativas definidas,
portanto para aplicar o lemaà uma LMI positiva definida, os sinais da LMI de-
vem ser trocados antes. Algumas das equivalências apresentadas neste lema
possuem prova ñao trivial e podem ser encontradas em (DE OLIVEIRA; SKEL-

TON, 2001). Outro fator de interesse para este trabalhoé que as variáveis
matriciais apresentadas podem estar definidas para um conjunto politópico
W ⊆ ℝ

q, ou seja,F (g,w), C(w), Q(w) e L(w), e as condiç̃oes continuam
equivalentes para∀w∈ W . A equival̂encia entre as condições (e) e (f) pode
ser encontrada em (BOYD et al., 1994).

2.2.2.5 Procedimento-S

Quando uma LMI tem uma ou mais restrições de desigualdade, es-
tas podem ser concatenadas em umaúnica LMI com a t́ecnica conhecida
como Procedimento-S se estas restrições adv́em de formas quadráticas (ou
de funç̃oes quadŕaticas). Com esta técnica geramos uma LMI conservadora5,
mas geralmente umáutil aproximaç̃ao das restriç̃oes. Para diminuir o con-
servadorismo, s̃ao introduzidos multiplicadores como fatores de ponderação

5Significa que pode ser uma condição ŕıgida para a soluç̃ao nuḿerica.
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a serem determinados, tornando o problema mais flexı́vel. O Procedimento-S
para formas quadráticasé apresentado a seguir, e outras variantes, como para
funções quadŕaticas, podem ser encontradas em (BOYD et al., 1994).

SejamTi , . . . ,Tp ∈ℝ
n×n matrizes siḿetricas dadas eF (g)∈ℝ

n×n uma
função afim emg. Considere o seguinte problema: encontreg, se posśıvel,
tal que

x′F (g)x> 0 ∀x ∕= 0 : x′Tix≥ 0, i = 1, . . . , p. (2.21)

É fácil perceber que se existem escalaresβi ≥ 0, i = 1, . . . , p, e algumg tais
que

F (g)−
p

∑
i=1

βiTi > 0, (2.22)

ent̃ao (2.21) est́a satisfeita. Aĺem disso ñaoé trivial, poŕemútil, mostrar que
as condiç̃oes (2.21) e (2.22) são equivalentes parap= 1.

2.2.3 Politopo

Um grande problema ao se trabalhar com sistemas incertos ou com
não linearidades nos estados,é como tratar a incerteza ou o estado presente na
formulaç̃ao LMI final, pois pode-se inserir mais restrição na busca de solução
do problema. Isso porque os valores dos parâmetros ou estados em um de-
terminado instante de tempo são desconhecidos e a LMI pode estar satisfeita
para um dado valor destes, mas o sistema pode (e normalmente irá) operar
com outro valor, com o qual a solução encontrada para a LMI pode não ga-
rantir as condiç̃oes de projeto.

Uma alternativa consiste em considerar estas variáveis em um poli-
topo6. Por exemplo, suponha que na LMI (2.9) um dos termosFi , inicial-
mente considerado constante e de valor dado, seja agora uma funç̃ao afim dos
elementos incertos emδ , ou seja,Fi (δ ), onde

δ ∈ D
q =

{
δi : δ min

i ≤ δi ≤ δ max
i , i = 1, . . . ,q

}
(2.23)

e, neste caso,Dq representa um politopo com 2q vértices, ondeq é o ńumero
de incertezas do problema.

Com isso as matrizesFi podem ser construı́das para cada vértice do
politopo. Por exemplo, tendo-se duas incertezas,δ1 e δ2, o politopo pode ser

6Politopoé um conjunto convexo fechado, que pode ser representado pela combinaç̃ao con-
vexa dos v́ertices, ou por desigualdades matriciais.
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representado como na Figura 2, e neste caso a LMI inicial com incertezas
pode ser substituı́da por 4 LMIs, uma para cada vértice, e em cada umFi é
constante como desejado.

Figura 2: Representação de um politopo.

Uma caracterı́stica importante deste tipo de abordagem para descre-
ver as incertezaśe a convexidade do conjunto resultante, istoé, tem-se pela
propriedade de convexidade que se as condições est̃ao satisfeitas nos vértices
ent̃ao garante-se que todas as condições tamb́em estar̃ao satisfeitas no interior
desta regĩao. Entretanto, surge o problema do crescimento exponencial das
condiç̃oes a serem testadas, pois para testarmos, por exemplo, as condições
para um sistema com 3 elementos incertos, teremos que verificar 23 vértices,
ou seja, tem-se que testar as condições 8 vezes.

É importante salientar que em problemas de controle, o tratamento
politópico de par̂ametros incertos confere robustez ao sistema com projeto
via LMIs. As LMIs dependentes do estado podem ser tratadas damesma
maneira, desde que este apareça de forma afim nas desigualdades.

2.2.4 Anuladores e LMIs dependentes dos estados

Problemas LMI dependentes do estado possuem conservadorismo adi-
cional no sentido de quée utilizada uma das representações posśıveis do sis-
tema e desconsideradas as demais. Uma ferramenta que pode auxiliar na
reduç̃ao do conservadorismo, como será visto na seqûencia,é definida a se-
guir.
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Definição 2.1 (Anulador Linear) Dada uma funç̃ao vetorial f(.) :ℝq 7→ℝ
s,

uma funç̃ao matricialℵ f (.) : ℝq 7→ ℝ
r×s seŕa chamada de umAnulador Li-

near def se este satisfaz as duas seguintes condições(i) ℵ f (.) é linear e(ii)
ℵ f (ξ ) f (ξ ) = 0 , ∀ξ ∈ ℝ

q de interesse. □

Observe que a representação matricial do Anulador Linear nãoéúnica.
Suponha queξ =

[
ξ1 . . . ξq

]′ ∈ ℝ
q. Um representaç̃ao simples de

ℵξ (ξ ) ∈ ℝ
q−1×q é mostrada abaixo.

ℵξ (ξ )=

⎡
⎢⎢⎢⎣

ξ2 −ξ1 0 0 . . . 0 0 0
0 ξ3 −ξ2 0 . . . 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
0 0 0 0 . . . 0 ξq −ξq−1

⎤
⎥⎥⎥⎦ , ℵξ (ξ )ξ = 0.

(2.24)
Levando em conta todos os possı́veis paresξi ,ξ j para i ∕= j sem

repetiç̃ao, i.e. para∀i, j ∈ {1. . .q} com j > i, obtemos um anulador onde o

número de linhaśe r =
q−1

∑
j=1

j, e queé dado pela seguinte fórmula:

ℵξ (ξ ) =

⎡
⎢⎣

φ1(ξ ) Y1(ξ )
...

...
φ(q−1)(ξ ) Y(q−1)(ξ )

⎤
⎥⎦ , (2.25)

com

Yi(ξ ) =−ξi I(q−i) , i ∈ {1. . .q−1}
φ1(ξ ) =

[
ξ2 . . . ξq

]′

φi(ξ ) =

⎡
⎢⎣ 0(q−i)×(i−1)

ξ(i+1)
...

ξq

⎤
⎥⎦ , i ∈ {2. . .q−1}.

O conservadorismo de LMIs dependentes dos estados pode ser redu-
zido combinando o anuladorà LMI com o Lema de Finsler. Para ilustrar este
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problema, considereA(.) : ℝ
3 7→ ℝ

3×3 definido como

A(ξ ) =

⎡
⎣

−1+ξ2+ξ3 1−ξ2 ξ2−ξ3

−1−ξ1 −1+ξ3+ξ1 1
−ξ2−ξ1 −ξ2−1 −1+ξ1

⎤
⎦ , ξ =

⎡
⎣

ξ1

ξ2

ξ3

⎤
⎦ .

(2.26)
Considere agora dois sistemas obtidos deA(.) como se segue. O pri-

meiroé o sistema linear incerto

.
x= A(δ )x , δ ∈ D = {δ : ∣δi ∣ ≤ α, i ∈ {1. . .3}}, (2.27)

ondeA(.) é a funç̃ao em (2.26),x ∈ ℝ
3 é o estado,δ =

[
δ1 δ2 δ3

]′ ∈
D ⊆ ℝ

3 é o vetor de parâmetros incertos cuja magnitudeé limitada por um
dado escalarα.

Considere tamb́em o sistema ñao linear

.
x= A(x)x , x∈ X = {x : ∣xi ∣ ≤ γ , i ∈ {1. . .3}}, (2.28)

ondeA(.) é a funç̃ao em (2.26),x =
[

x1 x2 x3
]′

é o vetor de estados e
X é uma dada vizinhança ao redor da origem cujo tamanho pode ser ajustado
atrav́es do escalarγ.

As condiç̃oes de estabilidade quadrática para os sistemas (2.28), (2.27)
são obtidas considerando uma função de Lyapunov quadráticav(x) = x′Px>
0 , P> 0 da qual obtemos

.
v= x′(A(δ )′P+PA(δ ))x< 0 , ∀x ∕= 0 , ∀δ ∈ D , (2.29)

para (2.27) e para (2.28)é indicada abaixo.

.
v= x′(A(x)′P+PA(x))x< 0 , ∀x∈ X −{0}. (2.30)

Resultados padrões da teoria LMI mostram que (2.29)é equivalentèa
LMI polit ópica dependente de parâmetro

A(δ )′P+PA(δ )< 0 , ∀δ ∈ ϑ(D), (2.31)

que pode ser facilmente resolvida e o maior valor deα que leva o sistema a
ser quadraticamente estávelé α = 0.4160.
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Para obter uma condição LMI de (2.30), considere queℵx(x) seja um
anulador linear dex. Comoℵx(x)x= 0 podemos reescrever (2.30) como

x′(A(x)′P+PA(x))x< 0 , ∀x ∕= 0 :

{
x∈ X and
ℵx(x)x= 0

, (2.32)

e do Lema de Finsler obtemos o seguinte problema LMI dependente do estado

A(x)′P+PA(x)+Lℵx(x)+ℵx(x)
′L′ < 0 , ∀x∈ ϑ(X ), (2.33)

ondeL é uma varíavel de escalonamento a ser determinada de modo a reduzir
o conservadorismo do resultado. O problema LMI politópico dependente
do estado em (2.33) pode ser facilmente resolvido e o maior valor de γ de
(2.28), correspondendòa maior vizinhançaX para a qual (2.33)́e satisfeita,
é indicada abaixo, juntamente com o anuladorℵx(x).

[
x2 −x1 0
0 x3 −x2

]

γ = 0.9296
(a)

[
x2 −x1 0
x3 0 −x1

]

γ = 0.9999
(b)

[
0 x3 −x2

x3 0 −x1

]

γ = 0.7141
(c)

⎡
⎣

x2 −x1 0
x3 0 −x1

0 x3 −x2

⎤
⎦

γ = ∞
(d)

.

(2.34)

Como esperado, as maiores dimensões do anulador no caso(d), obtidos de
(2.25), levaram a um resultado menos conservador graças aomaior ńumero de
variáveis de escalonamento que podem ser usados quando aplicadoo Lema
de Finsler. No caso(d) obtemosγ = ∞, portanto (2.33)́e satisfeita∀x∈ ℝ

3.
De fato, escolhendo

L =

⎡
⎣

−1 −1 0
1 0 −1
0 1 0

⎤
⎦ , P= I3, (2.35)

obtemos
A(x)′P+PA(x)+Lℵx(x)+ℵx(x)

′L′ =−2I3. (2.36)

Ent̃ao o sistema (2.28)́e globalmente quadraticamente estável ev(x) = x′x é a
função de Lyapunov que prova isso. Graças ao anulador linear e aoLema de
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Finsler foi posśıvel reduzir significativamente o conservadorismo das LMIs
dependentes do estado. Além do mais, note que a LMI dependentes do estado
(2.33) se torna identicàa LMI dependente de parâmetro (2.31) com a esco-
lha L = 0 e neste caso obtemosγ = α = 0.4164 queé um resultado muito
conservador.

Resultados preliminares enfatizando as vantagens de usar oLema de
Finsler e anuladores do tipo (2.24) podem ser encontrados em(TROFINO,
2000), (COUTINHO; DE SOUZA; TROFINO, 2008). A partir do exemplo visto
anteriormente, pode-se concluir que regiões de atraç̃ao menos conservadoras
podem ser obtidas usando uma versão mais geral do anulador, como indicado
na Equaç̃ao (2.25).

2.3 Representaç̃ao do sistema

Considere o sistema

ẋ= f (x,δ ) , x0 ∈ X , δ ∈ D , δ̇ ∈ Ď , (2.37)

ondex∈ ℝ
n é o estado,δ ∈ ℝ

d é um vetor de parâmetros incertos,f (x,δ ) é
uma funç̃ao vetorial cont́ınua comf (0,δ ) = 0. X é um dado politopo, ñao
necessariamente simétrico nem invariante, que contém a origem e representa
um conjunto desejado de estados iniciais a serem considerados na ańalise
de estabilidade.D ,Ď ⊂ ℝ

d são politopos dados representando os limites de
magnitude do parâmetroδ e sua taxa de variação(δ̇ ). A notaç̃ao(x,δ , δ̇ ) ∈
X ×D × Ď significa quex∈ X , δ ∈ D e δ̇ ∈ Ď .

É de interesse determinar uma função de Lyapunovv(x,δ ) adequada
que satisfaça as seguintes condições para o sistema (2.37)∀ (x,δ , δ̇ ) ∈ X ×
D × Ď .

φ3(∥x∥)≤ v(x,δ ) := x′P(x,δ )x≤ φ1(∥x∥)

v̇(x,δ ) = x′Ṗ(x,δ )x+ f (x,δ )′P(x,δ )x+x′P(x,δ ) f (x,δ )≤−φ2(∥x∥)
,

(2.38)
ondeφ1(.), φ2(.), φ3(.) são funç̃oes de classeK 7 e P(.) é siḿetrica. Tais
condiç̃oes implicam em estabilidade assintótica local da origem (KHALIL ,
1996).

A complexidade deP(x,δ ) é um aspecto importante da função de

7Uma funç̃ao φ : [0,a) 7−→ ℝ
+ é dita ser de classeK seφ (0) = 0 e φ (.) é cont́ınua e

estritamente crescente no intervalo de definição.
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Lyapunov. Se por um lado o esforço computacional para resolver numeri-
camente o problema de estabilidade cresça com a complexidade da funç̃ao de
Lyapunov, por outro resultados menos conservadores são esperados. Aquié
considerada uma função de Lyapunov que pode ser uma função racional dos
estados e parâmetros incertos. V́arias classes importantes de funções, como
polinômios de qualquer tipo, podem ser representados desta forma.

Suponha que o sistema (2.37) possa ser representado como indicado
abaixo.

ẋ= f (x,δ ) = A0x+A1 π x0 ∈ X

0= G(x,δ )x+F(x,δ )π δ ∈ D , δ̇ ∈ Ď
. (2.39)

∙ A0, A1 são matrizes constantes da estrutura.
∙ π ∈ ℝ

p é um vetor de funç̃oes ñao lineares. A dependência deπ com
respeitòa (x,δ ) seŕa omitida para simplificar a notação.
∙ G(x,δ ) ∈ ℝ

p×n eF(x,δ ) ∈ ℝ
p×p são funç̃oes matriciais afim de(δ ,x).

As seguintes considerações s̃ao feitas:

Suposiç̃ao 2.1 : f (x,δ ) é uma funç̃ao cont́ınua de(x,δ ), ∀(x,δ ) ∈ X ×
D com f(0,δ ) = 0 para todoδ de interesse. Este pressuposto se refereà
exist̂encia e unicidade das soluções da equaç̃ao diferencial na vizinhançaX
do ponto de equilı́brio x= 0.

Suposiç̃ao 2.2 : A matriz F(x,δ ) é inverśıvel para todos os valores de
(x,δ ) ∈ X × D . Sob esta suposição de regularidade, a decomposição
(2.39) de f(x,δ ) em termos da funç̃ao ñao linear π é bem posta,
f (x,δ ) = (A0−A1F(x,δ )−1G(x,δ ))x.

Para ilustrar as ideias por trás da decomposição na representação do
sistema (2.39), considere o sistema polinomial escalar ˙x= a1x+a2x2+a3x3.
Defina π = [x2 x3]′. Ent̃ao, obt́em-se ˙x = A0x+ A1π com A0 = a1 e
A1 = [a2 a3]. Além do mais, os elementos deπ são tais queπ1 = x2 e
π2 = x π1 levandoàG(x)x+F(x)π = 0 com

G(x) =

[
−x
0

]
, F(x) =

[
1 0
−x 1

]
.

Considere agora o sistema racional escalar

ẋ= a1x+a2x2+a3x3+z(x) , z(x) =
a4x

b0+b1x
,

ondeb0+b1x ∕= 0 é uma condiç̃ao de regularidade necessária para a funç̃ao
racionalz(x). Esta condiç̃ao de regularidade nos permite redefinir a função
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racional como uma equação polinomial aumentadaz(b0+b1x)−a4x= 0 nas
variáveisz,x. Definindo a funç̃ao ñao linearπ = [x2 x3 z zx]′, o sistema raci-
onal pode ser decomposto como ˙x=A0x+A1π comA0 = a1, A1 = [a2 a3 1 0]
e

G(x) =

⎡
⎢⎢⎣

−x
0

−a4

0

⎤
⎥⎥⎦ , F(x) =

⎡
⎢⎢⎣

1 0 0 0
−x 1 0 0
0 0 b0 b1

0 0 −x 1

⎤
⎥⎥⎦ .

Observe a condiç̃aodet(F(x)) = b0+b1x ∕= 0, que vem da Suposição 2.2,é
correspondentèa condiç̃ao de regularidade da representação original do sis-
tema.

A classe de sistema incerto não linear (2.39)́e geral o suficiente para
incluir a Representação Fracional Linear (LFR)8 de (EL GHAOUI; SCORLETTI,
1996). A LFR tem a formaf (x,δ ) = M1x+M2(I +M3)

−1M4x, onde as ma-
trizesM1, M4 são fixas eM2, M3 são funç̃oes afim de(x,δ ) e I +M3 deve
ser inverśıvel para todos os valores de(x,δ ) de interesse. Com as funções
auxiliaresπ1 = (I +M3)

−1M4x eπ2 = M2π1 pode-se representar a LFR como
em (2.39) comf (x,δ ) = M1x+π2 e a restriç̃ao

0=

[
−M4

0

]
x+

[
I +M3 0
−M2 I

][
π1

π2

]
.

Observe que o modelo (2.39) tem a forma de um sistema descritor no
qual as equaç̃oes diferenciais e algébricas s̃ao desacopladas (VERGHESE; ĹEVI;

KAILATH , 1981), (COUTINHO; DE SOUZA; TROFINO, 2008). Veja tamb́em (ITO,
1999), cujos resultados de estabilidade para uma classe de sistemas racionais
incertosé relacionada com uma função de Lyapunov racional dependente de
par̂ametro.

Finalmente, observe que a decomposição de f (x,δ ) em termos de
A0, A1, G(x,δ ), F(x,δ ) nãoé única, em geral. Então,é natural se perguntar
qual seria o impacto de usar uma dada representação particular do sistema nos
resultados de estabilidade apresentados nas próximas seç̃oes. Alguns elemen-
tos de resposta podem ser encontrados na Seção 2.2.4 onde a importância de
combinar o Lema de Finsler com os Anuladores Linearesé enfatizada. Este
ponto seŕa abordado com mais profundidade na próxima seç̃ao.

8Do inglês,Linear Fractional Representation.
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2.4 Condiç̃oes para estabilidade local

Nesta seç̃ao s̃ao apresentadas as condições LMI para estabilidade lo-
cal da origem do sistema (2.39). Supõe-se que os politoposX ,D e Ď são
dados. O problema a ser resolvidoé encontrar, se possı́vel, uma funç̃ao de
Lyapunovv(x,δ ) = x′P(x,δ )x que satisfaça as condições (2.38) ponto a ponto
para∀(x,δ , δ̇ ) ∈ X ×D × Ď .

Considere o sistema (2.39) sob as Suposições 2.1,2.2 e a função de
Lyapunov candidata

v(x,δ ) := π ′
bPπb = x′P(x,δ )x πb :=

[
x
π

]
P= P′, (2.40)

ondeG(x,δ )x+F(x,δ )π = 0 é como em (2.39),P ∈ ℝ
(n+p)×(n+p) é uma

matriz siḿetrica a ser determinada e

P(x,δ ) =
[

In
−F(x,δ )−1G(x,δ )

]′
P

[
In

−F(x,δ )−1G(x,δ )

]
. (2.41)

Com a escolha apropriada do vetor de funções ñao linearesπ, pode-
se considerar qualquer tipo de função de Lyapunov racional. Por exemplo,
a bem conhecida função de Lyapunov quadráticav(x) = x′P0x, comP0 > 0,
correspondèa escolha

P=
[

In 0n×p
]′

P0
[

In 0n×p
]
. (2.42)

Funç̃oes de Lyapunov polinomiais do tipo SOS são obtidas com a restrição
P> 0.

Seja a matrizCb definida como

Cb(x,δ ) =
[

G(x,δ ) F(x,δ )
]
, (2.43)

e observe de (2.39) queCb(x,δ ) é afim com respeitòa (x,δ ) e satisfaz

Cb(x,δ )πb = 0 , πb := [x,π]col. (2.44)

Observe da Suposição 2.2, que o vetorπ é unicamente determinado
de (x,δ ) atrav́es da relaç̃ao π = −F(x,δ )−1G(x,δ )x. Poŕem, como menci-
onado anteriormente, existem vários pares de matrizesF(x,δ ), G(x,δ ) que
poderiam ser usados para caracterizar a mesma função π. Neste contexto,
os anuladores linearesℵx(x),ℵπ(x,δ ) desempenham um papel importante.
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Como

ℵx(x)x= 0, ∀x∈ X ℵπ(x,δ )π = 0, ∀(x,δ ) ∈ X ×D , (2.45)

pode-se definir

Γb(x,δ ) := Mbℵπb(x,δ )+ℵπb(x,δ )
′M′

b (2.46)

ℵπb(x,δ ) := [ℵx(x),ℵπ(x,δ )]diag ∈ ℝ
(sb)×(n+p), (2.47)

ondeMb ∈ℝ
(n+p)×(sb) é uma matriz de escalonamento livre a ser determinada

e note queπ ′
bΓb(x,δ )πb = 0 ondeπb = [x,π]col.

Dos resultados da Seção 2.2.4, e das propriedades de convexidade das
LMIs, é posśıvel verificar que a existência deP = P′ ∈ ℝ

(n+p)×(n+p), Lb ∈
ℝ
(n+p)×(p), Mb ∈ ℝ

(n+p)×(sb) satisfazendo a LMI

P+LbCb(x,δ )+Cb(x,δ )′L′
b+Γb(x,δ )> 0 ∀(x,δ ) ∈ ϑ(X ×D)

(2.48)
é uma condiç̃ao suficiente para a positividade dev(x,δ ) de (2.40)∀(x,δ ) ∈
X ×D .

Observaç̃ao 2.4.1 Observe que ambos Cb(x,δ ), ℵπb(x,δ ) podem ser vis-
tos como anuladores lineares deπb, pois Cb(x,δ )πb = 0 e ℵπb(x,δ )πb =
0. Contudo, estas matrizes desempenham papéis diferentes na condição
(2.48). Enquanto a primeiráe associada com o par particular de matrizes
F(x,δ ), G(x,δ ) usados para caracterizar a função π, o segundo introduz
graus de liberdade adicionais, representados pela matriz de escalonamento
Mb, para aliviar o impacto da ñao unicidade de F(x,δ ), G(x,δ ). □

Na seqûencia, a derivada temporal dev(x,δ ) levaà

v̇(x,δ ) = 2

[
x
π

]′
P

[
A0x+A1π

π̇

]
, (2.49)

ondeπ̇ é um vetor que satisfaz a seguinte relação

Ḟ(x,δ )π +F(x,δ )π̇ + Ġ(x,δ )x+G(x,δ )(A0x+A1π) = 0. (2.50)

Sabendo que as matrizesF(x,δ ), G(x,δ ) são funç̃oes afim de(x,δ ), como
indicado em (2.39), obtém-se

Ḟ(x,δ ) = F̄(ẋ)+ F̃(δ̇ ) Ġ(x,δ ) = Ḡ(ẋ)+ G̃(δ̇ ). (2.51)
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Agora observe que o termōF(ẋ)π que aparece em (2.50), pode ser reescrito
como

F̄(ẋ)π =
n

∑
j=1

F̄j ẋ jπ =−
n

∑
j=1

F̄j ẋ jF(x,δ )−1G(x,δ )x=

n

∑
j=1

F̄jF(x,δ )−1G(x,δ )µ j , (2.52)

onde

µ j =−xẋ j =−xEj ẋ=−xEj(A0x+A1π), E j := lin j(In). (2.53)

E introduzindo uma outra mudança de variáveis

η j := F(x,δ )−1G(x,δ )µ j , (2.54)

obt́em-se

F̄(ẋ)π =
n

∑
j=1

F̄jη j = F̄aη , η = [ηi ]
n
col , F̄a = [F̄i ]

n
lin . (2.55)

O termoḠ(ẋ)x que aparece em (2.50), pode ser reescrito como

Ḡ(ẋ)x=
n

∑
j=1

Ḡ j ẋ j x=
n

∑
j=1

Ḡ jxEj ẋ= Ḡa(x)ẋ= Ḡa(x)(A0x+A1π) ,

Ḡa(x) :=
n

∑
j=1

Ḡ jxEj . (2.56)

Com as expressões anteriores pode-se reescrever (2.50) como

F̄aη + F̃(δ̇ )π +F(x,δ )π̇ +(Ḡa(x)+G(x,δ ))(A0x+A1π)+ G̃(δ̇ )x= 0,
(2.57)

ondeF(x,δ ), G(x,δ ) tem a estrutura proveniente da decomposição (2.39) e

µ = [µi ]
n
col =−Eb(x)(A0x+A1π)

Eb(x) := [xEi ]
n
col , Ei := lin i(In)

Fb(x,δ )η = Gb(x,δ )µ

Fb(x,δ ) := [F(x,δ )]ndiag
Gb(x,δ ) := [G(x,δ )]ndiag
Ḡa(x) := ∑n

i=1 ḠixEi , F̄a := [F̄i ]
n
lin

.

(2.58)



52 2 Condiç̃oes de estabilidade de sistemas não lineares

A derivada temporal dev(x,δ ) indicada em (2.49) pode ser reescrita como

v̇(x,δ ) = π ′
a(Pa+P′

a)πa, (2.59)

onde

πa = [x,π, π̇,µ ,η ]col (2.60)

Pa :=

[
PAa

0(p+n2+np)×(n+2p+n2+np)

]
(2.61)

Aa :=

[
A0 A1 0n×p 0n×(n2+np)

0p×n 0p×p Ip 0p×(n2+np)

]
. (2.62)

Observe quen, p são as dimens̃oes dex,π respectivamente. Para re-
presentar o sistema e a função de Lyapunov foram usados os vetoresx, π.
Todavia, a derivada temporal dev(x,δ ) apresenta um crescimento de com-
plexidade e mudanças de variável extras se fazem necessárias, chamadas de
π̇, µ , η , com dimens̃oes p, n2, np respectivamente, de modo a tornar as
express̃oes afim emx, δ , δ̇ .

Rearranjando em umáunica express̃ao todas as relações entre os veto-
resx,π, π̇,µ ,η obt́em-seCa(x,δ , δ̇ )πa = 0 onde

Ca(x,δ , δ̇ ) :=

⎡
⎢⎢⎣

G(x,δ ) F(x,δ ) 0p×p 0p×n2 0p×np

W1(x,δ , δ̇ ) W2(x,δ , δ̇ ) F(x,δ ) 0p×n2 F̄a

W3(x) W4(x) 0n2×p In2 0n2×np
0np×n 0np×p 0np×p −Gb(x,δ ) Fb(x,δ )

⎤
⎥⎥⎦

W1(x,δ , δ̇ ) = Ḡa(x)A0+ G̃(δ̇ )+G(x,δ )A0

W2(x,δ , δ̇ ) = Ḡa(x)A1+ F̃(δ̇ )+G(x,δ )A1

W3(x) = Eb(x)A0

W4(x) = Eb(x)A1

(2.63)
Para aliviar o impacto da não unicidade da representação (2.58)

na caracterizaç̃ao de πa em (2.60), observe que de (2.47) obtém-se que
π ′

aΓa(x,δ )πa = 0 onde

Γa(x,δ ) := Maℵπa(x,δ )+ℵπa(x,δ )
′M′

a (2.64)

ℵπa(x,δ ) :=
[

ℵπb(x,δ ) 0sb×p+n2+np

]
, (2.65)

ondeℵπa(x,δ ) ∈ ℝ
sb×(n+2p+n2+np) é o anulador linear deπa em (2.60) eMa

é uma matriz de escalonamento livre a ser determinada de modoa reduzir
o conservadorismo associadoà ñao unicidade da representação (2.39). As
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matrizesCa(x,δ , δ̇ ), ℵπa(x,δ ) podem ser vistas como anulares deπa, mas,
como na Observação 2.4.1, elas desempenham papéis diferentes no problema.

ComoCa(x,δ , δ̇ )πa = 0 e π ′
aΓa(x,δ )πa = 0, de (2.59) e do Lema de

Finsler obt́em-se a seguinte condição LMI suficiente para a negatividade de
v̇(x,δ ):

Pa+P′
a+Ca(x,δ , δ̇ )′L′

a+LaCa(x,δ , δ̇ )+Γa(x,δ )< 0
∀(x,δ , δ̇ ) ∈ ϑ(X ×D × Ď),

(2.66)

ondeLa, Ma são matrizes de escalonamento livres com as mesmas dimensões
deC′

a, ℵ′
πa

e devem ser determinadas juntamente comP que caracterizaPa

em (2.62). Se a LMI (2.66)́e satisfeita para algumLa, Ma, P, ent̃ao a funç̃ao
v̇(x,δ ) satisfaz a condiç̃ao (2.38).

Com os resultados acima pode-se estabelecer o teorema a seguir.

Teorema 2.2 Considere o sistema não linear incerto (2.39) com as
Suposiç̃oes 2.1,2.2 e admita que os politoposX , D , Ď são dados. Suponha
que existam matrizes P, La, Ma, Lb, Mb que satisfaçam as LMIs (2.48),
(2.66) para(x,δ , δ̇ ) nos v́ertices do politopoX ×D × Ď . Ent̃ao a origem
do sistema (2.39)́e localmente assintoticamente estável e v(x,δ ) = x′P(x,δ )x
com a estrutura (2.41)́e uma funç̃ao de Lyapunov que prova a estabilidade
local.

Prova: Suponha agora que as condições do Teorema 2.2 estão satis-
feitas. Ent̃ao, por convexidade, elas estão tamb́em satisfeitas para∀(x,δ , δ̇ )∈
X ×D × Ď . Defina as seguintes constantes positivas

ε1 = max
x∈X ,δ∈D

λ (P+LbCb(x,δ )+Cb(x,δ )′L′
b+Γb(x,δ ))

ε3 = min
x∈X ,δ∈D

λ (P+LbCb(x,δ )+Cb(x,δ )′L′
b+Γb(x,δ ))

ε2 = max
x∈X ,δ∈D

λ (M′M), M := F(x,δ )−1G(x,δ ), (2.67)

ondeλ (.), λ (.) denotam o ḿaximo e ḿınimo autovalores de(.).
Como P + LbCb + C′

bL′
b + Γb > 0, vamos multiplicar esta desi-

gualdade porπb := [x,π]col pela direita e pela seu transposta pela es-
querda. Sabendo queCbπb = 0, π ′

bΓbπb = 0 e π ′
bPπb = x′P(x,δ )x, como

π =−F(x,δ )−1G(x,δ )x obt́em-se

ε3∥πb∥2 ≤ v(x,δ ) = x′P(x,δ )x≤ ε1∥πb∥2 ∀(x,δ ) ∈ X ×D . (2.68)
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Por outro lado,

∥x∥2 ≤ ∥πb∥2 ≤ (ε2+1)∥x∥2, ∀(x,δ ) ∈ X ×D . (2.69)

Portantov(x,δ ) = x′P(x,δ )x satisfaz os limites em (2.38)∀(x,δ ) ∈ X ×D

com
φ3 = ε3∥x∥2 , φ1 = ε1 (ε2+1)∥x∥2 . (2.70)

Argumentos similares são usados para mostrar os limites em ˙v(x,δ ).
Defina a constante positivaε4 como

ε4 = min
x∈X ,δ∈D ,δ̇∈Ď

λ (−N) ,

N := Pa+P′
a+Ca(x,δ , δ̇ )′L′

a+LaCa(x,δ , δ̇ )+Γa(x,δ ). (2.71)

Lembrando de (2.60), (2.63), (2.64) queCaπa = 0, π ′
aΓaπa = 0. Ent̃ao de

(2.59), (2.66), (2.71) obtém-se

v̇(x,δ ) = π ′
aNπa ≤−ε4∥πa∥2. (2.72)

Como∥πa∥2 = ∥x∥2 + ∥π∥2 + ∥π̇∥2 + ∥µ∥2 + ∥η∥2 conclúımos que
∥πa∥2 > ∥x∥2 sempre que∥x∥ ∕= 0, o que por sua vez implica em

v̇(x,δ )<−ε4∥x∥2, (2.73)

e pode-se concluir que ˙v(x,δ ) satisfaz os limites em (2.38)∀(x,δ , δ̇ ) ∈ X ×
D × Ď com

φ2 = ε4∥x∥2 , (2.74)

o que completa a prova. □

Corolário 2.1 O sistema ñao linear incerto (2.39)́e localmente exponencial-
mente est́avel sempre que as condições LMI do Teorema 2.2 são estritamente
satisfeitas e os conjuntosX de condiç̃oes iniciais eD de par̂ametros incertos
são limitados.

Prova: O resultado segue diretamente de (2.70), (2.67) e da limitac¸ão
de X , D . Neste casoε1, ε2 são constantes limitadas. A positividade de
constantes pequenasε3, ε4 são sempre garantidas, pois as LMIs são estritas.
A provaé completada de (KHALIL , 1996). □

Para problemas de estabilidade global, o Corolário 2.1 ñao pode ser
usado porqueX = ℝ

n não é limitado. Entretanto, o Teorema 2.2 pode ser
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adaptado para lidar com este problema, como mostrado na Seção 2.6.

Observaç̃ao 2.4.2 Tendo em vista o Corolário 2.1, segue que as condições
LMI do Teorema 2.2 nunca serão satisfeitas para sistemas que são localmente
assintoticamente estáveis mas ñao localmente exponencialmente estáveis.
Esta limitaç̃ao aparece porque a LMI (2.66) deve ser satisfeita estritamente.
Se a estritividade de (2.66)é removida, i.e. (2.66)́e substitúıda pela condiç̃ao
LMI não estrita

Pa+P′
a+Ca(x,δ , δ̇ )′L′

a+LaCa(x,δ , δ̇ )+Γa(x,δ )≤ 0
∀(x,δ , δ̇ ) ∈ ϑ(X ×D × Ď),

(2.75)

e obt́em-se uma versão mais geral do Teorema 2.2, em que os problemas
de estabilidade local ñao s̃ao tratados como problemas de estabilidade ex-
ponencial. Observe neste caso que as condições do Coroĺario 2.1 ñao s̃ao
satisfeitas. Em particular, obtém-seε4 = 0 que permite ao ḿetodo explorar
os graus de liberdade em (2.75) de modo a obter uma função φ2(∥x∥) em
(2.38) que ñao é proporcionalà ∥x∥2 próximo da origem. Observe de (2.70)
queφ3(∥x∥) e φ1(∥x∥) são proporcionais̀a ∥x∥2 próximo da origem. Os re-
sultados de estabilidade assintótica do Teorema 2.2 com (2.66) substituı́do
por (2.75) ainda se mantém, assim comȯv(x,δ )< 0 de (2.73). Esses pontos
são ilustrados no Exemplo 2.5. □

Observaç̃ao 2.4.3 Observe que na estabilidade local o conjunto de
condiç̃oes iniciaisX pode ser assumido como uma pequena vizinhança
arbitrária do ponto de equilı́brio (aqui assumido como sendo a origem).
Lembrando que as LMIs do Teorema 2.2 são estritas, ent̃ao pequenas
perturbaç̃oes s̃ao sempre possı́veis, ent̃ao a partir das propriedades de
convexidade tem-se que as LMIs do Teorema 2.2 são satisfeitas para uma
pequena vizinhança arbitrária X se e apenas se elas são satisfeitas para
X = {0}. Para o caso em que (2.66)é substitúıdo por (2.75), como discu-
tido na observaç̃ao anterior, é necesśario que a LMI dependente do estado
(2.75) seja negativa semi-definida para x= 0. Caso contŕario, a estabilidade
exponencial local segue de uma vizinhança suficientementepequena de
x = 0. QuandoX = {0}, o número de v́ertices do politopoX ×D × Ď

é reduzido para um deD × Ď e por conseqûencia o ńumero de LMIs e
variáveis de decis̃ao do teorema s̃ao reduzidos. Além do mais, o Teorema
2.2 comX = {0} leva ao caso onde F(x,δ ), G(x,δ ) são independentes
de x. Isso implica que ośunicos elementos não nulos deπ são aqueles que
dependem deδ mas lineares em x comoπ = −F(0,δ )−1G(0,δ )x. Portanto
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a funç̃ao de Lyapunov (2.40) assume a forma de uma função de Lyapunov
dependente de parâmetro, v(x,δ ) = x′P(δ )x, queé uma forma quadŕatica
em x eP(δ ) é uma funç̃ao matricial racional deδ . Funç̃oes de Lyapunov
dependentes de parâmetro similares s̃ao utilizadas em (TROFINO; DE SOUZA,
1999) ondeP(δ ) é quadŕatica emδ e (CHESI et al., 2004) ondeP(δ ) é uma
funç̃ao polinomial deδ . □

Observaç̃ao 2.4.4 Um ponto importantée que o Teorema 2.2́e baseado na
abordagem polit́opica. A vantagem desta abordagemé que ela ñao traz con-
servadorismo adicional ao problema, masé obtida ao custo de aumentar
exponencialmente o número de LMIs com o ńumero de elementos de (x,δ , δ̇ ),
mais precisamente2n+p para (2.48) e2n+2p (pior caso) para (2.66).
□

2.5 Condiç̃oes e regĩao de atraç̃ao para estabilidade regional

Nesta seç̃ao é tratado o problema de determinar uma estimativa da
regĩao de atraç̃ao. A ideia b́asicaé usar os resultados de estabilidade do Te-
orema 2.2 e determinar uma função de Lyapunov tal que sua maior curva
de ńıvel dentro de um dado conjunto de condições iniciaisX é maximi-
zado de alguma forma. Primeiramente,é considerado na Seção 2.5.1 o caso
ondeX é um politopo. Como a função de Lyapunov permite a dependência
par̂ametros incertos do sistema, a curva de nı́vel dev(x,δ ) é tamb́em depen-
dente de parâmetro. Na Seç̃ao 2.5.2é mostrado como obter estimativas que
são independentes dos parâmetros incertos. O caso ondeX é uma unĩao de
politoposé tratado na Seção 2.5.3.

2.5.1 Conjunto convexoX de estados iniciais

Considerando queX é um politopo que pode ser descrito como o
envolt́orio convexo de seus vértices ou, equivalentemente, como a interseção
de semi-espaços (ou semi-planos quando em apenas duas dimens̃oes) como a
seguir:

X = Co{vi , i ∈ {1. . .h}}=
{

x : a′k x≤ 1 , k∈ {1. . .g}
}
, (2.76)

ondeh é o ńumero de v́erticesvi ∈ ℝ
n do politopoX e ak ∈ ℝ

n são vetores
dados associadosàsg facesFk do politopo definidas como

Fk =
{

x∈ X : a′k x= 1
}
, k∈ {1. . .g}. (2.77)
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X

Figura 3: V́erticesvi e vetoresak das faces do politopoX parax= [x1 x2]
′.

Com a notaç̃ao em (2.40), (2.41) considere a região (GENESIO; TARTA-

GLIA; VICINO , 1985)

E =
{

x : v(x,δ ) = x′P(x,δ )x≤ 1 ∀δ ∈ D
}
, (2.78)

e note que a superfı́cie deE é caracterizada pela função racional dos estados
parametrizados em termos deδ . O problema a ser resolvidóe ent̃ao determi-
nar a maiorE posśıvel que se encontra dentro do politopoX . ComoX é
fechado e contém a origem, a condição de inclus̃aoé satisfeita se (e somente
se) a curva de nı́vel dev(x,δ ) é maior que a unidade para todos os pontos na
superf́ıcie deX , i.e.

v(x,δ ) = x′P(x,δ )x> 1 , ∀x∈ Fk , ∀k∈ {1. . .g} . (2.79)

Com (2.48),πb de (2.44) eℵπb(x,δ ) de (2.47), considere a notação

πc =

[
πb

1

]
, Ck =

[
a′kC0 −1

]
, C0 = [In 0n×p],

Pck(x,δ ) =
[

P+LbkCb(x,δ )+Cb(x,δ )′L′
bk

★

01×n+p −1

] , (2.80)

Γck(x,δ ) =
[

Mbkℵπb(x,δ )+ℵπb(x,δ )
′M′

bk
★

01×n+p 0

]
+

Nck

[
C0 −x

]
+
[

C0 −x
]′

N′
ck
,

ondeMbk ∈ ℝ
(n+p)×sb, Nck ∈ ℝ

(n+p+1)×n, Lbk ∈ ℝ
(n+p)×p, parak∈ {1. . .g}
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são matrizes a serem determinadas juntamente comP. Observe que
ℵπb(x,δ )πb = 0 eC0πb = x o que por sua vez implica emπ ′

cΓck(x,δ )πc =
0, ∀x,k.

Usando a notaç̃ao anterior e tendo em mente quex′P(x,δ )x= π ′
bPπb

de (2.40), (2.41) eπ ′
cΓck(x,δ )πc = 0, pode-se reescrever a condição (2.79)

como

π ′
c(Pck(x,δ )+Γck(x,δ ))πc > 0 ∀πc : Ckπc = 0, ∀k∈ {1. . .g} . (2.81)

Com o Lema de Finsler obtém-se a condiç̃ao LMI a seguir para a inclusão
desejadaE ⊆ X .

Q′
k(Pck(x,δ )+Γck(x,δ ))Qk > 0 ∀x∈ ϑ(Fk) , ∀δ ∈ ϑ(D) , ∀k∈ {1. . .g},

(2.82)
ondeQk é a base ortonormal para o espaço nulo deCk. Observe que, para
qualquerk dado, os valores dex de interesse para a LMI (2.82) são aqueles
pertencendòa k-ésima face do politopo. A notação ϑ(Fk) denota o con-
junto dos v́ertices deX na faceFk. Para reduzir o ńumero de varíaveis de
decis̃ao no problema, ao custo de conservadorismo adicional,é posśıvel res-
tringir Pck(x,δ ) a ser a mesma para todas as faces. Mesmo que seja possı́vel
a restriç̃ao deΓck(x,δ ) ser a mesma para todas as faces, graus de liberdade
importantes seriam perdidos. Veja a Observação 2.4.1 para mais detalhes.

Para aumentar a região de atraç̃ao estimadaE , observe de (2.78)
que o problema consiste em aproximar, o quanto for possı́vel, a curva de
ńıvel unit́aria dev(x,δ ) às faces do politopo. Comov(x,δ ) > 1 nas faces,
o problema de interessée minimizar a curva de nı́vel de v(x,δ ) em cada
face, i.e. minimizandoτk tal que v(x,δ ) < τk, ∀x ∈ Fk, δ ∈ D e para
todo k ∈ {1. . .g}. Procedendo como em (2.80)-(2.82), pode-se reescrever
v(x,δ )< τk, ∀x∈ Fk, δ ∈ D como

Q′
k(P̃ck(x,δ )+ Γ̃ck(x,δ ))Qk > 0 ∀x∈ ϑ(Fk) , ∀δ ∈ ϑ(D) , ∀k∈ {1. . .g},

(2.83)
onde

P̃ck(x,δ ) =
[ −P+ L̃bkCb(x,δ )+Cb(x,δ )′L̃′

bk
★

01×n+p τk

]
,
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Γ̃ck(x,δ ) =
[

M̃bkℵπb(x,δ )+ℵπb(x,δ )
′M̃′

bk
★

01×n+p 0

]
+

Ñck

[
C0 −x

]
+
[

C0 −x
]′

Ñ′
ck
,

ondeM̃bk ∈ ℝ
(n+p)×sb, Ñck ∈ ℝ

(n+p+1)×n, L̃bk ∈ ℝ
(n+p)×p, parak∈ {1. . .g}

são matrizes a serem determinadas como em (2.82).
De modo a minimizar a soma das ponderações deτk, obt́em-se o pro-

blema de otimizaç̃ao

minτk,Pck ,Γck ,P̃ck ,Γ̃ck
∑g

k=1 τk wk

sujeitoà (2.82), (2.48), (2.66), (2.83)
, (2.84)

ondewk são constantes de ponderação dadas expressando a prioridade no
problema de minimizaç̃ao.

Observaç̃ao 2.5.1 Como a regĩao de atraç̃ao estimadaE est́a contida no
politopoX , a melhor regĩao que o ḿetodo pode estimar será o mais pŕoximo
posśıvel deX , ou pelo menos, próxima tanto quanto possı́vel de alguma face
desejada deX que s̃ao especificadas pelo projetista através da escolha dos
fatores de ponderaç̃ao wk. Observe queτk é a ḿaxima curva de ńıvel de
v(x,δ ) na faceFk e ent̃ao a estimativa será melhorada com respeitòa face
F j se a correspondente ponderação wj é escolhida suficientemente maior
quando comparadàa outras ponderaç̃oes wk. Além do mais, se o valor de
τ j obtido é próximo de um, para algum j∈ {1. . .g}, uma boa estimativa
com respeitòa faceF j deve ser esperada. Esta informação pode ser usada
para remodelar o politopo movendo a faceF j um pouco mais distante da
origem e recalcular a estimativa resolvendo (2.84) para o novo politopoX .
O ponto inicial é tipicamente um hipercubo pequeno definido comoX =
{x : ∥x∥∞ ≤ α} ondeα é um fator escalar a ser ajustado de modo a obter
uma soluç̃ao fact́ıvel. □

Observaç̃ao 2.5.2 No problema de otimização (2.84) novas variáveis de
folga s̃ao introduzidas associadasàs faces deX . Para reduzir o ńumero de
variáveis de folga, uma maneira alternativa de minimizar as curvas de ńıvel
de v(x,δ ) consiste em minimizar a soma ponderada de v(x,δ ) para pontos
x,δ estrategicamente escolhidos dentro do politopo, tipicamente pŕoximosàs



60 2 Condiç̃oes de estabilidade de sistemas não lineares

faces. Neste caso, o problema de otimização pode ser escrito como

minPck ,Γck
∑m

k=1 πb(ξk)
′P πbk(ξk)wk

sujeitoà (2.82), (2.48), (2.66)
, (2.85)

onde{ξ1 . . .ξm} denota o conjunto particular de valores de(x,δ ) a ser con-
siderado na otimizaç̃ao,πb(ξk) são os valores deπb(x,δ ) nestes pontos e wk
são os fatores de ponderação definindo a prioridade associada aos pontos.
Observe que apenas os pontos são considerados e não a combinaç̃ao convexa
destes. □

2.5.2 Regĩao de atraç̃ao robusta

Uma caracterı́stica interessante da estimativa em (2.78)é que estáe
baseada em uma função de Lyapunov dependente de parâmetro. Isso permite
parametrizar a estimativa da região de atraç̃ao em termos de um conjunto de
par̂ametros. Entretanto, para sistemas incertos, os limites daestimativa (2.78)
não podem ser calculados porque depende daqueles parâmetros incertos. Na
seqûenciaé tratado o problema de determinar uma estimativa da região de
atraç̃ao que ñao dependa destes parâmetros incertos.

A primeira abordagem para este problema consiste em usar uma
função de Lyapunov que não dependa dos parâmetros incertos. Issóe feito
introduzindo a restriç̃ao P = U ′PuU , paraP em (2.40), ondePu é agora a
nova matriz a ser determinada,U é uma matriz dada escolhida de forma
que πu = Uπb é o vetor de funç̃oes ñao lineares obtidos deπb = [x,π]col

removendo os elementos deπ dependentes deδ . O aspecto negativo desta
abordageḿe que as condiç̃oes de estabilidade são independentes da taxa de
variaç̃ao dos par̂ametros porque a função de Lyapunov ñaoé mais dependente
de par̂ametro. Como resultado o método pode lidar com limites na magnitude
do par̂ametroδ , mas o par̂ametro pode variar arbitrariamente rápido como
em problemas de estabilidade quadrática. Este metódo é potencialmente
conservador (TROFINO; DE SOUZA, 1999).

Uma segunda abordagem consiste em usar a função de Lyapunov ori-
ginal dependente de parâmetrosv(x,δ ) como em (2.40) para caracterizar a
estabilidade e determinar a estimativa da região de atraç̃ao de uma funç̃ao au-
xiliar ω(x), não dependente deδ , comω(x) tão pŕoximo quanto possı́vel de
v(x,δ ), e satisfazendo a condição ω(x) ≥ v(x,δ ), ∀(x,δ , δ̇ ) ∈ X ×D × Ď .
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Isso implica que a região

Eω = {x : ω(x)≤ 1} (2.86)

satisfaz a inclus̃aoEω ⊆ E ∀(δ , δ̇ ) ∈ D . Portanto, do Teorema 2.2, tem-se
que todas as trajetórias iniciando emEω são est́aveis e ñao deixam o conjunto
invarianteE ∀(δ , δ̇ ) ∈ D . Nesse sentido, ambasEω e E são estimativas da
regĩao de atraç̃ao. E é menos conservador mas sua superfı́cie depende do
par̂ametro incertoδ . Por outro lado,Eω é um subconjunto deE , que ñao é
invariante para as trajetórias do sistema, mas sua superfı́cie ñao depende de
δ .

De modo a determinar a estimativaEω , considere a notação

ω(x) := π ′
bU

′PuUπb (2.87)

com as matrizesU, Pu definidas como no ińıcio desta seç̃ao. O problema de
interesse pode ser formulado como segue: encontrar as matrizesP de (2.40) e
Pu de (2.87) tais que as condições do Teorema 2.2 são satisfeitas paraP e em
adiç̃aoπ ′

b(U
′PuU −P)πb ≥ 0. Estaúltima condiç̃ao pode ser expressa pelas

LMIs a seguir, seguindo o mesmo procedimento da Seção 2.4.

U ′PuU −P−LbCb(x,δ )−Cb(x,δ )′L′
b−Γb(x,δ )≥ 0

∀x∈ ϑ(X ) , ∀δ ∈ ϑ(D),
(2.88)

ondeP, Lb, Γb(x,δ ) são matrizes a ser determinadas como em (2.48) junta-
mente comPu.

De maneira similar̀a (2.84), o tamanho da estimativaEω é aumentado
resolvendo

minτk,Pck ,Γck ,P̃ck ,Γ̃ck
∑g

k=1 τk wk

sujeitoà (2.82), (2.48), (2.66), (2.83), (2.88)
, (2.89)

ondeP̃ck(x,δ ) em (2.83)́e substitúıdo por

P̃ck(x,δ ) =
[ −U ′PuU + L̃bkCb(x,δ )+Cb(x,δ )′L̃′

bk
★

01×n+p τk

]
.
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2.5.3 Conjunto ñao convexoX de estados iniciais

Considere agora que a regiãoX de estados iniciaiśe definida como a
união de politoposXi dados.

X =
r∪

i=1

Xi , (2.90)

onder é o ńumero de politopos. Observe que, em geral,X não é convexo,
como ilustrado na Figura 4. Nesta figura, os politopos sãoX1 = Co{v1 j , j ∈
{1. . .4}} eX2 = Co{v2 j , j ∈ {1. . .4}}. O estado do sistemáe x= [x1 x2]

′ e
observe queX = X1

∪
X2 ⊆ Co{X1,X2}.

X = X1
∪

X2X1

X2

Figura 4: Representação da unĩao ñao convexa de dois politopos convexos e
seus v́ertices.

Suponha que cada regiãoXi é descrita como um envoltório convexo
de seus v́ertices ou, equivalentemente, como a interseção de semi-espaços
como se segue.

Xi = Co{vi j , j ∈ {1. . .hi}} , i ∈ {1. . . r} (2.91)

=
{

x : a′ik x≤ 1 , ∀k∈ {1. . .gi}
}
, i ∈ {1. . . r}, (2.92)

ondehi , gi são o ńumero de v́ertices e de faces do politopoXi , vi j ∈ ℝ
n são

os v́ertices,aik ∈ℝ
n são os vetores definindo as facesFik do politopoXi . As
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faces s̃ao dadas por

Fik =
{

x∈ Xi : a′ik x= 1
}
, k∈ {1. . .gi}, i ∈ {1. . . r}. (2.93)

Procedendo como na Seção 2.4 e levando em conta a região (2.90),
segue quev(x,δ ) é estritamente positiva emXi se

P+LbiCb(x,δ )+Cb(x,δ )′L′
bi
+Γbi (x,δ )> 0

∀(x,δ ) ∈ ϑ(Xi ×D) , i ∈ {1. . . r} ,
Γbi (x,δ ) := Mbi ℵπb(x,δ )+ℵπb(x,δ )

′M′
bi
,

(2.94)

ondeMbi ∈ ℝ
(n+p)×sb e Lbi ∈ ℝ

(n+p)×p são matrizes de escalonamento a se-
rem determinadas juntamente comP e ℵπb(x,δ ) é o anulador em (2.47).
Al ém disso, ˙v(x,δ ) é estritamente negativa emXi , e zero na origem, se a
seguinte LMIé satisfeita:

Pa+P′
a+Ca(x,δ , δ̇ )′L′

ai
+LaiCa(x,δ , δ̇ )+Γai (x,δ )< 0

∀(x,δ , δ̇ ) ∈ ϑ(Xi ×D × Ď) , i ∈ {1. . . r} ,
Γai (x,δ ) := Mai ℵπa(x,δ )+ℵπa(x,δ )′M′

ai
,

(2.95)

ondeMai tem as mesmas dimensões deℵπa(x,δ )′ em (2.64),Pa, Ca(x,δ , δ̇ )
são as mesmas de (2.66) eMai , Lai são matrizes de escalonamento a serem
determinadas juntamente comP.

Observaç̃ao 2.5.3 É importante notar que cada região Xi est́a associada
com diferentes escalonamentos Lai , Lbi , Mai , Mbi a serem determinados.
Se os mesmos escalonamentos são usados para todas as faces, as propri-
edades de convexidade das LMIs permitem concluir que as condições s̃ao
satisfeitas para um conjunto de condições iniciais maior correspondendòa
X̃ = Co{Xi , i ∈ {1. . .q}}. Observe queX ⊆ X̃ e, portanto,é obtido um
resultado mais conservador. Ao custo de algum conservadorismo,é posśıvel
reduzir o ńumero de varíaveis de decis̃ao mantendo Lai , Lbi os mesmos∀i,
mas Mai , Mbi devem ser diferentes para evitar resultados excessivamente con-
servadores. Veja a Observação 2.4.1 para mais detalhes. □

O problema que resta a ser resolvidoé determinar o maiorE posśıvel
em (2.78) que se encontra dentro da região X em (2.90). ComoX é fe-
chado e cont́em a origem, a condição de inclus̃ao é satisfeita se (e somente
se) a curva de nı́vel dev(x,δ ) é maior que a unidade em qualquer ponto da
superf́ıcie deX .
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Tendo em mente queX é a unĩao de politopos, a superfı́cie deX é
tamb́em a unĩao das regĩoes que s̃ao partes das facesFik. Vamos particionar
estas partes de faces em células polit́opicas e denotar por{Gik j , j ∈{1. . .sik}}
o conjunto de todas as células polit́opicas deFik na superf́ıcie deX . Ent̃ao
pode-se representar a superfı́cie deX , denotada por∂X , como

∂X =
r∪

i=1

gi∪

k=1

sik∪

j=1

Gik j . (2.96)

Para ilustrar as ideias, considere a Figura 4 e defina como face 1 deX1 a
face associada aos vérticesv11, v12, i.e. F11 = Co{v11,v12}. As regĩoes
politópicasG111= Co{v11,ρ1} e G112= Co{ρ2,v12} são partes deF11 que
pertencem̀a superf́ıcie deX .

Procedendo como em (2.82) segue queE ⊆X se a seguinte condição
é satisfeita.

Q′
ik(Pcik j (x,δ )+Γcik j (x,δ ))Qik > 0

∀(x,δ ) ∈ ϑ(Gik j ×D) , ∀i ∈ {1. . . r} , ∀k∈ {1. . .gi} , ∀ j ∈ {1. . .sik}
,

(2.97)
ondeQik é a base ortonormal para o espaço nulo deCik e

πc =

[
πb

1

]
, Cik =

[
a′ikC0 −1

]
, C0 = [In 0n×p]

Pcik j (x,δ ) =
[

P+Lbik jCb(x,δ )+Cb(x,δ )′L′
bik j

★

01×n+p −1

] , (2.98)

Γcik j (x,δ ) =
[

Mbik j ℵπb(x,δ )+ℵπb(x,δ )
′M′

bik j
★

01×n+p 0

]
+

Ncik j

[
C0 −x

]
+
[

C0 −x
]′

N′
cik j

,

onde Mbik j ∈ ℝ
(n+p)×sb, Ncik j ∈ ℝ

(n+p+1)×n, Lbik j ∈ ℝ
(n+p)×p, para

i ∈ {1. . . r} , k ∈ {1. . .gi} , j ∈ {1. . .sik}, s̃ao matrizes a ser determi-
nadas juntamente comP.

Procedendo como em (2.80)-(2.82) pode-se reescreverv(x,δ ) <
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τik j , ∀(x,δ ) ∈ Gik j ×D como

Q′
ik(P̃cik j (x,δ )+ Γ̃cik j (x,δ ))Qik > 0

∀(x,δ ) ∈ ϑ(Gik j ×D) ∀i ∈ {1. . . r} , ∀k∈ {1. . .gi} , ∀ j ∈ {1. . .sik}
,

(2.99)
onde

P̃cik j (x,δ ) =
[ −P+ L̃bik jCb(x,δ )+Cb(x,δ )′L̃′

bik j
★

01×n+p τik j

]
, (2.100)

Γ̃cik j (x,δ ) =
[

M̃bik j ℵπb(x,δ )+ℵπb(x,δ )
′M̃′

bik j
★

01×n+p 0

]
+

Ñcik j

[
C0 −x

]
+
[

C0 −x
]′

Ñ′
cik j

,

ondeM̃bik j ∈ ℝ
(n+p)×sb, Ñcik j ∈ ℝ

(n+p+1)×n, L̃bik j ∈ ℝ
(n+p)×p são matrizes a

ser determinadas como em (2.82).
Como efetuado anteriormente, para aumentar o tamanho da região de

atraç̃ao estimadaE , foi determinada a funç̃ao de Lyapunov resolvendo o se-
guinte problema de otimização:

minτik j ,Pcik j ,Γcik j ,P̃cik j ,Γ̃cik j
∑r

i=1 ∑gi
k=1 ∑sik

j=1 τik j wik j

sujeitoà (2.99), (2.97), (2.95), (2.94)
, (2.101)

ondewik j são fatores de ponderação dados definindo a prioridade no problema
de otimizaç̃ao.

2.6 Condiç̃oes para estabilidade global

Esta seç̃aoé dedicada ao estudo de problemas de estabilidade global,
i.e. o conjunto de condiç̃oes iniciaisX é todo o espaço de estados. A ideia
é encontrar condiç̃oes adicionais sob as quais os resultados da Seção 2.4, de-
senvolvidos para estabilidade local, possam ser extendidos para estabilidade
global.

Acontece a partir do Teorema 2.2 que a estabilidade global dosistema
(2.39) é garantida se as LMIs (2.48), (2.66) são satisfeitas paraX = ℝ

n.
Assim, o problema de interesseé encontrar sob quais condições adicionais
estas LMIs dependentes do estado podem ser satisfeitas∀x∈ ℝ

n.
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Vamos começar com o resultado a seguir.

Lema 2.3 Considere o problema LMIΨ(W,z)> 0 onde z∈ℝ
nz é um vetor de

parâmetros e W a variável de decis̃ao a ser ajustada. Suponha queΨ(W,z) é
uma funç̃ao matricial afim do vetor z, i.e.Ψ(W,z) pode ser decomposta como

Ψ(W,z) = Ψ0(W)+
nz

∑
i=1

Ψi(W)zi , (2.102)

onde zi são as componentes de z eΨi(W) são funç̃oes afim de W.
Então Ψ(W,z) > 0 é satisfeita para algum W e∀z∈ ℝ

nz se e apenas
seΨ0(W)> 0 e Ψi(W) = 0 , ∀i ∈ {1. . .nz}.

Prova: A suficiência é de f́acil verificaç̃ao e a necessidade segue por
contradiç̃ao. Suponha queΨ(W,z) > 0 é satisfeito∀z∈ ℝ

nz e Ψi(W) ∕= 0
para algumi ∈ {1. . .nz}. Comozi , i ∈ {1. . .nz} são par̂ametros indepen-
dentes, considere a situação ondezj = 0, ∀ j ∕= i e zi ∈ {−∞,∞}. Ent̃ao,
se Ψ(W,z) = Ψ0(W) + ziΨi(W) > 0 é satisfeito parazi → ∞, conclúımos
que esta condiç̃ao ñao pode ser satisfeita parazi → −∞. Isso mostra que
Ψi(W) = 0 , ∀i ∈ {1. . .nz} são condiç̃oes necessárias. Aĺem do mais,
Ψ0(W) > 0 tamb́em é necesśario para obterΨ(W,z) > 0 satisfeita quando
z= 0, o que completa a prova. □

Tendo em vista o Lema 2.3 pode-se diretamente derivar condic¸ões para
estabilidade global. Como exemplo, considere a LMI (2.33) ea notaç̃ao

Ψ(W,x) := A(x)′P+PA(x)+Lℵx(x)+ℵx(x)
′L′ W := [P,L]diag.

(2.103)

A decomposiç̃ao afim (2.102), para a função particular (2.103), pode ser dire-
tamente obtida avaliandoΨ(W,x) em valores particulares dex como se segue

Ψ0(W) = Ψ(W,x) , parax= 0 e
Ψi(W) = Ψ(W,x)−Ψ0(W) , parax= coli(In)

. (2.104)

Foi mostrado na Seção 2.2.4 que o sistema ˙x = A(x)x em (2.28)é
globalmente quadraticamente estável se a LMI dependente do estado (2.33)
é satisfeita para algumas matrizesP > 0, L e ∀x ∈ ℝ

3. Do Lema 2.3 e da
notaç̃ao (2.103), (2.104) o problema a ser resolvidoé encontrarW = [P,L]diag

tal queΨ0(W) < 0 e Ψi(W) = 0 , i ∈ {1. . .3}. Esteé um problema LMI
convexo que pode ser facilmente resolvido. Em particular,é posśıvel verificar
que com oℵx(x) dado em (2.34,d) e as matrizesP, L de (2.35) a condiç̃ao de
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igualdadeΨi(W) = 0 , i ∈ {1. . .3} eΨ0(W) =−2I3 são satisfeitas e então o
sistemáe globalmente quadraticamente estável.

De modo a generalizar as condições de estabilidade local do Teorema
2.2 para estabilidade global, pode-se representar as variáveis de decis̃ao das
LMIs (2.48), (2.66) atrav́es da notaç̃aoW := [P,Ma,La,Mb,Lb]diag e conside-
rar a decomposiç̃ao afim das LMIs (2.48), (2.66) em termos do estadox como
segue.

Ψ(W,x,δ ) := P+LbCb(x,δ )+Cb(x,δ )′L′
b+Γb(x,δ ) =

Ψ0(W,δ )+
n

∑
i=1

Ψi(W)xi , (2.105)

Φ(W,x,δ , δ̇ ) = P′
a+Pa+LaCa(x,δ , δ̇ )+Ca(x,δ , δ̇ )′L′

a+Γa(x,δ ) =

Φ0(W,δ , δ̇ )+
n

∑
i=1

Φi(W)xi . (2.106)

As matrizesΨi(.), Φi(.), i ∈ {1. . .n} são obtidas como em (2.104).

Corolário 2.2 Considere o sistema (2.39) com as Suposições 2.1,2.2, sejam
D , Ď dados eX = ℝ

n. Considere a decomposição afim (2.106), (2.105)
onde W:= [P,Ma,La,Mb,Lb]diag e as matrizesΨi(.), Φi(.) são obtidas como
em (2.104). Suponha que exista um W que seja solução do seguinte problema
LMI convexo

Ψ0(W,δ )> 0, Φ0(W,δ , δ̇ )< 0, ∀(δ , δ̇ ) ∈ ϑ(D × Ď)
Ψi(W) = 0 , Φi(W) = 0 , ∀i ∈ {1. . .n} . (2.107)

Então a origem do sistema (2.39)é globalmente assintoticamente estável
e v(x,δ ) = x′P(x,δ )x com a estrutura (2.41) demonstra a estabilidade as-
sintótica∀(δ , δ̇ ) ∈ D × Ď e∀x∈ ℝ

n. □

Prova. Primeiramente, observe que as condições (2.107) implicam que
Ψ(W,x,δ ) > 0 de (2.105) eΦ(W,x,δ , δ̇ ) < 0 de (2.106) s̃ao satisfei-
tas ∀(δ , δ̇ ) ∈ D × Ď e ∀x ∈ ℝ

n. Além do mais, ambasΨ(W,x,δ )
e Φ(W,x,δ , δ̇ ) são independentes dex, i.e. Ψ(W,x,δ ) = Ψ0(W,δ ) e
Φ(W,x,δ , δ̇ ) = Φ0(W,δ , δ̇ ). Isto implica que as constantes positivas
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ε4, ε3, ε1 de (2.71), (2.67) s̃ao limitadas e dadas por

ε4 = min
x∈X ,δ∈D ,δ̇∈Ď

λ (−Φ(W,x,δ , δ̇ )) = min
δ∈D ,δ̇∈Ď

λ (−Φ0(W,δ , δ̇ ))

ε1 = max
x∈X ,δ∈D

λ (Ψ(W,x,δ )) = max
δ∈D

λ (Ψ0(W,δ ))

ε3 = min
x∈X ,δ∈D

λ (Ψ(W,x,δ )) = min
δ∈D

λ (Ψ0(W,δ )).

Entretanto, ñao é posśıvel mostrar, em geral, a limitação deε2 de (2.67)
quandoX = ℝ

n. Neste caso as condições (2.38) s̃ao satisfeitas com

φ3 = ε3∥x∥2 , φ1 = ε1 (ε2(x)+1)∥x∥2 , φ2 = ε4∥x∥2, (2.108)

ε2(x) = max
δ∈D

λ (M′M), M := F(x,δ )−1G(x,δ ).

Observe queε2(x) é positivo definido e limitado para∥x∥ limitado. A esta-
bilidade assint́otica global segue do Teorema 2.2 e (KHALIL , 1996).
□

Observaç̃ao 2.6.1 O Lema 2.3 tamb́em pode ser usado para resolver proble-
mas de estabilidade onde os parâmetros incertos possuem taxas de variação
arbitrárias, i.e.Ď = ℝ

d. Neste casóe suficiente considerar a decomposição
afim deΦ(W,x,δ , δ̇ ) em termos dėδi e aplicar o Lema 2.3. Esta situação
levará à uma funç̃ao de Lyapunov que não é dependente de parâmetros como
discutido na Seç̃ao 2.5.2. □

Seguindo a linha dóultimo resultado obt́em-se uma nova condição de
estabilidade, indicada abaixo.

Corolário 2.3 Considere o sistema (2.39) sob as Suposições 2.1,2.2, com

X :=

⎧
⎨
⎩

x=
[

x1 . . . xn
]′

tal que
xi irrestrito para i∈ ℑirr

xi ≥ 0 para i∈ ℑpos

xi ≤ 0 para i∈ ℑneg

ℑirr +ℑpos+ℑneg= {1. . .n}

⎫
⎬
⎭
, (2.109)

e sejamD , Ď politopos dados. Considere as matrizesΨi(.), Φi(.) dadas
pela decomposiç̃ao afim em (2.106), (2.105). Suponha que o problema LMI a
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seguiré fact́ıvel para algum W:= [P,Ma,La,Mb,Lb]diag.

Ψ0(W,δ )> 0, Φ0(W,δ , δ̇ )< 0, ∀(δ , δ̇ ) ∈ ϑ(D × Ď)
Ψi(W) = 0 , Φi(W) = 0 , ∀i ∈ ℑirr

Ψi(W)≥ 0 , Φi(W)≤ 0 , ∀i ∈ ℑpos

Ψi(W)≤ 0 , Φi(W)≥ 0 , ∀i ∈ ℑneg

. (2.110)

Então a origem do sistema (2.39)é assintoticamente estável e a funç̃ao
v(x,δ ) = x′P(x,δ )x com a estrutura (2.41), satisfaz as condições de esta-
bilidade (2.38)∀(δ , δ̇ ) ∈ D × Ď e∀x∈ X em (2.109). □

As condiç̃oes do Lema 2.3 sãoúteis em problemas de estabilidade glo-
bal. O pŕoximo resultado apresenta uma versão modificada deste lema tal que
problemas LMI dependentes de parâmetro possam ser resolvidos sem usar a
abordagem polit́opica. Sabe-se que o número de LMIs cresce exponencial-
mente com o ńumero de par̂ametros na abordagem politópica.

Corolário 2.4 Considere o problema LMI politópico Ψ(W,z) > 0 onde
Ψ(W,z) ∈ ℝ

m×m é uma funç̃ao matricial afim de z tendo a estrutura (2.102),
m é a dimens̃ao da LMI e W o conjunto de variáveis de decis̃ao a serem
determinadas. Suponha que as componentes de z são limitadas como

Z := {z= [zi ]
nz
col : zi ≥ zi ≥ zi , ∀i ∈ {1. . .nz} }, (2.111)

ondezi , zi são constantes dadas expressando os limites superior e inferior de
zi .

Então, Ψ(W,z) > 0 est́a satisfeita para algum W e qualquer zi no
conjunto (2.111) se existe W e matrizes Si ∈ ℝ

m×m, i ∈ {1. . .nz} tais que o
seguinte conjunto de2nz+1 LMIs est̃ao satisfeitas.

Ψ0(W)+∑nz
i=1(Ψi(W)+Si)zi −Sizi > 0,

Ψi(W)+Si > 0 , Si > 0
, ∀i ∈ {1. . .nz}. (2.112)

Prova. Para quaisquer matrizes positivas semi-definidas simétricasRi , Si ∈
ℝ

m×m tem-se que

Ri(zi −zi)≥ 0 , Si(zi −zi)≥ 0 , ∀i ∈ {1. . .nz}. (2.113)

Aplicando o Procedimento− S à condiç̃ao Ψ(W,z) > 0, com a estrutura
(2.102), sujeitàas restriç̃oes (2.113) conclúımos queΨ(W,z) > 0 seŕa satis-
feita para algumW e para os limites (2.111) seΩ(Y,z)> 0, indicada abaixo,
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é satisfeita para algumY := [W, [Ri ]
n
diag, [Si ]

n
diag]diag e∀zi ∈ ℝ (zi irrestrito).

Ω(Y,z) := Ψ0(W)+
nz

∑
i=1

Ψi(W)zi −R> 0 R=
nz

∑
i=1

Ri(zi −zi)+Si(zi −zi).

(2.114)

As 2n matrizes de escalonamentoRi , Si ∈ℝ
m×m são graus de liberdade adici-

onais, introduzidas peloProcedimento−S, a serem determinadas de modo a
reduzir o conservadorismo que aparece no problema quandozi pode ser irres-
trito na LMI (2.114). Reescrevendo as expressões dadas em (2.114) em uma
notaç̃ao mais conveniente tem-se:

Ω(Y,z) := Ω0(Y)+
nz

∑
i=1

Ωi(Y)zi > 0 Y := [W, [Ri ]
n
diag, [Si ]

n
diag]diag, (2.115)

onde

Ω0(Y) := Ψ0(W)+
nz

∑
i=1

Rizi −Sizi Ωi(Y) := Ψi(W)−Ri +Si .

Com o aux́ılio do Coroĺario 2.2, segue que o problema LMI (2.115) parazi

irrestritas tem soluç̃ao se e apenas se existeY tal que

Ω0(Y) := Ψ0(W)+
nz

∑
i=1

Rizi −Sizi > 0, (2.116)

Ωi(Y) := Ψi(W)−Ri +Si = 0. (2.117)

Tendo em mente que qualquer matriz simétrica pode ser decomposta como a
diferença de duas matrizes positivas definidas, a restrição (2.117) pode sem-
pre ser satisfeita ée posśıvel eliminar as matrizesRi das express̃oes intro-
duzindo as restriç̃oesΨi(W)+Si > 0 comSi > 0. Neste caso a matrizRi é
definida comoRi = Ψi(W)+Si . Sob estas restrições as condiç̃oes (2.116),
(2.117) s̃ao equivalentes̀a (2.112), completando a prova. □

O interesse no Corolário 2.4 é que este pode ser usado para evitar
crescimento exponencial do número de LMIs que ocorre quandoé aplicada
a abordagem politópica para resolver LMIs do tipoΨ(W,z) > 0. Observe
que o ńumero de LMIs em (2.112)́e igualà 2nz+1 enquanto na abordagem
politópica é 2nz. Por outro lado, a condição (2.112) tem mais variáveis de
decis̃ao para ajustar,i.e. as matrizesSi ∈ ℝ

m×m, ∀i ∈ {1. . .nz}. Exemplos
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numéricos mostram que o grau de conservadorismo da condição (2.112)é
tipicamente pequeno se comparadoà abordagem politópica. Por exemplo,
se usarmos o Corolário 2.4 para recalcular os limites deγ correspondente
ao problema LMI em (2.34), obtém-se praticamente os mesmos valores de
γ previamente obtidos com a abordagem politópica. Os novos limites são
0.8376 ; 0.9899 ; 0.7032 ; 1.9898×109 correspondendòa valores deγ nos
casos(a), (b), (c), (d). Finalmente, observe que o Corolário 2.4 pode ser
usado para resolver as LMIs nas seções precedentes onde o problema de es-
tabilidade locaĺe estudado.

2.7 Exemplos

Esta seç̃ao tem como objetivo ilustrar os resultados apresentados neste
caṕıtulo atrav́es de exemplos nuḿericos9.

Exemplo 2.2 Considere o problema de estimar a região de atraç̃ao do sis-
tema a seguir, emprestado de (KHALIL, 1996).

[
ẋ1

ẋ2

]
=

[
−x2

x1− ε
(
1−x2

1

)
x2

]
. (2.118)

A origemé um ponto de equilı́brio est́avel e o sistema tem um ciclo limite que
é a fronteira da verdadeira10 região de atraç̃ao deste ponto de equilı́brio. O
ciclo limite paraε = 1 é a curva mais externa (tracejada) indicada na Figura
5.

Como o sistema possui grau 3, será considerado o conjunto de funções
não lineares com todos os elementos possı́veis de at́e grau 3, dado abaixo

x=
[

x1 x2
]′

, π =
[

x2
1 x1x2 x2

2 x3
1 x2

1x2 x1x2
2 x3

2

]′
, (2.119)

e com isso, pode-se representar o sistema (2.118) como em (2.39) com as

9Todos os resultados numéricos e figuras foram obtidos utilizando os pacotes computacionais
SeDuMi ou SDPT3 para solução das LMIs e o parser YALMIP (LÖFBERG, 2008).

10Todas as verdadeiras regiões de atraç̃ao apresentadas nesta dissertação foram obtidas rea-
lizando integraç̃oes em tempo direto e/ou reverso para pontos crı́ticos dos sistemas, como em
(GENESIO; TARTAGLIA; VICINO, 1985).
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seguintes matrizes

A0 =

[
0 −1
1 −ε

]
, A1 =

[
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 ε 0 0

]
, (2.120)

G(x,δ ) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−x1 0
0 −x1

0 −x2

0 0
0 0
0 0
0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, F (x,δ ) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0

−x1 0 0 1 0 0 0
0 −x1 0 0 1 0 0
0 0 −x1 0 0 1 0
0 0 −x2 0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

(2.121)

Observe que F́e inverśıvel ∀x. Estamos procurando por uma função
de Lyapunov do tipo (2.41) onde G(x) , F (x) são os indicados anteriormente.
Inicialmente s̃ao testadas as condições com respeitòa uma vizinhança da
origem definida pelo politopo11 X

X = Co
{

α 0 −α 0
0 α 0 −α

}
,

ondeα é um escalar a ser determinado. Paraα = 0 as condiç̃oes do Teorema
2.2 s̃ao satisfeitas. Este resultado confirma que a origemé localmente expo-
nencialmente estável. Para estimar a região de atraç̃ao da origem atrav́es de
(2.84), primeiramente considere a condição usual de estabilidade quadrática,
considerandoℵx (x) = 0, e a funç̃ao de Lyapunov em (2.41)é uma forma
quadŕatica usual, i.e. P tem a estrutura dada em (2.42) onde P0 é uma matriz
a ser determinada.

Aumentandoα a partir de zero, obt́em-se a estimativaE0 apresentada
na Figura 5 pela curva mais interna e correspondendo aα = 1.9.

Uma estimativa melhor pode ser obtida usando o anulador

ℵπb =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x2 −x1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 x2 −x1 0 0 0 0 0
0 0 0 x2 −x1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 x2 −x1 0 0
0 0 0 0 0 0 x2 −x1 0
0 0 0 0 0 0 0 x2 −x1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, (2.122)

11A rotinaconvhullndo Matlab foi usada para organizar as faces dos politopos.
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Figura 5: Regĩoes de atraç̃ao estimadas para o sistema (2.118) comε=1.

e uma funç̃ao de Lyapunov mais complexa onde P= P′ é uma matriz livre a
ser determinada. Nesta situação obt́em-seα = 3.1. A fronteira da estimativa
toca o politopo e esta informação é usada para redefinir seus vértices. A
estimativa indicada porE na Figura 5 foi obtida com o politopo

X = Co
{

2.1 1.3 −2.1 −1.3
−0.21 3.3 0.21 −3.3

}
.

O sistema considerado neste exemplo já foi amplamente estudado na
literatura. A estimativaE0 mostrada na Figura 5́e muito pŕoxima para a
obtida em (EL GHAOUI; SCORLETTI, 1996) maximizando a soma dos quadrados
dos semi-eixos do elipsoide. A estimativaE é consideravelmente melhor que
a encontrada em (DAVISON; KURAK, 1971) maximizando o volume do elipsoide.
Em ambas as referências s̃ao usadas funç̃oes de Lyapunov quadráticas. A
estimativa encontrada em (TROFINO, 2000) com uma função de Lyapunov si-
milar e um politopo de 8 v́erticesé menor queE . A estimativa obtida em
(COUTINHO; DE SOUZA; TROFINO, 2008) com uma função de Lyapunov mais
complexáe muito parecida comE . □

Exemplo 2.3 Considere agora o problema de estimar a região de atraç̃ao do
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sistema incerto a seguir, retirado de (CHESI, 2004).
[

ẋ1

ẋ2

]
=

[
x2

−δx1−x2+δx3
1

]
. (2.123)

Neste caso,δ é um par̂ametro incerto invariante no tempo cujos valores ad-
misśıveis s̃ao representados porD = {δ : δ ∈ [1,3]}. O sistema (2.123)
pode ser representado como em (2.39) com A0, A1, G(x,δ ) e F(x,δ ) respec-
tivamente indicados a seguir:

[
0 1
0 −1

]
,

[
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 −1 0 1

]

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−x1 0
0 −x1

0 −x2

0 0
0 0
0 0
0 0
−δ 0
0 0
0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

−x1 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 −x1 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 −x1 0 0 1 0 0 0 0
0 0 −x2 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 −x1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 −x1 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

x=
[

x1 x2
]′

π =
[

x2
1 x1x2 x2

2 x3
1 x2

1x2 x1x2
2 x3

2 δx1 δx2
1 δx3

1

]′

.

O anulador ℵπb (x) considerado neste casóe definido em (2.122).
Ser̃ao consideradas 3 situações na estimaç̃ao da regĩao de atraç̃ao. O pri-
meiro casóe quando tanto a função de Lyapunov quanto a região de atraç̃ao
são dependentes do parâmetro incerto. O segundo casoé quando ambas, a
funç̃ao de Lyapunov e a região de atraç̃ao, ñao dependem do parâmetro in-
certo. A terceira situaç̃ao é quando a funç̃ao de Lyapunov depende, mas a
região de atraç̃ao ñao depende do parâmetro incerto. No primeiro e no ter-
ceiro caso, as condiç̃oes levam em conta a suposição de queδ é invariante no
tempo. No segundo caso as condições permitem queδ seja arbitrariamente
variante no tempo.

Para o segundo e terceiro casos, deve-se escolher U como

U =
[

I(n+p−3)×(n+p−3) 0(n+p−3)×3
]
,
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e ajustar Pu com as dimens̃oes apropriadas. O politopo usadoé do tipo

X = Co
{

−1.8 0.1 1.8 −0.1
1.8 1.8 −1.8 −1.8

}
.

Os resultados s̃ao indicados na Figura 6. As curvas tracejadas repre-
sentam a fronteira da região de atraç̃ao verdadeira para alguns valores de
δ ∈ [1,3] e as curvas śolidas s̃ao as estimativas para cada um destes valo-
res deδ obtidas para o primeiro caso, exceto pelas curvas mais interiores,
Eυ e Eω , que s̃ao as regĩoes de atraç̃ao obtidas para o segundo e terceiro
caso, respectivamente. Neste caso,Eω é uma estimativa robusta da região de
atração.

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

x1

x2

Eυ

Eω

Figura 6: Regĩoes de atraç̃ao estimadas para o sistema (2.123).

Em comparaç̃ao aos resultados mostrados em (CHESI, 2004), aqui fo-
ram encontradas regiões de atraç̃ao dependentes de parâmetros maiores que
seu caso (a) e também uma maior região de atraç̃ao robusta que no seu caso
(b). Os resultados poderiam ser aperfeiçoados considerando um vetorπ com
mais elementos não lineares incertos ou aumentando o número de v́ertices do
politopo. □
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Exemplo 2.4 Considere o sistema racional

ẋ1 = ζ (x)+x2

ẋ2 =−x2−x1+ ε2x2
1
, ζ (x) =

ε1x1

x2
2+1

, x=

[
x1

x2

]
, (2.124)

ondeε1, ε2 são par̂ametros do sistema. O sistema linearizado tem a matriz
Jacobiana dada por

A=

[
ε1 1
−1 −1

]
(2.125)

e, ent̃ao, segue que o sistemaé localmente exponencialmente estável desde
queε1 < 1. Definindo a funç̃ao ñao linear

π(x) :=
[

x2
1 x1x2 x2

2 ζ ζx1 ζx2 ζx2
1 ζx1x2 ζx2

2

]′
(2.126)

e observando as seguintes relações entre as componentesπi deπ:

π1 = x2
1

π2 = x1x2

π3 = x2
2

π4 = ε1x1−π9

π5 = x1π4

π6 = x2π4

π7 = x1π5

π8 = x1π6
π9 = x2π6

(2.127)
A relaç̃aoπ4+π9−ε1x1 = 0 é obtida da expressão da funç̃ao racional

ζ (x) reescrita comoζ (x)(x2
2+1)= ε1x1 e da mudança de variáveisζ (x)= π4

eπ9 = x2
2π4. Usando as relaç̃oes dadas em (2.127) obtém-se a representação

(2.39) com as matrizes a seguir.

A0 =

[
0 1
−1 −1

]
, A1 =

[
0 0 0 1 0 0 0 0 0
ε2 0 0 0 0 0 0 0 0

]
, (2.128)

G(x) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

−x1 0
0 −x1

0 −x2

−ε1 0
05×1 05×1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

, F(x) =

[
I3 03×6

06×3 F22

]
, (2.129)

onde

F22 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 0 1
−x1 1 0 0 0 0
−x2 0 1 0 0 0

0 −x1 0 1 0 0
0 0 −x1 0 1 0
0 0 −x2 0 0 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,
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e os anuladores utilizados neste caso foram:

ℵπb (x) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x2 −x1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 x2 −x1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 x2 −x1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 x2 −x1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 x2 −x1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 x2 −x1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

(2.130)
É posśıvel verificar que det(F(x)) = x2

2+1 e, ent̃ao, a Suposiç̃ao 2.2,
de que F(x) é inverśıvel, é assegurada globalmente. Observe que x2

2+1 ∕= 0
aparece naturalmente como uma exigência bem posta na função racional
ζ (x) do sistema original (2.124).

Na representaç̃ao do sistema dada por (2.128) e (2.129), a função
matricial G(x) é afim com respeitòa x, ε1. Isto nos permite considerar este
parâmetro como incerto, se desejável. Veja o Exemplo 2.3 para detalhes na
representaç̃ao de sistemas incertos.

Lembrando que este sistemaé localmente exponencialmente estável
quandoε1 < 1, a regĩao de atraç̃ao estimada indicada porE r na Figura 7
corresponde ao caso ondeε1 = 0.5, ε2 = 0.5 e v(x) é uma funç̃ao racional
como em (2.40). O politopo usadoé indicado na Figura 7 atrav́es de suas
facesFk com k∈ {1, . . . ,5} e a verdadeira regĩao de atraç̃ao correspondèa
curva tracejada.

O método de otimizaç̃ao utilizado neste exemplo foi baseado na
minimizaç̃ao de alguns valores de v(x) dentro do politopo, pŕoximos das
faces, como sugerido na Observação 2.5.2. Os pontos considerados na
otimizaç̃ao s̃ao indicados na Figura 7 por+. Esta estimativa foi obtida
aumentando os fatores de ponderação para os pontos próximos da faceF1,
onde a estimativa era pobre, e diminuindo-os para os pontos próximosà face
F2, onde a estimaç̃ao era melhor.

Apenas para fins comparativos, a Figura 7 também mostra as estima-
tivasE o para uma funç̃ao de Lyapunov quadrática com a estrutura (2.42), e
E n para uma funç̃ao de Lyapunov independente dos termos racionais com a
estrutura P=U ′PnU em que

U =
[

I(n+p−6)×(n+p−6) 0(n+p−6)×6
]
,

e Pn tem as dimens̃oes apropriadas. Os politopos usados para ambas as
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Figura 7: Regĩoes de atraç̃ao estimadas para o sistema (2.124) com
ε1=ε2=0.5.

estimativas s̃ao respectivamente indicados abaixo.

Xo = Co
{

1.2 −0.1 −1.2 0
−0.9 −1 1 0.8

}
,

Xn = Co
{

1.5 −0.9 −1.1 −0.2 0.5
−1.3 −0.7 1.1 1 −1.5

}
.

Vamos analisar agora o caso ondeε1 = −1 e ε2 = 0. Nesta situaç̃ao
o sistemaé globalmente exponecialmente estável e a funç̃ao de Lyapunov
v(x) = x′x prova isto. Impondo a estrutura (2.42) na função de Lyapunov e
usando o Coroĺario 2.2 obt́em-se

P0 =

[
560.1586 241.1826
241.1826 406.5339

]
,

que confirma a estabilidade assintotica global através da funç̃ao de Lyapunov
x′P0x. O Coroĺario 2.2 tamb́emé fact́ıvel com P0 = I2. □

Exemplo 2.5 Considere o sistema não linear escalarẋ= −x3 que pode ser
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representado como em (2.39) com A0 = 0, A1 = [0 −1] e

G(x) =

[
−x
0

]
, F (x) =

[
1 0
−x 1

]
, π =

[
x2

x3

]
.

Este sistema ñao é localmente exponencialmente estável, ent̃ao as condiç̃oes
do Teorema 2.2 falham porque a LMI (2.66)é estrita. Veja as Observações
2.4.2 e 2.4.3 para mais detalhes. Usando a versão geral deste teorema onde
(2.66)é substitúıda (2.75), pode-se provar a estabilidade local assintótica da
origem com a funç̃ao de Lyapunov (2.40) com a P indicada abaixo.

P=

⎡
⎣

883.242 5.6406−15 0.6007
5.6406−15 41.197 7.2013−6

0.6007 7.2013−6 41.1472

⎤
⎦ .

Além disso, pode-se provar estabilidade assintótica global do sistema usando
o Corolário 2.2 com a funç̃ao de Lyapunov (2.40) e a P indicada a seguir.

P=

⎡
⎣

6.587 −7.06x10−11 0.7772
−7.06x10−11 3.8766 −1.38x10−9

0.7772 −1.38x10−9 14.403

⎤
⎦ .

□

Exemplo 2.6 Considere agora o sistema a seguir estudado em (COUTINHO;

DE SOUZA; TROFINO, 2008).
[

ẋ1

ẋ2

]
=

[
−x1+x1x2

2
x1−x2+x2

1x2−x1x2
2

]
. (2.131)

Como este sistema tem não linearidades com monômios de at́e grau 3,
pode-se introduzir o mesmo conjunto de funções ñao linearesπ usadas no
Exemplo 2.2 e, consequentemente, as matrizes da representação do sistema
G(x) , F (x) e os anuladoresℵπb (x) tamb́em s̃ao os mesmos. Podemos com-
pletar a representaç̃ao do sistema (2.131) como em (2.39) com as matrizes
A0, A1, respectivamente, indicadas a seguir.

[
−1 0
1 −1

]
,

[
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 −1 0

]
.

Para estimar a regĩao de atraç̃ao para este sistema, que tem a verda-
deira regĩao de atraç̃ao representada pelo interior das curvas tracejadas na
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Figura 8, é usado um politopoX definido por

X = Co
{

α1 −α1 α2 −α2

−α2 α2 α1 −α1

}
,

ondeα1 e α2 são variáveis escalares a serem determinadas.
De modo a comparar os resultados com (COUTINHO; DE SOUZA; TRO-

FINO, 2008), seŕa iniciado comα2 = 0 e aumentarα1, usando uma funç̃ao
de Lyapunov quadrática com a estrutura (2.42). Aumentandoα1 a partir de
zero, obt́em-se a estimativaE0 representada na Figura 8 pela curva mais in-
terna e correspondendòa α1 = 1.7. Para este valor deα1 o politopo toca
na verdadeira regĩao de atraç̃ao, e a estimativa correspondenteé similar à
encontrada em (COUTINHO; DE SOUZA; TROFINO, 2008) com uma função de
Lyapunov tamb́em quadŕatica. A estimativa encontrada em (COUTINHO; DE

SOUZA; TROFINO, 2008) com uma função de Lyapunov de grau 6́e apenas um
pouco maior queE0.

Uma melhor estimativa pode ser obtida usando uma função de
Lyapunov mais complexa, onde P= P′ é uma matriz livre a ser determinada.
Com isso, e baseado no conhecimento do formato da verdadeiraregião de
atração, foi posśıvel redefinir o politopo e obterα1 = 1.9 e α2 = 0.35. A
fronteira da estimativa obtida neste caso toca as faces do politopo quase
inteiramente ée indicada porE na Figura 8.

A estimativa pode ser melhorada ainda mais usando os resultados da
Seç̃ao 2.5.3, onde o conjunto de condições iniciaisé uma unĩao de politopos.
Os politoposX1 eX2, mostrados na Figura 9, são definidos como

X1 = Co
{

−0.4 0.4 0.1 1.9
1.35 −1.35 2.3 −0.4

}
,

X2 = Co
{

−0.4 0.4 −0.1 −1.9
1.35 −1.35 −2.3 0.4

}
.

A união destes politopos forma uma região ñao convexa, como em
(2.90), e apenas suas faces externas são consideradas na condição de in-
clus̃ao (2.97). Usando a otimização (2.84), obt́em-se a estimativa mostrada
na Figura 9 denotada pela curvaE . Essa estimativáe maior que as apre-
sentadas na Figura 8 ée uma regĩao ñao convexa, quase tocando a união
não convexa dos politoposX1 eX2. Uma estimativa ainda melhor pode ser
obtida aumentando-se o número de v́ertices. □

Exemplo 2.7 Considere agora o problema de estimar a região de atraç̃ao
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Figura 8: Regĩoes de atraç̃ao estimadas para o sistema (2.131).

da origem do seguinte sistema, emprestado de (GENESIO; TARTAGLIA; VICINO,
1985): [

ẋ1

ẋ2

]
=

[
−x1+2x2

1x2

−x2

]
. (2.132)

Este sistema tem não linearidades de grau 3, e por esta razão é usado
o mesmo conjunto de funções ñao linearesπ já usados no Exemplo 2.2.
Portanto G(x) , F (x) e o anuladorℵπb (x) são os mesmos também. A
representaç̃ao do sistema (2.132)é completada como em (2.39) como as ma-
trizes A0, A1, respectivamente, indicadas abaixo.

[
−1 0
0 −1

]
,

[
0 0 0 0 2 0 0
0 0 0 0 0 0 0

]
.

Usando os resultados da Seção 2.5.3, s̃ao considerados os politopos

X1 = Co
{

−0.9 0.9 −3.2 0.1 −3
−0.9 0.9 0 2.8 1

}
,

X2 = Co
{

−0.9 0.9 3.2 −0.1 3
−0.9 0.9 0 −2.8 −1

}
.

O método de otimizaç̃ao utilizado é o de minimizar os valores de v(x)
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Figura 9: Regĩao de atraç̃ao estimada para o sistema (2.131) considerando a
união dos politoposX1 eX2.

próximos das faces do politopo não convexo, da mesma forma que no Exem-
plo 2.4, apresentado na Observação 2.5.2. Com isso, obtém-se a estimativa
E mostrada na Figura 10.

De modo a obter uma melhor estimativa, pode-se aumentar o grau da
funç̃ao de Lyapunov de 6 para 8. A nova representação do sistemáe indicada
a seguir.

πe =
[

π ′ x4
1 x3

1x2 x2
1x2

2 x1x3
2 x4

2

]′
,

A0e = A0 , A1e =
[

A1 02×5
]
, Ge(x) =

[
G(x)′ 02×5

]
,

Fe(x)=

[
F(x) 07×5

Fe21(x) I5

]
, Fe21(x)=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

−x1 0 0 0
0 −x1 0 0

05×3 0 0 −x1 0
0 0 0 −x1

0 0 0 −x2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
,

ℵπe (x) =

[
ℵπb 06×5

04×9 ℵπe22 (x)

]
,
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Figura 10: Regĩoes de atraç̃ao estimadas para o sistema (2.132).

onde

ℵπe22 (x) =

⎡
⎢⎢⎣

x2 −x1 0 0 0
0 x2 −x1 0 0
0 0 x2 −x1 0
0 0 0 x2 −x1

⎤
⎥⎥⎦ .

Neste caso,́e usada uma união ñao convexa maior, composta pelos
seguintes dois politopos convexos:

X1e = Co
{

−0.9 0.9 4.5 0
−0.9 0.9 0 −4.5

}
,

X2e = Co
{

−0.9 0.9 −4.5 0
−0.9 0.9 0 4.5

}
.

A nova estimativáe denotada porE e na Figura 10. Esta poderia ainda ser
melhorada reajustando os politopos. □

2.8 Consideraç̃oes Finais do Caṕıtulo

Neste caṕıtulo foram detalhadas as principais contribuições apre-
sentadas nesta dissertação, que consistem em uma técnica LMI para testar
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as condiç̃oes de estabilidade assintótica de sistemas racionais usando uma
função de Lyapunov tamb́em racional. Foram propostas soluções para os
problemas de estabilidade local, regional e global.

Nos problemas de estabilidade regional foram consideradasas
situaç̃oes em que o conjunto de estados iniciaisX é convexo (uḿunico poli-
topo) e que o conjunto nãoé convexo (́e uma unĩao entre politopos convexos).
Através dos exemplos pode-se observar que considerando a segundasituaç̃ao
é posśıvel at́e mesmo obter regiões de atraç̃ao (curva de ńıvel dev(x) = 1)
não convexas. Ainda com relação aos exemplos nuḿericos apresentados,
pôde-se visualizar o procedimento de aplicação desta abordagem e suas
vantagens em comparaçãoà outros casos.

Como um segundo resultado da estabilidade global pode ser formu-
lado o Coroĺario 2.4 que se trata de um novo método para evitar crescimento
exponencial das LMIs com o número de par̂ametros e estados, que possibi-
lita checar a factibilidade das LMIs sem necessitar considerar um politopo.
Como visto no final da Seção 2.6, o conservadorismo deste métodoé tipica-
mente desprezı́vel se comparadòa abordagem politópica.
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3 PROJETO DE LEI DE CHAVEAMENTO

3.1 Introdução

Este caṕıtulo tem como objetivo a apresentação de uma t́ecnica de cha-
veamento para aplicação em controle de sistemas comutados utilizando uma
abordagem LMI. Para isso, primeiramente são apresentadas as condições que
garantem que o sistema comutado seja estável, inclusive durante a possı́vel
ocorr̂encia de modos deslizantes. Issoé feito baseado na teoria de estabili-
dade de Lyapunov, utilizando ḿultiplas funç̃oes de Lyapunov, uma para cada
modo do sistema, que compõem uma funç̃ao de Lyapunov comutada (a do
modo ativo no respectivo instante).

Os resultados apresentados neste capı́tulo dão continuidade a pesqui-
sas anteriores. Em (ASSMANN, 2008)é apresentada a técnica de chaveamento,
mas ainda sem considerar a possibilidade de existência de modos deslizantes.
Aqui seŕa tratado apenas o caso de medição total dos estados. O caso de
realimentaç̃ao de sáıda pode ser encontrado em (TROFINO et al., 2009).

Ao final do caṕıtulo, é apresentado um exemplo simples de aplicação
da t́ecnica em um sistema comutado particular da eletrônica de pot̂encia: o
conversor abaixador de tensão (Buck).

3.2 Condiç̃oes de Projeto da Lei de Chaveamento

Nesta seç̃aoé explicado projeto de uma lei de chaveamento que esta-
bilize um sistema afim no estado por meio da comutação entre os possı́veis
modos din̂amicos do sistema. Existem diferentes tipos de chaveamento, como
por exemplo, chaveamento dependente do tempo (como feito por PWM, dado
um ciclo de trabalho desejado) e chaveamento dependente do estado do sis-
tema (LIBERZON, 2003). Neste trabalho estamos interessados no segundo
caso, mais especificamente com o chaveamento baseado em uma funç̃ao de
Lyapunov dependente dos estados.

Considere um sistema dinâmico cuja estrutura varia durante a
operaç̃ao. Suponha que as dinâmicas durante cada modo de operação
possam ser representadas por um campo vetorial afim como a seguir:

.
x (t) = Aix(t)+bi , y(t) =Cx(t) , i ∈ M := {1, . . . ,m} , (3.1)

ondex ∈ ℝ
nx é o estado do sistema,y ∈ ℝ

ny é o vetor de medidas,m é o
número de modos de operação, eAi ∈ ℝ

nx×nx, bi ∈ ℝ
nx eC ∈ ℝ

ny×nx são as
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matrizes dadas da estrutura.
Vamos supor que as mudanças entre osmmodos de operação de (3.1)

ocorrem de acordo com a lei de chaveamento representada pelosinal

σ (y(t)) : ℝ
ny → M , (3.2)

que pode ser visto como um mapeamento do vetor de medidas, a cada instante
de tempot, para óındiceσ (y(t)) ∈ M do modo de operação atual (ativo).

O problema de interesse consiste em projetar uma lei de chaveamento
que assintoticamente leva o estado do sistema para o ponto deequiĺıbrio de-
sejado ¯x do sistema chaveado (em malha fechada). Então, x̄ deve ser glo-
balmente assintoticamente estável. A Equaç̃ao (3.3) a seguir apresenta a
dinâmica do sistema comutado, que corresponde ao sistema do modo que
estiver ativo a cada instante de tempo,i.e. i= σ .

.
x (t) = Aσ x(t)+bσ , y(t) =Cx(t) , σ (y(t)) : ℝ

ny → M . (3.3)

Dado o ponto de equilı́brio desejado ¯x e o modelo do sistema (3.3), o
sistema do erro de seguimentoé

.
e(t) = Aσ e(t)+kσ , kσ = bσ +Aσ x̄, e(t) := x(t)+ x̄. (3.4)

Graças ao sistema do erro definido na equação anterior, o problema de inte-
resse pode ser redefinido como o de projetar uma lei de chaveamento que
assintoticamente leva o estado de erro para a origem. Para este fim, va-
mos considerar o sinal chaveadoσ (y(t)) e a funç̃ao de Lyapunov candidata
v(e(t) ,σ) dados por

σ (y(t)) := arg max
i∈M

{vi (e(t))} , (3.5)

v(e(t) ,σ) := vσ (e(t)) := max
i∈M

{vi (e(t))} , (3.6)

ondevi (e(t)) , i ∈ M são funç̃oes auxiliares associadas com os modos de
operaç̃ao do sistema e satisfazemvσ (0) = 0, ∀σ ∈ M .

As funç̃oesvi (e(t)) , i ∈ M devem ser determinadas de modo a obter
uma funç̃ao de Lyapunov exponecialmente decrescentevσ (e(t)) durante cada
modo de operaç̃ao do sistema em malha fechada (TROFINO et al., 2009). Essa
exigência de performance pode ser expressa pela condição

.
vσ (e(t))+ασ vσ (e(t))< 0, vσ (e(t))> 0 ∀σ ∈M , e(t) ∕= 0, (3.7)
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onde αi , i ∈ M são constantes positivas determinadas, representando a
taxa de decaimento exponencial desejada paravσ (e(t)) em cada modo
de operaç̃ao σ (y(t)) ∈ M e vσ (0) = 0. Seŕa considerado apenas o caso
de mediç̃ao completa dos estados, portantoC = Inx e ny = nx. O caso de
realimentaç̃ao de sáıda (mediç̃ao parcial dos estados) pode ser encontrado
em (TROFINO et al., 2009).

3.2.1 Inclus̃ao de condiç̃oes para modos deslizantes estáveis

Apenas as condiç̃oes apresentadas na seção anterior ñao s̃ao suficien-
tes para garantir a estabilidade do sistema chaveado na ocorrência de modos
deslizantes1 (TROFINO; SCHARLAU; COUTINHO, 2010), neste caso, deve ser in-
clúıda uma condiç̃ao que garanta isso.

Suponha que um modo deslizante ocorra na superfı́cie de deslizamento
S definida entre osms modos deMs, ondeMs ⊆ M explicita o conjunto
dos modos considerados na superfı́cie ems ≤ m, i.e.

S :=
{

e(t) : vi (e(t)) = v j (e(t)) , ∀i, j ∈ Ms, i ∕= j
}
=

{e(t) : φs(e(t)) = 0} . (3.8)

ondeφs é a combinaç̃ao convexa das funções de Lyapunov dos modos em
modo deslizante, definida como

φs(e(t)) = ∑
i∈Ms

(θi)vi (e(t)) = ∑
i∈Ms

(
θi − θ̄i

)
vi (e(t)) (3.9)

em que a inclus̃ao do termoθ̄i , posśıvel devido à sua combinaç̃ao con-
vexa tamb́em ser nula no equilı́brio, tem como objetivo apenas facilitar a
representaç̃ao das condiç̃oes mostradas no decorrer desta seção.

Na superf́ıcie de deslizamento descrita em (3.8) são assumidas as
funções auxiliaresvi (e(t)) , i ∈M , com a seguinte estrutura, como em (TRO-

FINO et al., 2009):

vi (e(t)) = e(t)′Pie(t)+2e(t)′Si , Pi = P′
i , (3.10)

ondePi , Si são matrizes a serem determinadas.
De acordo com os resultados de Fillipov, a dinâmica do sistema sob

1Do inglês,sliding modes.
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modos deslizantes pode ser descrita por

.
e(t) = As(Θ(t))e(t)+ks(Θ(t)) , e(t) ∈ S , Θ(t) ∈ ∆,

As(Θ(t)) := ∑
i∈Ms

Aiθi (t) ,

ks(Θ(t)) := ∑
i∈Ms

kiθi (t) .
. (3.11)

ondeΘ = [θi ]
ms
col , i ∈ Ms, e∆ é osimplex2 que indica os limites deΘ,

definido como

∆ :=

{
θi ∈ [0,1] : ∑

i∈Ms

θi = 1

}
. (3.12)

Como o equiĺıbrio desejadóe a origem, observe de (3.11) que no
equiĺıbrio devemos ter limt→∞e(t) = 0, limt→∞Θ(t) = Θ̄ com ks

(
Θ̄
)
= 0,

(TROFINO; SCHARLAU; COUTINHO, 2010). Para mais detalhes neste ponto veja
tamb́em (BOLZERN; SPINELLI, 2004). Observe portanto quēΘ pode ser deter-
minado sabendo-se que este deve satisfazer a expressão

ks
(
Θ̄
)
= 0. (3.13)

Uma das condiç̃oes de projetóe a positividade da função de Lyapunov
vσ , inclusive em modo deslizante. Para isso, observe as seguintes relaç̃oes:

vσ (e(t)) = max
i∈M

{vi (e(t))}

≥ max
i∈Ms

{vi (e(t))} ≥ ∑
i∈Ms

vi (e(t)) θ̃i

= e(t)′
(

∑
i∈Ms

Pi θ̃i

)
e(t)+

(

∑
i∈Ms

Si θ̃i

)
e(t) , (3.14)

ondeσ (e(t)) é o sinal de chaveamento dado definido como

σ (e(t)) = arg max
i∈M

{vi (e(t))} , (3.15)

A partir de (3.14),vσ (e(t)) > 0 é garantida se as seguintes restrições

2É a denominaç̃ao dadàa um politopo de dimensãoms−1 em um espaçoℝms. Ao contŕario
de um politopo comum, cujo número de v́ertices (2ms) cresce exponencialmente com o aumento
dems, o número de v́ertices do simplex cresce linearmente eé o pŕoprio valor dems.
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são satisfeitas:

∑
i∈Ms

Pi θ̃i > 0, (3.16)

∑
i∈Ms

Si θ̃i = 0. (3.17)

O vetor de constantes̃Θ :=
[
θ̃i
]ms

col é um par̂ametro de projeto. ComōΘ re-
presenta o ciclo de trabalho no equilı́brio desejado, uma escolha naturalé
Θ̃ = Θ̄.

Tendo em mente quevs(e(t)) se situa na superfı́cie de chaveamento
(3.8), a condiç̃ao (3.14) implica em

vσ (e(t)) = e(t)′ ∑
i∈Ms

Pi θ̃ie(t)> 0, ∀ e(t) ∈ S −{0} , (3.18)

e observe de (3.14) quevσ (e(t)) é continua, positiva definida e radialmente
ilimitada.

Segundo (TROFINO; SCHARLAU; COUTINHO, 2010),ks(Θ(t)) pode ser
visto como uma perturbaçãoL2 ao sistema (3.11) e estamos interessados em
atenuar, o ḿaximo posśıvel, os efeitos desta entrada de perturbação em uma
sáıda de performance especificada comoys(t) =Cse(t), ondeCs é uma matriz
dada. Estée um problema de controle comum que pode ser expresso pelas
seguintes condiç̃oes

.
vs (e(t))+ys(t)

′ ys(t)/γ − γks(Θ(t))′ ks(θ (t))< 0,
vs(e(t)) = e(t)′ ∑i∈Ms Pi θ̃ie(t)> 0,

∀ e(t) ∈ S −{0} ,
(3.19)

ondeQs é uma matriz positiva definida a ser determinada, que vamos assumir
que tenha a seguinte estrutura particular, obtida de (3.16):

Qs := ∑
i∈Ms

Pi θ̃i > 0, (3.20)

e γ é um limite para o pior caso do ganho de perturbação, descrito em (TRO-

FINO; SCHARLAU; COUTINHO, 2010) como

sup
∥ks(Θ(t))∥∕=0

∥ys(t)∥
∥ks(Θ(t))∥ < γ , Θ(t) ∈ ∆. (3.21)
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3.2.2 Condiç̃oes LMI do projeto

Nesta seç̃ao s̃ao apresentadas as condições LMI necesśarias para o
projeto de leis de chaveamento do tipo (3.5) que garantam estabilidade as-
sintótica global para a din̂amica de erro em (3.4), dados os requisitos das
seç̃oes anteriores.́E usada a notação σ (e(t)) para enfatizar que o sinal de
chaveamento depende do erro de seguimentoe(t) = x(t)+ x̄ queé computado
a cada instante de tempo a partir do estadox(t) e do ponto de equilı́brio dese-
jado x̄ (conhecidoa priori). Da Equaç̃ao (3.10),Pi = P′

i ∈ ℝ
nx×nx e Si ∈ ℝ

nx

são as matrizes determinadas através do teorema a seguir (TROFINO; SCHAR-

LAU; COUTINHO, 2010).

Teorema 3.1 Seja Θ̄ uma constante positiva caracterizando o ponto de
equiĺıbrio chaveado do sistema do erro, como indicado em (3.13) e (3.11).
Considere a funç̃ao de Lyapunov candidata vσ (e(t)) definida em (3.14) e
(3.10). Sejaαi , i ∈ M constantes positivas dadas especificando a taxa de
decaimento exponencial desejada de vσ (e(t)) em cada modo de operação
σ (e(t)) ∈ M . Em adiç̃ao, sejamβ , Θ̃ constantes dadas e defina Qs como
em (3.20).

Suponha que existam matrizes Pi , Si , i ∈ M , e um escalar positivoγ
que resolva o seguinte problema de otimização:

min
Pi ,Si ,γ

γ sujeitoà (3.16), (3.17) e

[
PiAi +A′

iPi Piki +A′
iSi

k′iPi +S′iAi 2S′iki

]
+αi

[
Pi Si

S′i 0

]
< 0, Pi = P′

i , ∀ i ∈ M (3.22)

⎡
⎣

QsAsΘ+AsΘ′Qs+βsPs
(
Θ− Θ̄

)
QsHs+βs Ss+L1Cl C′

s
(QsHs+βs Ss+L1Cl )

′ −γH ′
s Hs+L2Cl +C′

l L
′
2 01×ns

Cs 0ns×1 −γ Ins

⎤
⎦

< 0, Θ ∈ ∆, (3.23)

onde ns é o ńumero de linhas de Cs, Cl = [1...1]∈ℝ
ms, L1 e L2, com dimens̃oes
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apropriadas, s̃ao variáveis a serem determinadas e3

As = [Ai ]
ms
lin , i ∈ Ms,

Hs = [ki ]
ms
lin , i ∈ Ms,

Ps = [Pi ]
ms
lin , i ∈ Ms,

Ss = [Si ]
ms
lin , i ∈ Ms.

Então o sistema do erro de seguimento (3.4)é globalmente assintoticamente
est́avel com a estratégia de chaveamento dada por (3.15) e vσ (e(t)) é uma
funç̃ao de Lyapunov que prova isto. Além do mais, vσ (e(t)) satisfaz (3.7)
em qualquer modo de operação, e sob modos deslizantes a condição de
atenuaç̃ao de perturbaç̃ao (3.19)é satisfeita com vs(e(t)) = vσ (e(t)).

Prova: Primeiramente, note quevσ (e(t)) é cont́ınua, positiva definida
e radialmente ilimitada de (3.14). Multiplicando (3.22) por ζ ′ :=

[
e(t)′ 1

]
à

esquerda e sua tranpostaà direita, obt́em-se a condiç̃ao (3.7).
Em seguida,́e analisado o comportamento do sistema sob modo des-

lizante. Levando em conta o sistema (3.11), podemos reescrever (3.19) como

e(t)′
(
QsAs(Θ)+As(Θ)′Qs

)
e(t)+2e(t)′Qsks(Θ)+

ys(t)
′ ys(t)
γ

− γks(Θ)′ ks(Θ)< 0 (3.24)

∀ e(t) ∈ S −{0} , (3.25)

Sabendo queHs = [ki ]
ms
lin i ∈ Ms e usando a seguinte notação

ζ =

[
e(t)
Θ(t)

]
, Ψ =

⎡
⎣ QsAs(Θ)+As(Θ)′Qs+

C′
sCs

γ
QsHs

H ′
sQs −γH ′

sHs

⎤
⎦ ,

(3.26)
podemos reescrever (3.24) comoζ ′Ψζ < 0, ∀ζ ∕= ζ̄ , e(t) ∈ S , ondeζ̄ =[

0 Θ̄′ ]′ é o valor deζ no equiĺıbrio do sistema. Observe parae(t) = 0
e Θ(t) = Θ̄ que obt́em-seΨζ̄ = 0 comoks

(
Θ̄
)
= 0 é assegurada de (3.13).

Ent̃ao a seguinte identidadeé verdadeira:

ζ ′Ψζ =
(
ζ − ζ̄

)′ Ψ
(
ζ − ζ̄

)
,
(
ζ − ζ̄

)
=

[
e(t)

Θ(t)− Θ̄

]
. (3.27)

3Ver “Notaç̃ao”nos elementos pré-textuais para mais detalhes quantoà notaç̃ao adotada.
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Veja agora que, a combinação convexa que define a superfı́cie de des-
lizamento, dada em (3.9), pode ser reescrita como

φs(e(t)) = ∑
i∈Ms

e′Pie
(
θi − θ̄i

)
+2e′Si

(
θi − θ̄i

)
, (3.28)

e considerandoPs = [Pi ]
ms
lin , i ∈ Ms, Ss = [Si ]

ms
lin , i ∈ Ms, pode-se reescrever

(3.28) como

φs(ζ ) =
[

e(t)
Θ(t)− Θ̄

]′ [
Ps
(
Θ− Θ̄

)
Ss

S′s 0

]

︸ ︷︷ ︸
Gs

[
e(t)

Θ(t)− Θ̄

]
= 0. (3.29)

Observe ainda que a condição ∑i∈Ms θi − θ̄i = 0 pode ser descrita
como:

[
0 Cl

][ e(t)
Θ(t)− Θ̄

]
= 0, (3.30)

ondeCl é um vetor linha de dimensãoms com todos os elementos iguaisà 1.
As restriç̃oes (3.29) e (3.30) podem ser incluı́das em (3.27) através do

Lema de Finsler, resultando na condição

[
e(t)

Θ(t)− Θ̄

]′(
Ψ+βsGs+

[
0 L1Cl

(L1Cl )
′ L2Cl +C′

l L
′
2

])[
e(t)

Θ(t)− Θ̄

]
< 0.

(3.31)
e que finalmente, aplicando o Complemento de Schur para retirar a varíavel
γ do denominador, resulta na LMI (3.23), que garante estabilidade sob modo
deslizante entrems modos, finalizando a prova. □

Uma prova mais detalhada para as LMIs (3.22) do Teorema 3.1 pode
ser encontrada em (TROFINO et al., 2009), assim como o projeto da lei de chave-
amento para sistemas com medição parcial dos estados e com a consideração
de ponto de equilı́brio incerto utilizando filtroswashout(HASSOUNEH; LEE;

ABED, 2004) e um exemplo ńumerico. No caso abordado em (TROFINO et al.,
2009), o filtrowashoutacrescenta um estado ao sistema cuja saı́da é nula
quando o estado filtrado (o estado cujo equilı́brio é desconhecido) atinge seu
equiĺıbrio (BORGES; PAGANO, 2002).

Observaç̃ao 3.2.1 Conforme visto em (TROFINO et al., 2009) e (ASSMANN,
2008), as constantesα1, ...,αm que representam a taxa de decrescimento
em cada modo de operação podem ser escolhidas de fomra que o valor de
−αi/2 esteja no intervalo entre a parte real do menor autovalor estável de
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Ai e zero. □

Observaç̃ao 3.2.2 É posśıvel considerar que as matrizes do sistema, Ai e
ki , presentes nas LMIs do teorema 3.1, dependam de forma afim em um
parâmetro incertoδ , i.e. Ai (δ ) e ki (δ ) apenas para o caso em que ms = 2,
desde que a diferença A12 = A1 (δ )−A2 (δ ) anule os elementos incertos.
Neste caso o teorema continua válido e o resultadóe considerado robusto
para uma faixa de valores deδ considerados em um politopo. Para mostrar
isso, note que quando ms = 2 tem-seθ2 = 1−θ1, portanto podemos reescre-
ver As como

As(Θ,δ ) = θ1A1 (δ )+θ2A2 (δ ) =
θ1 (A1 (δ )−A2 (δ ))+A2 (δ ) =

θ1 (A12)+A2 (δ ) . (3.32)

portanto, ñao h́a multiplicaç̃ao entre os elementos em politopoΘ e δ e a
convexidadée mantida. A deduç̃ao é a mesma para ks(Θ,δ ). Para o caso
em que ms> 2, o problema precisa ser reformulado para que a consideração
das incertezas ñao torne a LMI (3.23) ñao convexa. □

Observaç̃ao 3.2.3 O Teorema 3.1 foi desenvolvido para garantir estabili-
dade considerando apenas uma superfı́cie de modos deslizantes. Este pode
ser facilmente generalizado para o caso em que múltiplas superf́ıcies de mo-
dos deslizantes são posśıveis. Para isso, observe que as condições (3.16),
(3.17) e (3.23) devem ser satisfeitas para cada uma das nk superf́ıcies consi-
deradas, onde cada superfı́cie tem um subconjunto de modos em modo des-
lizante diferente, i.e.Msk, k ∈ {1, ...,nk}. A Seç̃ao 5.7 ilustra este ponto.

□

3.3 Exemplo de Aplicaç̃ao: Conversor Buck

Nesta seç̃aoé apresentado de maneira sucinta o modelo do conversor
CC/CC abaixador de tensão (Buck) e ent̃ao a aplicaç̃ao da t́ecnica de chave-
amento apresentada neste capı́tulo. Maiores detalhes sobre a modelagem e
aplicaç̃ao deste circuito podem ser vistos nos livros (RASHID, 1999) e (BARBI;

MARTINS, 2008). A Figura 11 apresenta o diagrama do circuito de um conver-
sorBuck. Nesta topologia a tensão ḿedia na sáıdaEout é sempre menor que a
tens̃ao de entradaEin. Em aplicaç̃oes pŕaticas a chaveSpode ser implemen-
tada atrav́es de transistores de potência ou tiristores. O resistorRL e o indutor
LL comp̃oem a carga do conversor.
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Figura 11: Conversor abaixador de tensão (Buck).

A operaç̃ao do circuito pode ser dividida em dois modos. O modo
1 correspondèa chaveS ligada. Neste modo a corrente de entrada circula
atrav́es do indutor de filtroLC, do capacitor de filtroCC e da carga. Quando
a chaveSest́a desligada o circuito opera no modo 2. Considerando queLC e
CC possuam energia armazenada, o diodo de comutaçãoD irá conduzir neste
modo. Caso a chave permaneça desligada no modo 2, o valor da corrente
vai diminuir at́e a dissipaç̃ao completa da energia armazenada emLC e CC.
Dependendo da frequência de chaveamento, da indutância e capacitância de
filtro, a corrente no indutor pode ser descontı́nua (RASHID, 1999), (BARBI;

MARTINS, 2008).
O modelo mateḿatico deste conversor pode ser descrito através da

representaç̃ao em espaço de estados de um sistema chaveado linear, em um
formato semelhantèa equaç̃ao (3.1):

.
x= Aix+bi , i ∈ M := {1,2} , (3.33)

ondex∈ ℝ
3 e

A1 = A2 =

⎡
⎢⎣

0 1
CC

− 1
CC

− 1
LC

0 0
1

LL
0 −RL

LL

⎤
⎥⎦ , b1 =

⎡
⎣

0
Ein
LC

0

⎤
⎦ , b2 = 03×1. (3.34)

Os estados do sistema são a tens̃ao no capacitorCC (x1), a corrente
no indutorLC (x2) e a corrente na carga (x3). Nesta modelagem assume-
se que as comutações da chaveS e do diodoD são ideais (instantâneas) e
que o conversor opera em modo de condução cont́ınua, ou seja, durante o
chaveamento a corrente no indutor não atinge o valor nulo no tempo em que
o circuito opera no modo 2.
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A relaç̃ao entre o valor ḿedio da funç̃ao de chaveamento que aciona
S com o peŕıodo de comutaç̃ao é denominada de razão ćıclica ou ciclo de
trabalho (duty cicle). O valor da raz̃ao ćıclica (θ̄ ) varia de zero (quando a
chaveSest́a permanentemente aberta e o sistema opera no modo 2) a um, que
correspondèa chave permanentemente fechada (modo 1). Idealmente, para
o caso do conversorBuckseria posśıvel regular a tens̃ao ḿedia da sáıda para
valores entre zero até o valor da tens̃ao de entrada através da variaç̃ao deθ̄ .
A express̃ao que relaciona a tensão ḿedia na sáıda com a tens̃ao da entrada e
a raz̃ao ćıclica nos conversoresBucké vista a seguir:

θ̄ =
Eout

Ein
. (3.35)

Para exemplificar a técnica de chaveamento, seré considerado o caso
de realimentaç̃ao total dos estados do conversor Buck com a topologia vista
na Figura 11. O conjunto de parâmetros utilizado na resolução nuḿericaé
mostrado na Tabela 1. Desta forma, os autovalores das matrizes Ai ser̃ao
{−262441;−18779± j28114}. Seŕa considerada uma referência para a
tens̃ao de sáıdaEout = 9V. Os valoresα1 = α2 = 5000 foram escolhidos de
acordo com a Observação 3.2.1.

Par̂ametro Valor
Ein 15V
LC 10−3H
CC 10−6F
LL 10−4H
RL 30Ω

Tabela 1: Par̂ametros utilizados na simulação do conversorBuck.

O ponto de equilı́brio desejado ¯x e as constanteski são descritas a
seguir:

x̄=

⎡
⎣

Eout
Eout
RL

Eout
RL

⎤
⎦ , k1 =

⎡
⎣

0
Eout
LC

0

⎤
⎦ , k2 =

⎡
⎣

0
Eout
LC

0

⎤
⎦ . (3.36)

Para a soluç̃ao das LMIs do Teorema 3.1 foram utilizadosβs= 10−3 e
Cs= [1 0 0]. Foi considerada ainda queθ̃ = θ̄ , sendoθ̄ = 0.6 numericamente
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determinado atrav́es dos par̂ametros do sistema e da equação 3.35. Tendo em
vista queAs = A1 = A2 independente do valor deΘ := [θ1 θ2]

′, é necesśario
considerar 3.23 somente em um dos dois vértices do politopoΘ∈∆. Note que
para este sistema em particular, o sistema seria estável, mesmo sem considerar
a LMI de modo deslizante estável e fazendoP1 = P2, pois o sistemáe est́avel
nos dois modos e, portanto, a sua combinação convexa tamb́em.

Para a situaç̃ao descrita anteriormente, foi possı́vel obter soluç̃ao para
o problema. A Figura 12 apresenta os resultados obtidos com asimulaç̃ao da
aplicaç̃ao da estratégia de controle com realimentação de estados, utilizando
a lei de chaveamentoσ (e(t)) indicada em (3.5), com os valores das matrizes
Pi eSi calculados pela solução das LMIs conforme citado anteriormente.
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Figura 12: Resultados de simulação do conversorBuckcom a lei de chavea-
mento projetada.

Analisando os resultados obtidos em simulação, verifica-se que o re-
quisito de erro nulo em regime foi atingido quando o sistema opera com o
valor nominal deRL dado. Esta configuração ainda ñao apresenta robustez
pois o sistema ñao conseguiu atingir o valor de referência desejado após a
aplicaç̃ao da carga. Mesmo tratandoRL como um par̂ametro incerto, ainda
tem-se o problema de que o equilı́brio se torna incerto, por ser dependente
deRL. Neste caso, uma soluçãoé utilizar filtroswashout, como mostrado em
(TROFINO et al., 2009).
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3.4 Consideraç̃oes Finais do Caṕıtulo

Neste caṕıtulo foi apresentada uma técnica de chaveamento cujo ob-
jetivo é a estabilidade de sistemas comutados. Esta técnica pode ser aplicada
para o caso de seguimento de referência e possui garantias de desempenho.
Primeiramente, foram mostradas as condições b́asicas para a estabilidade de
um sistema comutado utilizando uma função de Lyapunov comutada, prove-
niente de ḿultiplas funç̃oes de Lyapunov (uma em cada modo de operação do
sistema). No caso, estas condições s̃ao a positividade da função de Lyapunov
comutada e a negatividade de sua derivada.

Na seqûencia foi comentado o comportamento do sistema no caso
deste entrar em modos deslizantes, em que apenas as condições anteriores
não bastam. Por isso, foram apresentadas condições para garantir a estabili-
dade do sistema comutado em modos deslizantes. Estas condic¸ões foram de-
finidas de forma geral o suficiente para considerar a ocorrência de superfı́cies
de deslizamento entre vários modos simultaneamente. No fim, a aplicação
da t́ecnica foi exemplificada em um sistema comutado simples: o conversor
Buck.

A estrutura considerada das funções de Lyapunov possui uma forma
apenas quadrática dos erros do sistema, o que pode ser conservador. Isso
leva a concluir que a futura combinação das t́ecnicas aqui apresentadas com
as do Caṕıtulo 2 pode levar̀a reduç̃ao do conservadorismo ao se permitir o
uso de uma funç̃ao de Lyapunov muito mais rica, dependente de tantas não
linearidades quanto se queira.
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4 MODELAGEM DE SISTEMAS INVERSOR-M ÁQUINA

4.1 Introdução

Este caṕıtulo apresenta de maneira sucinta a modelagem de máquinas
de induç̃ao trifásicas, ressaltando as diferenças para o caso de rotor bobinado
(acesśıvel atrav́es de escovas) e rotor em gaiola (inacessı́vel). S̃ao apresenta-
das tamb́em as transformações entre sistemas de coordenadas utilizadas para
obtenç̃ao de um modelo mais conveniente para o uso na formulação proposta
neste trabalho. Em seguida,é apresentado o acionamento da máquina atrav́es
de inversor de freqûencia e seu modelo de comutação.

O principal objetivo deste capı́tulo é fornecer a base teórica e ma-
temática sobre ḿaquinas de induç̃ao necesśaria para a aplicação da t́ecnica
de chaveamento apresentada no Capı́tulo 3 em ḿaquinas de induç̃ao, o que
seŕa mostrado no Capı́tulo 5. Embora o modelo da ḿaquina seja bastante
complexo devidòas suas caracterı́sticas construtivas e de acionamento, na
literatura pode-se encontrar várias formas de modelagem e mais detalhes so-
bre este assunto podem ser encontrados em (BARBI, 1985), (LEI et al., 2006)
e (ANAYA-LARA et al. , 2009). Por este capı́tulo se tratar de uma revisão bibli-
ogŕafica do tema, sem contribuições, o leitor com experiência nestáarea pode
ir diretamente ao próximo caṕıtulo, da aplicaç̃ao da t́ecnica de chaveamento
na ḿaquina, se desejar.

O modelo apresentado aquié geńerico e serve tanto para o caso da
máquina de induç̃ao operar como motor quanto gerador. Entretanto, no se-
gundo casóe comum a conex̃ao do gerador̀a um sistema de transmissão de
energia eĺetrica para fins de distribuição, como em (TARNOWSKI; REGINATTO,
2006), e por isso costuma-se considerar as variáveis no sistemapor unidade
(pu) e convencionar como positivas as potências que fluem da ḿaquina para a
rede e negativas da rede para a máquina. Estas considerações ñao ser̃ao trata-
das aqui, mas podem ser vistas em (ANAYA-LARA et al. , 2009) e sua utilizaç̃ao
em (TARNOWSKI; REGINATTO, 2007).

4.2 Modelagem Trifásica da Máquina de Indução

A modelagem mateḿatica da ḿaquina de induç̃aoé feita a partir do co-
nhecimento das din̂amicas eĺetricas e meĉanicas presentes nesta. As equações
que descrevem as máquinas com rotor em gaiola e com rotor bobinado são
idênticas, exceto pelo fato de que no primeiro caso as tensões do rotor s̃ao
nulas, enquanto no segundo não s̃ao.
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4.2.1 Din̂amica eĺetrica

Considere uma ḿaquina de induç̃ao trifásica simples de 2 polos com
conex̃ao estrela, cujo rotor está girando com uma frequência angularωr . Uma
vista axial representativa desta máquina pode ser vista na Figura 13. Na Fi-
gura 13, os eixosas, bs e cs est̃ao fixos ao estator e indicam os sentidos
positivos dos fluxos magnéticos criados pelos enrolamentos das fasesa, b e
c do estator, respectivamente. Da mesma maneira, os eixosar, br e cr est̃ao
fixos ao rotor e indicam os sentidos positivos dos fluxos magnéticos criados
pelos enrolamentos das fasesa, b ec do rotor, respectivamente.

Figura 13: Vista axial representativa de uma máquina de induç̃ao.

A forma construtiva de um rotor em gaiola não determina um sistema
de enrolamentos trifásicos. Mesmo assim, o efeito eletromagnético que este
tipo de rotor produz pode ser representado por um sistema trifásico equiva-
lente, devido ao fato de que o fluxo magnético criado pelas correntes no rotor
possui as mesmas caracterı́sticas que um fluxo criado por um sistema de en-
rolamentos trif́asicos.

Na determinaç̃ao das equaç̃oes que modelam a ḿaquina, s̃ao feitas as
seguintes considerações (BARBI, 1985), (FERREIRA, 2004):

∙ simetria eĺetrica e espacial entre as três fases, tanto no estator como no
rotor;
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∙ distribuiç̃ao senoidal do fluxo magnético no entreferro, considerado
constante;

∙ circuito magńetico linear (ideal), desprezando os efeitos de saturação;

∙ perdas magńeticas e meĉanicas inexistentes;

∙ fluxo de pot̂encia eĺetrica entrando na ḿaquina.

Considerando as restrições acima e sabendo que somatório das tens̃oes
de uma malháe nulo, as equações das tens̃oes das fasesabc, do estator e do
rotor, respectivamente expressas em função das outras variáveis de ḿaquina,
são:

.
φabcs=−RsI3iabcs+Vabcs (4.1)
.
φabcr=−Rr I3iabcr+Vabcr, (4.2)

ondeVabc= [Va Vb Vc]
′ é o vetor das tensões de fase,iabc= [ia ib ic]

′ é o vetor
das correntes de fase,φabc = [φa φb φc]

′ é o vetor dos fluxos resultantes de
cada fase, eRs eRr são resist̂encias constantes do estator e do rotor, respecti-
vamente. Os sub-ı́ndicess e r indicam, respectivamente, variáveis do estator
e do rotor.

As grandezas da Equação (4.2) est̃ao referenciadas ao circuito do es-
tator, atrav́es da relaç̃ao de transformaçãoksr dada por:

ksr =
Ns

Nr

∼= Ṽs

Ṽr
, (4.3)

ondeNs e Nr são o ńumero de espiras equivalentes do estator e do rotor, res-
pectivamente, enquanto queṼs eṼr são os valores ḿedios quadŕaticos (RMS)1

das tens̃oes por fase do estator e do rotor, respectivamente.
As grandezas do circuito do rotor (sub-ı́ndice rr ), referenciadas ao

circuito do estator, estão dadas por:

iabcr =
1

ksr
iabcrr (4.4)

Vabcr = ksrVabcrr (4.5)

φabcr = ksrφabcrr (4.6)

Rr = k2
srRrr , (4.7)

1Do inglês,Root Mean Square.
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As varíaveis da Equaç̃ao (4.1) est̃ao referenciadas a um sistema de
coordenadas fixo ao estator, denominado sistema estacionário, sendo sua ve-
locidade de rotaç̃ao nula. As varíaveis da Equaç̃ao (4.2) est̃ao referenciadas a
um sistema de coordenadas fixo ao rotor, cuja velocidade de rotaç̃ao corres-
pondeà velocidade elétricaωr do rotor.

4.2.2 Din̂amica meĉanica

Para completar o modelo,é necesśario representar a dinâmica do mo-
vimento do rotor da ḿaquina de induç̃ao, queé dada pelo balanço entre as
pot̂encias eĺetrica e meĉanica, apresentada a seguir:

Jm
.

ωm +Bmωm+ τc = τe, (4.8)

onde:
τe - conjugado2 eletromagńetico;
τc - conjugado de carga;
Jm - momento de ińercia do sistema (motor e carga);
Bm - coeficiente de atrito viscoso;
ωm - velocidade angular mecânica do rotor;
e a relaç̃ao entre a velocidade elétricaωr e a velocidade mecânicaωm, que
depende do ńumero de pares de polosp da ḿaquina,́e dada por:

ωr = p ωm. (4.9)

O torque eletromagńetico é obtido a partir da energia armazenada no
campo magńetico das bobinas equivalentes do estator e do rotor, e pode ser
escrito como (HAFFNER, 1998):

τe =−p Lm (iabcs× iabcr) , (4.10)

e aplicando a definiç̃ao de produto vetorial entreiabcse iabcr, podemos repre-
sentar (4.10) como

τe =−p Lm i′abcs

⎡
⎢⎣

senϕr sen
(
ϕr +

2π
3

)
sen
(
ϕr +

4π
3

)

sen
(
ϕr +

4π
3

)
senϕr sen

(
ϕr +

2π
3

)

sen
(
ϕr +

2π
3

)
sen
(
ϕr +

4π
3

)
senϕr

⎤
⎥⎦ iabcr,

(4.11)

2Tamb́em conhecido como torque.
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onde ϕr representa a posição angular de uma fase do rotor em relação à
mesma fase do estator eé mostrado na Figura 13.

4.3 Sistemas de Coordenadas - Transformação αβ0

O equacionamento do motor pode ser escrito diretamente com base
em um sistema de coordenadas trifásico, como em (4.1) e (4.2). Entretanto,
de forma a simplificar o modelo, a representação é normalmente feita em
coordenadas bifásicas.

Para viabilizar as conexões entre os blocos motor e inversor, são
necesśarias transformaç̃oes de coordenadas que realizam a conversão de
bifásico para trif́asico, e vice-versa, adaptando o equacionamento do motor
(bifásico) ao modelo do inversor, que emprega um sistema de coordenadas
trif ásico (BARBI, 1985).

As transformaç̃oes tradicionalmente usadas para realizar essa
mudança de coordenadas são a transformaç̃ao de Clarke ou a transformação
αβ0. Neste trabalho será utilizada e detalhada apenas a transformaçãoαβ0
e esta escolha se deve apenasà coincid̂encia nos sentidos dos eixos de coor-
denadas com relaçãoà transformaç̃ao de Park que será apresentada na Seção
4.4.1. A transformaç̃ao de Clarkée apenas uma representação alternativa
da transformaç̃ao αβ0, diferindo desta apenas na orientação de seus eixos
cartesianos, e pode ser encontrada em (BARBI, 1985) e (FERREIRA, 2004).

A transformaç̃ao αβ0 realiza uma mudança do sistema de coorde-
nadas trif́asico para bif́asico, caracterizando-se por preservar a amplitude, a
freqüência e o ńumero de ṕolos. A express̃ao mateḿatica do conjugado da
máquina, entretanto, necessita ser corrigida devido a diminuição do ńumero
de fases.

Definindo-se: fabc, como a grandeza vetorialf , representada no sis-
tema de coordenadas trifásico, referenciado ao sistema do estator ou do rotor,
e fαβ0, como a mesma grandeza vetorialf , representada no sistema de coor-
denadas bif́asicoαβ0, no mesmo sistema referencial3, dadas por:

fabc=
[

fa fb fc
]′

(4.12)

fαβ0 =
[

fα fβ f0
]′
. (4.13)

O efeito espacial da transformação pode ser observado na Figura 14.

3Note que com esta transformação as varíaveis do estator e do rotor ainda não ficam referen-
ciadas ao mesmo sistema de coordenadas. Istoé feito na Seç̃ao 4.4.
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Pode-se notar ainda que esse sistema se caracteriza por possuir o eixoβ adi-
antado em relaç̃ao ao eixoα (BARBI, 1985).

Figura 14: Transformaçãoαβ0.

A matriz Kαβ0, que realiza a transformação de coordenadas trifásicas
para coordenadasαβ0, é dada pela Equação (4.14).

fαβ0 = Kαβ0 fabc, (4.14)

onde

Kαβ0 =
2
3

⎡
⎢⎢⎣

1 −1
2 −1

2

0
√

3
2 −

√
3

2
1
2

1
2

1
2

⎤
⎥⎥⎦ . (4.15)

A Equaç̃ao (4.16) correspondèa transformaç̃ao inversa deαβ0, reali-
zando a mudança do sistema de coordenadas bifásico para trif́asico.

fabc= K−1
αβ0 fαβ0, (4.16)

onde

K−1
αβ0 =

⎡
⎢⎢⎣

1 0 1

−1
2

√
3

2 1

−1
2 −

√
3

2 1

⎤
⎥⎥⎦ . (4.17)

A coordenada f0 é chamada de seqüência zero eé nula em
alimentaç̃oes trif́asicas balanceadas, como será considerado neste traba-
lho, portanto, por conveniência, as grandezas podem ser representadas
apenas comofαβ , ou seja, sem essa componente.
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As duas primeiras linhas da matrizKαβ0 em (4.15) s̃ao obtidas dire-
tamente a partir da transformação planar de sistema trifásico para bif́asico.
A terceira linhaé inserida de forma a possibilitar a inversão da matrizKαβ0,
necesśaria ao equacionamento do motor. O termo constante 2/3 em (4.15)
é definido de forma a assegurar uma transformação de amplitude constante
(HAFFNER, 1998).

4.4 Sistemas de Referência

O equacionamento do motor de indução pode ser escrito tomando-se
por base tr̂es referenciais inerciais diferentes, que são denominados (HAFF-

NER, 1998):

∙ sistema de referência estaciońario (todas as grandezas referenciadas ao
eixo fixo do estator);

∙ sistema de referência ḿovel (todas as grandezas referenciadas ao eixo
móvel do rotor);

∙ sistema de referência śıncrono (todas as grandezas referenciadas ao
campo girante do estator).

A mudança entre os sistemas de referênciaé realizada por interḿedio
da transformaç̃ao de Park (BARBI, 1985). A transformaç̃ao é composta por
matrizes de mudança de base especı́ficas para o estator e para o rotor.

4.4.1 Transformaç̃ao generalizada de Park

Sejam f x
dq0s e f x

dq0r , genericamente, as variáveis do estator e do rotor,
em um sistema de referência arbitŕario “x”, como por exemplo a corrente do
estator,ixdq0s.

Como pode ser observado na Figura 15,ϕx é o ângulo formado entre
as varíaveis do estator,f dq0s , e a representação das mesmas no sistema de
coordenadas “x”, dada por f x

dq0s. A diferença(ϕx−ϕr) é o ângulo formado
entre as varíaveis do rotor,fdq0r , e sua representação f x

dq0r .
Na Figura 15, s̃ao representados o eixo de coordenadas arbitrário “x”,

o eixo do estator “s” e o eixo do rotor “r”, que se move com velocidadeωr

em relaç̃ao ao eixo do estator.
A transformaç̃ao de Parḱe realizada no estator e no rotor, conforme

as Equaç̃oes (4.18) e (4.19), respectivamente, através das matrizes (4.20) e
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Figura 15: Transformação de Park para um sistema de referência arbitŕario
“x” aplicadas̀as varíaveis do estator e do rotor.

(4.21).

f x
dq0s = Tx

s fαβ0s (4.18)

f x
dq0r = Tx

r fαβ0r (4.19)

Tx
s =

⎡
⎣

cos(ϕx) −sen(ϕx) 0
sen(ϕx) cos(ϕx) 0

0 0 1

⎤
⎦ (4.20)

Tx
r =

⎡
⎣

cos(ϕx−ϕr) −sen(ϕx−ϕr) 0
sen(ϕx−ϕr) cos(ϕx−ϕr) 0

0 0 1

⎤
⎦ . (4.21)

4.4.2 Sistema de referência estaciońario

O sistema de referência estaciońario emprega o eixo do estator como
refer̂encia. Osângulosϕx e (ϕx−ϕr) podem ser identificados através de
comparaç̃ao com a Figura 15, onde agora o eixo “x” se sobrep̃oe ao eixo “s”,
e portanto,

ϕx = 0. (4.22)

Utilizando (4.22) em (4.20) e (4.21), particularizamos a transformada
de Park para este caso como:

f e
dq0s = Te

s fαβ0s (4.23)

f e
dq0r = Te

r fαβ0r . (4.24)
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As matrizesTe
s e Te

r realizam a mudança de referencial das variáveis
do estator e do rotor, respectivamente, para o sistema de refer̂encia esta-
cionário. Como a transformadaαβ0 colocavafαβ0s já referenciada ao es-
tator, ent̃aoTe

s é uma matriz identidade ef e
dq0s é igualà fαβ0s, como pode ser

facilmente verificado através das Equaç̃oes (4.18) e (4.20).

4.4.3 Sistema de referência ḿovel

Neste caso, o sistemaé referenciado ao rotor eϕx é dado por:

ϕx = ϕr . (4.25)

Utilizando (4.25) em (4.20) e (4.21), particularizamos a transformada
de Park para este caso como:

f r
dq0s = Tr

s fαβ0s (4.26)

f r
dq0r = Tr

r fαβ0r . (4.27)

As matrizesTr
s e Tr

r realizam a mudança de referencial das variáveis
do estator e do rotor, respectivamente, para o sistema de refer̂encia ḿovel.
Como a transformadaαβ0 colocavafαβ0r já referenciada ao rotor, entãoTr

r
é uma matriz identidade ef r

dq0r = fαβ0r , como pode ser facilmente verificado
atrav́es das Equaç̃oes (4.19) e (4.21).

4.4.4 Sistema de referência śıncrono

O sistema śıncrono possui como referência a velocidade sı́ncrona do
campo girante do estator, representada porωs. A posiç̃ao instant̂anea (ϕs) é
obtida atrav́es da integraç̃ao deωs, ou seja,

ϕs =
∫

ωs dt. (4.28)

Desta forma, observando-se a Figura 15, necessita-se fazer:

ϕx = ϕs. (4.29)

Utilizando (4.29) em (4.20) e (4.21), particularizamos a transformada
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de Park para este caso como:

f s
dq0s = Ts

s fαβ0s (4.30)

f s
dq0r = Ts

r fαβ0r . (4.31)

As matrizesTs
s e Ts

r realizam a mudança de referencial das variáveis
do estator e do rotor, respectivamente, para o sistema de refer̂encia śıncrono.

4.5 Modelo da Máquina em Coordenadas Bif́asicas

Nesta seç̃ao s̃ao apresentados os modelos da máquina de induç̃ao em
coordenadas bifásicas para um sistema de referência geńerico e para todos
os tipos de sistemas de referência mostrados na Seção 4.4. A ḿaquinaé
considerada um sistema trifásico equilibrado e, portanto, a componente 0é
ignorada.

Fisicamente, a ḿaquina siḿetrica trif́asica pode ser transformada em
uma ḿaquina siḿetrica bif́asica equivalente com enrolamentos estatóricos fi-
xos e enrolamentos rotóricos pseudo-estacionários. Esta ḿaquina bif́asica
possui mesma potência meĉanica, mesmo torque, mesma velocidade e mesmo
números de ṕolos, que a ḿaquina trif́asica (KRAUSE; WASYNCZUK; SUDHOFF,
2002). Uma das maiores vantagens da representação bif́asicaé a diminuiç̃ao
do ńumero de equaç̃oes diferenciais do modelo.

4.5.1 Din̂amica eĺetrica

Primeiramente, podemos definir, por simplicidade

κ = 1− L2
m

LsLr
, (4.32)

ondeLs é a indut̂ancia do estator por fase,Lr é a indut̂ancia do rotor por fase
e Lm é a indut̂ancia de magnetização por fase. aplicando a transformação
(4.16) e as tranformações (4.18) e (4.19) em todas as variáveis de fluxo e
tens̃ao das equaç̃oes (4.1) e (4.2), obtemos o modelo do motor de indução em
coordenadas bifásicas e no referencial genéricox apresentado nas Equações



4.5 Modelo da Ḿaquina em Coordenadas Bifásicas 109

(4.33-4.36):

.
φ

x

ds = − Rs

κLs
φ x

ds+ωxφ x
qs+

RsLm

κLsLr
φ x

dr +Vx
ds (4.33)

.
φ

x

qs = − Rs

κLs
φ x

qs−ωxφ x
ds+

RsLm

κLsLr
φ x

qr +Vx
qs (4.34)

.
φ

x

dr = − Rr

κLr
φ x

dr +
RrLm

κLsLr
φ x

ds+(ωx−ωr)φ x
qr +Vx

dr (4.35)

.
φ

x

qr = − Rr

κLr
φ x

qr +
RrLm

κLsLr
φ x

qs− (ωx−ωr)φ x
dr +Vx

qr. (4.36)

A diferença entre as diversas possibilidades de eixos coordenados de re-
ferência est́a caracterizada no termoωx, que varia para cada um dos sistemas
de refer̂encia (FERREIRA, 2004).

O modelo da ḿaquina de induç̃ao pode se apresentar como variáveis
de estado os fluxos ou correntes ou uma mistura de ambos (denominado mo-
delo corrente-fluxo) e a escolha de qual utilizaré normalmente baseada na
sua finalidade (FERREIRA, 2004). O modelo de fluxośe usualmente aplicado
para a estimaç̃ao de varíaveis necessárias ao controle, como o próprio fluxo
e o conjugado (FERREIRA; HAFFNER; PEREIRA, 2000), enquanto o modelo de
corrente-fluxoé comumente usado na simulação da ḿaquina propriamente
dita.

As correntes do estator podem ser obtidas a partir dos fluxos do rotor
utilizando as seguintes expressões:

ixds =
1

κLs

(
φ x

ds−
Lm

Lr
φ x

dr

)
(4.37)

ixqs =
1

κLs

(
φ x

qs−
Lm

Lr
φ x

qr

)
. (4.38)

De forma semelhante, para determinar o valor das correntes do rotor,
podem ser empregadas as seguintes equações:

ixdr =
1
Lr

(φ x
dr −Lmixds) (4.39)

ixqr =
1
Lr

(
φ x

qr −Lmixqs

)
. (4.40)

Substituindo (4.37) e (4.38) nas equações de estado (4.33-4.36), obte-
mos o modelo corrente-fluxo mostrado nas Equações (4.41-4.44), que será o
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modelo utilizado a partir deste ponto.

.
i
x
ds=− 1

κLs

(
L2

mRr

L2
r

+Rs

)
ixds+ωxi

x
qs+

LmRr

κLsL2
r

φ x
dr +

Lm

κLsLr
ωrφ x

qr +
1

κLs
Vx

ds

(4.41)

.
i
x
qs=− 1

κLs

(
L2

mRr

L2
r

+Rs

)
ixqs−ωxi

x
ds+

LmRr

κLsL2
r

φ x
qr −

Lm

κLsLr
ωrφ x

dr +
1

κLs
Vx

qs

(4.42)
.
φ

x

dr =
LmRr

Lr
ixds−

Rr

Lr
φ x

dr +(ωx−ωr)φ x
qr +Vx

dr (4.43)

.
φ

x

qr =
LmRr

Lr
ixqs−

Rr

Lr
φ x

qr − (ωx−ωr)φ x
dr +Vx

qr .

(4.44)

4.5.2 Din̂amica meĉanica

A dinâmica do movimento do rotor em coordenadas bifásicas possui
diferença do caso trifásico apenas na definição do conjugado elétrico. Entre-
tanto, como na definiç̃ao apresentada para a dinâmica eĺetrica na Seç̃ao 4.5.1
é utilizada a velocidade elétrica ωr ao inv́es da velocidade mecânicaωr , é
posśıvel apresentar a dinâmica meĉanica em funç̃ao deωr substituindo (4.9)
em (4.8). Assim,

.
ω r=−Bm

Jm
ωr +

p
Jm

(τe− τc) , (4.45)

onde

τe =
3
2

p
Lm

Lr

(
φ x

dri
x
qs−φ x

qri
x
ds

)
. (4.46)

4.5.3 Modelo em sistema de coordenadas estacionário

Este modelo tem as variáveis de estado senoidais em regime perma-
nente e pode ser obtido fazendo-seωx = 0 nas Equaç̃oes (4.41-4.44). Com
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isso o modelo em coordenadas estacionárias pode ser escrito como

.
i
e
ds=− 1

κLs

(
L2

mRr

L2
r

+Rs

)
ieds+ ieqs+

LmRr

κLsL2
r

φe
dr +

Lm

κLsLr
ωrφe

qr +
1

κLs
Ve

ds

(4.47)

.
i
e
qs=− 1

κLs

(
L2

mRr

L2
r

+Rs

)
ieqs− ieds+

LmRr

κLsL2
r

φe
qr −

Lm

κLsLr
ωrφe

dr +
1

κLs
Ve

qs

(4.48)
.
φ

e

dr =
LmRr

Lr
ieds−

Rr

Lr
φe

dr −ωrφe
qr +Ve

dr (4.49)

.
φ

e

qr =
LmRr

Lr
ieqs−

Rr

Lr
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(4.51)

4.5.4 Modelo em sistema de coordenadas móvel

O modelo da ḿaquina no sistema de coordenadas fixo ao rotor tem
variáveis de estado senoidais em regime permanente, exceto quando o rotor
possuir velocidade angular igualà velocidade do campo girante da máquina,
e pode ser escrito substituindo-seωx = ωr nas Equaç̃oes (4.41-4.44), como

.
i
r
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mRr
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+Rs
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φ r
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(4.52)
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(4.56)
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4.5.5 Modelo em sistema de coordenadas sı́ncrono

O modelo representado em coordenadas sı́ncronas tem as variáveis de
estado constantes em regime permanente, pois o sistema de coordenadas gira
com a velocidade angular igual a do campo girante do estator (ωs). Devido
à essa caracterı́stica, este será o modelo utilizado na formulação da t́ecnica
de chaveamento proposta no Capı́tulo 3 e nas simulaç̃oes. Portanto, fazendo
ωx = ωs nas Equaç̃oes (4.41-4.44), obtemos o modelo sı́ncrono:

.
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(4.57)
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(4.61)

4.6 Acionamento

As máquinas de induç̃ao trifásicas, comóe o caso do sistema em es-
tudo, podem ser conectadosà rede conforme a tensão de linha (ligaç̃ao em
triângulo) ou a tens̃ao de fase da rede (ligação em estrela). Entretanto, com o
proṕosito de controle, o acionamento pode ser realizado através de inversores
com fonte de corrente (CSI)4 ou de tens̃ao (VSI)5. Atualmente, o componente
mais utilizado como chavée o transistor bipolar de porta isolada (IGBT)6.

Uma representação esqueḿatica do inversor de tensão, que está sendo
considerado no decorrer deste trabalho, com carga conectada em estrela,́e
apresentada na Figura 18. A tensão em corrente contı́nua (CC), represen-
tada porVcc, comumente prov́em de uma malha de retificação da tens̃ao em

4Do inglêsCurrent Source Inverter.
5Do inglês,Voltage Source Inverter.
6Do inglês,Insulated Gate Bipolar Transistor.
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corrente alternada (CA) da rede elétrica externa.

Figura 16: Diagrama esquemático do inversor de tensão trifásico.

No caso de uma carga com neutro (n) conectado ao ponto central do
link CC (pontoo), as tens̃oes de fase da cargaVan, Vbn, eVcn, s̃ao as pŕoprias
tens̃oesVao, Vbo, eVco, de sáıda do inversor. Entretanto, quando a cargaé uma
máquina de induç̃ao, usualmente nãoé posśıvel a conex̃ao do terminal neutro
(BOSE, 2002), ent̃ao podemos escrever as seguintes relações:

Vao =Van+Von (4.62)

Vbo =Vbn+Von (4.63)

Vco =Vcn+Von. (4.64)

Levando em consideração que as tensões de carga são balanceadas, ou
seja,Van+Vbn+Vcn = 0, adicionando estas três equaç̃oes obt́em-se

Von =
1
3
(Vao+Vbo+Vco) . (4.65)

Al ém do mais, substituindo (4.65) em (4.62), (4.63), e (4.64),respec-
tivamente, obt́em-se a seguinte representação matricial da relaç̃ao entre as
tens̃oes de fase da carga e as tensões de sáıda do inversor

⎡
⎣

Van

Vbn

Vcn

⎤
⎦=

1
3

⎡
⎣

2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

⎤
⎦
⎡
⎣

Vao

Vbo

Vco

⎤
⎦ . (4.66)

Existem v́arias estrat́egias de chaveamento para o inversor de tensão.
A Seç̃ao 4.6.1 a seguir apresenta resumidamente a operação utilizando PWM
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baseado em portadora (CB-PWM)7, apenas com o objetivo de ilustração do
funcionamento do inversor. Mais detalhes sobre a operação do inversor po-
dem ser encontrados em (BARBI; MARTINS, 2005), (ANAYA-LARA et al. , 2009) e
(HOLTZ, 1992).

4.6.1 Inversor de tens̃ao com PWM baseado em portadora

Figura 17: Formas de onda do inversor de tensão com CB-PWM.

Esteé o PWM cĺassico onde um sinal de referência,Vre f , que varia
senoidalmente,́e comparado com uma onda portadora de forma triangular
com freqûencia fixa,Vtri , para criar o padrão de chaveamento (posição das

7Do inglês,Carrier-Based PWM.
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chavesS1, . . . ,S7). Considerando o inversor trifásico da Figura 18 com as
formas de onda de referência para cada fase,Vre f

a , Vre f
b eVre f

c , mostradas na

Figura 17, ent̃aoS1 tem estado “fechado” quandoVre f
a >Vtri . S4 tem estado

“fechado” quandoVre f
a <Vtri . Em geral:

S1=

{
1 Vre f

a >Vtri

0 Vre f
a <Vtri

(4.67)

S4=

{
1 Vre f

a <Vtri

0 Vre f
a >Vtri

, (4.68)

onde “1” denota a chave no estado “fechado” e “0” no estado “aberto”.
Nas fasesb e c, as chavesS2 eS3 seguem a mesma lógica queS1, e

as chavesS5 eS6 seguem a mesma lógica queS4. Podemos notar em (4.67),
queS1 eS4 s̃ao complementares, assim comoS2 comS5 eS3 comS6.

Sempre que uma chave comandada do grupo positivo (S1, S2 e S3)
estiver em conduç̃ao, a tens̃ao de sáıda da fase correspondenteà essa chave
seŕa+Vcc/2 em relaç̃aoà refer̂enciao. E sempre que uma chave comandada
do grupo negativo (S4, S5 e S6) estiver em condução, a tens̃ao de sáıda da
fase correspondenteà essa chave será−Vcc/2 em relaç̃aoà refer̂enciao.

Na Figura 17,Vao, Vbo e Vco são os valores das saı́das do inversor e
Van é a tens̃ao de fase aplicada em uma carga trifásica balanceada conec-
tada em estrela com neutro não conectado ée obtida a partir de (4.66). Por
convenîencia, as formas de onda deVbn eVcn foram omitidas, mas possuem
formato semelhante com defasagem de 120∘ e 240∘, respectivamente.

4.7 Modelo da Comutaç̃ao

O modelo do motor de indução apresentado anteriormente possui
como entrada as tensões no estator e/ou do rotor. Essas tensões possuem
valores constantes para cada uma das seqüências de operação do inversor.
Assim podemos dizer que, para cada configuração das chaves do inversor,
existe um modelo para o sistema.

Recordando que as chavesS1, . . . ,S6 de um mesmo ramo da Figura
18 s̃ao complementares, o modelo comutado do inversor de tensão pode ser
simplificado de forma que exista somente uma chave por ramo, como repre-
sentado na Figura 18.



116 4 Modelagem de sistemas inversor-máquina

Figura 18: Modelo da comutação do inversor.

No modelo simplificado do inversor a relação entre as tensões8 de fase
da ḿaquinaVa, Vb, Vc e as tens̃oes de sáıda do inversorU j , provenientes de
cada chavesj , é expressa por:

⎡
⎣

Va

Vb

Vc

⎤
⎦

i

=
1
3

⎡
⎣

2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

⎤
⎦
⎡
⎣

U1

U2

U3

⎤
⎦

i

, (4.69)

onde o sub-́ındice i denota a dependência dos vetores com relação ao modo
de operaç̃ao, e

U j = Vccu j ( j = 1,2,3) (4.70)

u j =

{
1
0

chavesj na posiç̃ao 1
chavesj na posiç̃ao 2

. (4.71)

Note que as chavess1, s2 e s3, da Figura 18, comutam entre duas
posiç̃oes diferentes cada (não mais as posiç̃oes “aberta” e “fechada” como
em S1, . . . ,S6), e com isso tem-se 23 modos posśıveis. Todos os modos de
operaç̃ao est̃ao relacionados na Tabela 2.

Calculando as tensões de fase em (4.69) para os modos 7 e 8, também
conhecidos por modos de operação “roda livre”, obt́em-seVa =Vb =Vc = 0
e pode-se concluir que estes modos são redundantes entre si.

8Estas tens̃oes s̃ao entre a fase e o neutron, como visto na Figura 18. Por conveniência, o
sub-́ındicen seŕa omitido a partir deste ponto.
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Modo i u1 u2 u3

1 1 0 0
2 1 1 0
3 0 1 0
4 0 1 1
5 0 0 1
6 1 0 1
7 1 1 1
8 0 0 0

Tabela 2: Definiç̃ao da posiç̃ao das chaves do inversor em todos os modos
posśıveis.

4.8 Topologias Usuais do Sistema Inversor-Ḿaquina

Esta seç̃ao tem como objetivo ilustrar algumas das diversas topologias
de conex̃ao dos elementos do sistema inversor-máquina tanto para operação
desta como motor quanto gerador.

A topologia mais usual de conexão utilizada no acionamento e con-
trole do motor de induç̃ao com rotoŕe mostrada na Figura 19.

Figura 19: Configuraç̃ao comum para motores de indução com rotor em gai-
ola.

Esta topologiáe utilizada para motor de indução com rotor em gai-
ola. Este tipo de rotor possui as vantagens de não necessitar de anéis cole-
tores (componentes caros e sensı́veis), o que o permite operar em ambientes
mais agressivos, e também sua construção é muito mais simples e rápida. A
diferença principal para o motor com rotor bobinadoé que neste o rotoré usu-
almente conectadòa um reostato de partida (COTRIM, 1992). Estée inserido
para aumentar a resistência rot́orica e assim aumentar o torque de partida, re-
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sultado em uma partida mais suave. Dada a partida, retiram-se as resist̂encias
e se coloca o rotor em curto-circuito.

As principais configuraç̃oes de conex̃ao para os geradores de indução
e inversores utilizadas em turbinas de vento também podem ser divididas nos
dois tipos: com rotor em gaiola e rotor bobinado. Topologiasde outros ti-
pos de ḿaquinas utilizadas na geração éolica, aĺem da ḿaquina de induç̃ao,
podem ser encontradas com mais detalhes em (MARQUES et al., 2003).

Figura 20: Configuraç̃ao comum para o DFIG usual.

O sistema de geração éolica mostrado na Figura 20 consiste de um
gerador de induç̃ao de dupla excitação (DFIG), onde o estatoré diretamente
conectadòa rede e o rotoŕe conectadòa rede atrav́es de um conversorback-
to-back, composto de dois VSIs. Normalmente, o VSI do lado do rotor regula
o torque eletromagńetico e fornece parte da potência reativa para manter a
magnetizaç̃ao da ḿaquina. Por outro lado, o VSI do lado da rede elétrica
regula a tens̃ao dolink CC (MARQUES et al., 2003).

O sistema da Figura 21 mostra um DFIG totalmente controlado,com
a transmiss̃ao feita a partir dolink CC. Este tipo de sistema permite o controle
das tens̃oes e freqûencias do rotor e do estator, disponibilizando uma flexibi-
lidade no controle maior que o DFIG convencional da Figura 20. Além disso,
com a transmiss̃ao em CC,é considerado melhor para grandes distâncias,
como na instalaç̃ao de turbinas em mar aberto com ligação à terra firme por
meio de cabos submarinos (HOFMANN; OKAFOR, 2001). Como desvantagem,
sua estrutura de conversoré mais complexa e sua tecnologiaé recente, e por-
tanto menos amadurecida.

O outro tipo de sistema, chamado de gerador de indução com rotor em
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Figura 21: Configuraç̃ao comum para o DFIG totalmente controlado.

Figura 22: Configuraç̃ao comum para o SCIG.

gaiola (SCIG)9, é mostrado na Figura 22. Neste esquema, o estatoré conec-
tadoà rede atrav́es de dois VSIs interconectados por umlink CC. O sistema
de controle do VSI do lado do estator regula o torque eletromagnético e supre
a pot̂encia reativa para manter a máquina magnetizada, enquanto o do outro
lado regula as potências ativas e reativas entreguesà rede e regulam a tensão
do link CC. Suas principais vantagens são as mesmas apresentadas para o
caso do motor com rotor em gaiola. Como desvantagens, podem ser citadas
a maior complexidade da técnica de controle, cuja performance depende do
bom conhecimento dos parâmetros da ḿaquina que variam de acordo com a
temperatura e frequência, e do dimensionamento de um conversor back-to-

9Do inglês,Squirrel Cage Induction Generator
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back que suporte uma maior potência, pois este, além de servir de caminho
para a pot̂encia gerada, deve suprir a magnetização da ḿaquina (MARQUES et

al., 2003).

4.9 Consideraç̃oes Finais do Caṕıtulo

Este caṕıtulo apresentou a modelagem trifásica da ḿaquina de induç̃ao
de forma geńerica, com rotor bobinado ou rotor em gaiola, e em seguida fo-
ram apresentados modelos bifásicos e as respectivas transformações de coor-
denadas envolvidas. Dentre os modelos bifásicos, o mais interessante para a
formulaç̃ao que seŕa apresentada no Capı́tulo 3 é o śıncrono, pois este pos-
sui as varíaveis de estado constantes em regime permanente, o que facilita a
caracterizaç̃ao de pontos de equilı́brio do sistema.

Foi apresentado também a modelagem matemática do inversor de
tens̃ao, e como este tem variáveis trif́asicas, percebe-se a importância de se
conhecer as transformações entre coordenadas trifásicas e bif́asicas, aĺem do
fato de estas simplificarem o conjunto de equações da ḿaquina. Isso porque
o sistema completo a ser controladoé dado pelo conjunto inversor-máquina
(trif ásico-bif́asico, respectivamente).

No fim do caṕıtulo foram apresentadas algumas topologias possı́veis
para o sistema inversor-máquina. Com isso,́e posśıvel perceber uma dificul-
dade adicional para a formulação de leis de chaveamento para a máquina de
induç̃ao operando como gerador. Isso se deve principalmente ao fato de se-
rem utilizados normalmente dois inversores de tensão e ter conex̃aoà rede que
tamb́em precisa ser modelada. A modelagem da rede pode ser simplificada
aproximando-a como uma impedância altamente indutiva em série com uma
fonte trifásica ideal, comóe feito em (TARNOWSKI, 2006).Outra diferençáe
a necessidade de modelagem da turbina eólica, que pode ser encontrada em
(TARNOWSKI; REGINATTO, 2007) e (LEI et al., 2006), e a dificuldade de que algu-
mas varíaveis controladas no caso do gerador apresentam relações intŕınsecas
entre śı.

Outro ponto a ser observado no modelo do sistemaé o grande ńumero
de ñao linearidades. Mesmo para a máquina em coordenadas bifásicas
śıncronas das Equações (4.57-4.61), percebe-se várias bilinearidades, como
a multiplicaç̃ao entre varíaveis de estado e entre estas e a variávelωs, que por
sua vez pode ser dependente dos estados também, de acordo com a técnica de
controle utilizada, comóe o caso da formulação que seŕa vista no Caṕıtulo 5.
Al ém do mais, a utilizaç̃ao do inversor acrescenta a caracterı́stica de variaç̃ao
estrutural ao modelo, o que pode ser visto como outro tipo de não linearidade.
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5 PROPOSTA DE FORMULAÇÃO DE CHAVEAMENTO PARA
SISTEMAS INVERSOR-M ÁQUINA

5.1 Introdução

Este caṕıtulo apresenta uma proposta de formulação da t́ecnica de
chaveamento descrita no Capı́tulo 3 para aplicaç̃ao nos sistemas inversor-
máquina, mostrados no Capı́tulo 4. Um caso particular de ḿaquinaé tra-
tado: o motor de induç̃ao com rotor em gaiola com modelo em coordenadas
bifásicas śıncronas.

Primeiramentée apresentada uma maneira particular de se representar
todas as din̂amicas existentes no sistema. Com o objetivo de seguimento de
refer̂encias, o erro do sistemáe considerado. Por fim são apresentadas as
LMIs de chaveamento, incluindo condições de modos deslizantes estáveis, a
maneira de resolução das LMIs e a estrutura de controle.

Vale ressaltar desde já que para este caso ainda não foi encontrada
uma soluç̃ao para o problema e, portanto, mais estudos a partir do que será
apresentado são necesśarios.

5.2 Modelo utilizado do sistema

A formulaç̃ao da t́ecnica de chaveamento para a máquina de induç̃ao
seŕa baseada no modelo bifásico em coordenadas sı́ncronas, apresentado na
Seç̃ao 4.5.5. Esta escolháe motivada pelo fato de este modelo possuir
as varíaveis de estado constantes em regime permanente, o que viabiliza a
formulaç̃ao em LMI que seŕa apresentada na sequência. Como o projeto será
feito para uma ḿaquina com rotor em gaiola, as tensões do rotor serão des-
consideradas, pois neste casoVs

dr =Vs
qr = 0.

Para simplificar a apresentação, podemos redefinir o vetor de variáveis
de estado da ḿaquina como

x=
[

x1 x2 x3 x4 x5
]′
≜
[

isds isqs φ s
dr φ s

qr ωr
]′
, (5.1)
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e as seguintes constantes1 da ḿaquina:

a0 =
1

κLs
, a1 = a0

(
L2

mRr

L2
r

+Rs

)
, a2 = a0

LmRr

L2
r

,

a3 = a0
Lm

Lr
, a4 =

Rr

Lr
, a5 =

LmRr

Lr
, (5.2)

a6 =
Bm

Jm
, a7 =

p
Jm

, a8 = a7
3
2

p
Lm

Lr
.

Com isso, podemos escrever o modelo da máquina apresentado nas
Equaç̃oes (4.57-4.61), como

.
x1 = −a1x1 +ωsx2 +a2x3 +a3x5x4 +a0V

s
ds.

x2 = −ωsx1 −a1x2 −a3x5x3 +a2x4 +a0V
s
qs

.
x3 = a5x1 −a4x3 +(ωs−x5)x4
.
x4 = a5x2 − (ωs−x5)x3 −a4x4
.
x5 = a8x2x3 −a8x1x4 −a6x5 −a7τc, (5.3)

que pode ser reescrito na representação de espaços de estados, evitando deixar
os fluxos (x3 e x4, normalmente ñao mensuŕaveis para este tipo de máquina)
na matriz de din̂amica para ñao necessitar de considerá-los em um politopo,
como: .

x= A(x,ωs)x+B Vs
dqs+Tc, (5.4)

onde

A(x,ωs) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

−a1 ωs a2 a3x5 0
−ωs −a1 −a3x5 a2 0
a5 0 −a4 ωs−x5 0
0 a5 −(ωs−x5) −a4 0
0 0 a8x2 −a8x1 −a6

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
,

1Supostas constantes aqui, entretanto podem variar em função do desgaste, da saturação, da
temperatura e da frequência de operação da ḿaquina (TOLIYAT; LEVI; RAINA , 2003).
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B=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

a0 0
0 a0

0 0
0 0
0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

, Vs
dqs=

[
Vs

ds
Vs

qs

]
, Tc =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0
0
0
0

−a7τc

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
.

5.3 Transformações entre inversor e ḿaquina

A partir do modelo definido na Seção 5.2, temos que as tensões de
entrada da ḿaquina est̃ao representadas no sistema bifásico com referencial
śıncrono e na Seção 4.7é apresentado o modelo comutado do inversor, que
tem a tens̃ao de sáıda trifásica. Por isso,́e necesśario incluir na formulaç̃ao as
transformaç̃oesαβ0 e de Park para referencial sı́ncrono, como indicado na
Figura 23.

Figura 23: Transformaç̃oes requeridas para as tensões de fase entre inversor
e máquina.

As tens̃oes de alimentação da ḿaquina (ou de saı́da do inversor) po-
dem ser expressas em coordenadasαβ0 aplicando (4.14). Como a ḿaquina
est́a sendo considerada um sistema trifásico equilibrado, a componente 0é
ignorada, resultando em

[
Vαsi

Vβsi

]
=

2
3

[
0 −

√
3

2

√
3

2
1 −1

2 −1
2

]⎡
⎣

Vas

Vbs

Vcs

⎤
⎦

i

, (5.5)
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que pode ser reescrita em função das posiç̃oes das chaves, como mostrado na
Seç̃ao 4.7, substituindo (4.69) em (5.5):

[
Vαsi

Vβsi

]
=

2
3

Vcc

[
0 −

√
3

2

√
3

2
1 −1

2 −1
2

]⎡
⎣

u1

u2

u3

⎤
⎦

i

. (5.6)

A transformaç̃ao de Parḱe dada por (4.30), com a seguinte matriz de
transformaç̃aoTs

s (desconsiderando a componente 0):

Ts
s =

[
cos(ϕs) −sen(ϕs)
sen(ϕs) cos(ϕs)

]
. (5.7)

Por conta das propriedades de convexidade necessáriasà formulaç̃ao
LMI do problema, definimos as variáveis auxiliares

z1 = sen(ϕs) (5.8)

z2 = cos(ϕs) , (5.9)

e ent̃ao o bloco da transformação de Park da Figura 23 pode ser descrito, a
partir de (4.30), como

[
Vs

dsi
Vs

qsi

]
=

[
z2 z1

−z1 z2

][
Vαsi

Vβsi

]
, (5.10)

e, aṕos algumas manipulações alǵebricas,́e posśıvel reescrever (5.10) como
(5.11), de modo a isolarz1 ez2 no vetorz, colocandoVαsi eVβsi na matrizVi .

[
Vs

dsi
Vs

qsi

]

︸ ︷︷ ︸
Vs

dqsi

=

[
Vβsi Vαsi

−Vαsi Vβsi

]

︸ ︷︷ ︸
Vi

[
z1

z2

]

︸ ︷︷ ︸
z

. (5.11)

Deste ponto em diante,Vi , i ∈ M concentra toda a informação que
difere para cada modo.

Notando-se ainda que

.
sen(ϕs) =

.
ϕs cos(ϕs) (5.12)

.
cos(ϕs) = − .

ϕs sen(ϕs) , (5.13)
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a din̂amica do vetorz é dada por

.
z=W (ωs)z, (5.14)

onde

W (ωs) =

[
0 ωs

−ωs 0

]
. (5.15)

Um último ponto importantèa respeito das variáveis emz é que, de-
vido à sua definiç̃ao de estrutura em (5.8), a seguinte restrição b́asica da geo-
metria semprée satisfeita

z2
1+z2

2 = 1 ∀ϕs. (5.16)

5.4 Determinaç̃ao da frequência śıncrona

As formas de onda das tensões de entrada requeridas ao controle pos-
suem duas propriedades fundamentais: amplitude e frequência. A geraç̃ao da
amplitudeé dada pelo chaveamento do inversor, como apresentado na Sec¸ão
5.3 e a freqûencia dessas tensõesé incorporada através da transformação de
Park, como visto na Figura 23. Como o modelo considerado está no referen-
cial śıncrono,é necesśario determinar o valor da frequência śıncronaωs.

Baseado na técnica de controle escalar usual com escorregamento con-
trolado (FITZGERALD C. KINGSLEY, 2006), a freqûencia śıncronaωs seŕa deter-
minada a partir da adição entre a velocidade elétrica do rotorx5 e a freqûencia
de escorregamento estimadaω̂sl, ou seja,

ωs = x5+ ω̂sl, (5.17)

e a raz̃ao desta escolháe que qualquer variação na cargaτc introduziŕa um
erro emωr . Quandoωr (x5) é adicionadàa ω̂sl (que ficou com seu valor
incorreto aṕos a variaç̃ao) para a obtenção da velocidade do campo girante,
seus erros se anulam e obtém-se o valor correto deωs (JACOBINA et al., 2003).

A diferença com o trabalho apresentado em (JACOBINA et al., 2003)
est́a na freqûencia de escorregamento, que será estimada neste caso a partir
de uma din̂amica Proporcional-Integral (PI) para o erro de velocidade, forma
comumente encontrada na literatura e não baseada em controle adaptativo
como em (JACOBINA et al., 2003). Seŕa considerada aqui uma dinâmica integral
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com ganho ajustávelgI , escrita como:

.
ω̂sl= gI (x̄5−x5) , (5.18)

ondex̄5 representa a referência desejada para a velocidade no equilı́brio.

5.5 Erro do sistema aumentado para equilı́brios conhecidos

Nas Seç̃oes 5.2, 5.3 e 5.4, foram apresentadas as dinâmicas refe-
rentes ao motor de indução, às transformaç̃oes de coordenadas envolvidas
e à geraç̃ao da freqûencia śıncrona. Juntas, essas dinâmicas formam a
representaç̃ao completa do conjunto acionamento-sistema, então podemos
escrever o estado aumentado completo como:

xa =

⎡
⎣

x
z

ω̂sl

⎤
⎦ . (5.19)

Devido à escolha das variáveis de estadox como em (5.1), pode ser
visto que o ponto de equilı́brio x igual a 0 representa a máquina parada. Por
este motivo, a formulaç̃ao apresentada nesta seção tem como objetivo o segui-
mento de refer̂encia dos estados com relação à um valor constante desejado,
considerado conhecido2, x̄a. Este equiĺıbrio de refer̂enciaé dado por

x̄a =

⎡
⎣

x̄
z̄

ω̄sl

⎤
⎦ , (5.20)

onde x̄ são valores de equilı́brio desejados (escolhidos) para os estados do
motor, eω̄sl é conseqûencia dos valores de equilı́brio dex5 e ωs na Equaç̃ao
(5.17).

O termoz̄ pode ser encontrado substituindo os valores de equilı́brio
das tens̃oesVs

dqsi na Equaç̃ao (5.11), como mostrado na Equação (5.21) a se-
guir. Como em equilı́brio os valores deVs

dqsi são constantes, mesmo havendo
chaveamento, óındicei pode ser ignorado.

z̄=V−1
i V̄s

dqs. (5.21)

Portanto, o vetor de erro de seguimento de referência para o sistema

2Essa suposiç̃aoé válida enquantoτc tiver valor fixo.
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aumentado pode ser escrito como

ea = xa− x̄a, (5.22)

onde

ea =

⎡
⎣

ex

ez

ew

⎤
⎦ , (5.23)

e ent̃ao, a partir das Equações (5.19) e (5.20), os erros de cada subsistema são

ex = x− x̄ (5.24)

ez = z−V−1
i V̄s

dqs (5.25)

ew = ω̂sl − ω̄sl. (5.26)

Note quez são senoidais. Em regime permanente,é esperado que o chavea-
mento do termo (V−1

i V̄s
dqs) aproxime-se de uma forma senoidal.

A dinâmica do erro aumentadoé dada pelas din̂amicas (5.4), (5.14) e
(5.18), de cada subsistema, ou seja,

.
ea=

⎡
⎢⎣

.
x.
z.

ω̂sl

⎤
⎥⎦=

⎡
⎣

A(x,ωs)x+B Vs
dqsi+Tc

W (ωs)z
gI (x̄5−x5)

⎤
⎦ . (5.27)

O termoVs
dqsi agora est́a representado com oı́ndice i, pois da Seç̃ao 5.3 sa-

bemos que a tensão de entrada será proveniente de um elemento chaveado, e
pode ser reescrito usando a Equação (5.11). Ent̃ao,

.
ea=

⎡
⎣

A(x,ωs)x+B Viz+Tc

W (ωs)z
gI (x̄5−x5)

⎤
⎦ . (5.28)

Como os estados considerados agora são os do vetorea, o sistema deve
ser todo reescrito em função destes. Considere, então, as matrizes auxiliares
Cj , tais que

Cjx= x j j ∈ {1, . . . ,5}. (5.29)

Com isso, podemos reescrever
.
ea substituindo os elementos dexa por

ea usando a Equação (5.24), e para o caso deωs usando tamb́em a Equaç̃ao
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(5.17). Portanto,

.
ea=

⎡
⎣

A(ex,ew) .(ex+ x̄)+B Viez+BV̄s
dqs+Tc

W (ex,ew)ez+W (ex,ew)V
−1
i V̄s

dqs
−gIC5ex

⎤
⎦ , (5.30)

onde

A(ex,ew) = A(x,ωs)
∣∣∣∣
x=ex+x̄ , ωs=C5ex+C5x̄+ew+ω̄sl

(5.31)

W (ex,ew) = W (ωs)
∣∣∣∣
ωs=C5ex+C5x̄+ew+ω̄sl

. (5.32)

Observando queA(ex,ew) eW (ex,ew) são afins no erro, podemos se-
parar as componentes3 usando a seguinte notação:

A(ex,ew) = Ã1ex+ Ã2ew+ Ā (5.33)

W (ex,ew) = W̃1ex+W̃2ew+W̄. (5.34)

A partir disso podemos reescrever
.
ea separando os termos lineares (e bilinea-

res4) da parte constante, da seguinte forma:

.
ea= Fi (ex,ew)ea+Hi (x̄a,τ) , (5.35)

onde

Fi (ex,ew)=

⎡
⎣

Ã1ex+ Ã2ew+ Ā+ Ã1x̄ B Vi Ã2x̄
W̃1 V−1

i V̄s
dqs W̃1ex+W̃2ew+W̄ W̃2 V−1

i V̄s
dqs

−gIC5 01×2 0

⎤
⎦ ,

i ∈ {1, ...,6} (5.36)

Hi (x̄a,τ) =

⎡
⎣

Ā x̄+B V̄s
dqs+Tc

W̄ V−1
i V̄s

dqs
0

⎤
⎦ , i ∈ {1, ...,6} . (5.37)

ComoFi eHi dependem deV−1
i , torna-séutil calcular esta matriz para

3As matrizes apresentadas nas Equações (5.33-5.34) podem ser encontradas no Apêndice B.
4O termoFi (ex,ew)ea possui elementos bilineares, porém a matrizFi (ex,ew) isoladaé afim

emex eew.
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cada modo e avaliar seé inverśıvel. A partir da definiç̃ao em (5.11),Vi é dado
por

V−1
i =

1

V2
α i +V2

β i

[
Vβ i −Vα i

Vα i Vβ i

]
, (5.38)

e o valor de cada termo presente na Equação (5.38)́e mostrado na Tabela 3.

Modo i u1 u2 u3 Vα i Vβ i V2
α i +V2

β i

1 1 0 0 0 2
3Vcc

(
2
3Vcc

)2

2 1 1 0 −
√

3
3 Vcc

1
3Vcc

(
2
3Vcc

)2

3 0 1 0 −
√

3
3 Vcc −1

3Vcc
(

2
3Vcc

)2

4 0 1 1 0 −2
3Vcc

(
2
3Vcc

)2

5 0 0 1
√

3
3 Vcc −1

3Vcc
(

2
3Vcc

)2

6 1 0 1
√

3
3 Vcc

1
3Vcc

(
2
3Vcc

)2

7 1 1 1 0 0 0
8 0 0 0 0 0 0

Tabela 3: Valores dos termos deV−1
i para os modosi ∈ {1, . . . ,8}

A partir deste ponto o modo 8 será desconsiderado, por ser equivalente
ao 7, como visto na Tabela 3, com isso temos que o conjunto dos modos a ser
considerado nesta formulaçãoé um subconjunto do total de modos possı́veis
e é dado porM = {1, . . . ,m} comm= 7.

Na Tabela 3, pode-se notar queV2
α i +V2

β i =
(

2
3Vcc

)2
, ∀i ∕= {7,8}. Para

os modos 7 e 8 este termoé nulo, o que tornaV−1
i não inverśıvel, portanto as

matrizesFi (ex,ew) eHi (x̄a,τ) indicadas em (5.36) e (5.37) não podem existir
nestes modos, pois o termoV−1

i aparece na din̂amica deez. O que ocorre
é que nos modos em roda-livre a tensão aplicadàa máquinaé zero (valor
constante), e como a dinâmica dez caracteriza o comportamento senoidal da
tens̃ao de entrada, a dinâmica deez não causa influencia alguma na entrada,
qualquer que seja, ou seja, a ¯zneste modóe arbitŕario (livre).

Partindo da premissa anterior, pode-se escolher ¯z= z, e portantoez =
0. Consequentemente,

.
ez= 0, ent̃ao a segunda linha das matrizesFi (ex,ew)

e Hi (x̄a,τ) para o modo 7 s̃ao anuladas, eliminando o problema da não
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exist̂encia deV−1
7 , o que resulta nas seguintes matrizes para este modo:

F7 (ex,ew) =

⎡
⎣

Ã1ex+ Ã2ew+ Ā+ Ã1x̄ 05×2 Ã2x̄
02×5 02×2 02×1

−gIC5 01×2 0

⎤
⎦ (5.39)

H7 (x̄a,τ) =

⎡
⎣

Ā x̄+B V̄s
dqs+Tc

02×1

0

⎤
⎦ . (5.40)

5.6 Projeto da lei de chaveamento

Para o projeto da lei de chaveamento será considerada inicialmente
a mediç̃ao completa do estados e uma função de Lyapunov dependente do
erro e diferente para cada modo, com a estrutura a seguir, como proposto em
(TROFINO et al., 2009) e discutido na Seção 3.2:

vi (ea (t)) = e′aPiea+2S′iea. (5.41)

O termo 2S′iea acrescenta graus de liberdadeà funç̃ao de Lyapunov, o
que pode facilitar a busca de solução, e a Equaç̃ao (5.41) pode ser reescrita
de forma matricial como:

vi =

[
ea

1

]′ [
Pi Si

S′i 0

][
ea

1

]
. (5.42)

A derivada temporal da função de Lyapunov́e

.
vi (ea (t)) = 2e′aPi

.
ea +2S′i

.
ea, (5.43)

e, utilizando a Equaç̃ao (5.35) e considerando quePi e Si são matrizes cons-
tantes em cada modo, esta pode ser reescrita como

.
vi=

[
ea

1

]′ [ F ′
i Pi +PiFi PiHi +S′iFi

(PiHi +S′iFi)
′ 2S′iHi

][
ea

1

]
. (5.44)

Para completar as definições necessárias, lembre-se que existe um aco-
plamento entre as variáveisz1 e z2, o que restringe seus valores possı́veis
simulataneamente ée dado por (5.16). Note que podemos reescrever esta
restriç̃ao em funç̃ao da varíavelez usando (5.25), e em seguida em função do
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vetor [ea,1]col, quadraticamente, da seguinte forma:

[
ea

1

]′
Cvi

[
ea

1

]
= 0, (5.45)

onde

Cvi =

⎡
⎢⎢⎢⎣

05×5 05×2 05×1 05×1

02×5 I2 02×1 V−1
i V̄s

dqs
01×5 01×2 0 0

01×5

(
V−1

i V̄s
dqs

)′
0 V̄s

dqs
′ V̄s

dqs−1

⎤
⎥⎥⎥⎦ . (5.46)

A partir das definiç̃oes apresentadas, as LMIs da condição de decai-
mento exponencial da Equação (3.22), como no Teorema 3.1, para o caso do
motor ficam dadas por

[
F ′

i Pi +PiFi PiHi +F ′
i Si

(PiHi +F ′
i Si)

′ 2S′iHi

]
+αi

[
Pi Si

S′i 0

]

+LaiNa+N′
aL′

ai +βiCvi < 0

∀xa ∈ Xa i = 1, . . . ,6, (5.47)

[
F ′

7P7+P7F7 P7H7+F ′
7S7

(P7H7+F ′
7S7)

′ 2S′7H7

]
+α7

[
P7 S7

S′7 0

]

+La7Na+N′
aL′

a7+LzCz+C′
zL

′
z < 0

∀xa ∈ Xa, (5.48)

ondeXa é o politopo considerado eNa define5 os anuladores para as não
linearidadesex eew presentes emFi (ex,ew), isto é

Na (ex,ew)

[
ea

1

]
= 0, (5.49)

e sua inserç̃ao na condiç̃ao (3.22), utilizando o Lema de Finsler mostrado na
Seç̃ao 2.2.2.4, proporciona graus de liberdade a mais na busca desoluç̃ao para
a LMI (5.47). A inserç̃ao da restriç̃ao (5.45) sobrez tamb́em foi feita usando
o Lema de Finsler comβ podendo ser diferente para cada modo, por isso a

5A estrutura deNa é dada no Ap̂endice B.



1325 Proposta de formulaç̃ao de chaveamento para sistemas inversor-máquina

denominaç̃aoβi , e para cada v́ertice.
Por fim, na LMI exclusiva do modo 7 em (5.47), não h́a a necessi-

dade de se inserir a restrição (5.45), poisz est́a sendo desconsiderado, masé
posśıvel a adiç̃ao de graus de liberdade, também pelo Lema de Finsler, con-
siderando a restrição

Cz

[
ea

1

]
= 0,

Cz =
[

02×5 I2×2 02×1 02×1
] (5.50)

Observaç̃ao 5.6.1 Pode-se observar que, como as LMIs em (5.47) de cada
modo s̃ao independentes entre si, podemos fazer com que as variáveis de
escalonamento de Finsler, Lai e Lbi, sejam diferentes em cada modo. Obvia-
mente issóe menos conservador do que se essas variáveis fossem fixas (iguais
em todos os modos). □

5.7 Condiç̃oes de modos deslizantes para o motor

Como visto na Seç̃ao 3.2.1, para equilı́brio chaveado deve existir uma
combinaç̃ao convexa deHi tal que∑m

i=1Hi θ̄i = 0. Isto implica em

Āx̄+BV̄s
dqs+Tc = 0 (não depende dos modos), (5.51)

6

∑
i=1

H̃i θ̄i + H̃7θ̄7 = 0 (depende dos modos), (5.52)

ondeH̃i = W̄V−1
i V̄s

dqs, i = {1, ...,6}, de (5.36) e (5.37), ẽH7 = 0 da definiç̃ao
(5.39). Ent̃ao, é esperado que (5.51) se anule com os estados atingindo seu
devido equiĺıbrio. Entretanto, desenvolvendo (5.52) temos que

W̄

(
6

∑
i=1

V−1
i θ̄i

)
V̄s

dqs= 0. (5.53)

Na Equaç̃ao (5.53), pode-se notar que para que o equilı́brio seja
atingido e independa das próprias condiç̃oes de equilı́brio do sistema,(
W̄ eV̄s

dqs

)
, devemos ter

6

∑
i=1

V−1
i θ̄i = 0, (5.54)
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que depende da combinação dos valores deV−1
i entre dois ou mais modos.

Podemos observar pela Tabela 3 que a condição

∑
i∈Φk

[
Vβ i −Vα i

Vα i Vβ i

]
= 0, (5.55)

é atendida para as seguintes combinações dos modos de operação: {1,4},
{2,5} e {3,6}. Neste caso, será considerado que o problema apresente três
superf́ıcies (nk = 3) nas quais o modo deslizante ocorrerá entre tr̂es modos
(ms = 3):

Φ1 = {1,4,7} (5.56)

Φ2 = {2,5,7} (5.57)

Φ3 = {3,6,7} (5.58)

ondeΦk, k = 1, ...,3, define cada uma das três superf́ıcies em que ocorre
modo deslizante. Pode-se ter a condição (5.54) satisfeita em equilı́brio para
cada um desses subconjuntos de modos em modo deslizante bastando fazer
com que o valor dēθi seja o mesmo para os três modos. Como deve-se ter
satisfeita a condiç̃ao∑i∈Φk

θi = 1, tem-se

θ̄i =
1
3
, ∀i ∈ Φk, k= 1, ...,3. (5.59)

Portanto,

∑
i∈Φk

θiV
−1
i =

(
2
3

Vcc

)−2

∑
i∈Φk

[
Vβ i −Vα i

Vα i Vβ i

]
θi = 02. (5.60)

Como feito na Seç̃ao 3.2.1, analise a seguinte relação:

vσ (ea) := max
i∈M

{vi} ≥ max
i∈Φk

{vi} ≥ vs(ea) , (5.61)

sendo:
vs(ea) := ∑

i∈Φk

θ̃ivi = e′aQskea, (5.62)
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onde, portanto,
Qsk= ∑

i∈Φk

Pi θ̃i ,

0= ∑
i∈Φk

Si θ̃i .
(5.63)

Considerando este caso particular comθ̃i = θ̄i = 1/3, e com o exposto
em (5.60), as condiç̃oes para a positividade da função de Lyapunov (vσ > 0)
são feitas como em (3.14), e então ficam

vσ = max
i∈M

{vi} ≥ max
i∈Φ1

{vi} ≥ θ̃1v1+ θ̃4v4+ θ̃7v7

= e′a

(
P1+P4+P7

3

)
ea, (5.64)

vσ = max
i∈M

{vi} ≥ max
i∈Φ2

{vi} ≥ θ̃2v2+ θ̃5v5+ θ̃7v7

= e′a

(
P2+P5+P7

3

)
ea, (5.65)

vσ = max
i∈M

{vi} ≥ max
i∈Φ3

{vi} ≥ θ̃3v3+ θ̃6v6+ θ̃7v7

= e′a

(
P3+P6+P7

3

)
ea, (5.66)

e as Equaç̃oes (5.64-5.66) resultam nas seguintes LMIs, respectivamente:

Φ1 :

{
P1+P4+P7 > 0
S1+S4+S7 = 0

, (5.67)

Φ2 :

{
P2+P5+P7 > 0
S2+S5+S7 = 0

, (5.68)

Φ3 :

{
P3+P6+P7 > 0
S3+S6+S7 = 0

. (5.69)

De acordo com o Teorema 3.1, apresentado na Seção 3.2.1, em mo-
dos deslizantes deve ser satisfeita a condição dada pelo seguinte problema de
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otimizaç̃ao:

min γ :
Ψk (Θ)+ℵs < 0, i ∈ Φk, k= 1,2,3, Θ ∈ ∆, (5.70)

ondeΨk representa a condição (3.23) reescrita de forma generalizada para
múltiplas superf́ıcies de deslizamento, de acordo com a Observação 3.2.3,
como:

Ψk=

⎡
⎣

QskAskΘk+AskΘ′
kQsk+βkPs

(
Θk− Θ̄

)
QskHsk+βs Ssk+L1Cl C′

s
(QskHsk+βs Ssk+L1Cl )

′ −γH ′
sk Hsk+L2Cl +C′

l L
′
2 01×ns

Cs 0ns×1 −γ Ins

⎤
⎦

(5.71)
e

ℵs =

⎡
⎣

MiNb+N′
bM′

i N′
bN′

i 0
NiNb 0 0

0 0 0

⎤
⎦ , (5.72)

ondeMi , Ni , i ∈ Φk são matrizes de escalonamento a serem determinadas,

Ask= [Fi ]
ms
lin , i ∈ Φk,

Hsk= [Hi ]
ms
lin , i ∈ Φk,

Psk= [Pi ]
ms
lin , i ∈ Φk,

Ssk= [Si ]
ms
lin , i ∈ Φk,

Θk = [θi ]
ms
lin , i ∈ Φk,

eNb é o anulador definido por6

Nb (ex,ew)ea = 0. (5.73)

Note que o politopo deΘ é definido pelosimplex∆. Para este caso do motor onde são
consideradosms = 3 modos em cada superfı́cie de deslizamento e portantoΘ ∈ ℝ

3,
o simplextem apenas 3 v́ertices (e ñao 23 como em um politopo usual), como repre-
sentado pelo triângulo na Figura 24 e pode ser descrito como o envoltório convexo de
seus v́ertices da seguinte forma:

∆ = Co

⎧
⎨
⎩

1
0
0

0
1
0

0
0
1

⎫
⎬
⎭ .

6A estrutura deNb é dada no Ap̂endice B.
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Figura 24: Representação gŕafica do simplex∆ para o caso ondems = 3.

5.8 Resoluç̃ao das LMIs

Atualmente existem diversos pacotes computacionais disponı́veis para a
soluç̃ao de problemas LMI, entretanto a maior parteé de caŕater comercial. Na
soluç̃ao dos problemas LMI deste trabalho foram utilizados dois pacotes compu-
tacionais: SeDuMi (STURM, 2001) e/ou SDPT3 (TOH; TODD; TÜTÜNCÜ, 1996),
ambosfreeware. Foi utilizado tamb́em o parser YALMIP ( LÖFBERG, 2008), que
é um toolbox distribúıdo gratuitamente para MatLabR⃝ e permite ao usúario a
soluç̃ao e modelagem dos problemas de modo intuitivo, possibilitando um
rápido desenvolvimento e uso em conjunto com a maioria dos solucionadores
existentes.

Com relaç̃aoà resoluç̃ao7 das LMIs, podemos observar alguns pontos
importantes. Resolver essas LMIs para∀xa∈Xa significa resolver simultane-
amente essa LMI nos vértices deXa, conforme foi explicado na Seção 2.2.3.
Como o sistema aumentado possui 8 variáveis de estado, mas a formulação
foi feita de tal forma a evitar que os fluxos do rotor (x3 e x4) e as varíaveis
da transformaç̃ao de Park (z1 e z2) precisassem ser considerados no politopo,
restam 4 estados emXa, portanto este possui 24 vértices. O politopoXa

foi escolhido atrav́es de uma simulação do motor do induç̃ao sendo acionado
por inversor de tensão com a modulaç̃ao PWM apresentada na Seção 4.6.1.
Dessa simulaç̃ao foram extráıdos os valores ḿınimos e ḿaximos das variáveis
de estado do motor, com os quais se formam os vertices deXa.

A soluç̃ao das LMIśe uma questão defactibilidadee est́a relacionada
principalmente ao ńumero de restriç̃oes impostas ao problema e aos graus de
liberdade acrescentados (utilizando os anuladores, por exemplo). Portanto,

7Os dados nominais da máquina e o politopo considerado podem ser encontrados no
Apêndice A.
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um aspecto relevante na busca de solução das LMIs diz respeitòa dimens̃ao
da LMI final, queé obtida ao se resolver todas as LMIs simultaneamente para
todoi = 1, . . . ,6 em todos os v́ertices deXa e para todoθi ∈ [0,1] : ∑ms

i∈Φk
θi .

Para quantificar esse fato, podemos obter o número de LMIs que devem ser
resolvidas: 1 LMI para cada um dos 7 modos e dos 16 vértices deXa em
(5.47), mais as 6 LMIs presentes em (5.67-5.69), e ainda a LMI(5.70) nos 3
conjuntos de modosΦk, k= 1...3, em modos deslizantes, nos 16 vértices de
Xa e nos 3 v́ertices deΘ do simplex∆. Isso resulta em um total de 262 LMIs
a serem resolvidas. Caso deseje-se testar as condições localmente na origem,
antes de expandir o politopo, tem-se 22 LMIs.

De fato, a dificuldade em se encontrar solução nuḿerica para as LMIs
não est́a diretamente relacionada ao número de LMIs, mas sim ao nı́vel de
restritividade e conservadorismo impostos por elas. Para exemplificar, supo-
nha as LMIs

P−a< 0 (5.74)

P−b< 0 (5.75)

P−c> 0 (5.76)

ondeP é uma varíavel de busca ea, b e c são constantes positivas. Suponha
quea< b e note que, neste caso, a LMI (5.75) não faz diferença no problema,
pois estaŕa satisfeita sempre que (5.74) estiver satisfeita. Agora veja a partir
das LMIs (5.74) e (5.76) que a solução P est́a compreendida no intervalo
c < P < a, ent̃ao quanto mais próximos um do outro estiverem os valores
de a e c, menor o intervalo possı́vel de soluç̃oes, i.e. o problemaé muito
restritivo. Para concluir,́e fácil perceber que sec> a, já ñao existe soluç̃ao
com apenas estas duas LMIs. Entretanto, as LMIs do motor são de dif́ıcil
ańalise e portanto ñao podemos tirar conclusões quantòa restritividade, e com
o grande ńumero de LMIs a probabilidade de o problema ser mais restritivo é
maior.

5.9 Estrutura do Sistema de Controle

Na Figura 25é mostrada a representação em diagrama de blocos da
estrutura de controle via chaveamento aplicada ao motor de induç̃ao, como
descrito no decorrer deste capı́tulo. Nesta figura, a região tracejada delimita
o sistema f́ısico a ser controlado e o exterior desta região é composto pela
lógica de comutaç̃ao empregada e outras definições necessárias.

Partindo do bloco do sistema, tem-se as saı́das que s̃ao as correntes do
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Figura 25: Estrutura do controle chaveado aplicado ao motorde induç̃ao com
inversor trif́asico.

estator, fluxos do rotor e velocidade do rotor, e como as duas primeiras s̃ao
trif ásicas, precisam ser transformadas para o referencial sı́ncrono, e com isso
obt́em-se os estados,x. As varíaveis de sáıda da ḿaquina podem ser medidas
ou estimadas, o quée usual para os fluxos em máquinas com rotor em gai-
ola. Estimadores de fluxo podem ser encontrados em (SALMASI; NAJAFABADI;

MARALANI , 2010), (HAFFNER, 1998).
A partir dos estadosx, s̃ao gerados os valores instantâneos das demais

variáveis de estado:z e ω̂sl. Isto é feito utilizando-se as dinâmicas dadas
pelas Equaç̃oes (5.14) e (5.18), respectivamente. Então, obt́em-se o vetor de
estados aumentadosxa, que por sua veźe comparadòas refer̂encias desejadas
x̄a, produzindo os valores instantâneos do vetor de errosea.

Um requisito para o funcionamento desta estrutura de controle é en-
contrar soluç̃ao para as LMIs de projeto do chaveamento. A solução das LMIs
é feita em modooffline, ou seja,̀a parte da estrutura de controle, e os coefici-
entesPi eSi da funç̃ao de Lyapunov (5.41) são armazenados e então utilizados
para o ćalculo devi para todos os modosi = 1, . . . ,7 no sistema de controle
apresentado. Os valores devi são comparados, e oı́ndice do modo da função
de maior valor determina o modo atual,σ . Casoσ seja o mesmo da iteração
anterior, ñao ocorre chaveamento. Conhecidoσ , é utilizada a Tabela 2 para
determinar o vetor de comando das posições das chaves do inversoru, queé
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definido como

u=

⎡
⎣

u1

u2

u3

⎤
⎦ (5.77)

e é aplicado ao inversor, chaveando-o, se necessário. A partir do chavea-
mento,é gerada uma tensão trifásicaVabcσ para o modo atual e estaé aplicada
ao motor de induç̃ao, reiniciando o ciclo.

5.10 Consideraç̃oes Finais do Caṕıtulo

Neste caṕıtulo foi apresentada uma proposta de formulação para o pro-
blema de controle da ḿaquina de induç̃ao com seguimento de referência uti-
lizando LMIs, iniciando-se pelos conceitos necessários para a formulação do
mesmo. No caso, a ḿaquina considerada opera como motor e tem rotor em
gaiola. Formulaç̃oes semelhantes poderiam ser desenvolvidas para o caso do
gerador e de ḿaquina com rotor bobinado.

Para os casos não formulados, citados acima, as mudanças fundamen-
tais seriam: a diferença entre o modelo com rotor bobinado eo rotor em
gaiola, as diferenças entre as topologias de posicionamento do(s) inversor(es)
no sistema, a din̂amica escolhida para geração deωs e o objetivo de controle
(regulaç̃ao de velocidade ou maximização da pot̂encia gerada, como exem-
plos).

Com relaç̃ao aos resultados da resolução das LMIs, foi encontrada
soluç̃ao quando consideradas as LMIs (5.67-5.69), de positividade devσ (x),
e (5.47), de negatividade de

.
vσ . Entretanto, foi constatado que apenas isso

nãoé o suficiente para a operação desejada do sistema, o que pode indicar que
realmente existe a necessidade de considerar a estabilizac¸ão das din̂amicas em
modo deslizante. Entretanto, quando acrescentada a LMI de modo deslizante
est́avel, proposta em (5.70), ao conjunto de LMIs a ser testado, oproblema
deixa de ser factı́vel, mesmo quando as condições s̃ao testadas localmente na
origem.

Ainda quanto ao modo deslizante, a forma com que este deve sercon-
siderado nas LMIs permanece uma questão em aberto. Além da hiṕotese
apresentada na Seção 5.7, pode existir a necessidade de se considerar to-
dos os seis modos em modo deslizante simultaneamente ou entre cada modo
i ∈ {1, ...,6} e o modo 7, por exemplo. Ñaoé trivial concluir qual caso seria
mais geral ou até mesmo menos restritivo.

Uma outra formulaç̃ao buscando o controle chaveado de motores de
induç̃ao por LMIs, pode ser encontrada em (COUTINHO, 2006), onde o sistema
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considerado estava em coordenadasαβ0, a funç̃ao de Lyapunov eráunica,i.e.
a mesma para todos os modos, e eram tratadas apenas as condições de posi-
tividade desta e negatividade de sua derivada. Não haviam ainda condições
de estabilidade em modos deslizantes, os pacotes computacionais existen-
tes eram menos eficientes, e não foi encontrada solução em politopo para
aquela formulaç̃ao proposta. Vale mencionar que na presente dissertação, a
formulaç̃ao tem v́arias das caracterı́sticas indicadas como trabalhos futuros
em (COUTINHO, 2006).

Como o problema formulado para o motor de indução neste capı́tulo
não apresentou solução, uma possibilidadée a reduç̃ao do conservadorismo
utilizando as ideias apresentadas no Capı́tulo 2. Como principais vantagens,
a representação do sistema ñao linear da ḿaquina pela forma (2.39), para
explorar o potencial de se utilizar funções de Lyapunov mais complexas do
que a definida em (3.10), e a possibilidade de redução do ńumero de LMIs
com o Coroĺario 2.4.
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6 CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS

Neste trabalho foram apresentadas condições para estabilidade de sis-
temas ñao lineares racionais e incertos e uma proposta de formulação de uma
técnica de chaveamento aplicadaàs ḿaquinas de induç̃ao.

No Caṕıtulo 2 foram apresentadas condições para estabilidade as-
sintótica de sistemas não lineares racionais e incertos e contém as principais
contribuiç̃oes deste trabalho. A técnicaé baseada em uma representação al-
ternativa diferencial-alǵebrica para o sistema que permite reescrever vários
tipos de problemas não lineares em uma forma afim que pode ser tratada por
LMIs. Com isso, pode ser considerada uma função de Lyapunov racional e
dependente de parâmetros incertos. Foram apresentadas as condições de es-
tabilidade local (na origem) e em seguida esta foi estendidapara considerar
uma regĩao do espaço de estados e também para estabilidade global. Com
relaç̃aoà estabilidade regional politópica foram considerados dois casos: um
conjunto convexo e um conjunto não convexo (unĩao de politopos) de esta-
dos iniciais. Foi proposta também uma maneira de se evitar a abordagem
politópica. Finalmente, a efetividade da técnica foi ilustrada através de exem-
plos nuḿericos diversos, demonstrando o potencial para futura aplicaç̃ao em
controle chaveado de sistemas não lineares, como a ḿaquina de induç̃ao.

No Caṕıtulo 3 foi descrita uma técnica de chaveamento cujo objetivo
é a estabilidade e o seguimento de referência de sistemas comutados. Esta
técnicaé baseada em funções de Lyapunov quadráticas diferentes para cada
modo de operaç̃ao e as garantias de estabilidade se dão pela positividade e
decrescimento da função de Lyapunov comutada (a função do modo ativo
no instante considerado), inclusive na ocorrência de modos deslizantes. As
condiç̃oes de modos deslizantes estáveis foram definidas de forma geral o
suficiente para considerar a ocorrência de superfı́cies de deslizamento entre
vários modos simultaneamente. Ao final, foi demonstrada a utilização da
técnica pela resolução de um exemplo simples: o controle chaveado do con-
versorBuck.

O Caṕıtulo 4 tratou de discutir o primeiro passo para a criação de uma
técnica de controle para máquinas de induç̃ao: a determinaç̃ao dos modelos
que representam este sistema. Devido ao fato de a máquina ser trif́asica, fo-
ram apresentadas as transformações que possibilitam a representação desta
em uma forma bif́asica equivalente, cujo sistema de coordenadas gira com
uma freqûencia arbitŕaria em relaç̃ao ao modelo trif́asico. Outro ponto im-
portante apresentadoé que, aĺem do modelo da ḿaquina,é necesśaria a mo-
delagem de toda a topologia do sistema de acionamento da máquina. Esta
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topologiaé basicamente a configuração das ligaç̃oes inversor-ḿaquina e a
carga (ou a turbina e a rede de distribuição, se for o caso).

O Caṕıtulo 5 foi dedicadòa formulaç̃ao LMI de uma t́ecnica de cha-
veamento com aplicaçãoà um caso especı́fico de ḿaquina: motor de indução
com rotor em gaiola com sistema de coordenadas sı́ncrono. As formulaç̃oes
para os demais casos tendem a ser mais complicadas por causa de suas to-
pologias como visto na Seção 4.8, portantóe interessante buscar a solução
do caso mais simples antes de confrontar os demais. A técnica apresentada
é baseada em funções de Lyapunov, diferentes para cada modo de operação,
e busca levar em conta a ocorrência de modos deslizantes entre modos es-
pećıficos. Com essa consideração ñao foi posśıvel encontrar soluç̃ao fact́ıvel
para o problema. Desta forma, até o momento ñaoé posśıvel estabelecer uma
conclus̃ao sobre a aplicabilidade do método em motores de indução.

Uma das ideias principais deste trabalho era a aplicação da t́ecnica
de chaveamento do Capı́tulo 3 nas ḿaquinas de induç̃ao. A ideiaé determi-
nar uma funç̃ao de Lyapunov, com uma dada estrutura para cada modo de
operaç̃ao do sistema, em que se baseia uma lei de chaveamento com o ob-
jetivo de levar o sistema para um ponto de referência dado mesmo com a
ocorr̂encia de modos deslizantes.É not́avel a dificuldade de formulação LMI
de uma t́ecnica de chaveamento para a máquina de induç̃ao, devido ao seu
grande ńumero de ñao linearidades e de parâmetros incertos e, além disso, a
necessidade de se encontrar uma solução que satisfaça a maior região posśıvel
do espaço de estados, ou no mı́nimo a faixa de operação da ḿaquina.

Pelos motivos comentados acima foram apresentados os estudos que
resultaram na teoria mostrada no Capı́tulo 2, que lida com todos estes proble-
mas, preparando o caminho para aplicação futura desta no caso da máquina.
Al ém do mais, esta teoria de estabilidade de sistemas não lineares permite
considerar uma função de Lyapunov muito mais complexa do que a utilizada
na formulaç̃ao do Caṕıtulo 3, aumentando portanto as chances de se encon-
trar uma soluç̃ao fact́ıvel. O problema do grande número de LMIs no projeto
do motor tamb́em pode ser reduzido se evitar a abordagem politópica, como
proposto no Caṕıtulo 2.

O contéudo do Caṕıtulo 2 desta dissertação tamb́em resultou no docu-
mento (TROFINO; DEZUO, ), atualmente em fase de submissão aoInternatio-
nal Journal of Robust and Nonlinear Control. Durante o curso de mestrado
tamb́em realizei estudos, baseados em LMIs, dedicadosà evitar chaveamento
de freqûencia infinita,à evitar modos deslizantes e projetar técnicas de con-
trole por comutaç̃ao entre din̂amicas de controle diferentes aplicadoà sis-
temas que podem ser comutados ou não. Pretendo continuar estes e outros
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trabalhos durante o curso de doutorado.
Como perspectivas de trabalhos futuros, podem ser indicadas:

∙ criar estrat́egias de controle utilizando as condições de estabilidade de
sistemas ñao lineares apresentadas no Capı́tulo 2;

∙ expandir as t́ecnicas de controle do item anterior para sistemas comu-
tados e aplicar̀a máquina de induç̃ao;

∙ tratar par̂ametros da ḿaquina como incertos, os estadosx3 e x4 (flu-
xos do rotor) como ñao mensuŕaveis utilizando observadores e os
equiĺıbrios incertos e desconhecidos utilizando filtroswashout;

∙ investigar e resolver o problema dos modos deslizantes na máquina;

∙ criar formulaç̃oes para as outras topologias do sistema inversor-
máquina.

∙ incluir condiç̃oes para restringir a frequência de chaveamento máxima.
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radores éolicos com geradores de indução de dupla alimentação vi-
sando o despacho de potência. In:Proc. 10th Simposyum of Specialists
in Electric Operational and Expantion Planning - X SEPOPE. Flo-
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APÊNDICE A – DADOS DE SIMULAÇ ÃO

Os par̂ametros e valores nominais do motor, adotados nos estudos de
simulaç̃ao, foram extráıdos de (SPILLER; HAFFNER; PEREIRA, 2002) e se en-
contram listados abaixo, juntamente com valores de referência e dos limites
do politopo dos estados:

Pot̂encia de entrada
Resist̂encia do estator (Rs)
Resist̂encia do rotor (Rr )
Indut̂ancia pŕopria do estator (Ls)
Indut̂ancia pŕopria do rotor (Lr )
Indut̂ancia ḿutua estator-rotor (Lm)
Momento de ińercia (Jm)
Coeficiente de atrito (Bm)
Número de pares de pólos (p)
Tens̃ao DC do inversor (Vcc)
Ganho do integral do PI (gI )
Conjugado de carga (τc)

Refer̂encias de seguimento

Politopo (Xa)

0.375 kW
14.5 Ω
15.6 Ω
0.7199 H
0.7199 H
0.6738 H
7.6×10−4 kg.m2

10−5 N.m.s/rad
2
300 V
0.001
0

⎧
⎨
⎩

x̄1 = 0.55 A
x̄2 = 0.03 A

x̄3 = 0.37 Wb

x̄4 = 0.02 Wb

x̄5 = 377 rad/s

V̄s
ds= 37 V

V̄s
qs= 144.5 V

ω̄sl = 3.77 rad/s

⎧
⎨
⎩

x min
1 = 0, x max

1 = 1
x min

2 = 0, x max
2 = 1

x min
5 = 0, x max

5 = 400

ω̂ min
sl = 3.77, ω̂ max

sl = 18.85
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APÊNDICE B – MATRIZES UTILIZADAS NA FORMULAÇ ÃO
PROPOSTA PARA O MOTOR

Abaixo se encontram as matrizes ocultadas na formulação por ñao ha-
ver necessidade de seu conhecimento para entendimento desta. Lembrando
queCjx= x j , j ∈ {1, . . . ,5}, as matrizes s̃ao:

Ã1 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0 C5 0 a3C5 0
−C5 0 −a3C5 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 a8C2 −a8C1 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

Ã2 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0 0
−1 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

Ā=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

−a1 C5x̄+ ω̄sl a2 a3C5x̄ 0
−C5x̄− ω̄sl −a1 −a3C5x̄ a2 0

a5 0 −a4 ω̄sl 0
0 a5 −ω̄sl −a4 0
0 0 a8C2x̄ −a8C1x̄ −a6

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

W̃1 =

[
0 C5

−C5 0

]

W̃2 =

[
0 1
−1 0

]

W̄ =

[
0 C5x̄+ ω̄sl

−C5x̄− ω̄sl 0

]



156Apêndice B – Matrizes utilizadas na formulação proposta para o motor

Na (ex,ew) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ewC1 01×2 −C1ex 0
ewC2 01×2 −C2ex 0
ewC5 01×2 −C5ex 0
C1 01×2 0 −C1ex

C2 01×2 0 −C2ex

C5 01×2 0 −C5ex

01×5 01×2 1 −ew

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Nb (ex,ew) =

⎡
⎣

ewC1 01×2 −C1ex

ewC2 01×2 −C2ex

ewC5 01×2 −C5ex

⎤
⎦


