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2. Introducéo.

No século XVII se inicia o estudo de EquacGes Diferenciais Parciais com a cria¢do
do calculo diferencial e integral, a partir dai, desenvolveu-se no século XVIII varias area de
aplicacdes das equacdes diferenciais parciais, uma delas foi motivada por d’Alembert ¢ D.
Bernouilli que obtiveram uma equacdo diferencial parcial que expressa a vibragdo em uma
corda, a onda, assim estabelecendo os pilares fundamentais da analise matematica.

D’Bernouilli em 1753 obteve a solu¢ao de uma equagao de uma corda vibrante.

ugt = Z[Crsen(k%t) +D, co{kTﬂtﬂsen(kTﬂ x)
k>1

Deste modo se deram 0s primeiros passos no estabelecimento de um método
classico na resolucdo de uma EDP: 0 método de separacao de variaveis de Fourier.

Cabe levantar porque este método ganha o nome de J. Fourier e ndo de D.
Bernouilli, isso aconteceu porque J. Fourier no trabalho sobre equacBes do calor
estabeleceu completamente os passos para sua resolugdo, enquanto D. Bernouilli resolveu
intuitivamente, pois em seu tempo ndo havia claramente as noc¢des de funcdes.

Sendo assim, as aplicacGes descobertas no século XVIII sdo utilizadas ate os dias
atuais, umas dessas aplicacdes é utilizada na barreira de Tamésis em Londres que com as
inundagdes constantes, construiram uma barreira contra as aguas, sendo necessario a

previsdo das mares e tormentas, assim desenvolvendo o calculo das EDP’s, ainda temos o

crescimento na dptica geométrica que deduz a vibragdo de uma onda em R?, tendo como

exemplo um “tambor” essa deducao ¢ um comparativo para a previsao de terremotos.



Levantamos ainda neste trabalho a questdo do desenvolvimento de simulagdes
numericas, hoje com o avanco nas &reas tecnologicas, obtemos uma grande poténcia de
calculo, e entramos no seguinte paradoxo: podemos simplesmente confiar em nosso
crescente capacidade de calculo e de simula¢fes numéricas?

N&o é facil responder essa pergunta, para responder com clareza é necessario
realizar uma analise matematica rigorosa nos esquemas numericos implantados no
problema em questdo. Assim veremos esta questdo mais a fundo no capitulo de simulacdes
numéricas e ainda algumas aproximacoes.

Por Gltimos observaremos as perspectivas futuras da teoria do controle,
aonde esta esta sendo aplicada e qual suas perspectivas, algumas das areas aplicadas s&o:
robotica, estruturas espaciais, sistemas energético, controle de combustdo, controle de

fluidos entre outros.



3.Conceitos Basicos

Em nossos capitulos estaremos estudando diversos tipos de equacgdes diferenciais parciais
(EDP), que sdo assim chamadas pois sdo equacfes que contém derivadas parciais, isto €, a
variavel dependente deve ser uma funcdo de duas ou mais varidveis independentes, pois,

caso contrario nao haveria derivadas parciais. Por exemplo:
o U+2x0,u+0,u=4yu (3.1)
du+05u=0 (3.2)
onde Xx,y,z na equagdo (3.1) representam as varidveis independentes, enquanto
u=u(x,Yy,z)a variavel dependente. J& no caso (3.2), u é uma funcdo de duas variaveis,
u=u(x,vy).

Toda equacdo diferencial parcial possui uma ordem, que é estabelecida pela maior

ordem da derivada da funcéo dependente.
2 2 2
ou+ou+o,u=0
A equacdo acima, mais conhecida como equacao de Laplace em trés variaveis, €
um exemplo de equacdo de segunda ordem. Ja a equacao seguinte:
6yo, u+ xayu =u,
é um exemplo de equacdo de primeira ordem.
As equacdes diferenciais parciais além de serem classificadas por sua ordem, também
sdo classificadas como ndo-lineares e lineares. Uma equacdo diferencial parcial linear é
caracterizada pelo fato de que a variavel dependente e suas derivadas estdo no primeiro

grau, e também por ndo ocorrer produto entre a variavel dependente e suas derivadas

parciais.

(0,u)” +20,u=4yu (3.3)



o+ 05U = %atu (3.4)

A equacdo (3.3) é um exemplo de uma equagdo ndo-linear, ja a equacgdo (3.4)
conhecida como equacédo de conducgéo ou difusdo do calor € um caso de equacdo diferencial
parcial linear.

No decorrer de nossos estudos estaremos dando énfase a casos particulares de equacoes
diferenciais parciais lineares que representam fendmenos fisicos, deixando de lado as

equacOes néo-lineares.

Uma equacdo diferencial parcial linear pode ser classificada como homogénea e néo-
homogénea, e 0 que caracteriza esta equacdo ser homogénea é o fato de que cada termo da

equacdo deve conter ou a variavel dependente, ou uma das suas derivadas parciais.

pOU=A0,u+2u (3.5)

A equacdo (3.5) cujo p e A sdo constantes arbitrarias, representa uma equacdo
linear homogénea. Enquanto a equacéo (2.6):

20u=20,u+f(x,y) (3.6)
onde f(x,y) é uma funcdo dada, é uma equacdo linear ndo - homogénea .

E como no caso das equacOes diferenciais ordinarias lineares homogéneas, caso
u,U,,U,...,u, forem n solucdes de uma equacéo diferencial parcial linear homogénea,
entdo uma combinac&o linear destas solugdes

U=Cu, +C,U, +CU, +...+C U,
onde os coeficientes c,,c,,c; ...,C, sdo constantes arbitrarias, tambem é solugéo da mesma

equacdo diferencial. Chamamos este resultado de principio de superposicdo. Mais adiante

demonstraremos este principio.

3.1 PRINCIPAIS EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS

Muitas das equagOes diferenciais que estaremos estudando estardo representando
fendmenos fisicos, mostrando que as leis da fisica podem ser escritas em termos de

equac0es diferenciais parciais.



Algumas destas equagdes sdo as seguintes:

1)-c’Au =0 equacéo da onda .
2) kAu=0u equacao de conducéo ou difuséo do calor .
3) Au=0 equacao de Laplace .

4) Au+Au=0 equacao de Helmholtz .

5) Au= f(x,y,z) equacgéo de Poisson .

6) p’A’u=-0;u €quacéo bi-harmdnica da onda nde A’u = A(Au).

7) Au=0  €quacdo bi-harmdnica )

8) Au+a E-V(x,y,2) J=0 €quacdo de Schrodinger 2

9) Du+A%u=0 €quacéo de Klein-Gordon )

Em todas as equacgdes A é operador Laplaciano definido como:

A=0;+0; (em duas variaveis X, y)
A=0,+0,+0; emtrés variaveisx,y,z

dependendo do numero de dimensdes do espaco, [1 é o operador D" Alembertiano, definido
1 . « N

0= A——Zaf, t a variavel do tempo, e,c,k, 4, p,«, E sdo constantes e f e V funcGes dadas.
C

Lembrando que esta é uma pequena lista de equacgdes diferenciais importantes na fisica

matematica.

3.2 Solucdo de uma equacéo diferencial parcial linear.

Definimos como solucdo geral de uma EDP linear, uma solucdo da mesma que contenha
funcdes arbitrarias, formando assim um conjunto de todas as solucBes particulares da
equacdo. Para explicar melhor consideramos o seguinte exemplo:
Seja

u(x,y) = f(xy) 3.7)
onde f(xy) é uma funcéo arbitraria de xy. Diferenciando u primeiramente em relagdo a

X (2.9) e depois em relagéo a y (2.10) temos:
ou(x y)= f'(xy)y (3.8)
ou(xy) = f'(xy)x (3.9)



somando agora (3.8) com (3.9) encontramos:
ou(x, y) +o,u(x,y) = f'(xy).(y +x)

sabendo que f'(xy)= O

por (3.9), tiramos a seguinte equacao diferencial parcial

ou

ou+ou= y (y+Xx)

ou+ou=0u+ ou X

y
yo,u = 0,ux (3.10)

que tem como solucdo geral (3.8), pois dada qualquer funcdo f(xy),u= f(xy) é solucdo
desta equacdo. Por exemplo,
u=xy e u=sen(x.y)

onde definimos u=x.y e u=sen(x.y) como solucdes particulares.

3.3 Condic0es de Fronteira

As equacdes diferenciais parciais devem usualmente satisfazer certas exigéncias, como nas

equacdes diferenciais ordinarias. Denominamos essas exigéncias de condi¢des de fronteira.

Podemos dizer que uma equacdo diferencial parcial e um conjunto de condigdes de
fronteiras podem representar um fenémeno fisico, se esta tiver solucdo Unica, pois
apresentando um conjunto de dados em um fendmeno fisico estes nos levam a um unico
resultado, e também quando dada uma pequena mudanca nas condi¢cdes de fronteira
conhecidas como: condi¢cdes de contorno, resultam em apenas pequenos desvios na
solucdo, pois as condi¢des de fronteira sdo obtidas através de experiéncias que ocasionam

pequenos erros, e esses erros ndo devem ocasionar grandes desvios nas solugdes.
yo,u = 0,ux

Procuramos agora uma solucdo que satisfaca as seguintes condicdes de fronteira
u(x,0)=1
u(0,y)=1
0,u(0,y)=y

10



podemos verificar facilmente que u(x,y)=cosx.y satisfaz a equagéo e as condigdes de
fronteira.

Ndo e facil de se obter tipos de condicGes de fronteira que conduzam as equacles
diferenciais parciais lineares a solugdes unicas e estaveis; este estudo € um pouco dificil,
mas existem trés tipos principais de condi¢Oes que aparecem freqiientemente em estudos de

fendmenos fisicos:

Condicoes de Dirichlet, que € utilizada quando o fendmeno fisico atua sobre
toda a regido de um corpo, onde sdo conhecidos os valores da funcdo uem cada ponto da
fronteira da regido.

Condi¢des de Neumann, que utilizada quando o fenémeno fisico estd atuando
nas fronteiras de uma regido, onde sdo conhecidos os valores da derivada normal o uda
funcdo na fronteira.

Condigdes de Cauchy, neste caso uma das varidveis independentes é a variavel
t (tempo) e sdo conhecidos os valores de ue ded,upara t=0.

Um exemplo de EDP sujeita as condigdes de fronteiras seria a seguinte
1
CZ
u(x,0) =tg(x)
d,u(x,0) = x

02U =

X

olu

onde u =u(x,t) e como podemos notar as condi¢des sdo do tipo de Cauchy.

3.4 Superposicdes de solucdes

Definimos anteriormente o principio da superposicdo, que diz que se

u,U,, U, ...,u sdo n fungdes que satisfazem uma equagéo diferencial linear homogénea,
entdo uma combinac&o linear destas funcoes
U=Ccu, +C,u, +CU; +...+C U,
onde c,(i=12,3,...,n)sdo constantes, também sera uma solugdo da equacao.
Podemos verificar este principio facilmente, pois se u,,u, séo duas fungdes de

um conjunto de funcdes e L um operador que tem as seguintes propriedades:

11



L(u, +u,) =Lu, + Lu,
L(cu,) =c,Lu,

onde ¢, e uma constante, denominamos L como sendo um operador linear e do mesmo
modo podemos mostrar que se u,,U,,U, ...,u sdo n fungdes de um mesmo conjunto e L um

operador linear, entdo
L(Z cu, J => clLuy,
i=1 i=1

x . d . ,
onde ¢, sdo constantes. Se analisarmos agora L = e verificaremos que L é um operador
X

linear sobre o conjunto de todas as fun¢Ges de uma variavel, diferencidvel pelo menos uma
vez. Denominamos este operador de operador diferencial linear. O mesmo acontece se
L=0,, Lsera novamente um operador diferencial linear, mas agora do conjunto de todas
as funcdes de duas ou mais variaveis independentes, que sdo diferencidveis pelo menos
uma vez em relacdo a qualquer varidavel. Entdo toda equacdo diferencial parcial linear
homogénea pode ser escrita da seguinte forma
Lu=0

onde L é um operador linear e u € variavel independente. Um exemplo seria a equacéo a
sequir

40°u—02u=0

40 -7 u=0

Lu=0

onde L= 40>-0? é o operador diferencial linear da equag&o.

Agorase u,,u,,U, ...,u, forem solugcdes de uma EDP linear homogénea entéo
Lu, =0
e como L é um operador linear temos
cLu,=0=>Lcu, =0

comi=12,3..,n e ¢, uma constante, entdo:

12



Isto mostra que uma combinacdo linear arbitraria de solu¢bes de uma EDP linear
homogénea também é solucdo da equacéo, e, este é o principio de superposicao.

Este principio é de grande utilidade, pois caso seja possivel encontrar certo conjunto de
solucbes de uma equacdo diferencial parcial linear homogénea, talvez possamos
encontrar uma combinacéo linear destas solugdes que satisfacam todas as condicOes de

fronteiras impostas.
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4.A barreira de Tamesis: um exemplo de controle ambiental

Para os que vivem e trabalham no litoral é importante a capacidade de prever os
estados do mar. E relevante estar capacitado para as previsbes ndo somente para os que
navegam mas também para aqueles que habitam as costas, com o objetivo de proteger de
possiveis de inundagdes. Estas se produzem através de complexas interacGes entre mareas,
ondas e tormentas. Os ventos e as variagcdes na previsdo atmosférica devido a uma tormenta
podem produzir elevacdes e depreciacBes de varios metros no nivel do mar em um periodo
de tempo que podem ir de varias horas a dois ou trés dias. Os ventos também geram ondas
em periodos de tempo de ate vinte segundos e longitudes de ate dezenas de metros. Os
efeitos combinados dos fatores podem ocasionar um alto risco de destrui¢do e inundagdes.

A amplitude do desastre depende frequentemente de um possivel efeito de
acumulacdo com as mares. Quando estas elevacdes e ondas sdo altas, o risco de inundacgéo
é evidentemente muito maior.

Este problema a chega a ser considerado como uma verdadeira prioridade em
muitos lugares do nosso planeta. Sem ir muito longe, em Londres que tem constantes
inundacdes regulares, algumas delas muito relevantes, devida a inundacao inesperada do
nivel do Tamésis desde a idade média. As elevacbes das aguas pode inclusive superar 0s
dois metros do nivel médio esperado.

Por outra parte, o nivel médio da agua na ponte de Londres se eleva 75 centimetros
a cada século, por causa do derretimento das calotas polares, e esse problema se agrava
cada vez mais.

O processo de como ocorrem essas inundacgdes é o seguinte: Com as baixa pressao
atmosférica na costa do Canada, o mar se eleva uns 30 centimetros numa zona de 1600
kilometros de diametro. Esta elevacdo da agua se move através do atlantico com uma
velocidade de 80-90 kilometros por hora ate chegar ao norte da Inglaterra. Ocasionalmente,
0s ventos do norte podem empurrar esta elevacdo ao longo do mar do Norte enviando
milhGes de toneladas de agua adicional ao rio acima no Tamesis.

Em 1953 houve uma inundacdo desastrosa que afetou 300 pessoas e que cobriu de

agua 64.000 hectares. Neste momento, o governo britanico colocou a trabalhar um comité
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dirigido por Lord Waverley, que entdo manifestou a necessidade de algum tipo de
mecanismo de defesa. Mas ndo havia um consenso sobre qual era a melhor solugé&o.
Finalmente em 1970 se tomou a decisdo de construir uma barreira que se fecha quando a
previsdo indicam um grande aumento do nivel médio da agua.

Apb6s 8 anos com mais de 4000 pessoas trabalhando inaugurou-se em 1984 a
barreira contra as 4guas. A barreira esta constituida por 10 enormes barreiras de acessos
construidas sobre uma estrutura cravada no fundo do rio e dotadas de maquinario que
permite o trafico com normalidade quando a barreira esta aberta, e € fechada somente em
caso de necessidade. Desde que foi construida, a barreira foi fechada em trés ocasides.

Obviamente, a barreira é fechada o minimo de vezes possivel pois quando fechada
interfere diretamente na navegacdo, causando perdas econémicas e transtornos importantes
e, uma vez fechada , ndo pode ser aberta enquanto o nivel do mar ndo se igualar em ambos
os lados da barreira, esse tempo dura em média 8 horas. Por outro lado, se necessita de duas
horas para fecha-la, assim, sendo, ndo se pode esperar pelo contato visual do aumento do
nivel das aguas, sendo entdo, necessario trabalhar com base nas previsdes.

As comportas sdo fechadas somente quando é imprescindivel, baseado nos métodos
de previsdo sumamente viaveis.

Na atualidade, as previsdes se realizam mediante modelos matematicos que
combinam um modelo para as mares em torno da ilha Britanica e um modelo de previsao
meteorologica. Deste modo se obtém previsdes com 30 horas de antecedéncia, recebendo
assim em cada hora informacdes de pontos selecionados em torno da costa.

Este modelo é simulado em supercomputadores da Oficina Meteorolégica Britanica
e os resultados se transferem ao operador da barreira de Tamesis. Estes dados se transladam
a outro modelo, este ultimo em maior escala, que intervém no Mar do Norte, e no estuario
do Tameésis e na parte baixa do rio Tamésis que tem contato com as mares.

Os resultados obtidos se exibem e se comparam com as previsdes médias e, em vista
do resultado, as autoridades das barreiras estdo habilitadas a tomar as decisdes cabiveis.

Os modelos que sdo usados na atualidade séo sistemas de EDP que se resolvem
mediante métodos numeéricos em diferencas finitas. Desde os anos sessenta, tanto 0s
modelos como os métodos numéricos vém evoluindo. Este, junto com a maior capacidade

de calculo dos computadores que se dispde, permitindo calculos sumamente viaveis.
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Apesar de a barreira responder as necessidades de hoje, o problema ndo esta
resolvidas a longo prazo. Uma vez que o nivel médio do rio sobe 75 centimetros a cada
século. Assim, com o tempo, este método deixara de ser eficiente.

Por fim, embora este fenémeno nédo seja frequente, tem-se que com o tempo as baixas no

nivel da agua possam ocasionar encalhamento de navios.

4.1 A equacéo da onda: As formulas de D’Alembert e D. Bernoulli

A equacdo da onda é sem duvida um dos exemplos mais classicos e relevantes ao
que se recorre nos estudos de equacOes em derivadas parciais (EDP). N&o sendo um
exemplo meramente académico, nem muito menos. Os primeiros estudos sobre as equagdes
aos que nos referimos mais adiante, se realizaram no século XVIII, época que estavam se
estabelecendo os pilares fundamentais da analise matematica, tal como é entendida nos dias
de hoje. Os desenvolvimentos posteriores foram associados a avangos importantes na
Anélise de Fourier, Optica Geométrica, Analise numéricas, etc. de modo que, pode-se dizer
que a equacdo da onda tem sido um dos protagonistas, mas destacados da matematica nos
ultimos séculos.

Em uma dimensdo espacial, a equacdo da onda ¢ um modelo simples para a
descricdo das vibragdes de uma corda, enquanto que em varias dimensdes espaciais
descreve vibragdes de um tambor e a propagacao das ondas acusticas.

Comecemos considerando a equagéo da onda:

olu-0u=0 O<x<Il, t>0
u(0,t) =u(l,t)=0 t>0 (4.2)
u(x,0) =uy(x),u, (x,0) = u, (x) O<x<l

O sistema (4.1) acima € um modelo simples para a analise das vibra¢Ges de uma corda de
longitude | (que ocupa o intervalo espacial x em ]O, I[ ) e seus extremos x =0ex=1. A
incognita u = u(x,t), que depende do espaco x e do tempo t, denota a altura a que se
encontra o ponto x da corda (no intervalo ]0, I [ ), num instante de tempo t. Se trata de uma
equacdo diferencial em derivadas parciais de ordem dois, complementada por duas

condigdes de contorno que refletem que a corda esta fixada em seus extremos.
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Na ultima equacgédo de (4.1) se colocam as condicGes iniciais que a solugdo deve
satisfazer no instante t. Tratar-se de uma equacao diferencial de segunda ordem no tempo e

Impomos tanto a configuragdo inicial de u, u,, como a velocidade inicial u,

Notacdo. Utilizamos os simbolo ¢ para denotar o operador de derivacdo parcial com
relacdo as variaveiste x.

Este € um dos modelos mais classico que se analisa sistematicamente em todos 0s
textos basicos de Equacdes em Derivadas Parciais.

Em 1747 D’ Alembert em [20] e [21] prop0s a seguinte expressao para a solugao
geral de uma equacéo da onda sem condicdes de contorno

u(x,t) = f(x+t)+g(x—t) (4.2)

Convém observar que a expressao da solucdo u que (4.2) proporciona nao é mais
que a superposicdo de duas ondas de transporte: f(x + t) que se desloca sem deformase a
velocidade um na direcdo negativa no eixo X, enquanto que g(x - t) desloca-se a direita.
Néo ¢é dificil chegar a conclusdo de que (4.2) proporciona a expressao de uma solucéo geral
da equacéo da onda.

Em efeito, basta observar que o operador diferencial 67 —82 envolvido em uma equagéo de

onda se pode fatorar como:

;-0 =60,+0, €, -0, _ (4.3)

Vemos entdo que as duas ondas de transporte se decompdem em duas solugdo, que séo as

seguintes:

6, +0, U=0; 6, -0,0=0 (4.4)

respectivamente. Em efeito, a solucdo da primeira equacéao é da forma u = g(x — t) enquanto
que a da segunda é u =f (x + t).
Posteriormente, D. Bernoulli em 1753 em [2] obteve a solucdo da equagdo de uma corda

vibrante da seguinte forma:

u((,t}Z{Crsen(kl—”t)Jr D, cos(kl—”tﬂsen(kTﬂx) (4.5)

k>1
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Deste modo se deram 0s primeiros passos no estabelecimento do um dos métodos
classicos na resolucdo de uma EDP: o método de separacao de variaveis de Fourier.

Cabe questionar por que este método leva o nome de J. Fourier se D. Bernoulli ndo
é utilizado. Isto é porque somente no trabalho de 1822 de J. Fourier sobre a equacdo do
calor [9], ficou completamente estabelecido o programa a seguir na hora de resolver uma
EDP através deste método que envolve varias etapas:

1) Decomposicdo dos dados do problema em series de Fourier.

2) Obtencéo da evolugdo de cada coeficiente de Fourier em fungdo da EDP e dos
dados.

3) Reconstrucdo da solucdo como superposicdo de cada uma das componentes de

Fourier (Série de Fourier).

Quando D. Bernoulli obteve efetivamente uma expressdo do tipo (4.5), em seu tempo, ndo
estavam bem claras as nogGes de funcéo e de representacdo analitica de uma funcao.

Somente J. Fourier indicou com clareza como, dada uma funcéo, se pode calcular os
coeficientes de Fourier. Deste modo estabeleceu as bases de uma das herangcas mais
importantes da matematica: A analise de Fourier ou Analise Harmonica.

Uma primeira questdo importante que se levantou de maneira natural é a
coincidéncia das expressoes do tipo (4.2) e (4.5). Na verdade, na medida em que para dados
iniciais fixados (proposicéo e velocidade inicial de uma corda) a solucdo de (4.1) é Unica, e
se as representacdes (4.2) e (4.5) sdo validas, ambas tem de coincidir.

A afirmacdo anterior € verdadeira. Considerando um dos termos envolvidos em

(4.5). Por exemplo co{kl—”t) sen(kT”xj. Utilizados nas formulas trigonométricas

habituais vemos que
cos(kl—”tjsen(kTﬂ XJ = %[sen(kl—” &+ tj + sen(kl—” [ 4 —tj}

1 ~ ~
=5 o€+t f -t
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De onde:

f (2)= sen(kl—” z)

Tratando de modo analogo os demais termos de (4.5) vemos que na verdade, a fungéo
desenvolvida em series de Fourier (4.5) pode ser escrita na forma de (4.2) como
superposicdes de duas ondas de transporte.

Esta simples observacdo ilustra 0 modo em que num desenvolvimento em séries de
Fourier pode detectar-se a velocidade a que se propaga a funcdo representada por aquela
série. Efetivamente, como mencionamos anteriormente, como se desprende da formula de
d’Alembert (4.2), a velocidade de propagacéo no modelo (4.1) é um.

Isto pode observar-se também no desenvolvimento das series de Fourier (4.5) por um

. N . k72X
simples fato de que a uma oscilagéo espacial sen e corresponde uma resposta temporal
< .
na forma C_sen (”%j D, cos(ﬂ%;

Neste caso, o dado inicial é na forma:

u(x,0) => a.e"™ (4.6)

A solucdo correspondente é:

— ek 3 3tek™
u&.t_=> ae @.7)

Observe entdo que as diferentes componentes de Fourier da solu¢cdo sdo da forma
03 3 N -
e tekm_ £ €222 4x gos fi (2)=e*™

Portanto, cada componente de Fourier se propaga numa velocidade distinta —k?z?.
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4.1Calculos e deducdo das propostas das solu¢des de D’Alambert e Bernoulli

Vamos utilizar agora o0 método de Fourier para achar a solucdo da equacéo
diferencial parcial linear
o2u=2olu (4.8)
mais conhecida como equacdo da onda unidimensional, com as seguintes condi¢cfes de
fronteiras de Dirichlet
u(0,t) =u(l,t) =0, t>0,
u(x,0) = f(x), 0<x<lI,
o,u(x,0) = g(x), 0<x<l,
onde f e gséo funcbes dadas, e | uma constante dada.
Solucéo: Para aplicar o método de Fourier vamos admitir uma solucdo que seja separavel
da forma:
u(x,t) = X(x)T(t)
onde X éuma funcdo de x e T uma funcdo somente de t. Assim a equagdo (4.8) ficaria
da seguinte forma:

OIXT =0T .X
- 1 x .
vamos agora multiplicar ambos os lados por T com X.T =0 entdo teremos o seguinte:

1d*X _1d7T
X dx* T dt?

Se analisarmos, veremos que do lado esquerdo da igualdade teremos uma

funcdo somente de x e do lado direito uma funcdo que s6 depende de t, entdo podemos
afirmar que para a igualdade ser verdadeira é necessario que
1d°X _
X dx?
2
14T
T dt

onde k € uma constante de separagdo. Podemos notar agora que tanto a primeira equagédo

K,

como a segunda sdo equaces diferenciais ordinarias
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d2Xx

T =KX, (4.9)
d2T
=k, (4.10)

podemos descobrir as fungbes X e T resolvendo cada uma destas equacdes diferencias

ordinérias, mas ndo podemos esquecer que a equacdo u(x,t) = X (x)T (t) deve satisfazer as

condicOes de fronteira entdo
u(0,t) = X(0)T(t) =0, v t,
u(l,t)=XIT(t) =0, v,

tomando T # 0, pois caso contrario iriamos nos deparar com a solucdo trivial u(x,t)=0 ,
temos

X(0)=X()=0, (4.11)
caso k seja zero, temos como solucdo da equagéo

X (x) = Ax+ B,
como X (0)= X(l)=0,concluimos que A=B=0 e assim caimos novamente na solucéo
trivial.

Caso k seja positivo (k=w?), como falamos vamos nos deparar com uma

equacdo diferencial ordinaria linear de segunda ordem (4.9), que tem o seguinte polindbmio

caracteristico
r’+0or-w’=0
r’—w’ =0
onde as raizes deste polindbmio sdo w, e —w que sdo raizes reais, entdo duas solucdes
particulares da equacéo (4.9) séo
X(x)=e"
X(x)=e™
e pelo principio da superposicao temos que
X(x)=Ae™ +Be™,
também ¢ solucdo da equacdo (4.9), e neste caso € o solucdo geral, pois e™ ,e™ sdo

linearmente independente, para confirmar isto basta calcular o Wronskiano e verificar que
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ele resulta em um numero diferente de zero implicando que as duas funcbes sdo

linearmente independentes.
: f g
Wronskiano( f, g) = det g

e retomando temos novamente por (4.11) que A =B =0 e novamente nos deparamos com a
solugéo u(x,t) =0.
Caso k seja negativo (k=-w?), neste caso o polindmio caracteristico da
equacdo (4.9) é o seguinte
r’+0r+w’ =0
r’+w? =0
onde as raizes deste polindbmio sdo wi, e —wi que sdo raizes complexas, entdo duas
solucdes particulares da equacéo (4.9) sdo
X (X) = coswx
X (x) = sen wx
resolvendo novamente o Wronskiano das funcgdes acima, veremos que elas séo linearmente
independentes e entdo encontramos como solucdo geral da equacéo (4.9)
X (x) = Acoswx + Bsen wx,
e que pelas condi¢des de fronteira, temos

X (0) = AcoswO0 + BsenwO0
0= AcosO+Bsen0

0=A

X (1) = Acoswl +Bsenwl

0= Acoswl +Bsenwl
0=Bsenwl

Como ndo queremos B =0, pois sendo teremos novamente a solucao trivial,
tiramos que

senwl=0

Esta igualdade implica que
w=—, r=123.. (4.12)

excluimos o caso r =0, que nos dd w=0 e resultaria novamente na solucdo trivial.
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Resolvendo agora a equagdo (4.10), com k =-w’, novamente o polindmio

caracteristico teria duas raizes complexas, wci,—wci, e fazendo os devidos passos,

encontramos a seguinte equacéo geral.

T (t) = C coswct + D sen wct
onde CeDsdo constantes de integracdo. Usando agora nossa idéia inicial que
u(x,t) = X(x)T(t) temos
u(x,t) =senwx.(C coswct + D sen wct) (4.13)

note que a constante arbitraria B foi igualada a 1, para facilitar os célculos.
Mas olhando novamente para (4.12), notamos que w assume uma infinidade de

valores, e pra cada valor de w formamos uma solugéo particular que tem a forma (4.13)

WF%’ ul(x,t)=sen”TX.(ClcosﬂTd+ DlsenﬂTCt),
2 2 2mct 2rct
WZZT”, uz(x,t)zsen%x.(czcosﬂl—C+Dzs ”I—C),
(4.14)
r rzx rzct rzct
W :T”, u, (x,t) =sen T—.(Cr cos2 4 D, sen ﬂl—),

onde C,C,,C,..C,..D,D,,..D,,.. sdo constantes arbitrarias. Cada uma destas
expressdes de u(x,t) acima sdo solucbes da EDP linear (4.8), e estas satisfazem a condicédo
de fronteira u(0,t)=u(l,t)=0, t>0. Agora pelo principio da superposicdo podemos
afirmar que qualquer combinacdo linear destas solu¢des também é solugdo da equacéo da

onda (3.1), ou seja, a sequinte combinacg&o linear também é solucéo
< r r r
u(x,t) = Z(Cr cosﬂTCt +D, sen ﬂI—CtJ sen %X (4.15)
r=1

e esta é a solucdo geral, satisfazendo como dito antes, apenas a seguinte condicdo de

fronteira u(0,t) =u(l,t)=0, t>0.Agoravamos satisfazer as condi¢Oes
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u(x,0) = f(x), 0<x<lI,
ou(x,0) = g(x), 0<x<lI,

e estas condicdes como veremos determinaram a constantes arbitrarias C, e D,.

Consideramos primeiramente u(x,0) = f(x), 0<x<I,entdo temos (4.15)em t=0

+ D, sen sen I

0(x,0) = Z(Cr cos rzc.0 rnc.oj r7rx

u(x,0) = z C,cos0+D, sen0 sen TX

r=1

X

u(x,0) = ZC sen rl

r=1

e substituindo u(x,0) = f (x) temos

f(x)= ZC sen ”ITX (4.16)

Agora utilizando a ultima condicdo de fronteira o,u(x,0)=g(x), 0<x<lI,

para descobrir D, vamos derivar (4.15) em relagdo a t e aplicar em t =0. Assim teremos

u(x,t) = Z(C cos—+D sen mTCtjsean—x

au(x,t):z C [-sen 7| 7€ b [cos TS| I7C | oo F7X
! i G I I ' I I I

du(x,0)=>"| C,.[ -sen 7C0) 7€ b [cosZC0) 7€ | o 17X
‘ ' I | ' I |

=1 I
atu(x,O):i(Cr.éenO)rT—c+Dr.@so)rf—cjsennlr—x
8,u(x,0) = ZD e ”IT—X
o,u(x,0) = TZ D,.r sen . 72X

r=1

e como J,u(x,0)=g(x), 0<x<lI, entdo

g(x)=ﬂTCZ D,.r sen ”IT—X (4.17)
r=1
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Agora os coeficientes C_ e D, podem ser determinados através de (4.16) e

(4.1.10) respectivamente, para isso utilizaremos uma técnica de séries de Fourier (que sera

comentada no proximo tdpico) e assim teremos,

c -2 [ (x) sen 7% dx (4.18)
| Jo I
2 rzx
D, =—— | g(x)sen —dx (4.19)
rzc 70 I

onde r=12.3,....

Agora substituindo em (4.15) as constantes C, e D, temos

u(x,t) = 2{[% j'; f (X) sen r”Txdx’]cosml—ct-sen $+

rzx

{i _flg(X’) sen rzct rﬂx}
rzc 0

dx’} sen T -sen T

onde x'é a variavel de integracdo e denotamos assim para nao confundirmos com x que é
a varidvel independente. Esta fungdo é solucdo geral da equacdo da onda (4.8) com as
seguintes condicOes de fronteira

u(0,t) =u(l,t) =0, t>0,

u(x,0) = f(x), 0<x<I,

o,u(x,0) = g(x), 0<x<lI.
Se observa assim mesmo que na equacdo da onda considerada existe uma auséncia de
dispersdo, entendendo por dispersdo o fenémeno segundo o qual os diferentes
componentes de Fourier se propagam a velocidades distintas, tal como ocorre no classico

modelo de Korteweg-de Vries para o avango das ondas ou na equacéo de Schrodinger.

Evidentemente, os efeitos dispersivos fazem que a forma da solucdo mude

completamente no tempo.
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5.A Optica Geométrica

A expressdo (4.2) da solucéo da equacdo da onda como superposicéo de duas ondas
de transporte sinaliza que no modelo (4.1) a informacdo se propaga ao longo da curvas
caracteristicas. As curvas caracteristicas sdo poligonais por se¢des no espago-tempo
constituidas por segmentos pendentes £1 que se refletem na fronteira da corda (tanto no
extremox =0ex =L). (vejanafig. 1)

A mesma filosofia é valida em varias dimensbes espaciais. Consideramos por
exemplo as vibragdes de uma membrana ou tambor que ocupa um aberto Q de R?. Neste
caso, se u = u(x ,y ,t) representa a deformacdo da membrana, isto é, a altura a que se
encontra o ponto (x ,y) da membrana no instante t, o sistema que descreve a evolucgédo de u

vem dado pela equacdo da onda bidimensional:

du—-Au=0 &y Q, t>0
u=0 &y €2Q, t>0:(5.1)
u€y0 =u, &y, Uu€y0=u&y, &yEecQ

Em (5.1) o simbolo A denota o operador de Laplace
2 2
A=0;+0, (5.2)

A primeira equacdo de (5.1) é a equacdo da onda bidimensional. A segunda equacao
de (5.1) proporciona uma condi¢cdo de contorno que neste caso representa que a membrana
esta fixada na sua borda (como no caso de um tambor). As duas ultimas condi¢des
estabelecem os dados iniciais que proporcionam a configuracdo e velocidade inicial da
membrana no instante t = 0 e que permite determinar de maneira Unica a solucao u.

Também no caso da equacdo da onda bidimensional ou inclusive em mais de uma
dimensGes espaciais a evolucdo subjacente no modelo (5.1) pode extender-se através de
uma propagacgéo ao longo das curvas ou raios caracteristicos. Embora, com o objetivo de
definir com clareza o que é um raio devemos utilizar nas nocdes basicas da Optica
Geométrica. Um raio € uma poligonal por secdes que no interior da membrana Q se

propaga no espaco tempo em uma direcdo constante e a velocidade um. Porém, ao alcancgar
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a fronteira o raio reflete segundo as leis da Optica geométrica: angulo de incidéncia igual ao
angulo de reflexao.

Y

Figura 1

Convém observar que esta lei de propagacdo e reflexdo esta bem definida sempre e quando
0 raio ndo seja tangente a fronteira de Q em cujo caso podem duas coisas acontecer. O raio
ndo se modifica ao tocar a fronteira (raios rasantes) ou o raio entra na fronteira e adapta sua
forma curva ate sair novamente em um ponto de inflexdo da fronteira.

Deste modo temos definido os raios. Porém, o analise da solu¢do do modelo (5.1) ao
longo dos raios esta longe de ser tdo simples como em uma dimensdo espacial se
manifestou através da formula de d’Alembert (4.2). Na realidade essa analise exige
desenvolvimentos assintoticos sofisticados. Pode-se consultar [9], [10] e [11].

Mas, até agora temos falado mais da propagacdo de ondas em um médio
homogéneo, constituido por um Unico material distribuido com uma densidade constante
sobre um dominio Q. Como descrevemos seguidamente, no ambito dos médios
heterogéneos, parte do dito ate agora deixa de ser valido e surgem novos fenébmenos devido
ao comportamento das ondas nas interfaces, isto é, nos lugares onde os materiais ou sua

densidade mudam.
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5.1 Problemas de transmissao e interfases

Com o objetivo de ilustrar estes novos fendmenos consideremos o exemplo de um tambor

Q de R’ constituido por dois materiais. O interno que ocupa a regido central Q, e o
externo que ocupa a coroa Q, .

Suponha que em Q. a velocidade de propagacdo das ondas seja a,, enquanto que
em Q. avelocidade é a,, com a, >0, a, >0e a # a,. Para descobrir as vibragOes deste
tambor convém introduzir as fungbes u, =u, &, y,t e u, =u, & y,t , definidas em Q, e

Q, respectivamente. Essas funcgGes véo resolver as equacoes:

dfu, —alAu; =0, &y £Q,, t>0 (5.3)

dfu, —a’Au, =0, &y eQ,, t>0 (5.4)

Alem disso, se supormos que o tambor esta fixado em sua borda externa I" devemos impor

condigdes de contorno

u =0, &yel, t>0 (5.5)

Mas o sistema ndo estard completo, pois devemos introduzir também as condicdes de

interfase ou de transmissé@o na fronteira comum . Com o objetivo de ambas as partes do

tambor permanegam unidas ao longo das vibragfes devemos impor as “condi¢bes de

continuidade dos deslocamentos:”

u=u, &yey t>0 (5.6)

Também devemos ter as mesmas tensdes no tambor em ambos os lados y . Obtemos assim a

condicdo:

adu =adu, &ycey, t>0 (5.7)
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sendo n o vetor normal unitario a y que aponta ao exterior de €., de modo que 0 /on

denota a derivada normal em essa direcgéo, isto €,

0. f =Vf-n (5.8)

sendo -’ o produto escalar Euclidiano.

Figura 2

A nocdo de raio ou de curva caracteristica deve ser modificada de acordo com as
condigdes de transmissdo (5.6) - (5.7). Consideremos por exemplo um raio que sai de um

ponto de Q, em uma determinada direcdo. Enquanto o raio permanece em Q. se trata de
um segmento retilineo que se translada a uma velocidade a . Ao fim de um certo tempo o

raio alcanca a interfase ». Neste momento ficam essencialmente trés possibilidades:

(a) O raio se reflete segundo as leis da dptica geométricaem Q,
(b) O raio se refrata passando a Q,
(c) O raio se divide em dois. Um raio refratado que passa a Q. e outro refletido em Q,.

Convém recordar que o angulo 6, de refracdo em funcéo do angulo de incidéncia 6, vem
dado por uma formula

a[send,| = a [send| (5.9)

29



Denominada lei de “Snell” e que Fermat justificou através de um principio variacional (as
ondas recorrem o caminho em que o tempo invertido é minimo possivel). A formula (5.9)

se desprende em particular quando

>a (5.10)

se o raio proveniente de Q. incide sobre a interface y de maneira quase tangente de modo

que [sen 6| seja muito préximo da unidade, entéo

a.sen6,| > a; > a|send, | (5.11)

Quando (5.11) ocorre, a equagéo (5.9) evidentemente ndo admite solucéo 6,. Por tanto ndo
existe direcdo de refracdo e o raio € completamente refletido em Q.. Este fato, em
geometrias adequadas (€2, convexo, por exemplo), pode dar lugar a raios que permanegam
eternamente capturados no meio Q;.

Isto pode ser interpretado de duas maneiras distintas, se bem equivalentes. Como
dizemos anteriormente, ha raios e, portanto vibragdes do tambor que permanecem
capturadas em Q.. Visto de outro modo, ha vibragfes que séo invisiveis ou imperceptiveis
desde o médio exterior Q, .

Este fato tem conseqiiéncias evidentes em muitos problemas inversos ou de controle

gue se colocam no marco das vibracdes em “medios heterogéneos”.

Na seguinte secdo descobriremos algumas consequiéncias importantes na propagacao de
sinais sismicos.

Convém, contudo fazer uma explanagdo. As vibragdes que se localizam em Q, nédo

estdo 100% nela. Isto e, estas vibracdes dao também lugar a uma pequena vibracdo da

membrana exterior QQ,. O que ocorre € que a razao entre a energia de vibragdo em Q, e a

vibragdo em Q, pode fazer-se mais e mais pequeno a medida que a vibragéo se concentra
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ao longo do raio capturado em Q.. O infimo dessa razdo é portanto zero, o qual néo
garante que ha vibragdes que deixam imovel Q.. De fato este tipo de vibracfes (aquelas
nas que a coroa exterior na membrana Q, permanece imovel) ndo pode existir como se

deduz facilmente do Teorema de unicidade de Holmgren. Ver [12].

O teorema de Unicidade de Holmgren é uma conseqiiéncia do celebre Teorema de
Cauchy-Kowaleskaya. Nesse teorema Sonia Kowalesvskaya, na segunda metade do século
XIX, terminou com éxito o programa de resolucdo de equagdes diferenciais ordinarias
(EDO) iniciado por Cauchy mediante desenvolvimento em solugdo de EDO’s por séries de
poténcias. A idéia de Cauchy, que descrevemos brevemente, hoje em dia para nos pode

resultar muito natural se bem gque no seu momento significava uma auténtica revolucao.

Consideremos uma EDO linear onde os coeficientes como os dados sdo funcdes
analiticas reais. Isto nos permite desenvolve-la em séries de poténcias. Busquemos entéo
solucdes do problema de valores iniciais em esta mesma classe de func¢des analiticas. Para
encontra-las basta determinar os sucessivos coeficientes do desenvolvimento em séries de
poténcias da solucdo. Isto pode fazer-se de forma recorrente a partir do desenvolvimento
dos coeficientes da equacdo e dos dados. Portanto, ndo é dificil convencer-se que a
expressao dos coeficientes se complica a medida que avancamos na recorréncia. O
interessante deste método é que, gracas ao critério M de Weierstrass, se pode provar sem
demasiada dificuldade a convergéncia local da nova série de solucdo. Deste modo se
produziu um avan¢o notavel na teoria das EDOs: O problema de valores iniciais para uma
equacdo linear com coeficientes analiticos admite uma Unica solucdo local analitica. O
método proposto por Cauchy proporciona assim mesmo um verdadeiro método de célculo
efetivo da solucdo.

Era sumamente natural pensar em estender este método ao marco da resolucéo do
problema de Cauchy para EDP. Mas nessa nova extensao surgia um nova dificuldade de
descrevemos a continuagdo. No marco das EDPs, os dados de Cauchy estdo dados de uma
hipersuperficie que também deve de ser analitica. Porém a analiticidade da hipersuperficie
pode ndo ser suficiente, pois ha casos em que o método de Cauchy parece ndo funcionar,

pois a regra de recorréncia antes descrita ndo permite obter de maneira biunivoca o0s
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coeficientes da solucdo. O leitor pode se convencer facilmente disso, analisado o problema
de Cauchy para a equacédo do calor em hipersuperficie t = 0.

dUu-Au=0; u& 0 =u,(x); 8,u(x0)=u,(x)

A equacao do calor € de ordem dois e portando fornecemos dados de Cauchy tanto
para u como para sua derivada parcial u, com respeito ao tempo. Mas o sistema resultante

esta sobre determinado, pois isto que a condicdo de compatibilidade seguinte que se deriva

da equacéo, é condicao necessaria para a existéncia da solucao:

Precisamente o problema de valores iniciais para a equacdo do calor € um dos exemplos
mais classicos de EDP que todos os livros recolnem onde a solucdo pode ser obtida
explicitamente por convolucdo com o nucleo de Gauss, mas para isso somente se impde

uma dado inicial u€, 0 .

Com efeito, a solucdo é entdo, u €, t:: G *u, sendo G o nlcleo de Gauss,
Gt = €nt ) 2ex aj
L= — Pl ——
4t
e denotando mediante * a convolugdo nas varidveis espaciais, e € a Unica solucdo

“razoavel” de

u, —Au=0; u(x,0) =u,(x)

sendo n o nimero de variaveis espaciais envolvidas.

Kowalevskaya explicou de maneira definitiva esta diferenca que se apresenta ao
abordar as EDO e as EDP mediante o método de Cauchy. Para que o teorema de Cauchy
seja valido no marco das EDPs € necessario que a hipersuperficie sobre a que se impde dos
dados de Cauchy seja ndo caracteristica. As hipersuperficies caracteristicas sdo entdo as
ruins, aquelas em que o método de Cauchy ndo funciona, como é a hipersuperficie t = 0,

para a equagéo do calor.
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O teorema de Holmgren garante que quando os coeficientes de uma equagéo sdo
analiticos e os dados sdo iguais a zero em uma hipersuperficie ndo caracteristica analitica, a
unica solucdo é nula. Isto pode parecer uma conseqiiéncia trivial do Teorema de Cauchy-
Kowalevskaya, mas ndo &, pois que a unicidade se garante para qualquer tipo de solucao
(incluso as solugdes distribucionais) e ndo somente para as analiticas.

Mas pode parecer surpreendente que pretendamos aplicar este teorema no caso em
que nos abordamos uma equacdo de ondas com coeficiente constantes por secdes que
apresentam um salto ao longo de uma interfase. Isto se pode fazer em dois tempos.

Primeiro se aplica no dominio exterior Q. , de modo que se supomos que a vibracéo deixa
imovel uma parte aberta ndo vazia de Q. durante um tempo suficientemente grande, pelo
teorema de Holmgren, acaba deixando imovel todo Q.. Na interface se detecta entéo a

auséncia de deslocamento e tensdo. Isto permite agora aplicar novamente o teorema de

Holmgren em Q, (posto que a hipersuperficie interface vertical no espaco-tempo néo é
caracteristica) e deduzir que todo Q, permanece também imovel.

Deste modo vemos, como anteriormente, que ndo pode haver vibragdes

concentradas 100% no dominio interior Q.

5.2 Previsao e controle de terremotos

Um recente artigo aparecido em Mundo Cientifico [3] de quatro gedlogos franceses
ilustra muito claramente a importancia das ondas localizadas que acabamos de descobrir.

O problema, que preocupa a este grupo de gedlogos é a grande intensidade com que
se percebem na cidade Grenoble (Franca) abalos sismicos de escala de grande amplitude,
gue na zonas ndo muito distante, apenas sdo observadas. Tal e como os autores do artigo
explicam que se trata de um fenomeno local. Em efeito, “a cidade esta construida em um
centro de um vale escavado pelos glaciais e repleto de sedimentos muito mas flexiveis que
a rochas subjacentes” tal e como eles indicam.

O que ocorre entdo é que, reproduzindo literalmente parte do texto de [3],

“As ondas se propagam mais depressa em um meio rigido que em um meio macio, e

o0 contraste de velocidade no limite entre os dois, s6 deixa passar bem na energia sismica do
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rigido ao macio. A consequéncia é que uma vez na bacia as ondas quase ndo pode escapar.
Se refletem entdo na superficie e nas paredes rochosas. Estas reflexfes sucessivas,
conduzem a fendmenos de ressonancia e a determinadas freqliéncias que se traduzem na
superficie em fortes amplificagbes dos movimentos do solo e em um aumento de sua
duracdo. Se compreende facilmente que as consequéncias podem ser dramaticas, quando

estas freqiiéncias amplificadas correspondem a freqiiéncia de ressonancia dos edificios”.

Esta passagem deste artigo divulgado ilustra com clareza como os fenbmenos de
localizag@o de ondas descrito no trecho anterior pode observar-se na natureza no contexto
das ondas sismicas e até que ponto pode ser importantes na nossa vida cotidiana.

O fendmeno que se descreve neste artigo e que é coerente com a andlise da sessdo

anterior é o seguinte. O meio macio Q, esta rodeado por o meio mais rigido Q,. Uma onda
proveniente de Q. entra em €, mas € capturado em seu interior indefinidamente pois a
energia ndo se transmite desde Q, a Q,. A medida que aumente o raio entre a velocidade
de propagacdo e o médio rigido e o médio macio este fenbmeno se acentua. Este efeito,
com a notacéo da sessdo anterior, quando mais grande e o coeficiente a,/a,, maior é o
conjunto de angulos de incidéncia 6. que ddo lugar a ondas que permanecem capturadas
em Q. sem refratar-se em absoluto. Isto faz possivel que a onda, uma vez em Q, pode

incidir na interface com um angulo de 45° sem que exista transmisséo de energia a Q,.

Basta para isso que a, /a, > /2.

O artigo antes citado conclui sublinhando a importancia dos estudos teéricos e
numéricos que se estdo desenvolvendo neste terreno. Efetivamente, tal e como eles
explicam, o desafio na atualidade consiste em prevenir se as hormas postas nas empresas de
construcdes de edificios tradicionais sdo suficientes ou ndo para garantir a robustez dos

edificios em caso de abalos sismicos de uma magnitude 5,5 que ndo se podem excluir.
A prevencdo do comportamento das construgdes humanas, durante os abalos

sismicos e seu controle, constituem uma dos grandes desafios da engenharia em nossos dias

e que a matematica e a simulagdo numerica necessariamente desempenham e possuem um
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papel central, ver por exemplo [1] e [7]. Tal e como ficou exposto nesta se¢do o “ingénuo

protagonista”, ¢ uma vez mais, a equacdo de uma onda.
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6. Problemas Inversos

Os problemas que aparecem no contexto das aplicacBes tecnoldgicas, envolvendo EDO’s
ou EDP’s ndo podem ser formuladas no contexto classico dos problemas de Cauchy ou de
contorno onde se supdem conhecidos os pardmetros e dados e se trata de calcular
(analiticamente ou numericamente) a solugcdo (ou provar sua existéncia e unicidade), se
tratam de problemas inversos nos que temos que identificar os parametros da equacao
através de informacgdes parciais ou globais sobre as solu¢bes que é possivel medir e
observar de forma experimental.

Muitos sdo os problemas da vida real nos quais encontramos problemas inversos. Cabe
mencionar por exemplo a prospeccdo petrolifera, exploracdo do subsolo e muitas aplicaces
medicas com a tomografia computadorizada, entre outros.

Do ponto de vista matemético, de maneira precisa, temos que introduzir o espectro do
Laplaciano com condigdes de fronteira de Dirichlet num dominio limitado Q de R?. Se
trata dos nimeros A, chamados de auto valores, para os quais a equacao eliptica

~Ae=Je &Yy £Q
e=0 (x,y)ell (6.1)

admite uma solugdo ndo nula e=e x,y #0. Obviamente podem-se considerar outras
condic@es de contorno, em funcéo do problema fisico considerado.

E bom lembrar que esse problema espectral aparece de maneira natural quando se
desenvolvem em séries de Fourier as solucbes da “equacdo da onda e o calor”. Portanto a
sua importancia vai alem dos problemas inversos.

A teoria de decomposicdo de operadores autoadjuntos compactos permite mostrar a
existéncia, de uma sequéncia de autovalores reais positivos de multiplicidade finita 4, o
que se aproximam para o infinito e de maneira que a seqiiéncia de “autofuncbes”
correspondentes forme uma base ortogonal em L* Q (é o espago de Hilbert das funcdes
quadrado integraveis definidas em Q). A cada dominio Q associamos uma sequiéncia ndo

decrescente de numeros positivos 4, _, Que tendem ao infinito.
]2

36



O problema inverso consiste em determinar a forma do dominio Q a traves do espectro. A
outra ferramenta importante para estudar problemas inversos € o Teorema da funcédo
Inversa (TFI) . Com efeito, os problemas inversos que normalmente aparecem séo de tipo
ndo linear, isto é, a transformacdo envolvida no problema e que temos de inverter é ndo

linear. Em nosso caso a transformacdo a inverter € aquela que associa a um dominio Q seu

espectro 4, o Trata-se de uma transformagao néo linear.

Portanto o TFI é uma ferramenta apropriada para abordar problemas inversos, pois garante
a “invertibilidade local” de uma aplicacdo sempre e quando esta seja regular (diferenciavel)
e seu diferencial possua inversa. Assim a resolucdo do problema inverso passa por um
estudo detalhado do problema direto, pois temos que comprovar se a transformacdo a
inverter, dado pelo problema direto, é regular e sua tenséo linearizada invertivel. Por isso a
analise de um problema inverso é quase sempre precedido pelo estudo detalhado do
problema direto correspondente.

Devemos lembrar que o TFI fornece resultados de carater local e resultados globais
precisam de desenvolvimentos adicionais, pois raramente se podem aplicar diretamente
versOes globais do TFI. Para ilustrar este fato vamos a considerar dois exemplos, que

garantem que a aplicacdo ndo linear é globalmente inversivel. Consideramos a funcao real

de uma varidvel real f(x)=e". Sua derivada é f'(x)=e* que é distinta de zero em todo
ponto. Em cada ponto x, a diferencial f'(x)=e™atua como uma aplicacdo linear:
L, y=<f'(x)y>=e®y que é inversivel, sendo sua inversa L;jy:e‘XOy. Por tanto se
deduz a TFI que a funcdo e* é localmente invisivel (e* estabelece uma bijecdo de um
entorno de cada ponto x, em um entorno de sua imagem e™ ). Mas, obviamente, néo é

globalmente inversivel pois €*é um nimero real positivo para cada real x,y e por tanto 0s
nameros negativos caem fora da imagem de e*. Isto é devido a inversa e da diferencial,
e, ndo esta inferiormente acotada quando x, tente a “—oo”. Por outro lado a funcéo
g(x) =2x+sen(x) é globalmente inversivel porque sua diferencial g'(x)=2x+cos(x) é
inversivel em cada ponto com inversa |+ cos(x) ~* uniformemente acotada entre 1/3 e 1.

Para concluir esta secdo apresentamos um problema inverso relacionado com a

equacéo de ondas que nds ocupa e que podemos resolver completamente.
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u(0,t) =u(l,t)=0 t>0 (6.2)

{afu—8§u=0 0<x<l, t>0}
esta fixa em seus extremos x=0e L.

Supomos que, através de um sensor, podemos medir a tensdo que a vibragdo da
corda produzam no extremo x=0. Obviamente, a desconhecemos a longitude total da
corda L desconhecemos o localizacdo do outro extremo x=L. O gque sabemos € que a
corda esta fixa também em outro extremo.

Podemos identificar a longitude L através das medicBes que 0 sensor proporciona da
tensdo no extremo conhecido x=07?

A resposta €, como vamos ver, afirmativa.

Como indicamos anteriormente as solucdes de (6.2) podem desenvolver-se em

series de Fourier do seguinte modo:

ugt = Z[Crsen(l(l—”tj+ D, cos(kl—”tﬂsen(kTﬂ XJ (6.3)

A tensdo no extremo x =0 vem dada por

o,u (),t:=zkl—”[crsen(kl—”t)+ D, cos(kl—”tﬂ (6.4)

k=1

Se observa que a tensdo é sempre uma funcdo periddica de periodo 2L. Portanto, a
periodicidade da tensdo (2L) esta relacionada de maneira univoca (e neste caso linear) com
a longitude | da corda. Isto responde afirmativamente o problema inverso observado.

Mas cabe observar uma questdo a mais. Quantas medicGes temos de fazer em x =0
para determinar completamente a longitude? Deixamos esta questdo para o leitor
interessado.

Como temos mencionado na introdugédo, sdo muitos 0s contextos que se propdem
problemas inversos. Entre eles cabe destacar a prospeccdo petrolifera, as numerosas
aplicacbes na medicina ( tomografia computadorizada, etc) radares, etc. Na realidade, como
temos visto, cada vez que a TFI se aplica estamos, essencialmente, resolvendo um
problema inverso. Se reflexionamos um pouco sobre este aspecto nos daremos conta de
como habitual é enfrentar-se com problemas inversos na vida diaria, contudo, resolvemos
frequentemente, sem apelar a TFI.
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7. Simulacdo numérica e ondas espureas

Tal como foi mencionamos anteriormente e colocado em evidéncia no artigo sobre
ondas sismicas e que temos feito referéncia na secdo anterior, em muitos problemas da vida
real é necessario um analise rigorosa de fendmenos de ondas que sdo acompanhados de
simulagBes numéricas.

A grande poténcia de calculo dos computadores de hoje nos permite realizar em
nosso computador pessoal e ou notebook calculos muitos sofisticados que ha uns anos atras
exigia trabalhar com computadores maiores. Esta poténcia de calculo ndo vai parar de
aumentar nos proximos anos. Cabe entdo fazer a sequinte pergunta: E necessario continuar
com uma analise matematica rigorosa das ondas ou podemos simplesmente confiar em
nosso crescente capacidade de calculo e de simulacdo numérica?

Nédo é facil responder essa pergunta. Se refletirmos com rigor sobre a mesma
questdo se dara conta que, para responder com total certeza esta questdo € necessario
realizar uma analise matematica rigorosa viabilidade dos esquemas numéricos colocados no
problema em questdo. Mas entdo, implicitamente, estamos respondendo negativamente a
pergunta proposta.

Encontramos-nos perante paradoxo da necessidade de responder negativamente a
questdo para poder refletir seriamente sobre a mesma.

A pesar deste aparente paradoxo sd0 muitos o que créem que a matematica, no
sentido que temos entendido nesse século, tem seus dias contados, a menos que o0 contexto
dos problemas abordados neste trabalho, e que todos e cada um dos problemas podem ser
resolvidos a base de calcular mais e mais com nossos computadores que melhora em
eficiéncia a cada dia.

Nesta secdo vamos mediante métodos numéricos adequados, se pode simular a
realidade do modelo continuo de maneira satisfatoria. Mas, o desenvolvimento de métodos
numéricos adequados exige uma analise matematica previa muito fina.

Ao final do caminho nos encontraremos com uma resposta necessariamente
importante e evidentemente que combinando um estudo teoérico rigoroso com métodos
numericos se pode avancgar nossos objetivos.

Retornamos por tanto as equacdes da vibracdo de uma corda de longitude L fixa em

seus extremos x=0, Xx=L,
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olu-0u=0 O<x<L, t>0
u(0,t)=u(L,t)=0, t>0 (7.1)
u(x,0)=u,(x), 0,(x,0)=u,(x), 0<x<L

Como ja haviamos indicado as solucdes de (7.1) podem ser desenvolvidas em séries de

Fourier:
u(x,t)=> [a sen K7t/ 4 cos Kt }sen kX (7.2)
2| & Y b, i i

com coeficientes & ,b, ;‘h que vem determinados univocamente pelos dados iniciais

&, (x),u,(x) de modo que

Uy (X) = Zbksen(kil_x} u, (x) :%Zkaksen(kil_x) (7.3)

k>1 k>1

Convém também observar que (7.1) € um modelo puramente “conservativo” em que
ndo se tem em conta nenhum fendmeno de atrito ou dissipacao. Este fato é perfeitamente de

manifesto na “lei de conservacédo de energia”.

E() =% [ [|ux(x,t)|2 4, (x,t)ﬂdx _Cte. (7.4)
justificativa

0,[0,ud.u]=o%ud,u+0,ud’u
0,[0 ud,u]—0%ud,u =0, uozu

Em efeito, se tem

— =0 (7.5)

Pois que
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L
=j -u, +u, u dx+u_ xtu xt |[;=0 (7.6)
0

gracas a equacao da onda e as condic¢des de contorno.

Na hora de aproximar numericamente as solugdes de (7.1) a primeira idéia que
surge de maneira natural é de introduzir uma semi-discretizacdo no espaco para aproximar
(7.1) mediante um sistema linear de equac@es diferenciais ordinarias.

Para isso, dado um ndmero natural N decompondo o intervalo [0,L] que ocupa a

corda em repouso em N subintervalos iguais.

%=0 =), j=1.,N+1 (7.7)
onde
L
h= 7.8
N +1 (7.8)

Aproximamos a funcdo u x,t mediante N +2 fungdes que dependem exclusivamente do
tempo t

Up ()r Uy 1), (7.9)

Cada fungdo u;(t) proporciona uma aproximagdao de u x,t no ponto Xx; = jh da
participacao do intervalo.

de maneira Gnica e que proporcione uma boa aproximagdo de u. Mediante o
desenvolvimento de Taylor observamos que:
t)+u(x;,,t) —2u(x;,t)
h2
Parece natural substituir a equacéo da onda pelas equagdes diferenciais

U(Xj,,

2
ou(x;,t) ~

[ +ux -2u€t

ozu(x;,t)— o2

t>0

41



para 0s pontos interiores da particdo do intervalo correspondentes aos indices j =1,...,N.

Por outro lado, as condi¢cdes de que a corda esta fixa em seus extremos reflete em

que

U, (t) =u,,,(t)=0, t>0.

Obtemos assim o sistema de equaces diferenciais

u"+i2Au=o t>0 (7.10)
n

onde o vetor u=(u,,..Uy)" (excluimos os valores extremos u,e u,, Posto que
U, =Uy,, =0) sendo A a matriz tridiagonal NxN com valor constante 2 na diagonal

principal e com valor constante -1 nas diagonais superior e inferior. No caso N =5 esta

matriz é na forma

2 -1 0 0 0
-1 2 -1 0 0
A=l 0 -1 2 -1 0 (7.11)
0 0 -1 2 -1
0 0 0 -1 2

Se trata de uma matriz tridiagonal, simétrica e definida positiva.
Os autovalores e autovetores de A se conhecem explicitamente. Recordemos que 0 nimero
A € um autovalor da matriz A se existe um vetor X tal que AX =4X. Em efeito, o caso

que nos ocupa,

1 —_ —_
FA;/}k =¢" (7.12)
se e somente se
A= %senz[%j (7.13)
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e (mddulo uma constante multiplicativa)

sen k7 %

_ 2kzh
| sen 2 (7.14)

para k=1,...,N.

Convém observar que os autovetores e autovalores dependem de h= %N +1) ou

que é 0o mesmo, de N, posto que a matriz A tém dimensdo N x N .
Conhecendo o espectro de A se pode dar a expressdo da solucdo geral da semi-

discretizacdo (7.10). Em efeito, temos,
. N ~ =~
u(t) = kz lksen It 3D, cos(/z‘,jt P (7.15)
=1

A expressao (7.15) é analoga a obtida em (7.2) para a solucdo geral da equacao de

onda mediante séries de Fourier. Convém observar que:

e Em (7.15) temos uma soma finita para k =1,...,N. Porém N — ooquando h—0, ou
seja, a soma finita (7.15) se converte a uma série da forma (7.2) quando o peso h da
particéo se afina;

e paracada k fixo, os autovalores

(7.16)

quando h — 0 que sdo autovalores que surgem na decomposicao em séries de Fourier

(7.2) da solugéo do problema continuo;
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—k ; } . -
e Os autovetores ¢, ndo sdo mais que a avaliacdo das autovalores sen (”%_ do

problema continuo dos pontos da particao.

Por tudo isso, (7.10) é, mas convincentemente, uma boa aproximacgdo da equacéo de ondas

(7.1). Na realidade, ndo é dificil comprovar que, conhecidos os dados iniciais u,,u, , se

resolvemos (7.10) com os dados iniciais naturais,

{uj(O) =Up; =Up(X;), j=1..,N.
’ (7.17)

u;(0) =u,; =uy(x;), j=1..,N.

as solucdes de (7.10) quando h — 0 converge as de (7.1).

Uma analise um pouco mais rigorosa da aproximagcao entre (7.15) e (7.2) coloca de maneira
natural como de uniforme é a convergéncia dos autovalores ¢ com respeito a k .

Né&o é dificil comprovar que a curva das raizes quadradas a os autovalores do
problema discreto se separa de maneira importante da curva (reta) correspondente aos
autovalores do problema continuo em quanto k aumenta.

Que repercusséo tem este fato?

Voltamos ao problema inverso analisando na sec¢do anterior e que se trabalha na
identificacdo a longitude L da corda através das medicGes da tensdo de suas vibragGes no
extremo x=0. Obtivemos uma resposta satisfatoria observando que as solucbes da
equacdo de onda no intervalo de longitude L séo periddicas de periodo 2L.

Calculemos agora a tensdo em x =0 associada ao sistema semi-discreto. Tendo a

conta que

o.u(0,t) ~ (x,t)-u(0,t) /h (7.18)

parece natural definir a tenséo discreta do seguinte modo

z(t) = ulrft) (7.19)
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Em virtude de (7.15) a tensdo z t associada a uma solugdo do sistema semi-discreto

(7.10) vem dado por

7(t) =

y a.sen (At +b cos (JAt [sen krh (7.20)
2 sen VA o R Joen] 5

=1

o>

Comparamos o0 comportamento das tensdes discretas (7.20) em relacdo as da corda
vibrante real (que, sabemos, sdo fun¢des periddicas de periodo 2L).
Para fazé-lo, consideremos solugdes particulares de (7.10) as mais simples

possiveis. Para isso tomamos coeficientes

b =0, Vk=1..,N (7.21)

h -h

a =0, k=1..,N-2;, a = , 4 =————————
sen N-1 zh/L sen Nzh/L

(7.22)

De modo que a solu¢éo correspondente de (7.10) seja

AN N
N-1 N
h sen(/;th tg, _sen(/ﬁhtgh (7.23)

at = ~ ~ ~
® sen@N -1zh/L _ sen@qzh/L

e a tensdo discreta correspondente

- :
z(t) = sen (/ ot sen QA (7.24)

E facil comprovar que os coeficientes a, , e a, sdo de ordem de L/27 e —L/2x

respectivamente quando h— 0. Por tanto a energia da solugéo (7.23) do problema semi-
discreto (7.23) é da ordem de uma unidade.

Porém, o que ocorre com a tensdo semi-discreta z(t) de (7.24)?

Convém observar que
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22‘ :gsen M]:gsen M
h 2L h 2L

|
= %[sen(%)cos[%] + cos[%jsen(gh—l_ﬂ
s(;zh—l_] AN h +gsen(% co{%j
{2)

=Co

=Co

)
JAYh + 2 sen(@jsen(@j
L h 2L L

Por tanto

m_W=,/iy—l[l—cos(zh—l_ﬂ+%sen(%jsen(%j
=06 4" +0(h)=0(h)

Utilizando entdo o desenvolvimento de Taylor vemos que

|z(t)| = O(h)| t | (7.25)

Que quer dizer ou significa (7.25)?

Esta cota significa que, para detectar que a solu¢do do problema semi-discreto tem
uma energia total de ordem um, devemos medir sua tenséo durante um intervalo temporal
de ordem de 1/h. Evidentemente, este fenbmeno ndo faz mais que agravar-se quando

h — 0, pois as medicdes devem ser feitas em intervalos temporais que tendem ao infinito.

Deste modo se pBe de manifesto a inadequacdo do esquema semi-discreto (7.10)
maneira correta de se abordar o problema inverso da determinacdo da longitude da corda e
através de tensdo.

E, assim temos, tal como haviamos mencionado, (7.10) € um esquema satisfatorio
na hora de obter uma boa aproximagéo das solugdes de (7.1) para dados iniciais fixos.

Que esta ocorrendo entdo? Em um problema inverso desconhecemos absolutamente

a forma em que a energia das solucdes pode distribuir-se sobre as diferentes componentes
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de Fourier. Para isso, uma convergéncia pontual do espectro como em (7.17), para cada k
fixo, é insuficiente e precisamos convergéncias uniformes com respeito a k .

Mas, no caso presente, a rapidez de convergéncia se deteriora muito rapidamente
quando k aumenta.

Que podemos fazer entdo? Ha alguma forma de “consertar” o esquema numérico de
(7.10) para garantir seu bom comportamento no problema inverso? Curiosamente este pode
fazer-se mais a base desprezar parte das informacgdes que 0 esquema numeérico proporciona.

Retornemos a solucdo (7.15) que o esquema numeérico proporciona. A aproximidade
do espectro continuo e numérico melhora quando nés limitamos a considerar autovalores

correspondentes a indices k <86 N com ¢ >0 pequeno.
Que contece quando truncamos a soma (7.15) para considerar

N N ~ ~

Us(t)=> Iksen At +b, cos(/}TEtgk (7.26)
com 0< & <1? -
Evidentemente, ao faze-lo, estamos desprezando parte das informacdes que o esquema
numérico proporciona. Mas estamos precisamente desprezando aquele que corresponde as
altas freqiiéncias que produzem as patologias que acabamos de descrever.

Se pode efetivamente provar que a solucéo filtrada tem um melhor comportamento
que a solucdo completa. Em efeito, por uma parte, para dados iniciais fixos e 0 <6 <1
também fixado, a solucdo truncada (7.26) do problema semi-discreto converge quando
h — 0 ao do problema continuo. Por outro lado, utilizando resultados cléssicos de séries de
Fourier ndo harménicas (veja [6]), se pode provar que, no contexto do problema inverso, as
solucBes numéricas filtradas (7.26) tém um bom comportamento, pois a medicao da tensdo
ao longo de um intervalo temporal de ordem 2o (J)Lproporciona uma informacéo
completa sobre a solucao.

De acordo com o sentido comum se observa que o parametro o(5) satisfaz:

o(0)—>1 6-0;

o(0) > o, 61
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Que quer dizer iss0?
Que a medida que o decresce, a solugdo “numérica filtrada” reproduz um comportamento
mais proximo da solugdo real do sistema continuo (7.1).

NOs encontramos assim ante um fato aparentemente paradoxal. Filtrando mais e
mais as altas freqliéncias numéricas, isto é, usando cada vez menos informacdes de todo
gue 0 esquema numeérico proporciona, nos encontraremos mais perto da realidade.

Talvez isto contribua para que todos reflitam um pouco sobre se a crescente
capacidade do célculo que os computadores proporcionam, € em si mesma uma garantia de

progresso.
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8.Perspectivas futuras

Sdo muitos os campos da ciéncia e tecnologia onde se apresentam desafios para a

Teoria do Controle. Em alguns casos se confia em ser capaz de resolvé-los mediante

avancos tecnolégicos que permitam a implementac&o de controles mais eficientes. E o caso,

por exemplo, do controle molecular mediante tecnologia laser. Mas tanto nesse, assim

como em muitas outras aplicacBes se necessitam de importantes avancos teoricos. Nesta

secdo mencionamos brevemente alguns destes temas e 0s problemas que se apresentam:

1)

2)

Grandes estruturas espaciais: E fregliente escutar que a implantacio de uma
antena ou telescopio no espaco tem ocasionado alguns problemas técnicos, alguns
deles sumamente custosos, incluso que tenham inutilizado completamente a
estrutura. Estas estruturas se caracterizam por conter componentes flexiveis de
grande tamanho, as interconexfes de numerosos componentes e 0 acoplamento de
componentes rigidas e flexiveis. O problema de estabilizar estas estruturas de modo
que se mantenham orientadas na dire¢do adequada, sem se deformar em excesso, €,
portanto complexo. O projeto de técnicas de controle robustas para estas estruturas é
um problema importante em que se necessita em particular de importantes avancos
matematicos. A pesar de 0s importantes avangos que se produziram na segunda
metade do século XX no controle tanto de sistemas de dimens&o finita como de
infinita, ainda a muito a ser feito para abordar estes sistemas complexos.

Robdtica: A robdtica é uma das areas da Tecnologia que apresentam os desafios
mais estimulantes para os proximos anos. Ninguém pode escapar a importancia do
desenvolver métodos eficientes de visdo artificial, por exemplo. Mas a Teoria do
Controle esta também no centro de gravidade deste campo. O desenvolvimento da
robotica depende da maneira fundamental de eficiéncia e robustez dos algoritmos
computacionais para o controle de robds. N&o é dificil imaginar a complexidade do
processo de controle que faz um robd caminhe e que o faca de maneira estavel e

ainda ser capaz de pegar algo com as “maos”.
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3)

4)

5)

6)

Sistemas energéticos e redes informaticas: E evidente que o planeta apresenta
uma tendéncia irreversivel a globalizacdo. Isto é valido em muitos dmbitos, no
trafego aéreo, nos sistemas de geracdo e distribuicdo de energia, ou nas redes de
informatica. Isto faz que muitas vezes que tomar decisbes em ambitos muito
concretos (geograficamente falando, por exemplo), com pouca informagdo do que
ocorre em outros, mas sendo consciente que esses podem influenciar. Vem dai a
necessidade de criar meétodos e técnicas de controle para grandes sistemas
interconectados.

Controle da combustéo: Se trata de um tema relevante na indUstria aeronautica e
aeroespacial, onde se faz imprescindivel controlar as instabilidades na combust&o,
que, normalmente, vem acompanhada de perturbacdes acusticas consideraveis. No
passado se tinha realizado a énfase nos aspectos do desenho, modificado a
geometria do sistema para interferir na interagdo combustdo-acustica ou
incorporado elementos dissipativos. O controle ativo da combustdo mediante
mecanismos térmicos ou acusticos é um tema em que quase tudo esta por explorar.
Controle de fluidos: A interacdo entre o controle e a dinamica de fluidos neste
momento é muito intensa. Trata-se de um problema relevante em aerondutica posto
que a dindmica estrutural do avido (em suas asas, por exemplo) estd acoplada com
um fluxo de ar em seu entorno. Se bem que certo que nos avides convencionais se
pode em grande medida ignorar este acoplamento, é muito provavel que os avides
do futuro tenham que incorporar mecanismos de controle para evitar as aparigdes de
turbuléncias em torno das assas. Desde um ponto de vista matematico quase tudo
esta por se fazer, tanto em respeito a modelagem, ao controle e aos aspectos
computacionais.

Controle de plasma: A obtencédo de reacfes de fusdo controlada € um dos maiores
desafios para resolver os problemas energéticos do planeta.

Na atualidade, uma das vias mais prometedoras é a dos tokamaks: maquinas nas que
se confina o plasma mediante mecanismos eletromagnéticos. O problema
fundamental é manter o plasma, de alta densidade, a uma temperatura muito alta na
configuracdo desejada durante intervalos de tempo prolongados a pesar de suas

instabilidades. Isto se realiza através de sensores mediante os quais se obtém a
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7)

8)

9)

informacdo necessaria para efetuar as mudancas répidas e precisas das correntes que
compensardo as perturbagdes do plasma. Ainda existe muita coisa a fazer desde
ponto de vista matematico. Existem também problemas de identificacdo importantes
nos tokomaks a causa da dificuldade para realizar as medicdes. Trata-se, pois de um
campo que apresenta grandes desafios para a Teoria Matematica do controle e dos
problemas inversos.

Processo de solidificacdo e industria do aco: E importante que o avanco das
ciéncias de materiais que tenha produzido estudos intensivos nos processos de
solidificac@o. A forma e a estabilidade da interface solido-liquido é neste &mbito um
tema crucial, pois uma interface irregular pode causar a obtengdo de um produto néo
desejado. As fontes de instabilidade sdo diversas: conveccdo, tensdao superficial,...
Tém se produzido avangos importantes na compreensdo matematica das interfaces
no campo denominado dos Problemas de Fronteira livre. Desde o ponto de vista do
controle se colocam dois problemas importantes. Um, do carater inverso,
consistente em reconstruir a interface através de medicdes indiretas e, outro, o de
seu controle através de mecanismos de aquecimento, de aplicacbes de campos
magnéticos ou elétricos ou de rotagcdes da liga no forno. A teoria matematica
correspondente pode dizer-se que ndo existe.

Com o objetivo de obter aco de boa qualidade é preciso controlar de maneira
precisa a temperatura na fase de esfriamento. Mas a banda mais quente, sumamente
fina, se move a uma grande velocidade. O projeto de mecanismos de controle que
tenham em conta, tanto velocidade da banda, como do processo de resfriamento, e
outro grande desafio.

Investigacdo biomédica: O desenho de terapias médicas adequadas depende em
grande medida de uma compreensao adequada da dindmica fisiologica. Se trata de
um campo sumamente ativo neste momento aonde quase todo esta por ser fazer
desde um ponto de vista matematico. A Teoria do Controle terd de jogar também
neste terreno um papel importante. Como por exemplo, cabe mencionar o desenho
de mecanismos de fornecimento de insulina equipados de “chips” de controle.

Hidrologia: O problema de gerenciamento dos recursos hibridos ¢ sem duvida

sumamente relevante em nossos dias, umas vezes porque estes Sdo escassos, outras
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porgue se encontram contaminados ou simplesmente pela complexidade da rede de
fornecimento e usuérios tanto domésticos como agricolas e industriais. Os
problemas de controle que se apresentam séo diversos. Podemos mencionar pelo
menos dois. Problemas de identificacdo de parametros que se trata de determinar a
localizagdo dos sensores que proporcionam informagdo suficiente para uma
eficiente extracdo e fornecimento, por um lado, e, por outro, 0 desenho de
estratégias de gerenciamento eficiente.

10) Extracao de recursos naturais: Estdo fazendo importantes esfor¢cos modelagem e
de indole matematica na area de simulacdo das reservas subterraneas tanto hidricas
como minerais ou petroliferas. O objetivo é otimizar as estratégias de extracdo.
Novamente se colocam problemas inversos, de analises e, por exemplo, de controle
da interfase entre o fluido injetado e o extraido.

11) Economia: A matematicas estdo jogando hoje em dia um papel ativo no mundo
financeiro. Com efeito, na utilizacdo de modelos matematicos para prever as
flutuacbes dos mercados financeiros é algo comum. Trata-se frequentemente de
modelos estocasticos em que a Teoria do Controle existente pode ser de grande
utilidade na hora de desenhar projetos estratégicos melhores de investimento e
consumo.

12) Sistemas de fabricacédo: Os grandes sistemas de fabricacdo automatizados estdo
desenhados como sistemas flexiveis para permitir cdmbios no planejamento da
producdo em atencdo a demanda. Mas esta flexibilidade crescente se obtém a base
de sistemas cada vez mais complexos. A teoria matematica do controle se encontra
em este terreno com desafios importantes para o desenho de mecanismos de
controle computadorizados eficientes.

13) Avaliagéo da eficiéncia de sistemas computadorizados: Os pacotes de “software”
que existem na atualidade para avaliar a eficiéncia dos sistemas computacionais
estdo baseados em sua representacao através da Teoria de redes. O desenvolvimento
do sistema computacdo em paralelo e sincronizado fazem que estes modelos sejam
hoje insuficientes. E necessario desenvolver novos modelos, coisa que a teoria

estocastica do controle de sistemas discretos pode ser de grande utilidade.
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14) Controle de sistemas monitorados por computador: Tal e como mencionamos,
0s problemas de controle aos que nos enfrentamos na atualidade sdo de uma grande
complexidade. E impensavel a obtencdo de estratégias eficientes de controle sem
(ue nestes processos se conte com a assisténcia dos computadores. E por isso que é
importante o desenho de sistemas de controle que ja incorporem este aspecto. Se
trata de um campo de investigacdo multidisciplinar em que intervém em particular a

teoria do controle, as ciéncias computacionais, a analise numérica e a otimizacao.
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9.Conclusao.

Vimos a importancia das equacOes tipo onda no momento de simular e predizer a
propagacdo de ondas sismicas e seus efeitos em nossas construcGes. Essa observacao
mostra com claridade que as equacgdes de ondas ndo sdo simplesmente um belo exemplo de
EDP’s ¢ também um instrumento muito util para entender o mundo que nos rodeia.
Também colocamos de manifesto neste trabalho ate que ponto é importante ter uma boa
compreensdo dos modelos matematicos que governam os fenémenos da natureza que
afetam a nossas vidas com o objetivo de controla-os apropriadamente.

Também deixamos de manifesto que mesmo sendo grande o avanco do potencial do célculo
dos computadores resulta impossivel um progresso seguro e sustentdvel no que tange a
Teoria de Controle sem uma analise matematico sélido e rigoroso.

Finalmente citamos alguns ambitos da sociedade, ciéncia e tecnologia nos que a teoria de

controle devera desempenhar um papel importante nos proximos anos
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