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RESUMO

ALVES, C.C. O método de Equacio Integral com Quadratura Gaussiana para otimizar
os parametros do grafico de controle multivariado de Somas Acumuladas. Tese de
Doutorado. Programa de Pos-Graduagao em Engenharia de Producdo ¢ Sistemas.
Universidade Federal de Santa Catarina, 2009.

O rapido crescimento das tecnologias de aquisicdo de dados e a utilizagdo de computadores
tém incrementado O interesse pelas técnicas de controle estatistico emergentes, tais como 0s
graficos de controle multivariados aplicados no monitoramento de processos gue envolvem o
controle simultaneo de caracteristicas da qualidade ou variaveis de processo correlacionadas.
Neste trabalho propde-se 0 método de Equacdo Integral com Quadratura Gaussiana para
otimizar os principais parametros ARL, k e h do grafico de controle multivariado de Somas
Acumuladas (MCUSUM). Este método envolve a derivagdo analitica de uma equagdo
integral, cuja resolugdo numérica via Quadratura Gaussiana possibilita ao usuario obter a
solucdo aproximada desses parametros utilizando um programa computacional desenvolvido a
partir deste método. Além disso, propoe-se também, a partir desta metodologia, uma
aproximagao sistematica de projetar estatisticamente um grafico de controle MCUSUM o6timo
baseado nestes parametros, que minimize o custo médio de operagdo. 1SS0, orienta 0 usuario a
decidir que tamanho de mudanga do vetor de médias ¢ realmente importante detectar, e tendo
isto como base, selecionar aqueles parametros 6timos do grafico MCUSUM que contemplem
aspectos estatisticos como a minimiza¢ao do numero de falsos alarmes e a maximiza¢do da
capacidade de deteccdo de mudangas reais. Os resultados obtidos deste trabalho revelam o
método de Equagdo Integral proposto como uma excelente alternativa para otimizar os
parametros do grafico MCUSUM por ser um procedimento mais versatil que fornece
melhores resultados para o valor de ARL com maior rapidez de calculo comparado com o
método de simulagdes e a relativa simplicidade de implementagdo em um programa
computacional.

Palavras-chave: Otimizagao de parametros, equacdo integral, métodos numéricos, grafico de
controle multivariado de somas acumul adas.



ABSTRACT

ALVES, C.C. The Method of Integral Equation with Gaussian Quadrature to optmize
the parameters of the multivariate cumulative sum control chart. Doctorate Thesis.
Programa de Pos-Graduagdo em Engenharia de Produgéo e Sistemas. Universidade Federal de
Santa Catarina, 2009.

The fast growth of data technologies acquisition and the use of computers have increased the
interest in techniques of statistical emergent control, such as applied multivariate control
charts for monitoring processes that involve the simultaneous control of the quality
characteristics or process variables correlated. In this work the method of Integral Equation
with Gaussian Quadrature to optimize the main parameters ARL, k and h of the multivariate
cumulative sum control chart (MCUSUM) is proposed. This method involves the derivation of
an anaytical integral equation, whose numerical resolution way Gaussian Quadrature allows
the user to obtain the approximate solution of these parameters using a computer program
developed from this method. Furthermore, from this methodology, a systematic approach to
design a statistical chart of MCUSUM optimal control based on these parameters, which
minimizes the average cost of operation, is aso proposed. This, guides the user to decide what
size to change the vector of means is important to detect, and taking this as a base, selecting
those parameters MCUSUM great chart that address statistical issues such as minimizing the
number of false alarms and maximizing the ability of detection of rea changes. The results of
this study reveal the method of Integral Equation proposed as an excellent aternative to
optimize the parameters of the chart MCUSUM to be a more versatile procedure that provides
better results for the value of ARL with higher speed of calculation compared with the method
of simulations and the relative simplicity of implementation in a computer program.

Keywords: Optimization of parameters, integral equation, numerical methods, multivariate
cumulative sum control chart.
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CAPITULO 1
INTRODUCAO

A indastria atual se encontra diante de uma economia globalizada que estabelece
desafios cada vez mais exigentes. Hoje em dia, nosso competidor pode estar em qualquer lugar
do planeta e a sobrevivéncia do setor industrial estd baseada na melhoria continua de seus
processos e produtos. Diante deste quadro de extrema competéncia, a utilizagdo de ferramentas
estatisticas cada vez mais especificas direcionadas ao aperfeicoamento da qualidade tem sido
uma pratica na maior parte das organizagdes para elevar seus niveis de qualidade a um baixo
custo, permitindo, alongo prazo, a sobrevivéncia e a otimizac¢do de cotas de mercado.

No século XIX, os esfor¢os para eliminar as variagdes inerentes ao processo eram
muitas vezes bem sucedidos devido a simplicidade de seus produtos manufaturados.
Atualmente, estamos atravessando uma terceira revolucdo industrial, a revolu¢do da
informagdo, em que dados estdo cada vez mais abundantes e acessiveis. Isso, demanda uma
maior complexidade dos sistemas de fabricagdo e montagem que exige uma maior atengdo no
monitoramento das caracteristicas da qualidade para desenvolver um produto cada vez melhor
em torno do valor nominal e dentro das normas técnicas exigidas.

O Controle Estatistico de Processos (CEP) e em particular as técnicas de Controle de
Qualidade, tais como graficos de controle, tém sido cada vez mais importantes pelo fato de
desempenharem papel primordial na industria moderna. Nas ultimas décadas, mudangas
consideraveis no cenario econdmico mundial tem sido acompanhada por um crescimento
significativo de aplicagdes de técnicas de controle da qualidade emergentes tails como o
controle estatistico de processos multivariados. A aplicagdo dessas técnicas estatisticas tais
como o grafico de controle multivariado de Somas Acumuladas (MCUSUM), objeto de estudo
desse trabalho, tem como avo proporcionar 0 monitoramento efetivo para assegurar a
gualidade de processos e produtos industriais.

O aumento da utilizacdo de técnicas de controle estatistico multivariado notadamente
Nos ultimos anos em razdo dos inimeros recursos da informatizacdo hoje existentes tem sido
fundamental para atender a complexidade dos atuais processos industriais. Estes recursos em
procedimentos de controle industriais tém melhorado significativamente a qualidade da
produgdo na industria moderna. Na industria de manufatura, por exemplo, procedimentos

automatizados de inspegdo nos permitem obter medigdes, em cada peca fabricada, de variaveis
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correlacionadas num mesmo processo tais como a dimensio, peso, etc. Na pratica, este cenario
requer a necessidade do monitoramento simultaneo ¢ on-line de mais de uma caracteristica da
qualidade via graficos de controle multivariados, uma vez que os recursos dos sistemas de
informagdo atuais facilitam o compilamento e o armazenamento de dados utilizados na maioria
de nossos processos industriais que infelizmente Ssio de natureza multivariada.

No Brasil, a utilizagdo de graficos de controle com metodologia para processos de
multivariaveis ndo tem sido comum no controle de qualidade industrial devido as dificuldades
inerentes as técnicas multivariadas. Felizmente, com 0 avango da informatica nas ultimas
décadas, programas de computadores aplicados aos processos de produgdo tém sido
desenvolvidos para atender as tendéncias mais modernas de métodos de controle estatisticos
multivariados que possam auxiliar tais processos na busca pela qualidade.

No monitoramento de processos industriais multivariados, muitas vezes se faz
necessario detectar pequenas e moderadas mudancas das variaveis correlacionadas, situacao
onde sio recomendados os graficos de controle com memoria, tais como o grafico
multivariado de Somas Acumuladas (MCUSUM) e o grafico de Média Movel
Exponencialmente Ponderada (MEWMA). Estes graficos acumulam a informagdo mais
recente com informagdes anteriores e, com isso, detectam pequenas mudangas nos parametros
de um processo com um nimero médio de amostras coletadas até a emissdo de um sinal (ARL)
menor do que fariam os tradicionais graficos de controle T? de Hotelling.

O ografico de controle MCUSUM, focalizado neste trabalho, é considerado uma
ferramenta estatistica versatil uma vez que seu processo de decisdo baseia-Se nas somas
acumuladas dos resultados e ndo em observagdes isoladas de amostras. Esta caracteristica
torna este grafico mais sensivel para detectar mais rapidamente pequenas trocas no vetor de
médias do processo que implica em menores valores para o ARL. A detecgdo rapida destas
pequenas alteragdes nos parametros de um processo ¢ uma tarefa realmente importante numa
perspectiva de aumentar a consisténcia da qualidade de processos e produtos. Diante disso, a
otimizacdo de alguns parametros que tornam esse grafico mais robusto em termos de
desempenho de ARL ¢ fundamental para reduzir de forma significativa a probabilidade de
falsos alarmes.

Este trabalho propde um projeto estatistico 6timo para o grafico de controle MCUSUM
baseado na otimizagao sistematica de ARL com a melhor combinagdo dos parametros valor de
referéncia k com o limite superior de controle h (intervalo de decisio
para assegurar o desempenho deste grafico. Para determinar o ARL uma equagdo integral é

analiticamente derivada. A solugdo dessa equagdo ¢ obtida através do método de Equagdo



Capitulo 1 Introducio 20

Integral com Quadratura Gaussiana. O procedimento deste projeto 6timo ¢ uma extensdao
multivariada do grafico de controle CUSUM univariado (Gan,1991,1993) que utiliza 0 método
de Equagdo Integral para determinar os parametros 6timos desse grafico. Além disso, realizar
um estudo comparativo da otimizagdo do grafico MCUSUM em termos de desempenho de
ARL via Cadeias de Markov (Lee e Khoo, 2006) com o Método de Equagao Integral proposto
neste trabalho nas mesmas condigdes ¢ restrito a observagdes individuais com p=2,3 ¢4

variaveis (caracteristicas da qualidade) e para o ARL, de 200, 500 e 1000.

1.1 Motivacao para aplicacido de Graficos de Controle Multivariados

Os graficos de controle amplamente aplicados ao monitoramento de processos sdo
ainda, sem davida, os tradicionais graficos que utilizam técnicas univariadas de controle
estatistico de processos. Apesar de eficazes, estas ferramentas nio sio indicadas em situagdes
onde se faz necessario o monitoramento simultdneo de duas ou mais caracteristicas da
gualidade (ou variaveis) correlacionadas. Para estas situag¢des ¢ fundamental a utilizacdo de
graficos de controle multivariados na analise estatistica de processos.

Naimplementagdo de um método para monitorar diversas variaveis, simultaneamente,
procura-se umatécnica que preserve essencialmente os seguintes topicos:

e Produzir uma tnica resposta para constatar que 0 processo esta sob controle
estatistico.

« Manter a probabilidade especificada (« ) de considerar o processo fora de controle
guando na verdade ele nao esta.

o Estabelecer 0 método que leve em consideragdo a interdependéncia entre as

variaveis.

1.2 Tema e Justificativa

Este trabalho tem como tema principal a aplicagdo do método de Equagdo Integral
com Quadratura Gaussiana cuja resolucdo numérica da equagdo integral derivada
analiticamente fornece o ARL. Para selecionar a combinagdo 6tima dos parametros k com h
que fornece ARL minimo do grafico MCUSUM para a mudanga do vetor de médias que ¢
importante detectar utiliza-se programas computacionais em ambiente Matlab, algoritmos de
métodos numéricos, tais como, a interpolagdo polinomial ndo linear para obter-se valores
intermediarios tabelados dos pardmetros desejados e o método interativo da secante para

aproximar a solugdo do limite superior de controle h. Isso, ¢ fundamental para a analise de
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sensibilidade preliminar desses parametros e imprescindivel para projetar estatisticamente o
grafico de controle MCUSUM 6timo. Alguns pesquisadores como Crosier (1988), Pignatiello
e Runger (1990), Lowry, Woodall e Champ (1992), Ngai e Zang (2001), etc, tém apresentado
tabelas e métodos graficos para selecionar parametros 6timos de graficos multivariados tais
como os valores de k, h para algumas magnitudes de mudangas. Em aplicagdes praticas estes
recursos apresentam um nimero muito reduzido de situagdes sendo portanto, muito limitada a
sua aplicagio.

O tema proposto nesta tese tem sua relevancia fundamentada na otimizagdo do grafico
MCUSUM cujo estudo referente a este tema nas ultimas décadas direcionado aos graficos de
controle multivariados 7*de Hotelling e MEWMA. Pouca atengio tem sido direcionada ao
grafico de controle multivariado MCUSUM, objeto de estudo deste trabalho. Além disso,
propor uma metodologia cuja selegao dos parametros 6timos do grafico MCUSUM se leve em
consideracao aspectos estatisticos como a minimizagdo do numero de falsos alarmes
(sinalizagao da ocorréncia de uma causa especial quando na verdade ndo houve alteragdo do
processo) e por conseqiiéncia a maximizagdo da capacidade de detec¢do de mudangas reais.
Para isso, propde-se uma metodologia que contemple a otimizagdo sistematica de parametros
levando em consideracdo as regides de maxima e minima poténcia do grafico MCUSUM. Na
bibliografia consultada s6 ¢ encontrado a referéncia de Woodall (1985), que trata analise
edtatistica de graficos de controle segundo a 6tica de regides de maxima e minima poténcia
referidas ao caso univariado. No caso multivariado para o grafico MCUSUM, a investigagdo
neste sentido ¢ nula.

1.3 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho ¢ desenvolver o método de Equagdo Integral com
Quadratura Gaussiana cujos procedimentos metodologicos incluem as etapas relacionadas
desde a derivagdo analitica da equagdo integral até sua aplicagdo para obter a solugdo
aproximada de ARL que otimize o grafico de controle MCUSUM quando o processo esta sob
controle. Com base nestainformagio, sdo utilizados outros métodos numéricos adequados para
estender o estudo deste parametro a situagdes quando o processo esta fora de controle. Além
disso, a implementagao deste método em um ambiente industrial, cuja averiguacdo para
validade pratica ¢ realizada a partir de dados reais resultante do monitoramento do vetor de
médias de um processo de producdo com caracteristicas da qualidade correlacionadas.

Os objetivos especificos mais relevantes deste trabalho sdo os seguintes:
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a) revisar a literatura sobre graficos de controle multivariado de Somas Acumuladas
(MCUSUM), suas peculiaridades e aplicacdes;

b) derivar analiticamente uma equagio integral para otimizar os parametros fundamentados no
desempenho de ARL do grafico MCUSUM;

c) desenvolver o método de Equagao Integral com Quadratura Gaussiana para otimizar os
parametros ARL, k ¢ h essenciais para projetar estatisticamente o grafico MCUSUM sob a
Otica de regides de maxima e minima poténcia;

d) aplicar um modelo estatistico que possibilite encontrar os valores 6timos dos parametros do
grafico MCUSUM segundo a filosofia de maxima e minima poténcia deste grafico que
minimize o custo médio de operagao;

€) elaborar um algoritmo numérico computacional utilizando o método de Equagdo Integral
com Quadratura Gaussiana sob a 6tica de regides de maxima e minima poténcia para otimizar
0s parametros do projeto estatistico do grafico MCUSUM em um ponto para qualquer
magnitude de mudanga do vetor de médias de um processo. Isso, orienta o usuario a detectar
mudancas significativas para situagdes de variaveis correlacionadas e monitoradas
simultaneamente, tamanho da amostrae ARL dados,

f) redizar analise de sensibilidade para mostrar como varia a probabilidade do erro tipo I para

diferentes combinagdes de (k,h) da regido 6tima do grafico MCUSUM.

1.4 Método de Trabalho

O método de trabalho proposto para 0 desenvolvimento deste trabalho constitui-
se na aplicagdo de técnicas tteis elaboradas a partir de um modelo matematico
adequado ao controle estatistico de processos multivariados cujas restrigdes para a otimizagao
do grafico MCUSUM incluem além do ARL os parametros k e h, valor de referéncia e limite
superior de controle, respectivamente. A metodologia utilizada na presente tese consiste na
adogdo de um referencial teorico inicial do tema proposto para testar a metodologia proposta
Nno escopo do trabalho através de exemplos praticos da literatura e de uma aplicagdo com dados
reais para comprovar sua validade pratica. O desenvolvimento desta metodologia compreende
duas fases bem diferenciadas. A fase de busca de informagdo e planejamento e a fase

puramente experimental conforme figura 1.1
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! INFORMACAO E PLANEJAMENTO
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Selecio Técnica
(Otimizagio)

1° Estagio:

Implementagdo do Método
de Equagdo Integral

Desenvolvimento de
Programa

2° Estagio:

Planejamento de
Experimentos

Experimento Computacional
L Analise de Resultados

Figura1l.1 Fasesdametodologia utilizada neste trabalho

A metodol ogia utilizada na segunda fase considerada como trabalho experimental inicia com

a implementagao do método de integragao numérica que incluem a derivagdo analitica ¢ a

adequacdo da equagdo integral ao método proposto. Uma vez definida a equagao integral para

0 método ¢ desenvolvido um programa computacional (amigavel) que nos permita otimizar os

parametros do grafico MCUSUM. Como o conjunto de possiveis combinag¢des de parametros

(k,h) ¢ elevado propde-se um plangjamento de experimentos para poder encontrar em quais

condi¢des estes parametros otimizam o grafico MCUSUM. O experimento computacional ¢é

realizado em computadores do Laboratério de Informatica da Universidade da Regido de

Joinville. Uma analise estatistica dos resultados obtidos do experimento computacional nos
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permite anadisar a influéncia das diferentes combinagdes dos pardmetros k com h que
associado a0 ARL interferem na otimizagdo do grafico MCUSUM. Por tltimo, uma analise de
sensibilidade da solugdo 6tima desses parametros nos leva a extrair as conclusdes finais da

investigagao.

1.5 Delimitacées da Metodologia

As delimitagdes da metodologia proposta neste trabalho referem-se a otimizagido dos
principais parametros ARL, k e h para projetar estatisticamente o grafico de controle
multivariado de Somas Acumuladas restrito a observagdes individuais devido a escassez de
material bibliografico referente a esse tipo grafico para subgrupos racionais. Esta metodologia
inclui um modelo matematico para o projeto do grafico MCUSUM o6timo com as seguintes
restri¢des:

a) o limite superior de controle, h do grafico MCUSUM para o ARL minimo ¢ determinado
apenas para ARL, de 200, 500 e de 1000;

b) o nimero p de variaveis (caracteristicas da qualidade) ¢ considerado apenas com p=2,3e
4,

c) aedatistica MCUSUM de controle Y; ¢ demarcada num grafico unilateral com intervalo de

decisio 0<Y, </ ondeO e h Sio respectivamente, os limites inferior e superior de controle.

1.6 Estrutura da Tese

O presente trabalho esta estruturado em cinco capitulos, os quais estdo brevemente
comentados a seguir :
O capitulo 1 trata das preliminares e objetivos do trabalho que incluem a motivagao com sua
respectiva justificativa, necessaria para o entendimento da situagdo em que se aplica o controle
estatistico de processos multivariados e para estabelecer-Se 0s objetivos do presente trabal ho.
O capitulo 2 apresenta o referencial tedrico que incluem a revisdo de literatura sobre grafico de
controle multivariado de Somas Acumuladas (MCUSUM) e seus principais parametros. Além
disso, apresenta os métodos numéricos utilizados para aproximar estes parametros destacando
aaplicagdo do Método de Equagdo Integral com Quadratura Gaussiana, objeto de estudo deste
trabal ho.
O capitulo 3 expde a metodologia utilizada para alcancar os objetivos identificados no

capitulo 1 constante no desenvolvimento de model os que posteriormente Sio otimizados.
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O capitulo 4 trata do desenvolvimento e da utilizagdo do programa computacional (amigavel)
para aplicar o método de Equagao Integral com Quadratura Gaussiana proposto que otimize
0S parametros essenciais do grafico MCUSUM em ambiente industrial.

No capitulo 5 encontram-Se as conclusdes, ou seja, os resultados mais relevantes obtidos nos

capitulos anteriores e as recomendagdes para trabalhos futuros.



CAPITULO 2
REVISAO DE LITERATURA

2.1 Graficos de Controle Estatistico de Processos Multivariados

Nas ultimas décadas diversas areas do setor produtivo vém experimentando acelerados
avangos tecnologicos e, desta forma, exigindo ferramentas estatisticas cada vez mais
especificas para monitorar e avaliar a atual complexidade de seus processos. Este rapido
crescimento em tecnologias de aquisicdo de dados e o uso de computadores para o
monitoramento on-line de processos possibilitam, em tempo real, € com menores custos, o
monitoramento simultaneo de varias caracteristicas da qualidade ou variaveis de processo
correlacionadas. Diante desta realidade, tem-se verificado nos ultimos anos um crescente
interesse em desenvolver técnicas de controle de qualidade mais robustas, que incorporem
todas estas multiplas variaveis correlacionadas de uma unica vez tais como os procedimentos
de graficos de controle estatistico de processos multivariados (Alves, Henning ¢ Samohyl,
2008a).

O tradicional método de controle estatistico de processos onde apenas uma
caracteristica da qualidade (ou variavel) ¢ monitorada a partir da utilizacdo de alguns graficos
de controle univariados disponiveis tais como Shewhart, CUSUM, EWMA, etc., ¢ ainda o
mais conhecido e amplamente aplicado no setor industrial devido a sua simplicidade e
facilidade de operacionalizagio (Montgomery, 2004). No entanto, s3o muitas as situagdes no
cenario industrial onde num mesmo processo ¢ necessario o controle simultineo ¢ on-line de
duas ou mais caracteristicas da qualidade. Embora a aplicagdo de graficos de controle
univariados a cada variavel individual seja uma solu¢do possivel pode levar a conclusdes
erroneas se ndo levarmos em conta a probabilidade conjunta de erro tipo I e a estrutura de
correlagdo entre as variaveis consideradas (Ferrer, 2005).

Suponhamos por exemplo, que se desgja monitorar duas variaveis normalmente

distribuidas aplicando a cada uma delas um grafico X de Shewhart com limites de controle
situados segundo o habitua critério 30. Se as duas variaveis estdo sob controle, a
probabilidade de que uma dessas variaveis exceda os limites de controle (probabilidade de erro
tipo I) ¢ igual a 0,0027. No entanto, a probabilidade conjunta de ambas variaveis excederem

seus limites de controle, simultaneamente quando ambas estdo sob controle, ¢
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(0,0027).(0,0027)=0,00000729, 0 que ¢ consideravelmente menor que 0,0027. Porém, para o
controle conjunto das duas variaveis, supondo que sdo independentes, a probabilidade de que
as duas variaveis sejam marcadas fora dos limites de controle quando o processo esta
realmente sob controle ¢ 1-[(1-0,0027).(1-0,0027)]=0,0054. Além disso, a probabilidade de
gue as duas variaveis sejam marcadas dentro dos limites de controle quando 0 processo esta
sob controle ¢ (0,9973).(0,9973)= 0,99460729. Portanto, a utilizagdo de dois gréﬁcos}
independentes alteram 0 monitoramento simultaneo das duas variaveis, considerando que um
erro tipo | e a probabilidade de um ponto ser representado corretamente ndo sejam iguais aos
seus niveis anunciados para os graficos de controle individuais. Essa distor¢do no
procedimento de monitoramento do processo sera maior a medida que aumenta o nimero de
variaveis que estamos monitorando simultaneamente (Montgomery, 2004). Em geral, se ha p
variaveis (caracteristicas da qualidade) estatisticamente independentes para um produto em
particular, e se o grafico X com probabilidade de erro tipo | ¢ mantido para cada uma, entdo a
verdadeira probabilidade o ( errotipo | ) para cada procedimento de controle conjunto,a’, €:
a'=1-(1-a)” (2.1)

onde (/—a)” ¢é a probabilidade de que todas as varidveis sejam representadas no grafico
simultaneamente dentro de seus limites de controle (Montgomery, 2004).

A equagcao (2.1) pode ser utilizada quando as variaveis sdo independentes para
determinar os valores apropriados de o para cada grafico de controle quando o’ ¢ fixado, e
entdo obter convenientemente os correspondentes limites de controle.

Para um grafico de controle multivariado com p caracteristicas de qualidade, a

probabilidade para que o grafico indique uma situagdo sob controle no vetor de médias do

processo p, ¢ 1—«. Nocasoemque o sejaescolhido de formaque 21 =0,00135, entdo
p

1-0,0027p ¢ igual a /-« . Quando as p caracteristicas sdo independentes a diferenca entre as
duas probabilidades ¢ praticamente zero. Portanto, para 0s graficos de controle separados, a

probabilidade de que cada uma das p médias assume um valor dentro de seus limites de
controle ¢ (1-0,0027)7, muito proximo de 1- 0,0027p para o grafico multivariado. Por
exemplo, suponhamos que se pretende controlar simultaneamente a média do processo para
duas caracteristicas da qualidade independentes X: e X, de uma distribuicdo normal
bivariada. Para monitorar ambas as caracteristicas da qualidade pode-se aplicar o grafico X de

Shewhart cujos limites de controle sio fixados segundo o valor de Z , =Z s para cada

2p
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caracteristica. O processo, neste caso, estara sob controle somente se as médias amostrais X1
e X2 representadas no grafico estiverem dentro de seus respectivos limites de controle. Isto

equivale a representar 0 par de médias ( }1,}2) dentro da regido retangular de controle

conforme figura 2.1.

K1

| I
I 1
[

LSCxf--—- T -
: Eegido de controle :

i, | conjunta para I

i Xie X3 :
|

LIiCz| - - - — —— A
[ [
| [
1 1 I

LICs Hy LS5C %,

Figura 2.1 Regiao de controle para duas variaveis independentes analisadas de

forma conjunta adaptada de Montgomery (2004)

A probabilidade que as p = 2 caracteristicas da qualidade sob controle, assumem uma medida
dentro de seus limites de controle ¢ (1—0,0027)% =0,995. Porém, quando a probabilidade
conjunta de ambas as caracteristicas da qualidade, ndo excedam seus limites de controle ¢
1-[(0,0027).(2)]=0,9946. Isto comprova que quando as caracteristicas da qualidade sdo
independentes praticamente nao existe diferenga entre ambas as probabilidades (Montgomery,
2004).

No entanto, quando as caracteristicas da qualidade ndo forem independentes, ou seja,
correlacionadas que ¢ o caso mais freqiiente em aplicagdes industriais, isto representa uma
diferenca consideravel. Neste caso, um procedimento mais complexo, deve ser empregado
para determinar o valor apropriado «' e com isso obter corretamente os limites de controle.

Por simplicidade, continuamos considerando o caso bivariado supondo que o grafico X de

Shewhart ¢ usado e que ambas variaveis (médias X.e )_(z) seguem uma distribui¢do normal
bivariada de correlagdo p com vetor de médias p, = p € matriz de covariancias 2o = X
respectivamente conhecidos.

O'Z O, ,0
1=ty 121y ) Zo:[ 0.1 PG00,

2
POy,0,; Oy,
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Paraisso, um valor deve ser calculado a partir da equagio 2.1

a'=1-(1-a)”
X1- Xo-
Oo1 002
a'=1-P(-a<Z, <an —a<Z,<a)
a'=1- '[Jf(zl,zz)dzldzz (2.2

onde n ¢ o tamanho da amostra e f(z,,z,) ¢ a fung¢do densidade de probabilidade de uma
distribuigao normal padronizada bivariada com correlagdo p. A regido de controle conjunta

neste caso, para um determinado valor ', ¢ uma elipse cuja inclinagdo depende da

correlagdo p existente entre as variaveis consideradas conforme figura 2.2.

A2
LSCs,

£y

LICz,}

LIC+, H LSCx,

Figura 2.2 Regido de controle para duas variaveis correlacionadas analisadas de

forma conjunta adaptada de Montgomery (2004)

Os limites de controle fixados segundo o critério 3o univariado para as variaveis Xie X
Sao sobrepostos na elipse para realizar a comparagdo. A area que representa 0 processo
bivariado sob controle ¢ limitada pela elipse. Como as duas variaveis X1 e X2 sio
dependentes qualquer ponto localizado fora da elipse de controle, indica a presenca de uma
causa atribuivel, mesmo que esteja dentro dos limites de controle individuais para XieXos.
Os graficos de controle estatistico multivariados podem ser separados em dois grupos

digtintos: os esguemas de monitoramento direcionamente especificos e os esquemas de

monitoramento direcionalmente invariantes. No primeiro deles, a diregdo especifica do
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deslocamento do vetor de médias 1, do processo ¢ conhecida visto que no outro, esta diregao ¢

desconhecida (Pham, 2006).

Nesta segdo, o objetivo maior foi justificar a pertinéncia da utilizagcdo de grafico de
controle estatistico multivariado para monitorar simultaneamente duas ou mais caracteristicas
da qualidade correlacionadas e medidas sobre 0 mesmo processo frente a utilizagdo de graficos
de controle individuais para cada uma das variaveis separadamente.

Nas secdes seguintes, ¢ realizado um estudo pormenorizado dos trés principais
graficos de controle atualmente utilizado no controle estatistico de processos multivariados o
grafico T?de Hotelling, o grafico MEWMA ¢ o grafico MCUSUM.

2.2 Grifico de Controle T de Hotelling (Shewhart Multivariado)

O procedimento de controle multivariado mais conhecido e atualmente utilizado para
monitorar o vetor de médias de um processo ¢ ainda o grafico T? de Hotelling. E um
procedimento analogo ao grafico de controle de Shewhart para o caso multivariado. Nesta
secdo Sio apresentadas as duas versdes do grafico T de Hotelling: uma para dados em
subgrupos racionais, e outra para dados individuais.

2.2.1 Subgrupos racionais

Os graficos de controle multivariados sdo desenvolvidos a partir de medi¢des dos
resultados do processo para multiplas variaveis. As medigdes sdo apresentadas, geralmente,
para subgrupos de itens coletados de tal forma que estejam sob atuagdo de somente causas
comuns. Sao chamados na literatura de subgrupos racionais.

O projeto de desenvolvimento de graficos de controle T? de Hotelling para subgrupos
racionais ¢ separado em duas fases distintas (Lowry e Montgomery,1995). A primeira fase
(fase I) consiste da analise de dados passados com o objetivo de verificar se 0 processo estava
sob controle estatistico quando os primeiros subgrupos foram obtidos, bem como retirar os
pontos suspeitos de estarem fora dos limites de controle e estimar a distribuigao do processo
para teste de pontos futuros. A fase seguinte (fase I1) consiste em usar o grafico de controle
para detectar qual quer fuga do processo em relagio a sua distribui¢do estimada na fase 1.

Paraafase | considere que obtivemos m subgrupos independentes de tamanho n (n>p)

provenientes de distribui¢des N, (¢;,2) i =1,2,...,m em que os vetores de meédias sejam

desconhecidos e cujas matrizes de covariancias sdo desconhecidas, mas iguais. Nesta primeira

fase, precisamos estimar o vetor de médias p e a matriz de covariancias X a partir de uma



Capitulo 2 Revisio de Literatura 31

analise de m amostras de tamanho n, tomadas quando se admite que O processo esta sob

controle estatistico. Esses estimadores para p e Z, sio dados respectivamente, por

= 1&—
=—)> Xi 2.3
x mzﬂ: (2.3)
— 1&
S =—)>S. 24
mZ:l: i (24)
l m _ =
S, =— ) (X, - Xi)(X, — Xi) (2.5)
m—17H

onde m representa 0 nimero de amostras preliminares de tamanho n retiradas do processo e Xj
¢ a k-ésima observagdo p-variavel referente a i-¢sima amostra.

Na fase seguinte (fase Il) utilizaremos as estimativas dos parametros para obter a
estatistica teste cujo procedimento nesta forma ¢ denominado grafico de controle T? de
Hotelling, ou sga:

7% = n(X - X)'S™" (X - X) (2.6)

onde X e S representam, respectivamente, as estimativas para o vetor de médias p e matriz de
covariancias X do processo.

Para um grafico T2 de Hotelling os limites de controle sio dados pela escolha de um
valor «, tad que P(T?’< LIC) = 1-a, conforme limites de controle quando a fase | é

estabelecida. Nafase 1, os limites de controle do grafico T de Hotelling sio dados por:

LSC = M o, p,mn—m—p+1
mn-m—-p+1 “" F
LIC=0 2.7)

Caso ocorram pontos plotados acima do LSC esses pontos sio retirados do conjunto de

fasel

dados e ¢ recalculado um novo LSC para o teste dos pontos remanescentes. Esse

fasel

processo ¢ realizado até que todos os pontos restantes estejam abaixo do LSC calculado

fasel
por altimo. Assumimos a partir dai que esses pontos restantes sdo amostras aleatorias de uma
distribuigdo N, (u,2) e essas informagdes serdo usadas para a construgdo do grafico de

controle parafuturas observagdes do processo (Montgomery, 2004).

Nafase Il, os novos limites de controle do grafico T? de Hotelling sio dados por:

1SC = p(m+1)(n-1)
mn—m—p+1

LIC=0 (2.8)

a,p,mn—m—p+1
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Quando um ponto excede esse limite, dizemos que 0 processo esta fora de controle. Alguma
causa especial, também chamada de causa assinalavel, que ndo pertence ao sistema de causas
comuns do processo deve estar atuando e tem de ser investigada. Para os limites de controle
equagodes (2.7) e (2.8), F, representa o percentil da distribui¢ao F de Snedecor com p

,p,mn—m—p+1

e (mn-m-p+1) graus de liberdade, obtido a partir da probabilidade o de alarme fal so adotada.

2.2.2 Observacoes individuais multivariadas

Em alguns processos a técnica de agrupamento de dados via subgrupos racionais ¢ inadequada
de se aplicar, como por exemplo, indastrias de processos (quimicas, petroquimicas, de
mineragdo e outras) situagdes onde podemos considerar um item como sendo uma porgdo de
material coletado instantaneamente de determinada corrente ou de um lote homogéneo de
algum produto. Nesse caso, temos geramente subgrupos de itens de tamanho 1 devido as
restrigdes de amostragem. Além disso, a suposi¢do de independéncia dos itens estaria muito
comprometida caso se definisse como amostra um subgrupo de material do lote ou da corrente.
Em industria de pecas ¢ componentes, a suposi¢do de independéncia dos itens pode ser
adequada, mas as vezes aumenta o custo para se obter medi¢des multiplas de subgrupos de
itens. Isso, sejustifica pelo elevado tempo de ciclo de medi¢do ou pelo seu custo. Observagdes
individuais sio muito comuns nesses casos (Pham, 2006).

O projeto de desenvolvimento de graficos de controle T? de Hotelling para
observagdes individuais é separado em duas fases distintas.

A primeirafase consiste em um estudo retrospectivo dos dados, que mostra por meio
de testes, se 0 processo esta ou ndo sob controle estatistico quando os dados representam uma
amostra de observagdes tomadas em todos os pontos do processo, ou seja, uma amostra
representativa. Por exemplo, uma amostra retirada durante um especifico periodo de tempo.
Esta fase ¢ de primordial importancia para estabelecer-se 0 controle estatistico e se encontrar
os limites de controle apropriados para a fase seguinte.

Para afase | considere 0 caso em que p caracteristicas correlacionadas existem, sdo
medidas simultaneamente e estdo necessariamente sob controle estatistico. Assume-Se que
estas caracteristicas seguem uma distribui¢do normal multivariada p-dimensional com vetor de

médias u{Z(ﬂl,ﬂz,....,,up) e matriz de covariancias »., onde p; é a média da i-ésima

caracteristica e 2. umamatriz de dimensio p x p que contém as varidncias-covariancias das
p-caracteristicas. Assumindo que o processo esta sob controle nessa fase, os dados obtidos sao

usados para estimar os verdadeiros valores da distribuicdo normal p e X. Suponha que
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inicialmente se tenha m elementos amostrados, apds a retirada dos pontos atipicos restando
dessa forma n elementos amostrais com n<m.

Um problema significativo, no caso das observacdes individuais é a estimagdo da
matriz de covariancias do processo. Sullivan e Woodall (1996) apresentam critérios
alternativos para estimar a matriz de covariancias de processos cujo tamanho da amostra ¢é
n=1. Esses autores propdem alguns procedimentos para obtengdo de S (estimadores) que
tornam o deslocamento abrupto (mudanga subita) no processo e deslocamento gradativo
(tendéncia ou mudanga gradativa) no vetor de médias do processo. Dois desses estimadores
merecem destaque. Um deles, ¢ o estimador “usual” denominado S,, obtido pela simples

combinagio de todas as m observagdes, ou seja,
1 <\ v\
S, =—2 (X, X)X, -X) (2.9)
i=1

O outro estimador ¢ uma abordagem multivariada do estimador de amplitudes moveis (Holmes
e Mergen, 1993) dado por
_1vy
P 2(m-1)

(2.10)

onde V ¢ a matriz contendo os vetores linha das diferencas entre duas observacoes sucessivas
p-variadasdadas por V, =x,,, —x,, 1 =1,23,....m-1 e S, representa a matriz de covariancias
dessas diferencas. Usando S, a0 invés de S na estatistica de controle T? de Hotelling (2.6),
obtém-se um grafico de controle mais sensivel a possiveis mudangas, abruptas ou gradativas,
no vetor de médias do processo.

O projeto de desenvolvimento do grafico de controle estatistico nessas condi¢des para
aobservagdo X, utilizaa seguinte estatistica T? de Hotelling para observagdes individuais

T2 =(X,-X)S (X, -X) (2.11)

onde X, e S representam, respectivamente, as estimativas do vetor de médias e matriz de
covariancias do processo.

Nesta primeira fase selecionam-se m amostras preliminares e representativas para
estabelecer-se 0 controle estatistico (processo padrdo) e encontrar os limites de controle

apropriados. Os limites de controle para a estatistica T?, nesta fase, segundo Tracy, Young e

Mason (1992), deve basear-se em uma distribui¢ao Beta dados por:
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Lsc=m=Y 4

m [a/2;§,(m—p—l)/2]

(m _1)2 ﬂ

m [l—a/Z;LZ),(nl—p—l)/Z]

LIC = (2.12)

onde n-arz4 . (m-p-1/2 € 0 1-oa percentil da distribuigdo Beta; p/2 e (n—p-1)/2 sio os

parametros da distribuicdo Beta. Como as tabelas para a distribui¢do Beta ndo sdo facilmente

[P/ = p =D Fppn _ ,
1+[p/(n—p—1)]]-7( [a:pl2,(n-p-1)12]

a;p,n—p-1)

avaliadas, pode-se utilizar a seguinte relagio

entre as variaveis aleatorias com distribui¢do Beta e F. Utilizando essa relagio obtém-se em
termos de percentil da distribui¢do F, os seguintes limites de controle do grafico T? de
Hotelling paraafasel:

(m —1)2 X [p/(m -p _1)]Ea/2;p,n1—p—l)
m 1+[pl(m— p-D]F,

LSC =

al2;p,m-p-1)

(m _1)2 X [p /(m _p _1)]F(1—a/2;p,mfpfl)
m 1+ [p/(m -p _1)]F'(1—a/2;p,m7p—l)

LIC =

(2.13)

onde F ¢ a distribui¢do F, a 0 nivel de confianga, p o nimero de variaveis observadas e n é o
namero de observacgdes.

Na fase I, o grafico de controle multivariado principalmente para o caso bivariado
pode ser plotado tanto num grafico T2 de Hotelling, em que setem aidéia do comportamento
do processo no tempo, mas também ¢ possivel marcar uma variavel contra a outra num grafico
de Dispersio, em que os limites de controle sdo visualizados como uma elipse. A elipse de

controle desse grafico ¢ expressada em termos da amostra X, de m observagdes ¢ dada por

(X —1,)'S ™ (Xi 1) < 2501 (2.14)
onde p, ¢ o vetor de médias do processo sob controle. Este tipo grafico ¢ normalmente
utilizado para visualizar e examinar o comportamento dos dados (Pham, 2006).

Os procedimentos para a fase | na construgdo de graficos de controle multivariados
principalmente para dados individuais tém recebido menos atengdo na literatura que os da fase
.

A segunda fase se caracteriza pelo monitoramento do processo com a utilizagao dos
limites de controle estabel ecidos na fase anterior para testar futuras observagdes. Nesta fase as

estimativas obtidas para 0s parametros do processo sob controle estatistico a partir da selegdo
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das m amostras preliminares fornecem os limites de controle para a estatistica T2 de Hotelling

$a0:

pm+1)(m -2
m(m — p)

LSC =

a,p,m-p

LIC=0 (2.15)
Quando 0 nimero m de amostras preliminares ¢ grande ( m>100) é comum utilizar-se um

limite de controle aproximado, ou os limites de controle:

sc=pm=Yp (2.16)
m— p a;p,m—p

ou

LSC= 42, 2.17)

onde Zj,p representa o percentil da distribuigdo qui-quadrado com p graus de liberdade, obtido

a partir da probabilidade « de darme falso adotada. Para m>100, o limite de controle
(equagdo 2.15) ¢ uma aproximagdo razoavel. No entanto, o limite qui-quadrado (equagio 2.16)
¢ apropriado apenas se a matriz de covaridncia for conhecida, muito embora seja amplamente
usado como uma aproximagao (Lowry e Montgomery, 1995).

A utilizagdo de graficos de controle T de Hotelling a partir de observagdes individuais
no monitoramento de processos segundo Mason e Young (2002) exige uma amostra na qual o

numero de observacdes m excede o niumero de variaveis p. Se m <p nem a matriz inversa da
covariancia Y, 'e nem aestimativa S™' podem ser calculadas. Além disso, um grande nimero

de parametro deve ser estimado quando o vetor de médias e a matriz de covaridncias sao

desconhecidos. Neste caso, n deve ser suficientemente grande para gerar estimativas precisas.

2.3 Grafico de Controle Multivariado MEWMA

O grafico de controle T? de Hotelling apresentado na sedo anterior é uma extensdo
multivariada do grafico de Shewhart para a média, onde cada conjunto de dados ou cada valor
inserido no grafico individualmente e a sua relagdo com outros pontos ¢ determinado apenas
pelo grafico. Para este tipo de grafico nenhuma estatistica que envolva todos os dados
anteriores ¢ utilizada, ou seja, apenas a informagdo do Gltimo ponto demarcado no grafico é
considerada. Portanto, insensivel a pequenas mudangas no vetor de médias de um processo.

Os modelos de graficos de controle univariados com memoria tais como o grafico de
Média Movel Exponencialmente Ponderada EWMA (Exponentially Weighted Moving

Average) e o de Somas Acumuladas CUSUM (Cumulative Sum) foram desenvolvidos para
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oferecer maior sensibilidade a pequenos desvios na média que passam despercebidos pelo
grafico de Shewhart. A extensdo do desenvolvimento destes graficos de controle para o caso
multivariado (MEWMA e MCUSUM) se constitui como alternativa ao grafico T? de Hotelling
para detectar com maior rapidez mudangas de pequena magnitude no vetor de médias de um
processo. Sullivan e Woodall (1998), recomendam a utilizagdo dos graficos de controle
MCUSUM e MEWMA paraa analise preliminar de observagdes multivariadas.

A primeirareferéncia sobre grafico de controle multivariado MEWMA (Multivariate
Exponentially Weighted Moving Average), se deve a Lowry, Woodall e Champ (1992) que
definem o MEWMA como uma extensdo logica do controle EWMA univariado (p = 1) cuja
estatistica de controle para monitorar o valor médio do processo ¢ dada por:

Z =rx+(1-r)Z, , i>1 (2.18)
onde O<r <1 ¢ uma constante e o valor inicial (exigido como 1* amostra em i=1) ¢ o valor
nominal do processo de modo que Z, = u, .

Para a versio multivariada (p>1) do grafico EWMA a estatistica da equagao (2.18) ¢
expandida conforme equagio (2.19)

Z,=RX;+(I-R), (2.19)
onde X; ¢ o vetor p-dimensional de observagdes amostrais referente a i-ésima amostra unitaria,

I ¢ a matriz identidade de ordem p, R € a matriz diagonal (r3,7,,....,) que contém p constantes
de ponderagdo {r, € (0]} e Z, , é o vetor p-dimensional dos escores referentes a amostra
i —1 tomando geralmente como partida Z, = p, . Quando r =1 o grafico de controle MEWMA
é equivalente a0 grafico de controle y > de Hotelling.
A edtatistica de controle utilizada para o grafico MEWMA ¢ definida como:
P=7,%]Z, (2.20)

onde Z;l ¢ a inversa da matriz de covariancias de Z,. A matriz de covariancias de Z, ¢ dada
segundo a equacdo

_ M- 1-r> 1.2
2—-r

Para o procedimento do grafico de controle MEWMA pode-se tomar a matriz de covariancia

2z, (2.21)

assintotica dada por

[—>00 —r

>, =limx, :(Zr )z (2.22)
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de formaanaloga ao que ocorre no caso univariado para observagdes individuais. No caso cujo

tamanho da amostra n >1, obtém-se a equacio (2.23) corrigida por n:

ZZ:((zjnng (2.23)

O processo ¢ considerado fora de controle se 7,°>h naequagio (2.20). O valor deh

(limite superior de controle) ¢ escolhido a partir do desempenho de ARL para o grafico de
controle MEWMA.

2.4 Grafico de Controle Multivariado MCUSUM

O grafico de controle multivariado com memodria MEWMA apresentado na secao
anterior se constitui como uma das alternativas ao grafico de controle T? de Hotelling em
situagdes onde a detec¢do de pequenas mudangas nos parametros do processo ¢ importante.

Nesta segcdo apresenta-se 0 grafico de controle multivariado com memoéria MCUSUM
como uma outra alternativa ao grafico T? de Hotelling para atender a tais situacdes.
Inicialmente, ¢ apresentado uma breve introdugdo ao procedimento basico do grafico de
controle univariado CUSUM (Soma Acumulada). Uma apresentacdo de forma analitica deste

tipo de grafico de controle pode ser encontrada em Hawkins (1998) e Alves (2003, 2004).

2.4.1 Grafico de controle CUSUM

O grafico de controle de soma acumulada CUSUM (Cumulative Sum Control Charts)
introduzido por Page (1954) ¢ uma boa alternativa ao grafico de controle de Shewhart para
detectar pequenas mudangas na distribuigdo caracteristica da qualidade, manter um controle
apertado sobre 0 processo e dar uma estimativa do novo nivel do processo ou da nova média.
Este tipo de grafico com memoria incorpora, diretamente, toda a segiiéncia de informagdes
demarcando as somas acumuladas dos desvios dos valores da amostra de um valor objetivo.

Supondo que amostras de tamanho n>1 sio coletadas, € que x, Sgjaaobservagdo da j-¢sima

amostra. Entao, se u ¢ o valor desejado (alvo ou valor nominal) para a média do processo, a

soma acumulada CUSUM para observagdes individuais ¢ obtida demarcando a quantidade

resultante da estatistica de controle dada por:

Q=Zm—m) (2.24)
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onde C, ¢ a soma acumulada de todos os desvios do valor nominal desde o periodo 1 até o

periodo i. No entanto, se desgarmos a soma acumulada para um grafico CUSUM que utiliza

as médias de um subgrupo racional substituiremos na equacdo (2.23) cada observagdox; pela

média amostral x; .

Uma maneira mais usua para monitorar a média de um processo ¢ o procedimento
CUSUM Tabular ou Algoritmo utilizado para calcular as somas acumuladas unilaterais
C;" (Cusum superior) e C; (Cusum inferior) conforme equagdes (2.25) e (2.26):

C’ =max[0,X, —(u, +K)+C/,] (2.25)

C =max[0,(u, - K)- X, +C, ] (2.26)
onde osvaloresiniciais C;” = C; = 0. Nessas equagdes, K ¢ o valor de referéncia e corresponde

aproximadamente a metade do desvio entre o valor nominal 1z, e o valor da média fora de

controle x, que setem interesse em detectar rapidamente ou

K :ég :M (2.27)
2 2

onde & ¢ o tamanho da mudanca em unidades de desvios padrdes e o ¢é o desvio padrdo do

processo. No algoritmo de soma acumulada para cada amostra Sio obtidos os sucessivos

valores acumulados das estatisticas de controle C e C; a serem demarcados no grafico

CUSUM. As somas acumuladas dos desvios C; e C; sio comparadas com o intervalo de

decisio 4, limite que pode ser atingido pela soma acumulada unilateral.

2.4.2 Grifico de controle multivariado MCUSUM

O grafico de controle multivariado mais conhecido ¢ atualmente utilizado com maior
fregiiéncia para monitorar o vetor de médias de um processo ¢ ainda o tradicional grafico T?de
Hotelling onde cada conjunto de dados ou cada valor ¢ inserido no grafico individualmente ¢ a
sua relagdo com outros pontos ¢ determinado apenas pelo grafico (Bersimis, Psarakis e
Panaretos, 2007). Apesar de extremamente eficaz ndo ¢ a unica ferramenta disponivel para a
analise estatistica multivariada de processos industriais. Em alguns casos, outros tipos de
graficos de controle multivariados podem ser aplicados com a mesma finalidade, e com
vantagens. E o caso do grafico de controle multivariado MCUSUM e o MEWMA apresentado
na segdo anterior. Esses graficos detectam pequenas mudangas dos parametros de um processo

multivariado com um ARL bem menor que o grafico T de Hotelling. Assim, podem
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complementar ou substituir com vantagens o grafico o T? de Hotelling, podendo permitir em
fungdo do caso em analise, a obtengdo de uma solugdo mais precisa, a um custo ¢ prazos
menores que os requeridos pelas metodologias tradicionais.

O grafico de controle multivariado de Somas Acumuladas (MCUSUM - Multivariate
CUSUM Control Charts) ¢ um procedimento que utiliza a soma acumulada dos desvios de
cada vetor aleatorio previamente observado em relagdo ao valor nominal para monitorar o
vetor de médias de um processo multivariado.

Os procedimentos de controle estatistico multivariado baseado na filosofia CUSUM
sdo discriminados em duas principais categorias: (i) procedimentos de controle que utilizam
multiplos graficos de controle CUSUM univariados (abreviados por MCU), desconsiderando
assim a correlagao entre as variaveis e (ii) procedimentos de controle que utilizam um grafico

de controle CUSUM multivariado (abreviado por MCUSUM), isto ¢, utilizam a matriz Y., de

covariancias das variaveis para obter uma aproximagdo do grafico CUSUM em processos
multivariados. Portanto, a primeira delas consiste em reduzir as observagdes multivariadas a
um escalar, enquanto a outra consiste em elaborar um grafico MCUSUM para analisar
diretamente estas observagdes multivariadas.

O primeiro procedimento de controle multivariado MCU (Multiple Univariate
CUSUM) foi proposto por Woodall e Ncube (1985), descrevem como um processo
multivariado pode ser monitorado utilizando maltiplos graficos CUSUM univariados para a p
variaveis originais ou aplicando graficos CUSUM univariados para as p componentes
principais. A partir de um estudo comparativo entre a utilizagio do grafico T2 de Hotelling e 0
grafico de controle bivariado de MCU baseado em componentes principais estes autores
concluem que os graficos MCU sao mais sensiveis para detectar mais rapidamente pequenos e
moderados deslocamentos no vetor de médias do processo. Neste procedimento, a média de
cada variavel ¢ monitorada através da estatistica de controle e [equagdes (2.25) e (2.26)], com
limites de controle dados por h. Cada um dos p graficos de controle sinaliza que a média da i-
ésima variavel monitorada sofreu um deslocamento quando C; > hou C; < —h paravalores
especificos de K e 4. Quando pelo menos um dos p graficos univariados detectar algum desvio
em relacao a média da respectiva variavel, o grafico MCU indicara que o processo esta fora de
controle. Segundo Pignatiello e Runger (1990), os graficos MCU devem ser aplicados num
processo onde existe 0 interesse em detectar desvios numa diregido especifica preestabelecida

em relagdo ao vetor p, . Estes desvios podem ser caracterizados através de deslocamentos das

variaveis do processo sobre seus cixos (desvios especificos em relagdo as médias das
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variaveis) ou na diregdo dos eixos dos componentes principais (variaveis independentes que
Sdo combinagdes lineares das variaveis originais).

Alwan (1986) propde um grafico CUSUM multivariado baseado em testes
seqiienciais de proporgdes de probabilidade. Com essa abordagem multivariada obtém um
modelo de decisio linear para este grafico utilizando uma aproximagdo para a
distribuigio y* ndo central.

Healy (1987) desenvolveu um grafico CUSUM multivariado para demonstrar que,
guando existe interesse em detectar um desvio da média em uma determinada diregdo
preestabelecida, um grafico CUSUM univariado baseado na combinagao linear das p variaveis
originais, estruturada naquela direcdo, fornecera bons resultados em termos de desempenho
ARL. Para desenvolver este grafico, o autor utiliza como estratégia o fato de que os graficos
CUSUM podem ser vistos como uma Série de testes de probabilidade de proporgdes
seqiienciais. Essa estratégia pode ser pouco eficiente se num processo multivariado existir
interesse em detectar des ocamentos em varias diregdes (Pignatiello e Runger,1990).

Seja a seqiiéncia X, X,, X;,...., X, variaveis aleatorias independentes distribuidas
segundo Np(z,,2.,) com um vetor pxl de médias p, sob controle e uma matriz de
covariancias p X p conhecida 2., .

A estatistica CUSUM (Soma acumulada) para detectar uma mudanca de x, para p,

pode ser expressa como:

S, =max[0,S, , +a' (X, —p,) - %d] (2.28)

onde d ¢ a raiz quadrada do parametro de ndo centralidade e a'= (%).(ul —p)Xt A

estatistica CUSUM S, indicara se o processo esta fora de controle quando S,> h cujo h ¢ o

intervalo de decisio (limite de controle).

Crosier (1988) propde dois procedimentos para o grafico de controle CUSUM
multivariado. O primeiro procedimento é baseado na raiz quadrada da estatistica T? de
Hotelling enquanto o segundo pode ser obtido substituindo a quantidade de escalares nas
expressoes de somas acumuladas pelos correspondentes vetores.

O primeiro procedimento, denominado grafico de controle soma de T, COT ou
CUSUM of T, proposto por Crosier (1988), consiste em reduzir as observagdes multivariadas
aescalares. A estatistica de soma acumulada para este procedimento ¢ dada por:

S, =max(0,S,_, + T, —k) (2.29)
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Este procedimento baseia-se em realizar uma soma acumulada (CUSUM) da raiz quadrada da

estatistica T,.2 paraai-ésima amostra, isto é:

T, = (X, -1,) S (X, - ,) (2.30)
onde S, >0, k>0 e X, ¢ a i-ésima observagdo p variada do processo e k ¢ o valor de
referéncia. O procedimento indicara um processo fora de controle quando C, >4 ondeh ¢ o

intervalo de decisdo (limite de controle).

O segundo procedimento denominado MCUSUM (CUSUM de vetores) se constitui
numa extensio multivariada do grafico de controle CUSUM univariado de Crosier (1986).
Nesse procedimento, as quantidades escalares sio substituidas por vetores.

Define-se C, como:

C =[Sy + X, —1,) TS, + X, —p,)] (2.31)
onde S, sio as somas acumuladas expressadas como:

0, se C <k

S = (sil+xi)(1—§), se  C>k

(2.32)

com S, =0 evalor dereferéncia £>0.

A edtatistica de controle a ser demarcada no grafico de controle ¢ dada por:

Y, =4/S,'27S, (2.33)

O método sinaliza uma situacdo fora de controle se Y, >4 onde 4 ¢ o intervalo de decisdo

(limite superior de controle). Crosier (1988), demonstra que estes dois procedimentos de
graficos MCUSUM apresentam vantagens em relagio ao grafico T? de Hotelling pois podem
ser projetados para detectar mudangas especificas no vetor de médias do processo, isto ¢,
caracteristicas tais como a aplicagdo do procedimento Resposta Inicial Rapida FIR (Fast Initial
Response) para melhorar a sensibilidade do grafico no inicio do processo ou apds o
MCUSUM ter dado um sina de fora de controle. Além disso, a partir de um estudo
comparativo entre estes dois procedimentos de grafico MCUSUM o autor demonstra que o
segundo procedimento MCUSUM (CUSUM de Vetores) apresenta um desempenho ARL
superior em relacio ao procedimento COT (Soma de T).
Dois outros procedimentos para graficos de controle multivariados CUSUM foram

também propostos por Pignatiello e Runger (1990): os graficos de controle MC1 ¢ MC2. A

diferenca entre estes dois procedimentos esta centrada na forma como a somatoria dos vetores
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de médias ¢ realizada. No procedimento MC1, realiza-se inicialmente a somatoria dos valores
de médias e apos isso, calcula-se 0 quadrado dessa somatoria. No procedimento MC2 , cada
vetor de médias ¢ elevado ao quadrado e apos isso, determina-Se a somatoria.
O procedimento, MC1, é baseado no vetor de somas para o tempo t dado por:
14
Co= >.(X;—n,) (2.34)
i=t—n,+1

onde n ¢ o nimero de subgrupos desde a tultima renovagéo, isto ¢, valor zero do CUSUM.

1 :
Entdo —C, pode ser escrito como:
n

t

1c, =(i ixij—uo (2.35)

nt nt i=t—n,+1

1 , - "
onde o vetor —C, representa a diferenca entre a média acumulada da amostra ¢ a média do
n

t

processo sob controle. Para o tempo t, esta média do processo multivariado pode ser estimada

1 ~ .
por n—Ct +p,. Aextensiode C, ¢

t
fcl=Je T e, 2%
onde C, ¢ considerada como uma medida estimada da distdncia entre a média do processo e o

valor avop, para a média. O grafico de controle CUSUM multivariado pode ser construido

definindo MC1 como

MC1, =max(0,C, —kn,) (2.37)
e
+ MC1 . >0
. {nt_l L se ll (2.38)
1, casocontrario

onde MC], ¢ a estatistica de controle e k ¢ o valor de referéncia. O método sinaliza uma
situagdo fora de controle se MC1 >h onde 4 ¢ o intervalo de decisio ( limite de controle).
O segundo procedimento proposto, considera o quadrado da distincia D? da t-ésima

amostrado valor avo , , onde

D} = (X, —n,) XX, —n,) (2.39)
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tem uma distribuicio y* com p graus de liberdade quando o processo esta sob controle, e uma

distribui¢io x> ndo central com p graus de liberdade de parametro A*(u,) quando o processo

esta fora de controle.

Um grafico de controle CUSUM univariado pode agora ser formado como
MC2, =max(0,MC2, , + D? — k) (2.40)
com MC2,=0, ondeMC2, ¢ a estatistica de controle e k 0 valor de referéncia. O método
sinaliza uma situagio fora de controle se MC2, > honde 4 ¢ o intervalo de decisio (limite de

controle).

Pignatiello e Runger (1990) demonstram a partir de um estudo comparativo que o
grafico de controle MCI1 possui melhor desempenho ARL em relacdo ao grafico T? de
Hotelling na detecgdo de deslocamentos na média do processo inferiores a 3 (trés). Esses
autores também mostram que o grafico MC1 possui, em geral, um melhor desempenho de
ARL em relagdo ao grafico de controle MCU de Woodall e Ncube (1985) quando o
deslocamento no vetor de médias do processo for provocado por desvios simultineos nas
médias de mais de uma variavel.

Hawkins (1991) sugeriu para o controle da qualidade multivariado um método de
aproximagao baseado em variaveis de regressdo ajustada aplicado aos graficos de controle
CUSUM e Shewhart com observagoes individuais. Para esse método, o autor aperfeigoou a
estratégia sugerida por Healy (1987), propondo um MCU, que se mostrou mais eficiente em
relagdo ao MCU apresentado por Woodall e Ncube (1985) para detectar desvios no vetor i,
em varias diregdes.

Nga e Zhang (2001) desenvolveram a partir de simulagdes dois novos projetos de
graficos de controle CUSUM multivariados com direcionalidade invariante (PPCUSUM e
FPCUSUM) baseados em métodos de projegdo. Além disso, realizaram um estudo
comparativo entre estes dois novos graficos de controle e os graficos MCy(Pignatiello e
Runger, 1990), MEWMA; e MEWMA,; (Lowry,Woodall, Champ e Rigdon,1992) para avaliar
tanto o desempenho de ARL destes graficos quando o desempenho de outros parametros tais
como SRL (desvio padrio de niimero de amostras até o sinal), ADRL (média atrasada de
nimero de amostras até o sinal) e SDRL (desvio padrdo atrasado de numero de amostras até o
sinal). Resultados obtidos deste estudo a partir de ssimulagdes indicam que estes dois novos
projetos de graficos CUSUM sdo mais eficazes para evitar problemas de inércia e situagdes

guando deparamos com deslocamentos atrasados da média do processo provenientes dos
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graficos MC;, MEWMA; e MEWMA,. Por esta razao, recomendam os graficos PPCUSUM e
FPCUSUM para detectar trocas atrasadas da média (ADRL) em processos industriais que
apresentam alguma anormalidade de caracteristica da qualidade e a utilizagdo dos graficos
MEWMA;, MEWMA,, MC; e MCUSUM para detectar trocas iniciais da média desses
Processos.

Qiu e Hawkins (2001) sugerem um procedimento nao paramétrico do grafico CUSUM
multivariado para detectar uma mudanga no vetor de médias das medi¢gdes de um processo
baseado nas linhas da segdo transversal das medigoes. Qiu e Hawkins (2003) propdem um
outro grafico de controle multivariado CUSUM também ndo paramétrico baseado em
informagdes sobre a ordem entre os componentes ¢ de medigdo da ordem das informagdes
entre amedi¢ao e os seus componentes na média sob controle.

Runger e Testik (2004) apresentam uma descri¢do ¢ uma analise geométrica detalhada
de diversas extensdes do grafico de controle CUSUM com intervalo de decisdo bilateral
simétrico [-h, h] tais como as vantagens e desvantagens de cada uma. As interpretacdes
geométricas apresentadas € os nomes propostos se fundamentam em suas caracteristicas
geométricas distintivas analogas a mascara V. A descrigdo geométrica conforme caracteristica
da extensio multivariada do grafico CUSUM seguem a forma geométrica de piramide, cone,
paraboloide e a forma invariante que ddo origem aos graficos denominados MPIRAMIDE,
MCONE, MPARABOLOIDE E MINVARIANTE.

a) Grafico MPIRAMIDE (formato de piramide)

O procedimento de controle é baseado em multiplos graficos CUSUM univariados com
intervalo de decisio bilateral simétrico onde cada valor é operado como uma mascara V.
Geometricamente, isto define o formato de uma piramide com p+1 dimensdes que incluem

uma linha central para o tempo.

b) MCONE (formato de cone)
E uma extensdo direta da mascara V para multiplas dimensdes. Uma vantagem do grafico
MCONE ¢ que ¢ igualmente sensivel a deslocamentos (distancia de Mahalanobis) de mesmo

valor em todos os sentidos do alvo.

¢) MPARABOLOIDE (formato de paraboléide)
Esta derivagdo ¢ uma etapafacil previamente fornecida para o grafico MCONE que pode ser

operada com forma de parabol 6ide situada na direcdo da distancia da observac¢do mais recente.
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d) MINVARIANTE (formainvariante)
A derivagdo deste grafico ¢ uma contribuigdo nova obtida de um argumento em que o
problema ¢ invariante sob transformagdes ortogonais quando o valor da média fora de controle
for especificado e somente o sentido for desconhecido.

A figura 2.3 é uma ilustragdo grafica da geometria de pirdmide, cone e paraboldide para

p= 2 dimensdes.

Figura2.3 Formabidimensiona de piramide, cone ¢ paraboloide

Como podemos observar, para todos os graficos multivariados, o cone, o paraboldide e a
formainvariante compartilham de uma mesma caracteristica importante: umabase circular. A
diferenca estd na fungdo que determina os raios destes circulos em pontos precedentes de
tempo.

Lee e Khoo (2006) propdem uma extensdo multivariada dos procedimentos para o
projeto estatistico do grafico CUSUM univariado baseada tanto em desempenho ARL (ntimero
médio de amostras até o sinal) de Gan (1991) quanto em desempenho MRL (niimero mediano
de amostras até o sinal) de Gan (1992). Essa extensdo multivariada com base em MRL se
congtituiu em uma nova contribui¢ao, pois na literatura existente 0 nimero mediano de
amostras até o sinal s6 era utilizado em graficos de controle univariados tais como EWMA

(Crowder, 1989) e CUSUM (Gan, 1992).

2.5 O ARL - Numero médio de amostras coletadas até a emissido de um sinal

A avaliagdo e a comparagdo de diferentes tipos de graficos de controle multivariados
Sdo realizadas mediante a utilizacdo de indicadores de desempenho estatisticos e econdmicos.
O ARL (Average Run Length) é o nimero médio de amostras coletadas até a emissio de um
sinal. Este sinal, pode ser tanto um falso alarme como um sinal de que o processo realmente

esta fora de controle apds um desvio médio do valor nominal. E o indicador estatistico mais
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utilizado para avaliar o desempenho de um grafico de controle e comparar varios outros
procedimentos. Este parametro leva em conta os valores dos erros Tipo I e Tipo II associados
as tomadas de decisdo e as conseqiiéncias econdOmicas deles resultante, isto é, o custo
associado a procura do problema inexistente e o custo associado a fraca qualidade que se
obtém no produto final desde quando a mudanga ocorre até que seja detectada. Por este
motivo, para avaliar 0s parametros de um grafico de controle, costuma-se estudar o
comportamento do ARL face a varias amplitudes de mudanga pois pretende-se que o ARL do
grafico seja grande quando o processo estd sob controle e bastante pequeno quando o processo
esta fora de controle.

Quando o processo esta sob controle, ¢ os pontos que se marcam no grafico sdo
independentes, 0 ARL ¢ dado por

ARL, =1 (2.41)
o

onde ARL, ¢ o nimero médio de amostras coletadas até que ocorra um falso alarme, quando o
processo esta sob controle e @ ¢ a probabilidade de cometer um erro Tipo I ( probabilidade

de falso alarme). No controle estatistico para o caso univariado como, por exemplo, o grafico
X de Shewhart com os limites 3o, toma-se = 0,0027 0 que supde um ARL,= 370, isto &,
MesmMo que O Processo permanega sob controle, um sinal fora de controle sera emitido a cada
370 amostras, em média. Na bibliografia relativa a graficos de controle multivariados o valor
a =0,005, é encontrado com freqiiéncia. Vamos considerar neste trabalho, o valor de
a =0,005, =0,002 e a =0,001, o que supde um ARL,= 200, ARL, =500 e ARL, = 1000,
respectivamente.
Para determinar uma mudanga de valor d , o ARL ¢é dado por

ARL, = 1# (2.42)

onde ARLg4 ¢ o nimero médio de amostras coletadas até que seja sinalizado uma situagdo de

fora de controle e ¢ a probabilidade de cometer um erro Tipo II (probabilidade de nao
detectar que o0 processo esta fora de controle supondo independéncia das amostras). Portanto,
aequagio 2.42 s6 é aplicavel aos graficos de controle do tipo Shewhart como os graficos X e
0 T?de Hotelling e ndo aos graficos univariados e multivariados com meméria, pois nesses
graficos os pontos plotados ndo sdo independentes.

A determinagdo exata dos parametros de um grafico de controle CUSUM tais como o

ARL nem sempre ¢ possivel pelo fato das estatisticas de controle serem variaveis aleatorias
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dependentes. No entanto existem alguns métodos numéricos que permitem otimizar estes
parametros, entre as quais podemos destacar o Método de Equacdo Integral, o Método de

Cadeias de Markov e 0 Método de Simulag¢do.

2.5.1 Método de Equacio Integral

O método de equagdo integral para o caso de um grafico CUSUM Unilateral Superior
¢ aplicado na obten¢do de mudangas positivas (desvios) na média de uma sucessdo de
variaveis aleatorias independentes ¢ normalmente distribuidas. O estudo para o caso do grafico
CUSUM Unilateral Inferior ¢ semelhante e para o grafico CUSUM Bilateral recorremos a
relagao de Kemp (1971) definida por

1 1 1

- = + ; (2.43)
ARL”  ARL* ARL

que exprime o ARL do projeto Bilateral, ARL", a custa dos ARL’s dos projetos CUSUM
Unilaterais Superior e Inferior, ARL" e ARL', respectivamente.

Consideremos entdo um grafico CUSUM Unilateral Superior com valor de referéncia
k eintervalo de decisio h. Este grafico ¢ equivalente a uma sucessdo de testes seqiienciais de
Wald (1945) com limites em O(zero) e em h, sendo que o teste termina quando um desses
limites ¢ atingido. Kemp (1967, 1971) ¢ Waldmann (1986) apresentam expressdes para
determinar estes limites, entre o estudo de outras propriedades do grafico de controle CUSUM.
Nas aplicacdes praticas, em geral, ¢ suficiente trabalhar com limites superiores e inferiores
parao ARL de um plano facilitando deste modo o estudo.

Segja X avariavel continua a ser controlada e f(x) a fung¢do densidade de probabilidade

de X. Representamos por P(z)a probabilidade de um teste que inicia em z vir a terminar
porque ¢ absorvido no limite inferior (com 0<z<#k), por N(z) 0 nimero de amostras

consideradas no teste e por L(z) o ARL do grafico CUSUM, quando este inicia-Se no valor z,
mas com acumulagdes subseqiientes iniciando em zero. Entdo, a fung¢do densidade de
probabilidade conforme defini¢ao de soma acumulada, satisfaz as equagdes integrais descritas
por Page (1954) através de um método numérico popularmente conhecido como Método de

Equagdo Integral definido segundo as equacdes:
z h
P(z) = [ f(x)dx + [ P(x) £ (x — z)dx (2.44)
-0 0

N(z) =1+j’.N(x)f(x—z)dx (2.45)
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L(z) =1+ L(O)F(-z) + jiL(x)f(x —z)dx, (0<z<h) (2.46)

Relacionando estas trés equagdes obtém-se arelacao

L(z)=N(z)+L(0)P(z)
que permite obter o ARL de um projeto que seiniciano valor zdo intervalo [ O, h].

Fazendo z = 0 obtemos L(0) = N(0) +L(0)P(0). Quando N(0) e P(0) sio conhecidos,
o vaor L(0), que corresponde ao valor ARL do grafico numa situa¢do de controle, é dada

N(0)
1-P(0)

pela equagdo L(0) =

Esta equacdo deve ser aplicada com cuidado uma vez que

numa situagdo de controle P(0) ¢ um valor muito proximo de 1, para qual o denominador
1- P(0) tende para zero. Assim a estimativa que se aplica para P(0) deve ser bastante precisa
de modo que aformula anterior fornega valores satisfatorios para o ARL do grafico.

Apesar do calculo P(z) e de N(z) recorrendo as formulas anteriores ser mais facil do
gque o calculo de L(z), varios autores tem proposto métodos numéricos aproximados para
calcular P(z) e N(z), os quais consistem na substitui¢ao das equagdes integrais mencionadas
por sistemas de equagdes lineares algébricas.

Para 0 caso quando X é uma variavel normalmente distribuida com média 6 e

desvio padrao 1, temos

h 1 —(x-z-0)2
P(z)=p(-z—0) + j P(x)(27) 2e 2 dx (2.47)
h 1 —(x-z-0)°
e N(z)=1+ j NX)(27) 2e 2 dx (2.48)
onde ®(z)= (27:)7% je;tzdt (2.49)

Para obter aproximagdes de P(z) e N(z), as equagdes integrais de (2.44) e (2.45) sdo
substituidas por sistemas lineares de equacdes algébricas e resolvidas para as variaveis
desconhecidas.

Kemp (1967) apresenta expressdes para calcular estimativas para P(z) e L(z)
razoaveis no caso da distribuicdo normal e para os outros tipos de distribuicdo apresenta
expressdes que permitem obter estimativas para [.(0) mais precisas do que as estimativas que
se obtém assumindo a hipotese de normalidade.

Goel e Wu (1971) apresentam expressdes simplificadas para estas equagdes integrais

sugeridas por Page (1954), bem como o sistema de equagdes algébricas lineares que fornece
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as estimativas de P(z) e L(z) e do nimero de amostras consideradas num determinado teste

quando a média do processo segue uma distribui¢ao normal reduzida.

2.5.2 Método de Cadeias de Markov

O M¢étodo das Cadeias de Markov foi introduzido por Brook e Evans (1972) para
determinar as propriedades de um grafico CUSUM Unilateral. Mais tarde outros autores
ampliaram este método de modo a ser aplicavel também a graficos CUSUM Bilaterais. Este
método ¢ aplicado tanto para varidveis continuas quanto para variaveis discretas.

Nesta abordagem, o grafico ¢ identificado como uma Cadeia de Markov com um
numero finito de estados. Assim, quando o atributo associado ao processo que tem de ser
controlado esta associado a uma variavel aleatoria continua, ¢ necessario fazer a discretizagdo
da estatistica de controle, bem como da sua fun¢do distribuicdo de probabilidade, a qual
consiste na particao do espago de estados continuos da estatistica CUSUM, num numero finito
de intervalos de classe.

Lucas e Crosier (1982) propdem a ampliagdo dos resultados apresentados no calculo
do ARL de um grafico Cusum Unilateral para o caso de um grafico CUSUM Bilateral
discretizando os valores de ambas as estatisticas CUSUM, de modo que o grafico bilatera
possa ser representado por uma Cadeia de Markov com um nimero finito de estados. Woodall
(1984) melhorou esta abordagem minimizando o nimero de estados contidos na Cadeia de
Markov paratornar o método tdo eficiente quanto possivel.

O nimero de estados que se deve considerar ¢ escolhido de modo a obtermos uma boa
aproximagdo para a matriz das probabilidades de transi¢do e a escolha da amplitude dos
intervalos correspondentes a esses estados deve ser realizada de modo conveniente, uma vez
gue as propriedades de ARL sio sensiveis a isso. Quanto menor for a amplitude destes

intervalos, melhor sera a aproximagdo. Nesta abordagem, a matriz das probabilidades de

wno vaor médio
(o2

transigao, P(5), quando ocorre uma mudanca de amplitude & =

de variaveis padronizadas do processo, pode ser aproximada pela matriz em blocos

Q%) (1-0(9))

1
P(0) = ( o 1 j onde Q(6) ¢ asub-matriz das probabilidades de transi¢ao entre

estados e transientes, [ representa a matriz identidade e 1 é um vetor coluna del’s. Em

graficos de controle o0 ARL pode ser determinado mediante a aplicagdo do modelo aproximado
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de Cadeias de Markov, partindo da matriz de probabilidades de transi¢ao através dos diferentes
estados em que se pode modelar o grafico de controle Brook e Evans (1972).

Neste método, ¢ habito dividir o procedimento usando matrizes de probabilidades de
transicdo de tamanhos diferentes ¢ o valor ARL do plano ¢ obtido a partir da aproximagao

ARL=A+£+£2 (2.50)
m m

usando 0 Método de Minimos Quadrados, sendo m o nimero de estados transientes

considerados e A o valor de ARL assintotico.

2.5.3 Método de Simulagio

Quando se utiliza este método para determinar o ARL, gera-se uma seqiiéncia de
observacdes de uma distribuigdo pré-especificada e seguidamente calcula-se o valor da
estatistica de controle até que ele fique fora dos limites de controle.

O niimero médio de observagdes necessarias até a emissdo de um sinal, isto ¢, o valor
de ARL, varia de seqiiéncia para seqiiéncia. A estimativa para o ARL obtém-se repetindo o
procedimento um elevado numero de vezes (10.000 ou mais para se obter uma estimativa
precisd) e calculando-se os valores de ARL. Para facilitar a implementacao deste método,
determinase 0 ARL assumindo que as mudangas no valor médio em relagdo ao valor

pretendido x, ocorrem no instante em que inicia o procedimento.

2.6 Parametros dos Graficos de Controle CUSUM e MCUSUM

A utilizagdo de métodos numéricos para otimizar os parametros do grafico CUSUM,
tais como a determinagdo da distribuicdo de ARL e dos parametros k e h que melhore o
desempenho deste grafico objeto de estudo de alguns pesquisadores conforme abordado nas
trés ultimas se¢des; vale lembrar que o aprimoramento e a aplicagdo destes métodos vém
sendo estudada e proposta por varios outros pesquisadores nas ultimas décadas. Lucas (1976)
sugere a utilizagdo do método de Equagédo Integral com o procedimento Quadratura Gaussiana
usando 24 pontos para obter aproximagdes numéricas dos valores de ARL do projeto do
grafico CUSUM a partir da resolugdo de sistemas de equacdes lineares algébricas que
aproximam as equagdes integrais (Page, 1954) para as quantidades exigidas. Além disso, o
autor sugere a utilizagdo de curvas caracteristicas de operagdo como alternativa aos
nomogramas desenvolvidos por Goel e Wu (1971) para determinagdo do parametro h do
grafico CUSUM.
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Para melhorar a sensibilidade do grafico CUSUM no momento da partida Lucas e
Crosier (1982) propdem a implementagdo do procedimento Resposta Inicial Rapida (Fast
Initial Response - FIR) cuja utilizagdo permite a reducdo do valor de ARL, e uma redugio
significativado ARL ;.

Um método aprimorado para projetar graficos de controle com base no seu
desempenho estatistico, a partir dos valores dos parametros especificados para a regido sob
controle e fora de controle, ¢ proposto por Woodall (1985), que recomenda tomar como

critério deste projeto para grafico de controle a selegao do tamanho da amplitude na média do

|/ul - :uo \/;
O

processo d = gue segjaimportante detectar.

Vance (1986) desenvolveu um programa computacional para o calculo dos valores de
ARL do grafico CUSUM, sendo que os resultados obtidos para pequenos valores de ARL's
através deste programa, segundo Vance, sdo aproximadamente iguais quando comparados
numericamente com os valores encontrados por Goel e Wu (1971) e Lucas (1976). Este
programa apresenta certas vantagens, tais como: (1) facilitar o procedimento do projeto
econdmico de soma acumulada, pois para o projeto econdmico ¢ necessario minimizar a
funcdo perda iterativamente, o que requer muitos calculos de ARL; (2) maior precisdo de
aproximagdo da fungdo de distribui¢do normal cumulativa padronizada.; (3) evitar a utilizacao
de nomogramas em sSituagdes onde ndo sdo convenientes; (4) maior sensibilidade ao nimero
de pontos utilizado da Gaussiana e (5) modificar facilmente o programa quando da utilizacao
de Quadratura Gaussiana de 24 pontos para até 50 pontos.

O desenvolvimento de um método sofisticado de Quadratura Gaussiana baseado na
regra de ponto central de produto (product midpoint) para obter a solugdo da equacdo integral
(2.50) ¢ proposto por Champ e Rigdon (1991). Estes autores também propdem a aplicagdo de
um formulario de Quadratura Gaussiana para transformar esta equagdo integral num sistema de
equacdes lineares algébricas. Concluiram através deste estudo que o Método da Equagdo
Integral ¢ preferivel quando pode ser encontrada uma equagdo para a solugdo aproximada de
um problema exigido.

Gan (1991) sugeriu um projeto 6timo para o grafico de controle CUSUM obtido a
partir de uma adaptagdo do procedimento do grafico de controle EWMA, proposto Crowder
(1989), e de uma otimizagdo seguida de analise de sensibilidade que complementa o projeto de
grafico CUSUM sem o FIR adotado por Lucas (1976), cujos pardmetros k e h para obtenc¢do
do perfil de ARL formam um subconjunto muito pequeno em relagdo ao projeto 6timo do

grafico CUSUM. Este grafico CUSUM proposto ¢ definido pelo autor como 6timo por possuir
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uma especificacdo do valor do ARL, (sob controle) e um minimo valor de ARL; (fora de
controle) para detectar rapidamente uma mudanca menor da média do processo considerada
importante.

Um procedimento relativamente simples, mas bastante preciso para o calculo de ARL
do grafico de controle CUSUM baseado em uma equagdo de aproximagdo para ambas as
situagdes de um processo sob controle e fora de controle é proposto por Hawkins (pag. 37- 43,
1992). A precisio da otimizagdo utilizada neste procedimento exige a aplicacdo de tabelas
cujos valores de h e k pertencam aos intervalos [0,9) e (-2,3], respectivamente.

Jun e Choi (1993) desenvolveram duas aproximagdes para melhorar a estimagdo de
ARL dos graficos de controle CUSUM utilizando o método de simulagdo e técnicas de
reducdo de varidncia. A primeira delas utiliza o risco total como uma variavel de controle
conforme proposto por Ross (1990) e a segunda aproximagao utiliza estimadores de proporgao
baseado no comprimento de ciclos, onde um ciclo é completado se o grafico CUSUM for
regjustado a origem ou emitir um sinal.

O desenvolvimento de um programa computacional que envolve o Método da Equacgao
Integral bem como a utilizagdo de Quadratura Gaussiana com 24 pontos para computar a
fun¢ao de probabilidade e os percentuais de ARL do grafico de controle CUSUM ¢ proposto
por Gan (1993). Este programa possui também uma rotina que fornece o ARL e 0 esbogo para
acurvadafuncdo probabilidade e da fungdo de distribui¢do cumulativa correspondente.

Hawkins e Olwell (1998) propdem dois programas computacionais integrado ao livro
“Cumulative Sum Charts and Charting for Quality Improvement” para calcular facilmente os
valores dos parametros do grafico CUSUM k, h e ARL relacionados. A utilizagdo destes dois
programas segundo os autores deste livro, facilitam a escolha de parametros para o grafico
CUSUM adaptados as necessidades de um processo pois ponderam a taxa de falsos alarmes
gue se pode tolerar.

Um agoritmo rapido e preciso é proposto por Lucefio ¢ Puig-Pey (2000) para
determinar a distribuicdo de probabilidade do niimero de amostras coletadas até a emissio de
um sina (RL) do grafico CUSUM a partir da utilizagio numérica de uma formula de
recorréncia estdvel baseada no Método de Quadratura Gaussiana capaz de melhorar a
eficiéncia e precisao dos métodos existentes. Este algoritmo pode ser aplicado para descobrir
se a aproximagdo adequada é geométrica ou ndo e, quando possivel, permite trocar para o
recurso geométrico.

Rao, Disney e Pignatiello (2001) propdem um método de singularidade e
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h
convergéncia que utiliza uma unica equagdo integral L(y) =1+ L(O)F(k—y)+ I L(X)dF(x+k—y)
0

e um agoritmo numérico bascado em Gauss-Legendre e Quadratura Simpson para obter
aproximagdes precisas de ARL resolvendo o sistema de equacdes lineares algébricas a partir
desta tnica equacdo sujeita a certas condi¢des de regularidade que na pratica sao
freqiientemente satisfeitas.

Lucefio e Puig-Pey (2002) desenvolveram um programa de computagdo para o
algoritmo rapido e preciso proposto por eles em (2000) para determinar a distribuicdo de
probabilidade de RL do grafico CUSUM com parametros conhecidos para monitorar a média
de processos com distribui¢des continuas tanto normais quanto ndo simétricas. Este programa
possui um diferencia de aproximagdo com a substitui¢do de recursos numéricos de matrizes
usados por Gan (1993) pela utilizagdo de formulas de recorréncia eficientes que permite
estender as avaliagdes da distribui¢do de RL para um ntimero de amostras muito maior. Além
disso, este programa, possui uma rotina precisa que computa as abscissas de Gauss-
Legendre e pesos, dispensando a utilizagdo de tabelas para armazenar estas magnitudes e, mais
importante do que isso, ¢ a facilidade para efetuar a troca do nimero de pontos da Gaussiana.

Um método de aproximagao numérica ¢ proposto por Jones, Champ e Rigdon (2004)
para a distribui¢do de RL e momentos do grafico CUSUM com estimagdo de parametros para
avaliar o desempenho deste grafico cujos parametros sdo calculados a partir de uma variedade
de situagdes praticas. Neste método Sio estudados os efeitos da estimagdo de parametros para
0 procedimento do grafico CUSUM tais como o efeito da derivagdo da distribui¢do do
comprimento de corrida de um grafico Cusum unilateral condicionada a valores especificos de
estimativas realizadas pela média do processo e desvio padrao.

Como podemos observar, ¢ ampla a quantidade de trabalhos desenvolvidos nas ultimas
décadas que abordam o aprimoramento e a aplicagdo de métodos numéricos para obter de
forma aproximada os parametros para avaliar o desempenho do grafico CUSUM univariado.
No entanto, quando se trata da otimizagao dos parametros do grafico de controle multivariado
MCUSUM poucos traba hos que abordam o referido tema com expressiva relevancia tém sido
desenvolvidos neste mesmo periodo principalmente envolvendo o grafico de controle
MCUSUM (Crosier, 1988), objeto de estudo desta pesquisa.

Woodall e Ncube (1985) aplicaram 0 método Cadeias de Markov para obter
aproximagdes de ARL para o desenvolvimento do primeiro projeto de grafico de controle

multivariado que envolve multiplos graficos CUSUM univariados (MCU). Além disso,
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realizam um estudo comparativo dos valores de ARL para avaliar o desempenho entre os
graficos de controle 7*de Hotelling e CUSUM Bivariado de MCU baseado em variaveis
originais ou em componentes principais cujos resultados obtidos, segundo os autores, indicam
o grafico CUSUM Bivariado mais sensivel para detectar rapidamente pequenas e moderadas
mudancas do processo consideradas importante.

Crosier (1988) propde a generalizagdo do grafico de controle CUSUM univariado
sugerido por ele em 1986, para Situagdes multivariadas, substituindo as quantidades escalares
por correspondentes vetores nas expressdoes de somas acumuladas do grafico CUSUM
univariado. Para isso, desenvolveu um estudo comparativo para avaliar o desempenho de ARL
entre o grafico 7°de Hotelling e os dois novos projetos de graficos multivariados
CUSUM ( CUSUM COT E MCUSUM) propostos por ele para monitorar a média de
processos com multivariaveis normais a partir de um estudo comparativo. A aproximagdo de
ARL para o grafico CUSUM COT com ou sem o FIR nesse estudo ¢ obtida a partir do método
Cadeias de Markov, grafico MCUSUM do método de simulagdo e grafico T*de Hotelling do
método analitico. Os resultados obtidos, segundo o autor, demonstram que ambos os graficos
CUSUM COT e MCUSUM sio mais sensiveis que o grafico T2 de Hotelling para detectar
mais rapidamente pequenos deslocamentos no vetor de médias do processo. Além disso,
justifica sua preferéncia pelo grafico MCUSUM em relagdo ao grafico CUSUM COT pelo fato
do vetor de médias do MCUSUM indicar o sentido em que a média esta sendo deslocada.

Pignatiello e Runger (1990) desenvolveram um estudo comparativo para avaliar o
desempenho de ARL entre diferentes graficos de controle tais como MCU (CUSUM
Bivariado), 7 de Hotelling além dos dois novos projetos de graficos de controle CUSUM
multivariados (MC; e MC;) propostos por eles para monitorar a média de processos. Nesse
estudo, utilizam o método da Cadeia de Markov de Brook e Evans (1972) para obter a
aproximagdo de ARL do grafico MCU e 0 método de Simulagdes de Monte Carlo para os
demais projetos de graficos de controle multivariados deste estudo. Os resultados obtidos,
segundo os autores, demonstram que o grafico MC; proposto possui, em geral, um melhor
desempenho de ARL em relagdo a MCU quando o deslocamento no vetor de médias do
processo for provocado por desvios simultaneos nas médias de mais de uma variavel.

Lee e Khoo (2006) aplicaram 0 método de Cadeias de Markov para obter em situagdes
sob controle os parametros 6timos do grafico de controle MCUSUM para observagdes
individuais baseados em ARL e MRL, extensio multivariada dos graficos de controle CUSUM

univariados otimos de Gan (1991),(1992), respectivamente ¢ 0 método de Simulagdo para
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situagdes fora de controle. Apresentam exemplos de projetos estatisticos 6timos para o grafico
MCUSUM baseado em ARL e MRL cujos pardmetros 6timos tais como o valor de referéncia
k e o limite superior de controle h correspondente sio determinados a partir de valores
tabelados para p = 2, 3 e 4 caracteristicas da qualidade tanto para o ARL quanto para o MRL
sob controle de 100, 200, 370, 500 e 1000.

Neste trabalho, propoe-se 0 método de Equagdo Integral com Quadratura Gaussiana
para otimizar os parametros do grafico MCUSUM (CUSUM de Vetores de Crosier,1988) para
NoO Maximo quatro variaveis uma vez que os procedimentos convencionais de construcdo de
graficos multivariados sdo razoavelmente eficazes desde que o numero de variaveis p do
processo nao seja grande. Segundo Montgomery (2004), a construgdo de graficos de controle
multivariados com elevado niimero de variaveis ¢ inviavel pois a medida em que p aumenta o
desempenho de ARL para detectar uma mudanga especifica dessas variaveis para graficos
multivariados também aumenta. Uma alternativa para processos com elevado namero de
variaveis (caracteristicas da qualidade) sdo os métodos de estrutura latente tais como Analise
de Componentes Principais (ACP). Alves, Henning e Samohyl (2008b) propdem o
desenvolvimento de graficos de controle multivariados baseados na projecdo de dados via
ACP como uma alternativa adequada para o tratamento de dados de processos com elevado
numero de variaveis. Utilizando uma rotina numérica no pacote GNU R mostram o quanto a
ACP ¢ fundamental para a reducdo da dimensionalidade da matriz original de dados que
permite a visualizagdo da variagdo dos resultados e sdo uteis, sobretudo para identificar quais
variaveis estdo bem explicadas no modelo. Souza (2000) desenvolveu uma metodologia para
auxiliar o monitoramento e a realimentagio de um processo de producdo multivariado
aplicando ACP aos graficos de controle cuja aplica¢do além de contribuir para a redugdo do
nimero de varidveis a serem investigadas proporcionou também a identificacdo da variavel ou

conjunto de variaveis causadoras da instabilidade deste processo.

2.7 Projeto 6timo aplicado para obter os parametros do grafico MCUSUM

No controle estatistico de processo univariado uma unica caracteristica da qualidade
quantitativa com média u, e desvio padrioo, ¢ monitorada, o tamanho da mudanga d
produzido na média quando esta passa de u, para u,, € Se mantém constante a dispersdo, ¢

medido pelaexpressio:

P (2.51)

(o}

o
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onde d=0 quando 0 processo esta sob controle e d > 0 quando esta fora de controle.

No entanto, quando se desgja controlar simultaneamente duas ou mais caracteristicas
da quaidade correlacionadas (controle estatistico multivariado) entdo o tamanho da mudanga
a ser detectado é medido através da Distancia de Mahalanobis (tamanho da mudanga de um
vetor de médias ou distancia entre vetores) utilizada em analise multivariada. Neste caso, a

distancia entre o vetor de médias original e o novo vetor de médias ¢

d =, - 1), —n,) (2.52)

Em analise de processos, em geral, ndo ¢ viavel que o procedimento de controle

escolhido gere muitos falsos alarmes. Portanto, a estratégia utilizada no projeto de um grafico
de controle baseia-se na escolha de um valor de ARL grande quando o processo estiver sob
controle. Este valor é representado por ARL, e indica em média o numero de amostras
coletadas até que ocorra um falso alarme. De posse do valor de ARL, 0 grafico de controle
deve ser projetado de modo que o tamanho da mudanca d, que se deseja detectar, seja
sinalizado no grafico a partir de um niimero de amostras coletadas até que seja sinalizada uma
Situagio fora de controle referente a um desvio do valor nominal.

O procedimento de projeto 6timo em um ponto do grafico de controle consiste em
especificar 0 ARL, e a magnitude da mudanga no processo que desejamos detectar,
selecionando entdo a combinagdo 6tima (k,h) que proporcione o minimo ARL fora de controle
(ARLg) paraum certo nimero de variaveis a controlar € um determinado tamanho de amostras.

O par de parametros (k,h) é 6timo, no sentido que para uma probabilidade de erro
tipo | fixado (ARL,) produz a menor probabilidade de erro tipo Il (ARLy) possivel para uma
mudanca especificada. Este par de valores (k,h) 6timo, em geral, dependera da magnitude da
mudanca. Uma analise de sensibilidade pode mostrar como varia a probabilidade do erro tipo I
para diferentes pares (k,h) proximos da combinag¢éo (k,h) 6tima (Gan, 1991).

A melhoria de desempenho dos parametros do grafico CUSUM no controle
estatistico de processos industriais tem sido objeto de estudo de alguns autores que propdem
tabelas e métodos graficos para selecionar os parametros 6timos. Estas tabelas apresentam um
nimero muito reduzido de situagdes, sendo, portanto, muito limitada a sua aplicagdo. A
otimizagao do grafico CUSUM univariado resulta, por exemplo, de referéncias tais como de
Lucas e Crosier (1982) que sugerem para analise do perfil de desempenho deste grafico
valores tabelados dos parametros 6timos k ¢ h em fun¢do do tamanho da mudanga a ser

detectada para um determinado valor de ARL,. Para estes valores tabelados se desgarmos
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. o 1
escolher k em relagdo ao tamanho da mudanga que desejamos detectar; utilizamos k = Ed :

onde d ¢ o tamanho da mudanga em unidades de desvio padrdo. Essa abordagem tende a
minimizar o valor de ARLy para detectar uma mudanga de tamanho d, para um valor fixado.
Conforme tabelas propostas por Lucas e Crosier (1982) se escolhermos o valor de referéncia

k=0,5 e intervalo de decisio h=5 resulta no valor ARL,= 465. Aplicando o FIR utilizando-se o
valor inicial de vantagemsS, = g = 2,5, recomendado por Lucas e Crosier (1982), o valor de

ARL, ca para 430. Um procedimento de soma acumulada projetado para detectar, por
exemplo, uma mudanga & =1 seria detectada em média em 10 amostras num procedimento

padrao (S, =0). Com o uso do FIR (S, =25) ¢ detectado em 6 amostras . O valor de ARL;

com ouso do FIR diminui a medida que diminui o valor de ARL,.

No entanto, 0 projeto 6timo de um grafico CUSUM multivariado ¢ baseado no ARL,
desgjado, tamanho da mudanga que se deseja detectar e no niimero de varidveis a controlar.
Crosier (1988) apresenta para analise do desempenho do grafico de controle multivariado
MCUSUM tabelas obtidas por smulagdo para p =2, 5, 10 e 20 os valores 6timos do par de
parametros (k,h) com e sem a implementacdo do FIR tanto para o ARL,=200 quanto para o
ARL,=500. Além disso, apresenta uma tabela de ARL’s obtidos por simulacdo para
ARL,=200, com tamanho de mudanga d iguais a d=0,5, 1, 1,5, 2, 2,5, 3 6timos do par de
parametros ( k,h) iguais a (0,5, 5,5),(1,2,99) e (1,5, 1,87).

Por exemplo, se desejarmos detectar uma mudanga d=1 para p=2 ¢ um ARL,=200, o
grafico MCUSUM o6timo (Crosier,1988) a ser utilizado teria um valor de k=0,5 e h=5.

Pignatiello e Runger (1990) apresentam tabelas obtidas tanto pelo Método de
Simulagdo de Monte Carlo como pelo Método de Cadeias de Markov para um ARLy=200,
d=0,5,1, 15, 2, 2,5 3ep=2, 3el0 (variaveis independentes) para os graficos multivariados
MC;, MC,, MCU (Woodall e Ncube, 1985) e T2 de Hotelling. Além disso, apresentam tabelas
para ARL,=200, d=0,5, 1, 1,5, 2, 2,5, 3 e p=2 (variaveis dependentes) para o graifico MCU
Bivariado (Woodall e Ncube, 1985).

No presente trabalho ¢ proposto um método de calculo baseado em equagdes
integrais para determinar tanto o ARL como a melhor combinagdo dos parametros k ¢ h do
grafico de controle MCUSUM para qualquer mudanca do vetor de médias considerada
importante que se desegja detectar. Os val ores tabelados existentes atualmente na literatura para

estes parametros sdo muito limitados para aplicagdes em Situagdes praticas.
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2.8 Método para Otimizacao dos Parametros do Grafico MCUSUM

Conforme abordado em seg¢des anteriores, o grafico de controle multivariado T? de
Hotelling tem como meméria apenas o Gltimo ponto demarcado no grafico, ou seja, S0 leva em
consideragao a informagao atual. Como as informagdes sdo analisadas separadamente, é dificil
detectar padroes ciclicos ¢ tendenciosos nos dados, o que se traduz na pouca eficiéncia deste
grafico para detectar pequenas mudangas no vetor de médias do processo. Para melhorar a
eficacia na detec¢do de pequenas amplitudes de mudanga, foram desenvolvidos graficos
multivariados de memoria tais como o MEWMA ¢ o MCUSUM que ponderam todas as
informagdes do processo acumulando a informagdo mais recente com informagdes anteriores,
€, com isso, detectam peguenas mudangas no vetor de médias com melhores valores de ARL
gue o grafico T2 de Hotelling.

Na abordagem sobre projeto econdmico de graficos de controle, Woodall (1986,1987)
judtifica que em aguns projetos economicos a probabilidade de erro tipo I do grafico de
controle ¢ consideravelmente maior que o desejado no projeto estatistico, e que isto conduzira
aum numero maior de falsos alarmes, situagdo esta indesejavel.

Em situagdes em que 0 processo ¢ muito capaz ou dificilmente ajustavel pode ndo ser
interessante detectar mudangas de pequena magnitude. Segundo Woodall (1985), tentar ajustar
um processo quando a mudanga da média ¢ muito pequena pode levar ao fenomeno de sobre
gjuste e da introdugio de variabilidade extra no processo. Portanto, ¢ mais interessante decidir
gue tamanho de mudanga ¢ realmente importante detectar, e tendo isto como base, selecionar
aguele grafico de controle que seja muito eficiente quando realmente é necessario, € que tenha
uma probabilidade de falsos alarmes rea mente baixa. Este trabalho, propde o desenvolvimento
de um método numérico que permita ao usudrio determinar on-line 0s parametros 6timos do
grafico multivariado MCUSUM para monitorar processos em gue ndo resulte apenas a
deteccdo de mudangas de pequena magnitude, mas sobretudo seja a0 mesmo tempo um

método muito eficaz para detectar mudangas realmente importantes.

2.8.1 Otimizacdo do MCUSUM baseado em Regides de Maxima e Minima Poténcia

O método usual de comparagdo da poténcia de diferentes graficos de controle se
fundamenta nos valores de ARL. Para que dois projetos de graficos de controle sejam
comparados, ambos, devem apresentar 0 mesmo ARL quando o processo se encontra sob

controle, isto ¢, quando ndo existe nenhuma mudanga na média da caracteristica da qualidade
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acontrolar. O grafico de controle mais eficiente ou de maior poténcia para detectar mudangas
sera aquele que apresente um ARL grande quando o processo se encontra sob controle e um
ARL pegueno quando o processo se encontra fora de controle.

Por outro lado, ¢ sabido que sob o ponto de vista econdmico se considera que o custo
de operagdo do processo (custo médio por hora de producdo quando ha uma mudanga na
média do processo) ¢ proporcional ao nimero de falsos alarmes, e que sob o ponto de vista
estatistico pode ocorrer que o nimero de falsos alarmes seja uma fonte de variabilidade extra
no processo. Diante do que anteriormente foi exposto, Woodall (1985) sugere um projeto
estatistico para grafico de controle e recomenda tomar como critério deste projeto, a Selegdo do
tamanho da mudanga que seja importante detectar. Para isso, propoe a defini¢do de trés regides
de controle: regido sob controle, regido indiferente, e regido fora de controle. Estas regides sao
delimitadas por dois valores (4 e B) do tamanho da mudanga a ser detectada conforme figura
(2.4). No caso univariado este tamanho da mudanca ¢ medido em unidades de desvios padrdo
conforme equacao (2.51) enquanto que no caso multivariado ¢ medido a partir da Distancia de
M ahalanobis conforme equagao (2.52).

Asregides de maxima e minima eficacia podem ser definidas como:

a) Regiao Sob Controle, [0,4]. Estaregido corresponde a um estado equivalente ao de estado
sob controle e corresponde ao tamanho de mudanga compreendido entre d=0 e d=4. Nesta,
regido ndo se deseja detectar alguma mudanga. No entanto, deseja-se um ARL maximo. Se o

grafico mostrar um sinal fora de controle considera-se entiao este sinal como um falso alarme.

b) Regiao Fora de Controle, [B, ), corresponde ao valor de mudanga d=B, a partir do qual se

requer amaxima eficacia de deteccdo. Além disso, se deseja um ARL minimo.

¢) Regiao Indiferente, (4,B), compreendida entre d=4 e d=B. Nedta regiao ¢ indiferente

detectar ou ndo uma mudanga no processo.

Como exemplo, na figura 2.4 pode-se observar a curva de ARL para dois graficos de controle
multivariados do tipo MCUSUM e T2 de Hotelling.
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1000 4

—e— MCUSUM (ARL0=200) —— T2 de Hotelling (ARLo=200)

100 -

ARL

10 4

Mudanca no vetor de médias ( Distancia de Mahalanobis )

Figura 2.4 Valores de ARL dos graficos MCUSUM e T2 Hotelling para ARL,=200

Conforme figura 2.4 podemos observar que ambos 0s graficos tém o mesmo ARL para d =0,

sendo o grafico o6timo aquele que apresenta maior ARL na regido sob controle e menor ARL
naregido fora de controle. Isto significa que apresenta menor probabilidade de falso alarme e é
mais eficaz para detectar mudancas que devem ser rapidamente detectadas. Observamos
realmente que quando, por exemplo, NSO processo for muito capaz, tentar detectar mudangas
muito pequenas pode ndo ser interessante.

O enfoque de Woodall (1985) que aborda a utilizagao de regides de maxima e minima
poténcia em projetos de otimizagdo para graficos de controle se encontra justificado em
Situagdes que aparecem freqiientemente na industria. Entre outros, € como exemplo, vamos
analisar trés tipos de processos caracteristicos:

a) Processos muito capazes. um tipo de processo onde pode resultar pouco interesse em
detectar pequenas mudangas na média do processo referente ao valor nominal sdo aqueles

que apresentam elevada capacidade real (C,, =15), tipicos de setores como o da automagao.

b) Processos dificilmente gustaveis: em alguns processos industriais, independentemente de
consideragdes econdmicas, acontece que por razdes técnicas ou fisicas tenham um
comportamento que os transforma em dificilmente gjustaveis, quando no inicio o processo ja
esta fora do valor nominal, tipicos de processos onde uma ferramenta de corte sofre desgastes
continuos e graduais.

c) Processos com um elevado custo econémico de ajuste: em muitos processos como o de
estampagem de chapas, por exemplo, 0 gjuste para que se trabalhe no valor nominal centrado

nas especificagdes requer a parada do processo e a regulagem da maquina utilizada neste
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trabalho. Segundo, Aparis e Diaz (2007), esta operagdo pode requerer um periodo elevado de

tempo com a consegiiente perda de producdo associada a esse tempo produtivo.

2.9 Integracio Numérica

A integragdo numérica ¢ uma excelente ferramenta matematica, geralmente empregada
por cientistas e engenheiros, como o tinico recurso para resolver em ambientes computacionais
muitos problemas de engenharia que geram integrais para as quais solugdes analiticas ndo sdo
sempre possiveis.

Designamos, deum modo geral, por integracdo numérica o processo de obter
b
I(f)= J. f(x)dx em quef¢ uma fungio integravel no intervalo [a,b] c R.

Atualmente, 0s inimeros recursos computacionais existentes, t€ém sido responsavel
pelo desenvolvimento de uma grande variedade de métodos numéricos aplicados para
simplificar aintegral. Esses métodos consistem em aproximar a fungdo f(x) por um polindmio
interpolador e determinar analiticamente aintegral desse polindmio no intervalo [a,b] (Campos
Filho, 2001). Neste trabalho, utiliza-se aproximagdo de integragdo numérica via método de
Quadratura Gaussiana para determinar os parametros do grafico de controle multivariado
MCUSUM taiscomo 0 ARL, k e h.

A idéia basica da integragdo numérica ¢ de aproximar a fungao f(x) por um polindémio
de grau n, Py(X) €, entdo, realizar a integra¢do deste polindmio de aproximagio, visto que cada
termo no polindmio pode ser integrado analiticamente. A precisdo da integragdo numérica
depende da escolha adequada desse polindmio de aproximagao (Billo, 2007).

Os métodos de integragdo numérica podem ser classificados em dois grupos, as
Formulas de Integragdo de Newton-Cotes e as Quadraturas Gaussianas.

As Formulas de Newton-Cotes usam valores da fungdo em pontos uniformemente
espacados. Essa restricdo ¢ conveniente quando as formulas sdo combinadas de modo a
fornecer regras compostas, mas essa utilizagdo pode reduzir de maneira significativa a precisao
da aproximagao (Jeannequin, 2003).

As Quadraturas Gaussianas fornecem uma flexibilidade nio somente em escolher os
pesos, mas em localizar pontos onde as fungdes sao avaliadas para otimizar a aproximagdo em
vez de considerar apenas pontos regularmente espagados (Kiusalaas, 2005). Como resultado,
as Quadraturas Gaussianas fornecem duas vezes mais pontos de precisio do que as Formulas

de Newton-Cotes com 0 mesmo nimero de fungdes de avalia¢do. Se a fungio é conhecida e
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suave, as Quadraturas Gaussianas, em geral, tém vantagens e eficiéncia decisivas (Jeannequin,
2003).

2.9.1 Quadratura Gaussiana

A Quadratura Gaussiana também denominada Quadratura de Gauss-Legendre é um
método de integragdo numérica robusto, que apresenta uma série de vantagens em varias
situagcdes, tais como a escolha de pontos discretos x; ha qual a fungio f(x) ¢ avaliada. Quando
esta escolha for realizada adequadamente pode levar a uma maior precisio da avaliagdo da
fun¢ao (Canale ¢ Chapra, 2008). A idéia central deste método para n pontos de quadratura é

obter asolugao da integral de umafuncido f(x) em termos de uma soma da forma:
b n

1(f) = [ £ (¥)de = wy f () + wa f (55) + oot w, £ (,) = D W, f () (2.53)
a i=1

onde os termos w, Sio os pesos (coeficientes ponderados) e x, Sio os pontos de quadratura.

No calculo do valor aproximado da integral definida utiliza-se combinagdo linear dos
valores dafungdo f(x) em certos pontos discretos x,, a< x, < b. Maisformalmente, utiliza-
Se 0 processo de quadratura que consiste em substituir umaintegral com a soma de suas partes.
Os noés x,,x,,...,x, Sdo n pontos distintos de [a,b] para os quais os valores de w,e x, Sdo
obtidos de maneira que aintegral seja exata para polindmios de grau < 2n —1. Osvalores tanto
de x, quanto de w, sdo escolhidos de modo a minimizar o erro esperado no Calculo da
aproximagao. Para medir esta precisdo, admite-Se que a melhor escolha desses valores é a que
produz resultado exato para a maior classe de polindmios, isto é, aquela escolha que fornece
um maior grau de precisio.

A condi¢ao da equagdo (2.53) ser exata para polindmios de grau < 2n -1 nos leva a
um sistema ndo linear de equagdes algébricas, cuja solu¢do nos fornece os valores de x, € w,.

Para ilustrar o procedimento de escolha dos parametros associados, ¢ mostrado como
selecionar 0s pesos e nos quando n=2, cujo intervalo de integragdo ¢ [-1,1]. Suponha que se

desgja determinar w;,w, € x;,x, de maneiraque aférmula
1

I(f)= Jf(x)dx; wyf(x)+w,f(x,)de um resultado exato sempre que f{(x) sga um
-1

polindmio de grau 2(2)-1 =3 oumenor, ou sga, quando f(x) = a, +a,x +a,x’ +a,x* para

qualquer conjunto de constantes a,,a,,a,,a;.
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Como I(ao +ax+a,x’ +ax®)dx = aojldx + aljxdx + azszdx + aijsdx , este fato

equivale amostrar que aférmula dé resultados exatos quando f(x) é igual a 1, x,x°e x*. Assim
sendo, precisamos de w;,w, € x;,x, de maneira que se constitui num sistema com 4 (quatro)

equacdes e 4 (quatro) incognitas, ou seja,

1
wy L wy 1= [1dx =2
-1

1
WX, + WX, = jxdx =0

-1
1

2 2 _ (.24, _
WXy +WoX5 = Ix dx =

-1
1

3 3_ (.35 _
WX, + WX, = Ix dx =
-1

2
3
0

w+w, =2
wyx, +w,ox, =0
2 2 (2.54)
WX + WX, = 5

3 3 _
wx; +w,x, =0

Resolvendo o sistema de equagdes (2.54) obtém-se as solugdes unicas w, =1, w, =1,

X, = -1 -0,577350269189626, x, = 1 0,577350269189626 que permite escrever a

NE NE

formula de aproximagdo de Gauss-Legendre de dois pontos

1
-1 1
f(x)dx = wy f(x)+w,f(x,) :f(—j + f{—j . Essaférmula possui grau de precisdo 3,
J:L 1 1 2 2 \/é \/é
isto ¢, produz resultado exato para todo polindmio de 3° grau ou menor. Através de

desenvolvimento semelhante ao apresentado para n=2, é possivel encontrar os termos de

ponderagdes w, e x, paraaintegragdo Gaussiana de ordem 3,4, e maior.

O procedimento de integragdo numérica Quadratura Gaussiana tem por principal
vantagem o fato de poder ser facilmente inserido num programa computacional destinado a
analise de estruturas pelo método dos elementos finitos para aplicagdes que envolvem
integrais cujas solugdes analiticas nem sempre sdo possiveis.

Um outro método alternativo de integracdo Gaussiana pode ser encontrado no

Apéndice A deste trabal ho.
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2.10 Sintese do Capitulo

Neste capitulo além de alguns fundamentos basicos preliminares ao estudo de graficos
de controle multivariados sdo abordados os principais graficos de controle multivariados: o
tradicional T>de Hotelling e os graficos com memoéria MEWMA e 0o MCUSUM, objeto de
estudo deste trabal ho.

Um estudo dos principais parametros do grafico MCUSUM propostos neste trabalho
tais como o valor de referéncia k, o limite superior de controle h, o nimero médio de amostras
coletadas até a emissdo de um sinal (ARL) ¢ os métodos numéricos para otimizar estes
parametros enfatizando o Método de Equagdo Integral proposto nesta pesquisa.

A apresentacdo de um procedimento para projetar estatisticamente o grafico
MCUSUM 6timo baseado nestes parametros segundo a otica de regides de maxima e minima
poténcia para selecionar o tamanho da mudanga que seja importante detectar e tendo isto como
referéncia optar pelo grafico MCUSUM cujos parametros sejam capazes de minimizar o
nimero de falsos alarmes, ou seja, maximizar a capacidade de detectar mudangas reais. Além
disso, alguns topicos referentes a métodos de analise numérica com énfase a um método de
integragdo numérica robusto denominado Quadratura Gaussiana que neste trabalho ¢ inserido
ao Método de Equagéo Integral (MEI).

Alguns topicos complementares cujo referencial tedrico fundamenta a Aplicagdo da
Metodologia (Capitulo 4) tais como normalidade, autocorrelagdo, métodos numéricos, etc,

estdao disponiveis nos Apéndices deste trabalho.



CAPITULO 3
METODOLOGIA

3.1 Introducao

Uma equagdo integral para determinar o ARL de um grafico de controle multivariado
de Somas Acumuladas (MCUSUM) quando o processo esta sob controle é analiticamente
derivada, e um método numérico para obter uma solugéo aproximada desta equagdo ¢ proposto
neste capitulo. Esta equacdo ¢ utilizada para determinar de forma aproximada os pardmetros
que otimizam o grafico MCUSUM, tais como o intervalo de decisdo h para varios valores de
referéncia k, a dimensio de p caracteristicas da qualidade mensurada, bem como o ARL
Minimo.

Conforme revisio de literatura, varios autores tém apresentado métodos graficos e
tabel as para selecionar estes parametros para o grafico MCUSUM. Em situagdes praticas, estes

recursos atendem a um niimero muito reduzido de situagdes, sendo, portanto, muito limitada a

sua aplicagio.

3.2 Método de Equacio Integral com Quadratura Gaussiana para otimizacdo dos

parametros do Grifico de Controle MCUSUM

O método de equacdo integral, proposto neste trabalho, envolve a solugcdo de uma
equacio integral, que substituida por um sistema de equacdes lineares algébricas, cuja
resolugdo numérica via Quadratura Gaussiana fornece os valores aproximados de ARL do
grafico MCUSUM para um processo supostamente com distribui¢do normal multivariada.
Estes valores de ARL sdo indispensaveis para avaliagdo de outros pardmetros tais como k e h,
gue envolvem a mensuragio de indices de falsos alarmes e analise da sensibilidade do grafico
MCUSUM paramonitorar processos em diferentes situagdes.

O recurso computacional para obter a solu¢do aproximada de ARL consiste no
desenvolvimento de um programa computacional como uma ferramenta sensivel, que possa
proporcionar ao usuario uma avaliagio de desempenho do grafico MCUSUM. Com este
recurso computacional ¢é possivel determinar com seguranga e em tempo real os valores dos
parametros 6timos k e h associados ao ARL que devem ser selecionados para se obter niveis

de qualidade aceitaveis.
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Primeiramente, apresenta-se 0 método de integragdo para a solugdo numérica de ARL
do grafico CUSUM univariado, tomando como referéncia publicagdes de alguns
pesquisadores, tais como Lucas (1976), Lucas e Crosier (1982), Gan (1991,1993) e Rao,
Disney e Pignatiello (2001).

A derivagao de uma equagdo integral tendo como referéncia a equagdo original de
Page (1954) para otimizagao de ARL de um grafico CUSUM Unilateral, via método de
Quadratura Gaussiana, objeto de estudo de Rao, Disney e Pignatiello (2001), ¢ apresentada
neste trabalho por ser a mais recente.

Se X; ¢é uma variavel continua e aleatdria a ser controlada e se L(z) ¢ o ARL esperado
quando a soma acumulada inicia-=seem S, =z com z €[0, 4], pode-se mostrar que o ARL do

grafico CUSUM satisfaz a equacdo integral
h

L(z) =1+ L(O)F (k - z) + j L(x) f(x + k — z)dx (3.1)
0

onde

L(x) ¢ o ARL quando a soma acumulada iniciaSeem X ;

L(2) ¢ o ARL esperado quando a soma acumulada inicia-seem S,=z com z € [0O,h];
f(x) ¢ a fungdo densidade de probabilidade de uma distribuigdo normal (u,1);

F(.) ¢ a funcdo densidade de probabilidade cumulativa de uma distribui¢ao normal (y,1);

Segundo estes autores, a fungdo L(x) apresenta uma solugdo unica e continua em [0,h] para o
ARL dessa equagdo, pois esta sujeita a certas condi¢des de regularidade na distribuicdo da
funcao F(.) de amostra X; no grafico CUSUM em (3.1), tais como:
a) A distribuicao da fungao F(.) ¢ continua e diferenciavel com uma primeira derivada f(.)
b) O projeto de parametros k e h, sdo tais que F(k+h) < 1.
Estas condigdes de regularidade sdo usualmente satisfeitas na pratica. Por exemplo, o
monitoramento da média de um processo via grafico CUSUM cuja amostra estatistica tem
distribui¢ao normal que satisfaz as condigdes de regularidade. Como na equagio integral (3.1),
L(x) é continua em [0,h] e satisfaz as condi¢des de regularidade a) e b) mencionadas, segue
que L(x) tem umasolugéo unica e continua para o ARL dessa equagao.

A solugdo numérica desta equagdo integral para otimizar o ARL do grafico CUSUM
envolve a substituigao da equagdo por uma Quadratura Gaussiana que resulta em

L(z) =14 LO)F(k—2)+ Y w,L(x,) f(x, + k—2) + p(z) 3.2)

i=1
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onde {x,}",, {w,}',, o, respectivamente, os nés e os pesos da quadratura gaussiana no
intervalo [0,h] e p(z) é um erro muito pequeno e desconhecido devido a substituicdo da

integral pela quadratura. Avaliando L(.) para z =0,z,,z,,.....,.2

L) =1+ LOFE) + Y wL(x)f (x, + k) 3.3)
LG)=LOF(k—2)+ Y wLx)f( +k-z) (34)

i=1
onde L (-) é uma aproximagdo para L(.). A aproximagao de L (-) € obtida a partir da resolugao
deum sistema de equagdes algébricas lineares e usando a equagio
L(z)=1+ Z(O)F(k—z)+z":w,.1?(x,.) flx, +k—-z), para V z [0, /] (3.5)
i=1
Resolvendo este sistema de equagdes obtém-se fl = Zl(xl),]j2 = ZZ (25 eeee L =L (x,) e
substituindof(x,.)em (3.3) e (3.5), determina-se Z(O) e Z(z) , respectivamente.

A derivagao analitica de uma equagdo integral utilizando integragdo numérica
Quadratura Gaussiana proposta neste trabalho para o grafico MCUSUM ¢ um método
aternativo ainda ndo existente na literatura para determinar o ARL deste tipo de grafico de
controle. Este procedimento segue uma extensio multivariada da equacdo integral utilizada
para determinar 0 ARL de um grafico de controle CUSUM univariado com uma adaptagdo da
equacio integral para determinar o ARL de um grafico de controle MEWMA sugerida
por Rigdon (1995).

Suponha gque desejamos monitorar um processo repetitivo onde ha p caracteristicas de
qualidade em cada unidade produzida. Sejam X,,X,,.... 0S vetores aeatorios da seqiiéncia p
que representam a saida do processo. Esses vetores aleatérios podem representar tanto as
médias dos subgrupos quanto observacdes individuais. Suponhamos ainda, que X,,X,,.... Sio
vetores aleat6rios normais multivariados independentes e identicamente distribuidos com vetor
de médias p e matriz de covariancia 2, onde p e > Sio supostamente conhecidos.

A equagdo integral analiticamente derivada neste trabalho para o grafico MCUSUM
estd sujeita a suposicdo de que o vetor de médias sob controle ¢ p, =0 e a matriz de
covariancia ¢ a identidade |. Embora esta suposi¢do possa parecer restritiva, na realidade nao
¢. Para justificar a razdo pela qual isto se comporta, é necessario os seguintes teoremas que sao

demonstrados no Apéndice B deste trabalho.
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Teorema 1:
Se X,,X,,....530 variaveis aleatorias i.i.d Np(x,2), onde X ¢ positiva definida. Se o grafico

MCUSUM com parametros k e h ¢ aplicado para estas variaveis X’s, entdo o ARL sob controle
para grafico MCUSUM com parametros k e h aplicado para um processo com vetor de médias

p, =0 e matriz de covariancia |. Isto é, portanto suficiente por determinar o ARL para o

processo com vetor de médias 0 e matriz de covariancias |.

Demonstragdo: (conforme Apéndice B)

Teorema 2:
O ARL sob controle do grafico de controle MCUSUM aplicado para o processo com vetor

de médias p, =0 e matriz de covariancia | dependem tdo somente do valor inicial S, =z

através do quadrado de sua magnitude 6 = z'z.

Demonstragdo: (conforme Apéndice B)

Teorema 3:
Supomos que o grafico MCUSUM com parametro k aprimorado seja aplicado para um

processo p dimensional com vetor de médias p, =0 e matriz de covariancia |. Se L(5/h)
denota 0 ARL dado para que a estatistica MCUSUM inicial S, = z satisfaga S_S, =5 e dado
que ointervalo de decisio ¢ h . Entdo a fungédo L satisfaz a equag@o integral

h
L(81h) =1+ L(O/ )F (x/8) + [ L(x)/ (x|8,8, = &)dx

0

onde f(x|S,S, =5) ¢ afungdo densidade de probabilidade da distribuigdo Qui-quadrado

P
nao central com p graus de liberdade e pardmetro de ndo centralidade ZAZZ .
=1

Demonstragdo: (conforme Apéndice B)

3.3 Sintese de Capitulo

Neste capitulo uma equagdo integral ¢ derivada analiticamente para a metodologia
proposta cuja resolugdo numérica via Quadratura Gaussiana fornece 0s valores aproximados

de ARL do grafico de controle MCUSUM para uma determinada mudanga do vetor de médias
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do processo. Além disso, para aplicagdo da metodologia ¢ sugerido no proximo capitulo deste
trabalho, um programa computacional (amigavel) em ambiente Matlab desenvolvido a partir

desta equagdo integral que determina os principais pardmetros para otimizar o grafico
MCUSUM.



CAPITULO 4
APLICACAO DA METODOLOGIA

4.1 Introducao

O capitulo 2 deste trabalho teve por finalidade fornecer a revisio de literatura
necessaria ao entendimento e a aplicagdo dos conceitos ¢ fundamentos que envolvem a
otimizacdo dos principais parametros associados ao desempenho do grafico de controle
multivariado de Somas Acumuladas (MCUSUM). No capitulo 3 sdo aplicados os recursos
matematicos e estatisticos tais como os teoremas e as definicdes para derivar analiticamente
uma equagao integral cuja resolucdo numérica via Quadratura Gaussiana fornece o ARL do
grafico MCUSUM.

Agora, torna-se necessario, a aplicagdo da metodologia proposta neste trabalho a partir
da execugdo de um algoritmo de CEP multivariado que contemple o Método de Equagdo
Integral (MEI) com Quadratura Gaussiana como uma alternativa preliminar para otimizar o
ARL do grafico MCUSUM. Além disso, outros parametros tais k e h deste grafico sdo
essenciais, pois envolvem também a mensuragdo de indices de falsos alarmes e analise de
sensibilidade para monitorar processos industriais em diferentes situagdes.

Inicialmente, sio apresentados os valores dos parametros do grafico MCUSUM
determinado com o MEI para as combinagdes de ARL, de 200, 500 e 1000 comp =2, 3e4.
Estes valores otimizados para 0s parametros sdo gerados por um programa computacional
desenvolvido em ambiente Matlab.

A partir dos valores de ARL, k e h ¢ desenvolvido um projeto estatistico 6timo do
grafico MCUSUM para observagdes individuais baseado nos valores desses parametros, sob a
otica de analise de regides de maxima e minima poténcia capaz de minimizar a probabilidade
de falsos alarmes e maximizar a capacidade de detecgao de mudangas reais.

Com o objetivo de aprimorar o0s conceitos e teorias até aqui apresentados,
indispensaveis para auxiliar na interpretacdo de resultados preliminares ¢ desenvolvido um
exemplo de aplicagdo e, por fim, para comprovar a validade pratica da metodologia proposta, ¢
utilizado dados reais de um processo de usinagem que é monitorado com duas e trés

caracteristicas de qualidade numafundigio na cidade de Joinville- SC.
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4.2 Desenvolvimento Experimental da Metodologia

O desenvolvimento da metodologia aplicada neste trabalho compreende duas fases
bem diferenciadas. A fase pela busca de informagdao e planejamento, e a fase puramente
experimental. A descri¢ao e a execu¢ao da metodologia nesta segunda fase denominada fase
experimental ¢ orientada conforme sugerido na segdo 1.4 do capitulo 1 (figura 1.1). Esta fase
inicia com a implementagio do Método de Equacdo Integral (MEI). Uma vez derivada
analiticamente a equagdo integral; esta equagdo ¢ aplicada ao programa computacional
desenvolvido em ambiente Matlab para determinar aproximadamente a solucao otima dos
principais parametros. Os valores obtidos dessa solugdo 6tima Sio utilizados para projetar
estati sticamente o grafico MCUSUM para observagdes individuais.

Como na pratica o projeto estatistico do grafico de controle MCUSUM em termos de
desempenho de ARL esta sujeito a um numero muito elevado de combinagdes dos parametros
k com h, é imprescindivel a aplicagdo de planejamento de experimentos para poder obter-se
qual combinagdo mais adequada desses parametros otimiza este tipo de grafico. A variavel
resposta, ou sgja, a combinagdo de k com h escolhida como melhor para ser aplicada sera,
logicamente aquele par de parametros (k,h) que associado ao ARL seja capaz de otimizar o
grafico MCUSUM.

O experimento computacional foi realizado em computadores do Laboratério de
Informatica da Universidade da Regido de Joinville.

Uma analise estatistica dos resultados obtidos do experimento computacional nos
permite averiguar a influéncia das diferentes combinagdes do parametro k com h que
associados ao ARL interferem significativamente na otimizagao do grafico MCUSUM. Por
ultimo, uma analise de sensibilidade da solugdo oOtima desses parametros para varias
magnitudes de mudanga do vetor de médias nos leva a extrair as conclusdes finais da
investigagdo. Nas proximas se¢des deste capitulo sdo abordados alguns aspectos relevantes da

metodol ogia utilizada nesta segunda fase.

4.3 Programas Implementados

Para alcancar os objetivos propostos neste trabalho, definidos na se¢@o 1.3 do capitulo
1, desenvolveu-se trés programas computacionais em ambiente Matlab conforme a seguir:
¢ Programa Computacional 1: gera os fatores de quadratura (raizes ¢ pesos) e aplica ¢ MEI
com Quadratura Gaussiana para otimizar os parametros ARL, k e h do grafico MCUSUM.

¢ Programa Computacional 2: aproxima o limite superior de controle h do grafico MCUSUM
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com aaplicagao de um método iterativo de aproximagdo conhecido em analise numérica

como método da Secante.

¢ Programa Computacional 3: determina a matriz de covariancia e sua inversa, a matriz de
correlagdo e os coeficientes de assimetria e curtose utilizados por Mardia ( 1970, 1974) para
verificar a normalidade multivariada. Além disso, determina a fungao perda multivariada de
Taguchi e a fungdo para a distancia de Mahalanobis que ¢ utilizada para calcular os pontos
otimos A e B que delimitam as regides de maxima e minima poténcia. Um outro programa
computacional, considerado complementar ¢ desenvolvido para realizar a analise de
sensibilidade da solugdo otima. Este programa aplica a interpolagdo polinomial de um
conjunto de pontos (valores de ARL s ) conhecidos quando o processo esta sob controle para
estimar os valores de ARL entre estes pontos para uma situagao fora de controle.

O tutorial com asinstrugdes operacionais destinadas a orientar 0s usuarios de cada um

destes trés programas propostos encontra-se disponivel no Apéndice K deste trabal ho.

Uma vez desenvolvido o programa computacional correspondente ao que havia sido
proposto para otimizar os parametros do grafico MCUSUM; conclui-se que o planejamento
desta 2* fase experimental é considerado consistente para realizar o planejamento de
experimentos e a verificagdo do experimento computacional correspondente. O tipo de
plangamento de experimentos, redlizado neste trabalho, foi um plangamento fatorial
equilibrado 2 ou balanceado replicado com k fatores onde a cada tratamento possivel se

experimenta um mesmo niimero de vezes.

4.4 Aplicacdo do MEI para determinar os parametros do grafico de controle MCUSUM

Definidos os parametros 6timos de entrada para o MEI utilizou-se um algoritmo com o
objetivo de determinar adequadamente os valores o6timos de ARL associados as melhores
combinagdes dos parametros k com h capazes de minimizar o niimero de falsos alarmes. Como
o resultado 6timo depende da sensibilidade desejada para o grafico MCUSUM, diferentes
valores de k foram combinados experimentalmente com o parametro h para otimizar o ARL.
Estes valores obtidos experimentalmente sio utilizados para a aproximagao sistematica de
projetar estatisticamente um grafico MCUSUM baseado no ARL. O limite superior de controle
h do grafico MCUSUM neste trabalho ¢ determinado para o ARL, de 200, 500 e 1000
aplicando-se 0 MEI para o nimero de variaveis p=2, 3 ¢ 4.

A avdliagdo de desempenho do grafico MCUSUM proposta neste trabalho segue a

metodol ogia proposta por Crosier (1988) que recomenda o valor de referéncia k 6timo deste
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grafico para detectar uma mudanga no vetor de médias do processo segja obtido
aproximadamente como a metade dessa mudanga para todos os ARL’s quando o processo esta
sob controle. Este valor 6timo para k pode minimizar o ARL ¢ um deslocamento particular
para um determinado ARL,. Num intervalo 0 parametro 6timo do grafico MCUSUM ¢
determinado pelo tamanho (amplitude) de mudanga do vetor de médias especificado onde k

(ponto médio dessa amplitude de mudanga) é considerado o ponto 6timo do deslocamento.

4.4.1 Resultados da aplicacdo do MEI para os parametros do grafico MCUSUM

Os resultados obtidos com a aplicagio do MEI para os principais parametros do
grafico MCUSUM conforme tabelas 4.1, 4.2, ¢ 4.3. Estas tabelas mostram para varios
tamanhos (amplitudes) de mudanga, d as combinagdes Otimas dos pardmetros k com h
associadas a0 ARL minimo (ARL,.) para 0 ARL, de 200, 500 e 1000 e nimero de variaveis
p=2, 3 e 4. Estes valores que representam as solugdes Otimas globais encontradas para
diferentes tamanhos de mudanca séo calculados com o Programa Computacional 1 que utiliza
o MEI com Quadratura Gaussiana para obter os parametros 6timos do grafico de controle
MCUSUM. Além disso, os valores obtidos destes principais parametros para projetar
estatisticamente o grafico MCUSUM via MEI Sio comparados conforme tabela 4.4 com os
valores obtidos destes mesmos parametros obtidos via método de Cadeias de Markov (MCM).
Tabela 4.1 O parametro 6timo do grafico, k para projetar o MCUSUM e os correspondentes

limites de controle, h com 0 ARL minimo (ARLp;,.) para p=2, ARL sob controle (ARL,) de
200, 500 e 1000, e varios tamanhos (amplitudes) de mudanga, d.

p=2 ARLo =200 ARLo =500 ARLo =1000
d Kk h ARL min. h ARL min. h ARL min.
0,1 0,05 15,670 136,47 22,589 245,28 28,920 351,76
0,2 0,1 13,245 83,69 18,226 134,95 22,635 182,95
0,3 0,15 11,334 54,07 14,975 79,53 18,059 102,06
0,4 0,2 9,834 36,98 12,568 50,58 14,768 61,83
0,5 0,25 8,658 26,76 10,791 34,72 12,420 40,86
0,6 0,3 7,732 20,40 9,471 25,55 10,747 29,30
0,7 0,35 6,997 16,25 8,477 19,92 9,540 22,52
0,8 0,4 6,402 13,42 7,706 16,23 8,645 18,25
0,9 0,45 5,911 11,38 7,087 13,66 7,947 15,35
1 0,5 5,493 9,84 6,566 11,74 7,370 13,21
1,1 0,55 5,126 8,62 6,110 10,23 6,864 11,51
1,2 0,6 4,796 7,62 5,699 8,99 6,400 10,10
1,3 0,65 4,492 6,77 5,321 7,96 5,966 8,90
1,4 0,7 4,209 6,03 4,973 7,08 5,558 7,87
1,5 0,75 3,946 5,39 4,653 6,34 5,182 7,00
1,6 0,8 3,704 4,83 4,364 5,71 4,843 6,28
1,7 0,85 3,486 4,35 4,108 5,20 4,546 5,70
1,8 0,9 3,295 3,94 3,886 4,77 4,295 5,24
1,9 0,95 3,135 3,61 3,696 4,43 4,091 4,89
2 1,0 3,010 3,36 3,535 4,15 3,928 4,62
2,5 1,25 2,892 3,13 2,942 3,21 3,342 3,76
3 1,5 2,732 2,82 2,792 2,99 2,912 3,21
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Tabela 4.2 O parametro 6timo do grafico, k para projetar o MCUSUM e os correspondentes
l[imites de controle, h com 0 ARL minimo (ARLmi,.) para p=3, ARL sob controle (ARL,) de
200, 500 e 1000, e varios tamanhos (amplitudes) de mudanga, d.

p=3 ARLo =200 ARLo =500 ARLo =1000
d k h ARL min. h ARL min. h ARL min.
0,1 0,05 19,564 144,71 28,215 268,29 36,113 393,02
0,2 0,1 16,562 91,26 22,757 133,72 28,075 205,33
0,3 0,15 14,197 60,29 18,678 73,07 22,306 115,21
0,4 0,2 12,338 41,85 15,652 44,73 18,207 70,17
0,5 0,25 10,875 30,51 13,413 30,73 15,311 46,53
0,6 0,3 9,718 23,28 11,751 23,22 13,254 33,41
0,7 0,35 8,793 18,49 10,500 18,85 11,766 25,63
0,8 0,4 8,042 15,18 9,535 16,05 10,648 20,66
0,9 0,45 7,418 12,79 8,763 14,10 9,764 17,24
1 0,5 6,885 11,00 8,117 12,61 9,024 14,71
1,1 0,55 6,419 9,59 7,553 11,40 8,375 12,72
1,2 0,6 6,001 8,46 7,045 10,36 7,788 11,10
1,3 0,65 5,620 7,52 6,577 9,42 7,253 9,76
1,4 0,7 5,269 6,73 6,144 8,56 6,767 8,67
1,5 0,75 4,946 6,06 5,745 7,78 6,333 7,78
1,6 0,8 4,650 5,50 5,384 7,06 5,951 7,07
1,7 0,85 4,383 5,03 5,064 6,42 5,618 6,49
1,8 0,9 4,148 4,64 4,787 5,85 5,326 6,03
1,9 0,95 3,945 4,32 4,555 5,36 5,059 5,64
2 1,0 3,777 4,07 4,364 4,96 4,797 5,28
2,5 1,25 3,392 3,54 3,782 3,67 3,952 4,48
3 1,5 2,982 3,04 3,492 2,99 3,710 4,07

Tabela 4.3 O parametro 6timo do grafico, k para projetar o MCUSUM e os correspondentes
limites de controle, h com 0 ARL minimo (ARLpy,.) para p=4, ARL sob controle (ARL,) de
200, 500 e 1000, e varios tamanhos (amplitude) de mudanga, d.

p=4 ARLo =200 ARLo =500 ARLo =1000
d k h ARL min. h ARL min. h ARL min.
0,1 0,05 22,958 150,15 33,190 285,13 42,551 426,10
0,2 0,1 19,489 96,85 26,842 163,39 33,172 226,26
0,3 0,15 16,756 65,25 22,058 99,02 26,352 128,03
0,4 0,2 14,604 45,98 18,483 63,93 21,455 78,11
0,5 0,25 12,903 33,86 15,824 44,08 17,971 51,66
0,6 0,3 11,548 25,97 13,845 32,36 15,495 36,95
0,7 0,35 10,457 20,65 12,357 25,09 13,717 28,28
0,8 0,4 9,561 16,92 11,213 20,34 12,404 22,83
0,9 0,45 8,812 14,20 10,304 17,04 11,386 19,13
1 0,5 8,171 12,16 9,549 14,61 10,549 16,41
1,1 0,55 7,611 10,57 8,893 12,70 9,817 14,27
1,2 0,6 7,112 9,30 8,300 11,14 9,149 12,50
1,3 0,65 6,662 8,27 7,750 9,83 8,525 10,99
1,4 0,7 6,253 7,42 7,238 8,71 7,941 9,72
1,5 0,75 5,880 6,71 6,761 7,77 7,402 8,64
1,6 0,8 5,541 6,12 6,326 6,98 6,917 7,76
1,7 0,85 5,235 5,64 5,941 6,33 6,494 7,06
1,8 0,9 4,961 5,23 5612 5,82 6,137 6,51
1,9 0,95 4,717 4,90 5,345 5,43 5,846 6,10
2 1,0 4,501 4,62 5,143 5,16 5,612 5,78
2,5 1,25 3,722 3,77 4,820 4,74 4,712 4,73
3 1,5 3,262 3,37 3,722 3,55 4,032 4,09

Os resultados obtidos via MEI para os principais parametros do grafico MCUSUM (tabelas

4.1, 4.2 e 4.3) indicam que os valores para as melhores combinagdes dos parametros k com h
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gue otimizam ARL’s minimos para um mesmo ARL, de 200, 500 e 1000 sio bastante
similares aos resultados obtidos via Método de Cadeias de Markov (Lee e Khoo, 2006) para os
Mesmos parametros € nas mesmas condi¢des neste trabalho conforme tabelas 1, 2 e 3 dos
Anexos B, C e D, respectivamente.

Um comparativo entre os resultados obtidos via MCM x MEI para o parametro 6timo
do grafico, k e os correspondentes limites de controle, h associados com o ARL minimo
(ARLyn.) Obtido parap = 2, 3 e 4 e para 0 mesmo ARL,=200 é mostrado conforme tabela 4.4

para varios tamanhos (amplitudes) de mudanga, d.

Tabela4.4 Comparativo entre valores dos parametros do MCUSUM obtidos via MCM x MEI

p=2 p=3 p=4
d k ARL0=200 MCM MEI MCM MEI MCM MEI
0,2 0,1 h 13,054 13,245 16,386 16,562 19,355 19,489
ARL(min.) 79,12 83,69 87,61 91,26 94,44 96,85
0,4 0,2 h 9,755 9,834 12,261 12,338 14,542 14,604
ARL(min.) 35,86 36,98 40,73 41,85 45,00 45,98
0,6 0,3 h 7,776 7,732 9,761 9,718 11,583 11,548
ARL(min.) 20,82 20,40 23,71 23,28 26,34 25,97
0,8 0,4 h 6,449 6,402 8,087 8,042 9,597 9,561
ARL(min.) 13,78 13,42 15,66 15,18 17,41 16,92
1 0,5 h 5,491 5,493 6,883 6,885 8,169 8,171
ARL(min.) 9,90 9,84 11,20 11,00 12,45 12,16
1,2 0,6 h 4,763 4,796 5,970 6,001 7,089 7,112
ARL(min.) 7,49 7,62 8,46 8,46 9,40 9,30
1,4 0,7 h 4,188 4,209 5250 5,269 6,239 6,253
ARL(min.) 5,90 6,03 6,66 6,73 7,38 7,42
1,6 0,8 h 3,722 3,704 4,667 4,650 5,551 5,541
ARL(min.) 4,80 4,83 5,40 5,50 5,98 6,12
1,8 1,9 h 3,334 3,295 4,183 4,148 4,980 4,961
ARL(min.) 3,99 3,94 4,48 4,64 4,96 5,23
2 1 h 3,008 3,010 3,775 3,777 4,499 4,501
ARL(min.) 3,39 3,36 3,79 4,07 4,19 4,62

Como se pode verificar, a combinagdo otima (k,h) associada ao ARL minimo obtido via MEI
parap=2, 3e4 ecom mesmo ARL,=200 cujos valores conforme tabela 4.4 apresentam uma
certa similaridade com os valores desses parametros obtidos via MCM nas mesmas condigdes.

Uma analise de sensibilidade do grafico de controle MCUSUM ¢ efetuada para p=2

variaveis e n=1 com uma aproximagdo de ARL,’s selecionando-Se um conjunto de valores de
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referéncia k= 0,2, 0,35 0,50 ,0,65 e 0,80. Usando aproximagdo via Método de Equagdo
Integral obtém-se os limites de controle deste grafico 9,834, 6,997, 5,493, 4,492 e 3,704.
Uma vez determinado estes valores para ARL =200 quando o processo esta sob controle, 0S
ARL’s para varios tamanhos (amplitudes) de mudanca, d quando o processo esta fora de

controle sio estimados neste trabalho via interpolagdo polinomial cujos valores conforme
tabela 4.5.

Tabela 4.5 Analise de Sensibilidade: Valores de k ¢ h para o ARL de 200 com p=2 e n=1
quando 0 processo esta sob controle e os valores estimados para 0 ARL quando 0 processo esta

fora de controle.

k = 0,20 k = 0,35 k = 0,50 k = 0,65 k = 0,80

d h =9,834 h =6,997 h =5,493 h =4,492 h =3,704
0,10 138,38 138,11 136,47 138,24 138,52
0,20 87,28 86,63 85,36 87,40 89,42
0,30 56,08 55,74 54,96 56,15 57,07
0,40 37,86 37,72 37,25 37,87 38,07
0,50 27,13 27,08 26,76 27,11 27,06
0,60 20,58 20,56 20,32 20,55 20,47
0,70 16,38 16,37 16,18 16,36 16,30
0,80 13,55 13,53 13,37 13,53 13,50
0,90 11,52 11,50 11,36 11,50 11,50
1,00 9,98 9,96 9,84 9,97 9,99
1,10 8,76 8,74 8,64 8,75 8,78
1,20 7,75 7,73 7,64 7,74 7,77
1,30 6,88 6,86 6,79 6,88 6,90
1,40 6,12 6,11 6,04 6,12 6,14
1,50 5,46 5,45 5,39 5,46 5,47
1,60 4,88 4,87 4,82 4,88 4,89
1,70 4,39 4,38 4,33 4,38 4,39
1,80 3,98 3,97 3,93 3,97 3,97
1,90 3,65 3,64 3,60 3,64 3,65
2,00 3,41 3,40 3,36 3,40 3,41

Conforme tabela 4.5, observa-se que o grafico 6timo ¢ tdo sensivel quanto os demais graficos
MCUSUM paratamanhos de mudanga, d entre d=0,8 até d=2,0 considerados suficientemente
importantes para serem rapidamente detectadas. Os valores obtidos indicam que em d=1 a
combinagdo proferida (k,h) capaz de produzir um grafico MCUSUM o6timo é k=0,50 e
h=5,493.

Uma representagdo grafica (Curvas de ARL, em escala logaritmica) ilustra para varios
tamanhos de mudanga do vetor de médias os resultados obtidos para os principais parametros
do grafico MCUSUM via MEI (tabelas 4.1, 4.2 ¢ 4.3) conforme figura 4.1.
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1000 - Método da Equacéo Integral (MEI )

Griafico: MCUSUM
Curvas de ARL para diferentes tamanhos de mudanca (d)
n=1 e ARL0=200

100

—
E(: ——p=2 —o—p=3 —-—p=4
10 -
l T T T T T 1
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3
Mudanga no Vetor de Médias (d)
1000 - Método da Equacao Integral (MEI )
e Grifico: MCUSUM
Curvas de ARL para diferentes tamanhos de mudanca (d)
n=1 e ARL0=500
100 ~
T
< ——p=2 —o—p=3 —e—p=4
10 -
l T T T T T 1
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3
Mudanga no Vetor de Médias (d)
1000 4 Método da Equacao Integral (MEI )
Grafico: MCUSUM
Curvas de ARL para diferentes tamanhos de mudanca (d)
n=1 e ARLo0o=1000
100 ~
i
< ——p= 2 —e— p= 3 —e p=4
10 +
l T T T T T 1
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

Mudanga no Vetor de Médias (d)
Figura4.1 Curvas de ARL do grafico MCUSUM para n=1 ¢ ARL, de 200, 500 e 1000
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Conforme figura 4.1, o valor de ARL diminui conforme a amplitude da mudanga a ser
detectada aumenta. Além disso, conclui-se que o grafico de controle MCUSUM bivariado ¢
mais sensivel para amplitudes de mudanga do vetor de médias, ¢ >1 e que a medida que
aumenta o nimero de varidveis esta sensibilidade ¢ reduzida.

O desempenho de ARL (em escala logaritmica) para varios tamanhos (amplitudes) de
mudanca do vetor de médias dos principais graficos de controle multivariados T2 de Hotelling,
MCUSUM e MEWMA para p=2, n=1 e ARL,=200 conforme figura 4.2.

Desempenho de ARL - MCUSUM, MEWMA e T2 de Hotelling
1000 - P=2,n=1 e ARLo=200

— MEWMA - Lowry et a, 1992 (Simulagao)*
—— T2 Hotelling - Lowry et al, 1992 (Simulaggo)*
— MCUSUM (Método da Equagéo Integral)

100 ~

ARL

10

l T T T T T 1
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3
Fonte: * Lowry et al (1992) Mudancga no Vetor de Médias (Distancia de Mahalanobis)

Figura4.2 Desempenho de ARL dos graficos MCUSUM , MEWMA ¢ T? de Hotelling

Como se pode observar, o grafico T? de Hotelling ¢ mais sensivel para grandes mudangas no
vetor de médias do processo. No entanto, para pequenas mudangas os graficos MCUSUM e
MEWMA sio mais sensiveis. A diferencga existente entre o desempenho destes dois graficos
para esta situacao (quando p=2 variaveis) ¢ considerada significativa conforme figura 4.2 para
tamanhos de mudanga ¢ > 1, onde o grafico MCUSUM ¢ mais sensivel.

O desempenho de ARL do grafico MCUSUM (Crosier,1988) para varios tamanhos
de mudanca do vetor de médias decorrente da aplicagdo do Método de Simulagdo (SIM),
M¢étodo de Cadeias de Markov e o presente Método de Equacado Integral (MEI) proposto neste
trabalho conforme figura 4.3.
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Desempenho de ARL(minimo) - MCUSUM (p=2, n=1 e ARLo =200)

1000 +
Mudanca no Vetor de Médias (d) 0,5 1 1,5 2 2,5 3
— Lowry et al, 1992 (SIM)* 2880 935 594 420 326 278
— Lee e Khoo, 2006 (MCM)* 26,75 990 530 339 - -
100 1 —— Proposta deste trabalho (MEI) 2676 984 539 336 313 28
1
o
<
10 4
1 T T T T T |
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3
Fontes : *Lowry etal, 1992 Mudarga no Vetor de Médias (Distincia de Mahalanobis)

*Lee e Khoo, 2006
Figura4.3 Desempenho de ARL do grafico MCUSUM com a aplicagdo de SIM, MCM e MEI

Conforme figura 4.3, os métodos numéricos MEI e MCM fornecem melhores resultados para
aproximagao de ARL que os tradicionais métodos de simulag@o. Esta diferenca considerada

significativa ocorre entre os tamanhos de mudanga, d=1 e d=2,5.

4.5 Projeto estatistico 6timo para um grafico MCUSUM baseado em ARL e sob a ética

de regides de maxima e minima poténcia

Um procedimento simples baseado em ARL pode ser desenvolvido para o projeto
estatistico 6timo de um grafico MCUSUM. Gan (1991,1992) adaptou o procedimento do
projeto 6timo do grafico EWMA univariado de Crowder (1989) que contém quatro etapas a
um grafico CUSUM univariado baseado em ARL ¢ MRL. Lee e Khoo (2006) propdem um
procedimento também com quatro etapas como uma extensio multivariada do grafico
CUSUM univariado de Gan (1991).

Um procedimento simples baseado em ARL pode ser desenvolvido para o projeto
estatistico 6timo de um grafico MCUSUM. Gan (1991,1992) adaptou o procedimento que
contém quatro etapas do projeto 6timo de um grafico EWMA univariado de Crowder (1989) a
um grafico CUSUM univariado baseado em ARL ¢ MRL. Lee ¢ Khoo (2006) propdoem um



Capitulo 4 Aplicacdo da Metodologia 80

procedimento também com quatro etapas como uma extensdo multivariada para o projeto
otimo do grafico CUSUM univariado de Gan (1991).

Neste trabalho aplica-se 0 procedimento para projetar estatisticamente o grafico
MCUSUM otimo sugerido por Lee e Khoo (2006), porém com a proposta de adicionar ao
algoritmo de procedimentos uma etapa extra que contemple a otimizagdo de parametros
suficiente para maximizar a capacidade de detec¢io de mudangas reais deste grafico. Esta
etapa extra se congtitui como uma alternativa de avaliagdo prévia para otimizar os parametros
do grafico MCUSUM baseado em ARL e sob a 6tica de regides do grafico que apresentam
uma elevada poténcia. Isso, ¢ imprescindivel para detectar no processo mudangas consideradas
importantes. Com esta alternativa, torna-se possivel detectar mudangas significativas, e que,
simultaneamente, apresente uma probabilidade de falso alarme realmente baixa quando se
produzem mudangas cuja detecgdo ndo seja de interesse pratico. Este procedimento alternativo
com ainclusio desta nova etapa envolve a analise de regides de maxima ¢ minima poténcia e
se congtitui numa extensio multivariada do projeto estatistico de graficos de controle de
gualidade univariado proposto por Woodall (1985). Para isso, propde-se neste trabalho a
fungdo perda multivariada de Taguchi (Teeravaraprug and Cho, 2002) para determinar
utilizando a ferramenta do solver do MS-Excel os valores dos pontos 6timos A e¢ B que
delimitam as regides de maxima e minima poténcia do grafico MCUSUM.

Diante destas consideragdes, propde-se um algoritmo cujos procedimentos incluem
esta etapa complementar que ¢ algo ainda ndo disponivel na literatura para o grafico de
controle MCUSUM. Portanto, as etapas para o desenvolvimento do projeto estatistico para

otimizar os parametros do grafico MCUSUM propostas neste trabalho conforme a seguir:

e Etapal: Escolher o menor ARL, aceitavel.

e FEtapa 2: Decidir o menor deslocamento (tamanho de mudanga) aceitavel, d no vetor de
médias do processo que € extremamente importante ser detectado rapidamente. Para isso, ¢
fundamental escolher corretamente o parametro 6timo do grafico, k capaz de produzir o ARL

minimo para o deslocamento do vetor de médias, d, baseado no ARL, especificado na etapa 1.

¢ Etapa 3 (Proposta): Aplicar o método baseado na fung¢do perda multivariada de Taguchi que
neste trabal ho ¢ utilizada para determinar os pontos 6timos A ¢ B que delimitam as regides de
maxima e minima poténcia. Com isso, € possivel determinar a regido sob controle, d < 4 ea
regido fora de controle, d > B onde devemos detectar 0 mais rapido possivel uma mudanga.

Além disso, para quantificar a distincia (desvio) entre o vetor de médias das caracteristicas da
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gualidade e o vetor de valores nominais dessas caracteristicas utiliza-se a Distincia de
Mahalanobis, d onde o interesse neste trabalho ¢ sem duvida minimizar esta distdncia, d
implementando um modelo matematico para obter o ponto 6timo, ou seja, 0 ponto que tenha

um deslocamento (distincia) minimo em relagdo ao vetor de valores nominais.

e Etapa 4: Conhecido o valor 6timo de k, determinar o limite de controle h, de modo que o
grafico MCUSUM produza o ARL, especificado na etapa 1.

e Etapa 5 Analise de sensibilidade de desempenho para comparar o ARL fora de controle para
acombinagdo 6tima de k e de h para outras escolhas de k e de h para produzir o mesmo ARL,.
A combinagdo 6tima de k e de h capaz de produzir o desempenho total, ou seja, o mais

desgjavel possivel em termos de ARL sdo selecionados para a implementagao.

A figura 4.4 ilustra de forma reduzida as etapas para 0 desenvolvimento deste projeto
estatistico aplicado ao grafico MCUSUM.

Escolher o menor
ARL, aceitavel

Determinar o
limite superior de
controle (h)

Decidir o menor
tamanho de
mudanga (d)

Aplicar 0 método da fungdo perda
multivariada de Taguchi para
otimizar os parametros do grafico
MCUSUM baseado em ARL e sob
a otica de regides de maxima e
Minima poténcia

Redlizar analise de
sensibilidade para
avaliar desempenho

Figura4.4 Resumo das etapas para o desenvolvimento do projeto estatistico do MCUSUM
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4.5.1 Exemplo de aplicacio para o projeto estatistico 6timo do grafico MCUSUM

baseado em ARL e sob otica de regidoes de maxima e minima poténcia

Num determinado processo de usinagem de eixos, 0 diametro interno e externo sdo as
caracteristicas da qualidade de interesse monitoradas estatisticamente pelo grafico de controle
MCUSUM. Os valores nominais (T) para estas caracteristicas da qualidade, com matriz de

covariancias 2. e matriz de coeficientes de perda K deste processo sio dados por.

( SJ [0,49 0 J ( 3 O,SJ
T = 2= e K =
20 0 025 05 2

Supomos que a politica de recursos financeiros para a produtividade desta empresa considera
um custo ou perda depreciavel de 0,1 u.m e um custo ou perda inadmissivel de 2 u.m.
(unidades monetarias). Como o exemplo trata da mudanga de valor do vetor de médias de um
processo segundo a dtica de analise de regides de maxima e minima poténcia, determinam-se
os valores dos pontos A e B que delimitam estas regides conforme figura 4.5.

1000 -
—o— MCUSUM (ARL0=200) — T2 de Hotelling (ARL0=200)

100

ARL

10 A

1 ! : ‘
o A B 3
Mudanga no vetor de médias (Distancia de Mahalanobis)

Figura4.5 Regides de maxima e minima poténcia de um grafico de controle

A regido sob controle, [0,A] ¢ aquela regido onde ndao ha interesse em detectar alguma
mudanga, que se estende de d=0 até d=A (perda depreciavel). A regido, (4,B) compreendida
entre d=4 até d=B ¢ aregido onde ¢ indiferente detectar ou nao uma mudanga no processo
e a regidao fora de controle, [B,) corresponde a regiao em que deseja-Se detectar alguma
mudanca em d=B, a partir do qual se requer a maxima eficacia de detecgdo, isto é, um ARL
Minimo.

A fungdo perda multivariada de Taguchi segundo Kapur e Cho (1996) pode ser
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expressa como
p i

Lo y,) =2 2 k(0 =T, = T) (4.1)
i=1 j=1

onde L(yy, Yy ,¥,) € a perda transmitida a sociedade e k, =k, ¢ a constante de

proporcionalidade que especifica 0s custos dos desvios entre as caracteristicas da qualidade e
seus valores nominais. Por exemplo, &,, ¢ o custo individual por unidade ocasionado pela
caracteristica da qualidade y; por desviar-se de T1 e k,, 0 custo por unidade adicional ocorrido
guando as caracteristicas y; e Y, estdo simultaneamente fora de seus valores nominais Ty € To.

A equacido (4.1) pode ser escrita na forma matricial como L(y) = (y—T)' K(y—T).

A fungio perda multivariada L(y,,y,) paraos dados deste exemplo é:

L(yllyz) = kll(yl _T1)2 +k22()’2 _Tz)z + 2k12(y1 _Tl)(JQ _Tz)
L(yllyz) :3(y1 _8)2 +2(y2 _20)2 +(y1 _8)(y2 - 20)
L(y,,y,) = 3y; +2y; —68y, —88y, + y, v, +1152

Nafigura 4.6, observa-se a superficie gerada pela fung@o perda bivariada com um minimo nos

valores nominais 7,=8 e T,=20 e as linhas de contorno ou curvas de nivel.

219 o

5
"‘z"'l ns] / \ :\ \)
olhin o |
ve !Q:‘l ""I 1

'll ot 7 2] | b
Jgr . . R
oy by ozl \ R
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& ,@;wia:%&"”}’&” -

Nl 0r, 111

s etoc Tty .. .
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¥

Figura4.6 Fungdo perda bivariada para as caracteristicas da qualidade do exemplo de aplicagdo
Agora, determina-se a distincia de Mahalanobis (medida de distancia entre dois vetores), d

gue neste exemplo ¢ a distancia entre o vetor de valores obtido Y=(y1,y2) € 0 vetor de valores

nominaisT.

d=J(Y-T)SHY-T) (4.2)
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Esta ¢ portanto, a forma utilizada para quantificar o desvio ou a descentralizacdo produzida
sobre o valor nominal, ou sgja, 0 desvio (distancia) entre o vetor de valores das caracteristicas
da qualidade e o vetor de valores nominais. Denomina-se por exemplo, como da 0 desvio
entre o vetor de valores das caracteristicas da qualidade observadas no eixo usinadoemA, Y e
0 vetor de valores nominais (alvo) T. O interesse ¢ sem duvida obter o ponto que tenha um
desvio minimo em relagdo a T. Neste caso, trata-se de minimizar a distincia de Mahalanobis,
d dagueles pontos que se encontram sobre a linha de contorno (curvas de nivel).

Um modelo matematico em ambiente MS-Excel (usando a ferramenta Solver) ¢
aplicado para determinar o ponto que minimize a distancia d, ou seja, o menor desvio em
relagdo ao valor nominal T.

Para minimizar a Distancia de Mahalanobis, d daqueles pontos que se encontram

sobre as linhas de contorno, aplica-se aequagio 4.2. Assim, para os dados do exemplo temos:

2041 0
d(x,y) = \/ (r = 8)’{ j()’2 - 20)

0 4
1

d(x,y) = (2,041y;} — 32,656y, +1730,624 + 4y —16Oy2)E

A regido fora de controle [B,) em que ha interesse em detectar mudancas no vetor de
médias do processo em d=B (distancia associada a perda considerada como inadequada, neste

exemplo, d = 2,0). O procedimento utilizado para determinar o valor do ponto B a seguir:

O procedimento de minimizagao: Ponto B (Resolucdo do Modelo Matematico):

1

Min d(x,y) = (2,041y? — 32,656y, +1730,624 + 4y2 —160y,)?

Dado:

3y, —8)* +2(y, - 20)* + (y, ~ 8)(y, —20) = 2,0

20, y,20,
7,204

Minimizar (d, x, y) =
19,901

Resolugéo de d:

X= 7,204

y=19,901

1

d(x,y) = (2,041y? — 32,656y, +1730,624+ 4y> —160y,)?
d(x,y)=1,15 (ponto B)
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Desta forma, encontra-se 0 desvio minimo da regido fora de controle a partir do qual ¢
necessario detectar qualquer mudanga no vetor de médias que ¢ d=1,15.

No entanto, a regido sob controle [0,A] em que ndo ha interesse em detectar alguma
mudanga no vetor de médias do processo compreendida entre d=0 até d=A (distancia associada
a perda considerada depreciavel, neste exemplo, d=0,1) cujo procedimento utilizado para

determinar o valor do ponto A conforme a seguir:

O procedimento de minimizagao: Ponto A (Resolugdo do Modelo Matematico):

1

Min d(x,y)= (2,041y12 — 32,656y, +1730,624 + 4y§ —16Oy2)E
Dado:
3(y, —8)* +2(y, - 20)* + (v, —8)(y, —20) = 01

»20, y,20,

8178
Minimizar (d, x, y) =( J

20,022
Resolugéo de d:

x=8,178

y=20,022

1

d(x,y) = (2,041y? —32,656y, +1730,624+ 4y2 —160y,)?
d(x,y) = 0,26 (ponto A)

Destaforma, encontra-se o desvio maximo da regido sob controle que é d=0,26.

Logo os pontos que delimitam as regides de maxima e minima poténcia do grafico de controle
MCUSUM paraeste exemplo sio 4= 0,26 e B=1,15, conforme figura4.7.

Os resultados obtidos com a resolugdo deste modelo matematico desenvolvido em
ambiente MS-Excel com a aplicagdo da ferramenta “solver” para otimizar os pontos de
maxima e minima poténcia para os dados deste exemplo de aplicagdo tais como os relatorios
de respostas, de sensibilidade e de limites conforme Apéndice 1 deste trabalho.

A figura 4.7 ilustra os valores dos pontos A e B que delimitam as regides de maxima e
minima poténcia determinados com o modelo matematico proposto para os dados deste

exemplo.
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1000 -
—o— MCUSUM (ARL0=200) — T2 de Hotelling (ARL0=200)

100 +

ARL

10 -

1 \
0o 0,26 1,15 3
Mudanga no vetor de médias (Distancia de Mahalanobis)

Figura4.7 Regides de maxima e minima poténcia do MCUSUM do exemplo de aplicagio

Conforme figura 4.7, observa-se que o grafico MCUSUM apresenta uma sensibilidade
consideravel em relagdo ao grafico T2 de Hotelling para tamanhos de mudanca, d do vetor de
médias entre d=0,26 ¢ d=1,15. No entanto, para tamanhos de mudanca, d >2,5 observa-se que
o grafico T? de Hotelling ¢ mais sensivel que o grafico MCUSUM. Portanto, os pontos A ¢ B
que delimitam as regides de maxima e minima poténcia deste grafico assumem valores

maiores que 2,5.

Conhecidos os pontos 6timos A e B do grafico que delimitam as regides de maxima e
minima poténcia do grafico conforme etapa 3 proposta para o algoritmo de procedimentos do
projeto estatistico 6timo do grafico MCUSUM. Neste trabalho, conclui-se que para este
exemplo o tamanho (amplitude) da mudanca desejado ¢ d=1,15 (d=B). Portanto, o interesse
neste caso, deve estar focado em detectar mudangas de vetor de médias do processo para
d >115(d, >115). Selecionando os valores 6timos para os parametros do grafico MCUSUM
obtidos via Método de Equagdo Integral com Quadratura Gaussiana proposto neste trabalho,
conforme tabelas 4.1, 4.2 e 4.3, nota-se que nao existe o valor tabelado para o tamanho
(amplitude) de mudanga d=1,15. No entanto, conforme proposta deste trabalho estes valores
para 0S parametros que otimizam o grafico MCUSUM podem ser facilmente obtidos
utilizando-se 0o Programa Computacional 1 conforme tutorial apresentado no Apéndice K.
Entdo, para os dados deste exemplo de aplicacdo se desejarmos um ARL,= 200 para estas
duas caracteristicas da qualidade utilizando uma aproximagdo com 53 pontos de quadratura

para o grafico MCUSUM com tamanho de amostra n=1, obtém-se 0S seguintes parametros
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para 0 ARL0=200, p=2, d=1,15. Os dados de entrada na caixa de dialogo para a execugdo do

Programa Computaciona 1 conforme figura 4.8.

<} METODO! EQUACAD INTEGRAL - MEI

Digite o limite inferior da integral.
u}

Digite o numera de pontos de guadratura (1-53)
53

Escolha o numera de variaveis (sntre 2 e 41
2

Escolha o o valor de ARLo (200, 500 ou 10007
200

Ezcaolha a amplitude de mudanca (d) ou o valor de referencia (k):
F 1

Digite o primeiro valor de d ou k:
113

Digite o uttime valor de d ou k:
145

Digite & variacao desejada entre o3 valores de o

1|

Figura4.8 Caixade dialogo com os dados de entrada do exemplo de aplicagédo

Resultados (de saida) gerados apods a execuc@o do programa para os dados deste exemplo de

aplicagdo conforme a seguir :
>> calculodearl

QUADRATURA GAUSSIANA

GRAFICO DE CONTROLE MULTIVARIADO DE SOMA ACUMULADA (MCUSUM)
UNVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA

Custodio da Cunha Alves custodio.aves@univille.br

**xx% RESULTADOS PARA 2 variaveise ARLO = 200 *****
k h integral ARL
0575 4.957181329240516  10.539966470625162  8.098000749739537

FIM!! Se desgja parar tecle q:

Conforme resultados obtidos a partir da execucao do Programa Computacional 1 para os dados
deste exemplo de aplicagdo, conclui-se que a melhor combinagao de parametros k com h capaz
de produzir 0 ARLminimo = 8,098 sob a otica de regides de maxima e minima poténcia ¢ k=
0,575 e h=4,957.


mailto:custodio.alves@univille.br
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4.6 Aplicacio da metodologia proposta utilizando dados reais de um processo de

usinagem

A metodologia proposta neste trabalho é aplicada a um conjunto de dados reais de um
processo de usinagem da Fundi¢do Tupy Ltda localizada na cidade de Joinville-SC. Estes
mesmos dados foram autorizados para Soares (2006) comprovar a validade pratica de um
modelo proposto em sua em sua dissertagdo de mestrado que inclui o calculo de indice de

capacidade multivariado em uma linha de usinagem.

4.6.1 Apresentacao da empresa

A Fundi¢do Tupy Ltda com sede propria e principal parque fabril na cidade de
Joinville foi fundada em 1938 cuja producdo inicial na época se restringia a fabricar tdo
somente artefatos de ferro utilizando os conhecimentos rudimentares de fundigao. No entanto,
ao longo dos anos a empresa seguiu 0s passos da industrializagdo do Brasil e da cidade de
Joinville onde a partir da década de 50 com o desenvolvimento da industria automotiva
brasileira passou a fabricar pegas especiais para este segmento ¢, a partir de 1995 inaugura em
Joinville a unidade de blocos e cabegotes de motores. Parceira das inddstrias automotivas, a
Tupy hoje concentra 75% de sua producdo destinada ao setor automobilistico com grande
destaque para as exportagoes. Atualmente, a empresa desenvolve e fabrica componentes em
ferro fundido para os setores automotivo, ferroviario e de maquinas e equipamentos. Além
disso, produz varios tipos de conexdes de ferro maleavel para diversas modalidades de
aplicagdo. Nas tltimas décadas a empresa dobrou sua capacidade produtiva e hoje se posiciona

entre as cinco maiores fundi¢des do planeta.
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4.6.2 Descricao do produto selecionado para analise estatistica multivariada do processo

de usinagem

O produto selecionado para a aplicagdo da metodologia proposta via analise
estatistica multivariada do processo de usinagem ¢ um bloco de motor para veiculo de passeio
que ¢ produzido em ferro fundido e posteriormente usinado. Para preservar as informagdes
sigilosas referentes ao projeto do produto utilizado no trabalho ndo ¢ apresentado o desenho
deste, mas tdo somente um esbogo considerado essencial para o entendimento das
caracteristicas da qualidade do processo de usinagem propostas nesta tese para serem

monitoradas via grafico de controle MCUSUM conforme figura 4.9.

Y A
Furo 2 Furo 1

B -
\

v

Figura4.9 Eshogo dosfuros 1 e 2 do bloco de motor para veiculo de passeio

Conforme figura 4.9 a posi¢do do centro de cada furo é definida pela distancia aos
eixos X:Y com tolerancia delimitada por um cilindro de diametro de 0,16 mm. O eixo de cada
cilindro ¢ perpendicular ao plano formado pelos eixos X e Y. O centro do furo 1 apresenta
como especificagdo a localizagdo de 5 mm em relacdo a X, 103,25 mm em relagdo a Y e
distancia de 194,27 mm em relacdo ao centro do furo 2. A especificagdo da regido de

tolerancia do processo nasdiregdes dos eixos x e y, ¢ definida pela equagao:
tolerdncia _no _eixo = (tolerdncia — posicional) / 242 4.2)
Assim, a tolerdncia _no _eixo = (tolerdncia — posicional) / 2.2 =0,0566. Desta forma, a

especificagdo no eixo X ¢ 103,25 +/- 0,0566 mmeno eixo Y ¢ 5 +/- 0,0566 mm. Estes valores

delimitam a zona de tolerancia quadrada das coordenadas X e Y.
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4.6.3 Descricao do processo selecionado para o monitoramento de caracteristicas da

qualidade via grafico MCUSUM

O processo de furagdo do bloco de motor em questdo ¢ realizado em duas etapas de
operagdo: a operagdo pré-furo e a operagdo de furacao de acabamento. Nesse processo os dois
furos 1 e 2 do bloco sio referéncias para o posicionamento da pega no dispositivo de fixa¢do
a cada operagdo de usinagem realizada em diferentes maquinas. Na primeira operacdo de
usinagem ¢ realizada a furagdo em desbaste das guias do bloco com a utilizagdo de broca de
metal duro e a alargador. Nesta etapa inicial do processo 0 objetivo ¢ o limite inferior de
especificagdo do didametro do furo enquanto que na operacdo furagdo de acabamento o
objetivo ¢ o valor nominal. Apds as operagdes iniciais ¢ realizada a usinagem de acabamento
do furo guia do bloco acabado utilizando-se barra de mandrilar com guias de cermet. O
objetivo nesta operagao ¢ tanto o nominal do didmetro quanto o nominal do posicional. O
posicional ¢ utilizado como guia para em seguida serem realizadas as operagdes de
acabamento na pega. O fluxo resumido para a obtengdo do bloco de motor deste processo de

usinagem ¢ esquematizado conforme figura 4.10.

Operagdes iniciais
de usinagem

Pré-furo das
guias do bloco

Furacao das guias
do bloco acabado

Operagoes de
usinagem de
acabamento

Figura 4.10 Fluxo resumido do processo de usinagem do bloco de motor

A metodologia proposta neste trabalho ¢ aplicada apenas para os dados referentes a

operacao furacdo de acabamento do furo 1. As caracteristicas da qualidade monitoradas



Capitulo 4 Aplicacdo da Metodologia 91

viagrafico MCUSUM no processo furagao de acabamento proposto neste trabalho conforme
figura4.9 sio:

X,: posiciona do furo 1 em relagdo a coordenada X;
Y,: posicional do furo 1 em relagdo a coordenada Y;
D, ,: distancia entre os centros dos furos 1 e 2 ;

Para monitorar 0 processo furagdo de acabamento com duas variaveis oOu

caracteristicas da qualidade utilizou-se asvariaveis X, e Y, e, parao estudo de trés variaveis
incluiu-se umaterceiravariavel que ¢ a distancia D, , entre osfuros.

A escolha deste processo se justifica dentre os demais por se tratar de um processo
onde se pode monitorar multiplas caracteristicas da qualidade que apresentam distribuic¢do
norma multivariada e com pequenas variagoes para o vetor de médias do processo. Além
disso, a empresa possui maior quantidade de dados historicos sobre o controle deste processo,
por estar utilizando o CEP de forma consolidada ha mais tempo; tais dados sdo essenciais para
0 projeto edtatistico do grafico de controle MCUSUM.

4.6.4 Exploracio dos dados do processo para aplicacio da metodologia proposta

A exploragdo preliminar dos dados das caracteristicas da qualidade em estudo neste
processo ¢ conduzida por um algoritmo proprio para CEP multivariado cujos procedimentos
incluem a verificagdo de certos pressupostos como a verificagdo de suposi¢do de
multinormalidade dos dados quanto a existéncia de autocorrelagdo e estabilidade estatistica
(inexisténcia de causas especiais). A validade dessas trés suposi¢des para avaliar os dados do
processo em questido foram ja verificadas por Soares (2006) em sua dissertagdo de mestrado
para calculo de indice de capacidade multivariado. No entanto, alguns comentarios extras que
justificam a validade de tais pressupostos sio ressaltados ao longo deste capitulo tendo como
referencial tedrico alguns topicos descritos no Apéndice C e D deste trabalho.

Para facilitar o entendimento da metodologia proposta cujo estudo envolve a
otimizagdo dos parametros para o grafico MCUSUM no processo furagao de acabamento do
furol, denominamos o processo de usinagem neste trabalho conforme o niimero de variaveis

monitoradas simultaneamente.

PROCESSO: XY
E a denominacio dada a este processo que envolve o monitoramento simultaneo de duas

caracteristicas da qualidade (X1 e Y3).
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X1 (posicional do furol em relagdo a coordenada X) cuja especificagdo ¢ 5+ 0,08 mm (Valor
Nominal)
Y1 (posicional do furol em relagdo a coordenada Y) cuja especificagdo ¢ 103,25+ 0,08 mm

(Vaor Nominal)

Cada uma destas caracteristicas da qualidade ¢ avaliada a partir de amostras de tamanho n=1.

PROCESSO: XYD

E a denominacio dada a este processo que envolve o monitoramento simultineo de trés
caracteristicas da qualidade (X1, Y1 e Diy), ou sga, as duas caracteristicas da qualidade do
processo XY com a inclusio de uma terceira variavel ou caracteristica da qualidade (D12
- distancia entre os centros dos furos 1 ¢ 2) também avaliada a partir de amostras de tamanho

n=1 com o valor nominal de 194,27 + 0,02 mm.

Os dados para a analise estatistica multivariada destes dois processos foram coletados
durante a etapa de aprovacdo do PPAP (Processo de Aprovagio de Produgdo da Pega) e
consistiu na produgio seqiiencial das pegas seguido de medi¢ao logo apds a operagdo em uma
maquina de medigdo de coordenadas. Nesta etapa iniciou-Se a produgdo de 34 pegas, de
forma a garantir que no minimo 30 pecas estivessem aprovadas para envio ao cliente. Ao final
da produgao foram obtidas 31 pecas. Os dados das 31 pegas (blocos de motor) para as trés
caracteristicas da qualidade por ordem de coleta da amostra conforme Anexo A. Neste
trabalho, para facilitar a interpretagdo dos dados no desenvolvimento do projeto estatistico
6timo do grafico MCUSUM utiliza-se o valor da observagao individual em cada uma das trés
caracteristicas da qualidade, enquanto Soares (2006) utilizou o desvio de cada observagdo em
relacdo ao valor nominal das caracteristicas da qualidade cujo interesse foi o calculo de

indices de capacidade.

4.7 Analise estatistica multivariada dos dados: Processo XY

A anilise estatistica multivariada preliminar dos dados do processo furacdo de
acabamento do furo 1 para as duas caracteristicas da qualidade X3 e Y; (processo XY) inclui
inicialmente a verificagdo de suposi¢do de multinormalidade dos dados e a existéncia de

autocorrel agio.

4.7.1 Normalidade

Para a analise estatistica multivariada ¢ fundamental que os dados sigam uma
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distribui¢ao normal multivariada, quando ndo exatamente, pelo menos, aproximadamente. Se
tal fato for verificado, ou sgja, os dados forem distribuidos segundo uma distribui¢do normal
multivariada, evita-se o problema de procurar procedimentos de transformagao de variaveis,
gue na sua maioria Sio robustos, de tal forma a normalizar o conjunto de dados para, a partir
dai, trabalhar-se com os dados multivariados normalmente distribuidos. A aplicacdo de
métodos graficos tais como o grafico de probabilidade qui-quadrado (Q-Q plot) podem ser
utilizados para auxiliarem na verificagdo de normalidade multivariada. Este método grafico
se constitui em determinar se 0os dados das amostras estio de acordo com a suposta
distribuigdo, baseado em um exame visual subjetivo dos dados. Além disso, um outro
procedimento ¢ utilizado neste trabalho para detecgdo de normalidade multivariada
relacionado aos testes de hipoteses proposto por Mardia (1970,1974) baseados nos
coeficientes de assimetria e curtose da distribui¢do normal multivariada. Maiores detalhes
sobre 0s métodos praticos de verificagdo da hipotese de normalidade aplicados neste trabalho
conforme Apéndice C.
Examinando visualmente os histogramas das variaveis X; e Y; deste processo
observa-se conforme figura 4.11 que individualmente ambas as caracteristicas da qualidade

(variaveis) X; e Y7 seguem umadistribui¢ao normal.

Histograma da variavel X1
Normalidade

/N

Mean 5,012
StDev  0,01735
N 31

Frequencia
o - N w S w (=)} ~N =< o
PR S S S S M W

4,08 5,00 5,02 5,04
Variavel X1

Histograma da variavel Y1
Normalidade

Mean 103,3
StDev  0,01402
N 31

6 —

51 =1 oy

44 —

(.

0~ T T T T T
103,224 103,236 103,248 103,260 103,272 103,284
Variavel Y1

Frequencia
w

Figura 4.11 Histogramas das caracteristicas da qualidade X; e Y1 (Processo XY)
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Agora, verificando visualmente a suposi¢do de normalidade multivariada através do grafico de
probabilidade qui-quadrado (Q-Q plot) desenvolvido neste trabalho para dos dados deste
processo (variaveis X; e Y3) em ambiente MS-Excel cuja representacdo grafica conforme
figura4.12.

9 -

Q-Q Plot .

Qui-Quadrado

dr2
Figura4.12 Grafico de probabilidade qui-quadrado (Q-Q plot) para os dados do processo XY

Podemos constatar visualmente que a disposi¢ao dos pontos indica a proximidade em relagdo
a reta, o que nos leva a nao rejeitar a suposi¢do de normalidade multivariada. Além disso,
analisando a multinormalidade dos dados deste processo segundo os testes de hipoteses de

Mardia baseados nos coeficientes de assimetria e curtose conforme resultados obtidos via
Programa Computacional 3 indicam que o valor do percentil tanto para g, , quanto para 3, ,

Sdo suficientes para aceitar a hipotese de normalidade. Desta forma, pode-se afirmar que as

observagdes multivariadas deste processo se distribuem segundo uma multinormal.

4.7.2 Autocorrelacao

Para que o grafico MCUSUM atinja um desempenho razodvel no monitoramento
simultaneo das variaveis X; e Y, ¢ necessario que a suposi¢do de independéncia estatistica
entre as observagdes dos dados gerados pelo processo XY em questdo seja satisfatoria.
Conforme literatura existente, muitos autores aplicam um modelo apropriado de Séries

temporais as observagdes para trabalhar com dados autocorrelacionados. Segundo Mason
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(1997, 2002) e Noorossana e Vaghefi (2006) o guste de um modelo de Séries temporais
para dados multivariados também é possivel.

Para verificar a presenca de autocorrelagdo dos dados deste processo aplicou-Se a
metodol ogia desenvolvida tanto por Mason (1997, 2002) quanto por e Noorossana e V aghefi
(2006) que sugere aplicagdes de séries temporais envolvendo a analise de fungdo de
autocorrelacdo (correlogramas) para medir o grau de autocorrelagdo em cada variavel. Além
disso, para avaliar o efeito comparativo da analise de correlogramas propdem também a
aplicagdo de técnicas de estatistica inferencial tais como Analise de Variancia (ANOVA) para
0 desenvolvimento de um modelo de Analise de Regressdao AR(1) da forma:

v, =b, +by, ,+erro. As observagoes geradas por AR(1) sdo utilizadas para investigar o
efeito da autocorrelagdo no desempenho do grafico de controle.

A figura 4.13 ilustra os correlogramas para as caracteristicas da qualidade X; e Y,

deste processo.

Funcdo Autocorrelacdo - Variavel X1 Funcdo Autocorrelacdo - Variavel Y1
{Limites de autocorrelagao com 5% de significincia) {Limites de autocorrelagdo com 5% de significancia)

1,04 1,04
0,84 0,21
0,69 0,61
(1] S S O L 04 - e —

(I I
00 | I

. : | : | : :
0,24 0,24
A e S e o e e e e L4 — - C—
-0,6 4 06
-0,84 0,84
1,04 -1,04

Autocorrelacdo
Autocorrelacdo

Defasagem Defasagem

Figura 4.13 Correlogramas das caracteristicas da qualidade X; e Y; (Processo XY)

Como se pode observar afungio autocorrelagao (FAC) tanto da caracteristica da qualidade X;
quanto da caracteristica da qualidade Y; revelam que nenhum coeficiente de correlagio ¢é
significativo. Além disso, verificada a adequagdo do modelo AR(1) e, por ser estacionario,

vale, entdo a hipotese de estabilidade estatistica deste processo.

A fungio autocorrelagdo (FAC) e o comparativo dos correlogramas das variaveis X; e
Y1 com a inferéncia estatistica analise de variancia (ANOVA) cujos resultados conforme

figuras4.14 e 4.15
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Funciao Autocorrelacio (FAC) - Variaveis X1; Y1
FAC - correlaciona X 1(t) e Y 1(t+k)

-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

o — b — e ———— o ——— —f—— ——
-15 0,160 XX XXX
-14 0,084 XXX
-13 -0,021 XX
-12 -0,069 XXX
-11  -0,095 XXX
-10 -0,055 XX
-9 -0,101 KXXX
-8 -0,207 XXKKKK
-7 -0,307 XXXKKKKKK
-6 -0,341 XXKKK KK KKK
-5 -0,393 XXKXKK KK KKK
-4 -0,412 XXKXKK KK KKK
-3 -0,461 XX XKKKKK KK KKK
-2 -0,448 XHXXKKKK KK KKK
-1  -0,485 XX XKKKKK KK KKK
(o] -0, 528 ):9.9.9:9.9.9:9.9.9.9.9.0.9.4
1 -0,433 XHXXKKKK KK KKK
2 -0,429 P219.:9:9.9.9.9.9:9.9.9.9.4
3 -0, 365 P219.9.9:9.9.9.9.9.9.4
4 -0,337 ):9:9.0.9.9.9.9.0.4
5 -0,095 XXX
6 -0,202 KXKKKXX
7 -0,159 Pl o oed
8 -0,029 XX
9 -0,021 XX
10 -0,035 XX
11 -0,031 XX
12 0,047 XX
13 0,037 XX
14 0,244 KA KXKXXXX
15 0,310 XX XX KKK KK

Figura4.14 Func¢do Autocorrelagdo (FAC) das variaveis X1 com Y1 (Processo XY)

B Microsoft Excel - ANOVA
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Figura4.15 Analise de Variancia (ANOVA) e Estatistica Descritiva para as variaveis X1 € Y1
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Conforme figuras 4.14 e 4.15 pode-se verificar os resultados obtidos da Fungio
Autocorrelagdo (FAC) e o efeito comparativo da analise de correlogramas com a Analise de
Variancia (ANOVA) que indicam a nao existéncia de autocorrelagdio nos dados deste
processo. Além disso, os resultados obtidos a partir da Estatistica Descritiva revelam a
estabilidade estatistica (inexisténcia de causas especiais de variagdo conforme medidas de

localizagdo e dispersio obtidas a analise estatistica dos dados deste processo).

4.7.3 Otimizacao dos pontos que delimitam as regiées de maxima e minima poténcia do

grafico MCUSUM para o processo XY

Um método baseado na func¢do perda multivariada de Taguchi e na distancia de
Mahalanobis conforme segio 4.5 deste trabalho é proposto para determinar os pontos 6timos
A e B que delimitam as regides de maxima e minima poténcia do grafico MCUSUM deste
processo. Para otimizar estes pontos aplica-se um modelo matematico desenvolvido em
ambiente MS-Excel onde com o auxilio da ferramenta Solver ¢ possivel calcular a menor
distancia d, ou seja, encontrar o menor desvio em relagdo ao valor nominal das caracteristicas
da qualidade X; e Y1. Para complementar este procedimento de otimizagdo bem como a
analise estatistica multivariada do grafico MCUSUM para os dados do processo XY, aplica-
se em ambiente Matlab o Programa Computacional 3 proposto na segdo 4.3 cujo tutorial
conforme Apéndice K deste trabalho. Os resultados (de saida) dos dados do Processo XY
gerados apds a execugdo deste Programa Computacional 3 encontram-se também no Apéndice
K deste trabalho.

Uma vez determinado a fungdo perda multivariada de Taguchi e a distancia de
Mahalanobis utilizam-se os dados obtidos via Programa Computacional 3 para formular um
modelo matematico em ambiente MS-Excel. Naresolugio deste modelo matematico utiliza-se
a ferramenta Solver para encontrar 0os pontos 6timos A ¢ B que delimitam as regidoes de
maxima e minima poténcia do grafico MCUSUM. Para a otimizagdo destes pontos ¢
necessario conhecer a politica de recursos financeiros que a empresa direciona a melhoria de
produtividade e qualidade. Para este processo supde-se que a politica de recursos financeiros
da empresa considere um custo ou perda depreciavel de 0,0012 u.m. ¢ um custo ou perda
inadmissivel de 0,0042 u.m. (unidade monetaria).

Assim, 0 modelo matematico para otimizar os pontos de maxima e minima poténcia
do grafico de controle MCUSUM desenvolvido numa planilha de MS-Excel para os dados do
processo XY conforme figura 4.16.
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Figura4.16 Modelo matematico para otimizar os pontos de maxima ¢ minima poténcia

Os relatérios de resposta, analise de sensibilidade e de limites deste modelo matematico

conforme Apéndice 1.
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A resolugdo do modelo matematico (figura 4.16) fornece os pontos de
Mmaxima e minima poténcia (A=0,80 e B=1,50) para otimizar o grafico MCUSUM do processo
XY conforme figura4.17.

1000 -
—e— MCUSUM (ARL0=200) —— T2 de Hotelling (ARL0=200)

100 +

10

A B
0 0,80 1,50 3
Mudanca no vetor de médias ( Distancia de Mahalanobis )

Figura4.17 Pontos de maxima e minima poténcia para otimizar o grafico MCUSUM

Conhecidos os pontos 6timos A e B do grafico que delimitam as regides de
Mmaxima e minima poténcia conforme etapa 3 sugerida para o algoritmo de procedimentos do
projeto estatistico 6timo do grafico MCUSUM (segdo 4.5 deste trabalho), conclui-se que para
este processo 0 tamanho (amplitude) de mudanga desejado é d=1,50 (ponto B). Portanto,
Nnosso interesse neste caso deve estar focado em detectar mudancas de vetor de médias do

processo para d >1,50. Consultando a tabela 4.1 para (p=2 e ARL,=200) para selecionar os

valores dos parametros do grafico MCUSUM obtidos via Método de Equagdo Integral com
Quadratura Gaussiana proposto neste trabalho, ou utilizando o programa computacional 1,
obtém-se entdo os pardmetros para projetar o grafico MCUSUM o6timo deste processo.
Assim, os parametros 6timos deste processo determinados para um tamanho (amplitude) de
mudanga d=1,50:

k=0,75, h=3,95 cujo desempenho é 0 ARLmsimo= 5,39.

4.7.4 Desenvolvimento do grafico MCUSUM projetado estatisticamente para o

processo XY

Nas ultimas décadas com o avanco da tecnologia programas computacionais

comerciais tém possibilitado um maior desenvolvimento e implantagio de métodos
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estatisticos multivariados na indistria como ferramenta de controle da qualidade. No entanto,
no que diz respeito ao desenvolvimento especifico de graficos de controle multivariados,
pouca atengdo tem sido direcionada a atender as especificidades dessas ferramentas.
Felizmente, programas computacionais livres, como por exemplo, o r-project tem se
propagado principalmente no meio académico na tultima década como uma ferramenta
de computagdo estatistica com uma enorme variedade de fun¢des para analise de dados.
Alves, Henning e Samohyl (2008a) propdem o desenvolvimento de graficos de controle
multivariados MCUSUM e MEWMA em ambiente R como um procedimento alternativo e
adequado a0 usuario para analise estatistica de processos multivariados. Destacam, sobretudo
a importancia deste recurso computacional livre para complementar algumas fungdes ainda
nao disponiveis na maioria dos softwares comerciais de analise estatistica de dados, como por
exempl o, o desenvolvimento do grafico MCUSUM

Neste trabalho desenvolveu-se uma rotina computacional no pacote GNU R para gerar
o grafico MCUSUM que ¢ aplicado para monitorar as duas caracteristicas da qualidade X; e
Y do processo XY (furagdo de acabamento do furol) conforme Apéndice J.

As telas do R para carregar e executar a rotina do grafico de controle MCUSUM
conformefiguras 4.18 e 4.19.

[ RGui “"ENEnglish (United States) g United States-Intenational - _
Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda

Interpretar cédigo fonte ..

Novo seript
Abirir script... [= =] || R cAUsers\Elisa\Documents\multiitesecustodio.R - Editor R [EEE=]
Edihir arquiva(s)... * || dados=read.csv("C:\\Users\\Elisa\\Documents\\custodio.csv

s=matrix(c(0.00030093,-0.00012850,-0.00012850,0.00019660)
Carregar drea de trabalho... mcusuml (dados,mc=s,k=0.75,h=3.35)

Salvar drea de trabalho..,

Carregar Historico... EN English (United States) g United States-Intemational

Salvar Histarico...

Mudar dir..
Imprimir... R reonsele [= TEM5=] || R c\Users\Eliss\Documents multiltesecustodio.R -
+ || dados=read.csv("C:\\Users\\E.
Bl e Ao > || selecionar arquivo fonte para interpretacio =) sematriz (c(0.00030093,-0.000"
1 ,—0.000:
o @vﬂ « Documents » multi » v“,Hgfz.;h Pl mcusuml (dados, me=s, k=0.75,h=
R Name Datemodified  Type Size -
E Documents -f“m
S loarti
{5 Recently Changed iemELargo
e A exemplos
B Desktop A graficol
W Computer Pjactson
% Recent Places P .
B e 7
B Searches A mcusumcompletofl]
B Music A mcusumCROSIER
A meusumTRACY
A meusumTRACY[L]
A mewmal
A mewmal 504
Folders A | A menma2l0s -
Flle pame: mausum 1 + [RilestR) -
(e

Figura4.18 Telado R paracarregar arotina do grafico MCUSUM
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[ RGui - [R Console] EN English (United States) g United States-Intemational -
Arquivo Editar Visualizar Misc Pacotes Janelas Ajuda

> source ("C:\\Use:
> dec= )
S
> mcusuml (dados, mc=s, k=0
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[21] 1.6627228 1.0098517 1.7061497 1.8257864 1.9603177
[26] 1.0480491 1.6087304 2.8718326 1.2565484 2.7636057
[31] 1.8783451

$matriz.cov

[,11 [,21
[1,] ©0.00030093 -0.0001285
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Figura4.19 Telado R paraexecutar arotinado grafico MCUSUM

O grafico MCUSUM gerado para os dados do processo XY conforme figura 4.20

Grafico de Controle MCUSUM

e . /\'\
i, . v : §
/o /

] | . / /'\ /-/ \/ \/ -

B & a & o & a & &k a4 L J k& a4 & a4 k a W & a L & & & d & g K J
1 2 3 4 b 6 r & 9 10 M 42 13 14 16 16 A7 18 49 20 21 22 23 24 25 26 21 28 29 30 3

Amosira

Figura4.20 Grafico MCUSUM do processo XY/( furagdo de acabamento do furo 1)

Uma analise preliminar deste processo conforme figura 4.20 revela que, aparentemente, se

trata de um processo estavel, apesar de indicar uma tendéncia inicial ascendente (amostras 3 a
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5), uma queda abrupta (amostra 7), uma nova tendéncia ascendente (amostras 8 a 10) e uma
gueda (amostras 11 a 14). No entanto, a partir da 15* amostra observa-se que ha uma melhoria
do processo cujos pontos demarcados mostram um comportamento aleatorio dos valores.
Além disso, pode-se verificar que ndo ha presenca de causas especiais de variagdo ja que

todos os pontos se encontram dentro do limite superior de controle, h.

4.8 Analise estatistica multivariada dos dados: Processo XYD

A andlise estatistica multivariada preliminar dos dados do processo furacdo de
acabamento do furo 1 para as trés caracteristicas da qualidade X1, Y1 € D1» (Processo XYD)
gue envolve agora uma terceira caracteristica da qualidade Dj, (distancia entre os centros dos
furos 1 e 2) inclui inicialmente a verificagdo de suposi¢ao de multinormalidade dos dados e a

existéncia de autocorrelagio.

4.8.1 Normalidade

A verificagdo de normalidade multivariada agora para as trés caracteristicas da
qualidade aplicando tanto o método grafico de probabilidade qui-quadrado Q-Q Plot quanto
testes de hipdteses baseados nos coeficiente de assimetria e curtose de Mardia, procedimentos
de verificagdo também propostos anteriormente para as duas primeiras variaveis X; € Y.
Maiores detalhes dos métodos praticos de verificagdo de normalidade multivariada aplicados
neste trabalho conforme Apéndice C.

Como recurso computacional em ambiente Matlab para verificagio de normalidade
multivariada além do Programa Computacional 3 desenvolveu-se um outro programa
denominado Teste de Mardia que determina os coeficientes de assimetria e curtose aplicados
nos testes de hipoteses de normalidade multivariada de Mardia. Além disso, este programa
determina também a matriz de covariancia, sua inversa e a matriz de correlacdo. Os dados de
entrada deste programa em ambiente Matlab sio transferidos de uma planilha em MS-Excel.
Maiores detal hes deste programa conforme Apéndice K deste trabalho.

Examinando visualmente o histograma das caracteristicas da qualidade deste processo
X1, Y1 e D1, observa-se que individualmente estas trés variaveis seguem uma distribuigdo

normal conforme figura4.21.
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Histograma da variavel X1
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Figura 4.21 Histogramas das caracteristicas da qualidade X;,Y1 € D1 (Processo XY D)

Este fato pode ser constatado conforme grafico de probabilidade normal (figura 4.22) utilizado
para avaliar a hipotese de normalidade univariada de cada uma das trés caracteristicas da
qualidade deste processo onde as probabilidades de significancia correspondentes estdo acima

do valor de referéncia 0,05 indicando que a suposi¢ao de normalidade ¢ plausivel.
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Figura 4.22 Grafico de Probabilidade Normal das variaveis X; ,Y 1 € D12 (Processo XY D)

Agora, verificando visualmente a suposi¢do de normalidade multivariada através do
grafico de probabilidade qui-quadrado (Q-Q plot) desenvolvido para as caracteristicas da
gualidade deste processo conforme figura 4.23.
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Qui-Quadrado

O T T T T T T T 1
0 3 6 9 12 15 18 21 24
dr2

Figura4.23 Grafico de probabilidade qui-quadrado (Q-Q plot) para os dados do processo XY D

Podemos constatar visualmente que a disposi¢ao dos pontos indica a proximidade em relagdo
aumareta, o que nos leva a ndo rejeitar a suposigdo de normalidade multivariada. Além disso,
analisando a multinormalidade dos dados deste processo segundo os testes de hipoteses de
Mardia baseados nos coeficientes de assmetria e curtose conforme resultados obtidos via

Programa Computacional 3 cujos resultados indicam que o valor do percentil tanto para 3, ,
quanto para f, , sio suficientes para aceitar a hipotese de normalidade. Desta forma, pode-se

afirmar que as observacdes multivariadas deste processo se distribuem segundo uma

multinormal.

4.8.2 Autocorrelacio

Para verificar a presenca de autocorrelagdo dos dados deste processo aplicou-se a
metodol ogia desenvolvida tanto por Mason (1997, 2002) quanto por e Noorossana e V aghefi
(2006) que sugere aplicagdes de séries temporais envolvendo a analise de funcdo de
autocorrelacdo (correlogramas) para medir o grau de autocorrelagdo em cada variavel. Além
disso, para avadiar o efeito comparativo da analise de correlogramas propdem também a
aplicagdo de técnicas de estatistica inferencial tais como Analise de Variancia (ANOVA) para
0 desenvolvimento de um modelo de Analise de Regressdao AR(1) da forma:

v, =b, +by, , +erro. Asobservagdes geradas por AR(1) sdo utilizadas para investigar o

efeito da autocorrelagio no desempenho do grafico de controle. A figura4.24 ilustraos
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0s correlogramas das trés caracteristicas da qualidade X1, Y1 e D1, deste processo.

Autocorrelacio

Funcao Autocorrelacdo - Variavel X1
(Limites de autocorrelacdo com 5% de significdncia)
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Figura4.24 Correlogramas das caracteristicas da qualidade X3, Y1 € D12 (Processo XYD)

Como se pode observar a fungao autocorrelagdo (FAC) de cada uma das trés caracteristicas da

qualidade X1, Y e D1, revelam que nenhum coeficiente de correlagdo ¢ significativo. Além

disso, verificada a adequagdo do modelo AR(1) e, por ser estacionario, vale, entdo a hipotese
de estabilidade estatistica deste processo.

A fungdo FAC das variaveis X; com Dip, Y; com Dy, e 0 comparativo do

correlograma das variaveis X1, Y1 €Di, com a inferéncia estatistica analise de variancia
(ANOVA) de X1 com D32 eY; com Dy, cujos resultados conforme figuras 4.25, 4.26 e 4.27.
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Figura4.25 Fungao Autocorrelagdo (FAC) para as variaveis X; com Diz € Y31 com
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Figura4.27 Analise de Variancia (ANOVA) e Estatistica Descritiva para as variaveis Y1 € D12
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Conforme figuras 4.25, 4.26 e 4.27 pode-se verificar os resultados obtidos da Fungio
Autocorrelagdo (FAC) e o efeito comparativo da analise de correlogramas com a Analise de
Variancia (ANOVA) que indicam a ndo existéncia de autocorrelagdo nos dados deste
processo. Além disso, os resultados obtidos a partir da Estatistica Descritiva revelam a
estabilidade estatistica (inexisténcia de causas especiais de variagdo conforme medidas de

localizagdo e dispersdo obtidas a analise estatistica dos dados deste processo).

4.8.3 Projeto 6timo do grafico MCUSUM em um ponto

O projeto 6timo do grafico de controle MCUSUM em um ponto para monitorar
simultaneamente as caracteristicas da qualidade X;, Y; e D1, paraos dados do processo XYD
guando este se encontra sob controle estatistico, o vetor de médias e a matriz de variancias-

covariancias sao

5 0,000300928 -0,000128501 -0,000020346
n, =| 103,25 2., =|-0,000128501 0,000196602  0,000028765
194,27 -0,000020346 0,000028765  0,000008291

cujo tamanho da amostra utilizado ¢ n=1. Deseja-Se, que este processo possa ter a melhor
protecio contra uma mudanga na distdncia de Mahalanobis igual a 1, d=1. Para este tamanho

de mudanga, deseja-se um valor de ARL,=200.

5,01
n, =|10326
194,27

Nestas condigdes, para p=3, n=1 ¢ ARL,=200 via programas computacionais desenvolvidos
obtém-se a melhor combinagao para os parametros k ¢ h, ou seja, o par de pardmetros 6timo
(k,h) que otimize o grafico de controle MCUSUM (minimize ARLy) para os dados deste
processo em d=1:

k=0,5, h=6,885 e ARL,, =11,0.

min.

Um comparativo entre o desempenho em termos de ARL4 (ARL minimo) obtido pelo
grafico de controle MCUSUM para os dados do processo XYD em d=1 com os graficos T? de

Hotelling e MEWMA para as mesmas condi¢des conforme tabela 4.6.
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Tabela4.6 Desempenho de ARL entre graficos de controle multivariados

Grafico de Controle ARL, (ARL minimo)
T? de Hotelling (*) 52,6
MEWMA (*) 11,3
MCUSUM (*) 11,2
MCUSUM (MCM) 11,2
MCUSUM (MEI) 11,0

Fonte: (*) Simulagdo (Lowry et al, 1992), MCM (Lee and Khoo, 2006) e MEI (Proposta deste trabal ho)

O grafico MCUSUM conforme tabela 4.6 nas mesmas condi¢des que os demais graficos
multivariados ¢ mais eficiente para detectar este tamanho de mudanga, d=1. Para essa
magnitude de mudanga nas condi¢des de p=3 caracteristicas da qualidade para um ARL,=200
conforme revisio de literatura o grafico MCUSUM ¢ bem sensivel do que o grafico T? de
Hotelling, ou sgja, ¢ quase cinco vezes mais rapido do que o T? de Hotelling. Este fato
justifica a escolha do grafico MCUSUM para monitorar as caracteristicas da qualidade deste
processo.

Os valores da estatistica MCUSUM obtidos com a execugdo de uma rotina
desenvolvida em ambiente R para os dados do processo XY D sio utilizados para desenvolver

0 grafico MCUSUM deste processo em ambiente MS-Excel conforme figura 4.28.

#1 Grafico MCUSUM (k=05 e h=6,885)

Estatistica MCUSUM

11 —h —e— Estatistica MCUSUM

0 T T T T T T T 1

0 4 8 12 16 20 24 28 32
Amostras

Figura 4.28 Grafico de controle MCUSUM para os dados do processo XYD

Uma analise preliminar deste processo conforme figura4.28 revela que, aparentemente, se
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trata de um processo estavel, apesar de indicar uma tendéncia inicial ascendente (amostras 3 a
11) e uma queda abrupta (amostras 12 a 14). No entanto, a partir da 15* amostra observa-se
gue ha uma melhoria do processo cujos pontos demarcados mostram um comportamento
aleatorio dos valores. Além disso, pode-se verificar que ndo ha presenga de causas especiais

de variagio ja que todos os pontos se encontram dentro do limite superior de controle, h.

4.9 Sintese do Capitulo

O presente capitulo nos orienta a extrair as seguintes conclusdes:

1. O Método de Equagdo Integral com Quadratura Gaussiana proposto neste trabalho diante
dos resultados obtidos ¢ considerado um excelente método para a otimizagdo de parametros
do grafico MCUSUM superando a outros métodos numéricos de otimizagdo existentes.

2. Mediante a execucdo de um algoritmo especifico para o CEP multivariado que inclui a
utilizagdo de um programa computacional ¢ possivel obter valores dos principais pardmetros
(k, h e ARL) que otimizam o grafico MCUSUM. O programa computacional proposto permite
ao usuario obter de forma aproximada os parametros 6timos do grafico MCUSUM em
diferentes situagoes.

3. Este capitulo abre novas possibilidades para otimizagdo de parametros com a aplicagdo do
MEI com Quadratura Gaussiana para projetar estatisticamente o grafico MCUSUM 6timo em
Situagdes de dificeis solugdes cujo tradicional método de simulagdes pode ndo ser uma
aternativa viavel. O Método de Equagéo Integral (MEI) é um excelente método de otimizagdo
de parametros pelo fato de ser um procedimento mais versatil que fornece melhores resultados
para o valor de ARL com maior rapidez de calculo comparado com o tradicional método de
simulagdes. Além disso, a relativa simplicidade de implementa¢do deste método em um

programa computacional.



CAPITULO 5
CONCLUSOES

A aplicagio de graficos de controle multivariados para monitorar processos industriais
tem aumentado nas ultimas décadas motivada pelo crescimento de novas tecnologias de
aquisi¢do on-line de dados existente. Hoje, computadores realizam em tempo real, varias
mensuragdes acerca das variaveis de processo. Diante desta realidade, existe um crescente
interesse em desenvolver ferramentas mais robustas, que incorporem essa grande massa de
dados no monitoramento de processos. Tais ferramentas devem permitir 0 monitoramento
simultaneo de variaveis de interesse considerando sua estrutura de correlagdo.

No controle estatistico de processos multivariados o principal objetivo ¢ a eliminagdo
de variabilidade e o grafico de controle multivariado ¢ uma ferramenta eficaz que permite a
reducdo sistematica desta variabilidade nas caracteristicas da qualidade do produto
representadas pelas variaveis monitoradas simultaneamente pelo grafico. O grafico de controle
multivariado de Somas Acumuladas (MCUSUM) objeto de estudo deste trabalho, por exemplo
¢ uma excelente ferramenta de controle estatistico multivariado utilizado para monitorar a
qualidade de um processo. Este grafico pode ser utilizado com a mesma finalidade, e com
vantagens sobre os tradicionais graficos T2 de Hotelling quando o objetivo for detectar

mudancas de pequena magnitude.

5.1 Desenvolvimento e Aplicacio do Método de Equacao Integral

O desenvolvimento da metodol ogia proposta neste trabalho inicia-se com a derivagio
analitica de uma equagdo integral cuja resolugdo numérica através de Quadratura Gaussiana
fornece os val ores aproximados de ARL do grafico MCUSUM para um processo supostamente
com distribui¢ao normal multivariada. A partir dessa equacao derivada analiticamente aplicou-
se 0 Método de Equacdo Integral com Quadratura Gaussiana no desenvolvimento de um
programa computacional em ambiente Matlab para determinar 0s parametros propostos para
otimizar o grafico MCUSUM.

O objetivo principal deste trabalho ¢ a aplicagdo do Método de Equacdo Integral com
Quadratura Gaussiana para otimizar 0s parametros que envolvem tanto a mensura¢do do

desempenho de ARL quanto a selegdo da combinagao 6tima dos parametros k e h que abrange
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a mensuragao de indices de falsos alarmes e a andlise de sensibilidade do grafico MCUSUM

para monitorar processos em diferentes situagoes.

5.2 Projeto Estatistico Otimo do Grafico de Controle MCUSUM

A sugestio de uma metodologia para projetar estatisticamente o grafico MCUSUM
se deve ao fato de optarmos por um grafico com memoria sensivel a pequenas mudangas no
vetor de médias de um processo monitorado com poucas variaveis cuja vantagem principal é
gue este grafico acumula a informagdo mais recente com informagdes anteriores e, com isso,
detecta pequenas mudangas no vetor de médias do processo multivariado com um ARL bem
menor do que fariatradicional grafico T2 de Hotelling.

O projeto edtatistico 6timo em um ponto do grafico MCUSUM proposto neste trabalho
consiste em determinar os valores 6timos para o par de parametros (k,h) capaz de produzir um
ARL minimo para um tamanho de mudanga do vetor de médias, d. Os valores tabelados desses
parametros conforme literatura existente sio muito limitados, ou seja, ndo sdo suficientes para
orientar 0s usuarios a realizarem uma escolha adequada para em situagdes praticas projetarem
estati sticamente o grafico MCUSUM 6timo. E importante salientar ainda que aimplementagio
de qualquer grafico de controle que se considere, pressupde uma escolha adequada dos seus

parametros, uma vez que a sua eficiéncia depende em parte desta escolha.

5.3 Projeto Otimizacdo do MCUSUM com Regides de Maxima e Minima Poténcia

Neste trabalho, a analise estatistica multivariada dos dados termina com a segunda fase
da metodologia, ou sga, a fase do experimento computacional que nos permite analisar a
influéncia das diferentes combinagdes dos parametros k e h que associadas ao ARL interferem
significativamente na otimizacdo do grafico MCUSUM. Por ultimo, uma andlise de
sensibilidade da solugao 6tima desses parametros nas diferentes situagdes nos levou a extrair
as conclusdes finais da investigagao.

O préximo passo dessa segunda fase do trabalho ¢ a sugestdo do desenvolvimento de
um procedimento alternativo com analise de regides de maxima e minima poténcia para o
grafico MCUSUM ainda ndo existente na literatura e que se constitui numa extensao
multivariada do procedimento proposto por Woodall(1985) para graficos de controle de
gualidade univariados. Este procedimento de projetar estatisticamente o grafico MCUSUM
sob a otica de regides de maxima e minima poténcia ¢ uma etapa alternativa e complementar

ao algoritmo de projetar estatisticamente o grafico MCUSUM proposto por Lee e Khoo
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(2006). Um exemplo de aplicagao para o projeto estatistico 6timo do grafico MCUSUM
baseado nos valores de ARL, k e h e sob a dtica de regides de maxima e minima poténcia e
com a inclusio desta etapa complementar ao algoritmo do projeto estatistico do grafico
MCUSUM 6timo conforme secdo 4.5 deste trabalho. Para implementar este novo
procedimento foi desenvolvido em ambiente Matlab o Programa Computacional 3 que além de
determinar a matriz de covariancia e sua inversa, a matriz de correlagdo, a distincia de
Mahalanobis, d e os coeficientes de assimetria e curtose que fundamentam os testes hipoteses
sugeridos por Mardia (1970, 1974) para verificar a normalidade multivariada. Além disso,
determina e gera graficamente a fun¢do perda multivariada de Taguchi que ¢ utilizada para
determinar os pontos A e B que delimitam as regidoes de maxima e minima poténcia. De posse
desses resultados ¢ formulado um modelo matematico em ambiente MS-Excel onde com a
utilizagcdo da ferramenta solver determina-se estes pontos A e B, ou sga, a distancia de
Mahalanobis, d em cada um destes pontos.

A metodologia proposta neste trabalho contempla a aproximagdo sistematica de
projetar estatisticamente o grafico MCUSUM 6timo baseado nos parametros ARL, k, e h
segundo filosofia de analise de regides de maxima e minima poténcia. Isso, é relevante por
exemplo, quando o processo ¢ muito capaz ou dificilmente ajustavel, onde ndo ¢ interessante
detectar mudangas de pequena magnitude mas é fundamental sobretudo decidir que tamanho
de mudanga ¢ realmente importante detectar. Uma alternativa que aborda tanto a determinagao
da magnitude de mudanga que desejamos detectar e a que ndo desejamos detectar tem sido O
enfoque de Taguchi. Métodos praticos desenvolvidos com a utilizagdo da fungdo perda
multivariada de Taguchi por exemplo, determinam os valores dos pontos que delimitam as
regides de maxima e minima poténcia do grafico MCUSUM.

O projeto o6timo do grafico MCUSUM com regides de maxima e minima poténcia ¢
significativo, pois teoricamente sabe-se que 0 estudo comparativo da eficiéncia entre diferentes
graficos de controle ¢ realizado em termos de ARL. Assim, dois graficos de controle serdo
comparaveis se ambos apresentarem o mesmo ARL quando o processo se encontra sob
controle, isto é, quando ndo existe nenhuma mudanga na média da variavel controlada. Diante
dessas consideragoes, o grafico de controle mais eficiente ou de maior poténcia para detectar
uma determinada mudanga, d é aquele que apresenta um menor valor de ARL. Um bom
projeto de controle ¢ aquele que apresenta um elevado valor de ARL, (quando 0 processo se
encontra sob controle) e um minimo ARLy4 (quando o processo se encontra fora de controle).

Por outro lado, sabe-se que do ponto de vista econémico considera-se que o custo de operagao
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do processo ¢ proporcional ao niimero de falsos alarmes, ¢ do ponto de vista estatistico pode

ocorrer que 0 nimero de falsos alarmes seja uma fonte de variabilidade extra no processo.

5.4 Recursos Computacionais Aplicados e Parametros Otimos obtidos através do MEI

Os recursos computacionais aplicados neste trabalho que envolvem a otimizagao de
parametros, andalise estatistica multivariada e apresentacdo de dados destacam-Se 0s trés
principais programas desenvolvidos em ambiente Matlab. Além disso, planilhas desenvolvidas
em ambiente MS-Excel com a ferramenta solver e o desenvolvimento de rotinas
computacionais no pacote GNU R.

Os programas computacionais desenvolvidos no ambiente Matlab sao implementados
para 0 experimento computacional realizado nos ultimos meses no laboratorio de informatica
da Univille. Para esse experimento aplicou-se 0 Método de Equagdo Integral com Quadratura
Gaussiana paraas combinagdes de ARL,de 200, 500 ou 1000 com p=2, 3 e 4 para determinar
aproximadamente a solugdao otima dos parametros propostos neste trabalho que otimize o
grafico MCUSUM. Os resultados obtidos nesse experimento computacional desses parametros
para varios tamanhos de mudanca, d do grafico MCUSUM foram tabelados conforme tabelas
4.1, 4.2 e 4.3 (Capitulo 4). Os valores desses parametros obtidos através do MEI e mostrados
nessas tabelas apresentam uma certa similaridade com os valores obtidos através do MCM.
Um estudo comparativo entre os val ores desses parametros para (ARL, de 200 com p=2, 3e 4
e n=1) para varios tamanhos de mudan¢a, d do grafico MCUSUM obtidos através do MCM (
Lee e Khoo, 2006) e os obtidos através do MEI (Proposta deste trabalho) ¢ mostrado conforme
tabela 4.4 (Capitulo 4). Os valores dos parametros mostrados nessa tabela revelam que ha
uma pequena diferenca entre os valores obtidos através do MCM e os valores obtidos através
do MEI. Além disso, uma analise de sensibilidade para varios tamanhos mudanca, d ¢
realizada a partir dos valores dos parametros estimados com interpolagdo polinomial para um
ARL, de 200 quando p=2 e n=1 para averiguar a partir dessas mesmas condi¢des a situagao
guando o processo estiver fora de controle. Os valores estimados se mostraram satisfatorios
cujadiferenca ¢ algo em torno de 3 % ou menos conforme tabela 4.5 (Capitulo 4).

Uma representagdo grafica de curvas de ARL do grafico MCUSUM (em escala
logaritmica) dos valores de ARL obtidos através do MEI para um ARL, de 200, 500 ou 1000
com p= 2, 3 e 4 e n=1 ¢ ilustrada conforme figura 4.1 (Capitulo 4). Além disso, uma
representacao grafica de ARL em escala logaritmica do desempenho de ARL quando p=2, n=1
e ARL, = 200 dos graficos multivariados com memoéria MCUSUM e MEWMA ¢ o grafico T?
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de Hotelling conforme figura 4.2 (Capitulo 4). Os resultados obtidos do desempenho de ARL
conforme esta figura indicam que os métodos MCM e MEI apresentam melhores valores de
ARL que os tradicionais métodos de simulagdo. Essa representagdo grafica revela ainda o
intervalo da mudanga do vetor de médias d mais apropriado para otimizagdo do grafico
MCUSUM.

O desempenho de ARL especificamente para o grafico MCUSUM obtido pelos
métodos numéricos: Simulagdo (SIM), Cadeias de Markov (MCM) e Equagao Integral (MEI)
para um ARL, de 200 com p=2, 3 e 4 e n=1 ¢ ilustrado conforme figura 4.3 (Capitulo 4)
indicando que os valores de ARL obtidos através dos métodos MCM e MEI sdo similares e

sdo melhores que os valores obtidos através método SIM para um tamanho de mudanga, d >1.

5.5 Aplicaciao da Metodologia e Resultados Obtidos com a Utilizagdo de Dados Reais

A aplicagdo da metodologia proposta utilizando dados reais de um processo de
usinagem da Fundi¢ao Tupy Ltda localizada em Joinville-SC foram de extrema relevancia
neste trabalho pois serviu como referencial para comprovar a validade pratica da metodologia
proposta.

Na aplicagio dos dados reais foram avaliados dois processos de usinagem. O
primeiro deles, o processo XY (furacdo de acabamento do furo 1) envolve duas caracteristicas
da qualidade que Sio monitoradas simultaneamente X; (posicional do furo 1 em relagdo a
coordenada x) e Y; (posicional do furo 1 em relagdo a coordenada y). O segundo processo,
XYD (distancia entre os centros dos furos 1 e 2) ¢ composto de trés caracteristicas da
qualidade que 3o monitoradas simultaneamente, ou seja, além das duas primeira variaveis X;
e Y ¢ incluida uma 3* variavel, D;,. Definido os dois processos a serem monitorados
realizou-se a exploragdo dos dados para aplicar a metodologia proposta. Para tais dados
verificou-se a suposi¢do de normalidade, a autocorrelagdo bem como a estabilidade estatistica.
Para compilar estes dados reais utilizou-se também os programas computacionais propostos
neste trabalho. No projeto estatistico 6timo do grafico MCUSUM desses dois processos
avaliados utilizou-se os principais parametros otimizados através do a Método de Equagao
Integral com Quadratura Gaussiana. O grafico de controle MCUSUM para a analise estatistica
multivariada dos dados reais de cada um dos dois processos analisados foi gerado a partir do
desenvolvimento de rotina no pacote GNU R conforme segao 4.7.4 (telas do R para carregar e
executar a rotina) e Apéndice J (codificagao computacional das rotinas desenvolvidas em

ambiente R).
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O Método de Equacdo Integral com Quadratura Gaussiana proposto neste trabalho
representa uma nova alternativa de otimizagao de parametros para projetar estatisticamente o
grafico MCUSUM 6timo em situagdes de dificeis solugdes cujo tradicional método de
simulagdo pode nao ser viavel. Os resultados obtidos com a aplicagdo desta metodologia para
0 grafico MCUSUM revelam o Método de Equagdo Integral (MEI) como um excelente
método numérico de otimizagdo de parametros pelo fato de ser um procedimento mais versatil
gue fornece melhores resultados para o valor de ARL com maior rapidez de calculo
comparado com o tradicional método de simulagdo. Além disso, a relativa simplicidade de

implementagdo deste método em um programa computacional.

5.6 Recomendacoes para Investigacoes Futuras

A selecdo de parametros para o projeto estatistico de um grafico de controle envolve
propriedades estatisticas tais como as probabilidades de erro tipo I e tipo I, 0 ARL e o ATS,
OuU sga, para esta selegdo se devem levar em consideragdo aspectos estatisticos como a
minimizagdo do numero de falsos alarmes ¢ a maximizagdo da capacidade de deteccdo de
mudangas reais. Além disso, aspectos econdmicos como o custo de amostragem, perdas de
produgdo de produtos de baixa qualidade e custos de localizagao de causas especiais quando o
diagndstico das causas assinaladas indicam um desvio do processo.

Conforme revisio de literatura sobre projeto econdmico-estatistico ¢ ampla a
quantidade de trabalhos direcionados aos graficos de controle univariados. No entanto, pouca
atencdo tem sido dedicada ao projeto econdOmico-estatistico que envolvem graficos
multivariados. Alguns trabalhos recentes abordam o projeto econémico do grafico de controle
multivariado MEWMA, com o objetivo de minimizar 0 custo de operagdo deste grafico.
Linderman e Love (2000a. e 2000b) propdem um modelo econdmico tendo comO base o
modelo de custo unificado de Lorenzen e Vance (1986) que incluem restrigoes tanto
estatisticas quanto economicas.

Como recomendagdo de investigagdo futura propde-se 0 desenvolvimento de um
projeto econdmico-estatistico sob a Otica de regides de maxima e minima poténcia para o
grafico MCUSUM ainda ndo existente na literatura. Este modelo, deve contemplar tanto as
restrigoes de modelos estatisticos que nos permita obter graficos MCUSUM com boas
propriedades estatisticas quanto as restricdes econOmicas capazes de reduzir custos de
operacao. Com esse projeto € possivel quantificar o projeto estatistico proposto neste trabalho

para o grafico MCUSUM e que de fato ele seja economicamente motivado. Para isso, sugere-
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se um modelo econémico para 0 grafico MCUSUM segundo a filosofia de analise de regides
de maxima e minima poténcia para obter-se planos de amostragem 6timos que proporcionem
custos médios de operagdo por unidade de tempo minimos para satisfazer restri¢des estatisticas
impostas para 0 modelo em forma de ARL. Diante dessas consideragoes, este modelo proposto
deve estar sujeito as restrigdes de um minimo valor de ARL sob controle (ARL,) € um maximo
valor de ARL gquando o processo se encontra fora de controle (ARL ). Alternativamente, pode-
se utilizar restrigdes em termos de ATS (Average Time to Signal),que expressa o tempo médio
esperado até o sinal). Este projeto economico-estatistico deve ter como objetivo a otimizagdo
do grafico de controle MCUSUM através do Método de Equacao Integral com Quadratura
Gaussiana que minimizam o custo incluso no processo de produgdo. Tipicamente, este custo
inclui o custo de amostragem, o custo de ndo qualidade devido a produgdo de produto ndo
conforme e o custo de investigagdo de situagdo fora de controle que realmente sio falsos

alarmes.
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APENDICE A - Integracio Gaussiana por Polindmios de Legendre

Um método alternativo de integragdo Gaussiana baseado em uma aproximagio de
polindmios de Legendre (polindmios ortogonais) é aplicado para determinar mais facilmente
0s termos de ponderagdo w, € x,, principalmente para n>2. Esta alternativa se fundamenta em
mostrar 0 integrando da fungdo cuja integral se deseja encontrar, como valores que
representam raizes de polindmios ortogonais.

Um conjunto de polindmios de Legendre de grau n {Po (x), P (x),..., P, (x),....,} ¢ dado
sob a forma de uma equagio diferencial ordinaria de ordem n denominada de férmula de
recorréncia de Rodrigues (Salleh, Zomaya e Bakar, 2007).

- d"
2" nl dx"

Os cinco primeiros polindmios de Legendre conforme equagdo (A.2) obtidos a partir

P, (x) (x*-1" (A.1)

da equagdo diferencial ordinaria de ordem n (A.1) e suarepresentacdo grafica conforme figura
(A.2):

)

Figura A.1 Representagdo grafica dos cinco primeiros polindmios de Legendre

_Pa(x)

}>%

P =1
B =x

P =5 @ -] )

P(x) =5 (56" ~3)

'
=

P, (x) = %(35x4 —30x°* +3)

P(x) = % (63x° — 70x° +15x)

1

O propésito deste método alternativo via polindmio de Legendre ¢ discutir a formula

1
de integracao Gaussiana que aproxima j f(x)dx e mostrar que com uma simples troca de
-1
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variavel ¢é possivel estender os limites de integragdo a valores [-1,1]. Assim, a aproximagdo da

integral definida pode ser expressa como
J O = () 40, () 0 () et 1) = 2w, () (A3

onde w,,w,,...w, Sio os pesos (coeficientes de ponderagio) e x,,x,,...x, SAo as raizes (nos)
do polindmio de Legendre P, (x). O problema consiste em encontrar as (2n) constantes

(wl.,xl.). Para determinar estas constantes, partimos da suposi¢ido basica de que qualquer
polindbmio de Legendre resultante da formula de recorréncia de Rodrigues representa
exatamente, um polindmio de ordem 2n —1 ou menor.

A aplicagdo deste método alternativo de integragdo Gaussiana para determinar OS
pontos de quadratura (nés) consiste em considerarmos P,(x,)=0; P,(x,)=0; P, (x;)=0;
....... ;P (x,)=0, oqueimplicaque os pontos de quadratura x,, x,, X,.....,x, Sdo as raizes do
polindmio de Legendre P, (x).Assim, para P,(x) € [-1,1] existem n raizes reais distintas. Por

1

exemplo, para n=2, P, (x)=P,(x)= E(sz -1 =0, cujas raizes sdo
X = i% ==+0,577350269189626, enquanto que paran=3, P, (x)=P,(x) = %(ng' -3x) =0,

cujas raizes siox =0, x = J_r\/g =+0,774596669241483. Este procedimento pode estender-se

paradiferentesvaloresden, ou sgja, n=4, 5, 6,....

No entanto, para a determinagdo de w, coeficientes de ponderagdo (pesos) novamente

levamos em consideragdo o requisito estabelecido em (A.3), isto ¢, se o integrando f(x) é um
polindmio de grau 27 —1 ou menor, aeguagido ndo envolve uma aproximagdo. Além disso, o
polindmio de Lagrange para aproximar qualquer polindmio 4(x) de grau n-1, que passapor n

pONtoS X, X,,X;,.....,x, POde Ser expresso como:

h(x) = Z h(x )L, (x) (A.4)

1 1,
Entdo jh(x)dx = J Zh(xl.)Ll. (x)dx . Sabendo que /(x;) ¢ uma constante temos,
-1

1i=1

jh(x)dx - ih(xi)'l[Li (x)dx (A5)

Comparando (A.3) com (A.5), teremos:



Apéndice A - Integracio Gaussiana por Polinémios de Legendre 127

1
w, = J.L,. (x)dx i=0,123,.... (A.6)
-1

E comum encontrar a defini¢do L; e portanto de w; em termos de polindmio de Legendre,

conforme a seguir:
P, (x)

1

O polindmio =0 paratodo x=x;, j=1,2,....n, porém j#i

De acordo com a Regra de L "Hopital

dP ()
A CO N dP(x) .
n = =2l _p . Al?
IX—),\’, X — xl- M dx n (xz) ( )
dx i,

Sabendo que a derivada do denominador ¢ igual a 1 e que x; ¢ uma das raizes do polindmio
de Legendre P, (x) =0. Assim, o polinomio de Lagrange conforme (A.4) pode ser expresso

1
agoracomo L, = ijmdx (A.8)
P °x—x

n -1

Por exemplo, paran = 2,

1 . -1 .
P(x)=P,(x)==3x*-1) cujas ra 3 =—, =— e sua derivada
(%) = P, (x) 2( x —1) j zes sio  x NG X, 7
' 1
P, (x) = E(Gx) = 3x.

Entao:
1('E‘:xz—l) 1
1 t2 —37¢ 1 _—V3[x* 1
w, = _[ dx:—j X——=dx = ——| ——-——F—=x| =1
;1 -1 )C-|—i 2 -1 \/é 2 2 \/§ a1
V3 J3

1(3)62—1) J3 J3 1
1 2 RER R PR T T
w, = 1 _[ x+i dx = 2£[x+\/§de 2{2+\/§x}_1—1
J3 V3

Enquanto que paran = 3,

1.,
1—(5x7 = 3x) 1 3 !
S dx:§j(x2_\ﬁdex= E{x——l\ﬁf} -3 (055556)
3 ) 3 6 5 6 3 2\5 9
(55—1J L x+\/; ' B

2
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1.5
1—(5x° —3x) 1
jz dx:—lj(sx —~3dx = -—1{2—3} - 8_ (0.83889)
)5 3 3| 3 L9

-1

5.0-
2(

1
1= (5x° —3x) 1 3 !
W, = ! jz dx:>§j x2+\/§x a’x=E x—+1\/§x2 _2
3(c3_4)° 3 6 5 6/ 3 2\5 9
55—1 Ty s 1 _

= (0,55556)

1

Este procedimento pode estender-se para diferentes valores de n, o que implica que devemos
tomar n pontos. A tabela A.1 mostra algumas raizes x; (n6s) e coeficientes de ponderagdo w;
(peso), para n até 5. Neste trabalho foi desenvolvido um programa computacional em
ambiente Matlab para determinar estes valoresde x; e w; paraaté 53 pontos de quadratura.

Este valor n=53 resulta da observagdo que com n maior, os resultados das integrais ndo se

alteram mais.

1 n
TabelaA.1 Formulas de Gauss-Legendre j f(x)dx = ZW:' f(x,) com n pontos
-1 i=0

Nimero de pontos (n) x; (Raiz) w; (Peso)

2 -0,577350269189626 1,000000000000000
0,577350269189626 1,000000000000000
-0,774596669241483 0,555555555556000

3 0,000000000000000 0,888888888889000
-0,774596669241483 0,555555555556000
-0,339981043584856 0,652145154862546
-0,861136311594053 0,347854845137454

4 0,861136311594053 0,347854845137454
0,339981043584856 0,652145154862546
-0,906179845938664 0,236926885056189
-0,538469310105683 0,478628670499366

5 0,000000000000000 0,56888888888889
0,538469310105683 0,478628670499366
0,906179845938664 0,236926885056189

Sabendo-se que os limites de integracao associados com este desenvolvimento sdo -
1 e 1 em um problema de aplicagao devera ser ajustado o procedimento da Quadratura
Gaussiana aos limites da aplicagdo particular mediante uma simples mudanga de variavel, ou
sga, adotamos [ab] = [-1,1]. Para isso, definimos uma relagdo linear com a nova variavel
conforme a seguir:

_2x—a-b
b—a
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_(b-a)t+a+b
2

b—a
2

Neste caso, :!.f(x)dx: b;aj.f((b_a)t’;(bJra)jdt,

-1

dx = dt

Sabendo que aQuadratura de Gauss-Legendre no intervalo [-1,1] é definida como

1 n
1(f) = [ f()de =Y w f(x,) (A.9)
-1 i=1
Esta integral para um intervalo [a,b] c R pode ser expressada com a mudanga de variaveis
como:
f b—a) b—a)t, +(b+a
109 = [ £ () - (—Z“’Zw,-f(( yt )j (A.10)
a i=1

Assim, podemos reescrever a formula de integragdo Gaussiana ou integragdo de

Gauss-Legendre 7(f) = j F)dx=w, £(x,)+w f(x)+ ot w, f(x,)= Zw f(x,) definida

i=0

inicialmente no capitulo (2) para n pontos de quadratura como:

I(f)zj.f(x)dx:b;aj.f((b a, +(b+a)jd - a)z f((b—a)ti+(b+a)j (A11)

2

5,49
Como exemplo de aplicagdo, o calculo da integral definida 7(f)= '[(xz —4x +\/§)dx é

0
mostrado tanto analiticamente quanto numericamente por meio da formula de Quadratura de

Gauss-Legendre (para os métodos de dois ¢ cinco pontos).

5,49 5,49
I(f)= j(x —4x+\/_)dx—[€—2x2+ Zx} = 2,6402154574283 (Vaor rea com 13

0
decimais)
Calculando agora numericamente pela férmula de Quadratura de Gauss-Legendre (A.10):

Para 0 método n =2 pontos,

1(f) = jf(x)d _(b-a) a)z f((b_a)fiz-i-(b+a)j
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(5,49 - o){_lJ + (5,49 +0) (5,49 - o).(lJ +(5,49+0)
(549-0)| ¢/ J3 110/ J3

2 2 2

1(f) =

1(f) = (2,745).[0,9618271247462]
I1(f) = 2,6402154574283 (Vaor aproximado com 13 decimais)
O resultado obtido nao apresenta erro pois f(x) ¢ um polinémio de grau < 2n—1=3.

Para 0 método n=15 pontos, o célculo da integral ¢ efetuado com o auxilio de uma planilha

eletronica em ambiente MS-Excel, conforme figura A.2:

E Microsoft Excel - QuadratGaussCustodio

Eﬂ frquivo  Editar  Exbir  Insert  Formatar  Ferramentas Dados  Janela  Ajuda Digite uma pergunta r .8 X

NEHRSSRTE BB 29008z 44 g -ofl
! Times NewRoman~ + 12 v||E|I §|§§£§ii§% TSR '{9!'A'EEDesenhar'|AutgFurmas'\Dﬂ ﬂ‘:ﬁ&i{'h-.‘_fva

; pdfMaching * PI !
FT 0 v Fe o] [lb-ahtk o+ ()] 12 ik
A B | C [ D [ E | F Fl
1 P
7 Exemplo de Aplicagio 5
(2] Método de Integraciio Numérica: Quadratura Gaussiana ()= j(ﬁ —dx+ \E Jdx = 2,6402154574 28290
i n=»% 0
i
f
I t Wi |[-ah ()] /2 [1{ [ Aty + a2 1T [ )bt R /21 W
8 1 |-09061798459386064 | 0,23692688505619 | 0,257530322898368 0,45039322839164 0,106710264653231
9 2 |-0,038469310100683 | 0,47662867049937 | 1,266801743755300 -2,04835338432463 -0,980400657052174
100 3 ]0,000000000000000 | 0,56888888888889 | 2,745000000000000 -2,03076143762680 -1,153277617849970
114 | 0.538469310105683 | 0 4TR62BET049937 | 4,223088256240100 2,3063754 192087 1,127830743637680
1215 | 0.9061798459738664 | 0,23692688305619 | 5.232463677101630 7.86303488615450 1,862964386357420
i Soma 0,861827124746188
_1 4_ a 0 Soma * {b-a)/2 2,640215457428290
115 b 549 { Valor Aproximado )
16 b b L n 2,640215457428290
] —ap [(b-a)t+(b+a) h-a (b—aj, +(b+a) )
17 Sx)dx= b e Valor Real
i j 2 Il 2 > 2" 2 e
19]
20
1]
22
23
v " —— i M
W 4 b W'\ Exempaplic { Glegeni / Glegen2 / Glegend3 / Glegendd / Tabela / ExercOl / Exemplo / 3 ¥

Pronto

Figura A.2 Exemplo de Aplicagdo: Método Quadratura Gaussiana (n=5)

Podemos observar que, com n =5 o valor calculado também néo apresenta erro.



APENDICE B -Teoremas e Demonstragdes: Equacio Integral para o ARL sob controle

A equagdo integral analiticamente derivada neste trabalho para o grafico MCUSUM

esta sujeita a suposi¢do de que o vetor de médias sob controle ¢ p, =0 e a matriz de

covariancia ¢ a identidade |. Embora esta suposicdo possa parecer restritiva, na realidade
nao ¢é. Para justificar a razdo pela qual isto se comporta, ¢ necessario a demonstracdo dos

seguintes teoremas:

Teorema 1:

Se X,,X,,....530 variaveis aleatorias i.i.d Np(x,2), onde X ¢é positiva definida. Se o grafico
MCUSUM com parametros k e h ¢ aplicado para estas varidveis X, , entdo o ARL sob controle
para grafico MCUSUM com parametros k e h aplicado para um processo com vetor de médias
n, =0 e matriz de covariancia |. Isto ¢é, portanto suficiente por determinar o ARL para o

processo com vetor de médias 0 e matriz de covariancias |.
Demonstracdo:
Se S,=z 0<z<h
S, =max[0,S, , +X, - (n, +k)], i=>21
€ Se 0 processo esta sob controle, entdo o vetor de médias é dado por E(S;) =z
Visto que, Y. e X' sio definidos positivos, existe umamatriz triangular superior ndo singular
Ctal que C'C =Y. O produto C'C é a denominada decomposi¢io de Cholesky de Y.
Agora define-se
W, =C(X,-z), i>1
Entdo W,,W,,....sdo p variaveis aleatorias normais i.i.d. com vetor de médias
E(W,)=C[E(X,)-z]=C.0=0
e amatriz de covariancia
cov(W,)=Ccov(X, -z)C=CXC=C(CC)'C =1
Assm W,,W,,..sdoiid. N,(0,1). Agora, define-se:
S, =0

=Si*_1+Wi—(u0—K) i>1
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Provamos por indugdo que S; = C(S, —z). Se i=0 néstemos S, =0, e
CS,-z)=C(z-z)=0
Assim, isto é verdadeiro de modo que S = C(S, —z). Agora supde-se que S; = C(S, —z).
Entao
SL, =S, + W,,

=C(S,-z2)+C(X,,, —2)

=C(S, -z+X,,)

=C(S;,, —2)
Deste modo se completa aindugdo, demonstrando que S; = C(S, —z).

As edtatisticas ¥; € ¥, MCUSUM desses dois desenvol vimentos Sio portanto

Yi — ((Si—l + Xi —po)(l— Ci)j Z_l((siq + Xi _”o)(l_gJ e

1 1

\ . k I—l . 2l
Y = ((SH +Xi—0)(1—a)J I ((SH +Xi—0)(1—EJ

1

Estatltima estatistica pode ser escrita como
Y =SS

!

. k k
Yi - (C(Si—l +Xi)(1_ E)J (C(Si—l +Xi)(1_E)j

1

!

. k , k 2
Yi - (C(Si—l + Xi)(l_ E)J C C(C(Si—l + Xi)(l_a)J

v = (c<si_1 +xi)<1—§)j (C(SH +xi)(1—§)j

1 1

~
1

Y, ouanda
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’

* k Rl
Yi (C(Si—l + Xi)(l_a)j (C(Si—l + Xi)(l_z)j

1

!

)2 k k
= [c<si_1 +Xi)(1—a)j [C(si_l +X,)(L- E)J

1

NI

(v ) =(c? - 2kC, +k?)
(7 f = -#y?
Y, =(C, k)

1

Y=y,

1

Assim, quando o processo permanece sob controle, o grafico MCUSUM para o processo X
que tem vetor de médias p e matriz de covariancia 2., um sina fora de controle é emitido, ao
mesmo tempo em que o grafico MCUSUM para o processo W tem vetor de médias 0 e matriz

de covariancia I. Os ARL’s para as duas seqiiéncias de MCUSUM sao, portanto, iguais.

Teorema 2:

O ARL sob controle do grafico de controle MCUSUM aplicado para o processo com vetor

de médias p, =0 e matriz de covariancia | dependem tdo somente do valor inicial S, =z

através do quadrado de sua magnitude 6 = z'z.

Demonstracdo:

Se z e z indicam dois valores iniciais para o grafico MCUSUM e que satisfaz
zz =5=2z 7 . Paraisso, vamos mostrar que o ARL ¢ o mesmo que utilizarmos z ou z" .
Visto que z tem a mesmamagnitude que z° € como z* ¢ uma rotagdo de z ; assim existe uma
matriz ortogonal A tal que z' =4z . Se X,,X,,.... é uma seqiiéncia de varidveis aleatorias

Li.d N,(0,7),ese X; = 4X,. Entdo E(X;)=4.0=0 e visto que
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cov(X;) = cov(4X;) = Acov(X;)4'= Al4'= I, a seqiiéncia X; ¢ também iid. N,(0,7). Se

*

S., i=12,..¢ aseqiiétncia MCUSUM

S, =S, +X,—(n, +k), i>1

Uma demonstragio por indugao, similar ao que foi demonstrado no teorema 1, onde:

S| = 48,

Se Y,e Y indicam as estatisticas MCUSUM para estas duas seqiiéncias. Entdo, devido A ser

uma matriz ortogonal nos temos

v, = [(s;“l +X, - 0)1- g)j r{(s:l +X, —0)(1—§j

1

= [(45, ,)(4S, )]

1
= (si_lA'A.si_,)5

1

= (Si—l'Si—l
Assim as duas seqiiéncias da estatistica ¥, Sdo iguais. Isto implica que o grafico MCUSUM
que iniciacom z e z emitira um sinal na mesma fase de amostragem. Entdo os ARL’s

determinados Sao iguais.

Teorema 3:

Supomos que o grafico MCUSUM com parametro k aprimorado seja aplicado para um

processo p dimensional com vetor de médias p, =0 e matriz de covariancia |. Se L(5/h)

denota o ARL dado para que a estatistica MCUSUM inicial S, = z satisfaga S,S, =6 e dado

gue ointervalo de decisio ¢ h . Entdo a fungdo L satisfaz a equagdo integral

h
L(81h) =1+ L(O/ )F (x/8) + [ L(x)/ (x|8,8, = &)dx
0
onde f(x|S,S, =5) ¢ afungdo densidade de probabilidade da distribuigdo Qui-quadrado

P
nao central com p graus de liberdade e pardmetro de ndo centralidade ZAZZ .
i=1
Demonstragdo:

Com a suposi¢ao de que o valor do vetor de médias é zero ¢ a matriz de covariancias ¢ a
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1

identidade, nés temos Y, = (S;S,)?

Sgja um vetor S, de p componentes distribuidas segundo uma seqiiéncia de varidveis
aleatérias N(v,T) ndo singular, entio S,'T'S, ¢ distribuido de acordo com uma
distribui¢io y* ndo central com graus de liberdade e parimetro de ndo centralidade v'T'v.

Agora, se admitirmos C uma matriz ndo singular tal que CT"C" = I e definindo Z como
Z = CS,;. Entao Z ¢ normalmente distribuido com média E(Z)=CE(S;,)=Cv=L € matriz
de covariancia

E(Z-))(Z-))=E(S;-V)S;,-v)C'=CTC'=IL

Entdo S,'T7'S,=2"(C)' T 'z =2(CTC)' Z=2Z"2=7} + Z} +....+ Z*. Andogamente

P
temos v'7'v=A'A. Portanto, S,'T'S, ¢ distribuido como ZZI.Z onde Z,,Z,,...,Z, Sio

i=1

independentes e normamente distribuidos com médias 4,,4,,....,4,, respectivamente, e

variancia 1. Por defini¢do esta distribuigdo, denotada por o ;((i 4 € uma x? ndo central com

P
parametros de ndo centralidade Z/I,Z .
i=1

Se f(n,x) indica a fungdo densidade de probabilidade conjunta de variaveis aleatorias N e X. A
fdp de N pode ser escrita através da integral de todos os possiveis valores de X quando
n=1.2,..... Isto fornece:

L(S/h) =1+ L(O/ W)F (x| 5) + in}f(n +1x[S.'S, = 5)dx

n=l ¢

=1+ L(O/ h)F(x|5) +inj1[(P(N =n+1)]S,'S, =6,S,'S, = x)| x f(x]S,'S, = 8)dx

n=1

=1+ L(O/h)F(x|0)+ {ZnP(N =n+1|S,'S,=94,S,'S, = xj Xf(x|S;'S, =9) (B.1)
n=1

onde f(x|S;'S; =06) ¢ a fungido densidade de probabilidade da distribui¢ao Z(f 2 -

Dado que S,'S, = x aprobabilidade entre paréntesis em (B.1) ndo depende de 6 =S,'S,. Esta

somatoria pode entdo Ser escrita como

ZnP(N—ZI.: n)|S,'S, =x

n=1

Esta somainfinita é justamente o valor esperado do nimero adicional de amostras coletadas
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até o sinal (RL) conforme o primeiro subgrupo dado que S,'S, = x. Portanto, esta soma L(x)

¢ obtida a partir da solugdo da equagdo integral

h
L(61h)=1+ L(O/h)F(x|05)+ J.L(x)f(x |S,'S; =0)dx (B.2)
0
na fungio L desconhecida. E justamente nesta integral que se aplica o método numérico de
Quadratura Gaussiana.
L(0) =1+ L(Oh)F(x|0)+ Zw,.L(x,.)f(x,. |S;'S; =)+ p(9) (B.3)
i=1

onde {x,{",, {w,}",, Sio, respectivamente os nés e os pesos da quadratura gaussiana no
intervalo [0,h] e p(z) é um erro muito pequeno desconhecido devido a substituigdo da
integral pela quadratura. Avaliando L(.) para 6 =0,9,,9,,......,0,

L) =1+ LO/WF(x|8)+ Y wL(x)f(x,) (B.4)

i=1

L) =LOIMFx|8)+Y wI(x)f(x1S,'S, =5) (B.5)

i=1
onde L (-) ¢ uma aproximagdo para L(.). A aproximagdo de L (-) ¢ obtida a partir da resolugéo

do sistema de equagdes algébricas lineares e usando a equagio

L(8) =1+ LO/)F(x|6)+ > wL(x)f(x |S,'S, =) (B.6)

i=1

Resolvendo o sistema de equagdes cujo procedimento de resolugdo ¢ analogo ao caso
univariado obtém-se L, =L,(x,),L, = L,(x,),....L, =L (x,) € substituindo L(x,) em
(B.4) e (B.6), determina-se L (O/h) e L (8), respectivamente. Para aproximar a solugio por

(B.1) utiliza-se 0 método Quadratura Gaussiana com n=53 pontos de quadratura.



APENDICE C - Distribui¢io Normal Multivariada

C.1 Introduciao

A generalizagio da densidade normal univariada para duas ou mais dimensdes
desempenha um papel fundamental na analise multivariada. De fato, a maioria das técnicas
multivariadas parte do pressuposto de que os dados foram gerados de uma distribui¢ao normal
multivariada. Apesar dos dados originais ndo serem quase nunca “ exatamente” normal
multivariados, a densidade normal se constitui muitas vezes numa aproximagao adequada e
util da verdadeira distribui¢do populacional (Pena, 2002).

A distribui¢do normal, além da sua atratividade pela sua facilidade de tratamento
matematico, possui duas razdes praticas que justificam a sua utilidade. A primeira, diz que a
distribui¢ao normal é a mais adequada para modelos populacionais em varias situagdes; € a
segunda refere-se ao fato da distribui¢ao amostral de muitas estatisticas multivariadas ser
aproximadamente normal ,independentemente da forma da distribui¢ao da populagio original,

devido ao efeito do teorema do limite central (Yang e Trewn, 2004).

C.2 Densidade Normal Multivariada em Controle Estatistico de Processos

A abordagem da densidade norma multivariada em controle estatistico de processos
multivariados ¢ analoga ao caso univariado cujas altera¢des do modelo matematico estdo
relacionadas apenas a adigdo de p variaveis. No controle estatistico univariado se a
caracteristica da qualidade X monitorada ¢ continua, geralmente assumimos que esta variavel

segue uma distribui¢io de probabilidade normal N ~ (u,0) cuja funcdo de densidade

univariada ¢ dada por

f(x)=;e Z[V;ﬂ) —0<x<w (C.)
2

2
onde i ,o representam respectivamente a média e o desvio padrdo da variavel X e (x — & j é
o

o termo que mede o quadrado da distancia padronizada (em unidades de desvio padrdo) do

valor x a média y . Definindo ¢ = X7 H como avariavel aleatoria normal padrio N ~(0) a

(e}

equagao (C.1) resulta em
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1,
1 .o (C.2)

SO ==
2no

Esta mesma abordagem de aproximagéo pode ser utilizada no caso do controle estatistico de
processos multivariados

Suponhamos agora que estamos interessados em monitorar simultaneamente p
caracteristicas da qualidade X, X,,...,X, medidas sobre uma pega e que se encontram
correlacionadas. Podemos considerar que o vetor aleatério ou as p-variaveis aleatorias
X'= [Xg,X2,....,.Xp] Seguem uma distribui¢ao normal multivariada com vetor de médias p'= [,
U,...., tp] € matriz de variancias-covariancias >, de dimensio p x p onde || representa o
determinante desta matriz. Neste caso, 0 quadrado da distancia (generalizada) padronizada ou

quadrado da distancia entre os vetores X' e p’

d*=(X"W)=(x-p) T (x-p) (C3)
conhecida em analise multivariada como a distancia de Mahalanobis que se distribui como
uma y*com p graus de liberdade. Este conceito ¢ muito importante em controle de qualidade

multivariado pois nos permite quantificar a troca produzida em um vetor aleatorio

amplamente utilizado no presente trabal ho.

A fun¢io de densidade normal multivariada pode entdo ser obtida simplesmente pela

2
substitui¢ao do termo [x —H j por (x— u)2(x— u) epelamudanca do termo para
(o}

2n0°
uma forma mais geral que torne a area sob a fun¢do densidade de probabilidade unitaria,
independente do valor de p. Portanto, a fungdo de densidade de probabilidade normal

multivariada N, ~ (u,2) ¢

1 Ly T )
fx)=flx,x5,00x,)=———e ? onde— o < x;,X,,.., X, S0 (C.9)

» 1 »
(27)2[x]2

Esta expressio revela que os contornos de densidade de probabilidade constante tém a forma

de um elipsoide centrado em u e gerados quando o termo da exponencial for constante, isto ¢,

d*=(x-p) L' (x—p)=cte

A figura C.1. ilustra um exemplo de distribui¢do normal bivariada desenvolvido a partir de

uma planilha de dados em ambiente MS-Excel
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FiguraC.1 Exemplo de distribui¢ao normal bivariada

C.3 Normalidade Multivariada

Alguns problemas de modelagem estatistica ou de testes de hipdteses estatisticas,
entre outros tém como pressuposto basico que os dados sejam distribuidos normalmente,
independentes e identicamente distribuidos, sendo crucial verificar-se se 0os dados com que se
esta trabalhando satisfazem a condig@o da distribui¢do inicial. Para muitas analises estatistica,
¢ realmente importante que os dados sigam uma distribuicdo normal multivariada, quando nao
exatamente, pelo menos, aproximadamente. Se tal fato for verificado, ou sgja, os dados forem
distribuidos segundo uma distribui¢do normal multivariada, evita-se 0 problema de procurar
por procedimentos de transformagdo de variaveis, que na sua maioria sdo robustos, de tal
forma a normaizar o conjunto de dados para, a partir dai, trabalhar-se com os dados
multivariados normal mente distribuidos.

Para verificar a hipotese de multinormalidade dos dados, D’Agostino (1986)
recomenda areaizagio de trés testes:
¢ Verificar anormalidade de cadavariavel em separado, através de um método grafico.
¢ Aplicar um teste estatistico univariado para cada variavel.

e Verificar amultinormalidade, através de um teste estatistico multivariado.

Segundo D’ Agostino (1986) mesmo que cada variavel tenha distribui¢do normal, ndo significa
gue o conjunto seja multinormal. No entanto, se uma variavel ndo é normalmente distribuida,
0 conjunto nao ¢ multinormal, dai a importancia dos testes univariados.

A aplicagao de métodos graficos tais como o grafico de probabilidade qui-quadrado

(Q-Q plot) podem ser utilizados para auxiliarem na verificagao de normalidade multivariada.
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Este método grafico se constitui em determinar se os dados das amostras estdo de acordo com
a suposta distribui¢ao, baseado em um exame visual subjetivo dos dados. Mingoti (2005)
propde um algoritmo para o desenvolvimento do grafico de probabilidade qui-quadrado
(Q-Q plot). Com a utilizagdo deste algoritmo desenvolveu-se neste trabalho em ambiente
MS-Excel o grafico Q-Q plot para trés variaveis do exemplo numérico proposto pela autora
conforme figura C.2 Podemos constatar visualmente que a disposi¢ao dos pontos indica a
proximidade em relagdo a reta, o que nos leva a nao rejeitar a suposi¢do de normalidade

multivariada.

E Microsoft Excel - Grdfico Q-0 Plot-Tese

nfin-1)=| 10556
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Figura C.2 Grafico de probabilidade qui-quadrado (Q-Q plot) do exemplo de Mingoti (2005)

Podemos constatar visualmente que a disposi¢ao dos pontos indica a proximidade em relagdo

areta, o que nos leva a ndo rejeitar a suposicdo de normalidade multivariada.

Além de métodos graficos, outros procedimentos podem ser utilizados para verificar a
suposi¢io de normalidade multivariada. Segundo Rencher (2002) um dos tratamentos
matematicos usuais relativamente simples, para verificar a suposi¢do de normalidade

multivariada, ¢ usar testes de hipoteses baseados nas medidas de assimetria e curtose
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multivariada de Mardia (1970,1974). Esse na realidade, ¢ um teste descritivo e um excelente
procedimento para a verificagdo de tal suposi¢do. Para utilizar os testes de hipoteses na
verificagdo de suposicdo de normalidade é necessario determinar antes as medidas de

assimetria e curtose por intermédio dos seguintes momentos:

Brp = Ely-w = e -wf (C5)
Sendo x independente de y como em todas as distribuigoes e
Boy = Elo-mZ-wf (C6)

de tal forma que as esperancas nas expressdes f,,(C.5) e B, (C.6) existam. Para a

distribuigdo normal multivariada, espera-se que a assimetria sga B, , =0 e a curtose

B2, =p(p+2).
Para a amostra de tamanho n, os estimadores S, ;e S, serdo obtidos por:

— 1 n n 3

IBl,p Z_ZZZgU (C'7)
nooia1 =

— l n l n

Bo, == 85 ==>.d/ (C.8)
nia nia

onde g, =(y,-»'S v~y e d=g,
essa ¢ a versdo amostral da distdncia de Mahalanobis entre y, e ; (que ¢é a estimagdo da
média populacional x) Mardia(1970).

Observa-se que os valores obtidos por Bl,p (igual ao quadrado do coeficiente amostral
de assimetria quando p=1) e BZ’p (igual ao coeficiente de curtose quando p=1) de tal forma que
S3o ndo negativos. Para os dados com distribuicdo normal multivariada, espera-se que Bl, ,sga
aproximadamente zero. Partindo de uma simetria esférica (ou seja, correlagdo zero e variancias
iguais), espera-se que Bz, , bem maiores. A quantidade ,BZ , € usada para indicar os pontos com
comportamento extremo no quadrado de distancia de Mahalanobis das observagdes em relagio

a média amostral. Mas, B,,e fB,,. podem ser utilizados para detectar a normalidade

nﬁl,p

multivariada. Em seu trabalho, Mardia (1970) mostra que, para grandes amostras &, =

segue uma distribui¢ao Qui-Quadrado com

0D g
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[ﬁz,p - p(p+2)]

[8p(p+2)

pequenas, existe a tabela dos valores criticos para este teste estatistico desenvolvido por

liberdade e &, = segue uma distribuicdo normal padriao. Para amostras

Mardia(1974). Mardia, recomenda gue se ambas as hipoteses sdo aceitas, a teoria normal para

testes do vetor de nédia ou a matriz de variancia-convariancia podera se usada. Portanto, na

presenca de ndo normalidade, a teoria dos testes normais na média sdo sensiveis a [, . Visto

que testes na matriz de variancia-convariancia sio influenciados por Bz,p- Pode-se observar

gue a curtose multivariada de Mardia sera usada como uma medida de detectar os outliers (ou
pontos extremos) dos dados que sio supostamente distribuidos segundo uma normal
multivariada

E importante ressaltar também que em anilise estatistica multivariada, além da

distribui¢do normal outras distribuigdes intimamente relacionadas a distribui¢do normal sdo
aplicadas. Umadelas ¢ a distribuicio Qui-Quadrado ( ) definida em termos da distribuicio

normal e importante por ser base de procedimentos de inferéncia estatistica, procedimentos
estes que envolvem a utilizagdo de técnicas de graficos de controle multivariados em
sucessivas amostras para monitorar um processo onde a média ¢ uma normal multivariada

gue pode ser interpretada com repetidos testes de significincia da forma

H,. u=pn,

Hy:pu#p,

onde u representa amédia normal multivariada do processo cujo valor ¢ desconhecido e 1,

¢ o valor nominal (alvo) para o parametro.
Suponhamos que p-vetores aleatérios X; Sio independentes e identicamente

distribuidos segundo uma multivariavel normal com matriz de covaridncia >, conhecida e

constante, isto ¢, N, ~ (u,2) onde X; denota a (amostra) do vetor de médias. Para testar a
hipétese, deve ser rejeitadaa hipotese (H,) quando y°> ;((ZW) onde

7°= (x—p,) T (x—p,) (C.9)
e Z(ZW) ¢ superior a 100 pontos percentuais da distribui¢io y*com v graus de liberdade.

Uma outra distribui¢io associada a distribuicdo y? ¢ a distribuicdo Qui-Quadrado nio

central (?) cujo tamanho da mudanga entre os vetores p € p, é reportando em termos de
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uma quantidade

Zm)=m-n)Z (1-p,) (C.10)
onde A%(u)é o parametro de ndo centralidade da distribui¢io y°w.) com v graus de
liberdade freqiientemente utilizado para representar uma medida de distancia em p dimensdes
entre os vetores de média p e p,. A maior diferenca entre as distribuigdes ;((Zv'a) ey wa €0
adicional parametro A referente ao parametro de ndo centralidade. Quando os p-vetores

aleatorios X; anteriormente mencionados sio i.i.d. e se distribuem segundo X; ~N,(0,7), 0

parametro de ndo centralidade pode ser escrito como A*(u) = u'u .



APENDICE D - Autocorrelacio e Estabilidade Estatistica

Para que sga possivel a utilizagdo de qualquer tipo de grafico de controle duas
suposi¢des devem ser validadas, partindo-se da Situagao de processo para 0 controle estatistico.
A primeira suposi¢do ¢ a de independéncia estatistica dos dados gerados no processo. A

segunda ¢ a de que os dados de processo seguem uma distribuicdo normal com média u e
desvio padrio o. Quando ambas as suposi¢des sdo satisfeitas, para o controle estatistico, os
dados de processo (x, , t =1,2...) seguem o0 modelo
X, =U+eE, (D.1)
Quando a suposi¢do de independéncia entre as observagdes de um processo nao ¢
satisfeita, 0 grafico de controle acaba ndo oferecendo um desempenho satisfatorio. Esta
presenca de autocorrelagdo entre as observagdes tem profundos efeitos nos graficos de controle
desenvolvidos usando a suposi¢ao de independéncia entra as observagdes. Um destes efeitos ¢
0 aumento de freqiiéncia com que sinais falsos sdo gerados. Mesmo correlagdes fracas
produzem distirbios nos graficos de controle levando a conclusdes erradas sobre o estado de
controle do processo. Na presenga de um sinal fora do controle, por exemplo, torna-se dificil
distinguir se 0 mesmo ¢ ocasionado pela presenga de uma causa especial ou se é um alarme
falso induzido pela estrutura de autocorrelagdo dos dados do processo.

A autocorrelagdo nada mais ¢ do que um mecanismo existente no processo, faz com
gue os dados nao sejam mais independentes entre si ao longo do tempo. A intensidade e o grau
de autocorrelagdo podem ser medidos analiticamente. A autocorrelagdo ao longo de um
modelo de Séries temporais ¢ medida pela fungdo de autocorrelagdo

P, = Cov(x,,x,) k=01.2,.... (D.2)
Vi(x,)

Esta fungdo permite que se entenda melhor o comportamento da dependéncia estatistica entre
as observagdes e, posteriormente, pode ser util quando da determinag¢do de qual modelo de
Séries temporais utilizar para representar 0 processo.

A abordagem de diversos autores para trabalhar com dados autocorrel acionados
baseia-se no gjuste de um model 0 apropriado de Séries temporais.

Mason (1997,2002) sugere Séries temporais envolvendo a analise de fungdes de

autocorrelacao (correlogramas) e a aplicagdo de técnicas de estatistica inferencial tais como
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Analise de Variancia (ANOVA) para o desenvolvimento de um modelo de Anélise de
Regressio AR(1) da forma y, =b, +b,y, , +erro.

A aplicagdo de um modelo de séries temporais parainvestigar as propriedades ARL do
grafico de controle MCUSUM quando as observagdes sdo autocorrelacionadas ¢ proposto por
Noorossana e Vaghefi (2006). Aplicando Séries temporais utilizam neste modelo aém de
correlogramas as observagdes geradas por uma Analise de Regressdo AR(1) para investigar o
efeito da autocorrelagdo sobre o desempenho do grafico MCUSUM. A aplicagdo deste modelo
para dados de um exemplo numérico comprova que a violagdo de independéncia que
comumente ocorre pode conduzir a um desempenho insatisfatorio do grafico de controle
MCUSUM.

Jarret e Pan (2007) sugerem para processos independentes, o de controle de controle
grafico multivariado e para processos autocorrelacionados, 0s graficos de controle univariados
separadamente. Para isso, propdem um vetor autoregressivo (VAR) para graficos de controle
como uma combinagdo tabelada para autocorrelacdo residua univariada e multivariada do
grafico para processos independentes.

Para monitorar o vetor de médias de um processo, Kalgonda e Kulkarn (2004) propdem
um modelo autoregressivo VAR(1) de primeira ordem. Este model 0 apresenta como recurso as
ilustragdes que incluem conhecimentos apropriados tais como CEP multivariado e
autocorrelacio.

Cheng e Thaga (2005) sugerem um grafico de controle CUSUM capaz de detectar
mudangas na média e desvio padrdo de dados autocorrelacionados. Afirmam com base no
ARL que o novo grafico de controle ¢ util para o acompanhamento de processos de produgéo
modernos onde se produz com ata qualidade e com a minima parte de unidades de produtos de
saida ndo conformes.

A aplicagao de qualquer grafico de controle estatistico a processos com dados
autocorrelacionados merece uma atencao especial de forma a evitar conclusdes incorretas
sobre o comportamento do processo. O efeito de ndo ser considerada a autocorrelagdo quando
se aplica o CEP podo se manifestar da seguinte forma:

e Considerar estavel (sob controle estatistico) um processo, quando realmente existem
causas especiais de variagao.

e ldentificar causas especiais de variagdo, quando na realidade o processo se encontra sob
controle estatistico.

e Estimar incorretamente os parametros do processo.
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e Dada a imprecisio na estimagdo dos parametros do processo, considerar incorreto um
processo capaz ou hao capaz.

e Investigagdo da raiz de um eventual problema que na realidade ndo existe no processo, o
gue conduz desperdicio de recursos e descrédito do CEP.

Portanto, na analise estatistica de processos quando se considera a autocorrelacdo em graficos

de controle facilita tanto a verificagdo da evidéncia de qualquer causa especial de varia¢ao

guanto o estudo da capacidade do processo.



APENDICE E - Teste Seqiiencial da Razio de Probabilidades e Teoria da Soma

Acumulada em Graficos de Controle

Os fundamentos tedricos que fornecem apoio técnico ao estudo de somas acumuladas
disponiveis na literatura sdo abordados a partir de duas linhas de trabalho. Um deles ¢é a
proposta de Page (1954) que sugere a soma acumulada de desvios em relagdo ao valor de
referéncia. Esta soma, segundo Page deve ser diagnosticada para verificar o aumento maximo
desta para um ponto imediatamente superior.

Uma outra linha de trabalho ¢ o0 Teste Seqiiencial da Razido de Probabilidades
(SPRT-Seqiiential Probability Ratio Test) desenvolvida por Wald (1945). Analogo ao
principio de verossimilhanga da soma acumulada, o SPRT utiliza dados seqiiencialmente,
adicionando quando possivel, ainformagio de cada nova observagdo, X,,.

Nos testes SPRT avalia-se uma simples hipotese nula (Ho) contra uma simples
hipotese aternativa (H;). Para cada uma destas hipoteses ¢ associada uma fungdo densidade
de probabilidade fo(x) e f1(x), respectivamente, paraa medida X.

Suponha uma determinada segiiéncia de observagdes independentes {X,} de tamanho
n que se desgjadecidir entre H,eH;. No SPRT, arazio de verossimilhanca, A, ¢ dada por

—Hflg)) (E1)

=1

O teste aceita H, se A, for inferior ou igual ao valor do ponto de corte A, e rgjeitaH,
em favor de H; se A, for maior que o valor do outro ponto de corte, B. No entanto, se

A<A,<B, entao o SPRT apela para uma outra observagdo X,k , e atudiza a razio de

verossimilhanga para incorpora-lo.
Geramente, ¢ mais facil trabalhar com logaritmos da razdo de verossimilhanga

InA, len|:_Jf:1)EX))i| (E.2)

A equagido (E.2) pode ser escrita também como InA | = ZInZ . entdo

i=1

Z = In[%} (E.3)
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onde o escore davariavel Z, ¢ apenas uma transformagdo da quantidade aleatoria. Por iSso,

¢ também uma variavel aleatodria cuja distribuicdo pode ser calculada a partir do X. De acordo

com o pressuposto de que os valores originais de X, Sio independentes, entdo os valores de Z,

Sdo também independentes.

Com isso:

e AceitaeseHose INA, < In A
e Aceitaese H; se InA, > InB
e Apelaparaumaoutra observagio se In A<InA, <InB

A figuraE.1lilugraistocom In A =-3 e InB = 3, onde teria sido aceito a observagio 4.

28 1 Teste Seqiiencial da Razio de Probabilidades
e SPRT
20 | ——SPRT ——Ln(A) ——Ln(B) —e— CUSUM

16 -

12 4

Razao de Verossimilhanga

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Observagoes

FiguraE.1 Representagdo grafica do SPRT (Adaptado de Hawkins, 1998, pag.137)

Como se pode observar ha uma notavel semelhanga entre a representagdo grafica de SPRT e a
formaoriginal daMascara V do grafico MCUSUM.

Wald (1947) supde o teste seqiiencial da razao de probabilidades como sendo um teste
6timo para decidir entre as duas hipoteses. Portanto, aplica o SPRT para minimizar 0 nimero
de pontos amostrados antes que uma decisdo possa ser alcangada.

Na pratica, o teste SPRT com estes logaritmos da razdo de verossimilhanca, ou

In(A ), setransforma num procedimento baseado na soma acumulada dos Z;. Com base nesta

soma ¢ possivel decidir aceitar, rejeitar, ou continuar a amostragem. Se a hipotese Hy for

verdadeira, os valores esperados de Z; serdo positivos. Como os pontos sdo adicionados, a
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soma segue uma tendéncia ascendente. No entanto se a hipétese H, for verdadeira, os valores
esperados de Z; serdo negativos e a soma segue uma tendéncia descendente.
Asconstantes A e B determinam as probabilidades de erros tipol e tipoll. Os
valores necessarios para estas constantes A e B sdo fixados através das probabilidades:
a =P(errotipo|) = P(rgjeitar Ho| Ho) € (E.4)
S =P(erro tipo I1) = P( falhar em rejeitar Ho | H1) (E.5)
Conforme lema de Neyman-Pearson (1933), o melhor teste para H, versus H; ¢ a

razdo de verossimilhanga, enunciada como

[1A0x)
rejeitar Ho se —=—+—>C (E.6)
Hfu (X))
Sgam Lo(X1,X2,....,Xn) = Hf (X)) e (E.7)
L (X0 XarorX0) = H £(X) (E.8)

. . L
as fungdes de verossimilhanga sob as hipoteses Hp € Hy. A razio An=— ¢ chamada de

0
razio de verossimilhanga sob as hipoteses Ho € Hj. O teste darazio de verossimilhanga rejeita
H, quando arazao An = % ¢ maior que o valor C pré-estabelecido.
0

Segundo Neyman e Pearson (1933), o principio do teste seqiiencial ¢ o de coletar
amostras até que se tenha forte evidéncia ou de H, ou de H;. Continua-se coletando amostras
até que a razao de verossimilhanga seja ou muito grande, e neste caso H; parece ser a hipotese
provavel, ou muito pequena; neste caso H, parece ser a hipotese provavel. Coleta-se amostras
enquanto arazio de verossimilhanga se mantenha entre os limites A e B, como em (E.9)

Ly (x,x5,0%,)

A< <B (E.9)

L, (x,,%5,.00,%,)

Oslimites A e B sio tais que indicam as regides de evidéncia da hipétese H, ou dada
hipotese Hy e aregiao em que se um ponto for demarcado deve-se continuar amostrando. A

figura E.2 ilustra estas regides.
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10 escolha Hi
B
0 continue coletando amostras
@]
3 O 0
- O
|
A
escolha Ho
O T T T T T T T T T T T T T T 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Amostras

Figura E.2 Regides para escolha das alternativas Ho € Hy

Sejao conjunto 4, tal que
A, ={(x;,x,,..,x,) |encerraaamostragem apos precisamente m observagdes e escolhe Hq)}
Entdo para todos (x;,x,,..,x,) € 4, arazio de verossimilhanga ¢ tal que

Ly, %0 %) g
L, (x,%y,...,X,)

Entio > L(x,x,.x,)>B X D Ly(x,x,,.x,), 0querepresentaas probabilidades

(x1,X2,000X,, )EA,, (X1,X0 1000, )EA,,

P(escolher H;|H)>B  x  P(escolher Hy | Ho)
1-B>B X «
De maneirasimilar o limite A é obtido
AX (l-a)>p
Testando-se a hipotese de ocorréncia de um desvio 6 = u;, — 4, €n um processo normal, tem-
se:
H,=u=pn,
Hy=p=p,+6
Para X1,X2,..., Xn ~ N(,0?) independentes e identicamente distribuidas, em que § é o desvio
conhecido. Sem perda de generalidade, admitindo-se que 4, > u,. Tendo observado n

observacdes, a razao de verossimilhanga sera
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“ 1 _ (‘xi _luo)2
1, Gt
s 1 _(x,-—ﬂo—5)2
1,-_1[{0\/% exp{ 202 }}

A seguir a demonstragdo algébrica para a razdo de verossimilhanca, A, associada as

A, =

(E.10)

constantes A e B,ou sga aos limites que indicam no grafico as regides para escolha das

alternativas H, € H;.

g _ )
Ly (xgyxg,enx,) H{G@ exp{ 20°? :I}
n_LO(Xl,Xz,...,xn)_ n 1 (xi_ﬂ0_5)2
Q{a > ex{‘ Tt

- (x‘_luo)z (x‘_luo_g)z
A = |expl —— +—
" 1:1[ p{ 20° 20°

A

2 2
A, :exp|:_ (x12_ ,:‘o) n (%, = 4o +9) :I X exp|:_ (x, _fo) n (x; = 4y +9) :| X
(o}

202 20 202

20

2
......... X exp[— (x"_fo)+(xn _2§o2+5) }:

202 202 202

Y _ _ 52 _ 2 52 —
An:exp{ 5% +2x,6 2%5} Xex{ 5%+ 2,8 — 20,6 }Xexp[ 52 +2x,8 2%5}

2

A = eXp|:— (s _ﬁ;o)z + (1 = o) (x, _:uo):| X eXp|:— (11— 1)
20

2 20_2

n (14 _Zluo) (x, - /Uo):|
(o) (e

......... X exp[— (s = 'Lzlo)z + (vt _ZuO) (x, — ,uo)}
20 o

né? 5
An = exp|:_ 20_2 +?Zl(xi _IUO):|

Logo arazio de verossimilhanga ¢ tal que

2

L (x,xy,.00,) 5 & nS ~
A =212l _exp — ) (x. — ) — . Como S = u — 1 entio
"L (X, X X,) p{az ;(, Ho) 202} 1, — 1,

_ L (%, %y,..0,X,) _
"L (% xpex,)  OF

/11#02”:()6[_’”0)_”(/‘1/‘0)2:‘ (Ell)

2 2
o ] 20
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O procedimento de teste é o de coletar amostras enquanto a razao de verossimilhanga
estgja entre as constantes (limites) A e B, entao

2
My — Ho X n(/'ll_,uo)
A< ex —2 X — -——= ~2 |<B
p{ o’ ,-=1(l o) 202 }

R B 2
mAS{ﬁ;;@zx%_ﬂJ_EQLJ@L}SmB

o =) 202
2 _ 2 n 2 _ 2
g InA+M <3 -p)<—2 |nB+”(“l—f°) (E.12)
Hy = Hy 20 i=1 M~ Ho 20
emqueoslimit%AeBsﬁodadosporAzli e B=ﬂ
— o o

O monitoramento de uma seqiiéncia de variaveis aleatérias independentes e
norma mente distribuidas como procedimento CUSUM esta intimamente relacionado com os
testes seqiienciais darazio de probabilidades (SPRT) de Wald.

Os graficos de controle podem ser interpretados como testes seqiienciais para
interpretar a hipotese nula (Hy) indicando sob controle e a hipotese alternativa (H;) indicando
fora de controle. Uma das aplicagdes de teste seqiiencial da razdo de probabilidades (SPRT)
em graficos de controle CUSUM ¢ a de continuar acompanhando o processo até a emissao de

um sinal forade controle, ou sgja, at¢ A, > A.
Page desenvolveu em 1954 na Inglaterra o grafico de controle Somas Acumuladas

(CUSUM) como uma alternativa viavel ao grafico X de Shewhart para detectar mudancas no
processo de pequena magnitude. Este grafico ¢ baseado nas somas acumuladas das médias ou
das observagdes individuais ¢ ¢ derivado do SPRT. No procedimento de soma acumulada deste

grafico ¢ incorporado diretamente, toda a seqiiéncia de informagdes para demarcar as somas

acumuladas dos desvios de x; em relagio ao valor-alvo 4, (valor nominal). Supondo que

amostras de tamanho n>1sio coletadas, x ; € a média de j-ésima amostra e u, ¢ o valor

desgjado para a média do processo, a estatistica CUSUM ¢ formada demarcando a quantidade

daequacido (E.13) com a amostra i

Cr=(u—po) i
G, =(f1 —ug)+(fz —u0)=C_1+(xz - u,) )
Co=(x1—p,)+(x2—p,)+(x3—p,)=C, + (x3— p,)

C =Y (i —,)=Coy + (51 — 1) (E13)

J=1
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onde C, ¢ a soma acumulada incluindo a i-ésima amostra, uma vez que combinam

informagdes de diversas amostras.

Se 0 processo permanecer sob controle para o valor desgjado ., , as somas acumuladas

definidas em (E.13) descrevem um percurso aeatério com média zero. Porém, se a média

muda para algum valor acima x,> u,, entao a tendéncia ascendente se desenvolvera na soma
acumulada C,. Reciprocamente, se a média muda para algum valor abaixo <y, , a soma
acumulada C, tera uma diregdo negativa. Por esta razdo, se nos pontos demarcados aparecer

uma tendéncia para cima ou para baixo, deve-se considerar isto como uma evidéncia de que a
média do processo mudou ¢ uma busca de causas assinaaveis deve ser realizada.

Page (1961) ao aperfeigoar o grafico CUSUM reconhece explicitamente que as suas
somas acumuladas (CUSUM) resultam em uma sucessio de testes seqiienciais de Wald. O
grafico de controle CUSUM unilateral pode ser pensado como repetidos testes seqiienciais de
razao de probabilidades. A principal diferenca entre CUSUM e SPRT de Wald ¢ que na soma
acumulada a hipotese de controle, (Hp), huncaé aceita. Por isso, ¢ aconselhavel quereinicie o
teste cada vez que a evidéncia favorece a hipotese de que o processo esta sob controle. Sempre
qgue a soma acumulada Z; for negativa, a evidéncia favorece a hipotese de controle, (Ho).

Quando isto acontece, considera-se esta somaigual azero, ou em termos algébricos,
C'=max(0,C, —k+Z,) (E.14)
A edtatistica C;" ¢ comparada a uma constante #2*. Se C/>h", o grafico CUSUM indica que
ocorreu um aumento na média do processo. Para um tamanho de mudanca, 6 <0, 0 SPRT
similarmente ao procedimento de soma acumulada revela uma redugao na média do processo.
Neste caso, conforme equagio (E.15)
C; =max(0,C/, -k-2Z2,) (E.15)
0 grafico CUSUM ¢ comparado a uma constante 4~ . Se C; <h~, 0 grafico indica que ocorreu

uma redugdo na média do processo.

Na abordagem do grafico CUSUM, rejeita-se a hipotese nula (Hy) em favor da
hipotese alternativa (H;). O escore da fungio Z; passa a ser amesmafungio definida no SPRT;
¢ uma funcdo de X;, e depende de alguns parametros sob controle e fora de controle que possa

ter para asdistribui¢oes de fo(xi) € f1(Xi).
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F.1 Funcio Perda de Taguchi (Univariada e Multivariada)

Um método baseado na fungdo perda de Taguchi € proposto neste trabalho para
determinar sob a 6tica de regides de maxima e minima poténcia em processos multivariados, a
regido sob controle de d < 4, e aregido onde devemos detectar o mais rapido possivel uma
mudanga d > B .

O objetivo de se buscar a otimizagdo de um processo produtivo multivariado ndo é o
de apenas manter as caracteristicas de qualidade estaveis, dentro de limites previamente
estabel ecidos em projetos. ¢, também, o de reduzir a variabilidade em torno de um valor médio
enfocado por Chou, Liu e Huang (2002).

A qualidade de um produto segundo a filosofia de Taguchi ¢ a perda minima imposta
por este produto a sociedade no decorrer de sua utilizagdo Kapur e Cho, (1996). Do ponto de
vista socia este conceito de qualidade ¢ tinico porque inclui fabricantes, clientes e a sociedade
como um todo. A filosofia Taguchi enfatiza a importancia econdmica de alcangar um baixa
variabilidade, uma coeréncia funcional ¢ sobretudo uma alta qualidade.

No conceito tradicional de avaliagdo de um sistema de qualidade, um produto é
classificado como ndo conforme se a caracteristica da qualidade do produto sob controle se
encontra fora dos limites de especificagao incorrendo em uma determinada perda econdmica.
No caso contrario, o produto € classificado como conforme e sem perda econdmica. Neste
enfoque caracterizado com filosofia ocidental utiliza-se uma avaliagdo binario de qualidade
com especificagdes ou tolerancias onde por exemplo, uma pega ¢ classificada como
absolutamente conforme se esta dentro de tolerancias e como ndo conforme quando esta fora
detolerancias.

O enfoque japonés de Taguchi contempla a avaliagdo continua da qualidade de um
produto baseado na perda economica que significa a variagdo das caracteristicas da qualidade
referente aos valores nominais definidos. Para Taguchi a perda ¢ nula somente quando o valor
da caracteristica da qualidade coincide com o valor nominal e aumenta de forma continua a
medida que se afasta do valor nominal ainda que se cumpram as especificagdes. As idéias

anteriores se modelam na conhecida fungdo perda de Taguchi para a tomada de decisoes. Esta
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fungdo avalia a perda, em termos econémicos, de um produto em relagdo com o valor de uma
de suas caracteristicas quantitativas da qualidade mediante uma fungéo quadratica do tipo:
L(y)=k(y-T) (F.1)
onde y ¢ o valor da caracteristica da qualidade de Y considerado, T ¢ o valor nominal (valor
alvo), k ¢ o coeficiente de perda (constante de proporcionalidade) e L(y) ¢ a perda econdmica
produzida pelo fato da caracteristica da qualidade de interesse desviar-se do valor nomina. A
utilizagdo desta fungdo perda L(y) ¢ fundamental para atender propoésitos gerenciais como a
valor monetario da conseqiiéncia de qualquer aperfeigoamento em qualidade. Esta expressio
matematica estabelece uma medida financeira para o calculo do desvio de uma caracteristica
do produto com relagdo ao valor nominal.

Consideremos que o processo se encontra sob controle e centrado no valor nominal
T. Os limites das especificagdes sdo T; e T Sgja Ca 0 custo ou perda depreciavel quando o
desvio ocorrido em relagdo ao valor nominal é ya € Cg 0 custo ou perda depreciavel quando o
desvio ocorrido em relagdo ao valor nominal ¢ yg. Podemos escrever Ca=L(ya) e Cg=L(ys).

Comisso, secumpreque 7 <y, <y, <T, ou também 7; <y, <y, <T, conformefiguraF.1

15 4

Ck

0

0 Ti B A T A B T2 10

FiguraF.1 Fungéo perda univariada de Taguchi

A fun¢do perda de Taguchi dada pela equacdo F.1 neste caso, toma-se na seguinte forma
L(y,)=k(y, _T)2

L(yy) =k(y, -T)* (F.2)
onde para determinar k devemos conhecer o valor de L(y) associada aum valor davariavel Y

diferente do valor nominal que pode ser tanto 0 custo como a perda associada a um valor que
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se encontra fora dos limites de especificagdes. A este valor de, L(y,), chamamos de C; e
aplicando a equagio (F.2) se obtém o valor de k :

L(J’k)
k=—"- F.3
(yk_T)2 (F3)

=T

o

Conhecido o valor de descentralizacdo d = e os valores dos custos Cp , Cg € Cx e 0S

desvios do valor nominal ya e yg ¢ possivel determinar o desvio relativo ao valor nominal em

unidade de o .

d,=|y,-T|

dy =y, Tl (F.4)
Estes sio os valores que delimitam as regides de maxima e minima poténcia, ou seja, 4 =d
e B=d,. AfiguraF.2 ilustraos pontos que delimitam tais regides.

1000 4
Regioes de Maxima e Minima Poténcia

de um grafico de controle
ARL

Regiao :
sob : :
| |
Controle : Regiao Indiferente i
! ! Regido fora de controle
1 .
1 1 ! !
0 A B d 3

Figura F.2 Pontos A e B que delimitam as regides de maxima e minima poténcia

Quando se fala da fabricagdo de um produto se faz referéncia ao conjunto de unidades
fabricadas pelo processo considerado. Tais unidades fabricadas apresentardo variabilidade
referente a caracteristica da qualidade considerada onde cada uma delas terd qualidade
diferente. Esta qualidade se obtém encontrando o valor esperado dafungéo de perdas.

Sgja’Y uma variavel aleatoria de média u e desvio padrao o, a perda média por pega
fabricada ¢:
E[L()]=ko® +(u-T)"] (F.5)

onde E[L(y)] ¢é ovalor esperado dafungio de perdas e k = 4 . OsvaoresdeA e

(LSE —-T)?
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L SE representam respectivamente, o custo de se produzir um produto fora do especificado e o
limite superior especificado para a caracteristica da qualidade em questao.

Agora considerando o controle de qualidade de um processo multivariado onde
desgjamos monitorar simultaneamente p variaveis que estdo correlacionadas entre si. De forma
analoga ao caso univariado, o produto ou o processo transmitird uma perda a variabilidade
associada ao afastamento de algumas das caracteristica da qualidade consideradas. Como em
um processo multivariado as caracteristicas de qualidade usualmente estdo correlacionadas
entre si e geralmente a perda global ndo ¢ a soma das perdas individuais de cada uma das
caracteristicas da qualidade torna-se necessirio o desenvolvimento de uma fungdo de perda
multivariada

Kapur e Cho (1996) estende o conceito dafungio perda univariada de Taguchi no caso
multivariado. Suponhamos que y1, Yo, Yp Sio os valores de p caracteristicas da qualidade de
uma mesma unidade de um determinado produto e Ty, T,...,Tp Sdo, respectivamente, os
valores nominais das p caracteristicas de qualidade consideradas. Desenvolvendo em modelo
de Séries de Taylor a fungdo perda e ignorando os termos de ordem superior, a fun¢ao de perda
multivariada pode ser expressa como:

LOwYorny) = 2 2k, 0~ T, 1) (F6)
i1 -

onde L(y,,y,,¥,) € aperda transmitida a sociedade e onde k; =k, € a constante de

proporcionalidade que especifica 0s custos do desvio da caracteristica da qualidade ao
afastar-se de seus valores nominais. Por exemplo, ki1 € o custo individual por unidade pelo
fato da caracteristica de qualidade y; desviar-se de T; e ki € o custo por unidade adicional
incluido quando as caracteristicas y; € y» estdo simultaneamente fora de seus valores nominais
TieTs.

No caso particular de que as caracteristicas de qualidade y; e y, sggam independentes
entdo kj = 0 e a equagdo (F.6) se reduz a soma de p fungdes de perda independentes
Teeravaraprug e Cho (2002). As constantes kj; podem ser determinadas mediante métodos de

regressio Kapur e Cho (1996).

F.2 Pontos A e B que delimitam das Regides de Maxima e Minima Poténcia de um

grafico de controle

Geralmente em um produto existem duas ou mais caracteristicas quantitativas de

qualidade. O imediato ¢ pensar que podemos monitorar o processo de fabricagdo mediante o
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controle de perda de uma das caracteristicas separadamente ¢ somar as perdas individuais. Isto
¢ incorreto pois em geral, as perdas ndo sdo aditivas ja que existe um efeito conjunto dos
desvios de pares de variaveis sobre a perda global. Com relagdo, por exemplo no caso
bivariado, (p=2) aequagio (F.6) pode ser escrita como:

L(yyy,) =ky(yy = T) + k(v = T3) + 2k (v, — 1) (v, — 1) (F.7)
No caso em quey; ey, Sio independentes (k12=0), temos que L(y1,y2) = L(y1) + L(Y2)

Por exemplo, sgia um processo bivariado cujas caracteristicas da qualidade tenham
como valores nominais dados por T, cuja matriz de variancias-covariancias seja 2. com uma

maitriz de coeficientes de perda K

T = L Y = O-12 O12 K = ki ki
T o, o2 Tk, K
2 21 2 21 22

Dada uma perda conjunto de valor m, por exemplo, representada pela linha de
contorno C = m e considerando os valores da variavel bivariada representada pelos vetores ya,
VB €Yc entdo:

Ly, :v,) =Ly, v5)=L(ye,yc,)=m (F.8)
Agora, 0 problema a ser resolvido ¢ medir em uma pega produzida o valor do desvio

da caracteristica da qualidade em relagdo ao valor nominal. Em analise estatistica multivariada

a distincia de Mahalanobis mede o tamanho de mudanca de um vetor. Em nosso caso é a

distancia entre o vetor de valores nominais T e o vetor de valores obtidos Y(y1,Y>) :

d=y(,-T) X, -T) (F.9)

Esta ¢ portanto a forma que vamos utilizar para medir o afastamento sobre o valor nominal.




APENDICE G - Método da Secante

O método da secante ¢ um método iterativo de analise numérica bastante utilizado na
pratica para determinadas fungdes cuja derivada ¢ muito complicada ou sujeita a erros e com
iSS0 ndo ¢ viavel determinar f”(x) . Uma das grandes dificuldades com o método de Newton ¢é
determinar a derivada f’(x) paraagumas fungdes. Esta exigéncia acrescenta uma sobrecarga
no computador, e pode ainda acrescentar um custo computacional para a resolugdo do
problema. Na verdade, ¢ uma alternativa ao método de Newton pois ha uma substitui¢do da
derivada por uma linha secante. A figura G.1 ilustra geometricamente o método que inicia a
secante com suposi¢do inicial de dois pontos X, € Xi, onde f(Xo,) # f(x1). Nesse método,
partimos de duas aproXimagdes X, € X;e determinamos a reta que passa por [Xo, f(Xo)] €
[x1, f(x1)]. A interseccdo dessa reta com 0 eixo X = 0 determina a proxima iteragdo Xo.

Continuamos o processo a partir de X,. Temos assim 0 seguinte processo iterativo:

X, = ‘xif('xi+1) _xi+1f('xi) (G.1)
l f('xi+l) - f('xi)

fixp

Flxg)

Figura G.1 M¢étodo da Secante

Neste trabalho ¢ desenvolvido um programa em ambiente Matlab denominado
Programa Computacional 2 para determinar o limite superior de controle h (intervalo de
decisio) apropriado do grafico MCUSUM para o valor desgado de ARL quando o processo
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esta sob controle. Para tal programa, este método iterativo de analise numérica denominado
Método da Secante é aplicado para aproximar a solu¢do de h a equagdo ndo linear
ARL(0|h)-ARL, =0. A saida dos dados deste programa inclui as sucessivas aproximagoes
para o valor de h em um determinado numero de iteragdes.

A figura G.2 ilustra um exemplo de aplicagdo do método da secante desenvolvido em
3 2
ambiente MS-Excel paraafungio S (x) =x"—x"-2

B Microsoft Excel - Método SecanteTese

@__] Arquive  Editar  Exibir  Inserit  Formatar  Ferramentas Dados  Janela  Ajuda  OmniPage Digite uma pergunta - F X
: arial w16 oML s | EE]= 5508 0 g8 = m o SoA -l

P EIETE T W e e ) | :patmactire - [

EH) - A =(BGC7-E7CEV(CT-CE)
A B [ c [ o | T (A = \ B

1

2 METODO DA SECANTE

&

4] i X f(xy) | Xi2 - Xin | | f)=x -5 -2 |
E 0 1 -2 0,5

5| 1 2 2 0,152173913 Xo= 1 X=2
z 2 1,5 -0,875 0,05104198

8| 3 | 1,6522 | -0,219774801 0,007857789
© 4 17032 0,039990191 0,000261114 = % )=, f(x)
ol 51,6954 -0,001374549 0,00000155191 2 Flr )= Fe)

| 6 1,6956 -0,0000081212393503 0,00000000032 i ;
2| 71,6956 0,0000000016658341
2] 8 1,6956 -0,0000000000000031
ﬂ
115
] |
= i

19 UNIVILLE
E .

21 -
4 4 > mhPlani {Plan2 {Plan3  Plans { Pland £ Plang / < | i

Pronto

FiguraG.2 Exemplo de aplicacdo do Método da Secante



APENDICE H - Interpolacio Polinomial

A interpolagdo ¢ um procedimento no qual uma féormula matematica é usada para
fornecer o valor exato dos pontos pertencentes a um conjunto de dados e um valor estimado
entre esses pontos. Abordaremos aqui a interpolagdo polinomial empregando-se um tnico
polindmio, para qualquer nimero de pontos envolvidos, ou seja, para n pontos existe um
polindmio de ordem n-1 que passa por todos esses pontos. Para 5 pontos, por exemplo, o
polinémio é de 4°* ordem.

Consideremos um conjunto de pontos (designados nés de interpolagio) x,, x;,..,x, a que
estdo associados os valores de uma fungio: fo , ..., fn, respectivamente. Pretendemos encontrar
um polindmio:

p(x): p(x;)=f paai=20, .., n.
O polindmio de 3° grau interpolaafungio em 4 pontos conforme figuraH.1

Y

60 -

Polinomio

40 -

Polindmio Interpolador

FiguraH.1 Polindmio de 3° grau
Escrevendo p( X ) = a + & X + ... + @y X, obtemos o sistema:

at+aXo+t..+anXo =T

Q+aXnt..+anX, =fq
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e para que este sistema sgja possivel ¢ determinado ¢ pelo menos necessario que m=n.

Obtemos assim o sistemalinear :

L

1 x g ap £y
I

1 x Xy ay _ £
L

1 x X, a, £,

em gque amatriz do sistema ¢ conhecida como Matriz de Vandermonde.

A existéncia e unicidade do polinomio interpolador é equivalente a assegurar que o sistema ¢

possivel e determinado para quaisquer Xo , ... , Xn diStintos.

Teorema:
Dados n+1 nos, X, , ... , Xn € 0S respectivos valoresfy, ..., fn, existe um e um so, polindmio

interpolador de grau < n, para esses valores.

Demonstragdo:
Supondo que existem dois polinémios interpoladores p e g de grau < n, entdo o polindmio
p(x) - q(x) tem grau < n e n+1 raizes, ja que, sendo polindmios interpoladores, verificam :
p(xi)=fi=q(x) parai =0, ..., n.
Conseqiientemente, como tem n+1 raizes e grau < n, 0 polindmio p(x)-q(X) tera que ser nulo,
logo p=q

Neste trabalho, aplicou-se interpolagdo polinomial para obter-se os valores estimados
parao ARL quando o processo esta fora de controle e ¢ com estes valores realizar a analise de
sensibilidade.



APENDICE I - Relatérios:resultados obtidos com a resolugio dos modelos matematicos

I.1 Relatérios de resposta, anilise de sensibilidade e limites do modelo matematico

formulado para os dados do exemplo de aplicacio em ambiente MS-Excel (Solver)

T= 8 z =| 0,49 (0] K=| 3 0,5
20 (0] 0,25 05 2
Parametros do Solver -
—m Co o doean: | TOEIN [
: e e Om Ol o
x -8 2,041 0 x -8 Células varisvels:
y -20 [0} 4 y -20
s &
St b et
> B - | (giE>=0 | [adcionar_|
2 x 33 x + 1730,6 + 160 y + 4y | §HE15 2= D L=
$H23 = $2423 Aterar
Redefinir tudo
y = 20,022 Ajda
d= 0,26 (Ponto A)
s.a: 0,100 = 0,1
Microsoft Excel 11.0 Relatério de resposta
Planilha: [Otimizag&do do Grafico MCUSUM.xIs]
Pontos de maxima e minima poténcia
Relatério criado: 10/1/2009 17:12:21
Célula de destino (Min)
Célula Nome Valor original Valor final
$H$21 d=sS= 0,26 0,26
Células ajustaveis
Célula Nome Valor original Valor final
$H$18 X=8S = 8,178 8,178
$H$19 =S= 20,022 20,022
UNIVILLE
Restricdes
Célula Nome Valor da célula Férmula Status Tr igéncia
$H$23 s.a: s = 0,100 $H$23=$I$23 Sem agrupar o
$H$18 8,178 $H$18>=0 Sem agrupar 8,178
$H$19 20,022 $H$19>=0 Sem agrupar 20,022
Microsoft Excel 11.0 Relatério de sensi idade
i : Pl il Otimi; ao do Gr: MCUSUM.xIs]
Pontos de maxima e minima poténcia
Relatério criado: 10/1/2009 17:12:21
Células ajustaveis
Final Reduzido
Célula Nome Valor Gradiente
$H$18 xX=8S= 8,178 0,000
$H$19 =S = 20,022 0,000
Restrigbes
Final Lagrange
Célula Nome Valor Multiplicador
$HS$23 s.a: S = 0,100 1,291
Microsoft Excel 11.0 Relatério de limites
i H il : Planil : [Otimi: &o do Grafico MCUSUM .xIs]
de axi e mini poténcia
Relatério criado: 10/1/2009 17:12:21
Destino
Célula Nome Valor
$H$21 d=S = 0,26
Ajustavel Inferior Destino Superior Destino
Célula Nome Valor Limite Limite Resultado
$H$18 x=S= 8,178 8,178 0,258 8,178 0,258
$H$19 y=S-= 20,022 20,022 0,258 20,022 0,258
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'
T= | 3 | E:l 05 0 | K = | 3 O'Sl Parametros do Solver
20 0 025 05 2 L 4 =
Definir célula de destino:
(02 1) ] e
Células varidveis:
N $HELB:4HE1S
x -8 2,041 0 X -8
y -20 0 4 y -20 Submeter ds restrigfies:
$H$LE =0
$H$19 =0
H§Z3 = §§23
2x* -33 x + 17306 + -160y + 4 y* g i
x= 7208 (T
y = 19,901
d= 1,15 (PontoB)
sa. 2,000 = 2
Microsoft Excel 11.0 Relatdrio de resposta
Planilha: [Otimizacao do Grafico MCUSUM.xIs
Pontos de Maxima e minima poténcia
Relatdrio criado: 10/1/2009 19:02:41
Célula de destino (Min)
Célula Nome Valor original Valor final
BHB21 d=s = 1,15 1,15
Células ajustaveis
Célula Nome Valor original Valor final
$H$18 X =S = 7,204 7,204
$HB19 y=S = 19,901 19,901
UNIVILLE
Restricoes
Valor da
Célula Nome célula Férmula Status Transigéncia
Sem
$HS23 s.a: S = 2,000 $H$23=3$I$23 agrupar o
Sem
$H$18 X =S = 7,204 $H$18==0 agrupar 7,204
Sem
$HB19 y=S = 19,901 $H$19=>=0 agrupar 19,901
Microsoft Excel 11.0 Relatério de sensibilidade
Planilha: [Otimizacao do Grafico MCUSUM.xIs
Pontos de Maxima e minima poténcia
Relatdrio criado: 10/1/2009 19:02:41
Células ajustaveis
Final Reduzido
Célula Nome Valor Gradiente
$H$18 X =S = 7,204 0,000
$HS$19 y=S= 19,901 0,000
Restricdes
Final Lagrange
Célula Nome Valor Multiplicador
$HS23 s.a: S = 2,000 0,289
Microsoft Excel 11.0 Relatdrio de limites
Planilha: [Otimizacao do Grafico MCUSUM.xIs
Pontos de Maxima e minima poténcia
Relatodrio criado: 10/1/2009 19:02:41
Destino
Célula Nome Valor
$HB21 d=sSs = 1,15
Ajustavel Inferior Destino Superior Destino
Célula Nome Valor Limite Resultado Limite Resultado
$H$18 xX=S = 7,204 7,204 1,154 7,204 1,154
$HSB19 y=S = 19,901 19,901 1,154 19,901 1,154
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1.2 Relatérios de resposta, analise de sensibilidade e limites do modelo matematico
formulado para os dados do Processo XY (furacdo de acabamento do furo 1) em

ambiente MS-Excel (Solver)

Microsoft Excel 11.0 Relatoério de resposta
Planilha: [SolveTeserMin.5.xls]Plan1
Relatério criado: 25/1/2009 22:27:00

Célula de destino (Min)
Célula Nome Valor original Valor final
$H$21 d=S= 8679,64 0,80

Células ajustaveis
Célula Nome Valor original Valor final

$H$18 x=S= 0,000 5,011
$H$19 y=S= 0,000 103,253

Restrigdes
Célula Nome Valor da célula Férmula Status Transigéncia
$H$23 s.a:S= 0,0012 $H$23=$J$23 Sem agrupar 0
$H$18 x=S= 5,011 $H$18>=0 Sem agrupar 5,011
$H$19 y=S-= 103,253 $H$19>=0 Sem agrupar 103,253

Microsoft Excel 11.0 Relatério de sensibilidade
Planilha: [SolveTeserMin.5.xIs]Plan1
Relatoério criado: 25/1/2009 22:27:00

Células ajustaveis

Final Reduzido
Célula Nome Valor Gradiente

$H$18 x=S= 5,011 0,000
$H$19 y=S= 103,253 0,000
Restrigcoes
Final Lagrange
Célula Nome Valor Multiplicador
$H$23 s.a:S= 0,0012 335,3218

Microsoft Excel 11.0 Relatério de limites
Planilha: [SolveTeserMin.5.xIs]Relatorio de limites 1
Relatoério criado: 25/1/2009 22:27:00

Destino
Célula Nome Valor
$H$21 d=S= 0,80
Ajustavel Inferior Destino Superior Destino
Célula Nome Valor Limite Resultado Limite Resultado
$HP18 x=S = 5,011 5,011 0,804 5,011 0,804

$H$19 y=S= 103,253 103,253 0,804 103,253 0,804
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Microsoft Excel 11.0 Relatorio de resposta
Planilha: [SolveTeserMin.3.xlIs]Plan1
Relatério criado: 25/1/2009 22:29:08

Célula de destino (Min)
Célula Nome Valor original Valor final
$H$21 d=S= 8679,64 1,50

Células ajustaveis

Célula Nome Valor original Valor final

$H$18 x=S= 0,000 5,021

$H$19 y=S= 0,000 103,256

Restrigdes

Célula Nome Valor da célula Foérmula Status Transigéncia
$H$23 s.a:S= 0,0042 $H$23=$J$23 Sem agrupar 0
$HP$18 x=S= 5,021 $H$18>=0 Sem agrupar 5,021
$H$19 y=S= 103,256 $H$19>=0 Sem agrupar 103,256

Microsoft Excel 11.0 Relatério de sensibilidade
Planilha: [SolveTeserMin.3.xIs]Plan1
Relatério criado: 25/1/2009 22:29:08

Células ajustaveis

Final Reduzido
Célula Nome Valor Gradiente
$HP18 x=S = 5,021 0,000
$HP19 y=S= 103,256 0,000

Restricbes

Final Lagrange
Célula Nome Valor Multiplicador
$HP23 s.a:S= 0,0042 178,9174

Microsoft Excel 11.0 Relatério de limites
Planilha: [SolveTeserMin.3.xIs]Relatério de limites 1
Relatério criado: 25/1/2009 22:29:08

Destino
Célula Nome Valor
$H$21 d=S= 1,50
Ajustavel Inferior Destino Superior Destino
Célula Nome Valor Limite Resultado Limite Resultado
$H$18 x=S= 5,021 5,021 1,504 5,021 1,504

$H$19 y=S= 103,256 103,256 1,504 103,256 1,504




APENDICE J - O R Project e Rotina Desenvolvida para gerar o Grafico MCUSUM

J.1 Introducio

A internet, instrumento de globalizagdo do conhecimento, vem de encontro a grande
necessidade atual de se democratizar a informagdo cujo papel de extrema importancia ¢é
direcionado a uma sociedade tecnologicamente desenvolvida. Conhecer algumas ferramentas
computacionais livres que possam auxiliar usuarios a resolver seus problemas em diversas
areas tem sido facilitado cada vez mais pelo acesso a rede mundial. Portanto, ¢ natural a
procura pelo desenvolvimento de aplicagdes que auxiliem usuarios a terem acesso rapido a
informagdes claras, precisas e objetivas.

A aplicagdo de pacotes computacionais a analise estatistica multivariada de processos
tais como MINITAB®, STATISTICA®, etc., vém se fazendo cada vez mais presentes, cuja
demanda tem sua origem tanto no ambito da pesquisa nas universidades quanto no
monitoramento de processos em ambientes industriais. Como caracteristica comum esta o
fato de todos serem pacotes comerciais, implicando no pagamento de licencas para
acompanhar as varias versoes langadas num curto espaco de tempo. Felizmente, programas
computacionais livres, como por exemplo, 0 R Project tem se propagado principalmente no
meio académico na ultima década como uma ferramenta de computagdo estatistica com
uma enorme variedade de fungdes para analise de dados. Este recurso computacional livre
segundo Alves, Henning e Samohyl (2008a) ¢ fundamental para complementar algumas
fungdes ainda ndo disponiveis na maioria dos softwares comerciais de analise estatistica de
dados, como por exemplo, o desenvolvimento do grafico de controle MCUSUM. Para gerar
este tipo de grafico de controle desenvolveu-se neste trabalho uma rotina computacional no
pacote GNU R.

J.2 O R Project

O R Project ¢ uma linguagem e um ambiente para computagdo estatistica. Como ¢ um
projeto GNU, baseado no conceito de software livre, pode ser usado sem custos de licenga.
Ele permite, de acordo com os autores, uma grande variedade de analises estatisticas como,
por exemplo, analise exploratoria de dados, testes estatisticos, regressdo linear e ndo linear

analise de séries temporais, entre diversas outras. Como ponto forte estd a facilidade com que
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graficos bem delineados e de alta qualidade para impressdo podem ser produzidos. Além
disso, possui inimeras fungdes para manipulagdo, importagdo e exportagdo de dados, sendo
multi-plataforma, contendo versdes para Windows, MacOS, GNU/Linux e Unix. E possivel
carregar dados externos das mais diversas formas, incluindo de planilhas €eletronicas, como o
Microsoft Excel® e Open-Office, banco de dados e até de outros pacotes como MINITAB® e
SPSS®, por exemplo. O termo ambiente pretende caracterizar 0 R como um sistema
totalmente plangado e coerente ao invés de uma aglomeragdo de ferramentas muito
especificas ¢ inflexiveis, permitindo aos usuarios acrescentar funcionalidade adicional por

definigao de novas fungoes.

J.3 Rotina Computacional no Pacote GNU R para gerar o MCUSUM do processo XY

A rotina computacional no pacote GNU R para gerar o grafico MCUSUM (figura
4.20 - Capitulo 4) que ¢ aplicado para monitorar Simultaneamente as duas caracteristicas da

gualidade X1 e Y1 no processo XY (furagao de acabamento do furo 1) conforme a seguir:

mcusuml=function (x,media=NULL, mc=NULL, k=0.5,h=5.5)
{
X=as.matrix (x)
if (is.null(mc)) {
m=nrow (x)
v=matrix (c(0),nrow=(nrow(x)-1),ncol=ncol (x))
for (1 in 1:(m-1)) {v[i,]=x[i+1,]-x[1i,]}
vt=t (v)
vv=vts*Sv
mc=matrix (c (0),ncol=ncol (xX),nrow=ncol (x)
for (i in 1l:ncol(mc)) {mc[i,]1=(1/(2* (m-1)
if (is.null (media)) {
media=matrix(c(0),ncol=1,nrow=ncol (X))
for (1 in l:ncol(x)) {media[i,l]=mean (x[,
s=matrix (c(0),ncol=ncol (x), nrow=nrow (x))
st=matrix (c(0),ncol=ncol (X),Nrow=nrow (x)
ci=matrix(c(0),ncol=1,nrow=nrow (x))
p=matrix(c(0),ncol=1,nrow=nrow (x))
vmc=matrix (c (0),ncol=ncol (x),nrow=nrow (x))
for (1 in l:ncol(x)){x[,1i]l=x[,i]-mediali, 1]}
s[l,]=s[1,]1+x[1,]
st[l,]=s[1,1%*% solve (mc)
ts=t (s)
ci[l]=sgrt(st[l,]1%*% ts[,1])
plll=1-k/ci[1]
if (cif[l]>k){vmc[l,]=(vmc[l,]+x[1,])*p[1l]} else
(vimc[1, ]=matrix (c (0),ncol=ncol (x)))
for (i1 in 2:nrow(x)) {
s[i,]=vmc[i-1,]+x[1,]
st[i,]=s[i,]1%*%solve (mc)
ts=t (s)
ci[i]l=sqgrt(st[i,]%*%ts[,1])
plil=1-k/ci[1i]
if (cif[il>k){vmc[i,]=(vmc[i-1,]1+x[i,])*p[i]}

)
))*(vvili, ])}}

i])}}

)
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else (vmc[i, ]l=matrix(c(0),ncol=ncol (x)))}
vmcl=vmc %*%$ solve (mc)
tc=t (vmc)
t2=0

for (1 in l:nrow(x)){t2[i]=sqrt(vmcl[i,]%*Stc[,1])}

pontos.fora=subset (t2, t2>h)

amostra=seq(l,nrow (x))

plot (amostra,t2,type='b',col=ifelse(t2>h,2,1),pch=ifelse(t2>h,2
3,19) ,bg='red',ylim=c (0, max(1.1*h,1.1*max (t2))),main="'Grafico de
Controle MCUSUM', xlab='Amostra', axes=FALSE)

axis(l,l:nrow(x))

axis (2)

box ()

abline (h=h, lwd=2, col=2)

text (2,h+1,paste("LS =",h))

grid()

structure (1list (ESTATISTICA.MCUSUM=t2,matriz.cov=mc,Media=media,
H=h,K=k,pontos.fora=length (pontos.fora),valores=pontos.fora))

}
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K.1 Introducao

Neste trabalho foram desenvolvidos trés programas computacionais em ambiente
Matlab para determinar conforme metodologia proposta os principais parametros do grafico
de controle MCUSUM. Estes programas foram aplicados neste trabalho tanto a realizagio de
experimentos computacionais quanto para a aplicacdo da metodologia. As principais
referéncias bibliograficas utilizadas para o desenvolvimento destes trés programas foram:
Martinez (2002), Chapmann (2003), PAO(2003), Lysheuski (2003), Karris (2007) e Collier
(2008). A versio do Matlab utilizada para o desenvol vimento destes programas foi a R2008b.

O acesso a cada um desses programas ¢ o obtido mediante a digitagdo em ambiente
Matlab do comando de entrada indicado para cada programa.

e Programa Computacional 1 (comando de entrada: calculodearl)

e Programa Computacional 2 (comando de entrada: metodosecante)

e Programa Computacional 3 (comando de entrada: analiseestatistica)

K.2 Tutorial do Programa Computacional 1

O objetivo deste programa desenvolvido em ambiente Matlab é proporcionar ao
usuario uma ferramenta sensivel e eficaz para determinar os principais parametros que
otimizam o grafico MCUSUM. Neste programa o MEI com Quadratura Gaussiana ¢ aplicado
como critério preliminar para a aproximagdo sistematica dos valores Otimos de ARL
utilizados para projetar estatisticamente um grafico de controle MCUSUM.

A utilizagdo deste programa exige do usuario apenas a entrada correta de dados em
cada uma das oito etapas (opgodes) descritas na caixa de dialogo conforme figura K. 1.

1*) Digite o limite inferior da integral: 0 (o limite inferior do grafico de controle MCUSUM
unilateral ¢é zero).

2%) Digite o niimero de pontos de quadratura: 53 ( escolhaum namero de pontos entre 1 e 53.
E importante lembrar que quanto maior o nimero de pontos escolhidos maior sera a
aproximagao).

3") Escolha o niimero de variaveis: 2 (escolha apenas uma das opgdes para o nimero de

variaveis: 2, 3 ou 4).
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4*) Escolha o valor de ARL,: 200 (escolha apenas uma das opgdes para o valor de
ARL,: 200, 500 ou 1000).
5%) Escolha o tamanho (amplitude) de mudanga d ou o valor de referéncia k: k (sea

opcao desejada for o tamanho de mudanga, digite d. Caso contrario, permanece o valor de
d .
k= > Crosier, 1988).

6*) Digite o primeiro valor de d ou de k : 0 (escolha um valor para d ou k conforme sua
Opcao na etapa anterior)
7*) Digite o Gltimo valor de d ou de k : 1.0 (escolhaum valor para d ou k conforme sua
0Opcdo na 5% etapa. Se desejar obter apenas um Unico valor para o pardmetro desejado neste
programa, digite 1. No entanto, se a opgao for obter um conjunto de valores deste pardmetro,
digite a variagdo desejada entre os valores de d ou de k na 8* etapa. Por exemplo, se a opgao
for determinar os valores do parametro entre d=1 e d=2 com variagdo de 0,25, ou seja, d=1,
d=1,25, d=1,5 e d=2, o programa determinara um conjunto de valores para o pardmetro
desgjado.
8") Digite a variagdo desejada entre os valores de d ou de k: 1 (escolha esta variagdo
desejada)

O comando de entrada para acesso a0 programa ao Programa Computacional 1 em
ambiente Matlab é: (digite: calculodearl e o programa respondera como saida a caixa de

dialogo conforme figura K.1)

-} METODO DA EQUACAO INTEGRaL - ... [ ][01][5X]

Digite o limite inferior da intecral:

Digite o numero de pontos de guadratura (1-530:
53

Escolha o numera de variaveis (sntre 2 e 43
2

Escolha o o valor de ARLo (200, 300 ou 10000
200

Ezcolha a ampltude de mudanca (d) ou o valor de referencia (k)
k

Digite o primeire valor de d ou k.
[a]

Digite o ultimo valar de d ou k
1.0

Digite a wariacao desejada entre oz valores de o

1 1

FiguraK.1 Caixade dialogo para acesso ao Programa Computacional 1
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Os exemplos 1 e 2 ilustram didaticamente as instrugdes para a alimenta¢do da caixa
de dialogo bem como a saida de dados do Programa Computacional 1 (resultados obtidos

apos o calculo).

Exemplo 1:
Calculo do valor de ARLy,;,, parad =1 com 53 pontos de quadratura escolhendo ARL =200
para p=2.

<} METODO EQUACAOD INTEGRAL - MEI g E|E|

Digite o limite inferior da integral
o |

Digite o numero de pontos de gquadratura (1-53):
[ 1
|_53 |

2 |

Escolha 0 o valor de ARLa (200, 500 ou 1000
200 |

Ezcolba a amplitude de mudanca (d) ou o valor de referencia (kK
d i

Digite: o primeiro valor de o ouk:
T |

Digite o uftitno walor de d ou k:
T |

Digite & variacao dezejada entre oz valores de d:
| |

| ok || cancel ]

FiguraK.2 Caixade dialogo com os dados de entrada do exemplo 1

Resultados (de saida) gerados ap6s a execugdo do programa para os dados do exemplo 1:

>> calculodearl
*¥xxxxxk METODO DA EQUACAO INTEGRAL PARA O CALCULO DE ARL******x

QUADRATURA GAUSSIANA

GRAFICO DE CONTROLE MULTIVARIADO DE SOMA ACUMULADA (MCUSUM)
UNVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA

Custodio da Cunha Alves custodio.aves@univille.br
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*x%xx RESULTADOS PARA 2 variaveise ARLo = 200 ***
k h integral ARL
050 5.492999999999995 12.282873467360808  9.840907746475184

FIM!! Se desgja parar tecle g

Exemplo 2:
Calculo para os valores de ARLy, entre k=0,5 e k=1,25 com variagdo de 0,25 usando 53
pontos de quadratura e escolhendo ARL,=200 para p=2.

-} METODO EQUACAO INTEGRAL - MEI  [= |51 |BX]

Digite o limite inferior da irtearal:
]

Digite o numero de pontos de guadraturs (1-53)
53
Escolha o numera de variaveis (entre 2 e 41

2

Escolha o o valar de ARLo (200, 500 ou 1000):
200

Ezcolhia & amplituds de mudancs (o) ou o valor de referencia (k)
k

Digite o primeira valor de d ou k:
0.3

Digite: 0 uitima valor de d ou k:
1.29

Digite & wariacao desejada entre o= valores de d:
0.23

l Ok l [ Cancel ]

FiguraK.3 Caixade dialogo com os dados de entrada do exemplo 2

Resultados (de saida) gerados ap6s a execugdo do programa para os dados do exemplo 2:

>> calculodearl

*xxkxkx METODO DA EQUACAO INTEGRAL PARA O CALCULO DE ARL*****x**
QUADRATURA GAUSSIANA

GRAFICO DE CONTROLE MULTIVARIADO DE SOMA ACUMULADA (MCUSUM)
UNVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA

Custodio da Cunha Alves custodio.alves@univille.br
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*xxx% RESULTADOS PARA 2 variaveise ARLO = 200 *****

k h integral ARL
0.50 5.492999999999995 12.282873467360808  9.840907746475184
0.75 3.945999999999973  7.828760121979740  5.386794401094115
1.00 3.009999999999963  5.804001481838699  3.362035760953074
1.25 2.891999999999964 5.571131871892412  3.129166151006787

FIM!! Se desgja parar tecle g

E importante ressaltar que ao final de cada operagdo existe neste programa a opgdo de
continuar realizando calculos de ARL para outras situagdes. No entanto, se esta nao for sua
opcdo, isto €, se desejar parar digite: q e o programa sera encerrado. Uma vez encerrado o
programa, neste mesmo ambiente podera ser efetuado o comando de entrada para acesso a um
dos outros programas propostos neste traba ho. Para isso, basta apenas digitar o comando de

entrada do novo programa.

K.3 Tutorial do Programa Computacional 2

O objetivo deste programa desenvolvido em ambiente Matlab é proporcionar ao
usuario uma ferramenta sensivel e eficaz para determinar o limite superior de controle h
(intervalo de decisio) adequado do grafico MCUSUM para 0 valor desgjado de ARL quando o
processo estd sob controle. Neste programa, um método iterativo de andlise numérica
denominado método da Secante ¢ aplicado para aproximar a solucdo de h a equagdo ndo

linear ARL(O|7)— ARL,=0. A saida dos dados deste programa inclui as sucessivas

aproximagdes para o valor de h em um determinado nimero de iteragdes.
A utilizagdo deste programa exige do usuario apenas a entrada correta de dados em
cada uma das seis etapas (opgdes) descritas na caixa de dialogo conforme figuraK.4.
1*) Escolha o nimero de variaveis: 2 (escolha apenas uma das opgdes para o nimero de
variaveis p: 2, 3 ou 4).
2%) Escolha o valor de ARL,: 200 (escolha apenas uma das opgdes para o ARL,: 200, 500 ou
1000).
3") Escolha um valor para o ARL: 0 (escolhaum namero real positivo)

4* ) Digite o limite inferior do intervalo utilizado na determinacdo de h: 0 ( digite: 0).
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5) Digite o limite superior do intervalo utilizado na determinagdo de h: 10 (para maior
rapidez na determinagdo de h, ¢ importante otimizar o nimero de iteragdes (minimizar o
numero de iteragdes desnecessarias). Para isso, é aconselhavel escolher um numero inteiro
positivo < 30 parap=2, <40 para p=3 e <50 para p=4.

6*) Numero maximo de iteragdes: 1000 (digite um nimero inteiro positivo<1000. Evite um

nimero muito elevado de iteragdes).

O comando de entrada para acesso ao Programa Computacional 2 em ambiente Matlab ¢:
(digite: metodosecante e 0 programa respondera como saida acaixa de dialogo conforme
figuraK.4).

O exemplo a seguir ilustra didaticamente as instrugdes para a alimentagdo da caixa de
dialogo bem como a saida de dados do Programa Computacional 2 (resultados obtidos ap6s o

calculo).

Exemplo:
Determine o valor do limite de controle h do grafico MCUSUM para o valor de ARL =9,84.

-) METODO DA SECANTE [ | 513

——

-) wETODO DA SECANTE [ 00|X]

Escolha o numera de variaveis (entre 2 e 4). Escolha o numerd de variaveis (entre 2 e 41

- | : |

Ezcolha o walor de ARLo (200, 500 ou 10007: Ezcaolha o walor de ARLao (200, 500 ou 10007

| |

200 ! 200 |

Ezcolha o walor de ARL: Ezcolha o valor de ARL:

o | |9.=34 |

Digite o limite: inferior do intervalo: ! Digite o limite inferior dointervale.

: | : |

Digite o limite superior do interysla: Digite o limite superior do irteryalo::

10 ! 17 .

Mumero maximo de interacoes: Mumero maximo de interacoes.

1000 | 2| |
I_ Ok ] [ Cancel ] [ 8] 4 ] ’ Cancel ]

FiguraK.4 Caixade dialogo para acesso Figura K.5 Caixa de dialogo com os

ao Programa Computacional 2 dados de entrada do exemplo
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Resultados (de saida) gerados apos a execu¢do do programa para os dados de entrada do

exemplo digitados na caixa de dialogo (figura K.5):

>> metodosecante

*rxxxx METODO DA SECANTE:******

Intervalo de Decisao h (Limite Superior de Controle)
Grafico de Controle MCUSUM

UNVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA

Custodio da Cunha Alves custodio.alves@univille.br

Interacoes  ARL(h) h

1 12.281966  17.000000000000000
2 163.983848  1.184537221906142
3 9.877918 2.083089286257319
4 8.230409 6.571956081941941
5 4.344818 5.021025010897645
6 1.546811 5.428212491193808
7 0.222992 5.496801485317234
8 0.014164 5.492705149346553

9 0.000120 5.492739521955622

O valor daRaiz (h) e: 5.4927, encontrada com: 9 iteracoes.

FIM!! Se desgja parar tecle q:


mailto:custodio.alves@univille.br

Apéndice K - Programas Computacionais Desenvolvidos em Ambiente Matlab 177

K.4 Tutorial do Programa Computacional 3

O objetivo deste programa desenvolvido em ambiente Matlab ¢ proporcionar ao
usuario uma ferramenta sensivel e eficaz para realizar a andlise estatistica multivariada dos
dados para projetar o grafico MCUSUM baseado nos principais parametros ¢ sob a otica de
analise de regides de maxima e minima poténcia. Este programa além de determinar a matriz
de covariancia e sua inversa, a matriz de correlacdo, a distincia de Mahalanobis, d e os
coeficientes de assimetria e curtose que fundamentam os testes hipoteses sugeridos por
Mardia (1970, 1974) para verificar a normalidade multivariada. Além disso, determina e gera
graficamente a fun¢do perda multivariada de Taguchi que ¢ utilizada para determinar os
pontos A e B que delimitam asregides de maxima e minima poténcia.

A utilizagdo deste programa exige do usuario apenas a entrada correta de dados em cada
uma das dez etapas (opgodes) descritas na caixa de dialogo conforme figuraK.6.
1%) Digite o numero de variaveis desejadas para o teste de Mardia: (escolha apenas uma das
0opcoes para o numero de variaveis: 2, 3 ou 4).
2%) Digite o elemento aj; (coeficiente de perda) da matriz de coeficientes de perdas: (digite o
elemento da matriz desejada)
3% Digite o elemento a;» (coeficiente de perda) da matriz de coeficientes de perdas.
4°) Digite o elemento ap, (coeficiente de perda) da matriz de coeficientes de perdas.
5%) Digite o primeiro valor nominal da caracteristica de qualidade: (digite o valor nominal da
1° caracteristica de qualidade)
6°) Digite o segundo valor nominal da caracteristica de qualidade: (digite o valor nominal da
2* caracteristica de qualidade)
7*) Digite um valor minimo para a 1* caracteristica de qualidade que facilite a visualizagao
grafica da fung¢ao perda multivariada de Taguchi.
8") Digite o valor méximo da 1* caracteristica de qualidade que facilite a visualizagdo grafica
dafungio perda multivariada de Taguchi.
9") Digite o valor minimo da 2* caracteristica de qualidade que facilite a visualizagdo grafica
dafungio perda multivariada de Taguchi.
10%) Digite o valor maximo da 2? caracteristica de qualidade que facilite a visualizagdo grafica

dafuncdo perda multivariada de Taguchi.

O comando de entrada para acesso ao Programa Computacional 3 em ambiente Matlab
¢: (digite:analiseestatistica e 0 programa respondera como saida uma caixa de dialogo
conforme figura K.6).
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-} ANALISE ESTATISTICA MULTIVARIADA =13

Com gquartas variaveis dessia fazer o teste de Mardis:
2

Digite: 0 elemento a11 (coeficiente de perda) da matriz
3

Digite: o elementa a12 (21) (coeficiente de perda) da matriz
0.5

Digite: o elemerta a22 (coeficients de perda) da matriz
2

Digite o primeiro valor nominal da caracteristica de gualidade (T1)
g

Digite: 0 primeiro valor nominal da caracteristica de gualidade (T2)
20

Digite: 0 walor minimo de caracteristica de quslidade para visualizaceao grafica
7

Digite o walor maxitno de caracteristica de qualidade para visualizacao grafics
10

Digiite: o valor minimo de caracteristics de qualidads para visuslizacso grafics
18

Digite o walor maxima de caracteristica de qualidade para visualizacao grafics

21

Figura K.6 Caixadedialogo para acesso ao Programa Computacional 3

Para ilustrar didaticamente tanto as instru¢des de alimentagdo da caixa de dialogo
guanto da saida de dados (resultados obtidoS) apods a execugdo do Programa Computacional 3
sdo utilizados os dados do processo XY. Os resultados obtidos com os dados deste processo
apés a execugdo deste programa sdo utilizados tanto para realizar a andlise estatistica
multivariada quanto para formular um modelo matematico em ambiente MS-Excel onde com
autilizagio da ferramenta Solver é possivel determinar os pontos que delimitam as regides de

Maxima e minima poténcia do grafico MCUSUM

Uma vez, transferido os dados (valores das caracteristicas da qualidade X; e Y;) do
processo XY da planilha do MS-Excel para o ambiente Matlab e realizado a operagao salvar

arquivo; inicia-se aoperagio de entrada destes dados em ambiente Matlab na figura K.7.

Dados de entrada do Processo: XY (Processo furagdo de acabamento do furol)
Caracteristicas da qualidade: X; ( posicional do furol em relagdo a coordenada X)
Vaor nomina : 5+ 0,08 mm

Caracteristicas da qualidade : Y; ( posicional do furol em relagao a coordenada Y)
Valor nomind : 103,25+ 0,08 mm.
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Para este processo supde-se que a politica de recursos financeiros da empresa considere um

custo ou perda depreciavel de 0,0012 u.m e um custo ou perda inadmissivel de 0,0042 u.m.
- L . . ) 8 2
(unidades monetarias) e que a matriz coeficientes de perda seja K= > 6l

Para este processo supde-se que a politica de recursos financeiros da empresa considere um

custo ou perda depreciavel de 0,0012 u.m e um custo ou perda inadmissivel de 0,0042 u.m.

. : - . 8 2
(unidades monetarias) e que a matriz coeficientes de perda seja K= (2 6} :

Os dados de entrada do processo na caixa de dialogo para execugdo do Programa
Computacional 3 conformefiguraK.7.

-} ANALISE ESTATISTICA MULTIVARIADA =13

Com guantas variaveis deseja fazer o teste de Mardia:
2

Digite: o elemento a11 (coeficiente de perds) da matriz
&}

Digite o elementa &12 (21) (coeficiente de perds) da matriz
2

Digite 0 elemento 522 (cosficients de perds) da matriz
=]

Digite o primeira valor nominal da caracteristica de gualidade (T17
3

Digite o primeira valor nominal da caracteristics de gualidade (T2)
103.25

Digite o valor minima de caracteristica de gualidade para visualizacao grafica
2

Digite: o walor maxino de caracteristica de qualidade patra visualizacao drafica
10

Digite o walor minimo de caracteristica de gualidade para visuslizacao grafica
20

Digite o valor maximo de caracteristica de qualidade para visualizacao arafica

200

FiguraK.7 Caixade dialogo com os dados de entrada do processo

Resultados (de saida) gerados apés a execugdo do programa para os dados do processo:
>> analiseestatistica
rxxkxx ANALISE ESTATISTICA DE DADOS MULTIVARIADQS: ** *****
UNVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA

Custodio da Cunha Alves custodio.alves@univille.br
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**** RESULTADOS PARA 2 VARIAVEIS

A matriz de Covarianciamc €:

mc = 1.0e-003 *
0.300931182795699 -0.128500000000017
-0.128500000000017 0.196600000000008

A matriz de Inversade Covarianciaimc e:
imc= 1.0e+003 *
4.609524448106236 3.012837698787922
3.012837698787922 7.055695037101938

A matriz de Correlacao mcorre & mcorre =
1.000000000000001 -0.528296550359601
-0.528296550359601 1.000000000000000

O Valor de beta(1,2) e: 23.7966

O Valor do coeficiente de assimetria, k(1): 122.9492
O Valor de beta(2,2) e: 6.9726

O Valor do coeficiente de curtose, k(2): -3.9813

O valor da Funcao perda de Taguchi (Multivariada):
R = 8*y172-493*y1+529827/8+6* y2/2-1259* y2+4* y1*y2

A Distancia de (d) Mahalanobis:

dyl y2=  1/2097152*(20272902916842224* y1"2-

2938977997246686396* y1+344998913380151109561+26501200659353648* y1* y2-
6540464278683474936* y2+31031274941339984* y2"2)7\(1/2)

FIM!! Se desgja parar tecle q:

O grafico da fung@o perda multivariada de Taguchi conforme figuraK.8.
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FiguraK.8 Fungio perda para as caracteristicas da qualidade X; e Y do processo

K.5 Teste de Mardia: Programa Computacional

Como recurso computacional em ambiente Matlab para verificagio de normalidade
multivariada além do Programa Computacional 3 desenvolveu-se um outro programa
denominado Teste de Mardia que determina os coeficientes de assmetria e curtose aplicados
nos testes de hipoteses de normalidade multivariada de Mardia. Além disso, este programa
determina também a matriz de covariancia , sua inversa ¢ a matriz de correlagdo. Os dados de
entrada deste programa em ambiente Matlab Sio transferidos de uma planilha em MS-Excel

O comando de entrada para acesso a0 Programa Computacional Teste de Mardia em
ambiente Matlab ¢: (digite: testemardia) e 0 programa respondera como Saida uma caixa de

dialogo onde informa-se 0 nimero desejado de variaveis conforme figuraK.9.

<) Teste de Mardia Ej|§|®

Com guartas variaveis dessja fazer o teste de Mardia:

| ox || cance ]

Figura K.9 Caixa de dialogo com a escolha do numero de variaveis
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A utilizagdo deste programa computacional exige do usuario apenas a entrada correta
de dados que consiste em transferir os dados (val ores das caracteristicas da qualidade) de uma
planilha do MS-Excel para o ambiente Matlab e apos realizado a operagdo salvar arquivo;
informar na caixa de dialogo o numero de variaveis (caracteristicas da qualidade) conforme a

figuraK.9.

Resultados (de saida) gerados apos a execugdo do programa para os dados do processo XYD:

>> testemardia

*xxxx ANALISE DESCRITIVA DE DADOS MULTIVARIADQOS:* *****
UNVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA

Custodio da Cunha Alves custodio.alves@univille.br

*x*% RESULTADOS PARA 3 VARIAVEIS ****

A matriz de Covarianciamc €
mc= 1.0e-003*
0.300931182795699 -0.128500000000017 -0.020347311827910

-0.128500000000017 0.196600000000008 0.028766666666629
-0.020347311827910 0.028766666666629 0.008292473118270

A matriz de Inversa de Covarianciaimc €

imc= 1.0e+005 *

0.046219804785464 0.027650759844724 0.017489184106398
0.027650759844724 0.119838996826610 -0.347875694185799
0.017489184106398 -0.347875694185799 2.455610253813275

A matriz de Correlacao mcorre €

mcorre =

1.000000000000001 -0.528296550359601 -0.407315942237409
-0.528296550359601 1.000000000000000 0.712452226575601
-0.407315942237409 0.712452226575601 1.000000000000000
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O Valor de beta (1,3) e 65.6157
O Valor do coeficiente de assimetria, k(1): 339.0146
O Valor de beta (2,3) e: 13.6953

O Valor do coeficiente de curtose, k(2): -3.6922

FIM!! Se desgja parar tecle q:



APENDICE L - Cédigo Computacional dos Programas em Ambiente Matlab

L.1 Programa Computacional 1

function calculodeARL
% Este programa calcula os fatores (raizes e pesos) de quadratura
%e aplica o Metodo da Equacao Integral e Quadratura Gaussiana para
aproximar

%as propriedades estatisticas (ARL, k, h) do grafico de controle MCUSUM

format long ;

% INFORMACOES

disp (sprintf ('\n****** METODO DA EQUACAO INTEGRAL PARA O CALCULO DE
ARL:**************** V))

disp (sprintf ('\n QUADRATURA GAUSSIANA '))

disp(sprintf ('\n GRAFICO DE CONTROLE MULTIVARIADO DE SOMA ACUMULADA
(MCUSUM) "))

disp (sprintf ('\n UNVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA'))

disp(sprintf ('\n Custodio da Cunha Alves custodio.alves@univille.br\n'))

%******‘k* QUADRATURA GAUSSIANA kkhkkhkkhkkhkkhkKhkkhkkhkkhkkkKxk
%$Adaptacao dos Autores
$http://numericalmethods.eng.usf.edu/contact.html

x values = zeros(n,n) ;
c values = zeros(n,n) ;
i=1 ;

x values (i, 1) 0.0 ;

c values(i,1l) = 2.0 ;

for i=2:n
for ii=1:1
x values (i,ii) = x(ii) ;
c values(i,ii) = A(ii) ;
end
end

%Se deseja mostrar os pontos de quadratura gauss e pesos

$if (((2*1)==nnl) && ((cont == 1) | (cont==2 && valor(l) ==
0)))

oe

disp(sprintf ('"RAIZES E PESOS DA QUADRATURA '))
disp (sprintf ('\n \n RAIZES DA QUADRATURA '))
for ci=1:n
disp (sprintf ('
x%1=%1.16f"',ci,x values(n,ci)))
end
disp (sprintf ('\n \n PESOS DA QUADRATURA '))
for cii=l:n
disp (sprintf ('
c%i=%1.16f"',cii,c_values(n,cii)))
% end

oo oo

oe

o° o o

oe
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Kk kK ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

approx = approx + c_values(n,i)*f(xv(i))

end

approx = approx + c¢ values(n,n)*f(xv(n))

approx (b-a)/2 * approx ;

exact = quad(f,a,b) ;

¥ xxk Kk xxkkx APRESENTACAO DOS RESULTADOS * %%k k%% 4k kx4 %

o

exact = quad(f,a,b) ;
integral = approx;
end $roots
FrA*&k*xx CALCULO DA FUNCAO DO ARL FINAL

integrall = integral;

F = 0;

if (ARLO == 200 && v == )
F = pa200_2(4);
ARL = F + integrall;

disp(sprintf('\n %1.4f $1.15f
',valor (cont), h, approx, ARL ) )

end

if (ARLO == 500 && v == 2)
F = pa500_2(4);
ARL = F + integrall;

disp(sprintf('\n %1.4f $1.15f
',valor (cont), h, approx, ARL ) )
end
if (ARLO == 1000 && v == 2)
F = pal000_2(4);
ARL = F + integrall;
disp(sprintf('\n %1.4f %1.15f
',valor (cont), h, approx, ARL ) )

end

if (ARLO == 200 && v == 3)
F = pa200 3(4);
ARL = F + integrall;

disp(sprintf('\n %$1.4f $1.15f
',valor (cont), h, approx, ARL ) )
end
if (ARLO == 500 && v == )
F = pa500 3(4);

o\
iy

o\°
iy

o\
iy

o\©
—

% Comando necessario para comparar com um valor exato

.15f

.15f

.15f

.15f

’

’

o\
iy

o\
iy

o\
iy

o\©
=

.15f

.15f

.15f

.15f
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ARL = F + integrall;
disp(sprintf('\n %1.4f $1.15f $1.15f $1.15f
',valor (cont), h, approx, ARL ) )
end
if (ARLO == 1000 && v == 3)
F = pal000_3(4);
ARL = F + integrall;
disp(sprintf('\n %1.4f %1.15f $1.15f $1.15f
',valor (cont), h, approx, ARL ) )
end
if (ARLO == 200 && v == )
F = pa200 _4(4);
ARL = F + integrall;
disp(sprintf('\n %1.4f %1.15f $1.15f $1.15f
',valor (cont), h, approx, ARL ) )
end
if (ARLO == 500 && v == )
F = pa500_4(4);
ARL = F + integrall;
disp(sprintf('\n %1.4f %1.15f $1.15f $1.15f
',valor (cont), h, approx, ARL ) )
end
if (ARLO == 1000 && v == 4)
F = pal000 _4(4);
ARL = F + integrall;
disp(sprintf('\n %1.4f $1.15f $1.15f $1.15f
',valor (cont), h, approx, ARL ) )
end
end % ARL PARA K E D DIFERENTE DE O
end %contador %$for para os varios d e k
%********** PARAR * Kk ok k ok ok ok k ok k ok
parar = input ('\n \n \n FIM!! Se deseja parar tecle g: ','s'):;
if parar == 'q'
break;

end %parar
end Swhile (1)
end

function [p,dp] = legendre(t,n)
p0=1.0;
pl=t;
for k=1:n-1
p=((2*k+1) *t*pl-k*p0) / (k+1) ;
pO=pl;
pl=p;
end
dp=n* (p0-t*pl)/ (1-t"2);
end
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L.2 Programa Computacional 2

function metodosecante
% Este programa usa um metodo interativo (Metodo Secante)
%para aproximar o intervalo de decisao h (limite superior)
%$do grafico de controle MCUSUM.

%Adaptado de:

$KIUSALAAS, Jann. Numerical Methods in Engineering with

SMATLAB. Cambridge University Press, 2005.

disp (sprintf ("\n\n****** METODO DA SECANTE : ** % %% % k%% % % % & % "))
disp(sprintf ('\n Intervalo de Decisao h (Limite Superior de Controle) '))
disp (sprintf ('\n Grafico de Controle MCUSUM '))

disp (sprintf ('\n UNVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA'))

(

disp(sprintf ('\n Custodio da Cunha Alves custodio.alves@univille.br \n'))
format long

while (1)

prompt={'Escolha o numero de variaveis (entre 2 e 4):',...

'Escolha o valor de ARLo (200, 500 ou 1000):',...
'Escolha o valor de ARL:', ...

'Digite o limite inferior do intervalo:',...
'Digite o limite superior do intervalo::',...
'Numero maximo de interacoes:'};

$NOME DA CAIXA DE DIALOGO
name='"'METODO DA SECANTE';

$numero de linhas visiveis para entrada
numlines=1;

%resposta padrao
defaultanswer={'2"','200','0','0',"'10"','1000"};
% cria caixa de dialogo
answer=inputdlg (prompt, name, numlines,defaultanswer);

v = str2num ( answer{l} );

ARLO = str2num ( answer{2} );

ARL = str2num ( answer{3} );

x0 = str2num ( answer{4} );

x1l = str2num ( answer{5} );
maxintera = str2num ( answer{6} );
$tolerancia = str2num ( answer{7} );
tolerancia = 1le-8;

&K Kk k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

disp (sprintf ('\n interacoes ARL (h) h ') )
itera = 0;
if ( (v ~=2) & (v ~=3) & (v ~=4) );

helpdlg ('Voce escolheu o numero de variaveis diferente de 2, 3 e 4. O
programa escolheu o numero de variaveis igual a 2.');
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v=2;
end
if ARL == 0;
helpdlg ('Escolha um valor de ARL diferente de zero. Reinicie o programa
e desconsidere o resultado');
break;
end

if ARL ~= 0;
while (itera<maxintera) & (abs (funcao(xl,ARLO,ARL,Vv))>tolerancia)

if ( (ARLO ~= 200) & (ARLO ~= 500) & (ARLO ~= 1000) );
helpdlg ('Voce escolheu um valor de ARLo diferente de 200, 500 ou
1000. O programa escolheu ARLo = 200.");
ARLO0=200;
break;
end

itera = itera + 1 ;

f0 = funcao (x0,ARLO,ARL, V) ;

fl

funcao (x1,ARLO, ARL, V) ;

x2 = x0-f0* (x1-x0)/(£f1-£0) ;

x0 = x1;

x1l = x2;

disp (sprintf ('\n $1.0f %.6f %.15f ',
itera, abs(f0), x0 ) )
end
if itera==maxintera

disp (' Nenhuma raiz encontrada')
else

disp (sprintf ("\n\n\n"'"))

disp(['O valor da Raiz (h) e: ' num2str(x1,10) ', encontrada com: '
num2str (itera) ' iteracoes.'])
end
%********** PARAR *khkkkhkkhkkKkKk Kk kK
parar = input('\n \n \n FIM!! Se deseja parar tecle g: ','s'):;
if parar == 'q'

break;
end %parar
end

end Swhile
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L.3 Programa Computacional 3

function analiseestatistica
% Este programa calcula a matriz de covariancia e sua inversa,
%a matriz decorrelacao e os coeficientes de assimetria e curtose fornecidos

$por Mardia (1974) para testar a normalidade para tres variaveis

disp (sprintf ('\n\n****** ANALISE ESTATISTICA DE DADOS
MULTIVARIADOS:**************** ‘))

disp(sprintf ('\n UNVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA'))

disp(sprintf ('\n Custodio da Cunha Alves custodio.alves@univille.br \n'))

format long

%*********** CAIXAS khkkkhkkhkAkKrkhkhkhkkhkkKhK

while (1)

$notice this is a cell array!

prompt={'Com quantas variaveis deseja fazer o teste de Mardia:',...

'Digite o elemento all (coeficiente de perda) da matriz ',...

'Digite o elemento al2 (21) (coeficiente de perda) da matriz ',...

'Digite o elemento a22 (coeficiente de perda) da matriz ', ...

'Digite o primeiro valor nominal da caracteristica de qualidade
(T1) "', ...

'Digite o primeiro valor nominal da caracteristica de qualidade
(T2) ', ...

'Digite o valor minimo de caracteristica de qualidade para visualizacao
grafica', ...

'Digite o valor maximo de caracteristica de qualidade para visualizacao
grafica', ...

'Digite o valor minimo de caracteristica de qualidade para visualizacao
grafica', ...

'Digite o valor maximo de caracteristica de qualidade para visualizacao
grafica'};

$NOME DA CAIXA DE DIALOGO
name="ANALISE ESTATISTICA MULTIVARIADA';

$numero de linhas visiveis para entrada
numlines=1;

$resposta padrao
defaultanswer={'2"','3','0.5",'2','8','20','7"','10"','18"','21"'};
% cria caixa de dialogo
answer=inputdlg (prompt, name, numlines,defaultanswer) ;

p = str2num ( answer{l} );
k1l = str2num ( answer{2} )
k12 = str2num answer{3} )
k22 = str2num answer{4} );
cll = str2num answer{5} )
cl2 = str2num answer{6} )
Lyla = str2num answer{7}

(
(
(
(

( )
Lylb = str2num ( answer{8} );
Ly2a = str2num ( answer{9} );
Ly2b = str2num ( answer{10} );
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GrI ALk kxkkxkkrxxk*x DADOS REATS **x**xkkrkkhxkkhx

dados = xlsread('dados');

m=dados (:,1);
n=dados (:,2);
if p==
o=dados (:,3);
mediao=mean (0) ;
end

gm=m'; n=n'; o=0';
N=length (n) ;
mediam=mean (m) ;
median=mean (n) ;

media=[mediam, median, mediao];
mc=[m,n,o];

end

if p==
media=[mediam, median];
mc=[m,n];

end

GFxxAxxxA Matriz de Covariancia
disp (sprintf ('\n**** RESULTADOS PARA %i VARIAVEIS',p))

for i=1:N
for j=1l:p
d(i,Jj)= mc(i,j) - media(j);
end
end

dt=d';
disp(sprintf('\n A matriz de Covariancia mc e: '))
mc= (1/(N-1))*(dt * d)

disp(sprintf ('\n A matriz de Inversa de Covariancia imc e:

imc= inv (mc)

FrHxHkxx*k%x Matriz de Correlacao
for i=1:N
for j=1:p
dd(i,3)= d(i,3j) / sqrt(mc(3,]));
end
end

ddt=dd';

disp(sprintf('\n A matriz de Correlacao mcorre e: '))
mcorre= (ddt * dd)/(N-1)

imc= inv(mc) ;

gxx*x*x**Teste da Assimetria **x**

for i=1:N
for j=1:N
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r(i,j)=d(i,:)*imc*dt(:,3);
end
end
rN=length(r(1l,:));

for i=1:rN
for j=1:rN
r3(i,3)=r(i,3)"3;
end
end

kr=sum(r3) ;

betal=sum(kr)/16;

k1=N*betal/6.0;

grau=p* (p+1) * (p+2) /6;

disp (sprintf ('\n O Valor de beta(l,%i) e: $1.4f ', p, betal ));

disp (sprintf ('\n O Valor do coeficiente de assimetria, k(1): $1.4f ', k1l

))
rRrxFAxx*Tegte da Curtose ***x*

diagr=diag(r) ;
rN=length (diagr) ;

for i=1:rN
r2 (i)=diagr (i) "2;
end

beta2=sum(r2) /rN;

k2=(beta2-p* (p+2))/ (sqrt (8*p* (p+2)) /N) ;

disp (sprintf ('\n O Valor de beta(2,%i) e: %1.4f ', p, beta2 ));

disp (sprintf ('\n O Valor do coeficiente de curtose, k(2): %1.4f ', k2 ));

GEk Kk Kk ok kk ok kk ok ok kkkx

if p==
syms yl y2
A=[cll, cl12];
At=A";
B=[yl, y21;
Bt=[yl; y21;
C=B-A;
Ct=Bt-At;

K=[k11l, k12; k12, k22];
d2 yl y2= (kll1*((yl-A(1,1))"2))+(k22*(y2-A(1,2))"2)+(2* (k12*( (yl-
A(1,1))*(y2-A(1,2)))));

disp(sprintf ('\n O valor da Funcao perda de
Taguchi (Multivariada):"'));
R=expand (d2_yl y2)

disp (sprintf ('\n A Distancia de (d) Mahalanobis:'));
d yl y2=sqrt( C*imc*Ct )
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$re= subs (R, yl, 7.204);
$ret =subs(re, y2, 19.9);

ezsurf (R, [Lyla,Lylb], [Ly2a,Ly2b])

end
%********** PARAR * Kk ok k ok ok ok k ok k ok
parar = input ('\n \n \n FIM!! Se deseja parar tecle g: ','s'");
if parar == 'q'
break;

end %parar

end %while
%ezplot (re)
Squiver3 (R)



ANEXO A - Dados do processo furagido de acabamento do furo 1 para as caracteristicas

da qualidade X;, Y; e D12 ( medidas em mm )

Desvio de cada observagido em relagdo ao valor nominal das caracteristica de qualidade

Observagao 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X1 0,019 0,010 0,007 0,009 0,020 0,018 0,019 0,019 0,019 0,024
Y. 0,000 0,007 -0,009 -0,017 -0,001 -0,003 0,006 -0,006 -0,007 -0,009
D,, 0,004 0,004 0,003 0,001 0,000 0,003 0,004 0,001 0,002 0,000
Observagao 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20
X1 0,030 -0,023 0,014 0,014 0,040 0,042 -0,002 0,033 0,022 0,019
Y. 0,004 0,008 0,016 0,008 -0,004 0,002 0,009 0,020 -0,005 0,015
D, 0,007 0,003 0,005 0,003 0,000 0,007 0,004 0,004 -0,002 0,006
Observagio 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
X1 0,002 0,010 -0,008 -0,004 0,004 0,040 -0,006 -0,032 0,026 -0,007
Y. 0,031 0,010 0,027 0,019 0,020 -0,005 0,025 0,025 0,002 0,041
D, 0,009 0,001 0,006 0,004 0,005 0,003 0,003 0,010 0,000 0,009
Observagio 31 Xi (Posicional do furo 1 em relacio a coordenada X))
X, 0,002 Y: (Posicional do furo 1 em relacido a coordenada Y )
Y, 0,002 D2 ( Distancia entre os centros dos furos 1 e2)
Dy, 0,005 =

Valor daobservagdo individual das caracteristicas da qualidade

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Xy 5,019 5,010 5,009 5,020 5,018 5,019 5,019 5,019 5,024

Y, 103,250 103,257 103,241 103,233 103,239 103,247 103,256 103,244 103,243 103,241

Dy, 194,274 194,274 194,273 194,271 194,270 194273 194274 194271 194,272 194,270
Observagao 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Xy 5,030 4,977 5,014 5,014 5,040 5,042 4,998 5,033 5,022 5,019

Y, 103,254 103,258 103,266 103,258 103,246 103,252 103,259 103,270 103,245 103,265

D1, 194,277 194,273 194,275 194,273 194,270 194,277 194274 194274 194,260 194,276
Observagao 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Xy 5,002 5,010 4,992 4,996 5,004 5,040 4,994 4,968 5,026 4,993

Y, 103,281 103,260 103,277 103,269 103,270 103,245 103,275 103,275 103,252

Dy, 194,279 194,271 194,276 194,274 194,275 194273 194273 194280 194,270 194,279
Observagio 31 X; ( Posicional do furo 1 em relacao a coordenada X))

Xy 5,002 Y: (Posicional do furo 1 em relacio a coordenada Y )

Y, 103,248 D, ( Distancia entre os centros dos furos 1 e 2)

Dy 194,275 —

Adapatado de: Soares (2006) pag. 107



ANEXO B - Parametros Otimos do Grafico MCUSUM via Método Cadeias de Markov

Tabela 1 O parametro 6timo do grafico, k para projetar o MCUSUM e os correspondentes
limites de controle, h com 0 ARL minimo (ARLpy,.) para p=2, ARL sob controle (ARL,) de
200, 500 e 1000, e varios tamanhos (amplitude) de mudanca, S .

5 k ARLp 100 200 370 500 1000
0.1 0.05 H 11.566 15.668 20.124 22 587 28.018
ARLmin 80.32 136.47 204.83 245.28 351.76
0.2 0.1 H 10.035 13.054 16.088 17.673 21.505
ARLin 54.00 79.12 105.51 119.67 154.24
0.3 0.15 H 8.836 11.17 13.408 14.544 17.218
ARLmin 37.38 51.11 64.50 71.44 87.96
0.4 0.2 H 7.878 9.755 11.506 12.380 14.411
ARLin 27.43 35.86 43.91 47.08 57.45
0.5 0.25 H 7.008 8.656 10.083 10.789 12.418
ART . 21.08 26.75 32.02 34.68 40.80
0.6 0.3 H 6.451 7776 8.075 9.565 10.921
ARLmin 16.77 20.82 24.56 26.41 30.67
0.7 0.35 H 5.005 7.054 8.085 8.501 9.75
ARLmin 13.70 16.75 19.51 20.86 24.00
0.8 0.4 H 5.437 6.449 7.353 7.794 8.806
ARLpin 11.41 13.78 15.92 16.97 19.36
0.9 0.45 H 5.032 5.035 6.738 7.129 8.025
ART 5 a.71 11.57 13.27 14.08 16.00
1.0 0.5 H 4.678 5.491 6.213 6.564 7.368
AR 8.35 9.90 11.25 11.93 13.46
1.1 0.55 H 4.364 5.104 5.759 6.078 6.807
ARLpmin 7.28 8.55 9.69 10.24 11.51
1.2 0.6 H 4.085 4.763 5.362 5.654 6.320
ARLpin 6.41 7.49 8.44 8.01 0.08
1.3 0.65 H 3.835 4.460 5.012 5.280 5.803
ARLmin 5.70 6.61 7.43 7.83 8.73
1.4 0.7 H 3.608 4.188 4.700 4.048 5.516
AR 5.11 5.90 6.60 6.04 772
1.5 0.75 H 3.403 3.044 4.420 4.651 5.180
ARLmin 4.61 5.30 5.90 6.20 6.88
1.6 0.8 H 3.216 3.722 4.167 4.384 4.879
ARLpin 4.20 4.80 5.33 5.58 6.18
e 0.85 H 3.044 3.519 3.038 4.141 4.606
ARLin 3.83 4.36 4.84 5.07 5.50
1.8 0.9 H 2.887 3.334 3.729 3.921 4.350
ARLmin 3.52 3.99 4.41 4.62 5.00
1.9 0.95 H 2.741 3.165 3.537 3.719 4.133
ARLpmin 3.24 3.67 4.05 4.24 4.65
2.0 1.0 H 2.607 3.008 3.361 3.533 3.026
ARLmin 3.01 3.39 3.73 3.00 4.28

Adaptado de: Lee e Khoo (2006) pag. 485



ANEXO C - Parametros Otimos do Grafico MCUSUM via Método Cadeias de Markov

Tabela 2 O pardmetro 6timo do grafico, k para projetar o MCUSUM e os correspondentes
limites de controle, h com 0 ARL minimo (ARLpy,.) para p=3, ARL sob controle (ARL,) de
200, 500 e 1000, e varios tamanhos (amplitude) de mudanca, S .

§ k ARLg 100 200 70 500 1000

0.1 0.05 H 14.444 10.562 25.134 28.213 36.111
ARLmin 83.34 144.71 222.49 268.30 303.02

0.2 0.1 H 12.614 16.386 20.155 22.111 26.704
ARLuin 58.46 87.61 118.50 135.06 175.53

0.3 0.15 H 11.146 14.040 16.784 18.161 21.363
ARLin 41.58 57.66 73.32 81.34 100.34

0.4 0.2 H 0.056 12.261 14.378 15.422 17.816
AR 30.84 40.73 50.02 54.7¢ 65.54

0.5 0.25 H 8.979 10.873 12.578 13.411 15.300
ARLin 23.83 30.45 36.54 39.53 46.42

0.6 0.3 H 8.165 9.761 11.180 11.860 13.434
ARLmin 19.00 23.71 27.06 30.03 34.86

0.7 0.35 H 7.477 8.840 10.060 10.646 11.974
ARL i, 15.53 10.03 22.18 23.79 27.21

0.8 0.4 H 6.887 8.087 9.140 9.649 10.800
ARL i 12.94 15.66 18.07 19.22 21.80

0.9 0.45 H 6.377 7.440 8.370 8.818 0.833
ARz 11.00 13.13 15.03 15.97 18.05

1.0 0.5 H 5.930 6.883 7.714 8.115 9.022
ARLin 0.46 11.20 12.73 13.47 15.16

1.1 0.55 H 5.534 6.307 7.148 7.510 8.320
ARLuin 8.24 9.67 10.94 11.55 12.94

1.2 0.6 H 5.183 5.970 6.654 6.084 7.730
ARLin 7.26 8.46 9.51 10.03 11.19

1.3 0.65 H 4.867 5.500 6.218 6.521 7.206
ARLmin 6.45 7.47 8.37 8.80 9.70

1.4 0.7 H 4.582 5.250 5.830 6.110 743
ARTin 5.78 6.66 7.42 7.80 8.64

1.5 0.75 H 4.324 4.944 5.483 5.743 6.331
ARLin 5.21 5.08 6.64 6.06 7.70

1.6 0.8 H 4.088 4.667 5.170 5.412 5.061
ARL i, 4.73 5.40 5.98 5.27 6.91

1.7 0.85 H 3.871 4.414 4.885 5.113 5.627
AT 4.31 4.90 5.42 5.67 6.24

1.8 0.9 H 3.672 4.183 4.626 4.840 5.325
ARLmin 3.95 4.48 4.94 5.16 5.67

1.9 0.95 H 3.489 3.971 4.380 4.501 5.048
AL 3.82 4.32 4.76 4.97 5.46

2.0 1.0 H 3.319 3.775 4.171 4.362 4.795
ARLmin 3.37 3.79 4.16 4.34 4.75
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ANEXO D - Parametros Otimos do Grafico MCUSUM via Método Cadeias de Markov

Tabela 3 O pardmetro 6timo do grafico, k para projetar o MCUSUM e os correspondentes
limites de controle, h com 0 ARL minimo (ARLpy,.) para p=4, ARL sob controle (ARL,) de
200, 500 e 1000, e varios tamanhos (amplitude) de mudanga, S .

) k ARLp 100 200 370 500 1000

0.1 0.05 H 16.930 22.956 20.541 33.188 42.549
ARLmin 85.45 150.16 234.32 285.13 426.10

0.2 0.1 H 14.887 10.355 23.818 26.127 31.620
ARLia 62.11 04.44 120.47 148.25 194.00

0.3 0.15 H 13.210 16.633 10.858 21.466 25.167
ARLpmin 45.04 63.20 80.09 00.03 111.45

0.4 0.2 H 11.831 14.542 17.008 18.213 20.947
AR 33.80 45.00 55.51 60.81 72.81

0.5 0.25 H 10.688 12.901 14.870 15.822 17.969
ARLmpin 26.27 33.77 40.62 43.99 51.59

0.6 0.3 H 9.730 11.583 13.208 13.000 15.747
ARLmin 21.03 26.34 31.00 33.42 38.60

0.7 0.35 H 8.017 10.501 11.878 12.539 14.021
ARLpyin 17.21 21.15 24.65 26.34 30.15

0.8 0.4 H 8.220 0.507 10.788 11.358 12.637
ARLpin 14.41 17.41 20.06 21.33 24.25

0.0 0.45 H 7.615 8.830 9.876 10.377 11.500
ARTin 12.22 14.61 16.69 17.70 19.97

1.0 0.5 H 7.086 8.169 9.101 9.547 10.547
ARLpmin 10.52 12.45 14.14 14.94 16.76

1.1 0.55 H 6.618 7.504 8.434 8.835 0.735
AR ia 9.18 10.75 12.13 12.79 14.31

15 0.6 H 6.201 7.080 7.851 8.215 0.034
ARLpmin 8.08 9.40 10.54 11.10 12.34

1.3 0.65 H 5.827 6.640 7.338 7.672 8.421
ARLmin 7.17 8.30 9.27 9.74 10.79

1.4 0.7 H 5.490 6.239 6.882 7.180 7.881
ARTiiin 6.42 7.38 8.22 8.62 9.53

1.5 0.75 H 5.184 5.878 6.474 6.759 7.400
AREi0 5.79 6.62 7.34 7.60 8.48

1.6 0.8 H 4.904 5.551 6.106 6.371 6.060
ARLpyin 5.25 5.08 6.61 6.91 7.60

1.7 0.85 H 4.648 5.253 72 6.020 6.580
AR 4.79 5.43 5.99 6.25 6.86

1.8 0.9 H 4.413 4.980 5.468 5.701 6.227
ARLmin 4.38 4.96 5.45 5.60 6.23

1.9 0.95 H 4.195 4.730 5.180 5.400 5.005
ARLppin 4.03 4.55 4.99 5.20 5.60

2.0 1.0 H 3.004 4.499 4.933 5.141 5.610
ARLmin 3.73 4.10 4.59 4.78 5.21
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