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Resumo

BLEYER, Ismael Rodrigo.Funcionais de Tikhonov e Penalizaç̃ao com dist̂ancias de Breg-
man. 2008. 123 páginas. Dissertação (Mestrado em Matemática) - Programa de Pós-Graduação
em Matemática e Computação Cientı́fica, Universidade Federal de Santa Catarina - UFSC, Flo-
rianópolis, 2008.

Orientador: Prof. Dr. Antônio Carlos Gardel Leitão
Defesa: 17/12/2008

Uma técnica de regularização que vem ganhando destaque na comunidade de problemas
inversos é a regularização de Tikhonov com termo de penalização dado pela seminorma de
variação limitada. Esse método de regularização busca aproximar a solução “exata” do pro-
blema por funções emBV, um espaço de Banach.

O método de Tikhonov é largamente utilizado para problemas inversos formulados em
espaços de Hilbert, situação para qual vários resultados teóricos são conhecidos. Esse método
de regularização tem como caracterı́stica fornecer soluções suaves, o que se torna uma desvan-
tagem em certas aplicações em processamento de imagens, quando a imagem a ser reconstruı́da
apresenta grandes gradientes ou quando é descontı́nua.

Neste trabalho apresentamos um método tipo Tikhonov que visa obter soluções de pro-
blemas inversos mal-postos num contexto mais geral. Com essa generalização procuramos
resultados teóricos para o tratamento de uma equação mal-posta em que o operador envolvido
é definido entre espaços de Banach, além de utilizar uma penalização não diferenciável. Dessa
maneira, o método investigado corresponde a uma generalização da teoria clássica de Tikhonov,
a qual pode ser utilizada no espaço de funções de variaç˜ao limitada.

Após introduzirmos as condições necessárias para garantir a existência de uma solução
para o problema regularizado, damos inı́cio ao estudo da qualidade das soluções obtidas por
esse método. Exibimos resultados de estabilidade e taxas de convergência entre uma solução
regularizada e uma solução “exata” do problema inverso. Tal análise de convergência é obtida
com base na distância de Bregman. Operadores lineares e não lineares são considerados. Para
problemas não lineares, investigamos também um método de Tikhonov iterado.

Palavras-chave: regularização de Tikhonov, distâncias de Bregman, penalização com
variação limitada.



Abstract

BLEYER, Ismael Rodrigo.Funcionais de Tikhonov e Penalizaç̃ao com dist̂ancias de Breg-
man. 2008. 123 páginas. Dissertação (Mestrado em Matemática) - Programa de Pós-Graduação
em Matemática e Computação Cientı́fica, Universidade Federal de Santa Catarina - UFSC, Flo-
rianópolis, 2008.
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Defesa: 17/12/2008

In the last few years a regularization technique became popular in the inverse problems
community, namely the Tikhonov regularization with a penalization function given by the boun-
ded variation seminorm. This regularization method provides approximate solutions in BV to
the “exact” solution of the inverse problem.

The Tikhonov method is widely used to approximate solutionsof inverse problems modeled
by operator equations in Hilbert spaces, and there are many theoretical results concerning this
situation. A characteristic of this regularization approach is to provide smooth approximations.
This however, can be a disadvantage in some applications, e.g., in image processing, where one
has to recover images with sharp edges or the nonsmooth images.

In this work we investigate a Tikhonov type method formulated in a more general context.
The approach investigated here allows the generalization of classical theoretical results to the
context of ill-posed equations where the operator is definedbetween Banach spaces. Moreover,
non-differentiable penalty functions are used and regularized solutions are found in the space
of functions of bounded variation.

Existence of solutions of the regularized problem can be guaranteed. Moreover, using
source conditions, we provide quantitative estimates to the regularization error in the parame-
ter space. Stability and convergence results are derived, and are based on the use of Bregman
distances to estimate the errors. Both linear and nonlinearproblems are considered. In the
nonlinear case we also investigate an iterated Tikhonov method.

Key words: Tikhonov regularization, Bregman distances, penalization with total variation.
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1 Introdução

Neste trabalho estudamos métodos tipo Tikhonov, uma técnica importante para obtermos

soluções estáveis para problemas inversos. A análise de tais métodos generaliza resultados

conhecidos da teoria clássica. São investigados resultados publicados recentemente que exibem

taxas de convergência e estabilidade entre uma solução aproximada por esse método e uma

solução “exata” do problema. Tais resultados são obtidos utilizando a distância de Bregman

induzida por um funcional convexo. A teoria é desenvolvidapara operadores lineares e não

lineares, em especial apresentamos um método iterativo para o caso não linear.

Neste capı́tulo fazemos uma breve introdução sobre problemas inversos e sua relação com

problemas mal-postos. Em seguida apresentamos uma técnica usada para resolver problemas in-

versos: os métodos de regularização. Em especial voltamos nossa atenção ao método clássico de

Tikhonov, exibindo de forma resumida os principais resultados da teoria clássica para equações

regidas por operadores tanto lineares quanto não linearesdefinidos entre espaços de Hilbert. Na

sequência exploramos a idéia que motivou o estudo e elaboração deste trabalho. A distribuição

do conteúdo desta dissertação é exposta na última seção deste capı́tulo.

1.1 Problemas inversos

A área de problemas inversos tem sido um dos ramos na matemática aplicada com o maior

crescimento nas últimas décadas. Tal fato deve-se ao grande número de aplicações extraı́das do

mundo real, na ciência e tecnologia.

Além dos exemplos de problemas inversos encontrados em [TG87] e [Ram05], destaca-

mos os problemas de restauração de imagens [RS02, OBG+05], eletrocardiograma [JXS+08],

tomografia por impedância [LRH+05], exploração geofı́sica de depósitos de petróleo [Pen97,

ORL08] e identificação biométrica [YSSP05], devido sua importância cientı́fica, econômica,

social e inclusive polı́tica.

Antes de mais nada, precisamos definir o que é umproblema inverso. Uma das definições
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mais difundidas foi dada em [EHN00], segundo os autores “ resolver um problema inverso é

determinarcausasdesconhecidas a partir deefeitosdesejados ou observados”.

Por outro lado, definimos umproblema diretoaquele em que são conhecidas precisamente

as causas e buscamos determinar seus efeitos.

Do ponto de vista teórico modelamos um problema inverso através de uma equação de

operadores

F(u) = y , (1.1)

em que o operadorF : U → H pode ser linear ou não linear, dependendo da natureza do pro-

blema original,y∈ H é o dado observado eu ∈ U é a “causa” a ser determinada. Em nosso

contexto visamos trabalhar comU eH espaços de Banach. Na teoria clássica de regularização

de Tikhonov é comum considerar operadores em que ambos os espaçosU e H são Hilbert.

No entanto, já são conhecidos inúmeros resultados nessecontexto, como pode ser visto em

[Mor84, Gro84, Gro93, Kir96, EHN00].

Convém observarmos que a modelagem de problemas inversos lineares freqüentemente

resulta em equações integrais de primeira espécie. A maioria dos problemas estudados na co-

munidade induz modelos matemáticos mal-postos. A definiçãomal-postosurgiu no inı́cio do

século passado quando o matemático francês Jacques Salomon Hadamard estudava equações

diferenciais parciais; os resultados de seu estudo foram publicados em [Had02].

Dizemos que um problema do tipo (1.1) ébem-postose as três propriedades são satisfeitas:

(P1) Exist̂encia: para caday∈ H existe (pelo menos um)u∈U tal queF(u) = y ;

(P2) Unicidade: para caday∈ H existe no máximo umu∈U tal queF(u) = y ;

(P3) Estabilidade: a soluçãou depende continuamente dos dadosy, isto é, para toda seqüência

(uk) ⊂U comF(uk) → F(u) quandok→ ∞, vale queuk → u quandok→ ∞.

Desse modo um problema é ditomal-postose pelo menos uma das condições acima não é

satisfeita, conforme [Kir96].

Em geral as medições e observações feitas para determinado problema são imprecisas e

os dados inseridos emy vêm contaminados com ruı́dos ou erros experimentais. Muitas vezes

tais erros surgem na própria modelagem matemática. Sendoassim, dispomos somente de uma

aproximaçãoyδ ao invés do dado exatoy. Visto isso, ao invés de resolvermos a Equação (1.1)

voltamos nossa atenção para o problema

F(u) = yδ . (1.2)
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Ao trabalharmos com dados exatos ou com suas aproximações, até mesmo aquelas obtidas

quando resolvemos o problema numericamente, o conceito de problema mal-posto deve ser

visto com cautela. Segundo [EHN00] tecemos comentários para as propriedades (P1), (P2) e

(P3).

A violação daexist̂enciade solução é uma condição importante quando os dados s˜ao exatos.

Geralmente podemos relaxar a noção de solução ou aumentar o espaço solução para contornar

tal dificuldade.

A violação do segundo item -unicidade, é um pouco mais séria, pois a existência de várias

soluções nos leva a decidir dentre elas qual é a mais viável. Em certos problemas basta to-

mar como solução a de menor norma, mas isto não se aplica a todos. Do contrário devemos

adicionar condições ao problema original e com isso obtera unicidade, a saber, escolhemos

uma das soluções do problema original que também satisfaça as novas propriedades. Mesmo

em aplicações em que esse item é satisfeito, quando resolvemos numericamente geralmente a

unicidade é violada por causa da discretização.

Quanto ao terceiro item, o mais importante deles, a falta deestabilidadetorna o problema

extremamente sensı́vel a presença de ruı́dos nos dados, demodo que pequenas perturbações nos

levam a uma grande variação na solução. A tentativa de buscar uma solução numérica para um

problema cuja a solução não dependa continuamente dos dados, a primeira vista, nos parece

inviável e até mesmo impossı́vel. Uma maneira de amenizarmos tal dificuldade é através de

métodos de regularização.

Por fim, enfatizamos que o requerimento (P3) depende da topologia dos espaços envolvidos,

a saber, se o operador inverso é contı́nuo. Diferente das questões de existência e unicidade, as

quais dependem unicamente da natureza algébrica dos espac¸os e do operador. Em suma, a

definição bem-posto depende da tripla(U,H ,F) e suas normas, conforme [Kir96].

1.2 Método de regularizaç̃ao

A solução de um problema inverso modelado pela Equação (1.1) consiste em determinaru

mediante o conhecimento dey. Em outras palavras, o problema consiste na inversão do operador

F. No contexto linear, uma vez conhecido o operador pseudo-inverso1 F† : H ⊃ D(F†) →U,

pensamos em resolver o problema da seguinte forma

u = F†(y) .

1Esse operador também é conhecido com a inversa generalizada de Moore-Penrose, veja [GL96].
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No entanto essa tentativa é inútil quando o dadoy não pertence ao domı́nio de definição do

operador pseudo-inverso. Mesmo que exista tal operador eleainda pode ser ilimitado. Portanto,

devemos procurar outra ferramenta para encontrarmos uma solução para (1.1).

Os métodos de regularização aparecem justamente para remediar tal dificuldade. De modo

geral construı́mos uma famı́lia de operadoresRα : H → U limitados que dependem de um

parâmetroα > 0, conhecido comoparâmetro de regularizaç̃ao, que aproximem pontualmente

o operadorF†, ou seja,

lim
α→0

Rα(y) = F†(y) . (1.3)

Caso busquemos uma solução para a equação do tipo (1.2) é indispensável o conhecimento

de um limite para a perturbação dos dados, isto é,

∥

∥

∥
yδ −y

∥

∥

∥
≤ δ . (1.4)

Conhecido o nı́vel de ruı́doδ existem duas regras básicas para a escolha do parâmetro de

regularização. Na primeira dizemos que a escolha do parâmetro é feitaa priori, quando essa

escolha depende somente do nı́vel de ruı́doδ , a saber,α = α(δ ). Ao passo que na segunda

regra, feitaa posteriori, ainda há dependência do dadoyδ com ruı́do, isto é,α = α(δ ,yδ ). Do

ponto de vista prático essa escolha torna-se muito útil, uma vez que é calculado juntamente com

a solução aproximadauδ
α enquanto resolvemos o problema numericamente.

Sintetizando: um método de regularização aproxima a soluçãou de um problema mal-posto

por uma famı́lia de problemas bem-postosRα(yδ ), de modo queuδ
α → u quandoδ → 0, paraα

devidamente escolhido. Conforme [EHN00, p. 50] o erro no pior caso deve satisfazer

limsup
δ→0

{
∥

∥

∥
Rα(yδ )−F†(y)

∥

∥

∥

U
| yδ ∈H ,

∥

∥

∥
yδ −y

∥

∥

∥
≤ δ

}

= 0 . (1.5)

Não basta que o erro convirja para zero, essa convergênciadeve ser da mesma ordem do

nı́vel de ruı́do. Caso essa ordem de convergência seja satisfeita dizemos que a taxa de con-

vergência é́otima.

Para assegurar que um método produz taxas ótimas de convergência devemos assumir certas

condições, chamadascondições de fonte, e apenas com esse tipo de informação é possı́vel obter

taxas de convergência no domı́nio do operador.

Na literatura são apresentados métodos de regularizaç˜ao e métodos iterativos [TGSY95,

EHN00, Vog02, LB05]. Para cada tipo de operador temos uma abordagem especial e uma

cadeia de resultados. Por exemplo: para os operadores lineares, compactos e auto-adjuntos,
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uma referência é [Gro84]. Dentre os métodos apresentados nas referências acima,sem dúvida

nenhuma, o método de regularização de Tikhonov é o mais conhecido.

1.3 Regularizaç̃ao de Tikhonov

O professor Andrei Nikolaevich Tikhonov foi um grande matemático russo que trabalhou

no consagrado Instituto de Matemática Steklov da AcademiaRussa de ciências, onde passaram

outros ilustres matemáticos, como A. N. Krylov, S. L. Sobolev e A. A. Markov.

Tikhonov sugeriu uma formulação mais geral para resolverproblemas mal-postos no artigo

[Tik63] publicado em 1963. A partir desse trabalho a teoria de Tikhonov tem sido aplicada no

tratamento de problemas inversos.

Segundo o livro de [Kir96], para a Equação (1.1) comF um operador linear e limitado entre

espaços de Hilbert, o método de Tikhonov é apresentado como uma famı́lia de operadores{Rα}

da forma

Rα(y) = (F∗F +αI)−1F∗y , (1.6)

em queF∗ é o operador adjunto,I é o operador identidade eα é uma constante positiva devi-

damente escolhida. Essa formulação concorda com a teoriaapresentada na seção anterior.

O operadorF∗F é auto-adjunto, compacto e tem auto-valores não negativos. Para umα > 0

o operador(F∗F +αI) tem auto-valores estritamente positivos e por sua vez possui inversa

limitada. Assim, a equação de segundo tipo

(F∗F +αI)uα = F∗y (1.7)

é bem-posta.

Quando assumimos que o operadorF também é compacto podemos calcular o sistema sin-

gular2 e por sua vez a solução é obtida de maneira direta, definidapor um somatório envolvendo

esse sistema.

Outra formulação mais difundida para a regularização de Tikhonov é dada pela seguinte

interpretação variacional

uα = argmin{Jα (u) | u∈U} , (1.8)

com

Jα (u) = ‖F(u)−y‖2+α ‖u‖2
U , (1.9)

2É uma generalização para a decomposição SVD - decomposição de valores singulares - para operadores com
dimensão infinita.
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em queα ∈ R+ é dito parâmetro de regularização.

No livro [Kir96, Teorema 2.11] existe a seguinte relação para o caso linear: a solução do

modelo apresentado em (1.8) e (1.9) é a única solução de (1.7).

Convém observarmos que a penalização exercida pelo segundo termo do funcionalJα (·)

dado acima pode ser feita a partir de uma aproximação inicial u0, substituindo o termo qua-

drático‖u‖2
U por‖u−u0‖

2
U. Através de um operadorG devidamente definido podemos tomar

como penalização o termo‖G(u)‖2, [Mor84]. Na formulação variacional apresentada acima

pensamosG como o operador identidade eu0 como o vetor nulo. Essa simplificação é adotada

por muitos autores, por exemplo [Han00].

A interpretação variacional introduzida em (1.8) e (1.9) consiste em localizar um elemento

que reduza o erro obtido na Equação (1.2) com respeito a norma deH . No entanto, devido ao

mal condicionamento do operadorF a identificação desse minimizador é uma tarefa difı́cil.

Para amenizar essa dificuldade é suficiente adicionarmos uma penalização no problema de

minimização com o objetivo de tornar mais evidente tal minimizador.

Nessa formulação nossa atenção é voltada para o parâmetro de regularizaçãoα. Sua função

é fornecerestabilidadeao problema e calibrar a solução regularizada de maneira aobtermos um

valor mı́nimo para o resı́duo, isto é, uma boaprecis̃ao. Todavia a norma da solução deve ser

pequena, devido ao termo de penalização. Caso o parâmetro seja muito pequeno (ou até mesmo

nulo) estamos bem próximos do problema original, o qual não conseguimos resolver de modo

estável. Por outro lado, se o parâmetro for muito grande nos desviamos da formulação original

dando mais importância ao termo de penalização, e por suavez resultará numa solução distinta

da qual procuramos.

Na literatura encontramos diversos métodos para a escolhado parâmetroα, o qual pode

ser obtidoa priori ou a posteriori. Entre os principais, para problemas lineares, destacamos

o método heurı́stico da curva L [Han97c], o princı́pio de discrepância de Morozov [Mor66], o

critério de mı́nimo local do funcional definido por Regińska [Reg96] e o método do ponto fixo

[Baz08]. Para problemas não lineares citamos [Ram02, SEK93].

Neste trabalho damos ênfase para a formulação apresentada em (1.8) e (1.9), contudo a

escolha do parâmetro de regularização não faz parte do nosso estudo. Essa formulação pode

ser estendida para operadores não lineares enquanto a formulação exibida em (1.6) somente faz

sentido para o caso linear.

O funcional de Tikhonov (1.9) quando aplicado para operadores lineares e contı́nuos é con-

vexo, portanto todo minimizador local será um minimizadorglobal. Quando o operador é não
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linear, o problema regularizado ainda pode ser escrito na formulação variacional de Tikhonov

dado por (1.8) com o funcional

Jα (u) = ‖F(u)−y‖2+α ‖u−u0‖
2
U . (1.10)

Não podemos mais garantir a convexidade desse funcional e perdemos a unicidade de mi-

nimizadores locais. A análise desse método requer uma boaescolha para a aproximação inicial

u0, pois a análise de convergência passa a ser local.

Mediante essa dificuldade na formulação do método de Tikhonov para problemas não line-

ares definimosu umau0-soluç̃ao de norma ḿınima como

u = argmin{‖u−u0‖U | F(u) = y} . (1.11)

Resultados de existência de solução, convergência e estabilidade para métodos de regulari-

zação tipo Tikhonov são mais conhecidos para operadoreslineares. A extensão desses métodos

e resultados para o caso não linear não é tão fácil, uma vez que não podemos resolver um

sistema singular e tampouco definir um operador adjunto. Porisso, no caso não linear devemos

adicionar certas hipóteses ao operador, assim como feito em [EKN89]. Apresentamos de forma

resumida resultados clássicos de convergência e estabilidade para operadores lineares e não

lineares definidos entre espaços de Hilbert nas subseções que seguem.

1.3.1 Operadores lineares

Para um operadorF linear e limitado já comentamos sobre a existência de solução para o

funcional convexo (1.9).

Assumindo que os dados com ruı́dos satisfaçam (1.4) e o dadoy pertença a imagem do

operadorF , garantimos a convergência da sequência das soluções regularizadas para a solução

u† = F†y, em queF† denota a inversa generalizada deF . Segundo [EHN00, Teorema 5.2]

temosuδ
α → u† quandoδ → 0 para um parâmetroα = α(δ ) escolhido de modo que

α(δ ) → 0 e
δ 2

α(δ )
→ 0 quandoδ → 0 . (1.12)

Caso assumamos apenas que o termo
δ 2

α(δ )
seja limitado obtemos a convergência no sentido

fracouδ
α ⇀ u†, conforme [EHN00, p. 119].

A melhor taxa de convergência que obtemos, apresentada em [EHN00, p. 120] em função



17

deµ > 0, é obtida na Equação (1.13) tomandoµ = 1,

∥

∥

∥
uδ

α −u†
∥

∥

∥

U
= O

(

δ
2µ

2µ+1

)

e
∥

∥

∥
uα −u†

∥

∥

∥

U
= O(αµ) . (1.13)

Essa taxa é verificada quando tomamosα ∼ δ
2
3 e ainda supomos a existência de uma

potênciaµ > 0 e um elementoω ∈U tal queu† =
(

F†F
)µ ω, para‖ω‖U ≤ 1.

1.3.2 Operadores ñao lineares

No caso do operadorF ser não linear, segundo [EHN00, p. 241] para garantirmos a existên-

cia de um minimizador para (1.10) devemos ainda supor:

(H1) F é limitado;

(H2) F é seqüêncialmente fracamente fechado, isto é, para qualquer seqüência(uk) ⊂D(F), a

convergência fraca deuk parau∈U e a convergência fraca deF(uk) paray∈H implica

queu∈ D(F) eF(u) = y.

Observamos também que a escolha deu0 para o funcional (1.10) é muito importante, espe-

cialmente para taxas de convergência, uma vez que os mı́nimos são locais. Para o caso linear

u0 pode ser tomado como o elemento nulo.

Para os dados com ruı́dos que satisfaçam (1.4) e um parâmetroα(δ ) satisfazendo (1.12)

como no caso linear, garantimos que toda seqüência
(

uδk
αk

)

possui uma subseqüência conver-

gente, quandoδk → 0. Além disso, o limite de toda subseqüência convergenteé umau0-solução

de norma mı́nima.

Para taxas de convergência necessitamos adicionar hipóteses ao problema. Em [EHN00,

Teorema 10.4] as condições suficientes para provar que

∥

∥

∥
uδ

α −u
∥

∥

∥

U
= O

(

δ
1
2

)

e
∥

∥

∥
F(uδ

α)−y
∥

∥

∥
= O(δ )

são

(F1) F é Fréchet diferenciável;

(F2) existe uma constantec ≥ 0 tal que‖F ′(u)−F ′(u)‖
L (U,H ) ≤ c‖u−u‖

U
para todou ∈

D(F)∩Bρ (u), para um raioρ > 0 suficientemente grande;

(F3) existe umω ∈ H satisfazendou = F ′(u)∗ω +u0 e
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(F4) c‖ω‖ < 1 .

Além das condições anteriores assumimos também queu é umau0-solução de norma

mı́nima,D(F) é convexo eα ∼ δ .

Segundo [EHN00, Teorema 10.7] temos um resultado de convergência mais geral. Para

µ ∈
[1

2,1
]

com a escolha deα ∼ δ
2

2µ+1 obtemos

∥

∥

∥
uδ

α −u
∥

∥

∥

U
= O

(

δ
2µ

2µ+1

)

.

Essa taxa é válida sob as quatro hipóteses dadas acima e ainda supondo queu pertença ao

interior deD(F) eu = (F ′(u)∗F ′(u))µ ω +u0.

1.4 Regularizaç̃ao tipo Tikhonov usando dist̂ancias de Breg-
man

No livro de Morozov [Mor84] é apresentada uma formulação para a regularização deTikho-

nov em espaços métricos. A idéia primitiva consiste em minimizar o desvio deF(u) em relação

ao lado direitoyδ com ruı́do, relativamente ao quadrado da métrica do espaçoH e ainda tentar

estabilizar a solução por meio de um funcional não negativo.

Com isso em mente o modelo da regularização de Tikhonov apresentado na seção anterior,

por meio das equações (1.8) e (1.9), pode ser facilmente visualizado na conotação dada em

[Mor84]. Para isso tomamos como métrica a norma do espaçoH e como funcional não negativo

a norma do espaçoU ao quadrado.

Generalizando a escolha do termo de penalização do método de Tikhonov por um funcio-

nal não negativoh : U → R+ ∪{∞} e preservando o primeiro termo de (1.9), isto é, a norma

do resı́duo, apresentamos o método de regularização estudado neste trabalhado associado a

Equação (1.1), o qual consiste em minimizar o funcional

Jα (u) =
1
2
‖F(u)−y‖2 +αh(u) , (1.14)

em queα ∈ R+.

Sob certas hipóteses sobre esse funcional garantimos a existência de solução para o pro-

blema regularizado (1.14). Nesse contexto assumimos

(J1) o funcionalh é semi-contı́nuo inferiormente com respeito a uma topologia τU deU, isto
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é,h(u) ≤ lim infk h(uk), para toda sequênciauk → u, na topologiaτU;

(J2) os subconjuntos de nı́vel{u∈U | h(u) ≤ ρ} são compactos em relação a topologiaτU
e não vazios, para uma constanteρ ≥ 0;

A demonstração deste resultado, o problema regularizado(1.14) é bem-posto, pode ser

conferido em [HKPS07, Teorema 3.1].

A primeira vista essa caracterização não parece ser uma novidade. No entanto a utilização

de um funcional convexo não negativo como penalização torna o trabalho mais interessante e

com certas propriedades que generalizam certos resultadosjá conhecidos na literatura. Ainda

mais, é possı́vel encontrar resultados em espaços de Banach e trabalhar com penalizações não

diferenciáveis.

A diferenciabilidade e convexidade deh induz um novo conceito: a distância de Bregman.

Essa definição foi introduzida por Lev Bregman e publicadaem [Bre67] no estudo de proble-

mas em programação convexa, em otimização. Desde então essa definição tem sido aplicada

em diferentes áreas da matemática. Em nosso contexto ela torna-se o meio mais natural para

mensurar erros entre as soluções regularizada e exata.

No contexto de espaços de Hilbert definimos a distância de Bregman como a diferença

entre o valor do funcional e sua aproximação linear, aplicados em um elemento do seu domı́nio.

Algebricamente, dadosu,v∈ dom h, a distância de Bregman entreu ev induzida pelo funcional

convexoh é definido como

Dh(v,u) = h(v)−h(u)−
〈

h′(u) , v−u
〉

H
, (1.15)

em que〈· , ·〉
H

denota o produto interno real no espaço de HilbertH .

Essa definição, embora feita com pouco rigor matemático,é exemplificada na Figura1.1.

Conquanto denominamos de “distância”, necessariamente (1.15) não é uma distância usual.

Mesmo sendo não negativa, a simetria nem sempre é cumprida, a menos que exigimosh ser

estritamente convexo; a desigualdade triangular pode nãoser satisfeita. Contudo vamos utilizá-

la em nossas estimativas ao invés da norma do espaço de BanachU.

Kiwiel em [Kiw97] usou o conceito da distância de Bregman para funcionais n˜ao dife-

renciáveis. Para tal generalização necessitamos do conhecimento do subdiferencial do funci-

onal h. Denotamos por∂h(u) o conjunto dos subgradientes deh em relação ao elementou,

esse conjunto é chamado de subdiferencial. Para relembrartais definições veja, por exemplo, o

ApêndiceB; para demais detalhes sugerimos o livro de [IS05] e [Ius95].
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h(u)

u v

h(u)+ 〈h′(u) , v−u〉

h(v)

U

R

Dh(v,u)

Figura 1.1: Ilustração da distância de Bregman

Ao longo deste trabalho usamos a definição dedistância de Bregman generalizada. A

saber, dadoΩ ⊂U um conjunto convexo num espaço de BanachU eh : Ω → R+ um funcional

convexo, a distância de Bregman generalizada induzida pelo funcionalh entre os elementos

v,u∈ Ω é definida como

Dh(v,u) =
{

Dξ
h (v,u) | ξ ∈ ∂h(u)

}

, (1.16)

em que

Dξ
h (v,u) = h(v)−h(u)−〈ξ , v−u〉 . (1.17)

A notação〈 , 〉 representa o produto de dualidade clássico definido para umpar de ele-

mentos emU∗×U, em queU∗ é o dual do espaço de BanachU. Uma vez queU∗ denota

o conjunto dos funcionais lineares limitados definidos deU emR, a definição da distância de

Bregman representa um conjunto de escalares reais.

Mediante essa generalização não somente será possı́vel utilizar penalizações feitas por fun-

cionais não diferenciáveis como também o tratamento de operadores definidos entre espaços

Banach. O uso de espaços de Banach, em particular não reflexivos, não eram comuns na lite-

ratura. Neste trabalho primeiramente assumimosU ser Banach, enquantoH continua sendo

Hilbert. Em seguida, para o caso não linear, assumimos que ambos os espaços são Banach.

As referências básicas deste trabalho são relativamente recentes. O primeiro resultado pu-

blicado que introduz o uso de espaços de Banach ao invés de Hilbert foi [BO04], em 2004.

Nesse artigo são extraı́das taxas de convergência para problemas lineares em regularização vari-

acional convexa. Também foi apresentado generalizações para a teoria exposta, como por exem-
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plo: o tratamento de operadores não lineares. No ano seguinte apareceu a segunda publicação

na mesma linha de pesquisa, [Res05]. Nesse artigo o foco da autora é voltado para os métodos

de regularização para problemas mal-postos e foi trabalhado no mesmo contexto que o primeiro,

no entanto foram são admitidos condições de fonte mais forte. O tratamento de operadores não

lineares em que ambos os espaços, em que o operador esta definido, são espaços de Banach

e foi publicado em 2006 no artigo [RS06]. Nessa publicação, assim como nas anteriores, são

apresentadas taxas de convergência e estabilidade. Todosos trabalhos até aqui citados têm

como principal hipótese a continuidade dos operadores envolvidos, a qual pode ser considerada

numa topologia mais fraca do que a usual. No entanto, no trabalho [HKPS07] publicado em

2007 é discutido o tratamento de operadores não suaves. Nesse artigo são assumidos novas

condições de fonte e não linearidade. Para tais condiç˜oes são derivados taxas de convergência

para a regularização de Tikhonov.

A distribuição de conteúdos deste trabalho é feita da seguinte maneira. No Capı́tulo2 con-

sideramos apenas operadores lineares, apresentamos estimativas de erro no domı́nio e imagem

do operadorF. São feitas estimativas para duas condições de fonte. Asestimativas no domı́nio

são obtidas por meio da distância de Bregman, enquanto na imagem utilizamos a norma do

operadorH . Por fim mostramos que essas taxas generalizam o método clássico de Tikhonov.

Em seguida, no Capı́tulo3, buscamos resultados semelhantes aos apresentados no Cap´ıtulo

2, porém trabalhamos com operadores não lineares. Novamente temos estimativas de erro no

domı́nio e imagem do operador. Apresentamos os resultados para duas condições de fonte

semelhantes ao caso linear. Ao longo da construção das hipóteses desse capı́tulo, em espe-

cial, apresentamos uma condição de não linearidade que utiliza a distância de Bregman. Essa

condição difere daquelas conhecidas e revisadas na seç˜ao anterior com relação a teoria clássica,

portanto uma novidade.

No Capı́tulo4 damos uma atenção especial para o caso não linear; investigamos um método

iterativo baseado na distância de Bregman. Provamos que esse algoritmo está bem definido e

produz um resı́duo monótono decrescente. Por fim, apresentamos um funcional convexo e

com ele provamos a existência de uma seqüência gerada pelo algoritmo que possui uma sub-

seqüência convergente para uma solução do problema em estudo, tanto para o caso com dados

exatos quanto para dados com a presença de ruı́do. Para dados inexatos utilizamos um critério

apropriado de parada.
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2 Análise de problemas lineares

Assim como a teoria clássica da regularização de Tikhonov foi desenvolvida inicialmente

para problemas lineares, a estrutura deste trabalho não poderia ser diferente. Iniciamos o

estudo apresentando o problema a ser resolvido, as hipóteses que serão assumidas ao longo

deste capı́tulo e introduzimos definições necessárias.Em seguida, exibimos resultados de con-

vergência e estabilidade. Em especial, na primeira seção apresentamos três possı́veis variações

do problema regularizado do ponto de vista de otimização.Por fim, mediante a escolha de cer-

tos funcionais de penalização convexos, mostramos que osresultados aqui aferidos condizem

com a teoria clássica.

Na teoria geral de problemas inversos não é possı́vel obter estimativas para o erro entre

a solução “exata” e a regularizada de um problema mal-posto a menos que façamos o uso

de informaçõesa priori, as chamadas condições de fonte. Neste capı́tulo apresentamos duas

condições, sendo a segunda uma condição mais forte e portanto esperamos estimativas melho-

res. Os resultados aqui apresentados servem de inspiração para o tratamento de problemas não

lineares, como veremos no capı́tulo posterior.

O tratamento teórico para problemas mal-postos lineares no contexto de espaços de Ba-

nach, com o método de regularização tipo Tikhonov apresentado na introdução, foi publicado

pela primeira vez em [BO04] e teve continuidade no artigo de Resmerita [Res05], onde fo-

ram publicados resultados para uma condição de fonte diferente da utilizada em [BO04]. Uma

das maiores motivações que os levaram a buscar ferramentas teóricas nesse contexto foi um

outro método de regularização, conhecido comoregularizaç̃ao de variaç̃ao limitadaou ainda

regularizaç̃ao de variaç̃ao total. O primeiro artigo sobre esse tipo de regularização a ganhar des-

taque foi [ROF92] e muitos pesquisadores referem-se ao funcional de Tikhonov proposto nesse

artigo como o funcional ROF, devido as iniciais dos nomes dosautores. Sem dúvida nenhuma,

esse método é um dos exemplos de maior destaque para técnicas de restauração de imagem.

Tal fato se deve a uma particularidade interessante: a possibilidade de se obter soluções com

descontinuidades.
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Sem perder o foco deste capı́tulo, apesar do método comentado acima ter uma grande in-

fluência nessa pesquisa e em particular no Capı́tulo4, aqui estamos interessados em resolver

uma equação da forma

Fu = y , (2.1)

em queF : D(F) ⊂ U → H é um operador linear mal-posto entre o espaço de BanachU e o

espaço de HilbertH , ambos de dimensão infinita.

Antes de continuarmos, fazemos algumas observações quanto a notação. Para o espaço

de BanachU associamos a norma‖·‖U e para o espaço de HilbertH associamos a norma

‖·‖ (ao invés de‖·‖H para não carregar a notação) definida a partir do produto interno〈 , 〉H .

DefinimosU∗ o dual topológico deU enquanto para o espaço de Hilbert temosH ∗ =H . Com

isso denotamos o operador adjunto deF comoF∗ : H →U∗. O produto de dualidade〈 , 〉 para

um par de elementos emU∗×U é definido de maneira clássica como〈ψ , u〉 = ψ(u) para um

funcionalψ ∈U∗ e u∈U. No entanto, se o elementoψ ∈ R(F∗) então existirá um elemento

ν ∈ H tal queψ = F∗ν e para esse caso definimos o produto de dualidade como

〈ψ , u〉 = 〈F∗ν , u〉 := 〈ν , Fu〉
H

. (2.2)

Observamos, ainda, que a definição acima vale trivialmente no caso em que ambos os

espaços são Hilbert, como na teoria clássica de Tikhonov.

Visto que o problema regularizado está bem definido, nosso interesse é saber quão “boas”

são as soluções regularizadas. Isto é, encontrar estimativas entre a solução de (2.1) com uma

solução regularizadauδ
α , a qual minimiza o funcional

Jδ
α (u) =

1
2

∥

∥

∥
Fu−yδ

∥

∥

∥

2
+αh(u) . (2.3)

No funcional acima temosα um escalar não negativo,h(·) um funcional convexo não

negativo eyδ uma aproximação do dado exatoy que tenha um nı́vel de ruı́doδ controlado, da

forma
∥

∥

∥
y−yδ

∥

∥

∥
< δ . (2.4)

O funcionalh : D(h) ⊂ U → R+ inicialmente definido não assume valores “infinitos”.

Contudo nos referimos a sua extensãoh̃ :U→ R+∪{∞}. Podemos estender o funcionalh para

todo espaçoU da seguinte maneira

h̃(u) =

{

h(u) , seu∈ D(h)

+∞ , caso contrário
.
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Observamos que o funcionalh̃ é convexo quandoD(h) é convexo, conforme [ET99]. Caso

desejemos estender para todo o domı́nio do operadorF, devemos supor a convexidade deD(F).

Sem fazer confusão vamos denotar esse funcional com a mesmah, para simplificar a notação.

Para provarmos resultados como existência de mı́nimo parao problema regularizado (2.3)

exigimos que a penalização feita porh não seja sempre infinito. Um funcional convexo que

atinge um valor finito em pelo menos um elemento do seu domı́nio é denominado funcional

próprio. Quando conveniente fazemos referência ao conjunto dos elementos deU em que o

funcionalh assume valores finitos com a definição dedomı́nio efetivo de h, a saber

dom h= {u∈U | h(u) < ∞} .

As principais hipóteses que assumimos ao longo deste capı́tulo estão listadas abaixo.

Hipótese 2.1.

(L1) Com o espaço de BanachU associamos a topologiaτU queé mais fraca do que a topo-

logia induzida pela norma;

(L2) Com o espaço de HilbertH associamos a topologiaτH induzida pelo produto interno;

(L3) Os duais topoĺogicos deU eH são denotados porU∗ eH , respectivamente;

(L4) TemosD(F)∩dom h6= /0;

(L5) F : D(F) ⊆U → H é um operador linear contı́nuo de(U,τU) em(H ,τH );

(L6) O funcional h́e limitado e semi-contı́nuo inferiormente na topologiaτU;

(L7) Para cada M> 0 , α > 0, o conjunto

M (M) = {u∈U | h(u) ≤ M}

é compacto na topologiaτU.

Os resultados que seguem ao longo deste trabalho são extra´ıdos em relação a umasoluç̃ao

h-minimizante, a qual generaliza a definição deu0-soluç̃ao de norma ḿınimadada em (1.11).

Definição 2.2. Um elementou∈ dom h∩D(F) é dito uma soluç̃ao h-minimizante de (1.1) se

ele minimiza o funcional h em relação a todas as possı́veis soluç̃oes do problema, istóe,

u = argmin{h(u) | F(u) = y} .
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A noção de solução do problema original pode ser substituı́da pela solução da equação

normal, dependendo do contexto apresentado.

2.1 Estimativas para a condiç̃ao de fonteξ = F∗ω

Ao longo desta seção apresentamos taxas de convergênciano domı́nio do operadorF para

a solução regularizada do problema (2.1). Tais resultados são obtidos mediante uma hipótese

crucial: a condição de fonteξ = F∗ω. Uma motivação para a construção de tal condição est´a

relacionada ao produto de dualidade (2.2).

Assumimos primeiramente quey∈ R(F) e tomamosu uma soluçãoh-minimizante como

na Definição2.2. É conveniente supor que existe pelo menos um elemento do subdiferencial de

h(u) que pertence a imagem do adjunto do operadorF. Essa hipótese faz sentido, uma vez que

R(F∗) ⊆U∗ e ∂h(u) ⊆U∗. Em resumo, supomos

ξ ∈ R(F∗)∩∂h(u) 6= ∅ (2.5)

e que seja satisfeita a equação

Fu = y . (2.6)

Uma maneira análoga de apresentar a condição (2.5) é a seguinte: assumimos que existe

um elementoω ∈H tal queξ = F∗ω. Note que para o elementoξ fica bem definido o produto

de dualidade dado em (2.2).

Outra interpretação para essa condição de fonte (2.5) está relacionada com a Definição2.2.

Podemos reescrevê-la da seguinte maneira:u∈U é umasoluç̃ao h-minimizantese ele resolve

o problema de minimização com restrição, a saber

minimizar h(u)

sujeito a Fu−y = 0
. (2.7)

Segundo [NW06], definimos o Lagrangeano associado ao problema de otimizac¸ão com

restrição de igualdade acima como

L(u,ω) = h(u)+ 〈ω , Fu−y〉H . (2.8)

A condiçãonecesśaria de primeira ordem parau ser um mı́nimo local do problema (2.7)
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pode ser formulada em relação ao Lagrangeano (2.8), como

∇uL(u,ω) = 0 e ∇ωL(u,ω) = 0 . (2.9)

Essas condições também são conhecidas comocondiç̃oes de Karush–Kuhn–Tucker, ou sim-

plesmentecondiç̃oes de KKT. Observamos que as condições dadas em (2.9), necessariamente,

são (2.5) e (2.6). Portanto, assumindo a condição de fonte proposta nestaseção as condições de

KKT passam a sersuficientes.

Uma vez conhecido o nı́vel de ruı́do na medição de dados inexatos, o primeiro resultado

que apresentamos é de estabilidade. A estimativa é feita com relação a distância de Bregman

induzida pelo funcional de penalização convexoh. Mostramos que para uma parâmetro de

regularização devidamente escolhido, a saber quandoα é da mesma ordem do nı́vel de ruı́do,

obtemos uma taxa de convergência ótima. Portanto, pela Equação (2.11) quandoδ → 0 temos

uδ
α → u. Por toda extensão deste trabalho deixamos implı́cito queessa convergência é dada no

sentido da distância de Bregman. Dependendo do funcional que induz essa distância é possı́vel

mostrar que essa convergência implica na convergência emL2.

Teorema 2.3(Estabilidade). Suponha(2.4) válida e sejau uma soluç̃ao h-minimizante de(2.1)

tal que a condiç̃ao de fonte(2.5) e a Equaç̃ao (2.6) são satisfeitas. Então, para cada minimiza-

dor uδ
α do funcional dado em(2.3) a estimativa

DF∗ω
h

(

uδ
α ,u
)

≤
1

2α
(α ‖ω‖+δ )2 (2.10)

é v́alida paraα > 0. Em particular, seα ∼ δ , ent̃ao

DF∗ω
h

(

uδ
α ,u
)

= O(δ ) . (2.11)

Demonstraç̃ao: Primeiramente observamos que

∥

∥

∥
Fu−yδ

∥

∥

∥
=

∥

∥

∥
Fu−y+

(

y−yδ
)
∥

∥

∥

≤ ‖Fu−y‖+
∥

∥

∥
y−yδ

∥

∥

∥

≤ δ .

Note que para obtermos a última desigualdade acima usamos (2.6) e (2.4). Portanto, vale

∥

∥

∥
Fu−yδ

∥

∥

∥

2
≤ δ 2 . (2.12)
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Como por hipóteseuδ
α é soluçãoh-minimizante e utilizando (2.12) temos

1
2

∥

∥

∥
Fuδ

α −yδ
∥

∥

∥

2
+αh

(

uδ
α

)

≤
1
2

∥

∥

∥
Fu−yδ

∥

∥

∥

2
+αh(u)

≤
δ 2

2
+αh(u) .

Reescrevendo essa desigualdade,

1
2

∥

∥

∥
Fuδ

α −yδ
∥

∥

∥

2
+α

(

h
(

uδ
α

)

−h(u)
)

≤
δ 2

2
. (2.13)

Pela definição da distância de Bregman entreuδ
α eu, com o subgradiente dado em (2.5)

DF∗ω
h

(

uδ
α ,u
)

= h
(

uδ
α

)

−h(u)−
〈

F∗ω , uδ
α −u

〉

.

Essa igualdade é equivalente a

h
(

uδ
α

)

−h(u) = DF∗ω
h

(

uδ
α ,u
)

+
〈

F∗ω , uδ
α −u

〉

.

Aplicando a igualdade acima em (2.13) obtemos

δ 2

2
≥

1
2

∥

∥

∥
Fuδ

α −yδ
∥

∥

∥

2
+α

(

DF∗ω
h

(

uδ
α ,u
)

+
〈

F∗ω , uδ
α −u

〉)

=
1
2

∥

∥

∥
Fuδ

α −yδ
∥

∥

∥

2
+αDF∗ω

h

(

uδ
α ,u
)

+α
〈

ω , Fuδ
α −Fu

〉

H

=
1
2

∥

∥

∥
Fuδ

α −yδ
∥

∥

∥

2
+αDF∗ω

h

(

uδ
α ,u
)

+
〈

αω , Fuδ
α −y

〉

H

=
1
2

∥

∥

∥
Fuδ

α −yδ
∥

∥

∥

2
+αDF∗ω

h

(

uδ
α ,u
)

+
〈

αω , Fuδ
α −yδ +

(

yδ −y
)〉

H

=
1
2

∥

∥

∥
Fuδ

α −yδ
∥

∥

∥

2
+αDF∗ω

h

(

uδ
α ,u
)

+
〈

αω , Fuδ
α −yδ

〉

H
+
〈

αω , yδ −y
〉

H
.

Visto essa estimativa, aplicamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz e (2.4), obtemos

1
2

∥

∥

∥
Fuδ

α −yδ
∥

∥

∥

2
+
〈

αω , Fuδ
α −yδ

〉

H
+αDF∗ω

h

(

uδ
α ,u
)

≤
δ 2

2
+
〈

αω , y−yδ
〉

H

≤
δ 2

2
+
∣

∣

∣

〈

αω , y−yδ
〉

H

∣

∣

∣

≤
δ 2

2
+‖αω‖

∥

∥

∥
y−yδ

∥

∥

∥

≤
δ 2

2
+α ‖ω‖δ . (2.14)

Finalmente, observamos através da igualdade‖a+b‖2 = ‖a‖2 + 2〈a , b〉+ ‖b‖2, válida
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pela definição do produto de dualidade, que

∥

∥

∥
Fuδ

α −yδ +αω
∥

∥

∥

2
=
∥

∥

∥
Fuδ

α −yδ
∥

∥

∥

2
+2
〈

αω , Fuδ
α −yδ

〉

H
+‖αω‖2 .

Observando os dois primeiros elementos do lado esquerdo de (2.14), reescrevemos a igual-

dade acima como

1
2

∥

∥

∥
Fuδ

α −yδ
∥

∥

∥

2
+
〈

αω , Fuδ
α −yδ

〉

H
=

1
2

∥

∥

∥
Fuδ

α −yδ +αω
∥

∥

∥

2
−

α2

2
‖ω‖2 .

Substituindo essa igualdade do lado esquerdo de (2.14) obtemos

1
2

∥

∥

∥
Fuδ

α −yδ +αω
∥

∥

∥

2
−

α2

2
‖ω‖2 +αDF∗ω

h

(

uδ
α ,u
)

≤
δ 2

2
+α ‖ω‖δ ,

ou ainda,

1
2

∥

∥

∥
Fuδ

α −yδ +αω
∥

∥

∥

2
+αDF∗ω

h

(

uδ
α ,u
)

≤
α2

2
‖ω‖2+αδ ‖ω‖+

δ 2

2
.

Como nessa desigualdade todos os termos envolvidos são positivos, podemos estimar cada

elemento da soma do lado esquerdo da desigualdade pelo limitante dado no lado direito da

mesma. Assim, concluı́mos que

αDF∗ω
h

(

uδ
α ,u
)

≤
α2

2
‖ω‖2+αδ ‖ω‖+

δ 2

2

=
1
2

(α ‖ω‖+δ )2 .

Além disso, paraα > 0 temos

DF∗ω
h

(

uδ
α ,u
)

≤
1

2α
(α ‖ω‖+δ )2 .

Em particular, seα ∼ δ é fácil ver que

DF∗ω
h

(

uδ
α ,u
)

= O(δ ) .

Com isso garantimos as implicações desse teorema. �

Segundo a estimativa fornecida em2.10, sabemos quão próximo uma solução regularizada

uδ
α está de uma solução do Problema (2.1) apenas conhecendo a norma deω ∈ H fornecido

pela condição de fonte, o parâmetro de regularizaçãoα utilizado e o nı́vel de ruı́doδ .

O próximo resultado é análogo ao anterior, porém, aqui analisamos o problema com da-
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dos exatos. Encontramos um novo limitante para o erro produzido por uma solução regulari-

zada em relação a soluçãoh-minimizanteu. Essa estimativa depende somente do parâmetro

de regularizaçãoα e do elementoω ∈ H proveniente da condição de fonte. Ou seja, não é

necessário conhecer a soluçãouα para saber quão eficiente ela será, muito menos ter o conhe-

cimento da soluçãou do Problema (2.1).

Teorema 2.4(Convergência). Seu é uma soluç̃ao h-minimizante de(2.1) tal que a condiç̃ao de

fonte(2.5) e a Equaç̃ao (2.6) sejam satisfeitas, então para cada minimizador uα do funcional

definido em(2.3) com dados exatos, a estimativa

DF∗ω
h (uα ,u) ≤

α
2
‖ω‖2 (2.15)

é v́alida.

Demonstraç̃ao: A demonstração desse teorema pode ser vista como uma aplicação do teorema

anterior tomandoδ = 0. �

Os teoremas que vimos anteriormente consideram o problema regularizado na formulação

clássica tipo Tikhonov apresentado em (2.1). As mesmas taxas de convergência ainda são

obtidas se modificarmos o problema regularizado de maneira conveniente ao tratamento da

aplicação desejada. Na próxima subseção apresentamos três possı́veis variações.

2.1.1 Posśıveis variaç̃oes

A principal modificação feita nesta subseção é uma mudança de variável no parâmetro de re-

gularização do problema (2.3). A saber, definimosα =
1
λ

e multiplicamos o funcional definido

em (2.3) por λ ≥ 0. Mediante esse procedimento eliminamos o parâmetroα que multiplica a

penalização efetuada pelo funcional convexoh e introduzimos o parâmetroλ junto a norma do

resı́duo.

As variações apresentadas a seguir, para o problema regularizado (2.3), serão elaboradas

num formato de problemas de minimização. Não apresentaremos técnicas ou métodos de

otimização para resolvê-las, apenas mostraremos que assoluções regularizadas, por elas ob-

tidas, são satisfatórias com relação a taxas de convergência.

Modelo irrestrito

O primeiro modelo sugerido, o apresentamos num formato de minimização irrestrita. Medi-

ante a transformação proposta anteriormente, esse modelo surge de maneira bem natural; faze-
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mos apenas uma mudança no parâmetro de regularização. Convém observar que a multiplicação

por uma constante positiva não altera o argumento que minimiza o funcional (2.16) em relação

ao (2.3).

O problema regularizado (2.3) considerado nesta subseção assume este formato:

minimizar h(u)+
λ
2

∥

∥

∥
Fu−yδ

∥

∥

∥

2

sujeito a u∈U

. (2.16)

Esse é o formato básico apresentado no artigo [BO04], o qual foi motivado pelo método de

regularização de variação limitada originalmente introduzido para o tratamento de imagens em

[ROF92].

As primeiras estimativas apresentadas no inı́cio deste capı́tulo, a saber Teoremas2.3e 2.4,

são reescritas aqui no formato do modelo (2.16). As demonstrações não são feitas, uma vez que

difere por constantes.

No resultado a seguir mostramos que a distância entre a soluçãouδ
λ de (2.16) e a solução

h-minimizanteu é da ordem do nı́vel do ruı́do quando escolhemosλ ∼ δ−1, isto é,

DF∗ω
h

(

uδ
λ ,u
)

= O(δ ) .

Equivalentemente, quandoδ → 0 temosuδ
λ → u paraλ → ∞.

Proposiç̃ao 2.5(Estabilidade). Suponha(2.4) válida e sejau uma soluç̃ao h-minimizante de

(2.1) tal que condiç̃ao de fonte(2.5) e a Equaç̃ao (2.6) são satisfeitas. Então, para cada mini-

mizador uδλ do funcional dado em(2.16) a estimativa

DF∗ω
h

(

uδ
λ ,u
)

≤
‖ω‖2

2λ
+δ ‖ω‖+

λδ 2

2

é v́alida.

Demonstraç̃ao: A demonstração segue diretamente do Teorema2.3, a menos de constantes.�

O próximo resultado é para dados exatos e a ordem de convergência obtida nesse caso é

O
(

λ−1
)

.

Proposiç̃ao 2.6(Convergência). Seu é uma soluç̃ao h-minimizante de(2.1) tal que condiç̃ao

de fonte(2.5) e a Equaç̃ao (2.6) são satisfeitas, então para cada minimizador uλ do funcional

dado em (2.16) com dado exato, a estimativa

DF∗ω
h (uλ ,u) ≤

‖ω‖2

2λ
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é v́alida.

Demonstraç̃ao: A demonstração desse teorema pode ser vista como uma aplicação do teorema

anterior tomandoδ = 0. �

O próximo funcional de Tikhonov a ser estudado é uma variante de (2.16). Para tal variação

retiramos a hipótese da diferenciabilidade do segundo termo, o qual mede o resı́duo.

Modelo com penalizaç̃ao exata

Um aproximação para o problema regularizado (2.16) ou (2.3), pois como observamos

anteriormente esses modelos possuem o mesmo minimizador, ´e através de uma penalização

exata.

A nomenclaturapenalizaç̃ao exataé usada em programação não linear, em nosso contexto

também vamos usá-la. Essa terminologia fica mais próximado seu contexto original quando

pensamosFu = yδ como a restrição de igualdade para o modelo

minimizar h(u)+λ
∥

∥

∥
Fu−yδ

∥

∥

∥

sujeito a u∈U

. (2.17)

Apesar desse modelo ser diferente dos anteriores obtemos ótimos resultados teóricos. O

primeiro é para dados com ruı́dos. No modelo irrestrito os resultados vistos garantem que uma

solução regularizada converge para a soluçãou quandoλ → ∞ e mais, a escolha do parâmetro

de regularização depende do nı́vel de ruı́do. No próximoresultado para o modelo de penalização

exata proposto em (2.17), garantimos que uma solução regularizada converge paraa soluçãou

na ordemO(δ ) e essa taxa ocorre para umλ finito e não tem dependência deδ .

Teorema 2.7(Estabilidade). Suponha(2.4) válida e sejau uma soluç̃ao h-minimizante de(2.1)

tal que condiç̃ao de fonte(2.5) e a Equaç̃ao (2.6) são satisfeitas. Assuma queλ > ‖ω‖. Ent̃ao,

para cada minimizador uδλ de(2.17) a estimativa

DF∗ω
h

(

uδ
λ ,u
)

≤ (λ +‖ω‖)δ

é v́alida.
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Demonstraç̃ao: Comouδ
λ é minimizador de (2.17) vale

λ
∥

∥

∥
Fuδ

λ −yδ
∥

∥

∥
+h
(

uδ
λ

)

≤ λ
∥

∥

∥
Fu−yδ

∥

∥

∥
+h(u)

= λ
∥

∥

∥
y−yδ

∥

∥

∥
+h(u)

≤ λδ +h(u) .

Note que na primeira igualdade usamos (2.6), enquanto para a última desigualdade utiliza-

mos (2.4).

Podemos reescrever a desigualdade acima de maneira conveniente, como

λ
∥

∥

∥
Fuδ

λ −yδ
∥

∥

∥
+h
(

uδ
λ

)

−h(u) ≤ λδ . (2.18)

A distância de Bregman entreuδ
λ eu com o subgradiente dado pela condição de fonte (2.5)

é definida como

DF∗ω
h

(

uδ
λ ,u
)

= h
(

uδ
λ

)

−h(u)−
〈

F∗ω , uδ
λ −u

〉

. (2.19)

Reescrevendo essa definição como

h
(

uδ
λ

)

−h(u) = DF∗ω
h

(

uδ
λ ,u
)

+
〈

F∗ω , uδ
λ −u

〉

e substituindo essa igualdade em (2.18), obtemos

λ
∥

∥

∥
Fuδ

λ −yδ
∥

∥

∥
+DF∗ω

h

(

uδ
λ ,u
)

+
〈

F∗ω , uδ
λ −u

〉

≤ λδ .

Logo,

λ
∥

∥

∥
Fuδ

λ −yδ
∥

∥

∥
+DF∗ω

h

(

uδ
λ ,u
)

≤ λδ −
〈

F∗ω , uδ
λ −u

〉

= λδ −
〈

ω , Fuδ
λ −Fu

〉

H

≤ λδ +
∣

∣

∣

〈

ω , Fuδ
λ −Fu

〉

H

∣

∣

∣

= λδ +
∣

∣

∣

〈

ω , Fuδ
λ −y

〉

H

∣

∣

∣

≤ λδ +‖ω‖
∥

∥

∥
Fuδ

λ −y
∥

∥

∥

= λδ +‖ω‖
∥

∥

∥
Fuδ

λ −yδ −
(

y−yδ
)
∥

∥

∥

≤ λδ +‖ω‖
(
∥

∥

∥
Fuδ

λ −yδ
∥

∥

∥
+
∥

∥

∥
y−yδ

∥

∥

∥

)

≤ λδ +‖ω‖
(
∥

∥

∥
Fuδ

λ −yδ
∥

∥

∥
+δ
)

.
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Para as estimativas feitas acima usamos a definição de produto dual, desigualdade de Cau-

chy - Schwarz e (2.4).

Visto a última desigualdade, podemos isolar a distância de Bregman do lado esquerdo e

obter

DF∗ω
h

(

uδ
λ ,u
)

≤ λδ +‖ω‖
(
∥

∥

∥
Fuδ

λ −yδ
∥

∥

∥
+δ
)

−λ
∥

∥

∥
Fuδ

λ −yδ
∥

∥

∥

= λδ +‖ω‖
∥

∥

∥
Fuδ

λ −yδ
∥

∥

∥
+δ ‖ω‖−λ

∥

∥

∥
Fuδ

λ −yδ
∥

∥

∥

= (λ +‖ω‖)δ +(‖ω‖−λ )
∥

∥

∥
Fuδ

λ −yδ
∥

∥

∥
. (2.20)

Para concluir a demonstração, usamos a hipóteseλ > ‖ω‖ e concluı́mos que(‖ω‖−λ ) <

0. Substituindo em (2.20) temos

DF∗ω
h

(

uδ
λ ,u
)

≤ (λ +‖ω‖)δ .

�

O segundo resultado desenvolvido para o modelo (2.17) é ainda mais interessante. Para

dados exatos garantimos que para umλ finito resolvemos o problema proposto (2.1) de maneira

eficiente e se adicionarmos uma hipótese ao funcional no termo de penalização, a saber que ele

seja estritamente convexo, garantimos que a solução regularizada de (2.17) é uma soluçãou.

Teorema 2.8(Convergência). Seja yδ = y e u uma soluç̃ao h-minimizante de(2.1) tal que

condiç̃ao de fonte(2.5) e a Equaç̃ao (2.6) são satisfeitas. Assuma queλ > ‖ω‖. Ent̃ao, cada

minimizador uλ de(2.17) é uma soluç̃ao h-minimizante de(2.1) e

DF∗ω
h (uλ ,u) = 0 .

Ainda mais, se assumirmos que hé estritamente convexo no núcleo de F, ent̃ao uλ = u.

Demonstraç̃ao: A demonstração desse teorema segue a demonstração do teorema anterior to-

mandoδ = 0. Falta mostrar a última parte do teorema, quando admitimos uma hipótese adici-

onal.

Tomamos uma distância como em (2.19) e pela desigualdade (2.20) temos

DF∗ω
h (uλ ,u) ≤ (‖ω‖−λ )‖Fuλ −y‖ .

Observe que o lado esquerdo da desigualdade acima representa um valor não negativo. Pela

hipóteseλ > ‖ω‖ o lado direito dessa desigualdade deve ser menor ou igual a zero. Portanto,
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deve ser satisfeita a igualdade

DF∗ω
h (uλ ,u) = 0 .

Visto que cada solução analisadauλ é um minimizador do funcional regularizado (2.17),

vale

λ ‖Fuλ −y‖+h(uλ ) ≤ λ ‖Fu−y‖+h(u)

= h(u) .

A última igualdade é verdadeira poisu satisfaz (2.6). Como cada parcela do lado esquerdo

é limitada pelo lado direito, em particular, temos

h(uλ ) ≤ h(u) .

Por outro lado, temos por hipótese queu é uma soluçãoh-minimizante, isto é, o valor do

funcional aplicado em qualquer elemento sempre é maior do que h(u). Em particular para o

elementouλ vale

h(u) ≤ h(uλ ) .

Combinando as duas últimas desigualdades temos a igualdadeh(u) = h(uλ ).

Utilizando a hipótese adicional de que o funcionalh é estritamente convexo segue que

u = uλ . �

O último modelo apresentado faz sentido somente quando os dados não são exatos, pois ele

é definido por uma restrição de desigualdade que depende do nı́vel de ruı́do.

Modelo restrito

O último modelo a ser exposto é um problema com restriçãode desigualdade. Esse modelo

é uma aproximação relacionada ao Problema (2.16), apenas para o caso de dados com ruı́do. O

modelo estudado é
minimizar h(u)

sujeito a
∥

∥

∥
Fu−yδ

∥

∥

∥
≤ δ

u∈U

. (2.21)

Uma motivação para a escolha da restrição de desigualdade é dada por (2.4) em que o nı́vel

de ruı́do é controlado. Sendo assim, um elementou que satisfaz a restrição de desigualdade
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do Problema (2.21) tem sua imagem próxima do dado exatoy a menos de 2δ . Apesar dessa

implicação não garantir que tal elemento esteja próximo da soluçãou, pois o problema (2.1) é

mal-posto, o conjunto dos elementosu que satisfazem a restrição de desigualdade é um bom

palpite para procurarmos um elemento, nesse conjunto, que também esteja próximo de uma

soluçãoh-minimizante.

O próximo resultado nos informa quais as condições que devemos assumir a fim de ob-

termos uma taxa da ordemO(δ ). Essa formulação não tem o parâmetroλ e mesmo assim

conseguimos estimativas tão boas quanto as anteriores. Defato, as soluções desse problema

convergem na mesma taxa das soluções regularizadas dos problemas (2.3), (2.16) e (2.17) para

dados inexatos.

Teorema 2.9.Suponha(2.4) válida e sejau uma soluç̃ao h-minimizante de(2.1) tal que condi-

ção de fonte(2.5) e a Equaç̃ao (2.6) são satisfeitas. Então, para cada minimizador uδ de(2.21)

a estimativa

DF∗ω
h

(

uδ ,u
)

≤ 2δ ‖ω‖

é v́alida.

Demonstraç̃ao: Como por hipóteseuδ é solução de (2.21), o valor do funcionalh(·) aplicado

emuδ é menor do que em qualquer outro elementou que satisfaça
∥

∥

∥
Fu−yδ

∥

∥

∥
≤ δ . Por exemplo,

para a soluçãoh-minimizante vale

h
(

uδ
)

≤ h(u) .

Ou ainda,

h
(

uδ
)

−h(u) ≤ 0 . (2.22)

A definição de distância de Bregman entreuδ eu com subgradiente dado por (2.5) é

DF∗ω
h

(

uδ ,u
)

= h
(

uδ
)

−h(u)−
〈

F∗ω , uδ −u
〉

.

Por conveniência reescrevemos essa distância como

h
(

uδ
)

−h(u) = DF∗ω
h

(

uδ ,u
)

+
〈

F∗ω , uδ −u
〉

.

Com isso, substituı́mos o valor da igualdade acima no lado esquerdo da desigualdade (2.22).

Logo,

DF∗ω
h

(

uδ ,u
)

+
〈

F∗ω , uδ −u
〉

≤ 0 .
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Usando propriedades de produto dual, a desigualdade de Cauchy-Schwarz, a hipótese (2.4)

e o fato deuδ ser solução do problema (2.21) conseguimos a seguinte estimativa:

DF∗ω
h

(

uδ ,u
)

≤ −
〈

F∗ω , uδ −u
〉

=
〈

F∗ω , u−uδ
〉

=
〈

ω , Fu−Fuδ
〉

H

=
〈

ω , y−Fuδ
〉

H

=
〈

ω ,
(

y−yδ
)

+
(

yδ −Fuδ
)〉

H

≤ ‖ω‖
∥

∥

∥

(

y−yδ
)

+
(

yδ −Fuδ
)
∥

∥

∥

≤ ‖ω‖
(
∥

∥

∥
y−yδ

∥

∥

∥
+
∥

∥

∥
yδ −Fuδ

∥

∥

∥

)

≤ ‖ω‖(δ +δ )

= ‖ω‖2δ .

Comparando a parte inicial da desigualdade dada acima com a ´ultima parte concluı́mos que

DF∗ω
h

(

uδ ,u
)

≤ 2δ ‖ω‖ .

�

Todas as estimativas apreciadas até o presente momento são baseadas na condição de fonte

(2.5). Na próxima seção assumimos uma nova condição mais forte e derivamos estimativas

análogas as obtidas na primeira parte deste capı́tulo.

2.2 Estimativas para condiç̃oes de fonteξ = F∗Fω

Na teoria clássica de regularização de Tikhonov é comumexigir que as soluções regula-

rizadas e a solução “exata” do Problema (2.1) pertençam a imagem do operador(F∗F)µ com

µ > 0. Essa suposição é uma condição de fonte para a regularização de Tikhonov em espaços

de Hilbert, conforme comentado na introdução deste trabalho. Nesta seção vamos derivar esti-

mativas para o erro no domı́nio e também na imagem do operador F. As estimativas no domı́nio

são obtidas através da distância de Bregman, enquanto asestimativas na imagem são feitas em

relação a norma do espaçoH . Motivados pela condição de fonte (2.5), admitida na seção ante-

rior, e tendo em vista a condição de fonte na formulação clássica, assumimos por conveniência

a condição de fonteξ = F∗Fω.
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Na seção anterior assumimosy ∈ R(F), com a nova condição de fonte podemos relaxar

essa exigência. Uma vez que possivelmentey /∈R(F) não garantimos a igualdadeFu= y, logo

a Definição2.2deve ser reformulada. Por isso, consideramos a solução dequadrados mı́nimos

F∗Fu = F∗y. Com isso em mente definimosu umasoluç̃ao h-minimizantecomo uma solução

do problema de otimização com restrição de igualdade

minimizar h(u)

sujeito a F∗Fu−F∗y = 0
. (2.23)

Ao longo desta seção a condição de fonte é baseada na existência de um elementoξ ∈

∂h(u) ⊂U∗ na imagem do operadorF∗F . Em suma, supomos

ξ ∈ R(F∗F)∩∂h(u) 6= ∅ (2.24)

e a equação abaixo seja satisfeita

F∗Fu = F∗y . (2.25)

Assumir a Equação (2.24) é equivalente a afirmar a existência de um elementoω ∈U\{0}

tal queξ = F∗Fω, em queF∗ é o operador adjunto deF eF∗F : U →U∗.

Uma análise da condição de fonte (2.24) e (2.25) com relação as condições de KKT exi-

bidas em (2.9) para o problema (2.23) pode ser repetida como na seção anterior, definindo o

Lagrangeano de maneira semelhante a (2.8). Para (2.23) as condições de KKT são

∂h(u) ∈ (F∗F)∗ω

e

F∗Fu = F∗y .

Uma vez que(F∗F)∗ :U∗∗→U∗, garantimos a existência de um multiplicador de Lagrange

ω ∈U∗∗, em queU∗∗ = (U∗)∗ é o dual do espaçoU∗, chamado de bidual deU (ver [Kre89]).

Sabemos queU ⊂U∗∗ e o espaço de BanachU∗∗ pode ser bem maior que o espaço de Banach

U, pois a igualdadeU∗∗ = U vale somente para espaços de Banach reflexivos. Contudo, a

hipótese deU ser um espaço de Banach reflexivo não é assumida neste trabalho. A condição

de fonte (2.24) considera apenas os elementosω ∈U ⊂U∗∗ e desse modo fazemos menção ao

operadorF∗F ao invés de(F∗F)∗, pois a restrição do operador(F∗F)∗ ao subespaçoU ⊂U∗∗

é o próprio operadorF∗F .

Apresentamos o primeiro resultado para dados inexatos, cujo nı́vel de ruı́do é limitado.

Através da hipótese de fonte discutida acima obtemos uma estimativa para a distância entre
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uma solução regularizadauδ
α e a soluçãou em comparação com a distância deu e do elemento

v = u−αω. Note que o elementov está na direção oposta ao multiplicador de Lagrange for-

necido pela condição de fonte (2.24), a partir da soluçãoh-minimizanteu. Essas distâncias

são mensuradas pela distância de Bregman. A ordem de convergência para esse resultado é

fornecida através do Corolário2.12, mediante hipóteses adicionais.

Teorema 2.10(Estabilidade). Sejam(2.4) válida e u uma soluç̃ao h-minimizante de(2.1) tal

que a condiç̃ao de fonte(2.24) e (2.25) são satisfeitas, então as seguintes desigualdades valem

paraα > 0:

DF∗Fω
h

(

uδ
α ,u
)

≤ DF∗Fω
h (u−αω,u)+

δ 2

α
+

δ
α

√

δ 2+2αDF∗Fω
h (u−αω,u) (2.26)

e
∥

∥

∥
Fuδ

α −Fu
∥

∥

∥
≤ α ‖Fω‖+δ +

√

δ 2+2αDF∗Fω
h (u−αω,u) .

Demonstraç̃ao: Dado uma soluçãouδ
α do problema regularizado (2.3) temos

1
2

∥

∥

∥
Fuδ

α −yδ
∥

∥

∥

2
+αh

(

uδ
α

)

≤
1
2

∥

∥

∥
Fu−yδ

∥

∥

∥

2
+αh(u) .

Reescrevendo essa desigualdade e utilizando a Equação (2.25), segue

0 ≥
1
2

[

∥

∥

∥
Fuδ

α −yδ
∥

∥

∥

2
−
∥

∥

∥
Fu−yδ

∥

∥

∥

2
]

+αh
(

uδ
α

)

−αh(u)

=
1
2

[

∥

∥

∥
Fuδ

α

∥

∥

∥

2
−2
〈

Fuδ
α , yδ

〉

H
+
∥

∥

∥
yδ
∥

∥

∥

2
−‖Fu‖2+2

〈

Fu , yδ
〉

H
−
∥

∥

∥
yδ
∥

∥

∥

2
]

+α
(

h
(

uδ
α

)

−h(u)−
〈

F∗Fω , uδ
α −u

〉)

−α (h(u)−h(u)−〈F∗Fω , u−u〉)

+α
〈

F∗Fω , uδ
α −u

〉

=
1
2

[

∥

∥

∥
Fuδ

α

∥

∥

∥

2
−‖Fu‖2−2

〈

Fuδ
α −Fu , yδ

〉

H

]

+αDF∗Fω
h

(

uδ
α ,u
)

−αDF∗Fω
h (u,u)

+α
〈

F∗Fω , uδ
α −u

〉

=
1
2

[

∥

∥

∥
Fuδ

α

∥

∥

∥

2
−‖Fu‖2

]

−
〈

F
(

uδ
α −u

)

, yδ
〉

H
+α

〈

Fω , F
(

uδ
α −u

)〉

H

−αDF∗Fω
h (u,u)+αDF∗Fω

h

(

uδ
α ,u
)

. (2.27)
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Observamos a seguinte igualdade:

∥

∥

∥
F
(

uδ
α −u+αω

)
∥

∥

∥

2
−‖F (u−u+αω)‖2 +2

〈

Fuδ
α −Fu , Fu−αFω

〉

H

=
〈

Fuδ
α −F (u−αω) , Fuδ

α −F (u−αω)
〉

H
−〈Fu−F (u−αω) , Fu−F (u−αω)〉

H

+2
〈

Fuδ
α −Fu , Fu−αFω

〉

H

=
〈

Fuδ
α , Fuδ

α

〉

H
−
〈

Fuδ
α , F (u−αω)

〉

H
−
〈

F (u−αω) , Fuδ
α

〉

H

+〈F (u−αω) , F (u−αω)〉H −〈Fu , Fu〉H + 〈Fu , F (u−αω)〉+ 〈F (u−αω) , Fu〉H

−〈F (u−αω) , F (u−αω)〉
H

+2
〈

Fuδ
α , F (u−αω)

〉

H
−2〈Fu , F (u−αω)〉

H

=
∥

∥

∥
Fuδ

α

∥

∥

∥

2
−‖Fu‖2 .

Com essa observação o lado direito da desigualdade (2.27) é equivalente a

1
2

[

∥

∥

∥
F
(

uδ
α −u+αω

)
∥

∥

∥

2
−‖F (u−u+αω)‖2

]

+
〈

Fuδ
α −Fu , Fu−αFω

〉

H

−
〈

F
(

uδ
α −u

)

, yδ
〉

H
+α

〈

Fω , F
(

uδ
α −u

)〉

H
−αDF∗Fω

h (u,u)+αDF∗Fω
h

(

uδ
α ,u
)

=
1
2

[

∥

∥

∥
F
(

uδ
α −u+αω

)
∥

∥

∥

2
−‖F (u−u+αω)‖2

]

+
〈

F
(

uδ
α −u

)

, Fu
〉

H

−α
〈

F
(

uδ
α −u

)

, Fω
〉

H
−
〈

F
(

uδ
α −u

)

, yδ
〉

H
+α

〈

Fω , F
(

uδ
α −u

)〉

H

−αDF∗Fω
h (u,u)+αDF∗Fω

h

(

uδ
α ,u
)

=
1
2

[

∥

∥

∥
F
(

uδ
α −u+αω

)
∥

∥

∥

2
−‖F (u−u+αω)‖2

]

−
〈

F
(

uδ
α −u

)

, yδ −Fu
〉

H

−αDF∗Fω
h (u,u)+αDF∗Fω

h

(

uδ
α ,u
)

. (2.28)

Para continuar a estimativa acima observamos através da hipótese (2.25), a seguinte equi-

valência:

〈

F
(

uδ
α −u

)

, yδ −Fu
〉

H
=
〈

uδ
α −u , F∗

(

yδ −Fu
)〉

=
〈

uδ
α −u , F∗yδ −F∗Fu

〉

=
〈

uδ
α −u , F∗yδ −F∗y

〉

=
〈

uδ
α −u , F∗

(

yδ −y
)〉

=
〈

F
(

uδ
α −u

)

, yδ −y
〉

H

Substituindo essa informação no lado direito de (2.28), o qual estima o lado direito de
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(2.26), que é menor ou igual a zero, segue

1
2

∥

∥

∥
F
(

uδ
α −u+αω

)
∥

∥

∥

2
+αDF∗Fω

h

(

uδ
α ,u
)

≤
〈

F
(

uδ
α −u

)

, yδ −y
〉

H
+αDF∗Fω

h (u,u)

+
1
2
‖F (u−u+αω)‖2

para todo elementou∈U, α ≥ 0 eδ ≥ 0.

Tomandou = u−αω para umα ≥ 0 na equação acima verificamos

1
2

∥

∥

∥
F
(

uδ
α −u+αω

)
∥

∥

∥

2
+αDF∗Fω

h

(

uδ
α ,u
)

≤
〈

F
(

uδ
α −u−αω

)

, yδ −y
〉

H

+ αDF∗Fω
h (u−αω,u) .

Usando a relação〈a , b〉 ≤ |〈a , b〉 | ≤ ‖a‖‖b‖ e a hipótese (2.4) na estimativa acima, obte-

mos

1
2

∥

∥

∥
F
(

uδ
α −u+αω

)∥

∥

∥

2
+αDF∗Fω

h

(

uδ
α ,u
)

≤
∥

∥

∥
F
(

uδ
α −u+αω

)∥

∥

∥
δ +αDF∗Fω

h (u−αω,u) .

Para simplificar a notação definimos a variávelγ =
∥

∥

∥
F
(

uδ
α −u+αω

)
∥

∥

∥
e reescrevemos a

relação acima como

1
2

γ2 +αDF∗Fω
h

(

uδ
α ,u
)

≤ δγ +αDF∗Fω
h (u−αω,u) .

Como todos os termos envolvidos na desigualdade acima são positivos, cada parcela da

soma dada no lado esquerdo da mesma é limitado pela quantidade do lado direito. Dessa ma-

neira obtemos duas estimativas, a saber

αDF∗Fω
h

(

uδ
α ,u
)

≤ δγ +αDF∗Fω
h (u−αω,u) (2.29)

e

γ2 ≤ 2δγ +2αDF∗Fω
h (u−αω,u) . (2.30)

Para continuar a estimativa na primeira desigualdade precisamos encontrar um majorante

paraγ, o qual será exibido através da desigualdade (2.30). Para isso, basta ver que ela é uma

inequação do segundo grau emγ. Utilizando a fórmula de Báskara encontramos duas raı́zes

para a equação do segundo grau associada a essa inequação, a saber

γ1,2 = δ ±
√

δ 2 +2αDF∗Fω
h (u−αω,u) .

Facilmente vemos que uma soluçãoγ é positiva e outra é negativa. Como a solução deve
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satisfazerγ ≥ 0, a Inequação (2.30) é satisfeita para

γ ≤ δ +
√

δ 2 +2αDF∗Fω
h (u−αω,u) . (2.31)

Usando essa estimativa em (2.29) e assumindo queα > 0 encontramos a primeira estimativa

desse teorema, a saber

DF∗Fω
h

(

uδ
α ,u
)

≤ DF∗Fω
h (u−αω,u)+

δ 2

α
+

δ
α

√

δ 2+2αDF∗Fω
h (u−αω,u) .

Para encontrar a segunda desigualdade requerida nesse teorema observamos que

∥

∥

∥
F
(

uδ
α −u

)
∥

∥

∥
=

∥

∥

∥
F
(

uδ
α −u

)

+αFω −αFω
∥

∥

∥

≤
∥

∥

∥
F
(

uδ
α −u+αω

)
∥

∥

∥
+‖αFω‖

= γ +α ‖Fω‖ .

Note que na última igualdade utilizamos apenas a definição deγ introduzida anteriormente.

Utilizando a estimativa (2.31) paraγ obtemos

∥

∥

∥
F
(

uδ
α −u

)∥

∥

∥
≤ α ‖Fω‖+δ +

√

δ 2 +2αDF∗Fω
h (u−αω,u) ,

confirmando a segunda estimativa desse teorema. �

O mesmo resultado visto no teorema acima é repetido para dados exatos. A estimativa para

o erro obtida no teorema a seguir, entre a solução regularizada e a soluçãoh-minimizante, é

dada novamente em relação a distância de Bregman entreu e v = u−αω. Paraα → 0 temos

v → u e comoDξ
h (·,u) é uma função crescente, o erro produzido pela distânciade Bregman

decresce quandoα tende a zero. Para melhor ilustrar o comportamento do termo que aparece

no lado direito de (2.32) observamos a Figura2.1.

Para melhor compreender a ilustração da Figura2.1 inserimos a notação com ı́ndicek.

Sendo assim, definimosvk = u−αkω comαk → 0 quandok→ ∞ e denotamosek = Dξ
h (vk,u),

comξ ∈ ∂h(u).

No Teorema2.11apresentamos uma estimativa na imagem do operadorF . Para taxas de

convergência no domı́nio do operador citamos o Corolário2.12.

Teorema 2.11(Convergência). Seu é uma soluç̃ao h-minimizante de(2.1) tal que as condiç̃oes

de fontes(2.24) e (2.25) são satisfeitas, então, dadoα ≥ 0, as desigualdades

DF∗Fω
h (uα ,u) ≤ DF∗Fω

h (u−αω,u) (2.32)
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e

‖Fuα −Fu‖ ≤ α ‖Fω‖+
√

2αDF∗Fω
h (u−αω,u)

são satisfeitas.

Demonstraç̃ao: A demonstração desse teorema segue a mesma idéia da demonstração do Teo-

rema2.10, porém aqui tomamosδ = 0 e não é necessário imporα > 0. �

O próximo resultado agrupa taxas de convergência para os Teoremas2.10 e 2.11. As

hipóteses assumidas no Corolário2.12são suficientes para obter uma taxaO

(

δ
4
3

)

para dados

com ruı́dos, quando tomamos o parâmetro de regularização α ∼ δ
2
3 . Em geral, para obter-

mos taxas de convergência para os teoremas desta seção precisamos de uma estimativa para a

distância de BregmanDξ
h (u−αω,u) encontrada nas estimativas (2.26) e (2.32). Uma alterna-

tiva é apresentada a seguir.

Corolário 2.12. Sob as hiṕoteses do Teorema2.10 assuma tamb́em que h́e duplamente di-

ferencíavel numa vizinhança deu e que existe um número M> 0 tal que, para cada u nesta

vizinhança e v∈U,
〈

h′′(u)v , v
〉

≤ M ‖v‖2 . (2.33)

Então, para a escolha do parâmetroα ∼ δ
2
3

Dξ
h

(

uδ
α ,u
)

= O

(

δ
4
3

)

,

R

Uu

h(u)

vk−1vkvk+1

ek−1

ek

ek+1

ω

Figura 2.1: Convergência com distância de Bregman



43

enquanto para dados exatos obtemos

Dξ
h (uα ,u) = O

(

α2) .

Demonstraç̃ao: Através da expansão de Taylor da funçãoh em torno deu temos

h(u) = h(u)+
〈

h′(u) , u−u
〉

+
1
2

〈

h′′(µ)(u−u) , u−u
〉

para algumµ ∈ [u,u].

Tomandou = u−αω na expressão acima

h(u−αω) = h(u)+
〈

h′(u) , u−αω −u
〉

+
1
2

〈

h′′(µ)(u−αω −u) , u−αω −u
〉

= h(u)+
〈

h′(u) , −αω
〉

+
1
2

〈

h′′(µ)(−αω) , −αω
〉

.

Essa igualdade pode ser reescrita como

h(u−αω)−h(u)−
〈

h′(u) , −αω
〉

=
1
2

〈

h′′(µ)(−αω) , −αω
〉

.

Visto queh é duplamente diferenciável o subgradiente emu é o próprio gradiente da função.

Isto é,ξ = h′(u). Observando que o lado esquerdo da igualdade acima necessariamente é a

distância de Bregman entreu−αω eu, induzida pelo funcionalh, podemos reescrevê-la como

Dξ
h (u−αω,u) =

1
2

〈

h′′(µ)(−αω) , −αω
〉

≤
M
2
‖−αω‖2

= α2M
2
‖ω‖2

U

= O
(

α2) . (2.34)

Note que para obtermos a estimativa acima utilizamos a hipótese (2.33).

Para dados com ruı́do mencionamos o Teorema2.10, mais especificamente a Equação

(2.26) e encontramos

Dξ
h

(

uδ
α ,u
)

= O

(

δ
4
3

)

,

quandoα ∼ δ
2
3 .

Para os dados exatos, pela Equação (2.32) do Teorema2.11, concluı́mos

Dξ
h (uα ,u) = O

(

α2) .
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2.3 Comparaç̃ao com a teoria cĺassica de regularizaç̃ao

Nesta seção vamos definir um funcionalh como termo de penalização para o problema

regularizado apresentado em (2.3). Com a escolha de um funcional conveniente, desde que

sejam satisfeitas as hipóteses anteriormente observadas, podemos comparar os resultados até

então obtidos com a teoria clássica.

Para cada funcional definido derivamos um método de regularização diferente. Em cada

subseção que segue apresentamos um funcional de penalização com o objetivo de gerar o

método de Tikhonov, variação total e máxima entropia. Nossa atenção é voltada aos dois pri-

meiros, os quais formam a base e motivação deste trabalho.

2.3.1 Regularizaç̃ao de Tikhonov

O método de regularização de Tikhonov, como já mencionamos, é a base deste trabalho.

Nosso principal interesse nesta seção é exemplificar a generalização proposta, para isso apli-

camos um funcional convexo de maneira a derivar o método de Tikhonov. Além disso, vamos

mostrar que as condições de fonte e as taxas de convergência investigadas neste capı́tulo são

equivalentes as do método clássico. Para maiores detalhes sugerimos [EHN00, Gro84, Gro93,

Kir96, Mor84].

Essa regularização é aplicada para uma equação do tipo(2.1), em que o operador linearF

é definido entre o espaço de HilbertU nele mesmo. Para a escolha do funcional de penalização

h(u) =
1
2
‖u‖2

U
, (2.35)

o problema regularizado (2.3) torna-se

Jδ
α (u) =

1
2

∥

∥

∥
Fu−yδ

∥

∥

∥

2
+

α
2
‖u‖2

U .

Uma vez que o funcional definido em (2.35) é Gâteaux diferenciável temos∂h(u) = {u}.
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Portanto, a distância de Bregman é

Dξ
h (v,u) = h(v)−h(u)−〈ξ , v−u〉

=
1
2
‖v‖2

U−
1
2
‖u‖2

U−〈u , v−u〉

=
1
2
‖v‖2

U−
1
2
‖u‖2

U−〈u , v〉+‖u‖2
U

=
1
2
‖v‖2

U +
1
2
‖u‖2

U−〈u , v〉

=
1
2
‖v−u‖2

U .

Falta verificar a condição de fonte para aplicarmos os resultados de convergência anteriores,

a qual é satisfeita. De fato, a condição de fonte (2.5) para o caso em que o subdiferencial é

unitário resulta emu = F∗ω. Para essa condição de fonte podemos aplicar os Teoremas2.3 e

2.4e através deles encontramos os seguintes resultados de convergência

∥

∥

∥
uδ

α −u
∥

∥

∥

U
= O

(

δ
1
2

)

e

‖uα −u‖
U

= O

(

α
1
2

)

.

Para a condição de fonte (2.24), visto que∂h(u) = {u}, temosu = F∗Fω. Aplicando o

Corolário2.12encontramos

∥

∥

∥
uδ

α −u
∥

∥

∥

U
= O

(

δ
2
3

)

, seα ∼ δ
2
3

e

‖uα −u‖U = O(α) .

Os resultados são comparáveis com a teoria clássica (veja por exemplo [EHN00]) e para a

segunda condição de fonte temos uma taxa de convergênciaótima.

Através desse exemplo concluı́mos que o método tipo Tikhonov generalizado por uma pe-

nalização convexa está bem fundamentado.

2.3.2 Regularizaç̃ao de variaç̃ao limitada

Para o método de Tikhonov apresentado anteriormente, em geral, é utilizado o espaço de

Hilbert L2(Ω) e sua norma como termo de penalização. O método de regularização de variação

limitada consiste em trabalhar com funções cuja variaç˜ao total seja limitada, ao invés de funções
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que possuem quadrado integrável (integral com valor finito).

Esse método vem ganhando destaque na comunidade de problemas inversos a partir do

artigo [ROF92]. Essa teoria vem sendo investigada por diversos autores como [AV94, CKP99,

CK97, OBG+05, Vog02].

Essa técnica é aplicada como uma ferramenta favorável para problemas de processamento

de imagem, uma vez que ela permite a reconstrução de soluções com descontinuidades. Um

destaque para essa aplicação é a reconstrução de imagens com ruı́do. Em inglês esse processo

é chamado dedenoising.

Figura 2.2: Exemplo imagem com ruı́do Figura 2.3: Imagem original - prédio

Esta aplicação a teoria clássica tem como objetivo ilustrar o método investigado com fun-

cionais que são aplicados na prática, assim como na próxima subseção. Não vamos nos ater a

detalhes de convergência e demais comparações. Para maiores detalhes veja [BO04, Res05].

Antes de apresentarmos a penalização para derivarmos o m´etodo de regularização desta

subseção, precisamos definir o espaço das funções de variação total limitada, denotado por

BV (Ω) - do inglêsBounded Variation.

Iniciamos com uma definição num contexto mais acessı́vel para uma função de uma variá-

vel, encontrada no livro [BSU96], e na sequência generalizamos tal definição. Sejau : Ω → R

com Ω = [a,b] e definaπ uma partição qualquer desse intervalo, tal quea = x0 < x1 < .. . <

xm−1 < xm = b. Definimos a variação da funçãou como

TVπ (u; [a,b]) =
m−1

∑
k=0

|u(xk+1)−u(xk)|

e avariação total1 deu como

TV (u; [a,b]) = sup
π

{

m−1

∑
k=0

|u(xk+1)−u(xk)|

}

. (2.36)

1A notaçãoTV (u;Ω) deriva da expressão em inglêsTotal Variation.
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O supremo na definição acima é calculado sobre todas as possı́veis partições do intervalo

[a,b]. Casou seja constante por partes com um número finito de descontinuidades, então a

variação total deu fornece a soma das magnitudes desses saltos.

SeTV (u; [a,b]) é finito então dizemos queu possui variação total limitada, ou simples-

mentevariação limitada. Observamos que o conjunto de todas as funções com variação limi-

tada formam o espaço normadoBV([a,b]) com a norma

‖u‖BV(Ω) = |u|BV(Ω) +u(a) .

Na expressão acima|·|BV(Ω) denota o supremo da variação total, isto é,

|u|BV(Ω) = sup
π

{TVπ (u; [a,b])} .

Além disso,|·|BV(Ω) representa uma seminorma para o espaçoBV (Ω).

As funções monótonas limitadas pertencem ao espaçoBV (Ω) e nesse caso|u|BV(Ω) =

|u(b)− u(a)|. Outro exemplo clássico são as funções Lipschitz no intervalo [a,b]. Em par-

ticular, quandou∈ C 1([a,b]) a definição de variação total pode ser reformulada, multiplicando

e dividindo o lado direito de (2.36) por ∆xk = xk+1−xk. Assim,

|u|BV(Ω) = sup
π

m−1

∑
k=0

|u(uk+1)−u(uk)|

∆xk
∆xk .

Tomando o limite quando∆xk → 0 na equação acima obtemos a representação

|u|BV(Ω) =
∫ b

a
|∇u| dx , (2.37)

em que∇u = du
dx denota a derivada da funçãou em relação a variávelx. No livro [Kre89] com a

definição de variação limitada da funçãou é obtido o conceito da integral de Riemann-Stieltjes.

Observamos que a definição da semi-norma deBV (Ω) em (2.37) necessariamente é a norma

da derivada da funçãou no espaçoL1([a,b]). Ainda mais, essa definição pode ser estendida para

espaços de dimensãon≥ 1.

No livro [EG92] é apresentado uma definição para o espaçoBV (Ω), com Ω ⊂ R
n um

subconjunto aberto, num contexto mais geral para funçõesemL1(Ω).

Uma funçãou∈ L1(Ω) pode ser descontı́nua e portanto não diferenciável no sentido clás-

sico. Sendo assim, a generalização da definição apresentada em (2.37) deve ser construı́da num

sentido mais fraco para a diferenciação deu. Utilizamos a derivada no sentido das distribuições
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com o auxı́lio do conjunto de funções testeV =
{

ϕ ∈ C 1
c (Ω) | |ϕ(x)| < 1 , ∀x∈ Ω

}

.

Definimos a variação total deu como

∫

Ω
|Du| = sup

ϕ∈V

{

∫

Ω
u div(ϕ)dx

}

, (2.38)

em queDu denota a derivada distribucional deu.

Portanto,

BV (Ω) =
{

u∈ L1(Ω) | |u|BV(Ω) < ∞
}

(2.39)

é o espaço das funções de variação limitada, com

|u|BV(Ω) =

∫

Ω
|Du| .

Além disso,BV (Ω) é um espaço de Banach com a norma

‖u‖BV(Ω) = |u|BV(Ω) +‖u‖L1(Ω) .

Duas referências básicas para o estudo do espaçoBV (Ω) são [EG92] e [AFP00]. A última

em especial traz propriedades que mostramBV (Ω) como um espaço de Banach, sua imersão

é compacta emL1(Ω) e introduz a definição de convergência fraca para esse espaço em dois

sentidos: fraco-∗ e estritamente convergente. Depois é observado queBV (Ω)⊆ L1(Ω) eW1,1⊂

BV (Ω), sendo estrita a inclusão do espaço de Sobolev2 emBV (Ω) . É definido a convergência

fraco-∗ e na sequência [AFP00, p. 124] traz um importante comentário:BV (Ω) é o dual de um

espaço separável e a caracterização da convergência fraca para o espaço de BanachBV (Ω) é

muito difı́cil; por outro lado, para domı́nios suficientemente regulares a convergência fraco-∗

introduzida em [AFP00, Definição 3.11] define a convergência no dual deBV (Ω). Supondo

Ω ∈ Rn uma região aberta e limitada com fronteira∂Ω Lipschitz contı́nua são obtidos mais

propriedades em [EG92], como a extensão deu∈ BV (Ω) paraũ∈ BV(Rn).

Uma vez que as definições mais importantes estão expostas, o método de regularização

proposto em [ROF92] consiste em tomar

h(u) = |u|BV(Ω) (2.40)

como o funcional de penalização. Portanto, o problema regularizado (2.3) torna-se

Jδ
α (u) =

1
2

∥

∥

∥
Fu−yδ

∥

∥

∥

2
+α|u|BV(Ω) . (2.41)

2Aconselhamos ao leitor o livro [AF03] para maiores detalhes sobre espaços de Sobolev e teoria dedistribuição.



49

Propriedades do método regularizado (2.41) foram desenvolvidas em [AV94, CKP99]. Nes-

sas referências encontramos resultados que garantem a convexidade e a semi-continuidade in-

ferior para o funcional de penalização (2.40), bem como a existência de solução e estabilidade

para (2.41).

Segundo [BO04] um problema padrãoF : U → H considerado pela regularização de va-

riação limitada é definido paraF = I o operador identidade entre os espaçosU = BV (Ω) e

H = L2(Ω), para algum domı́nioΩ ⊂ Rn comn≤ 3.

Seu é uma função contı́nua com|∇u| > 0, então o método regularizado (2.41) pode ser

escrito como

Jδ
α (u) =

1
2

∥

∥

∥
yδ −u

∥

∥

∥

2

L2(Ω)
+α

∫

Ω
|∇u| dx .

Nessas condições o subdiferencial deh é unitário

∂h(u) = {ζ (u)} , ζ (u) = div

(

∇u
|∇u|

)

.

Uma vez queF∗ = I emL2 (Ω), a condição de fonte (2.5) resumi-se a

ζ (u) ∈ L2 (Ω) . (2.42)

Terminamos a ilustração referente a regularização de variação limitada com algumas obser-

vações. A condição de fonte (2.42) é uma condição de regularidade bastante fraca, pois funções

descontı́nuas também satisfazem essa condição. Por exemplo a função caracterı́stica na bola de

raioρ

χ(x) =

{

1 , se|x| < ρ
0 , caso contrário

.

Essa função é exibida em [BO04, ref. (16)] e para umyδ apropriado ela é uma soluçãoh-

minimizante para o problema regularizado (2.41) e satisfaz a condição de fonte (2.42). Portanto,

a condição de fonte necessariamente não impõe regularidade na função envolvida.

Motivado pelo mesmo exemplo no artigo [Res05] a autora afirma que a condição de fonte

(2.24) também é satisfeita para umyδ ∈ BV (Ω). De fato, aplicando a condição de otimalidade

de primeira ordem para (2.41), no contexto que estamos trabalhando, temos

0∈ F∗
(

Fu−yδ
)

+α∂h(u) . (2.43)
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ComoF = I valeFyδ = yδ e por sua vez

F∗
(

Fu−yδ
)

= F∗
(

Fu−Fyδ
)

= F∗F
(

u−yδ
)

.

Portanto, basta tomarω = 1
α (yδ −u) ∈ BV (Ω) e a relaçãoF∗Fω ∈ ∂h(u) é satisfeita.

Uma vez que as condições de fonte são satisfeitas podemosaplicar os resultados obtidos ao

longo deste capı́tulo.

2.3.3 Regularizaç̃ao de ḿaxima entropia

Outro exemplo importante na área é a regularização de m´axima entropia, [AH91, EL93,

Egg93]. O funcional de penalização a ser usado éentropia negativa de Shannon. Claude

E. Shannon (1916-2001) é considerado o pai dateoria da informaç̃ao, um ramo da teoria de

probabilidade e estatı́stica. Um dos trabalhos a dar inı́cio a moderna teoria da informação é

associado a [Sha48].

A caracterı́stica principal desse método é a busca de soluções positivas sem a necessidade

de adicionar restrições ao modelo, pois esta particularidade provém da formulação do problema.

A saber, o funcional de penalizaçãoh : L1(Ω) → R comΩ ⊂ Rn limitado e mensurável é

dado por

h(u) =

{

∫

Ω u(x) log(u(x))dx , seu(x) ≥ 0 q.s. eu(x) log(u(x)) ∈ L1(Ω)

+∞ , caso contrário
. (2.44)

Na definição acima a sigla q.s.3 significaquase sempre; fazemos ainda a convenção 0 log(0) =

0.

Observamos brevemente que aentropia de Shannonfoi introduzida na teoria de probabili-

dade como−∑k pk(x) log(pk(x)); para o caso contı́nuo é usado a integral ao invés do somat´orio.

Note que cada funçãopk(·) representa uma probabilidade, isto é, 0≤ pk(x) ≤ 1 e por sua vez

log(pk(x)) assume um valor negativo. Por isso na definição aparece um sinal negativo, uma vez

que a medida de entropia deve ser positiva. Na definição queutilizamos não trabalhamos com

função de probabilidade e portanto não há necessidade de utilizarmos tal sinal. Por sua vez o

funcional definido em (2.44) é chamadoentropia negativa de Shannon. Maiores detalhes em

[Yoc05].

3Alguns livros utilizam a sigla a.e. derivada da expressão em inglêsalmost everywhere.
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O método de regularização de máxima entropia para o funcional definido em (2.44) é

Jδ
α (u) =

1
2

∥

∥

∥
Fu−yδ

∥

∥

∥

2
+αh(u) . (2.45)

Um estudo desse método pode ser conferido com mais detalhesem [AH91]. Nesse mesmo

artigo são realizadas comparações numéricas entre o m´etodo de máxima entropia e o método

de Tikhonov com restrição de não negatividade, ambos buscam reconstruir soluções não nega-

tivas. O comportamento observado nos exemplos propostos apontou uma melhor performance

para o método de máxima entropia quando a solução está próxima da fronteira. Caso contrário,

o método de Tikhonov obteve um melhor comportamento. Um estudo de estabilidade, con-

vergência e taxas de convergência pode ser conferido em [EL93].

Assim como fizemos para o método de variação limitada, vamos apenas apresentar alguns

resultados e tecer comentários sobre a regularização demáxima entropia a fim de ilustrar o

funcional de penalizaçãoh.

O próximo resultado exibido foi extraı́do de [Res05] e através dele obtemos informações

importantes sobre o domı́nio deh e o subgradiente desse funcional. Não demonstraremos esse

resultado. Para o mesmo precisamos definir o conjuntoLp
+(Ω) parap∈ [1,∞]. De modo natural

definimos esse conjunto comoLp
+(Ω) = {u∈ Lp(Ω) | u(x) ≥ 0 q.s.}.

Lema 2.13.O funcional definido em(2.44) possui as seguintes propriedades:

(i) o doḿınio do funcional h está estritamente incluso em L1
+(Ω);

(ii) o conjunto∂h(u) é ñao vazio se e somente se u pertence a L∞
+(Ω) e é limitado longe do

zero, ainda mais,∂h(u) = {1+ log(u)};

(iii) para todo u,v∈ dom h, vale

‖v−u‖2
L1(Ω) ≤

(

2
3
‖v‖L1(Ω) +

4
3
‖u‖L1(Ω)

)

Dh(v,u)

Observando as hipóteses do lema acima, podemos reescrevera condição de fonte paraξ =

log(u)+1 comou= exp(ξ −1), ou ainda,u=
exp(ξ )
exp(1) . Note que para as condições de fonte (2.5)

e (2.24) podemos reescrevê-las como

u =
exp(F∗ω)

exp(1)
e u =

exp(F∗Fω)

exp(1)
.

Por fim, calculamos a distância de Bregman induzida pelo funcional(2.44) entreu,v ∈
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L1
+(Ω) paraξ = log(u)+1.

Dξ
h (v,u) = h(v)−h(u)−〈log(u)+1 , v−u〉

=
∫

Ω
vlog(v)−

∫

Ω
ulog(u)−

∫

Ω
(log(u)+1)(v−u)

=
∫

Ω
vlog(v)−ulog(u)− (v−u)−vlog(u)+ulog(u)

=
∫

Ω
vlog(v)−vlog(u)+u−v

=
∫

Ω
vlog

(v
u

)

+u−v .

Em resumo,

Dξ
h (v,u) =

∫

Ω
v(x) log

(

v(x)
u(x)

)

+u(x)−v(x)dx .

Essa distância estima o divergente de Kullback-Leibler, oqual é uma medida natural na

teoria de informação. A saber o divergente de Kullback-Leibler foi inicialmente definido no

caso contı́nuo para duas funções de densidade (ou probabilidade)p eq da seguinte forma

DKL(p,q) =
∫ +∞

−∞
p(x) log

(

p(x)
q(x)

)

.

Para o caso discreto usamos um somatório ao invés da integral. Note queDKL não é

simétrico, assim como a distância de Bregman.

Mediante os comentários exibidos sobre o método podemos aplicar os resultados garantidos

pelos resultados contidos ao longo deste capı́tulo.



53

3 Análise de problemas ñao lineares

Pela primeira vez na literatura em [EKN89] foram apresentadas taxas de convergências

para problemas mal-postos com operadores não lineares, utilizando técnicas de regularização

de Tikhonov. Tal formulação foi feita em espaços de Hilbert. No capı́tulo anterior vimos as

primeiras técnicas aplicadas para um operador linear definido entre um espaço de Banach num

espaço de Hilbert. Motivados pelos resultados dados em [BO04] e [Res05], esse estudo foi

estendido para o caso não linear com uma novidade: ambos os espaços são de Banach. Essa

extensão foi desenvolvida em [RS06] e é a referência básica deste capı́tulo.

Na seqüência, apresentamos o problema geral para o qual buscamos uma solução, o método

de regularização a ser aplicado e as hipóteses que assumiremos nos teoremas que seguem. O

capı́tulo é divido em duas seções, uma para cada condiç˜ao de fonte assumida. Cada seção traz

um resultado de estabilidade e um de convergência.

Neste capı́tulo buscamos uma solução para equação operador

F (u) = y , (3.1)

em queF : D(F)⊆U →H é um operador não linear mal-posto entre os espaços de BanachU

eH , ambos de dimensão infinita.

Novamente denotamosuδ
α uma solução regularizada para dados com ruı́dos. Essa solução

é dada pelo elemento que minimiza o funcional (3.2), proveniente do método de regularização

com penalização convexo

Jδ
α (u) =

1
2

∥

∥

∥
F (u)−yδ

∥

∥

∥

2
+αh(u) . (3.2)

No funcional acima temosα ∈ R+, h um funcional convexo positivo eyδ um dado com

ruı́do satisfazendo
∥

∥

∥
y−yδ

∥

∥

∥
< δ . (3.3)

A princı́pio a formulação (3.2), para problemas não lineares, é idêntica a formulação para
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problemas lineares apresentada na Equação (2.3) do capı́tulo anterior. Na introdução deste

trabalho demos ênfase na importância da escolha de uma aproximação inicialu0 para o método

de Tikhonov não linear, conforme a Seção1.3. A escolha deu0 não é necessária na formulação

estudada neste capı́tulo. No entanto, considerando o funcional h(u) = 1
2 ‖u−u0‖

2
U podemos

refazer os cálculos do subgradiente∂h(u) e concluir a mesma condição de fonte exibida em

(F3) na página17, concordando com a teoria clássica.

Por toda a extensão deste capı́tulo assumimos as hipóteses listadas abaixo.

Hipótese 3.1.

(N1) Com os espaços de BanachU eH associamos as topologiasτU e τH , respectivamente,

as quais s̃ao mais fracas do que as topologias induzidas pelas normas;

(N2) Os duais topológicos deU eH são denotados porU∗ eH ∗, respectivamente;

(N3) A norma‖·‖ é semi-contı́nua inferiormente com respeito a topologiaτH ;

(N4) D(F) possui interior ñao vazio com relaç̃ao a topologia da norma ée fechado na topo-

logia τU. Além disso,D(F)∩dom h6= /0;

(N5) F : D(F) ⊆U → H é um operador ñao linear cont́ınuo de(U,τU) em(H ,τH );

(N6) O funcional h́e limitado e semi-contı́nuo inferiormente na topologiaτU;

(N7) Para cada M> 0 , α > 0, o conjunto

Mα (M) =
{

u∈U : ‖F (u)‖2+αh(u) ≤ M
}

(3.4)

é compacto na topologiaτU.

Em [EKN89] são dados alguns exemplos de operadores não lineares. Emtais exemplos ob-

servamos que um problema não linear mal-posto pode ter sua linearização bem-posta e ainda um

problema originalmente bem-posto pode ter sua linearização mal-posta. Portanto, não podemos

fazer generalizações somente ao tipo de operador não linear. Nesse contexto é natural exigir

condições sobre o problema não linear e sua linearizaç˜ao. Tal hipótese é chamadacondiç̃ao de

não linearidade.

Quando ambos os espaços em que definimos o operador são Hilbert, assumimos que o

operadorF ′ satisfaz uma condição semelhante a Lipschitz continuidade numa vizinhança de

umau0-solução de norma mı́nima, conforme a segunda hipótese exibida na página17 extraı́da

de [EHN00]. Para operadores definidos de um espaço de Banach num espac¸o de Hilbert a
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condição de não linearidade é outra. Conforme o coment´ario feito em [BO04], o operadorF

deve satisfazer

〈

F (u)−F (u)−F ′ (u)(u−u) , ω
〉

H
≤ c‖F (u)−F (u)‖‖ω‖ , (3.5)

para uma constantec > 0 e ω ∈ H dado pela condição de fonte em (3.9). Mediante essa

condição de fonte é possı́vel estender os resultados apresentados no Capı́tulo2 para o caso não

linear, sendo que os resultados apresentados no capı́tulo anterior continuam válidos com uma

pequena mudança nas constantes.

O objetivo deste capı́tulo é generalizar um pouco mais os resultados de convergência e

estabilidade para problemas não lineares a fim de abranger ocaso em que ambos os espaços

envolvidos são Banach. Para isso a condição de não linearidade exibida em (3.5) deve ser

modificada, de modo a não depender do produto interno. No artigo [RS06] essa condição é

substituı́da por (3.6), em que é usada a norma do espaçoH e no lado direito é utilizada a

distância de Bregman.

Hipótese 3.2.Assuma que existe uma solução h-minimizanteu de (3.1) e que o operador F:

D(F) ⊆U → H é Gâteaux diferencíavel. Aĺem disso, suponha que existaρ > 0 tal que, para

cada u∈ D(F)∩Bρ (u)

∥

∥F (u)−F (u)−F ′ (u)(u−u)
∥

∥≤ cDξ
h (u,u) , c > 0 (3.6)

e ξ ∈ ∂h(u).

Tendo em vista o objetivo deste capı́tulo, bem como as hipóteses que usaremos, em cada

seção que segue introduzimos a condição de fonte a ser usada e apresentamos os principais

resultados.

3.1 Estimativas para a condiç̃ao de fonteξ = F ′ (u)∗ω

Para operadores não lineares não é definido o operador adjunto. Por isso, ao longo deste

capı́tulo não assumimos condições de fonte iguais ao capı́tulo anterior. Para contornar essa

dificuldade fazemos hipóteses sobre a linearização do operadorF de modo semelhante ao

tratamento dado para problemas lineares, assim como vem sendo feito na literatura [EKN89,

EHN00, Neu89].

Em comparação com a condição de fonte (2.5) apresentada no capı́tulo anterior, nesta seção
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assumimos a condição de fonte

ξ ∈ R(F ′ (u)∗)∩∂h(u) 6= ∅ (3.7)

e que a equação

F (u) = y (3.8)

seja satisfeita.

A diferenciação do operadorF é definida entre o espaçoU e o espaçoL (U,H ) das trans-

formações lineares deU emH . Quando aplicamos um elementou ∈ U no operadorF ′ (·),

obtemos um operador linearF ′ (u) :U→H e por sua vez está bem definido o operador adjunto

para ele,F ′ (u)∗ : H ∗ → U∗. Podemos reescrever a condição de fonte apresentada em (3.7)

assumindo a existência de um elementoω ∈H ∗ tal que

ξ = F ′ (u)∗ω ∈ ∂h(u) . (3.9)

O primeiro resultado deste capı́tulo reúne condições suficientes para obtermos taxas de

convergência para uma solução regularizadauδ
α no domı́nio e na imagem do operadorF, para

dados inexatos. Além disso, com a escolha do parâmetro de regularizaçãoα na ordem do nı́vel

de ruı́doδ obtemos uma taxa da ordemO(δ ).

Teorema 3.3(Estabilidade). Assuma que as Hipóteses3.1, 3.2e as relaç̃oes(3.3) e (3.8) sejam

satisfeitas. Aĺem disso, suponha que existaω ∈H ∗ tal que(3.9) é v́alida e

c‖ω‖H ∗ < 1 .

Então, temos as seguintes estimativas:

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (u)
∥

∥

∥
≤ 2α ‖ω‖H ∗ +2

(

α2‖ω‖2
U +δ 2

)
1
2

e

DF ′(u)∗ω
h

(

uδ
α ,u
)

≤
2

1−c‖ω‖H ∗

[

δ 2

2α
+α ‖ω‖2

U +‖ω‖H ∗

(

α2‖ω‖2
U +δ 2

)
1
2
]

.

Em particular, para a escolha de um parâmetro de regularizaç̃ao α ∼ δ , temos

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (u)
∥

∥

∥
= O(δ ) , DF ′(u)∗ω

h

(

uδ
α ,u
)

= O(δ ) .

Demonstraç̃ao: Comouδ
α é minimizador do problema (3.2) vale

1
2

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−yδ
∥

∥

∥

2
+αh

(

uδ
α

)

≤
1
2

∥

∥

∥
F (u)−yδ

∥

∥

∥

2
+αh(u) .
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Usando a desigualdade
∥

∥

∥
F (u)−yδ

∥

∥

∥
=
∥

∥

∥
y−yδ

∥

∥

∥
≤ δ na estimativa acima obtemos

1
2

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−yδ
∥

∥

∥

2
≤

1
2

∥

∥

∥
F (u)−yδ

∥

∥

∥

2
+αh(u)−αh

(

uδ
α

)

≤
1
2

δ 2−α
(

h
(

uδ
α

)

−h(u)
)

=
1
2

δ 2−α
(

DF ′(u)∗ω
h

(

uδ
α ,u
)

+
〈

F ′ (u)∗ ω , uδ
α −u

〉)

. (3.10)

Note que a última igualdade provém da definição da distância de Bregman.

Para encontrar uma estimativa na imagem do operador precisamos primeiramente observar

a estimativa

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (u)
∥

∥

∥

2
=

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−y
∥

∥

∥

2

=
∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−yδ +yδ −y
∥

∥

∥

2

=
∥

∥

∥

(

F
(

uδ
α

)

−yδ
)

+
(

yδ −y
)
∥

∥

∥

2

=
∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−yδ
∥

∥

∥

2
+
∥

∥

∥
yδ −y

∥

∥

∥

2
+2
〈

F
(

uδ
α

)

−yδ , yδ −y
〉

H

≤
∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−yδ
∥

∥

∥

2
+
∥

∥

∥
yδ −y

∥

∥

∥

2
+2
∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−yδ
∥

∥

∥

∥

∥

∥
yδ −y

∥

∥

∥

≤
∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−yδ
∥

∥

∥

2
+
∥

∥

∥
yδ −y

∥

∥

∥

2
+
∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−yδ
∥

∥

∥

2
+
∥

∥

∥
yδ −y

∥

∥

∥

2

≤ 2

(

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−yδ
∥

∥

∥

2
+
∥

∥

∥
yδ −y

∥

∥

∥

2
)

Note que na penúltima desigualdade acima usamos o seguintefato:

0 ≤
(
∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−yδ
∥

∥

∥
−
∥

∥

∥
yδ −y

∥

∥

∥

)2

=
∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−yδ
∥

∥

∥

2
+
∥

∥

∥
yδ −y

∥

∥

∥

2
−2
∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−yδ
∥

∥

∥

∥

∥

∥
yδ −y

∥

∥

∥
,

ou melhor,

2
∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−yδ
∥

∥

∥

∥

∥

∥
yδ −y

∥

∥

∥
≤

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−yδ
∥

∥

∥

2
+
∥

∥

∥
yδ −y

∥

∥

∥

2
.

Pela observação anterior e a relação (3.3) temos

1
2

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (u)
∥

∥

∥

2
≤

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−yδ
∥

∥

∥

2
+δ 2 . (3.11)

Na seqüência exibimos uma nova estimativa, a qual dependedas estimativas e observações

feitas anteriormente. Por exemplo, na primeira desigualdade abaixo usamos (3.11) e na segunda
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(3.10). Dessa maneira

1
4

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (u)
∥

∥

∥

2
=

1
2

(

1
2

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (u)
∥

∥

∥

2
)

≤
1
2

(

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−yδ
∥

∥

∥

2
+δ 2

)

≤
1
2

δ 2−α
(

DF ′(u)∗ω
h

(

uδ
α ,u
)

+
〈

F ′ (u)∗ω , uδ
α −u

〉)

+
1
2

δ 2

= δ 2−αDF ′(u)∗ω
h

(

uδ
α ,u
)

+α
〈

ω , −F ′ (u)
(

uδ
α −u

)〉

≤ δ 2−αDF ′(u)∗ω
h

(

uδ
α ,u
)

+α ‖ω‖
H ∗

∥

∥

∥
−F ′ (u)

(

uδ
α −u

)
∥

∥

∥

= δ 2−αDF ′(u)∗ω
h

(

uδ
α ,u
)

+α ‖ω‖
H ∗

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (u)−F ′ (u)
(

uδ
α −u

)

−
[

F
(

uδ
α

)

−F (u)
]
∥

∥

∥

≤ δ 2−αDF ′(u)∗ω
h

(

uδ
α ,u
)

+α ‖ω‖H ∗

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (u)
∥

∥

∥

+α ‖ω‖
H ∗

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (u)−F ′ (u)
(

uδ
α −u

)
∥

∥

∥

≤ δ 2−αDF ′(u)∗ω
h

(

uδ
α ,u
)

+α ‖ω‖H ∗ cDF ′(u)∗ω
h

(

uδ
α ,u
)

+α ‖ω‖
H ∗

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (u)
∥

∥

∥

= δ 2 +α (c‖ω‖H ∗ −1)DF ′(u)∗ω
h

(

uδ
α ,u
)

+α ‖ω‖H ∗

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (u)
∥

∥

∥

≤ δ 2 +α ‖ω‖
H ∗

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (u)
∥

∥

∥
(3.12)

Para garantir a penúltima desigualdade feita acima usamos(3.6), enquanto a última desi-

gualdade deriva da hipótesec‖ω‖H ∗ < 1, ou melhor,(c‖ω‖H ∗ −1) < 0.

Reescrevendo a estimativa (3.12) encontramos a inequação do segundo grau

γ2−4α ‖ω‖H ∗ γ −4δ 2 ≤ 0 ,

comγ =
∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (u)
∥

∥

∥
≥ 0 a variável.

Utilizando a fórmula de Báskara facilmente encontramos as raı́zes da equação do segundo

grau associada a essa inequação. Como uma raiz da equação do segundo grau é positiva e outra

negativa, observando também que a variávelγ da inequação acima é positiva e a concavidade

da equação do segundo grau é para cima, a inequação é verificada quando

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (u)
∥

∥

∥
≤ 2α ‖ω‖H ∗ +2

(

α2‖ω‖2
H ∗ +δ 2

)
1
2

. (3.13)
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Vamos extrair a última igualdade de (3.12), a saber

0 ≤ δ 2 +α (c‖ω‖H ∗ −1)DF ′(u)∗ω
h

(

uδ
α ,u
)

+α ‖ω‖H ∗

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (u)
∥

∥

∥
.

Utilizando a estimativa (3.13) reescrevemos a desigualdade acima como

α (1−c‖ω‖H ∗)DF ′(u)∗ω
h

(

uδ
α ,u
)

≤ δ 2 +α ‖ω‖H ∗

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (u)
∥

∥

∥

≤ δ 2 +α ‖ω‖H ∗

[

2α ‖ω‖H ∗ +2
(

α2‖ω‖2
H ∗ +δ 2

)
1
2
]

.

Multiplicando ambos os lados da relação acima obtida por 1
α(1−c‖ω‖H ∗)

, paraα > 0 e efe-

tuando algumas operações básicas encontramos

DF ′(u)∗ω
h

(

uδ
α ,u
)

≤
2

1−c‖ω‖H ∗

[

δ 2

2α
+α ‖ω‖2

U +‖ω‖H ∗

(

α2‖ω‖2
H ∗ +δ 2

)
1
2
]

.

Em particular, para uma escolha deα ∼ δ , facilmente vemos que

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (u)
∥

∥

∥
= O(δ ) e DF ′(u)∗ω

h

(

uδ
α ,u
)

= O(δ ) .

�

Repetimos esse resultado para dados exatos. Sob as hipóteses do Teorema3.3 mostramos

queuα → u quandoα → 0. Obtemos uma taxa de convergência na imagem e no domı́nio do

operadorF com a ordemO(α).

Teorema 3.4(Convergência). Assuma que as Hipóteses3.1, 3.2e a Equaç̃ao (3.8) são verda-

deiras. Aĺem disso, suponha que existeω ∈ H ∗ tal que(3.9) é satisfeita e

c‖ω‖H ∗ < 1 .

Então, temos as seguintes estimativas:

‖F (uα)−F (u)‖ ≤ 4α ‖ω‖H ∗

e

DF ′(u)∗ω
h (uα ,u) ≤

4α ‖ω‖2
H ∗

1−c‖ω‖
H ∗

.

Demonstraç̃ao: A demonstração é análoga a demonstração do teorema anterior, tomandoδ = 0.

�

A condição de não linearidade (3.6) é fundamental na obtenção dos resultados apresentados
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anteriormente, por exemplo, obtemos estimativas paraDF ′(u)∗ω
h

(

uδ
α ,u
)

e DF ′(u)∗ω
h (uα ,u) na

ordemO(δ ).

Na sequência apresentamos um corolário para o Teorema3.3com estimativas no domı́nio

e na imagem do operadorF entre as soluções regularizadasuδ
α e uα . Note queDζ

h

(

uδ
α ,uα

)

não depende deu, soluçãoh-minimizante, portanto a condição de fonte (3.7) não é útil para

encontrar um subgradienteζ ∈ ∂h(uα). O cálculo de um elemento do subdiferencial deh para

u∈U é realizado no lema a seguir.

Lema 3.5. Se Fé um operador Fŕechet diferencíavel em u, ent̃ao a condiç̃ao de otimalidade

de primeira ordem para o problema regularizado(3.2) é

ζ (u) = −
1
α

F ′ (u)∗ p ∈ ∂h(u) , (3.14)

para p∈ A

(

F (u)−yδ
)

, em queA é a aplicaç̃ao multivaluada

A(x) =
{

p∈ H
∗ | 〈p , x〉 = ‖p‖2

H ∗ = ‖x‖2
}

.

Demonstraç̃ao: Conforme a ProposiçãoC.1seu é um ponto extremo então 0∈ ∂Jδ
α (u). Utili-

zando os resultadosB.10eB.11vale

0∈ ∂
(

1
2

∥

∥

∥
F (u)−yδ

∥

∥

∥

2
)

+α∂h(u) . (3.15)

Para terminar a demonstração basta calcular o subgradiente do primeiro termo em (3.15).

Observamos que a aplicação envolvida é uma composiçãode aplicações, a saber

1
2

∥

∥

∥
F (u)−yδ

∥

∥

∥

2
=

1
2
‖x‖2◦

[

F (x)−yδ
]

(u) . (3.16)

Aplicando o resultadoB.13temos

∂
(

1
2
‖x‖2◦

[

F (x)−yδ
]

)

(u) ⊆
[

F ′ (u)
]∗∂g

(

F (u)−yδ
)

(3.17)

comg(x) = 1
2 ‖x‖2.

Uma vez queH é um espaço de Banach e não existe um produto interno definido, o modo

clássico de diferenciação não é aplicado ao funcionalg. No entanto podemos utilizar elemen-

tos de dualidade para visualizar o subgradiente deg. Tendo em vista o teorema de Asplund

(TeoremaC.5) definimos a aplicação de dualidadeA(·) com densidadeφ(t) = t, conforme a
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DefiniçãoC.3,

A(x) =
{

p∈ H
∗ | 〈p , x〉 = ‖p‖2

H ∗ = ‖x‖2
}

. (3.18)

Por fim, pelo LemaC.4e o TeoremaC.5, concluı́mos

∂g(x) = ∂
(

1
2
‖x‖2

)

= A(x) . (3.19)

Logo,

∂g
(

F (u)−yδ
)

= A

(

F (u)−yδ
)

. (3.20)

Portanto, (3.17) fica bem definido e por sua vez (3.16) garante o resultado (3.14). �

Com esse resultado é possı́vel provar o seguinte corolário:

Corolário 3.6. Sob as hiṕoteses do Teorema3.3, assuma tamb́em que o operador F́e Fréchet

diferencíavel emD(F)∩Bρ (u) e para cada par u , v∈ D(F)∩Bρ (u)

∥

∥F (u)−F (v)−F ′ (v)(u−v)
∥

∥≤ cDζ (v)
h (u,v)

vale para um c> 0 e ζ (v) ∈ ∂h(v). Se(3.9) vale e

4c‖ω‖H ∗ < 1,

ent̃ao, paraα > 0 temos
∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (uα)
∥

∥

∥
≤ j(α,δ )

e

Dζ (uα )
h

(

uδ
α ,uα

)

≤
1

α (1−4c‖ω‖H ∗)

[

4α ‖ω‖
H ∗ j(α,δ )+32α2‖ω‖2

H ∗ +2δ 2
]

,

em queζ (uα) ∈ ∂h(uα) e j(α,δ ) é definido por

j(α,δ ) = 8α ‖ω‖H ∗ +
(

8δ 2+192α2‖ω‖2
H ∗

)
1
2

.

Além disso, para um parâmetro de escolhaα ∼ δ temos

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (uα)
∥

∥

∥
= O(δ )

e

Dζ (uα )
h

(

uδ
α ,uα

)

= O(δ ) .

Demonstraç̃ao: Comouδ
α é minimizador de (3.2) o valor do funcional aplicado nesse elemento
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é menor do que em qualquer outro do domı́nio, em particular parauα , temos

1
2

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−yδ
∥

∥

∥

2
+αh

(

uδ
α

)

≤
1
2

∥

∥

∥
F (uα)−yδ

∥

∥

∥

2
+αh(uα) . (3.21)

Para a próxima estimativa lembramos da desigualdade abaixo observada no demonstração

do teorema anterior, para quaisquera eb vale

2ab≤ a2+b2 . (3.22)

Com isso, iniciamos a estimativa na imagem do operador,

1
2

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (uα)
∥

∥

∥

2
=

1
2

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−yδ +
(

yδ −F (uα)
)
∥

∥

∥

2

≤
1
2

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−yδ
∥

∥

∥

2
+

1
2

∥

∥

∥
yδ −F (uα)

∥

∥

∥

2

+
1
2

(

2
∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−yδ
∥

∥

∥

∥

∥

∥
yδ −F (uα)

∥

∥

∥

)

≤
1
2

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−yδ
∥

∥

∥

2
+

1
2

∥

∥

∥
yδ −F (uα)

∥

∥

∥

2
+

1
2

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−yδ
∥

∥

∥

2

+
1
2

∥

∥

∥
yδ −F (uα)

∥

∥

∥

2

=
∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−yδ
∥

∥

∥

2
+
∥

∥

∥
yδ −F (uα)

∥

∥

∥

2
.

A Observação (3.22) foi usada para obter a segunda desigualdade da relação acima.

Tomando a estimativa acima, multiplicando por1
2 e somando o termoαDζ (uα )

h

(

uδ
α ,uα

)

,

que é positivo, em ambos os lados da desigualdade, encontramos

1
4

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (uα)
∥

∥

∥

2
+αDζ (uα )

h

(

uδ
α ,uα

)

≤
1
2

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−yδ
∥

∥

∥

2
+

1
2

∥

∥

∥
yδ −F (uα)

∥

∥

∥

2

+αDζ (uα )
h

(

uδ
α ,uα

)

=
1
2

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−yδ
∥

∥

∥

2
+

1
2

∥

∥

∥
yδ −F (uα)

∥

∥

∥

2

+α
[

h
(

uδ
α

)

−h(uα)−
〈

ζ (uα) , uδ
α −uα

〉]

=
1
2

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−yδ
∥

∥

∥

2
+αh

(

uδ
α

)

+
1
2

∥

∥

∥
yδ −F (uα)

∥

∥

∥

2
−αh(uα)

−α
〈

ζ (uα) , uδ
α −uα

〉

. (3.23)

Na sequência estimamos (3.23) com (3.21). Para isso utilizamosζ (uα) = −
1
α

F ′ (uα)∗ p∈



63

∂h(uα) para algump∈ A(F (uα)−y) dado pelo Lema3.5, o que resulta

(3.23) ≤
1
2

∥

∥

∥
F (uα)−yδ

∥

∥

∥

2
+αh(uα)+

1
2

∥

∥

∥
yδ −F (uα)

∥

∥

∥

2
−αh(uα)

−α
〈

ζ (uα) , uδ
α −uα

〉

=
∥

∥

∥
F (uα)−yδ

∥

∥

∥

2
−α

〈

ζ (uα) , uδ
α −uα

〉

=
∥

∥

∥
F (uα)−y+

(

y−yδ
)
∥

∥

∥

2
−α

〈

−
1
α

F ′ (uα)∗ p , uδ
α −uα

〉

≤ 2
∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−y
∥

∥

∥

2
+2
∥

∥

∥
y−yδ

∥

∥

∥

2
+
〈

F ′ (uα)∗ p , uδ
α −uα

〉

≤ 2
∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−y
∥

∥

∥

2
+2δ 2 +

〈

p , F ′ (uα)
(

uδ
α −uα

)〉

≤ 2
∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−y
∥

∥

∥

2
+2δ 2 +‖p‖H ∗

∥

∥

∥
F ′ (uα)

(

uδ
α −uα

)
∥

∥

∥
. (3.24)

Note que na segunda igualdade usamos a definição deζ (uα) e aplicamos as propriedades

da norma a fim de fazer uso da desigualdade (3.22). Na penúltima desigualdade usamos (3.3) e

na última a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Para ficar mais claro a segunda desigualdade da relação anterior, observamos a desigualdade

‖a+b‖ ≤ ‖a‖+‖b‖ e uma vez que os termos são positivos vale

(‖a+b‖)2 ≤ (‖a‖+‖b‖)2

= ‖a‖2+‖b‖2+2‖a‖‖b‖

≤ ‖a‖2+‖b‖2+‖a‖2+‖b‖2

= 2‖a‖2+2‖b‖2 . (3.25)

O uso desigualdade (3.22) ocorre na segunda desigualdade acima.

Observamos ainda que a escolha dep∈ A(F (uα)−y) resulta em

‖p‖
H ∗ = ‖F (uα)−y‖ .

De fato, vemos essa igualdade pela definição da aplicação A(·). Através do Lema3.5 a

aplicação é definida como

A(F (uα)−y) =
{

p∈H
∗ : 〈p , F (uα)−y〉 = ‖F (uα)−y‖2 = ‖p‖2

H ∗

}

.

Uma vez que a igualdade é verificada ao quadrado e os elementos são positivos, então vale

a igualdade sem os quadrados.
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Visto essas observações damos continuidade a estimativa

(3.24) = 2
∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−y
∥

∥

∥

2
+2δ 2 +‖F (uα)−y‖

∥

∥

∥
F ′ (uα)

(

uδ
α −uα

)
∥

∥

∥

= ‖F (uα)−y‖
∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (uα)−
[

F
(

uδ
α

)

−F (uα)−F ′ (uα)
(

uδ
α −uα

)]
∥

∥

∥

+2
∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−y
∥

∥

∥

2
+2δ 2

≤ ‖F (uα)−y‖
∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (uα)
∥

∥

∥
+2
∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−y
∥

∥

∥

2
+2δ 2

+‖F (uα)−y‖
∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (uα)−F ′ (uα)
(

uδ
α −uα

)∥

∥

∥

≤ ‖F (uα)−y‖
∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (uα)
∥

∥

∥
+2
∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−y
∥

∥

∥

2
+2δ 2

+‖F (uα)−y‖cDζ (uα )
h

(

uδ
α ,uα

)

. (3.26)

Claramente a última desigualdade é válida mediante a condição de não linearidade (3.6).

Uma vez que assumimos as hipóteses do Teorema3.3, as hipóteses do Teorema3.4 são

verificadas e por sua vez podemos usar a estimativa‖F (uα)−y‖ ≤ 4α ‖ω‖H ∗. Com isso,

temos

(3.26) ≤ (4α ‖ω‖H ∗)
∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (uα)
∥

∥

∥
+2(4α ‖ω‖H ∗)

2+2δ 2

+c(4α ‖ω‖H ∗)Dζ (uα )
h

(

uδ
α ,uα

)

= 4α ‖ω‖H ∗

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (uα)
∥

∥

∥
+32α2‖ω‖2

U +2δ 2 +4αc‖ω‖H ∗ Dζ (uα )
h

(

uδ
α ,uα

)

.

Sem perder o foco da estimativa inicial dada no lado direito de (3.23), a saber

1
4

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (uα)
∥

∥

∥

2
+αDζ (uα )

h

(

uδ
α ,uα

)

,

organizamos os termos semelhantes e obtemos

1
4

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (uα)
∥

∥

∥

2
+α (1−4c)‖ω‖H ∗ Dζ (uα )

h

(

uδ
α ,uα

)

≤ 4α ‖ω‖H ∗

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (uα)
∥

∥

∥

+ 32α2‖ω‖2
H ∗ +2δ 2 . (3.27)

Como por hipótese temos 4c‖ω‖H ∗ < 1, ou seja,(1−4c) > 0, o lado esquerdo da estima-

tiva acima é composto pela soma de dois termos positivos. Sendo assim, podemos estimar cada

termo pelo lado da direito da desigualdade.

Para o primeiro termo da estimativa temos uma inequação dosegundo grau na variávelγ da
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forma

1
4

γ2− (4α ‖ω‖H ∗)γ −
(

2δ 2+ 32α2‖ω‖2
H ∗

)

≤ 0 ,

em que

γ =
∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (uα)
∥

∥

∥
≥ 0 .

Através do fórmula de Báskara encontramos facilmente asduas raı́zes para a equação do

segundo grau associada a essa inequação. Visto uma raiz épositiva, a outra é negativa e a

variávelγ é positiva, obtemos a solução

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (uα)
∥

∥

∥
≤ j(α,δ ) , (3.28)

em que a funçãoj(α,δ ) é definida por

j(α,δ ) = 8α ‖ω‖H ∗ +
(

8δ 2+192α2‖ω‖2
H ∗

)
1
2

.

Com isso terminamos a primeira estimativa do teorema. Para aestimativa no domı́nio do

operadorF estimamos o segundo termo da desigualdade (3.27) da forma

α (1−4c)‖ω‖H ∗ Dζ (uα )
h

(

uδ
α ,uα

)

≤ 4α ‖ω‖H ∗

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (uα)
∥

∥

∥
+32α2‖ω‖2

H ∗ +2δ 2 .

Por fim, usamos a estimativa (3.28) paraα > 0 e encontramos

Dζ (uα )
h

(

uδ
α ,uα

)

≤
1

α (1−4c‖ω‖H ∗)

[

4α ‖ω‖H ∗ j(α,δ )+32α2‖ω‖2
H ∗ +2δ 2

]

.

Fica evidente que a escolha deα ∼ δ fornece

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (uα)
∥

∥

∥
= O(δ )

e

Dζ (uα )
h

(

uδ
α ,uα

)

= O(δ ) .

Com isso concluı́mos a prova desse corolário. �

Observaç̃ao 3.7.Em particular o resultado (3.14) vale para um operador ñao linear F : U →

H , em queH é um espaço de Hilbert. Nesse caso, na aplicaçãoA(·) facilmente encontramos

um elemento do dual

ζ (u) = −
1
α

F ′ (u)∗
(

F (u)−yδ
)

.
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Observamos ainda que se tomarmos u= u na igualdade acima obteremosζ (u) = F ′ (u)∗ ω
comω =

1
α

(

yδ −F (u)
)

. Portanto, a condiç̃ao de fonte (3.9) seŕa válida.

É interessante notar que as três estimativas obtidas nos resultados anteriores, Teoremas

3.3, 3.4 e Corolário3.6, aparecem no lado esquerdo daigualdade dos tr̂es pontos. Segundo a

ProposiçãoB.15vale

Dζ
h

(

uδ
α ,uα

)

−Dξ
h

(

uδ
α ,u
)

+Dξ
h (uα ,u) =

〈

ζ −ξ , uα −uδ
α

〉

,

em queζ ∈ ∂h(uα) e ξ = F ′ (u)∗ ω. Essa estimativa é usada no capı́tulo posterior.

Na próxima seção fazemos um estudo análogo para uma condição de fonte mais forte, assim

como foi feito para problemas lineares.

3.2 Estimativas para a condiç̃ao de fonteξ = F ′ (u)∗F ′ (u)ω

Motivados pela eficiência da condição de fonte escolhidaatravés da linearização do opera-

dor F conforme a seção anterior, nesta seção fazemos um estudo para uma condição de fonte

no formato proposto em (2.24), a saber supomos

ξ ∈ R(F ′ (u)∗F ′ (u))∩∂h(u) 6= ∅

e que seja satisfeita a equação

F (u) = y . (3.29)

De maneira equivalente, assumimos a existência de um elementoω ∈U tal que

ξ = F ′ (u)∗F ′ (u)ω ∈ ∂h(u) . (3.30)

Mediante essa nova condição de fonte precisamos supor queo espaçoH novamente é um

espaço de Hilbert, assim como na formulação do Capı́tulo2.

O primeiro resultado a ser apresentado é para dados inexatos. Apresentamos cotas para o

erro na imagem e no domı́nio do operadorF.

A primeira estimativa que será dada no lado direito de (3.31) dependerá do escalars, o qual

será definido em (3.33) como a distância de Bregman entreu e u−αω. Conforme observamos

na Figura2.1 essa distância tende a zero quandoδ → 0. No entanto, não sabem em que or-

dem ocorre tal convergência, a menos seja assumido condições sobre o funcionalh. Taxas de

convergência serão apresentadas no Corolário3.10.
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Teorema 3.8(Estabilidade). Suponha que as Hipóteses3.1, 3.2, a Equaç̃ao (3.29) e a Estima-

tiva (3.3) são satisfeitas e tomeH um espaço de Hilbert. Além disso, assuma que a solução

h-minimizanteu de(3.1) est́a no interior doD(F) e que existeω ∈U tal que(3.30) é satisfeita

e

c
∥

∥F ′ (u)ω
∥

∥< 1 .

Então, paraα suficientemente pequeno, temos as seguintes estimativas:

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (u)
∥

∥

∥
≤ α

∥

∥F ′ (u)ω
∥

∥+g(α,δ )

e

DF ′(u)∗F ′(u)ω
h

(

uδ
α ,u
)

≤
αs+(cs)2/2+δg(α,δ )+cs(δ +α ‖F ′ (u)ω‖)

α (1−c‖F ′ (u)ω‖)
, (3.31)

em que

g(α,δ ) = δ +

√

(δ +cs)2+2αs(1+c‖F ′ (u)ω‖) (3.32)

e

s= DF ′(u)∗F ′(u)ω
h (u−αω,u) . (3.33)

Demonstraç̃ao: Comouδ
α é o minimizador de (3.2), para todo elementou∈ D(F) vale

1
2

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−yδ
∥

∥

∥

2
+αh

(

uδ
α

)

≤
1
2

∥

∥

∥
F (u)−yδ

∥

∥

∥

2
+αh(u) .

Reescrevendo essa desigualdade de maneira conveniente obtemos

0 ≥
1
2

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−yδ
∥

∥

∥

2
−

1
2

∥

∥

∥
F (u)−yδ

∥

∥

∥

2
+α

(

h
(

uδ
α

)

−h(u)
)

=
1
2

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)
∥

∥

∥

2
−
〈

F
(

uδ
α

)

, yδ
〉

H
+

1
2

∥

∥

∥
yδ
∥

∥

∥

2
−

1
2
‖F (u)‖2+

〈

F (u) , yδ
〉

H
−

1
2

∥

∥

∥
yδ
∥

∥

∥

2

+α
(

h
(

uδ
α

)

−h(u)
)

=
1
2

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)
∥

∥

∥

2
−

1
2
‖F (u)‖2+

〈

F (u)−F
(

uδ
α

)

, yδ
〉

H
+α

(

h
(

uδ
α

)

−h(u)
)

= Φ
(

uδ
α

)

−Φ (u) . (3.34)

A última igualdade é válida para

Φ (u) =
1
2
‖F (u)−q‖2 +αDF ′(u)∗F ′(u)ω

h (u,u)−
〈

F (u) , yδ −q
〉

H
+α

〈

F ′ (u)∗F ′ (u)ω , u
〉

,

comq = F (u)−αF ′ (u)ω.
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Para ver isso calculamosΦ
(

uδ
α

)

e Φ (u). A saber

Φ
(

uδ
α

)

=
1
2

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−q
∥

∥

∥

2
+αDF ′(u)∗F ′(u)ω

h

(

uδ
α ,u
)

−
〈

F
(

uδ
α

)

, yδ −q
〉

H

+α
〈

F ′ (u)∗F ′ (u)ω , uδ
α

〉

=
1
2

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)
∥

∥

∥

2
−
〈

F
(

uδ
α

)

, q
〉

H
+

1
2
‖q‖2−

〈

F
(

uδ
α

)

, yδ
〉

H
+
〈

F
(

uδ
α

)

, q
〉

H

+α
[

h
(

uδ
α

)

−h(u)−
〈

F ′ (u)∗F ′ (u)ω , uδ
α −u

〉]

+α
〈

F ′ (u)∗F ′ (u)ω , uδ
α

〉

e

Φ (u) =
1
2
‖F (u)‖2−〈F (u) , q〉

H
+

1
2
‖q‖2−

〈

F (u) , yδ
〉

H
+ 〈F (u) , q〉

H

+α
[

h(u)−h(u)−
〈

F ′ (u)∗F ′ (u)ω , u−u
〉]

+α
〈

F ′ (u)∗F ′ (u)ω , u
〉

.

Tomamos a diferença entre eles

Φ
(

uδ
α

)

−Φ (u) =
1
2

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)
∥

∥

∥

2
−

1
2
‖F (u)‖2−

〈

F
(

uδ
α

)

, q
〉

H
+ 〈F (u) , q〉H +

1
2
‖q‖2

−
1
2
‖q‖2−

〈

F
(

uδ
α

)

, yδ
〉

H
+
〈

F (u) , yδ
〉

H
+
〈

F
(

uδ
α

)

, q
〉

H

−〈F (u) , q〉H +α
[

h
(

uδ
α

)

−h(u)−
〈

F ′ (u)∗F ′ (u)ω , uδ
α −u

〉]

−α
[

h(u)−h(u)−
〈

F ′ (u)∗F ′ (u)ω , u−u
〉]

+α
〈

F ′ (u)∗F ′ (u)ω , uδ
α

〉

−α
〈

F ′ (u)∗F ′ (u)ω , u
〉

=
1
2

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)
∥

∥

∥

2
−

1
2
‖F (u)‖2−

〈

F
(

uδ
α

)

−F (u) , yδ
〉

H

+α
[

h
(

uδ
α

)

−h(u)−
〈

F ′ (u)∗F ′ (u)ω , uδ
α −u

〉]

+α
〈

F ′ (u)∗F ′ (u)ω , uδ
α −u

〉

=
1
2

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)
∥

∥

∥

2
−

1
2
‖F (u)‖2−

〈

F
(

uδ
α

)

−F (u) , yδ
〉

H

+α
(

h
(

uδ
α

)

−h(u)
)

.

Através de (3.34) obtemosΦ
(

uδ
α

)

≤Φ (u). Usando a definição deΦ aplicada nos elemen-

tosuδ
α eu como feito acima, podemos reescrever essa desigualdade de maneira mais apropriada,
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a saber

1
2

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−q
∥

∥

∥

2
+αDF ′(u)∗F ′(u)ω

h

(

uδ
α ,u
)

≤ αDF ′(u)∗F ′(u)ω
h (u,u)+

1
2
‖F (u)−q‖2

+
〈

F
(

uδ
α

)

, yδ −q
〉

H
−
〈

F (u) , yδ −q
〉

H

−α
〈

F ′ (u)∗F ′ (u)ω , uδ
α

〉

+α
〈

F ′ (u)∗F ′ (u)ω , u
〉

= αDF ′(u)∗F ′(u)ω
h (u,u)+

1
2
‖F (u)−q‖2

+
〈

F
(

uδ
α

)

−F (u) , yδ −q
〉

H

+α
〈

F ′ (u)∗F ′ (u)ω , u−uδ
α

〉

. (3.35)

Usando a definição deq= F (u)−αF ′ (u)ω, o primeiro termo do lado esquerdo da estima-

tiva acima é igual a
1
2

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (u)+αF ′ (u)ω
∥

∥

∥

2
. Para simplificarmos a notação definimos

v = F
(

uδ
α

)

−F (u)+αF ′ (u)ω . (3.36)

Como por hipóteseu pertence ao interior deD(F) então existe umα > 0 suficientemente

pequeno tal queu−αω ∈ D(F). Visto que as estimativas feitas até aqui são válidas para todo

elementou∈ D(F) podemos tomaru = u−αω na desigualdade (3.35). Dessa maneira

1
2
‖v‖2 +αDF ′(u)∗F ′(u)ω

h

(

uδ
α ,u
)

≤ αDF ′(u)∗F ′(u)ω
h (u−αω,u)

+
1
2

∥

∥F (u−αω)−F (u)+αF ′ (u)ω
∥

∥

2

+
〈

F
(

uδ
α

)

−F (u−αω) , yδ −F (u)+αF ′ (u)ω
〉

H

+α
〈

F ′ (u)∗F ′ (u)ω , u−αω −uδ
α

〉

. (3.37)

Afim de simplificar mais a notação definimos

s= DF ′(u)∗F ′(u)ω
h (u−αω,u) (3.38)

e

T1 =
1
2

∥

∥F (u−αω)−F (u)+αF ′ (u)ω
∥

∥

2
. (3.39)

Para modificar o terceiro elemento do lado direito da desigualdade (3.37) usamos a propri-
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edades do produto interno e a igualdadeF (u) = y. Fazendo isso, obtemos

1
2
‖v‖2 +αDF ′(u)∗F ′(u)ω

h

(

uδ
α ,u
)

≤ αs+T1+
〈

F
(

uδ
α

)

−F (u−αω) , yδ −y
〉

H

+
〈

F
(

uδ
α

)

−F (u−αω) , αF ′ (u)ω
〉

H

+α
〈

F ′ (u)∗F ′ (u)ω , u−αω −uδ
α

〉

≤ αs+T1+
∣

∣

∣

〈

F
(

uδ
α

)

−F (u−αω) , yδ −y
〉

H

∣

∣

∣

+
〈

αF ′ (u)ω , F
(

uδ
α

)

−F (u−αω)
〉

H

+α
〈

F ′ (u)ω , F ′ (u)
(

u−αω −uδ
α

)〉

H
. (3.40)

Por fim, definimos

T2 =
∣

∣

∣

〈

F
(

uδ
α

)

−F (u−αω) , yδ −y
〉

H

∣

∣

∣
. (3.41)

Aplicando propriedades do produto interno nos dois últimos termos do lado direito de (3.40)

definimos também

T3 = α
〈

F ′ (u)ω , F
(

uδ
α

)

−F (u−αω)−F ′ (u)
(

uδ
α − (u−αω)

)〉

H
. (3.42)

Em resumo,

1
2
‖v‖2+αDF ′(u)∗F ′(u)ω

h

(

uδ
α ,u
)

≤ αs+T1+T2 +T3 , (3.43)

coms, T1, T2 eT3 dados por (3.38), (3.39), (3.41) e (3.42), respectivamente.

A próxima etapa da demonstração consiste em estimar cadaconstanteTi com i = {1,2,3}.

Pela definição deT1 em (3.39) e pela Equação (3.6) temos

T1 =
1
2

[
∥

∥F (u−αω)−F (u)+αF ′ (u)ω
∥

∥

]2

≤
1
2

[

cDF ′(u)∗F ′(u)ω
h (u−αω,u)

]2

=
c2s2

2
. (3.44)

Note que a última igualdade provém da notação definida em(3.38).

Para encontrarmos uma estimativa paraT2 vamos somar e subtrair termos iguais, aplicar

propriedades do produto interno, a desigualdade de Cauchy-Schwarz e por último fazer uso da
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condição de não linearidade (3.6). Dessa maneira encontramos

T2 =
∣

∣

∣

〈

F
(

uδ
α

)

−F (u−αω) , yδ −y
〉

H

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣

〈(

F
(

uδ
α

)

−F (u)+αF ′ (u)ω
)

+F (u)−αF ′ (u)ω −F (u−αω) , yδ −y
〉

H

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣

〈

v , yδ −y
〉

H
−
〈

F (u−αω)−F (u)+αF ′ (u)ω , yδ −y
〉

H

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

〈

v , yδ −y
〉

H

∣

∣

∣
+
∣

∣

∣

〈

F (u−αω)−F (u)+αF ′ (u)ω , yδ −y
〉

H

∣

∣

∣

≤ ‖v‖
∥

∥

∥
yδ −y

∥

∥

∥
+cDF ′(u)∗F ′(u)ω

h (u−αω,u)
∥

∥

∥
yδ −y

∥

∥

∥

≤ δ ‖v‖+δcs . (3.45)

Na estimativa acima também usamos a definição dev introduzida em (3.36). Além disso,

usamos a hipótese (3.3).

Por fim, estimamosT3 de maneira similar as anteriores. Visto que o operadorF ′ (u) é linear

segue

T3 = α
〈

F ′ (u)ω , F
(

uδ
α

)

−F (u−αω)−F ′ (u)
(

uδ
α − (u−αω)

)〉

H

= α
〈

F ′ (u)ω , F
(

uδ
α

)

−F (u−αω)−F ′ (u)
(

uδ
α −u

)

−αF ′ (u)ω
〉

H

= α
〈

F ′ (u)ω , F
(

uδ
α

)

−F (u)−F ′ (u)
(

uδ
α −u

)

−F (u−αω)+F (u)−αF ′ (u)ω
〉

H

= α
〈

F ′ (u)ω , F
(

uδ
α

)

−F (u)−F ′ (u)
(

uδ
α −u

)〉

H

+α
〈

F ′ (u)ω , −
(

F (u−αω)−F (u)+αF ′ (u)ω
)〉

H

≤ α
∥

∥F ′ (u)ω
∥

∥

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (u)−F ′ (u)
(

uδ
α −u

)
∥

∥

∥

+α
∥

∥F ′ (u)ω
∥

∥

∥

∥F (u−αω)−F (u)+αF ′ (u)ω
∥

∥

≤ α
∥

∥F ′ (u)ω
∥

∥cDF ′(u)∗F ′(u)ω
h

(

uδ
α ,u
)

+α
∥

∥F ′ (u)ω
∥

∥cDF ′(u)∗F ′(u)ω
h (u−αω,u)

= αc
∥

∥F ′ (u)ω
∥

∥DF ′(u)∗F ′(u)ω
h

(

uδ
α ,u
)

+αcs
∥

∥F ′ (u)ω
∥

∥ . (3.46)

Substituindo as estimativas (3.44), (3.45) e (3.46) na desigualdade (3.43) obtemos

1
2
‖v‖2+αDF ′(u)∗F ′(u)ω

h

(

uδ
α ,u
)

≤ αs+
c2s2

2
+δ ‖v‖+δcs

+αc
∥

∥F ′ (u)ω
∥

∥DF ′(u)∗F ′(u)ω
h

(

uδ
α ,u
)

+αcs
∥

∥F ′ (u)ω
∥

∥ .

Multiplicando por 2 ambos os lados da desigualdade acima e associando no lado esquerdo
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os elementos semelhantes ao termoDF ′(u)∗F ′(u)ω
h

(

uδ
α ,u
)

, resulta

‖v‖2+2αDF ′(u)∗F ′(u)ω
h

(

uδ
α ,u
)

[

1−c
∥

∥F ′ (u)ω
∥

∥

]

≤ 2δ ‖v‖+2αs+(cs)2

+2δcs+2αcs
∥

∥F ′ (u)ω
∥

∥ .

Por hipótesec‖F ′ (u)ω‖ < 1, ou melhor,[1−c‖F ′ (u)ω‖] > 0. Dessa maneira o lado

esquerdo da desigualdade acima é formado pela soma de dois elementos positivos e estimamos

cada um deles pelo lado direito da mesma desigualdade da seguinte forma:

‖v‖2 ≤ 2δ ‖v‖+2αs+(cs)2+2cs
(

δ +α
∥

∥F ′ (u)ω
∥

∥

)

e

2αDF ′(u)∗F ′(u)ω
h

(

uδ
α ,u
)

(

1−c
∥

∥F ′ (u)ω
∥

∥

)

≤ 2δ ‖v‖+2αs+(cs)2+2cs
(

δ +α
∥

∥F ′ (u)ω
∥

∥

)

.

Através da penúltima estimativa acima obtemos uma inequação do segundo grau na variável

‖v‖. A saber,

‖v‖2−2δ ‖v‖−
[

2αs+(cs)2+2cs
(

δ +α
∥

∥F ′ (u)ω
∥

∥

)]

≤ 0 .

As raı́zes da equação do segundo grau associada a ela são obtidas pela fórmula de Báskara.

Uma vez que uma raiz é positiva, a outra é negativa e observando a restrição‖v‖ ≥ 0, a solução

da inequação acima é

‖v‖ ≤ δ +
[

(δ +cs)2+2αs
(

1+c
∥

∥F ′ (u)ω
∥

∥

)

]
1
2

. (3.47)

Para simplificar a notação definimos o lado direito da desigualdade acima como uma função

deα e δ ,

g(α,δ ) = δ +
[

(δ +cs)2 +2αs
(

1+c
∥

∥F ′ (u)ω
∥

∥

)

]
1
2

.

Por meio da definição dev dada em (3.36) encontramos a primeira estimativa enunciada



73

nesse teorema. Com a desigualdade (3.47) obtemos

g(α,δ ) ≥
∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (u)+αF ′ (u)ω
∥

∥

∥

=
∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (u)−
(

−αF ′ (u)ω
)

∥

∥

∥

≥
∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (u)
∥

∥

∥
−
∥

∥−αF ′ (u)ω
∥

∥

=
∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (u)
∥

∥

∥
−
∥

∥αF ′ (u)ω
∥

∥

=
∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (u)
∥

∥

∥
−α

∥

∥F ′ (u)ω
∥

∥ .

Por sua vez, encontramos a estimativa na imagem do operadorF

∥

∥

∥
F
(

uδ
α

)

−F (u)
∥

∥

∥
≤ α

∥

∥F ′ (u)ω
∥

∥+g(α,δ ) .

Reescrevemos a estimativa de interesse encontrada anteriormente

2αDF ′(u)∗F ′(u)ω
h

(

uδ
α ,u
)

(

1−c
∥

∥F ′ (u)ω
∥

∥

)

≤ 2δ ‖v‖+2αs+(cs)2+2cs
(

δ +α
∥

∥F ′ (u)ω
∥

∥

)

.

Utilizando (3.47) para estimar‖v‖ e multiplicando por 1
2α(1−c‖F ′(u)ω‖) ambos os lados da

desigualdade acima, paraα > 0 encontramos

DF ′(u)∗F ′(u)ω
h

(

uδ
α ,u
)

≤
δg(α,δ )+αs+(cs)2/2+cs(δ +α ‖F ′ (u)ω‖)

α (1−c‖F ′ (u)ω‖)
,

confirmando a última estimativa do teorema enunciado. �

Repetimos esse resultado para dados exatos e exibimos estimativas para o erro, produzido

por uma solução regularizada em comparação com uma soluçãoh-minimizante, no domı́nio

e imagem do operador. Taxas de convergência seguem como consequência desse resultado,

exibidas no Corolário3.10.

Teorema 3.9(Convergência). Suponha que as Hipóteses3.1, 3.2e a Equaç̃ao (3.29) são satis-

feitas, e tomeH um espaço de Hilbert. Além disso, assuma que a solução h-minimizanteu de

(3.1) est́a no interior doD(F) e que existeω ∈U tal que(3.30) é satisfeita e

c
∥

∥F ′ (u)ω
∥

∥< 1 .

Então, paraα suficientemente pequeno temos as seguintes estimativas:

‖F (uα)−F (u)‖ ≤ α
∥

∥F ′ (u)ω
∥

∥+

√

(cs)2 +2αs(1+c‖F ′ (u)ω‖)
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e

DF ′(u)∗F ′(u)ω
h (uα ,u) ≤

αs+(cs)2/2+αcs‖F ′ (u)ω‖

α (1−c‖F ′ (u)ω‖)
, (3.48)

em que

s= DF ′(u)∗F ′(u)ω
h (u−αω,u) .

Demonstraç̃ao: A demonstração desse teorema segue como a demonstraçãodo Teorema3.8

anterior, comδ = 0 para dados exatos. �

O próximo resultado é bastante significativo para a nossa análise, haja vista que a partir dele

serão obtidas as taxas de convergência para os resultadosexibidos nos Teoremas3.8e3.9. Para

apresentarmos tais taxas precisamos de uma estimativa paraa distância de Bregman. Para isso

impomos condições ao funcionalh que são suficientes para obtermos uma taxa de convergência

da ordemO

(

δ
4
3

)

para dados com ruı́do eO
(

α2
)

para dados exatos.

Corolário 3.10. Sob as hiṕoteses do Teorema3.8 assuma tamb́em que h́e duplamente dife-

renciável numa vizinhança deu e que existe um número M> 0 tal que, para cada u nessa

vizinhança e v∈U,
〈

h′′(u)v , v
〉

≤ M ‖v‖2 . (3.49)

Então, para a escolha do parâmetroα ∼ δ
2
3

Dξ
h

(

uδ
α ,u
)

= O

(

δ
4
3

)

.

Para dados exatos, temos

Dξ
h

(

uδ
α ,u
)

= O
(

α2) .

Demonstraç̃ao: A demonstração desse corolário é idêntica do Corolário 2.12. Portanto, se-

gundo (2.34) temosDξ
h (u−αω,u) = O

(

α2
)

.

Utilizando o resultado do Teorema3.8, o qual relacionaDξ
h

(

uδ
α ,u
)

com Dξ
h (u−αω,u)

através da desigualdade (3.31), valeDξ
h

(

uδ
α ,u
)

= O
(

α2
)

.

Em particular, para a escolha deα ∼ δ
2
3 , resulta

Dξ
h

(

uδ
α ,u
)

= O

(

δ
4
3

)

.

Repetindo essa análise para a estimativa (3.48) do Teorema3.9, encontramos a estimativa

Dξ
h

(

uδ
α ,u
)

= O
(

α2) ,

como requerido. �
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4 Um método iterativo para problemas
não lineares

Uma extensão natural da teoria de regularização desenvolvida nos Capı́tulos2 e3 para ope-

radores lineares e não lineares, respectivamente, é o desenvolvimento de um método de Tikho-

nov iterado. O termométodo iterativoabrange um grande conjunto de técnicas utilizadas para

resolver um problema inverso e se caracteriza pela obtenç˜ao de aproximações sucessivas para

a solução. Tais aproximações devem distar cada vez menos da solução procurada e o método é

iniciado tomando como ponto de partida uma aproximação inicial dada. Neste capı́tulo apresen-

tamos o método de Tikhonov iterado usando distâncias de Bregman como termo de penalização.

Durante as últimas décadas a maioria dos métodos iterativos de regularização mais co-

nhecidos para operadores lineares têm sido generalizadospara operadores não lineares. Des-

tacamos os métodos de Tikhonov [EKN89, SEK93], tipo iteração de Landweber [Ram99],

métodos de Levenberg-Marquardt [Han97a], Gauss-Newton [Bak92, BNS97], Gradiente Con-

jugado [Han97b] e os métodos tipo-Newton [Bla97]. Citamos métodos que combinam alguns

desses, como TIGRA (TIkhonov-GRAdiente Conjugado) [Ram03], [GPP07] e [WHL08].

O método a ser exposto foi inicialmente proposto em [OBG+05], cujo principal resultado é

a introdução de um método iterativo para melhorar o desempenho do modelo ROF apresentado

em [ROF92], usado no tratamento de imagens. Nessa proposta foram usadas distâncias de

Bregman e considerada a semi-norma deBV como funcional de penalização. Nesse mesmo

artigo Osher e os demais autores fizeram uma generalizaçãodo método iterativo para o caso

linear e por sua vez derivaram resultados teóricos, tais como semi-convergência e estabilidade.

A seqüência desse estudo foi realizada em [Bac07] com a proposta de modificar o mesmo

método iterativo para o tratamento de operadores não lineares. As referências citadas nesse

parágrafo formam a base da teoria apresentada neste capı́tulo.

Na primeira seção expomos a equação a ser tratada ao longo deste capı́tulo, bem com as

hipóteses a ela relacionada. Em seguida apresentamos um algoritmo baseado em distâncias de

Bregman, cuja solução é obtida através de um processo iterativo. Mostramos que os resı́duos
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obtidos pelos iterados são decrescentes, assim como a distância entre uma soluçãouk e uma

soluçãoh-minimizante, mensuradas pela distância de Bregman.

Nosso próximo passo é mostrar que esse algoritmo está bemdefinido no seguinte sen-

tido:dado uma seqüência(uk) gerada pelo algoritmo proposto é possı́vel extrair uma subse-

qüência que converge para uma solução do problema estudado, mesmo num sentido mais fraco.

Todavia, tais resultados de convergência não são demonstrados para o caso geral, ou seja, para

qualquer funcionalh convexo. Antes de mais nada precisamos de um funcional convexo com

boas propriedades teóricas e acima de tudo que seja útil naprática para o tratamento de proble-

mas relevantes.

Na seção seguinte exibiremos um funcional com a seguinte propriedade: a convergência

da distância de Bregman, induzida por esse funcional, implica na convergência na normaL2, a

menos de uma constante.

Na última seção será exibida a condição de não linearidade que assumiremos nos demais

resultados. Também será mostrado que o algoritmo investigado está bem definido para esse fun-

cional, no sentido que o elementouk+1 define o novo minimizador do problema regularizado e

o subgradienteξk+1 pertence ao novo subdiferencial. O capı́tulo será finalizado com dois resul-

tados importantes, um para dados exatos e outro para dados inexatos, para os quais mostramos

que a seqüência dos iterados gerados pelo Algoritmo1 possui uma subseqüência que converge

para uma soluçãoh-minimizante. A noção da convergência é dada nos respectivos teoremas.

4.1 Um Algoritmo baseado em dist̂ancia de Bregman

Assim como fizemos nos capı́tulos anteriores consideramos aequação de operadores

F (u) = y , (4.1)

em queF : D(F)→H é um operador contı́nuo, não linear e Fréchet diferenci´avel, comD(F)⊂

U um domı́nio convexo contido num espaço BanachU eH é um espaço de Hilbert.

Uma vez que a Equação (4.1) analisada é mal-posta no sentido de Hadamard a questão

referente a existência de solução pode falhar, caso sejasatisfeita garantimos unicidade. Sendo

assim, definimos o conjunto das soluções da Equação (4.1) como

S(y) = {u∈ D(F) | F (u) = y} .

Uma análise quantitativa para uma solução regularizadada Equação (4.1) foi feita no
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capı́tulo anterior; teoricamente temos bons resultados para tal solução. Neste capı́tulo inves-

tigamos um método iterativo que possui ao menos uma subseq¨uência convergente para uma

soluçãouδ ∈ S

(

yδ
)

, quando trabalhamos com dados inexatos.

O método aqui proposto é uma generalização para o método de Tikhonov iterado

uk+1 ∈ argmin

{

1
2

∥

∥

∥
F (u)−yδ

∥

∥

∥

2
+αk‖u−uk‖

2
U

}

. (4.2)

A primeira iteração desse método consiste na solução clássica de Tikhonov para problemas

não lineares, encontrada a partir de uma aproximação inicial u0. No método iterado damos

continuidade na resolução do problema utilizando a soluc¸ão encontrada anteriormente como

uma nova estimativa e reiniciamos o processo, isto é, calculamos outro minimizador conforme

(4.2).

A modificação proposta para generalizar o método de Tikhonov ocorre no termo de pena-

lização. Ao invés de usarmos a norma do espaçoU utilizamos a distância de Bregman para

mensurar o desvio deu em relação auk. Consideramos o seguinte problema de minimização

como a generalização para (4.2)

uk+1 ∈ argmin

{

1
2

∥

∥

∥
F (u)−yδ

∥

∥

∥

2
+αkD

ξk
h (u,uk)

}

. (4.3)

Para que essa modificação fique bem definida necessitamos encontrar um subgradienteξk ∈

∂h(uk) em cada iteração. Essa tarefa não exige muito esforço, observando a condição necessária

de otimalidade de primeira ordem para um minimizador local do problema regularizado dado

em (4.3) temos um bom palpite para a atualização do mesmo, a saber,

ξk+1 = ξk−
1

αk
F ′ (uk+1)

∗
(

F (uk+1)−yδ
)

. (4.4)

Com as Equações (4.3) e (4.4) definimos o método iterativo baseado em distâncias de Breg-

man estudado ao longo deste capı́tulo.

Na formulação apresentada no Algoritmo1 o parâmetro de regularizaçãoαk possui apenas

uma exigência: ser estritamente positivo. O mesmo pode sertomado constante ao longo das

iterações, ou ainda, ser atualizado por algum processo adequado.

Quanto ao critério de parada para o Algoritmo1, para dados exatos, não existe uma limita-

ção para o número de iterações. Assim, podemos iterá-lo até atingir a tolerância requerida.

Observaç̃ao 4.1.Na Equaç̃ao(4.4) damos uma f́ormula expĺıcita para calcularξk+1 em relaç̃ao

ao subgradiente anterior. Podemos facilmente reescrever essa equaç̃ao como um somatório
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Algoritmo 1 Tikhonov generalizado com distância de Bregman
Dados: u0 ∈ D(F)∩dom h, ξ0 ∈ ∂h(u0)

1: k = 0
2: αk > 0
3: repita

4: uk+1 ∈ argmin

{

1
2

∥

∥

∥
F (u)−yδ

∥

∥

∥

2
+αkD

ξk
h (u,uk)

}

5: ξk+1 = ξk−
1

αk
F ′ (uk+1)

∗
(

F (uk+1)−yδ
)

6: k = k+1
7: αk > 0
8: atéconvergência

envolvendo todos os subgradientesξk anteriores. Para ver isso basta escrevermos algumas

iterações usando sempre a expressão encontrada na iteraç̃ao anterior. Dessa forma encontra-

mos como definiç̃ao equivalente a(4.4)

ξk+1 = ξ0−
k

∑
j=0

1
α j

F ′
(

u j+1
)∗
(

F
(

u j+1
)

−yδ
)

. (4.5)

O Algoritmo 1 possui boas propriedades. A primeira a ser apresentada garante a monoto-

nicidade decrescente do resı́duo obtido pelos iterados. Note que esse resultado independe de

hipóteses adicionais ao operadorF.

Lema 4.2. Os iterados definidos no Algoritmo1 satisfazem

∥

∥

∥
yδ −F (uk+1)

∥

∥

∥
≤
∥

∥

∥
yδ −F (uk)

∥

∥

∥
. (4.6)

Demonstraç̃ao: Uma vez queuk+1 é o minimizador de (4.3)

1
2

∥

∥

∥
yδ −F (uk+1)

∥

∥

∥

2
+αkD

ξk
h (uk+1,uk) ≤

1
2

∥

∥

∥
yδ −F (uk)

∥

∥

∥

2
+αkD

ξk
h (uk,uk)

=
1
2

∥

∥

∥
yδ −F (uk)

∥

∥

∥

2
.

EvidentementeDξk
h (uk,uk) = 0 e portanto a última igualdade acima é trivialmente satisfeita.

Visto queDξk
h (uk+1,uk) ≥ 0, a soma do lado esquerdo da desigualdade acima é maior do

que cada termo da soma, em particular

1
2

∥

∥

∥
yδ −F (uk+1)

∥

∥

∥

2
≤

1
2

∥

∥

∥
yδ −F (uk)

∥

∥

∥

2
.

Multiplicando por 2 em ambos os lados da desigualdade acima eextraindo a raiz quadrada
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em seguida, confirmamos a desigualdade (4.6), visto que todos os elementos são positivos.�

Outra propriedade a ser demonstrada é a monotonia com relac¸ão a distância de Bregman

entre os iterados, a saber

Dξk+1
h (u,uk+1) ≤ Dξk

h (u,uk) .

Esse resultado é verdadeiro sob uma condição de não linearidade exigida ao operadorF.

No Capı́tulo3 apresentamos duas condições de não linearidade, (3.5) e (3.6), no entanto aqui é

requerido outra variação.

Lema 4.3. Seja yδ ∈H uma mediç̃ao do dado observado. Para dados uk eξk, se o iterado uk+1

obtido da soluç̃ao de(4.3) satisfaz

∥

∥

∥
yδ −F (uk+1)−F ′ (uk+1)(u−uk+1)

∥

∥

∥
≤ c
∥

∥

∥
yδ −F (uk+1)

∥

∥

∥
, (4.7)

para0 < c < 1, ent̃ao

Dξk+1
h (u,uk+1)−Dξk

h (u,uk)+Dξk
h (uk+1,uk) ≤−

1−c
αk

∥

∥

∥
yδ −F (uk+1)

∥

∥

∥

2
. (4.8)

Demonstraç̃ao: Através da ProposiçãoB.15garantimos

Dξk+1
h (u,uk+1)−Dξk

h (u,uk)+Dξk
h (uk+1,uk) = 〈ξk+1−ξk , uk+1−u〉 . (4.9)

Usando a igualdade (4.4) reescrevemos somente o lado direito da equação acima como

〈ξk+1−ξk , uk+1−u〉 =

〈

−
1

αk
F ′ (uk+1)

∗
(

F (uk+1)−yδ
)

, uk+1−u

〉

=
1

αk

〈

F ′ (uk+1)
∗
(

F (uk+1)−yδ
)

, u−uk+1

〉

=
1

αk

〈

F (uk+1)−yδ , F ′ (uk+1)(u−uk+1)
〉

H
. (4.10)

A última igualdade é válida pela definição do produto dedualidade.

No segundo termo do produto interno em (4.10) vamos somar e subtrairF (uk+1)− yδ de

modo a preservar a igualdade, e pelas propriedades do produto interno no espaço de HilbertH



80

temos

(4.10) =
1

αk

〈

F (uk+1)−yδ , F ′ (uk+1)(u−uk+1)+F (uk+1)−yδ −
(

F (uk+1)−yδ
)〉

H

=
1

αk

〈

F (uk+1)−yδ , −
(

F (uk+1)−yδ
)〉

H

+
1

αk

〈

F (uk+1)−yδ , F ′ (uk+1)(u−uk+1)+F (uk+1)−yδ
〉

H

= −
1

αk

∥

∥

∥
F (uk+1)−yδ

∥

∥

∥

2
−

1
αk

〈

F (uk+1)−yδ , yδ −F (uk+1)−F ′ (uk+1)(u−uk+1)
〉

H

≤ −
1

αk

∥

∥

∥
F (uk+1)−yδ

∥

∥

∥

2
−

1
αk

∥

∥

∥
F (uk+1)−yδ

∥

∥

∥

∥

∥

∥
yδ −F (uk+1)−F ′ (uk+1)(u−uk+1)

∥

∥

∥
.

Para a última desigualdade acima usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz. Note que a

última expressão é igual a

−
1

αk

∥

∥

∥
F (uk+1)−yδ

∥

∥

∥

(
∥

∥

∥
F (uk+1)−yδ

∥

∥

∥
−
∥

∥

∥
yδ −F (uk+1)−F ′ (uk+1)(u−uk+1)

∥

∥

∥

)

=
1

αk

∥

∥

∥
F (uk+1)−yδ

∥

∥

∥

(
∥

∥

∥
yδ −F (uk+1)−F ′ (uk+1)(u−uk+1)

∥

∥

∥
−
∥

∥

∥
F (uk+1)−yδ

∥

∥

∥

)

≤
1

αk

∥

∥

∥
F (uk+1)−yδ

∥

∥

∥

(

c
∥

∥

∥
F (uk+1)−yδ

∥

∥

∥
−
∥

∥

∥
F (uk+1)−yδ

∥

∥

∥

)

. (4.11)

A última desigualdade obtida é baseada na hipótese (4.7) para uma constante 0< c < 1.

Continuando essa estimativa

(4.11) =
1

αk

∥

∥

∥
F (uk+1)−yδ

∥

∥

∥

(

[c−1]
∥

∥

∥
F (uk+1)−yδ

∥

∥

∥

)

=
(c−1)

αk

∥

∥

∥
F (uk+1)−yδ

∥

∥

∥

2

= −
(1−c)

αk

∥

∥

∥
F (uk+1)−yδ

∥

∥

∥

2
. (4.12)

Visto que (4.12) estima o lado direito de (4.9) então é satisfeita a estimativa

Dξk+1
h (u,uk+1)−Dξk

h (u,uk)+Dξk
h (uk+1,uk) ≤−

(1−c)
αk

∥

∥

∥
F (uk+1)−yδ

∥

∥

∥

2
.

�

Esse resultado é muito importante, pois se não fosse poss´ıvel garantir queuk está próximo

de uma soluçãou, tampouco garantirı́amos resultados de convergência para o Algoritmo1. Por-

tanto, nos principais resultados deste capı́tulo devemos em primeiro lugar verificar as hipóteses

do Lema4.3.

Esse resultado também é válido quando a medição dos dados é desprovida de ruı́dos, isto é,
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parayδ = y.

4.2 Um funcional com variaç̃ao limitada

Iniciamos o Capı́tulo2 com a apresentação da teoria de regularização num contexto bem

geral, extraindo resultados para um funcional de penalizac¸ão convexo e semi-contı́nuo inferi-

ormente. Na Seção2.3 mostramos que a escolha de um funcional especı́fico aferimosa teoria

clássica.

Nesta seção escolhemos um funcional de penalização bemespecial, combinando a penali-

zação de Tikhonov (Seção2.3.1) com penalização de variação limitada, visto na Seção 2.3.2.

Com isso buscamos aproveitar caracterı́sticas de cada modelo, em especial a possibilidade de

reconstruir soluções não suaves. A análise do Algoritmo 1 é feita em relação ao funcional

introduzido nesta seção.

Um interesse em particular é o tratamento de imagens tremidas, borradas ou embaçadas.

Em inglês o processo para a correção de tais efeitos é conhecido comodeblurring.

Figura 4.1: Exemplo imagem borrada Figura 4.2: Imagem original - fotógrafo

Para os próximos resultados consideramos um operador nãolinearF tal queD(F)⊆ L2(Ω)

e Ω ⊂ R
n é um domı́nio Lipschitz limitado. Definimos o funcional de penalização convexo

como

h(u) =
1
2
‖u‖2

L2(Ω) + |u|BV(Ω) . (4.13)

Esse funcional foi proposto no artigo [OBG+05] na seção de futuras generalizações. Com

a escolha desse funcional obtemos um resultado muito importante que relaciona a convergência

da distância de Bregman com a convergência no espaçoL2(Ω). O próximo lema garante uma

limitação inferior para a distância de Bregman nesse contexto.
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Lema 4.4. Se hé o funcional convexo definido em(4.13), ent̃ao

1
2
‖v−u‖2

L2(Ω) ≤ Dξ
h (v,u) (4.14)

para todo u,v∈ D(F) e ξ ∈ ∂h(u).

Demonstraç̃ao: Visto queh satisfaz as hipóteses da ProposiçãoB.16, temos

Dξ
h (v,u) = Dξ1

h1
(v,u)+Dξ2

h2
(v,u)

≥ Dξ1
h1

(v,u) , (4.15)

comh1(u) =
1
2
‖u‖2

L2(Ω), h2(u) = |u|BV(Ω), ξ1 ∈ ∂h1(u) e ξ2 ∈ ∂h2(u).

Observando os cálculos efetuados na Seção2.3.1, temosDξ1
h1

(v,u) =
1
2
‖v−u‖2

L2(Ω). Por-

tanto, o resultado segue de (4.15). �

A prova desse resultado está ligada diretamente à demonstração da ProposiçãoB.16 e por

sua vez depende da igualdade em (B.2). Resultados análogos podem ser repetidos desde que

as hipóteses desses resultados sejam preservadas. Por exemplo, poderı́amos adicionar outro

funcional Gâteaux diferenciável em (4.13) e o resultado da proposição continuaria válido.

Outra propriedade importante é fornecida pela desigualdade de Poincaré-Wirtinger em

[EG92], garantindo a imersão contı́nuaBV (Ω) ⊂ L2 (Ω), isto é, existe uma constantec > 0

tal que‖u‖L2(Ω) ≤ c‖u‖BV(Ω) para todou∈ BV (Ω).

4.3 Propriedades do algoritmo

Esta seção é a mais importante do capı́tulo, pois exibimos resultados que comprovam a

eficiência do algoritmo introduzido no inı́cio deste capı́tulo. Em especial, mostramos que

a seqüência(uk) gerada pelo Algoritmo1 possui uma subseqüência que converge para uma

solução da equação operador (4.1), tanto para dados exatos quanto para dados com ruı́do. Tais

resultados são demonstrados com o auxı́lio da hipótese dada a seguir.

Hipótese 4.5.Seja F: D(F) ⊂ L2(Ω) → H um operador ñao linear seq̈uêncialmente fraca-

mente fechado, com F′ (·) localmente limitado. Suponha que a condição de ñao linearidade

∥

∥F (v)−F (u)−F ′ (u)(v−u)
∥

∥≤ η ‖u−v‖L2(Ω) ‖F (u)−F (v)‖ (4.16)

é satisfeita para todos elementos u, v∈ Bρ (u)∩D(F), para algumη,ρ > 0 em queBρ (u)

denota a bola aberta sobreu de raioρ em L2(Ω) eu∈ S(y)∩dom h.
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Com essa hipótese válida derivamos uma estimativa de (4.16) útil para os próximos resul-

tados, conforme a seguinte observação:

Observaç̃ao 4.6.Podemos reescrever o lado esquerdo da desigualdade dada em (4.16) como

∥

∥−F ′ (u)(v−u)− [F (u)−F (v)]
∥

∥≥
∥

∥−F ′ (u)(v−u)
∥

∥−‖F (u)−F (v)‖ .

Essa estimativa resulta da desigualdade triangular. Pelo lado direito de (4.16) temos

∥

∥F ′ (u)(v−u)
∥

∥−‖F (u)−F (v)‖ ≤ η ‖u−v‖L2(Ω)‖F (u)−F (v)‖ .

Por sua vez, reescrevemos a desigualdade acima como

∥

∥F ′ (u)(v−u)
∥

∥≤
(

1+η ‖u−v‖L2(Ω)

)

‖F (u)−F (v)‖ . (4.17)

Essa estimativáe v́alida sob as mesmas constantes e suposições introduzidas na Hiṕotese

4.5.

O Algoritmo 1 intuitivamente está bem definido, pois tomamos a soluçãouk+1 como um

minimizador de um funcional semelhante aqueles utilizadosnos capı́tulos anteriores e o sub-

gradiente é atualizado de modo análogo a Observação3.7, dada no Capı́tulo3. Caso não exista

um minimizador para o funcional proposto ou ainda, se o subgradienteξk+1 /∈ ∂h(uk+1), o al-

goritmo é inviável. O próximo resultado trata da eficiência do algoritmo proposto com relação

a essas questões.

Proposiç̃ao 4.7. Seja F um operador satisfazendo a Hipótese4.5. Tome k∈ N e uk,ξk um par

de iterados fornecidos pelo Algoritmo1. Ent̃ao existe um minimizador uk+1 para (4.3) e ξk+1

definido em(4.4) satisfazξk+1 ∈ ∂h(uk+1) .

Demonstraç̃ao: Primeiro vamos provar a existência de um minimizadoruk+1 para o funcional

definido em (4.3), a saber

Jδ
αk

(u) =
1
2

∥

∥

∥
F (u)−yδ

∥

∥

∥

2
+αkD

ξk
h (u,uk) , (4.18)

comαk > 0.

Conforme a formulação do problema temosdom h⊂ D(F) e pela Hipótese4.5 temos

D(F) ⊂ L2 (Ω), logodom h⊂ L2 (Ω) e assimξk ∈ L2(Ω) para todok.

Inicialmente supomosu0 e ξ0 dados iniciais bem definidos. Supomos ainda que existe um
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elementou∈D(F) tal queJδ
αk

(u) < ∞. Sendo assim, podemos definir um escalarβ ≥ 0 tal que

β = inf
{

Jδ
αk

(u) | u∈ D(F)
}

.

Portanto, existe uma seqüência minimizante(u j) ∈ D(F)∩BV (Ω) que converge para o

valor mı́nimo, isto é, limj Jδ
αk

(

u j
)

→ β .

Como essa seqüência é convergente existe uma constanteM ≥ 0 tal que

Jδ
αk

(

u j
)

≤ M , ∀ j .

A partir dessa limitação e da Definição (4.18), temos

Dξk
h

(

u j ,uk
)

≤
M
αk

, (4.19)

para todoj e αk > 0.

Usando a definição da distância de Bregman e o funcionalh dado em (4.13) obtemos

Dξk
h

(

u j ,uk
)

= h
(

u j
)

−h(uk)−
〈

ξk , u j −uk
〉

=
1
2

∥

∥u j
∥

∥

2
L2(Ω)

+ |u j |BV(Ω)−
1
2
‖uk‖

2
L2(Ω)−|uk|BV(Ω)

−
〈

ξk , u j
〉

+ 〈ξk , uk〉 . (4.20)

Para melhorar a definição dessa distância observamos que

1
2

∥

∥u j
∥

∥

2
L2(Ω)

−
〈

ξk , u j
〉

=
1
2

∥

∥u j
∥

∥

2
L2(Ω)

+
1
2
‖ξk‖

2
L2(Ω)−

〈

ξk , u j
〉

−
1
2
‖ξk‖

2
L2(Ω)

=
1
2

∥

∥u j −ξk
∥

∥

2
L2(Ω)

−
1
2
‖ξk‖

2
L2(Ω) . (4.21)

Dessa forma,

(4.20) =
1
2

∥

∥u j −ξk
∥

∥

2
L2(Ω)

−
1
2
‖ξk‖

2
L2(Ω) + |u j |BV(Ω)−

1
2
‖uk‖

2
L2(Ω) −|uk|BV(Ω) + 〈ξk , uk〉

=
1
2

∥

∥u j −ξk
∥

∥

2
L2(Ω)

+ |u j |BV(Ω) −
1
2

(

‖uk‖
2
L2(Ω) +‖ξk‖

2
L2(Ω)−2〈ξk , uk〉

)

−|uk|BV(Ω)

=
1
2

∥

∥u j −ξk
∥

∥

2
L2(Ω)

+ |u j |BV(Ω) −
1
2
‖uk−ξk‖

2
L2(Ω) −|uk|BV(Ω) . (4.22)

Em resumo, para um passok fixo e para todoj

Dξk
h

(

u j ,uk
)

=
1
2

∥

∥u j −ξk
∥

∥

2
L2(Ω)

+ |u j |BV(Ω)−ck , (4.23)
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comck =
1
2
‖uk−ξk‖

2
L2(Ω) + |uk|BV(Ω) uma constante positiva.

Com isso combinamos (4.19) e (4.23) e concluı́mos

1
2

∥

∥u j −ξk
∥

∥

2
L2(Ω)

+ |u j |BV(Ω) ≤
M
αk

+ck = M̃k , (4.24)

em queM̃k ≥ 0.

Em particular essa limitação vale para cada parcela da soma, a saber

|u j |BV(Ω) ≤ M̃k . (4.25)

Por argumentos de compacidade1 existe uma subseqüência(u jm) ∈ BV (Ω) que converge

fracou jm ⇀ ũ, paraũ∈ BV (Ω)∩L2(Ω).

Como o funcionalJδ
αk

(·) é seqüêncialmente fracamente semi-contı́nuo inferiormente

Jδ
αk

(ũ) ≤ lim inf
jm

Jδ
αk

(

u jm

)

= lim
jm

Jδ
αk

(

u jm

)

= lim
j

Jδ
αk

(

u j
)

= β (4.26)

Note que as igualdades acima derivam da existência do limite, limite da subseqüência e da

definição da seqüência minimizante, respectivamente.

Portanto, o limite ˜u existe e ˜u ∈ BV (Ω)∩ L2 (Ω). Além disso, é satisfeita a igualdade

Jδ
αk

(ũ) = β , ou seja, ˜u = argmin
{

Jδ
αk

(u) | u∈ D(F)
}

.

Para concluir a primeira parte da demonstração dessa proposição basta definiruk+1 = ũ.

A segunda etapa da demonstração consiste em provar queξk+1 ∈ ∂h(uk+1). Para fazer isso

aplicamos o resultado da ProposiçãoB.12.

De fato, o funcionalJδ
αk

(·) definido em (4.18) através da soma de um funcional Gâteaux

diferenciável e outro convexo, respectivamente. Cada funcional satisfaz as hipóteses da propo-

sição referida e definimos

φ1(u) =
1
2

∥

∥

∥
yδ −F (u)

∥

∥

∥

2

L2(Ω)
(4.27)

e

φ2(u) = αkD
ξk
h (u,uk) . (4.28)

Na primeira parte da demonstração provamos queuk+1 ∈ D(F) é o minimizador deJδ
αk

(·)

e pela ProposiçãoB.12segue

φ2(v) ≥ φ2(uk+1)+
〈

−φ ′
1(uk+1) , v−uk+1

〉

, (4.29)

1Tais argumentos são repetidos nos teoremas a seguir.



86

para todov∈ D(F).

Fazendo os cálculos necessários e substituindo os funcionaisφ1 eφ2 na desigualdade acima

resulta

αkD
ξk
h (v,uk) ≥ αkD

ξk
h (uk+1,uk)+

〈

−F ′ (uk+1)
∗
(

F (uk+1)−yδ
)

, v−uk+1

〉

.

Mediante operações básicas temos

Dξk
h (v,uk)−Dξk

h (uk+1,uk) ≥
1

αk

〈

−F ′ (uk+1)
∗
(

F (uk+1)−yδ
)

, v−uk+1

〉

. (4.30)

Observando somente o lado esquerdo da desigualdade acima, aplicamos a definição da

distância de Bregman para encontrar a igualdade

Dξk
h (v,uk)−Dξk

h (uk+1,uk) = h(v)−h(uk)−〈ξk , v−uk〉

− [h(uk+1)−h(uk)−〈ξk , uk+1−uk〉]

= h(v)−h(uk+1)−〈ξk , v−uk+1〉 . (4.31)

Substituindo o lado esquerdo de (4.30) pelo lado direito de (4.31) obtemos

h(v)−h(uk+1)−〈ξk , v−uk+1〉 ≥

〈

−
1

αk
F ′ (uk+1)

∗
(

F (uk+1)−yδ
)

, v−uk+1

〉

.

Para melhor compreender essa desigualdade vamos reescrevˆe-la como

h(v) ≥ h(uk+1)+

〈

ξk−
1

αk
F ′ (uk+1)

∗
(

F (uk+1)−yδ
)

, v−uk+1

〉

.

Por fim, usamos a DefiniçãoB.9 para concluir queξk+1 ∈ ∂h(uk+1), em que

ξk+1 = ξk−
1

αk
F ′ (uk+1)

∗
(

F (uk+1)−yδ
)

. (4.32)

�

O resultado apresentado acima pode ser repetido para outrosfuncionais convexosh ao invés

de (4.13), desde queh seja seqüêncialmente consistente e satisfaça as condic¸ões enunciadas

nesse resultado.

Na seqüência do texto apresentamos os principais resultados, primeiro para dados exatos

e em seguida analisamos o mesmo problema para dados com ruı́do. Essa esquematização é a

mais natural, contudo nos capı́tulos anteriores procedemos diferentemente com o objetivo de

simplificar as demonstrações.
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Para o problema regularizado (4.18) com dados exatos e com um parâmetro de regulariza-

ção finito, exibimos condições suficientes sobre o operador F e sobre os dados iniciaisu0 e ξ0

com o objetivo de garantir a existência de uma subseqüência convergente para uma solução da

Equação (4.1), gerada pelo Algoritmo1 a partir dos dados iniciasu0 e ξ0.

Teorema 4.8(Convergência). Seja F um operador sob a Hipótese4.5e tomeγ < min
{

1
η , ρ

2

}

para η, ρ como em(4.16), 0 < αk < ᾱ, h(u) < ∞ e os valores iniciais u0, ξ0 ∈ L2 (Ω) satisfa-

zendo Dξ0
h (u,u0) < γ2

8 para umu∈ S(y). Ent̃ao para dados exatos toda subseqüência de(uk)

tem uma subseqüência convergindo para um u∈ S(y) na topologia fraca-∗ de BV(Ω). Além

disso, seS(y)∩Bρ (u) = {u}, ent̃ao uk
∗
−⇀ u em BV(Ω).

Demonstraç̃ao: Dividimos esta demonstração em quatro passos a fim de facilitar a compre-

ensão.

Passo 1: Por indução sobrek vamos mostrar que para todok os elementos da seqüência

(uk) estão próximos deu.

Primeiro verificamos parak = 0. Para isso reescrevemos a hipótese apresentada no enunci-

ado desse teorema sobre os dados iniciaisu0, ξ0 ∈ L2(Ω) como

2
√

2Dξ0
h (u,u0) < γ . (4.33)

Supomos que essa desigualdade vale para todok. Portanto, a hipótese de indução sobre o

paruk, ξk dados pelo Algoritmo1 é

2
√

2Dξk
h (u,uk) < γ . (4.34)

Vamos mostrar sua validade para o paruk+1, ξk+1.

Por (4.3) temos queuk+1 minimiza o funcional

Jαk (u) =
1
2
‖F (u)−y‖2 +αkD

ξk
h (u,uk)

com dados são exatos.

Comouk+1 é o minimizador do funcional dado acima vale

Jαk (uk+1) ≤ Jαk (u) ,

parau tal queF (u) = y.
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Reescrevendo essa desigualdade com a definição do funcional regularizado, temos

1
2
‖F (uk+1)−y‖2+αkD

ξk
h (uk+1,uk) ≤

1
2
‖F (u)−y‖2+αkD

ξk
h (u,uk)

= αkD
ξk
h (u,uk) .

Como o lado esquerdo da desigualdade acima é composta pela soma de dois termos positi-

vos, cada um deles é estimado pelo lado direito; visto que osαk são positivos em particular vale

Dξk
h (uk+1,uk) ≤ Dξk

h (u,uk) . (4.35)

Através do Lema4.4, Equação (4.14), obtemos

1
2
‖uk+1−uk‖

2
L2(Ω) ≤ Dξk

h (uk+1,uk) . (4.36)

Associando a estimativa acima com (4.35) concluı́mos

1
2
‖uk+1−uk‖

2
L2(Ω) ≤ Dξk

h (u,uk) .

Essa estimativa é equivalente a

‖uk+1−uk‖L2(Ω) ≤

√

2Dξk
h (u,uk) . (4.37)

Novamente pelo Lema4.4garantimos

1
2
‖u−uk‖

2
L2(Ω) ≤ Dξk

h (u,uk) .

Reescrevendo essa estimativa de maneira conveniente, obtemos

‖u−uk‖L2(Ω) ≤

√

2Dξk
h (u,uk) . (4.38)

A combinação de (4.37) e (4.38) resulta em

‖uk+1−u‖L2(Ω) = ‖uk+1−uk− (u−uk)‖L2(Ω)

≤ ‖uk+1−uk‖L2(Ω) +‖u−uk‖L2(Ω)

≤

√

2Dξk
h (u,uk)+

√

2Dξk
h (u,uk)

= 2
√

2Dξk
h (u,uk)

< γ .
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Note que para a desigualdade estrita obtida acima usamos a hipótese de indução (4.34). Em

resumo

‖uk+1−u‖L2(Ω) < γ . (4.39)

Uma vez queγ < ρ
2 temos‖uk+1−u‖L2(Ω) < ρ . Portanto, concluı́mos queuk+1 ∈ Bρ (u)∩

D(F) e com isso é possı́vel aplicar a Hipótese4.5. Tomandou = uk+1 e v = u na desigualdade

(4.16), obtemos

∥

∥F (u)−F (uk+1)−F ′ (uk+1)(u−uk+1)
∥

∥ ≤ η ‖uk+1−u‖L2(Ω) ‖F (uk+1)−F (u)‖

< ηγ ‖F (uk+1)−F (u)‖ . (4.40)

A última desigualdade estrita acima resulta de (4.39).

Como por hipóteseγ < 1
η temos 0< ηγ < 1. Visto queu é tal queF (u) = y, a desigualdade

acima satisfaz a hipótese requerida no Lema4.3parac = ηγ. Portanto, por (4.8) segue

Dξk+1
h (u,uk+1) ≤ Dξk

h (u,uk) . (4.41)

Multiplicando ambos os lados dessa desigualdade por 8 e em seguida extraindo a raiz qua-

drada, temos

2
√

2Dξk+1
h (u,uk+1) ≤ 2

√

2Dξk
h (u,uk) . (4.42)

Pela hipótese de indução o lado direito dessa desigualdade é estimado porγ, logo

2
√

2Dξk+1
h (u,uk+1) ≤ γ . (4.43)

Dessa maneira mostramos que para todok ∈ N vale ‖uk−u‖L2(Ω) < γ < ρ ; além disso,

usando a Hipótese4.5podemos aplicar o Lema4.3para todos os iterados.

Passo 2: Neste passo mostramos que

∞

∑
i=0

1
αi

‖y−F (ui+1)‖
2 < ∞ . (4.44)

Esse resultado é necessário para o próximo passo da demonstração.

Como vimos no passo anterior, pelo Lema4.3a desigualdade (4.8) vale para cadak. Vamos

reescrevê-la como

Dξk+1
h (u,uk+1)+Dξk

h (uk+1,uk)+
1−ηγ

αk
‖y−F (uk+1)‖

2 ≤ Dξk
h (u,uk) . (4.45)
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Uma vez que essa desigualdade vale para todok, podemos somar os valores dessa desi-

gualdade para osk primeiros termos. Para isso fixamos umk ∈ N qualquer e aplicamos um

somatório em ambos os lados da desigualdade acima da seguinte forma

k−1

∑
i=0

Dξi+1
h (u,ui+1)+

k−1

∑
i=0

Dξi
h (ui+1,ui)+

k−1

∑
i=0

1−ηγ
αi

‖y−F (ui+1)‖
2 ≤

k−1

∑
i=0

Dξi
h (u,ui) . (4.46)

Observamos que o primeiro termo do lado esquerdo pode ser reescrito após uma mudança

de variávelj = i +1 como

k

∑
j=1

D
ξ j

h

(

u,u j
)

=
k−1

∑
j=1

D
ξ j

h

(

u,u j
)

+Dξk
h (u,uk) .

Para o somatório do lado direito de (4.46) retiramos o primeiro termo do somatório, assim

k−1

∑
i=0

Dξi
h (u,ui) = Dξ0

h (u,u0)+
k−1

∑
i=1

Dξi
h (u,ui) .

Mediante essas observações podemos cancelar os termos semelhantes de cada lado da de-

sigualdade. Logo (4.46) é igual a

Dξk
h (u,uk)+

k−1

∑
i=0

Dξi
h (ui+1,ui)+

k−1

∑
i=0

1−ηγ
αi

‖y−F (ui+1)‖
2 ≤ Dξ0

h (u,u0) .

Uma vez que o lado direito da desigualdade acima é limitado por γ2

8 e o lado esquerdo é

formado por termos positivos segue

(1−ηγ)
k−1

∑
i=0

1
αi

‖y−F (ui+1)‖
2 ≤ Dξ0

h (u,u0)

<
γ2

8
.

Tomando o limite parak tendendo a infinito resulta

∞

∑
i=0

1
αi

‖y−F (ui+1)‖
2 <

γ2

8(1−ηγ)
< ∞ .

Segundo o teste da divergência de uma série, se uma série ´e convergente então o limite do

termo geral deve ir para zero. Aplicando esse teste na sérieconvergente acima obtemos

F (uk) → y , (4.47)
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emH .

Passo 3:Este passo é o mais elaborado da demonstração. Mostramosa limitação uniforme

da seqüência(h(uk)) obtida através da aplicação do funcionalh nos elementos da seqüência

(uk) gerada pelo Algoritmo1.

Lembramos da definição da distância de Bregman entreu e uk induzida pelo funcionalh

para algumk∈ N fixo, como

Dξk
h (u,uk) = h(u)−h(xk)−〈ξk , u−uk〉 ,

comξk ∈ ∂h(uk) dado por (4.4).

Uma vez que a distância de Bregman sempre é positiva, vale

h(uk) ≤ h(u)−〈ξk , u−uk〉

≤ h(u)+ |〈ξk , u−uk〉|

= h(u)+

∣

∣

∣

∣

∣

〈

ξ0−
k−1

∑
i=0

1
αi

F ′ (ui+1)
∗ (F (ui+1)−y) , u−uk

〉
∣

∣

∣

∣

∣

. (4.48)

Para obter a última igualdade acima usamos a definição equivalente paraξk exibida em

(4.5).

Tecemos uma observação sobre o produto de dualidade acima. Visto que os elementos da

primeira parcela dessa aplicação pertencem ao espaço deBanachU∗, dados dois elementos no

dual e um escalar a soma deles ou a multiplicação por um escalar ainda pertence ao dual. Uma

vez que o somatório é finito e as constantesαk são positivas para todok, temos

(4.48) ≤ h(u)+ |〈ξ0 , u−uk〉|+
k−1

∑
i=0

1
αi

∣

∣

〈

F ′ (ui+1)
∗ (F (ui+1)−y) , u−uk

〉
∣

∣

= h(u)+ |〈ξ0 , u−uk〉|+
k−1

∑
i=0

1
αi

∣

∣

〈

F (ui+1)−y , F ′ (ui+1)(u−uk)
〉

H

∣

∣

≤ h(u)+‖ξ0‖L2(Ω) ‖u−uk‖L2(Ω) +
k−1

∑
i=0

1
αi

‖F (ui+1)−y‖
∥

∥F ′ (ui+1)(u−uk)
∥

∥

≤ h(u)+ γ ‖ξ0‖L2(Ω) +
k−1

∑
i=0

1
αi

‖F (ui+1)−y‖
∥

∥F ′ (ui+1)(u−uk)
∥

∥ . (4.49)

Para obter a penúltima desigualdade aplicamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz e para

a última usamos a conclusão doPasso 1: ‖u−uk‖L2(Ω) ≤ γ.

Vamos nos ater apenas ao termo‖F ′ (ui+1)(u−uk)‖ e buscar uma estimativa para ele a fim
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de substituı́-la em (4.49). Para todo ı́ndice 0≤ i ≤ k−1 vale

∥

∥F ′ (ui+1)(u−uk)
∥

∥ =
∥

∥F ′ (ui+1) [u−ui+1− (uk−ui+1)]
∥

∥

≤
∥

∥F ′ (ui+1)(u−ui+1)
∥

∥+
∥

∥F ′ (ui+1)(uk−ui+1)
∥

∥ . (4.50)

Vamos estimar os dois termos do lado direito da desigualdadeacima.

Através doPasso 1obtemos‖u−uk‖L2(Ω) ≤ γ para todok e aindaui+1 euk ∈Bρ (u). Com

isso aplicamos a desigualdade (4.17) duas vezes: primeiro parav = u e depois parav = uk,

ambas comu = ui+1. Fazendo isso encontramos

∥

∥F ′ (ui+1)(u−ui+1)
∥

∥ ≤
(

1+η ‖ui+1−u‖L2(Ω)

)

‖F (ui+1)−F (u)‖

≤ (1+ηγ)‖F (ui+1)−F (u)‖

= (1+ηγ)‖F (ui+1)−y‖ (4.51)

e

∥

∥F ′ (ui+1)(uk−ui+1)
∥

∥ ≤
(

1+η ‖ui+1−uk‖L2(Ω)

)

‖F (ui+1)−F (uk)‖

=
(

1+η ‖ui+1−u− (uk−u)‖L2(Ω)

)

‖F (ui+1)−F (uk)‖

≤
[

1+η
(

‖ui+1−u‖L2(Ω) +‖uk−u‖L2(Ω)

)]

‖F (ui+1)−F (uk)‖

≤ [1+η (γ + γ)]‖F (ui+1)−F (uk)‖

= (1+2ηγ)‖F (ui+1)−y− (F (uk)−y)‖

≤ (1+2ηγ)(‖F (ui+1)−y‖+‖F (uk)−y‖)

≤ (1+2ηγ)(‖F (ui+1)−y‖+‖F (ui+1)−y‖)

= 2(1+2ηγ)‖F (ui+1)−y‖ . (4.52)

A última desigualdade é garantida pelo Lema4.2, uma vez quei ≤ k−1 (ou melhor,i +1≤

k).

Combinando as estimativas (4.51) e (4.52), conseguimos uma estimativa para (4.50) da

forma

(4.50) ≤ (1+ηγ)‖F (ui+1)−y‖+2(1+2ηγ)‖F (ui+1)−y‖

= (3+5ηγ)‖F (ui+1)−y‖ . (4.53)
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Com a estimativa acima voltamos a (4.49) e vale

(4.49) ≤ h(u)+ γ ‖ξ0‖L2(Ω) +
k−1

∑
i=0

1
αi

‖F (ui+1)−y‖(3+5ηγ)‖F (ui+1)−y‖

= h(u)+ γ ‖ξ0‖L2(Ω) +(3+5ηγ)
k−1

∑
i=0

1
αi

‖F (ui+1)−y‖2 . (4.54)

Por fim, por (4.48) temos

h(uk) ≤ h(u)+ γ ‖ξ0‖L2(Ω) +(3+5ηγ)
k−1

∑
i=0

1
αi

‖F (ui+1)−y‖2 . (4.55)

Uma vez que noPasso 2mostramos que o somatório presente na estimativa acima possui

um valor finito, concluı́mos a limitação uniforme deh(uk) para todok.

Passo 4: No passo anterior concluı́mos que para todok

|h(uk)| = h(uk) ≤ N ,

comN > 0 dado pelo lado direito da Equação (4.55).

Visto que o funcionalh é dado por (4.13), temos

‖uk‖L2(Ω) + |uk|BV(Ω) ≤ R , (4.56)

para umR> 0 e para os elementos da seqüência(uk) ∈ BV (Ω)∩L2 (Ω) extraı́da do Algoritmo

1.

Da estimativa acima e através do TeoremaC.6de Banach-Alaoglu temos queBR(0) é fraco-

∗ compacta emL2 (Ω) e emBV (Ω). Portanto, podemos extrair uma subseqüência(uk,l ) que é

fraco-∗ convergente emL2(Ω) para um elementou∈BV (Ω)∩L2(Ω). Novamente utilizamos o

teorema de Banach-Alaoglu para obter uma subseqüência fraco-∗ convergente emBV (Ω). No

entanto, aplicamos esse resultado na subseqüência(uk,l) que possui as mesmas propriedades da

seqüência(uk). Portanto, a subseqüência(uk,l ,m) converge fraco-∗ convergente emBV (Ω) para

o mesmo elemento que a subseqüência(uk,l ) converge.

Para não carregar a notação definimosukm := uk,l ,m. Em resumo, observando queL2 (Ω) é

um espaço reflexivo, temos

ukm ⇀ u emL2(Ω) (4.57)

e

ukm

∗
−⇀ u emBV (Ω) , (4.58)
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parau∈ BV (Ω)∩L2(Ω).

Por fim, mostramos que o limiteu ∈ S(y). Pela Hipótese4.5 o operadorF é fracamente

seqüêncialmente fechado, isto é, o gráfico deF é fechado na topologia fraca deL2(Ω). Como

ukm ⇀ u em L2(Ω), (ukm) ∈ D(F) e por (4.47) sabemos queF (ukm) → y, pelo teorema do

gráfico fechado (TeoremaA.13) concluı́mos queu∈ S(y) e F (u) = y, isto é,u∈ S(y). Deixa-

mos claro que o elemento limite possui as mesmas propriedades dos elementosuk da seqüência

gerada pelo Algoritmo1 do qual extraı́mos a subseqüência(uk) e portantou∈ D(F)∩Bρ (u).

É claro que seS(y)∩Bρ (u) = {u}, a subseqüênciaukm

∗
−⇀ u emBV (Ω). �

Quando procuramos uma solução para um problema com dados exatos através do Algo-

ritmo 1 não nos deparamos com dificuldades relacionadas a um critério de parada, necessário

para resultados de semi-convergência. Com uma boa escolhapara uma aproximação inicial o

resultado anterior garante a eficiência do Algoritmo1 sem nos preocuparmos com o número de

iterações. Esse fato não se aplica para problemas com dados inexatos.

Quando os dados coletados apresentam perturbações, ainda que seja conhecido o nı́vel

de ruı́doδ e os dados inexatos sejam controlados da forma
∥

∥

∥
y−yδ

∥

∥

∥
≤ δ , exibimos apenas

um resultado de semi-convergência; isto é, garantimos estabilidade do algoritmo até um certo

passo e a partir desse ı́ndice ele torna-se instável. Para contornar essa dificuldade utilizamos

o princı́pio da discrepância como critério de parada e definimos o ı́ndice de paradak∗ como o

menor inteiro tal que a desigualdade

∥

∥

∥
F (uk∗)−yδ

∥

∥

∥
≤ τδ (4.59)

é satisfeita, comτ > 1. Tomamosuk∗ como a solução regularizada para o problema com dados

inexatos.

No próximo teorema testamos a robustez do método investigado para dados com ruı́do.

Caso seja possı́vel melhorar as estimativas para o nı́vel ruı́do, construindo uma seqüência(δm)

que tende para zero, damos condições suficientes para garantir a existência de uma subseqüência

convergente gerada pelo Algoritmo1com o critério de parada (4.59), para umτ especı́fico; além

disso, mostramos quek∗ é finito. No final da demonstração reunimos os detalhes da mesma e

atualizamos o algoritmo exibido no inı́cio do capı́tulo.

Teorema 4.9(Semi-convergência). Seja F um operador sob a Hipótese4.5e tomeγ < min
{

1
η , ρ

2

}

paraη, ρ como em(4.16), 0 < α ≤ αk ≤ α , h(u) < ∞ e os valores iniciais u0, ξ0 ∈ L2(Ω) sa-

tisfazendo Dξ0
h (u,u0) < γ2

8 para umu∈ S(y). Sejamδm > 0 para todoı́ndice m∈ N, δm → 0 e
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os correspondentesı́ndices de parada k∗m encontrados atrav́es do crit́erio (4.59) com

τ >
1+ηγ
1−ηγ

. (4.60)

Então para cadaδm o ı́ndice de paradáe finito e toda subseqüência de
(

uk∗m

)

tem uma sub-

seq̈uência convergindo para um u∈ S(y) na topologia fraco-∗ de BV(Ω). Além disso, se

S(y)∩Bρ (u) = {u}, uk∗m
∗
−⇀ u em BV(Ω).

Demonstraç̃ao: Dividimos esta demonstração em cinco passos devido sua extensão.

Passo 1: Tomeδ > 0 arbitrário e o fixamos.

Em seguida tomamosk∗ o correspondente ı́ndice de parada fornecido por (4.59), aqui ele

pode ser infinito.

Para todok tal quek < k∗−1, isto é, aqueles que não satisfazem (4.59) vale

∥

∥

∥
F (uk)−yδ

∥

∥

∥
> τδ . (4.61)

Vamos mostrar por indução sobrek que cada elemento da seqüência(uk) está próximo da

soluçãou.

Primeiro verificamos parak = 0. Para isso reescrevemos a hipótese feita aos dados iniciais

u0, ξ0 ∈ L2(Ω) como

2
√

2Dξ0
h (u,u0) < γ .

Supomos que essa desigualdade seja válida para todok. Portanto, a hipótese de indução

para o paruk, ξk dados pelo Algoritmo1 é

2
√

2Dξk
h (u,uk) < γ . (4.62)

Vamos mostrar que ela vale para o paruk+1, ξk+1.

Por definição dos iterados em (4.3), para um passok qualquer temos queuk+1 é minimizador

do funcional

Jδ
αk

(u) =
1
2

∥

∥

∥
F (u)−yδ

∥

∥

∥

2
+αkD

ξk
h (u,uk) . (4.63)

Em particular parau tal queF (u) = y, visto queuk+1 é o minimizador do funcional acima,

vale

Jδ
αk

(uk+1) ≤ Jδ
αk

(u) .
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Reescrevendo a desigualdade acima com a definição do funcional de regularização obtemos

1
2

∥

∥

∥
F (uk+1)−yδ

∥

∥

∥

2
+αkD

ξk
h (uk+1,uk) ≤

1
2

∥

∥

∥
F (u)−yδ

∥

∥

∥

2
+αkD

ξk
h (u,uk)

=
1
2

∥

∥

∥
y−yδ

∥

∥

∥

2
+αkD

ξk
h (u,uk)

<
1
2

δ 2 +αkD
ξk
h (u,uk) .

Lembrando que para todok < k∗−1 vale (4.61), temos

1
2

(τδ )2 +αkD
ξk
h (uk+1,uk) <

1
2

∥

∥

∥
F (uk+1)−yδ

∥

∥

∥

2
+αkD

ξk
h (uk+1,uk) .

Combinando essa desigualdade com a anterior obtemos

1
2

(τδ )2+αkD
ξk
h (uk+1,uk) <

1
2

δ 2 +αkD
ξk
h (u,uk) .

Associando os termos semelhantes no lado esquerdo da desigualdade acima segue

1
2

δ 2(τ2−1
)

+αkD
ξk
h (uk+1,uk) < αkD

ξk
h (u,uk) .

Como por definiçãoτ > 1 temos
(

τ2−1
)

> 0. Usando esse fato e tomandoα > 0, para

todok

Dξk
h (uk+1,uk) < Dξk

h (u,uk) . (4.64)

Pelo Lema4.4temos

1
2
‖uk+1−uk‖

2
L2(Ω) ≤ Dξk

h (uk+1,uk) .

Combinando essa relação com a desigualdade (4.64) obtemos

‖uk+1−uk‖L2(Ω) <

√

2Dξk
h (u,uk) . (4.65)

Novamente pelo Lema4.4vale

‖u−uk‖L2(Ω) <

√

2Dξk
h (u,uk) . (4.66)
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Por fim, combinando os resultados (4.65) e (4.66) concluı́mos

‖uk+1−u‖L2(Ω) = ‖uk+1−uk− (u−uk)‖L2(Ω)

≤ ‖uk+1−uk‖L2(Ω) +‖u−uk‖L2(Ω)

<

√

2Dξk
h (u,uk)+

√

2Dξk
h (u,uk)

= 2
√

2Dξk
h (u,uk)

< γ .

Note que a última desigualdade provém da hipótese de indução (4.62).

Comoγ < ρ concluı́mos pela estimativa acima que‖uk+1−u‖L2(Ω) < ρ e portantouk+1 ∈

Bρ (u).

Para finalizar oPasso 1devemos aplicar o Lema4.3, antes verificaremos sua hipótese.

Como por hipótese (4.16) é válido, aplicamos tal resultado parau= uk+1 ev= u; utilizando

(4.61) verificamos a condição de não linearidade (4.7)

∥

∥

∥
yδ −F (uk+1)−F ′ (uk+1)(u−uk+1)

∥

∥

∥
=

∥

∥

∥
yδ −F (u)+F (u)−F (uk+1)−F ′ (uk+1)(u−uk+1)

∥

∥

∥

≤
∥

∥

∥
yδ −y

∥

∥

∥
+
∥

∥F (u)−F (uk+1)−F ′ (uk+1)(u−uk+1)
∥

∥

≤ δ +η ‖uk+1−u‖L2(Ω)‖F (uk+1)−F (u)‖

< δ +ηγ ‖F (uk+1)−y‖

= δ +ηγ
∥

∥

∥
F (uk+1)−yδ −

(

y−yδ
)
∥

∥

∥

≤ δ +ηγ
(
∥

∥

∥
F (uk+1)−yδ

∥

∥

∥
+
∥

∥

∥
y−yδ

∥

∥

∥

)

≤ δ +ηγ
(
∥

∥

∥
F (uk+1)−yδ

∥

∥

∥
+δ
)

= δ +ηγδ +ηγ
∥

∥

∥
F (uk+1)−yδ

∥

∥

∥

=
1
τ

(1+ηγ)δτ +ηγ
∥

∥

∥
F (uk+1)−yδ

∥

∥

∥

<
1
τ

(1+ηγ)
∥

∥

∥
F (uk+1)−yδ

∥

∥

∥
+ηγ

∥

∥

∥
F (uk+1)−yδ

∥

∥

∥

=

[

1
τ

(1+ηγ)+ηγ
]

∥

∥

∥
F (uk+1)−yδ

∥

∥

∥
.

Portanto, parak < k∗−1 vale a condição de não linearidade (4.7) e por sua vez a hipótese

do Lema4.3é satisfeita para a constante

c =
1
τ

(1+ηγ)+ηγ . (4.67)
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Note que, de fato, tomandoc como definido acima, temos 0< c < 1 devido a escolha deτ
dado por (4.60).

Reescrevendo o resultado (4.8) obtido pelo Lema4.3, vale

Dξk+1
h (u,uk+1)+Dξk

h (uk+1,uk)+
1−c
αk

∥

∥

∥
yδ −F (uk+1)

∥

∥

∥

2
≤ Dξk

h (u,uk) , (4.68)

para a constantec dado em (4.67).

Em particular, uma vez que todos os termos da relação acimasão positivos, vale

Dξk+1
h (u,uk+1) ≤ Dξk

h (u,uk) .

Por fim, para concluir que a hipótese de indução doPasso 1vale parak+1, multiplicamos

ambos os lados da desigualdade acima por 8, em seguida extra´ımos a raiz quadrada e aplicando

a hipótese de indução (4.62) encontramos

Dξk+1
h (u,uk+1) <

γ2

8
. (4.69)

Passo 2: Vamos verificar que o ı́ndice de paradak∗ é finito. Na demonstração do passo

anterior não exigimos quek∗ seja finito e concluı́mos que o Lema4.3 é válido para todok <

k∗−1 e por sua vez (4.68) é satisfeito. Sendo assim, somamos essa desigualdade para cadak,

ou melhor, para os primeirosk∗−1.

k∗−2

∑
i=0

Dξi+1
h (u,ui+1)+

k∗−2

∑
i=0

Dξi
h (ui+1,ui)+

k∗−2

∑
i=0

1−c
αi

∥

∥

∥
yδ −F (ui+1)

∥

∥

∥

2
≤

k∗−2

∑
i=0

Dξi
h (u,ui) . (4.70)

Observando o primeiro termo do lado esquerdo, fazemos uma mudança de variávelj = i +1

e o reescrevemos como

k∗−1

∑
j=1

D
ξ j

h

(

u,u j
)

=
k∗−2

∑
j=1

D
ξ j

h

(

u,u j
)

+D
ξk∗−1
h (u,uk∗−1) .

Para o somatório do lado direito retiramos o primeiro termodo somatório, logo

k∗−2

∑
i=0

Dξi
h (u,ui) = Dξ0

h (u,u0)+
k∗−2

∑
i=1

Dξi
h (u,ui) .

Vistas essas observações, podemos cancelar os termos semelhantes de cada lado da desi-
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gualdade, assim (4.70) é igual a

D
ξk∗−1
h (u,uk∗−1)+

k∗−2

∑
i=0

Dξi
h (ui+1,ui)+

k∗−2

∑
i=0

1−c
αi

∥

∥

∥
yδ −F (ui+1)

∥

∥

∥

2
≤ Dξ0

h (u,u0) .

Como por hipótese o lado direito da desigualdade acima é limitado por γ2

8 e do lado es-

querdo cada termo é positivo, segue

(1−c)
k∗−2

∑
i=0

1
αi

∥

∥

∥
yδ −F (ui+1)

∥

∥

∥

2
<

γ2

8
. (4.71)

Vamos mostrar que o lado esquerdo estima uma quantidade que depende do parâmetrok∗,

e por conseguinte mostraremos que ele é finito.

De fato, através do critério (4.61) obtemos

k∗−2

∑
i=0

1
αi

∥

∥

∥
yδ −F (ui+1)

∥

∥

∥

2
>

k∗−2

∑
i=0

1
αi

(τδ )2

= (τδ )2
k∗−2

∑
i=0

1
αi

≥
τ2δ 2

maxk≤k∗−2 αk

k∗−2

∑
i=0

1

=
τ2δ 2(k∗−1)

α
. (4.72)

Como o lado esquerdo de (4.72) é estimado por (4.71) temos

τ2δ 2(k∗−1)

α
<

γ2

8(1−c)
.

Assim concluı́mos quek∗ é finito mediante uma modificação na relação acima, como

k∗ <
( γ

τδ

)2 α
8(1−c)

+1 .

Passo 3: Neste passo vamos provar um resultado necessário para o pr´oximo passo, a saber

mostramos que a série abaixo é finita,

∞

∑
i=0

1
αi

∥

∥

∥
yδ −F (ui+1)

∥

∥

∥

2
< ∞ . (4.73)
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Na verdade só falta concluir isso, pois pela desigualdade (4.71) já temos

k∗−2

∑
i=0

1
αi

∥

∥

∥
yδ −F (ui+1)

∥

∥

∥

2
<

γ2

8(1−c)
, (4.74)

com(1−c) > 0.

Portanto, tomando o limite quandok∗ tende a infinito concluı́mos (4.73).

Passo 4: Nesse passo vamos mostrar que o funcionalh aplicado nos elementos da seqüên-

cia (uk∗) é uniformemente limitado.

Sabemos queDξk∗

h (u,uk∗) ≥ 0, paraξk∗ ∈ ∂h(uk∗) dado por (4.4) e (4.59). Sendo assim,

h(uk∗) ≤ h(u)−〈ξk∗ , u−uk∗〉

≤ h(u)+ |〈ξk∗ , u−uk∗〉| . (4.75)

Usando (4.5) temos

ξk∗ = ξ0−
k∗−1

∑
l=0

1
αl

F ′ (ul+1)
∗
(

F (ul+1)−yδ
)

. (4.76)

Substituindo essa igualdade na relação anterior, obtemos

(4.75) = h(u)+

∣

∣

∣

∣

∣

〈

ξ0−
k∗−1

∑
l=0

1
αl

F ′ (ul+1)
∗
(

F (ul+1)−yδ
)

, u−uk∗

〉
∣

∣

∣

∣

∣

= h(u)+

∣

∣

∣

∣

∣

〈ξ0 , u−uk∗〉−

〈

k∗−1

∑
l=0

1
αl

F ′ (ul+1)
∗
(

F (ul+1)−yδ
)

, u−uk∗

〉
∣

∣

∣

∣

∣

= h(u)+

∣

∣

∣

∣

∣

〈ξ0 , u−uk∗〉−
k∗−1

∑
l=0

1
αl

〈

F ′ (ul+1)
∗
(

F (ul+1)−yδ
)

, u−uk∗

〉

∣

∣

∣

∣

∣

≤ h(u)+ |〈ξ0 , u−uk∗〉|+
k∗−1

∑
l=0

1
αl

∣

∣

∣

〈

F ′ (ul+1)
∗
(

F (ul+1)−yδ
)

, u−uk∗

〉
∣

∣

∣

= h(u)+ |〈ξ0 , u−uk∗〉|+
k∗−1

∑
l=0

1
αl

∣

∣

∣

〈

F (ul+1)−yδ , F ′ (ul+1)(u−uk∗)
〉

H

∣

∣

∣

= h(u)+ |〈ξ0 , u−uk∗〉|+
k∗−2

∑
i=0

1
αi

∣

∣

∣

〈

F (ui+1)−yδ , F ′ (ui+1)(u−uk∗)
〉

H

∣

∣

∣

+
1

αk∗−1

∣

∣

∣

〈

F (uk∗)−yδ , F ′ (uk∗)(u−uk∗)
〉

H

∣

∣

∣
. (4.77)

Vamos estimar separadamente os três últimos termos da desigualdade acima.
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Em primeiro lugar estimamos o segundo termo de (4.77), assim

|〈ξ0 , u−uk∗〉| ≤ ‖ξ0‖L2(Ω) ‖u−uk∗‖L2(Ω)

< ρ ‖ξ0‖L2(Ω) . (4.78)

Note que para concluir a estimativa acima é necessário mostrar que‖u−uk∗‖L2(Ω) < ρ ,

para ver isso procedemos como noPasso 1. Como no passok∗−1 o elementouk∗ minimiza o

funcionalJδ
αk

(·) dado em (4.63), valeJδ
αk

(uk∗) ≤ Jδ
αk

(u). Aplicando a definição do problema

regularizado temos

1
2

∥

∥

∥
F (uk∗)−yδ

∥

∥

∥

2
+αk∗−1D

ξk∗−1
h (uk∗ ,uk∗−1) ≤

1
2

∥

∥

∥
F (u)−yδ

∥

∥

∥

2
+αk∗−1D

ξk∗−1
h (u,uk∗−1)

=
1
2

∥

∥

∥
y−yδ

∥

∥

∥

2
+αk∗−1D

ξk∗−1
h (u,uk∗−1)

<
1
2

δ 2 +αk∗−1D
ξk∗−1
h (u,uk∗−1) .

Comoαk∗−1 > 0 e ambos os termos do lado esquerdo são positivos, vale

D
ξk∗−1
h (uk∗,uk∗−1) <

δ 2

2αk∗−1
+D

ξk∗−1
h (u,uk∗−1)

<
δ 2

2αk∗−1
+

γ2

8
.

Para a última desigualdade aplicamos (4.69) parak = k∗−2, uma vez que vale para todo

k < k∗−1.

Unindo esse resultado com (4.14), ou seja,

1
2
‖uk∗ −uk∗−1‖

2
L2(Ω) ≤ D

ξk∗−1
h (uk∗ ,uk∗−1) ,

obtemos

‖uk∗ −uk∗−1‖L2(Ω) <

(

δ 2

αk∗−1
+

γ2

4

)

1
2

.

Com isso, estimamos

‖u−uk∗‖L2(Ω) = ‖u−uk∗−1− (uk∗ −uk∗−1)‖L2(Ω)

≤ ‖u−uk∗−1‖L2(Ω) +‖uk∗ −uk∗−1‖L2(Ω)

< γ +

(

δ 2

αk∗−1
+

γ2

4

)

1
2

.
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Com a escolha de umδ suficientemente pequeno, a saber

δ < δ =

√

3
4

γ2α , (4.79)

obtemos

‖u−uk∗‖L2(Ω) < γ +

(

δ 2

αk∗−1
+

γ2

4

)

1
2

< γ +

(

3γ2α
4αk∗−1

+
γ2

4

)

1
2

< γ +

(

3γ2

4
+

γ2

4

)

1
2

= γ +
(

γ2)
1
2

= 2γ

< ρ . (4.80)

Em segundo lugar, estimamos o terceiro termo de (4.77). Vamos aplicar os resultados

obtidos pelos passos anteriores. Em especial, noPasso 1, assumindo que a hipótese de indução

(4.62) era válida parak < k∗−1 provamos a validade parak+1. Portanto, os resultados desse

passo valem para todok≤ k∗−1.

A estimativa deste passo é verificada para 0≤ i ≤ k∗−2 em virtude do somatório em que

ela aparece; peloPasso 2esse somatório é finito. Para tais ı́ndicesi vale

∣

∣

∣

〈

F (ui+1)−yδ , F ′ (ui+1)(u−uk∗)
〉
∣

∣

∣
≤
∥

∥

∥
F (ui+1)−yδ

∥

∥

∥

∥

∥F ′ (ui+1)(u−uk∗)
∥

∥ . (4.81)

Observamos que a escolha dos ı́ndicesi ≤ k∗−2 é equivalente ai +1≤ k∗−1, satisfazendo

a condição doPasso 1.

Para estimar o segundo termo do lado direito de (4.81) observamos que

∥

∥F ′ (ui+1)(u−uk∗)
∥

∥ =
∥

∥F ′ (ui+1) [u−ui+1− (uk∗ −ui+1)]
∥

∥

≤
∥

∥F ′ (ui+1)(u−ui+1)
∥

∥+
∥

∥F ′ (ui+1)(uk∗ −ui+1)
∥

∥ . (4.82)

Uma vez obtida estimativas para os dois termos do lado direito de (4.82) obtemos a esti-

mativa para (4.81). Para estimar o primeiro termo utilizamos a Hipótese4.5 e para o segundo

usamos o Lema4.3.

PeloPasso 1 obtemos‖u−ui+1‖L2(Ω) < γ < ρ e por sua vezuk ∈ Bρ (u), para todo 0≤
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i ≤ k∗−2. Encontramos também em (4.80) a relação‖u−uk∗‖L2(Ω) < ρ e assimuk∗ ∈ Bρ (u).

Verificado isso podemos aplicar a Hipótese4.5 na versão apresentada em (4.17) parau = ui+1

ev = uk∗.

Observamos ainda que

‖ui+1−uk∗‖L2(Ω) = ‖ui+1−u− (uk∗ −u)‖L2(Ω)

≤ ‖ui+1−u‖L2(Ω) +‖uk∗ −u‖L2(Ω)

< γ +ρ

< ρ +ρ

= 2ρ .

Note que na primeira desigualdade estrita usamos a estimativa conhecida peloPasso 1,

reescrita no parágrafo anterior, e a relação (4.80).

Dessa maneira segue

∥

∥F ′ (ui+1)(uk∗ −ui+1)
∥

∥ ≤
(

1+η ‖ui+1−uk∗‖L2(Ω)

)

‖F (ui+1)−F (uk∗)‖

< (1+2ηρ)‖F (ui+1)−F (uk∗)‖

= (1+2ηρ)
∥

∥

∥
F (ui+1)−yδ −

(

F (uk∗)−yδ
)
∥

∥

∥

≤ (1+2ηρ)
(
∥

∥

∥
F (ui+1)−yδ

∥

∥

∥
+
∥

∥

∥
F (uk∗)−yδ

∥

∥

∥

)

≤ (1+2ηρ)
(
∥

∥

∥
F (ui+1)−yδ

∥

∥

∥
+
∥

∥

∥
F (ui+1)−yδ

∥

∥

∥

)

= 2(1+2ηρ)
∥

∥

∥
F (ui+1)−yδ

∥

∥

∥
. (4.83)

Note que para obter a última desigualdade utilizamos o Lema4.2, uma vez quei +1 < k∗.

Afim de obter uma estimativa para o segundo termo de (4.82) aplicamos o Lema4.3. Como

foi verificado noPasso 1, a hipótese do desse lema é válida para todo ı́ndice menorquek∗ com

constantec dado em (4.67). Logo

∥

∥

∥
yδ −F (ui+1)−F ′ (ui+1)(u−ui+1)

∥

∥

∥
≤ c
∥

∥

∥
yδ −F (ui+1)

∥

∥

∥
.

Combinando a desigualdade

∥

∥

∥
−F ′ (ui+1)(u−ui+1)−

(

F (ui+1)−yδ
)
∥

∥

∥
≥
∥

∥F ′ (ui+1)(u−ui+1)
∥

∥−
∥

∥

∥
F (ui+1)−yδ

∥

∥

∥
,
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com a anterior, temos

∥

∥F ′ (ui+1)(u−ui+1)
∥

∥≤ (1+c)
∥

∥

∥
yδ −F (ui+1)

∥

∥

∥
. (4.84)

Por fim, através de (4.83) e (4.84), encontramos a seguinte estimativa para (4.82)

∥

∥F ′ (ui+1)(u−uk∗)
∥

∥ < (1+c)
∥

∥

∥
yδ −F (ui+1)

∥

∥

∥
+2(1+2ηρ)

∥

∥

∥
F (ui+1)−yδ

∥

∥

∥

= [(1+c)+2(1+2ηρ)]
∥

∥

∥
F (ui+1)−yδ

∥

∥

∥

= (c+3+4ηρ)
∥

∥

∥
F (ui+1)−yδ

∥

∥

∥
. (4.85)

Por sua vez, a estimativa para (4.82) garante

(4.81) < (c+3+4ηρ)
∥

∥

∥
F (ui+1)−yδ

∥

∥

∥

2
.

Com isso concluı́mos a estimativa para o terceiro termo de (4.77), a saber

k∗−2

∑
i=0

1
αi

∣

∣

∣

〈

F (ui+1)−yδ , F ′ (ui+1)(u−uk∗)
〉

H

∣

∣

∣
< (c+3+4ηρ)

k∗−2

∑
i=0

1
αi

∥

∥

∥
F (ui+1)−yδ

∥

∥

∥

2

< (c+3+4ηρ)
γ2

8(1−c)
. (4.86)

Note que a última desigualdade foi verificada noPasso 3, mais precisamente em (4.74).

O último termo de (4.77) é estimado assim:

1
αk∗−1

∣

∣

∣

〈

F (uk∗)−yδ , F ′ (uk∗)(u−uk∗)
〉

H

∣

∣

∣
≤

1
αk∗−1

∥

∥

∥
F (uk∗)−yδ

∥

∥

∥

∥

∥F ′ (uk∗)(u−uk∗)
∥

∥

≤
1
α

∥

∥

∥
F (uk∗)−yδ

∥

∥

∥

∥

∥F ′ (uk∗)(u−uk∗)
∥

∥

≤
1
α

τδ
∥

∥F ′ (uk∗)(u−uk∗)
∥

∥ . (4.87)

Para as duas últimas desigualdades acima usamos a definiç˜ao do ı́ndice de paradak∗ dado

em (4.59) e o fato deα < αk∗−1.

Podemos ainda aplicar (4.17) com u = u e v = uk∗ na desigualdade acima e em seguida
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(4.80), dessa forma

(4.87) ≤
τδ
α

(

1+η ‖u−uk∗‖L2(Ω)

)

‖F (u)−F (uk∗)‖

<
τδ
α

(1+ηρ)‖F (u)−F (uk∗)‖

=
τδ
α

(1+ηρ)
∥

∥

∥
y−yδ −

(

F (uk∗)−yδ
)
∥

∥

∥

≤
τδ (1+ηρ)

α

(
∥

∥

∥
y−yδ

∥

∥

∥
+
∥

∥

∥
F (uk∗)−yδ

∥

∥

∥

)

≤
τδ (1+ηρ)

α
(δ + τδ )

=
τδ 2(1+ηρ)(1+ τ)

α
.

Note que na última desigualdade usamos (4.59). Em resumo

1
αk∗−1

∣

∣

∣

〈

F (uk∗)−yδ , F ′ (uk∗)(u−uk∗)
〉

H

∣

∣

∣
<

τδ 2(1+ηρ)(1+ τ)

α
. (4.88)

Com isso, terminamos as estimativas para todos os termos de (4.77) e portanto, a partir

(4.75), vale

h(uk∗) < h(u)+ρ ‖ξ0‖L2(Ω) +
(c+3+4ηρ)

(1−c)
γ2

8
+

τδ 2(1+ηρ)(1+ τ)

α
, (4.89)

com a constantec dada em (4.67). Tal estimativa provém das anteriores como em (4.78), (4.86)

e (4.88), na ordem utilizada.

Por sua vez, concluı́mos a limitação uniforme da seqüência (h(uk∗)) para quaisquerδ < δ
suficientemente pequeno, em queδ é dado em (4.79).

Passo 5: No passo anterior concluı́mos que para quaisquerδ < δ suficientemente pequeno

definido em (4.79) vale

|h(uk∗)| = h(uk∗) < N , (4.90)

comN > 0 dado pelo lado direito da Equação (4.89).

Pela definição do funcionalh em (4.13), temos

‖uk∗‖L2(Ω) + |uk∗ |BV(Ω) ≤ R , (4.91)

comR> 0 e a seqüência(uk∗)∈ BV (Ω)∩L2 (Ω) extraı́da do Algoritmo1 respeitando o critério

de parada (4.59).

Mediante esse fato, tomamos uma seqüência(δm) tais queδm > 0 para cadam e δm → 0.
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Definimos(k∗m) a seqüência de números naturais correspondente aos ı́ndices de parada definidos

por

k∗m = min
{

km |
∥

∥

∥
F (ukm)−yδm

∥

∥

∥
≤ τδm

}

, (4.92)

comτ dado em (4.60).

Assim a Equação (4.91) vale para os ı́ndicesk∗m e através do TeoremaC.6 de Banach-

Alaoglu temos queBR(0) é fraco-∗ compacta emL2 (Ω) e emBV (Ω). Portanto, podemos

extrair uma subseqüência
(

uk∗m,l
)

que é fraco-∗ convergente emL2(Ω) para um elementou ∈

BV (Ω)∩ L2(Ω). Novamente utilizamos o teorema de Banach-Alaoglu para obter uma sub-

seqüência fraco-∗ convergente emBV (Ω), no entanto aplicamos esse resultado na subseqüência
(

uk∗m,l
)

que possui as mesmas propriedades de seqüência
(

uk∗m

)

. Logo, a subseqüência
(

uk∗m,l ,n
)

é fraco-∗ convergente emBV (Ω) para o mesmo elemento que a subseqüência
(

uk∗m,l
)

converge.

A fim de simplificar a notação definimosun := uk∗m,l ,n. Em resumo, observando queL2(Ω)

é um espaço reflexivo, temos

un ⇀ u emL2(Ω) (4.93)

e

un
∗
−⇀ u emBV (Ω) , (4.94)

parau∈ BV (Ω)∩L2(Ω).

Por fim, falta mostrar que o limiteu∈ S(y). Antes fazemos a observação de que a seqüência
(

F
(

uk∗m

))

converge para o dado exatoy na norma do espaçoH . De fato,

∥

∥F
(

uk∗m

)

−y
∥

∥ =
∥

∥

∥
F
(

uk∗m

)

−yδm +yδm −y
∥

∥

∥

≤
∥

∥

∥
F
(

uk∗m

)

−yδm

∥

∥

∥
+
∥

∥

∥
yδm−y

∥

∥

∥

≤ τδm+δm

= (1+ τ)δm .

Note que para verificar a última desigualdade usamos o crit´erio de parada dado em (4.92) e
∥

∥

∥
yδm−y

∥

∥

∥
≤ δm para todom.

Comoδm → 0, quandom→ ∞, temos
∥

∥F
(

uk∗m

)

−y
∥

∥→ 0, isto é,

F
(

uk∗m

)

→ y . (4.95)

Essa convergência também vale para as subseqüências de
(

uk∗m

)

, em particular, vale para

(un).
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Pela Hipótese4.5o operadorF é fracamente seqüêncialmente fechado, isto é, o gráfico de

F é fechado na topologia fraca deL2 (Ω). Comoun ⇀ u emL2(Ω), (un) ∈ D(F) e por (4.95)

sabemos queF (un) → y, pelo Teorema do gráfico fechado (TeoremaA.13) concluı́mos que

u∈ S(y) e F (u) = y. Deixamos claro que o elemento limiteu possui as mesmas propriedades

dos elementosuk da seqüência gerada pelo Algoritmo1 e portantou∈ D(F)∩Bρ (u).

É claro que seS(y)∩Bρ (u) = {u}, a subseqüênciaun
∗
−⇀ u emBV (Ω). �

Esse resultado nos permite fazer uma adaptação do Algoritmo 1 para dados com ruı́do,

impondo o critério de parada4.59. Resumindo os resultados até aqui expostos formulamos o

seguinte algoritmo:

Algoritmo 2 Tikhonov generalizado com distância de Bregman com critério de parada

Dados: u0 ∈ D(F)∩dom h, ξ0 ∈ ∂h(u0), η, γ, δ < δ
1: k = 0
2: τ > (1+ηγ) (1−ηγ)−1

3: αk > 0

4: enquanto
∥

∥

∥
F (uk)−yδ

∥

∥

∥

2
> τδ faça

5: uk+1 ∈ argmin

{

1
2

∥

∥

∥
F (u)−yδ

∥

∥

∥

2
+αkD

ξk
h (u,uk)

}

6: ξk+1 = ξk−
1

αk
F ′ (uk+1)

∗
(

F (uk+1)−yδ
)

7: k = k+1
8: αk > 0
9: fim enquanto
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5 Conclus̃ao

Uma técnica difundida para resolução de equações mal-postas é o método de Tikhonov.

Motivados por essa técnica, na introdução deste trabalho apresentamos uma generalização para

esse método de regularização, o qual consiste em utilizar uma penalização convexa ao invés da

penalização quadrática feita por Tikhonov. Essa generalização permitiu desenvolver ferramen-

tas teóricas em espaços de Banach e utilizar penalizações não diferenciáveis.

Ao longo desta pesquisa fizemos uma análise quantitativa dométodo investigado, buscando

estimativas para o erro entre uma solução regularizada e uma soluçãoh-minimizante. Usamos

o conceito dedistância de Bregmanpara mensurar os erros obtidos, a noção de convergência

foi dada nesse sentido.

Concluı́mos que a distância de Bregman é uma ferramenta eficiente na obtenção de taxas

de convergência, ademais, o método de regularização com penalização convexa concorda com a

teoria clássica de Tikhonov. As taxas extraı́das no sentido da distância de Bregman são idênticas

às obtidas por técnicas utilizadas anteriormente no método de Tikhonov. Além disso, um fun-

cional convexo devidamente escolhido induz a regularização de máxima entropia e de variação

limitada. Esses dois métodos de regularização, no caso linear, apresentam melhores taxas de

convergência em relação as obtidas por diferentes técnicas, [Res05].

Para operadores lineares definidos de um espaço de Banach num espaço de Hilbert encon-

tramos taxas de convergência na ordemO(δ ), para dados com ruı́do e com um parâmetro de

regularizaçãoα escolhidoa priori dependendo deδ . Para dados exatos a taxa de convergên-

cia é dada porO(α). Ambas as taxas foram obtidas com o auxı́lio da primeira condição de

fonte proposta. As taxas são preservadas para variaçõesdo modelo regularizado. Em especial

para penalização exata, sob certas condições, mostramos que uma solução regularizadauδ
α é

uma soluçãoh-minimizante. Damos destaque para as limitações obtidasno erro: dependência

de α, ω proveniente da condição de fonte eδ quando o dado possui ruı́do. Em suma, sabe-

mos quão boa uma solução regularizada é sem a necessidade de conhecer a solução exata do

problema.
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Buscando estimativas no mesmo contexto anterior e admitindo uma condição de fonte mais

forte podemos relaxar a exigênciay∈R(F). Na limitação para o erro aparecem as distâncias de

Bregman do lado direito da estimativa. Nesse caso obtemos taxas de convergência adicionando

condições a penalização. Por exemplo: supondoh duplamente diferenciável encontramos as

taxasO
(4

3

)

eO
(

α2
)

para dados com ruı́do e exatos, respectivamente.

Para operadores não lineares definidos entre espaços de Banach encontramos as mesmas ta-

xas de convergência obtidas no contexto linear, a saberO(δ ) eO(α). Essas taxas foram obtidas

assumindo uma condição de fonte para problemas não lineares semelhante a primeira condição

de fonte imposta no caso linear. Um resultado interessante obtido, no contexto referido, foi o

cálculo da condição de otimalidade de primeira ordem para o problema regularizado com uma

penalização convexa não diferenciável. Em particular, esse resultado nos permitiu obter uma

estimativa entre duas soluções regularizadas, para problemas com e sem a presença de ruı́do,

com a taxa da ordemO(δ ).

Admitindo uma condição de fonte mais forte, para o caso não linear, encontramos limita-

ções para o erro assim como no caso linear. Novamente assumindoh duplamente diferenciável

encontramos taxas da ordemO
(4

3

)

e O
(

α3
)

. Evidentemente uma condição mais forte fornece

melhores resultados.

Na sequência introduzimos um método iterativo. Apresentamos um algoritmo conceitual e

mostramos a monotonicidade decrescente para o resı́duo e ositerados. Os resultados derivados

para o método iterativo forma obtidos em relação a uma condição de fonte diferente das anteri-

ores. Apresentamos um funcional convexo que possui boas propriedades teóricas, por exemplo,

a convergência no sentido da distância de Bregman implicana convergência emL2(Ω). Com

relação a esse funcional garantimos a existência de uma subsequência convergente no sentido

fraco-∗ na topologia deBV (Ω) para uma solução do problema analisado, com dados exatos.

Para dados com ruı́do obtemos um resultado de semi-convergˆencia. Introduzimos um critério

de parada pelo princı́pio da discrepância e mostramos que omesmo é satisfeito para um número

finito de iterações. Foi dado condições suficientes paraextrair uma subsequência convergente

no mesmo sentido do resultado anterior.

Uma extensão natural deste trabalho é a implementação dos algoritmos desenvolvidos no

Capı́tulo4 e a realização de testes computacionais para a comparaç˜ao da eficiência do mesmo

em relação aos métodos clássicos conhecidos.

Do ponto de vista teórico, longe de se exaurir aqui, podemosdar continuidade ao estudo

adicionando algumas restrições, por exemplo de positividade. Outra extensão seria a generaliza-

ção do método de Tikhonov envolvendo como penalizaçãoo termo‖G(u)‖2
Z, para um operador
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G : U →Z em queZ seja um espaço de Hilbert ou Banach. Em ambos os casos podemos fazer

uma análise de convergência baseada em distâncias de Bregman, estudo de condições de fonte

ou demais condições que devam ser satisfeitas.

Percebemos que o uso de condições de fonte é imprescindı́vel para obtenção de estimativas

no domı́nio do operador. Podemos fazer um estudo dessas condições impondo mais regulari-

dade, assumindo uma condição de fonte da forma(F∗F)µ ω ∈ ∂h(u) comµ ∈
[

1
2,1
]

, de modo

similar como foi feito no método clássico de Tikhonov. O recente trabalho [Hei08] traz estima-

tivas para o problema clássico de Tikhonov para condições de fonte aproximadas. Motivado por

esse artigo podemos buscar estimativas para o problema regularizado com penalização convexa,

quando o mesmo comportamento ocorre. Por exemplo, ao invésde assumirmosξ = F∗Fω as-

sumirı́amosξ = F∗Fω + r, comr ∈ R(F∗F)⊥.

A generalização para o método de Tikhonov foi feita apenas no termo de penalização e o

termo de ajuste foi preservado. No artigo [LV08] é sugerido uma modificação para o método

ROF, penalizando o resı́duo com a norma do espaço Hilbert-Sobolev negativo, denotado por

H−s coms∈ R (para maiores detalhes [DL00]). Para imagens bidimensionais em queΩ ⊂ R2

vale as inclusõesBV (Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ L2(R2) ⊂ H−s(R2). Mediante resultados significativos

apresentados nesse artigo, uma sugestão para um trabalho futuro é utilizar a norma deH−s ao

invés da norma emL2 para o termo de ajuste no método de regularização tipo Tikhonov.

Por fim, citamos o artigo [HKPS07] como uma referência natural na linha desta pesquisa.

Ao longo deste trabalho assumimos a continuidade para o operador tratado, mesmo numa topo-

logia mais fraca. No artigo citado foi observado numericamente que a violação da hipótese de

suavidade do operador não tem efeitos negativos na convergência do método. Isso motivou o

estudo de uma análise de convergência com operadores não-suaves. Em resumo, um operador

ser não-suave não implica no mal condicionamento do problema. Na prática foi observado que

as chances de um operador suave possuir um grau de mal condicionamento grande são muito

maiores do que em operadores não-suaves.

Sem dúvida nenhuma com este trabalho foi possı́vel aumentar o nosso conhecimento, com

a fixação e revisão de algumas definições, assimilação de novos conceitos e interpretação de

resultados clássicos. O estudo realizado neste trabalho nos proporcionou vislumbrar a conexão

entre alguns ramos da matemática, tais como análise funcional e otimização. E isso nos motiva

cada vez mais a seguir um caminho dentro da matemática aplicada.
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APÊNDICE A -- Análise Funcional

Definição A.1([Kre89]). Um espaço normadoU é um espaço vetorial com uma norma definido

nele. Um espaço de Banaché um espaço normado completo (completo na métrica definida pela

norma).

Definição A.2 ([Kre89]). Um espaço com produto interno (ou um espaço pré-Hilbert) é um

espaço vetorialH com um produto interno definido emH . Um espaço de Hilbert́e um espaço

com produto interno completo (completo na métrica definida pelo produto interno).

Definição A.3 ([Kre89]). Um funcional linear fé um operador linear em que o domı́nio est́a

num espaço normadoU e a imagem está no corpo de escalaresK deU; assim,

f : D( f ) → K ,

em queK = R seU é real ouK = C seU é complexo.

Definição A.4([Kre89]). Um funcional linear limitado f́e um funcional linear com imagem no

corpo de escalaresK do espaço normadoU no qual pertence o doḿınio D( f ). Dessa forma

existe uma constante real c tal que para todo u∈ D( f ),

| f (u)| ≤ c‖u‖U .

Definição A.5([Kre89]). SejaU um espaço normado. Então o conjunto de todos os funcionais

lineares limitados emU formam um espaço normado com a norma definida como

‖ f‖ = sup
u∈U , u6=0

| f (u)|

‖u‖U
,

o qualé chamado o espaço dual deU e denotamos1 porU∗.

Teorema A.6([Kre89]). O espaço dualU∗ de um espaço normadoU é um espaço de Banach

(mesmo queU não seja).

1Convém observar que a notação padrão para o dual topológico éU ′ eU∗ para o dual algébrico.
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Definição A.7 ([Kre89]). O conjuntoU∗∗ é chamado de bidual do espaço normadoU e é

definido como o dual do espaço de BanachU∗. Para cada elemento deU∗∗ podemos associar

um elemento deU e com isso definimos a aplicação can̂onica injetiva C: U →U∗∗ tal que

u 7→ gu( f ) = f (u) .

LogoR(C) ⊂ U∗∗. Se Cé sobrejetora (e portanto bijetora), tal queR(C) = U∗∗, ent̃aoU é

dito um espaço reflexivo.

Definição A.8 ([Kre89]). Seja F: U → H um operador linear e contı́nuo, em queU eH são

espaços normados. Então o operador adjunto F∗ : H ∗ →U∗ de F tal que h→ F∗h é definido

por

h(Fu) = (F∗h)(u) = g(u) , g∈U∗ ,

em queU∗ eH ∗ são os espaços duais deU eH , respectivamente.

Teorema A.9 ([Kre89]). Todo funcional linear limitado num espaço de HilbertH pode ser

representado pelo produto interno, a saber,

h(u) = 〈u , z〉

em que z depende de h eé unicamente determinado por h e tem a norma‖z‖ = ‖h‖.

Definição A.10 ([Kre89]). Tome fk uma seqûencia de funcionais lineares e limitados num

espaço normadoU. Ent̃ao

(i) Dizemos que fk converge (fortemente) quando existe f∈ U∗ tal que‖ fk− f‖ → 0. De-

notamos por fk → f .

(ii) Dizemos que fk converge fraco-∗ quando existe f∈ U∗ tal que fk(u) → f (u) para todo

u∈U. Denotamos por fk
∗
−⇀ f .

Definição A.11([Kre89]). SejamU eH são espaços normados e F: D(F)→H um operador

linear e fechado, em queD(F) ⊂ U. Ent̃ao dizemos que F́e um operador linear fechado se

seu gŕafico

G (F) = {(u,y) | u∈ D(F) e y= F (u)}

é fechado no espaço normadoU×H .

Teorema A.12([Kre89]). SejamU eH são espaços de Banach e F: D(F)→H um operador

linear e fechado, em queD(F) ⊂U. Ent̃ao seD(F) é fechado emU, o operador Fé limitado.
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Teorema A.13([Kre89]). Tome F: D(F) → H um operador linear, em queD(F) ⊂U eU e

H são espaços normados. Então seD(F) é fechado se e somente se a seguinte propriedadeé

satisfeita. Se uk → u, em que(uk) ∈ D(F) e F(uk) → y, ent̃ao u∈ D(F) e F(u) = y.
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APÊNDICE B -- Análise convexa

B.1 Funções convexas

Definição B.1 ([Cla90]). Uma funç̃ao h : U → R é dita Lipschitz se existe um escalar c não

negativo, tal que

|h(u)−h(v) | ≤ c‖u−v‖U

para todo u,v∈U.

Definição B.2([dCS06]). SejaΩ ⊂U é um conjunto convexo num espaço vetorialU. Dizemos

que o funcional h: Ω → R = R∪{−∞,+∞} é convexo emΩ quando

h(µu+(1−µ)v) ≤ µh(u)+(1−µ)h(v)

para quaisquer u,v∈Ω e0≤ µ ≤ 1. Dizemos que h́e estritamente convexa quando a desigual-

dade acimáe estrita. Definimos ainda o conjunto

dom h= {u∈U | h(u) < ∞}

como o doḿınio efetivo de h. Se dom h6= ∅ e ñao assuma valor−∞, ent̃ao hé dito pŕoprio.

Proposiç̃ao B.3 ([ET99]). Toda funç̃ao convexa pŕopria em um espaço de dimensão finito é

cont́ınua no interior de seu doḿınio efetivo.

Corolário B.4 ([Cla90]). Seja h um funcional convexo limitado numa vizinhança V de u∈ Ω,

comΩ um conjunto aberto convexo. Então h satisfaz a condição de Lipschitz em V.

Proposiç̃ao B.5([dCS06]). Seja h: Ω → R um funcional

1. Se h́e convexo pŕoprio eα ≥ 0, ent̃aoαh é convexo pŕoprio.

2. Toda soma finita de funcionais convexos própriosé convexo.
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3. Se(hk) é uma seqûencia de funcionais convexos tal que hk(u) → h(u) para todo u∈U

ent̃ao hé convexo.

4. Se h́e convexo então dom h́e convexo.

B.2 Subgradiente

Definição B.6([Cla90]). Dizemos que F: U → H é estritamente diferenciável em u se existe

um elemento DsF (u) ∈ L (U,H ) tal que para todo v∈U temos

lim
u′→u , t↓0

F (u′ + tv)−F (u′)
t

= 〈DsF (u) , v〉 , (B.1)

e essa converĝenciaé uniforme para v em espaços compactos.

Proposiç̃ao B.7([Cla90]). Se Fé continuamente Ĝateaux diferencíavel (i.e., existe a derivada

e elaé cont́ınua) em u, ent̃ao F é estritamente diferenciável em u e portanto Lipschitz em u.

Proposiç̃ao B.8 ([Cla90]). Se hé estritamente diferenciável em u, ent̃ao h Lipschitz pŕoximo

u e∂h(u) = {Dsh(u)}. Reciprocamente, se h Lipschitz próximo u e∂h(u) = {ξ} é unit́ario,

ent̃ao hé estritamente diferenciável em u e Dsh(u) = ξ .

Definição B.9 ([dCS06]). SejamΩ ⊂ U um conjunto convexo num espaço de BanachU e

h : Ω → R um funcional convexo. Dizemos queξ ∈U∗ é um subgradiente de h no ponto u∈U

se

h(v) ≥ h(u)+ 〈ξ , v−u〉

para todo v∈U. O conjunto de todos os subgradientes de h em ué chamado de subdiferencial

de h em u, denotamos como

∂h(u) = {ξ ∈U
∗ | h(v) ≥ h(u)+ 〈ξ , v−u〉 ∀v∈U} .

Proposiç̃ao B.10 ([Cla90]). Seja h um funcional Lipschitz contı́nuo numa vizinhança de u,

ent̃ao para qualquer escalarα vale

∂ (αh)(u) = α∂h(u) .

Proposiç̃ao B.11([Cla90]). Seja(hi) uma faḿılia finita de funç̃oes no qual cada umáe Lipschitz

próximo de u. Ent̃ao

∂

(

n

∑
i=1

hi

)

(u) ⊆
n

∑
i=1

∂hi (u) , (B.2)
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a igualdadeé verificada quando no ḿaximo uma (ou nenhuma) função falha a condiç̃ao de

diferenciabilidade estrita.

Proposiç̃ao B.12([Bac07]). Seja h(u) = h1(u)+h2(u) em que h1, h2 são funç̃oes de um sub-

conjunto convexo fechadoΩ ⊂ U emR, h1 é Gâteaux diferencíavel e h2 é convexa. Então se

u∈ Ω é um minimizador de h, vale

h2(v) ≥ h2(u)+
〈

−h′1(u) , v−u
〉

para qualquer v∈ Ω.

Teorema B.13([Cla90]). Seja F um operador definido deU em um outro espaço de Banach

H e seja g um funcional emH . Suponha que F seja Fréchet diferencíavel em u e que h seja

Lipschitz pŕoximo de F(u). Ent̃ao se f= h◦F é Lipschitz pŕoximo de u, vale

∂ f (u) ⊆
[

F ′ (u)
]∗ ∂h(F (u)) .

B.3 Distâncias de Bregman

Definição B.14([dCS06]). SejamΩ ⊂ U um conjunto convexo num espaço de BanachU e

h : Ω → R+ um funcional convexo, definimos a distância de Bregman generalizada induzida

pelo funcional h entre os elementos v,u∈ Ω como

Dh(v,u) =
{

Dξ
h (v,u) | ξ ∈ ∂h(u)

}

,

em que

Dξ
h (v,u) = h(v)−h(u)−〈ξ , v−u〉 .

Proposiç̃ao B.15([Bac07]). Sejam u,v,w∈U em queU é um espaço de Banach, h: Ω → R+

um funcional convexo,ξ ∈ ∂h(u) e ζ ∈ ∂h(v) dois subgradientes. Então vale a igualdade

Dξ
h (w,u)−Dζ

h (w,v)+Dζ
h (u,v) = 〈ξ −ζ , u−w〉 .

Proposiç̃ao B.16. SejamΩ ⊂ U um conjunto convexo num espaço vetorialU e h : Ω → R+

definida por h(u) = h1(u)+h2(u) em que hi : Ω → R, i = 1,2 são funcionais convexos próprio

e h1 estritamente diferenciável. Ent̃ao hé um funcional convexo e vale

Dξ
h (v,u) = Dξ1

h1
(v,u)+Dξ2

h2
(v,u) (B.3)

para todo v,u∈ Ω.
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Demonstraç̃ao: Pela ProposiçãoB.5 garantimos a convexidade deh.

Dadoξ ∈ ∂h(u) então existeξ1∈ ∂h1(u) eξ2∈ ∂h2(u) tal queξ = ξ1+ξ2, pela Proposição

B.11.

Portanto,

Dξ
h (v,u) = h(v)−h(u)−〈ξ , v−u〉

= h1(v)+h2(v)− [h1(u)+h2(u)]−〈ξ1+ξ2 , v−u〉

= h1(v)−h1(u)−〈ξ1 , v−u〉+h2(v)−h2(u)−〈ξ2 , v−u〉

= Dξ1
h1

(v,u)+Dξ2
h2

(v,u)

conforme requerido. �
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APÊNDICE C -- Elementos de dualidade

Proposiç̃ao C.1([Cla90]). Seja h um funcional Lipschitz contı́nuo numa vizinhança de u. Se h

atingi o ḿınimo ou ḿaximo local em u, então

0∈ ∂h(u) .

Definição C.2([Cio90]). Uma funç̃ao cont́ınua e estritamente crescenteφ : R+ → R+, tal que

φ(0) = 0 e limt→+∞ φ(t) = +∞ é chamada funç̃ao densidade.

Definição C.3([Cio90]). Uma aplicaç̃ao de dualidade com densidadeφ é uma aplicaç̃ao mul-

tivaluada entre um espaço deH de Banach e seu dualH ∗ definida por

A(y) = {p∈ H
∗ | 〈p , y〉 = ‖p‖H ∗ ‖y‖ , ‖p‖H ∗ = φ (‖y‖)} .

Lema C.4([Cio90]). Sejaφ uma densidade emR+ eψ(t) =
∫ t

0 φ(s)ds. Ent̃aoψ é uma funç̃ao

convexa emR+.

Teorema C.5([Cio90]). SeA é uma aplicaç̃ao de dualidade de densidadeφ , ent̃ao

A(y) = ∂ψ (‖y‖) .

Teorema C.6([Rud73]). SejaH um espaço normado eH ∗ seu dual. Ent̃ao a bola fechada

unitária emH ∗,

B1(0) = { f ∈H
∗ | ‖ f‖

H ∗ ≤ 1}

é compacta na topologia fraco-∗.
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