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CAPITULO 1

INTRODUCAO

As técnicas de processamento digital de sinais vém sendo extensivamente aplicadas
com sucesso ha algumas décadas. Particularmente, o filtro digital com coeficientes fixos ja
faz parte do nosso cotidiano, sendo amplamente utilizado em diversas aplicagdes, tais
como os populares sistemas de som digitais, telefones celulares, equipamentos e

instrumentos médicos, so para citar algumas aplicagdes da atualidade.

No entanto, em algumas situacdes praticas, para se obter um melhor
aproveitamento do filtro digital, seus coeficientes devem ser modificados ao longo do
tempo. Um desses casos € nas comunicagdes telefonicas, em que o canal de comunicagdo
envolvido muda suas caracteristicas, na melhor das hipodteses, a cada ligacdo efetuada.
Assim, para tais situacdes, o uso de filtros adaptativos faz-se necessario. Um filtro
adaptativo ¢ um sistema variante no tempo, provido de um mecanismo de ajuste dos
coeficientes de acordo com algum critério especificado [1], [2]. Outros exemplos de
aplicacdes usuais de técnicas de filtragem adaptativa sdo: antenas adaptativas, equalizagao
de canais, cancelamento de eco em telefonia de longa distincia, cancelamento de
interferéncias, estimacdo espectral e, dentre os mais recentes, podemos destacar
cancelamento de eco acustico e de vibragdes em estruturas, necessarios as mais diferentes

areas de aplicagdo.

1.1 ESTRUTURA ADAPTATIVA NA FORMA DIRETA

A estrutura FIR (finite impulse response) com ajuste de seus coeficientes através de
um algoritmo baseado no erro quadratico médio, como por exemplo o algoritmo LMS
(least-mean-square), ¢ um dos sistemas adaptativos mais usados desde sua introdugdo na
década de 60 [1]. Tal estrutura ¢ denominada filtro LMS-AFIR (estrutura FIR adaptativa
usando o algoritmo LMS). A forma em que geralmente se implementa tal filtro adaptativo

¢ a forma direta I ou forma transversal, como ilustrado na Figura 1.1. Nessa figura, X(n)
representa o sinal de entrada, d(n) ¢é o sinal desejado, y(n) caracteriza o sinal de saida,

e(n) ¢ o sinal erro de estimagdo e W,(Nn) sdo os coeficientes do filtro adaptativo.
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A principal vantagem de uma estrutura LMS-AFIR ¢ a sua reduzida complexidade
computacional quando comparada com a de outros algoritmos adaptativos [algoritmo dos
minimos quadrados recursivo (recursive least-squares - RLS) e proje¢des afins (afine
projections - AP), dentre outros], considerando estruturas de filtros com o mesmo nimero
de coeficientes. Em geral, a complexidade computacional dos filtros adaptativos esta
diretamente relacionada com a quantidade de coeficientes. Por sua vez, esse niumero ¢
condicionado a aplicacdo especifica de filtragem considerada [1]-[19]. Dessa forma, em
aplicacdes que requerem um grande numero de coeficientes, a complexidade
computacional dos filtros adaptativos pode se tornar uma questdo bastante critica. A
eficiéncia computacional de uma estrutura adaptativa ¢ um aspecto relevante quando da
implementagdo de algoritmos adaptativos visando operagdo em tempo real, como € o caso

em controle ativo de ruido acustico e vibragdes.

71 x(n-1) X(n-2) - X(n-N-1)
X(n) > Z U A S — — 7
v Wo(n)
Algoritmo
de —
Adaptacao
J
d(n)
+
e(n) e y(n) y(ﬁ)

Figura 1.1. Diagrama em blocos de um filtro adaptativo usando o algoritmo LMS.

Um importante problema de uma estrutura adaptativa FIR é que a convergéncia do
filtro adaptativo (quando considerado o algoritmo LMS convencional) torna-se muito
afetada (degradada) para sinais de entrada correlacionados. Para mitigar tal problema, a
literatura da area apresenta duas opg¢des: utilizar um outro tipo de algoritmo de adaptagdo

com melhor desempenho para essa classe de sinais [por exemplo, o algoritmo LMS
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normalizado (NLMS) ou o algoritmo RLS]; ou uma outra estrutura de filtragem, em vez da
usual forma transversal, que seja mais adequada para tratar com sinais correlacionados.
Entretanto, qualquer uma dessas alternativas levard a um aumento de complexidade

computacional.

1.2 ESTRUTURA ADAPTATIVA EM SUB-BANDAS

A implementagdo de filtros adaptativos utilizando estruturas em sub-bandas [20] ¢é
uma opcao freqiientemente considerada para contornar o problema de velocidade de
convergéncia das estruturas LMS-AFIR, especialmente em aplicagdes tais como controle
ativo de ruido acustico ¢ vibragdes [12]-[15], cancelamento de eco acustico [3]-[9] e

equaliza¢do de canais de comunicagdo [10], [11].

Diferentes estruturas considerando decomposicdo em sub-bandas tém sido
propostas visando formas alternativas de implementar os filtros LMS-AFIR, originando a
conhecida familia de filtros adaptativos em sub-bandas (subband adaptive filter - SAF).
Todas as estruturas de filtragem em sub-bandas se caracterizam por apresentar uma
decomposi¢do do sinal de entrada em sub-bandas, seguida de uma redugdo da taxa de
amostragem. Tal procedimento visa principalmente dois aspectos: o tratamento
independente de sinais pelas diferentes sub-bandas e a reducdo da carga computacional

exigida dos processadores.

Uma estrutura em sub-bandas ¢ geralmente caracterizada por trés blocos: o bloco de
analise (ou filtro dizimador), o bloco de subfiltros e o bloco de sintese (ou filtro
interpolador) [2]. O bloco de analise ¢ formado por dois sub-blocos: o banco de filtros de
analise (que decompde o sinal de entrada em M sub-bandas), composto por M filtros,

denotados por H,(z)na Figura 1.2, e o dizimador (operador que subamostra o sinal por um
fator L, onde L é um valor inteiro denominado fator de dizimagao). Esse ultimo torna-se

vidvel devido a limitagao em freqiiéncia decorrente do processo de filtragem. O bloco de
subfiltros ¢ encarregado de modificar o contetido harmonico do sinal de cada sub-banda e,

geralmente, ¢ a parte adaptativa do sistema. Cada subfiltro é representado por W, (z) (ver

Figura 1.2). O bloco de sintese ¢ também formado por dois sub-blocos: o interpolador (que
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eleva a taxa de amostragem por um fator |, chamado fator de interpolagdo) e, finalmente,
o banco de filtros de sintese G;(z) (cujas fungdes sdo: filtrar as réplicas indesejaveis do

espectro de freqiiéncia criadas no processo de dizimagao e interpolagdo, e reagrupar as sub-

bandas para formar um sinal tinico de saida).

x(n)

Analise

éBanco de filtros de analise y
[ [ T I

H()(Z) H](Z) HM_1(Z)
U()(n) ul(n) UM_1(n)
W W a
ujo(k) uj1(K) Uym-1(K)
Subfiltros Y « Y« Y "
Wo(2) Wi(2) Wi-1(2) Algoritmo
de
rio(k) ri(k) rim-1(K) Adaptagio
Y !5 Y A
<£[> ﬁi @i e(n)
ro(n) ri(n) rv-1(N)
G()(Z) G 1(2) GM_l(Z)

Yo(n) yMﬂ& yM.l(n)A
_ Y(n); /- d(n)
({ (= ~x) ,@k

Figura 1.2. Diagrama em blocos de uma estrutura SAF com erro global.

As Figuras 1.2 e 1.3 ilustram o diagrama em blocos de duas estruturas sub-bandas.

Para cada sub-banda i tém-se os seguintes sinais: o sinal de saida do filtro de analise u.(n),
o sinal de entrada dos subfiltros u,(k), o sinal de saida dos subfiltros r(k), o sinal de
entrada do filtro de sintese I, (n) e o sinal de saida do filtro de sintese Y, (n). O simbolo J

indica a operagdo de dizimagao. Outros sinais envolvidos no sistema s3o: o sinal de entrada

X(n), o sinal desejado d(n), o erro de estimagdo e(n) e o sinal de saida y(n). O algoritmo
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de atualizacdo dos coeficientes pode utilizar o erro de estimagdo global e(n), como

mostrado na Figura 1.2 ou pode ainda considerar os erros locais €, (n), como ilustrado na

Figura 1.3. Essa tltima estrutura ¢ a mais utilizada visto que ela ¢ menos suscetivel a
problemas de estabilidade [2]. Nesse caso ¢ preciso separar o sinal desejado em sub-bandas

usando um outro bloco de andlise, obtendo assim, os sinais d; (k).

Se o fator de dizimacdo L e o fator de interpolacdo | fossem iguais ao nimero de
sub-bandas teriamos uma estrutura denominada esquema criticamente amostrado
(critically-sampled scheme). Esse esquema apresenta um efeito indesejavel de
recobrimento de espectro. Assim, ¢ preciso incluir filtros, conhecidos por filtros cruzados

W, (z) (com i# J), que tém como entrada o sinal de uma sub—banda mas atuam em uma

outra sub—banda [21]-[23]. A Figura 1.4 ilustra o caso para M =2. Um importante
resultado, mencionado em [22], € que o esquema criticamente amostrado, considerando
filtros cruzados, quando aplicado a um problema de identificagdo de sistemas apresenta um

pior comportamento de convergéncia do que um filtro em banda completa.

Se o fator de dizimagdo e o fator de interpolacdo sao menores do que o nimero de
sub-bandas, a estrutura em sub-bandas resultante ¢ denominada esquema sobre-amostrado
(oversampled scheme). Nesse caso, os sinais das sub-bandas apresentam um menor
conteido harmoénico proximo aos limites das sub-bandas, resultando em valores menores
de autovalores da matriz de autocorrelacdo do sinal de entrada de cada sub-banda,

degradando sobremaneira a taxa de convergéncia global do sistema [23]-[24].

Dois algoritmos que ndo apresentam tais problemas estruturais e, portanto, exibem
um melhor comportamento de convergéncia, sdo: o algoritmo NLMS, aplicado a uma
estrutura em sub-bandas com decomposi¢do generalizada (GSD-NLMS) [25], e o

algoritmo de filtragem adaptativa em sub-bandas normalizado (NSAF) [27], [28] .
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x(n)

Analise

Banco de filtros de analise y
[ [ T 1

H()(Z) H](Z) HM_1(Z)
Uo(N) ui(n) UM-l(n)B
a a (L
ujo(k) uj1(K) Uym-1(K)
Subfiltros Y « Y« Y o !
Wo(2) Wi(z) Wwm.1(2) Algoritmo
de
rio(k) ri(k) rim-1(K) [\daptagai
(] lO(k) € ll(k) (S iM-l(k)
d o(k)
> > )
d 1K)
-
@ @ v d lM__l(k)
ro(n) ri(n) rv-1(n)
Go(z) Gi(z) Gm.1(2)
Yo(N) yi(n) ym-1(n)

Figura 1.3. Diagrama em blocos de uma estrutura SAF com erro local.
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> Woo(2) Go(2)
- R @/
> W01(Z) e (k) - y(n)
xX(n)_| I 10 ? .
- W]o(Z) d (k)
HHe @/ !
1 > Wii(2) — Gi(2)
L )
e (k)
dyi(k)

Figura 1.4. Diagrama em blocos de uma estrutura SAF com erro local criticamente
amostrado

1.3 ESTRUTURA GSD ADAPTATIVA

A estrutura basica do algoritmo GSD-NLMS foi introduzida por Mitra et. al. em
[25]. Tal procedimento consiste em implementar um filtro FIR com N coeficientes fixos
através da conexao em paralelo de M ramos, com 1 <M < N ; cada ramo, por sua vez, ¢
composto pela cascata de um filtro interpolador e um filtro esparso. O filtro esparso tem
pelo menos N /M coeficientes nao-nulos. Note que essa estrutura mantém inalterada a
taxa de amostragem dos sinais. Internamente sdo utilizados filtros esparsos que reduzem a
complexidade computacional, sem causar problemas de recobrimento de espectro dos

sinais envolvidos.

Na versdo adaptativa da estrutura considerada, o bloco interpolador ¢ mantido fixo
[implementado através de uma transformacdo ortogonal, como por exemplo, uma
transformada do cosseno discreta (DCT) ou uma transformada de Fourier discreta (DFT)] e
o filtro esparso, por sua vez, caracteriza a parte adaptativa da estrutura [26]. Desse modo, a
atuacdo de cada filtro esparso sobre uma determinada faixa de freqiiéncias resultard, para a
estrutura adaptativa global, em um aumento da velocidade de convergéncia. Além do mais,
em algumas aplicagdes, as sub-bandas que contribuem pouco para a resposta em
freqiiéncia total podem ser desconsideradas; assim, pode ser reduzido o numero de

operacdes necessarias para implementar o algoritmo. Adicionalmente, a convergéncia de
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cada filtro esparso ¢ melhorada através do uso do algoritmo NLMS [26]. O algoritmo
resultante pode ser visto como uma generalizacdo do algoritmo NLMS no dominio
transformado (TD-NLMS), apresentando ainda uma vantagem adicional: uma

transformagao ortogonal de menor dimensao [26].

Na Figura 1.5, ¢ mostrado o diagrama em blocos da estrutura GSD-NLMS.
Comparando a estrutura desse algoritmo com a estrutura geral SAF, mostrada na
Figura 1.2, pode-se concluir que os filtros de analise da estrutura SAF correspondem a
transformagdo ortogonal da estrutura GSD-NLMS, os filtros de sintese tém funcdo de

transferéncia unitaria e o processo de dizimacao/interpolacao € substituido pelos sub-filtros

€sparsos.
). 4
X(n) .
o uO(n) > W0,0+W0,1Z_L+...+W0’K_1Z_L(K_1)
Y
z! % p 4
> 3 ui(n) > W1,0+W1,1Z'L+-'-+W1,K.1Z"L(K'l) \
S y(n)
p z !
S E
&
> =
e
F
-1
z Un-1(1) L/ L(K-1
| W10t Whm1Z o Wiy k1 Z K1
Y —

Algoritmo de < &M @d(n)
Adaptacdo

Yyvy

Figura 1.5. Estrutura do algoritmo GSD-NLMS.

1.4 ESTRUTURA NSAF ADAPTATIVA

O algoritmo de filtragem adaptativa em sub-bandas normalizado (NSAF) foi
proposto por Lee et. al. em [27] e [28]. Esse algoritmo ¢ uma variante dos algoritmos

adaptativos em sub-bandas. Nesse caso, o sinal de erro ¢ decomposto em sub-bandas e os
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coeficientes da estrutura operam em banda completa. O diagrama em blocos desse
algoritmo ¢ ilustrado na Figura 1.6. Assumindo que a adaptagao seja suficientemente lenta,
o banco de filtros de analise pode ser deslocado de sua posi¢do original [27], [28], tal como
ilustrado pela Figura 1.7; desse modo, a estrutura NSAF pode também ser enquadrada

como uma estrutura SAF convencional.

" Banco de Filtros

HO(Z) dO(n) =@ dw(k)

e d,(n) @ d;; (k)|

P>

A

d(n)

v 0

Sistema desconhecido

y

A ) (K
Hy () |v|1( (LM 1(K)

x(n)
x(n) LA o
/ m 1_H®@ A0 (M)

/ . HME_I(Z) yM'I(n);QELM-l(k) ‘ -:_CZ')

S gt

e(n) G0 e, (n) @1 e, (k)
Gyy(2) ‘em-l(n) @1 e, .1 (K

Figura 1.6. Diagrama em blocos do algoritmo NSAF.

E interessante notar que comutando o filtro w(k) com o banco de filtros de analise

na estrutura NSAF, a estrutura resultante ainda apresenta uma diferenca com respeito a

estrutura SAF convencional: os subfiltros precedem ao dizimador.

A maior vantagem da estrutura NSAF ¢ a sua velocidade de convergéncia.
Entretanto, tal estrutura ndo permite o uso de estratégias de redugdo de complexidade

computacional como no caso da estrutura SAF convencional.
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A\ 4

T I N —»(yO(n) ::>—'yw(k) >
k
o 1 y, () C y.1(K)
x(Nn) : : .

Hy.1(2) uM_l(m: w(k) Ym-1(N) Yym-1(K)

Figura 1.7. Separacao do sinal de entrada em sub-bandas antes de ser processado pelo filtro

w(k).

4

A 4

1.5 MODELAGEM ESTATISTICA DE ALGORITMOS ADAPTATIVOS: SUA
IMPORTANCIA EM PROJETOS

Ao comegar o projeto de um sistema adaptativo, o projetista recebe um conjunto de
caracteristicas que o sistema deve cumprir. As especificacdes de projeto podem estabelecer
limites, tais como velocidade de convergéncia, erro quadratico médio em regime
permanente, complexidade computacional, dentre outros pardmetros do sistema. O sucesso

do projeto dependera se suas especificagdes sao eficazmente cumpridas.

Uma forma de determinar se o sistema cumpre tais especificagdes ¢ implementar o
algoritmo e executd-lo numerosas vezes para cada uma das condi¢des de operacao
definidas. Uma outra forma de avaliar seu desempenho ¢ através do uso de modelos
matematicos dos algoritmos. Essa tltima proporciona uma consideravel economia em
tempo. Os modelos, alimentados com informacdes referentes as condi¢cdes de operacao,
podem predizer com vantagem o comportamento do sistema em estudo. Também, podem
ser determinados, qualitativa e quantitativamente, os parametros que influenciam o
funcionamento do sistema. Com tais informagdes, o projetista pode realizar ajustes ou
ainda comparar o desempenho de diferentes algoritmos para julgar a adequagdo de cada

um deles com a aplicacao considerada.

A modelagem de sistemas adaptativos ¢ uma tarefa dificil e delicada, requerendo
um amplo conhecimento de diversas ferramentas matemadticas e de andlise de sinais. Os

algoritmos adaptativos sdo sistemas com comportamentos estocdsticos e variantes no
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J4

tempo. Modelar um sistema que apresente apenas um desses comportamentos ja €
trabalhoso; se um sistema apresenta a conjugagdo dos dois comportamentos, a
complexidade da modelagem ¢ ainda maior. Em conseqiiéncia, o estabelecimento de
consideracdes simplificativas ¢ constantemente requerido na modelagem de tais
algoritmos. Ressalta-se aqui que as consideragdes simplificativas tornam o tratamento
matematico e as expressoes do modelo mais simples, mas a0 mesmo tempo restringem sua
abrangéncia. Entdo, no campo da modelagem, ¢ sempre necessario estabelecer um
compromisso entre a precisdo do modelo e sua complexidade. Dessa forma o projetista ndo
terd de lidar com expressdes complexas, geralmente, dificeis de manusear. No entanto,
vislumbra-se a possibilidade de se dispor de aplicativos (programas computacionais) de
projeto de filtros adaptativos incluindo as expressdes dos modelos dos algoritmos
considerados. Esse ultimo facilitara o trabalho do projetista e incentivard os pesquisadores

a aprimorar tanto os algoritmos quanto os modelos dos sistemas adaptativos.

Sendo tais algoritmos sistemas estocasticos, os modelos devem descrever o
comportamento de alguns parametros de forma estatistica. Os mais utilizados sdo o valor
quadratico médio do erro de estimagdo, o valor médio da norma L2 do vetor de
coeficientes do filtro adaptativo e o valor médio desses coeficientes. Os modelos desses
parametros permitem inferir os valores dos parametros do algoritmo que garantam a
estabilidade, determinar expressdes para figuras de mérito, tais como o desajuste e a
velocidade de convergéncia, dentre outras informagdes relevantes. Dispor de tais
expressoes matematicas possibilita otimizar algumas caracteristicas do sistema adaptativo.
Em decorréncia disso, novos algoritmos com melhores caracteristicas podem também ser

desenvolvidos.

1.6 ESTADO DA ARTE DA MODELAGEM ESTATISTICA DE ALGORITMOS
ADAPTATIVOS EM SUB-BANDA

Apesar de existir varias abordagens para a andlise do comportamento dos filtros
adaptativos em sub-bandas [29]-[34], sua modelagem continua sendo um tema aberto na
literatura técnica da area. Em particular, para o algoritmo GSD-NLMS se tem apenas um

modelo para o momento de primeira ordem dos coeficientes do filtro adaptativo,
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apresentado em [26]. Além disso, tal analise ¢ ainda obtida sob algumas consideragdes

restritivas nao reproduzindo com fidelidade as reais condigdes de operacao do algoritmo.

Com respeito ao algoritmo NSAF, recentemente foi analisado o comportamento de
sua convergéncia sob o ponto de vista de desvio quadratico médio. [27], [28]. No entanto,
essa analise ndo descreve o comportamento do momento de primeira ordem do vetor de

coeficientes do filtro adaptativo nem de sua curva de aprendizagem.

Neste trabalho apresentamos uma modelagem estatistica dos algoritmos adaptativos
GSD-NLMS e NSAF, permitindo predizer o comportamento desses algoritmos para

diversas condi¢des de operacao.

A andlise dos algoritmos GSD-NLMS e NSAF apresentada nesta dissertacdo leva
em consideracdo alguns importantes aspectos, a saber, a natureza variante do passo de
adaptacdo e um parametro de regularizag¢do, o qual ¢ adicionado a estimativa de poténcia
média requerida pelo algoritmo adaptativo, evitando, assim, um mau condicionamento
desse ultimo. Isso representa ndo s6 um avanco na modelagem do algoritmo, mas também
um aprimoramento da estrutura do ponto de vista pratico. Entretanto, os modelos obtidos
estao restritos a condi¢do de adaptacdo lenta. Assim, sdo apresentados modelos estatisticos
que descrevem os momentos de primeira e segunda ordens e da curva de aprendizagem dos

algoritmos em questdo, sendo tais contribuigdes, em nosso conhecimento, inéditas.

Em suma, esta dissertacdo de mestrado objetiva contribuir com o entendimento e a
implementagdo dos sistemas adaptativos aplicados a estruturas em sub-bandas, dirigindo
nosso foco a modelagem estatistica destes dois importantes algoritmos: o NLMS aplicado a
uma estrutura em sub-bandas com decomposi¢@o generalizada (NLMS-GSD) e o algoritmo

de filtragem adaptativa em sub-bandas normalizado (NSAF).

Este trabalho de dissertacao esta organizado como segue. Nos Capitulos 2 e 3, sao
abordadas, respectivamente, a modelagem estatistica do algoritmo GSD-NLMS e a do
algoritmo NSAF. Em cada capitulo sdo incluidas a determinacdo dos momentos de
primeira e segunda ordens dos coeficientes do filtro, como também a correspondente curva

de aprendizagem. Ao fim desses capitulos, sdo apresentados resultados de simulagao que
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permitem avaliar a precisao dos modelos propostos. Finalmente, o Capitulo 4 apresenta os

comentarios e conclusdes finais deste trabalho de dissertacao.



CAPITULO 2

MODELAGEM ESTATISTICA DO ALGORITMO GSD-eNLMS

Este capitulo apresenta um modelo estatistico para o algoritmo eNLMS aplicado a
uma estrutura em sub-bandas com decomposi¢do generalizada (GSD-eNLMS). O
algoritmo GSD-eNLMS esta baseado no procedimento de decomposi¢do em sub-bandas
introduzido por Mitra et. al. em 1993 [25]. Tal procedimento consiste em implementar um
filtro FIR, com N coeficientes fixos, através da conexdo em paralelo de M ramos, com
1<M <N, na qual cada ramo ¢ composto pela cascata de um filtro interpolador e um
filtro esparso. Na versao adaptativa da estrutura considerada [26], o interpolador ¢ mantido
fixo e o filtro esparso, por sua vez, caracteriza a parte adaptativa da estrutura. A principal
vantagem do algoritmo GSD-¢eNLMS ¢ sua muito boa velocidade de convergéncia para

sinais de entrada correlacionados.

O modelo analitico aqui proposto descreve os momentos de primeira e segunda
ordens do vetor de coeficientes e a curva de aprendizagem da estrutura adaptativa em
questdo. O modelo estd restrito a sinais de entrada Gaussianos e passo de adaptacdo
pequeno, sendo que esse ultimo pressupde uma adaptacdo lenta. Além do mais, a analise
usada leva em consideracdo a natureza variante do passo de adaptagdo, decorrente da
normalizag¢do de poténcia do algoritmo, como também um parametro de regularizagao €, o
qual ¢ adicionado a estimativa de poténcia média, que impede divisdo por zero na operagao
de normalizagdo, permitindo, assim, que o modelo seja mais proximo das condigdes reais

de implementacdo do algoritmo.

No final deste capitulo, sdo apresentados resultados de simulagdo para diversos
valores do passo de adaptagdo e sinais de entrada (correlacionados e nio-correlacionados)
permitindo-se avaliar dessa forma a qualidade de predicao obtida pelo modelo aqui

proposto.
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2.1 ESTRUTURA COM DECOMPOSICAO EM SUB-BANDAS
GENERALIZADA

Esta secao apresenta a estrutura do filtro com decomposi¢do em sub-bandas
generalizada, considerando-a como uma generalizagdo da decomposicdo polifasica de

seqliéncias numéricas.

Qualquer seqiiéncia numérica {f(n)}, seja de duragdo finita ou infinita, com

transformada Z denotada pela fungcdo F(z), pode ser expressa da seguinte forma:

W, (z")
F(z)= i f(n)z™" :hfwk(z“”)z*k =[1 2t ] Wl(:ZM) . Q@)
. - WM—I‘(ZM)
onde
Wk(zM)ziwk(n)z‘”M, 0<k<M-1. (2.2)

n=—o0

O lado direito de (2.1) é denominado decomposigdo polifasica e as fungdes W, (z")
sdo chamadas componentes polifasicas de F(z) [35]. Se w, (n) denota a transformada Z

inversa de W, ("), entdo pode-se escrever a seguinte relagio:
w, (n)=f(nM +k), 0<k<M-1. (2.3)
A expressdo (2.3) indica que a seqiiéncia W, (n) ¢ obtida subamostrando f(n) por

um fator M; o fator k indica a fase do processo de subamostragem. A Figura 2.1 ilustra o

processo de decomposicao polifasica de F(z).



Capitulo 2: Modelagem Estatistica do Algoritmo GSD-eNLMS 16

x(n) Wo(2")

y(n)
W, (2"

L Wi (2™

Figura 2.1. Estrutura de realizagdo da decomposigao polifasica.

A partir de uma primeira generalizacdo da decomposicdo polifasica ¢ obtida a

decomposi¢ado sub-banda estrutural (STD), dada por [36]:

W, (z")
W M
Fo=[1 2 .. 7o M| 2.4)
Wy, (2")
na qual se tem
My X M
W, (z )=ZWI<,IZ_ , (2.5)
1=0

onde a matriz T € uma matriz ndo-singular de dimensdo M x M. Sendo a relagdo entre

os coeficientes f; do filtro F(z), considerado FIR, ¢ w,, dada pela expressdo

f0 fM o f(|<71)|\/| Wo,o W0,1 o WO,K—l
f1 fM N f(K—l)M T Wi Wi o Wika (2.6)
fM—l f2M—1 fKM -1 Whoo Wvor 0 Waoika

A matriz T pode ser implementada através de diferentes tipos de transformagao

ortogonais, como DFT, DCT, Hadamard, dentre outros.

Como exemplo, consideremos uma decomposi¢do em sub-bandas estrutural com
M =2 e T sendo uma transformacdo de Hadamard. A transformacdo Hadamard ¢ dada
por:

T =T,®T,®..0T, 2.7)

u termos
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onde T, :L } e ®denota o produto de Kronecker. A dimensdo L deve ser uma

poténcia de 2, de forma tal que L =2". Assim, (2.4) resulta na seguinte expressao:

~ Al T w )
F(o)=[1 z ]L _J{WI(ZZ)}. (2.8)
A partir de (2.8), F(z) pode ser rescrito como
F(2)=(1+2"W,(2*)+(1-z2"W,(2%). (2.9)

Considerando que o comprimento do filtro N seja par, temos que, nesse caso, (2.5)

pode ser representada por

1N/2—1 —|
Wo(zz):EZ{f + )27, (2.10)
i=0
€
2 1 = —2|
W, (z )‘EZ 2= b 27 (2.11)
i=0

A Figura 2.2 ilustra a realizagdo de F(z) segundo a decomposi¢ao exemplificada.
Nessa figura, evidencia-se a configuragdo em sub-bandas da estrutura em questdo. As

fungdes W,(z°) e W,(z*) sdo chamadas subfiltros. Note-se que a resposta ao impulso

desses filtros é esparsa; as fungdes (1+2 ') e (1-2z") sdo chamadas interpoladores, nome
esse utilizado devido ao fato de essas fungdes interpolar a resposta ao impulso dos
sub-filtros esparsos. O interpolador (1+2z™') tem uma resposta em freqiiéncia tipo
passa-baixas, enquanto o interpolador (1—z"') apresenta uma resposta tipo passa-altas.

Cada um dos ramos contribui a resposta total do sistema, essencialmente, dentro da

sub-banda associada com o seu correspondente interpolador.



Capitulo 2: Modelagem Estatistica do Algoritmo GSD-eNLMS 18

Y
T
N
\

-1 W()(Zz)
X(n) | y(n)

v
N
Y

-1 Wl(Zz)

Figura 2.2. Decomposi¢ao em sub-bandas estrutural.

No caso geral de um fator de dizimacdo ou subamostragem M, a matriz T tem

dimensdo M x M e o interpolador, um comprimento M, sendo dado pela seguinte

expressao:
G()=[1 z' ... z™MV]t,, (2.12)

onde t, ¢ a k-ésima coluna de T".

A decomposi¢do em sub-bandas estrutural anteriormente descrita pode ser
generalizada, observando que os subfiltros possam ter um fator de esparsidade L diferente

do valor M da transformagdo. A estrutura assim obtida é chamada decomposi¢do em sub-

bandas generalizada (GSD) [25].

Assim, pode-se escrever

W, (z")
Fo=[1 2!« "1 Wl(:z) , 2.13)
Wy, (z5)
onde
Wk(zL):Kiwk’lz"L . (2.14)

A relagao existente entre o fator de esparsidade L, a dimensdo da transformagao
M (equivalente ao nimero de ramos da decomposi¢ao), o nimero de coeficientes de cada

filtro esparso K e o numero de coeficientes da resposta ao impulso N, é dada por
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N=(K-1)L+M. (2.15)

Através da andlise de (2.13), vemos que ela representa um sistema de N equagdes
e KxM incégnitas. Portanto, para L <M, o sistema ¢ subdeterminado, o que significa

que os coeficientes da estrutura em sub-bandas nao sdo Unicos, podendo ser escolhidos a

partir de um conjunto infinito de solucdes [26].

Na decomposi¢do em sub-bandas generalizada, os coeficientes f, do filtro F(z)

estdo relacionados com os coeficientes W, , dos sub-filtros pela seguinte expressao:

fi= f<i>L,|_i/LJ + f<i>L+L,|_i/LJ—l ) (2.16)

onde <i>L =imodulo L, quer dizer, o resto da divisdo i/L, e |_i / LJ ¢ a parte inteira do

cociente i/L . Os coeficientes f, |, para 0 <I<(K -1), sdo determinados por

f0,0 fo,l e fO,K—l Wo,o Wo,l t WO,K—]
f f ... f W, W, ... W,
1,0 1,1 1,K-1 1,0 1,1 1,K-1
. . . . =T" . . . . , (2.17)
fM -1,0 fM—l,l fM—l,K—l WM—I,O WM—l,l WM—l,K—l

sendo f,, =0 paral<Ooul>(K-1).

2.2 EQUACIONAMENTO DO ALGORITMO GSD-NLMS

Aqui sdo apresentadas as expressdes basicas utilizadas na implementagao do
algoritmo GSD-NLMS [26]. Essa estrutura de filtragem adaptativa foi mostrada na Se¢do

1.2 e ¢ novamente apresentada aqui por conveniéncia.

Na estrutura GSD (Figura 2.3), o sinal de entrada x(n) ¢ processado,

primeiramente, pela transformagdo unitaria T de dimensdo M, gerando os sinais u,(n),
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com i=0,1,..,M —1. Esses sinais sdo utilizados como entradas para o algoritmo de

adaptacdo, que em nosso caso ¢ o algoritmo NLMS.

x(n) _ =4
o Uo(n) > W0,0+W0,1Z_L+...+W0,K_1Z_L(K_l)
Y
a (n) ~
u; L L(K-1)
» S p| Wi otW 12 +...+W k.12
g T y(n)
z! £ —
SF
> =
g
F
z' U1 () Yk

L L(K-1
»{ Wni0tWhmp,1Z +. AW k12 e

Y—

Algoritmo de < &M @d(n)
Adaptacdo

Yvy

Figura 2.3. Estrutura do algoritmo GSD-NLMS.
A equacao de atualizacao dos coeficientes € escrita como [26]
w,(n+D)=w,(nN)+2uD'e(nu’ (n—/4L), ¢=0,1,...K-1. (2.18)

Gk

Em (2.18), u representa o passo de adaptacdo e denota a operagao de complexo

conjugado. O vetor u(n) e C™ agrupa os sinais transformados, descrito da seguinte forma:

T
u(n) =[u,(n) u) - u,_ ], (2.19)
onde u(n) esta relacionado com o sinal de entrada através da expressao

u(n) = Tx(n), (2.20)
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sendo x(n) =[x(n) x(n—1)---x(n—M +1)]" o vetor de entrada.

O vetor w,(n) e C™ ¢é o vetor de coeficientes que contém o ¢-ésimo coeficiente de

cada subfiltro esparso, denotado por
w,(n)=[w,,(n) w_ ()..w,_ (M]',  £=0,1...,K-1. (2.21)

Assim, a saida do filtro y(n) ¢ determinada a partir dos K vetores w,(n) segundo

a expressao
K-1
y(m=> u"(n—(Lyw,(n). (2.22)
(=0

O sinal e(n) em (2.18) representa o erro de estimagdo, obtido como segue:

e(n)=d(n)-y(n), (2.23)
onde d(n) representa o sinal desejado.

A operacao de multiplicar p pela inversa da matriz diagonal D em (2.18) resulta
num passo de adaptagdo variavel no tempo, e representa uma normalizagdo de poténcia

visto que os elementos da matriz D sdo as variancias dos sinais U, (n), representadas por

o, . Assim, a estrutura de D ¢é dada por
p=|: . i | (2.24)

Note que para implementar o algoritmo GSD-NLMS ¢ necessario conhecer as
variancias o, [26]. Porém, em uma implementagio real pode-se obter apenas uma

estimativa de tais variancias. Esta estimativa € variante no tempo. Portanto, a matriz D ¢
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substituida por sua versdo variante no tempo, denotada por D(n). Essa ultima matriz,
também diagonal, tem como elementos &, (n), os quais sio obtidos a partir da seguinte

expressao [37]:

: (2.25)

onde u,(n), para k=0,1,...,M —1, representa a n-ésima amostra do k-ésimo sinal
transformado e M, ¢ a dimensdo da janela de observagdo. Para reduzir a quantidade de

memoria necessdria, pode-se manipular (2.25) para implementa-la de forma recursiva.

Assim,

62(n)=LMf|u (n—i)|2=L u (n)|2+LMf|u (n-i)|" . (2.26)
k M k M, k M, S k

w =0

Supondo que M, > 1, tem-se a seguinte aproximacao para (2.26):

) 1 i N 1
G (=1 =—=>Ju (n-i) =——

M M

wi=l w

M,,—1 5

1 D u =i . (2.27)
i=1

Combinando entdo (2.26) ¢ (2.27), obtém-se

"y . 1 2 s _
ck(n)_ck(n—l)+M—[|uk(n)|—csk(n—l)}, k=0,I,..,M—1. (228)

w

Finalmente, para prevenir uma possivel divisdo por zero na determinacdo da inversa
D'(n), uma pratica comum ¢é adicionar uma constante positiva ¢, geralmente 0 <g<<1,
em cada elemento da diagonal. Tal constante ¢ denominada pardmetro de regularizagdo, e
com a sua inclusdo em (2.18) obtém-se o algoritmo GSD-¢eNLMS. Neste trabalho, tal
parametro ¢ também considerado na derivagdo do modelo, resultando na seguinte estrutura

para a matriz de normalizagao D(n):
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&2(N)+e - 0
D(n)=| - : . (2.29)
0 - & (n)+e

2.3. MOMENTO DE PRIMEIRA ORDEM DO VETOR DE COEFICIENTES

Nesta secdo, determina-se 0 momento de primeira ordem do vetor de coeficientes
da estrutura em sub-bandas. Para tal, define-se o vetor w(n)e C de forma que ele

contenha todos os coeficientes dos filtros esparsos. Assim,

w(n) =[w; () W} (n)....we_ ()] (2:30)

E também definido o vetor de entrada transformado ampliado u,(n) e C** como sendo

u (n)={u"(Mu"(n-L)..u"[n—(K-1)L]}". (2.31)

Desta forma, podemos reescrever a expressao do sinal de saida, dado em (2.22), como

y(n)=u, (N)w(n). (2.32)

Considerando que os sinais transformados U, (n) estdo vinculados ao sinal de

entrada através de (2.20), o vetor definido em (2.31) e o vetor de entrada ampliado

x,(N)=[x(n) x(n=1)---x(n—=N +1)]" (2.33)

estdo relacionados pela expressao
u,(n)=A"x, (n), (2.34)

onde A" é uma matriz retangular de dimensio KM x N , dada por
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T 0
o o
MM Mx(N-M)
0T 0
AT =| ML Mx(N=(L+M)) |, (2.35)
0 T

[
| Mx((K-1)L)

KMx((K=1)L+M )

onde 0 representa matrizes de zeros com suas dimensdes indicadas em (2.34).

Assim, a equacao de atualizagdo para o vetor w(n) ¢ dada por

w(n+1) = w(n)+2uD; (M[d(n) - y(m]u (n). (2.36)
onde
Dn) 0 - 0
(| I :
D,(n)= 3 e | (2.37)
0 - 0 D(n

Substituindo (2.32) em (2.36) e determinando o valor esperado em ambos os lados

da expressao resultante, tem-se

E[w(n+1)]= E[w(n)]+2pE[D,' ()u, (Md (n)]-2RE[D," (M, (N)u, (Nw(M)]. (2.38)

Para se obter os valores esperados de (2.38), sdo utilizadas as seguintes

consideragdes de analise:

(1) w(n) e u,(n) sdo estatisticamente independentes. Essa suposicdo ¢ uma
aproximacao, pois o vetor w(n) depende das amostras passadas dos sinais de
entrada transformados u, (n) (2.19), que compdem o vetor u,(n). Porém, quando o

passo de adaptagdo p € pequeno, pode-se assumir que u,(n) e w(n) sdo
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fracamente dependentes [1]. Um valor pequeno de p implica uma velocidade de

convergéncia baixa, o que limita para essa condicdo a abrangéncia dos modelos

obtidos usando tal consideracao.

(i) D;'(n) e u (n)u!(n) sido processos conjuntamente estaciondrios e D;'(N) tem uma
fraca correlagdo em relagdo a u,(n)u!(n). Dessa forma, considerando processos

ergodicos, o Principio da Média [38] pode ser invocado.

Entdo, para determinar E[D.'(n)u,(n)u, (n)], considera-se o k-ésimo elemento da
diagonal da matriz D.'(n)u;(n)u, (n), dado por [u;(n)][c;(n)+€]", onde o,(n) ¢ obtido
a partir de (2.28). Para fins de modelagem e para obter um modelo matematico mais
tratavel, utiliza-se a forma equivalente ndo recursiva (2.25) para determinar o o;(n).

Assim, o k-ésimo elemento da diagonal ¢ dado por

[u (MM Ju (M +u;n=1)+--+u;(n=M_+1)+M e]". (2.39)

Em (2.39), considera-se que o segundo fator tem variagdo lenta quando comparado

com U, (n), permitindo assim a aplicagdo de (ii), resultando em

E[D,' (Mu,(n)u, (n)] = E[D," (M]E[u, (nu; (n)]. (2.40)

Similarmente, para o valor esperado do segundo termo do lado esquerdo de (2.38)

tem-se

E[D,'(n)u, (md(n)] = E[D,(M)]E[u, (Md(n)]. (2.41)

Considerando que os processos envolvidos sdo estacionarios no sentido amplo,

pode-se escrever R, , = E[u,(n)u, (n)], representando a matriz de autocorrelagio do sinal
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de entrada transformado, e p, , = E[u; (n)d(n)], o vetor de correlagdo cruzada entre o sinal

de entrada transformado e o sinal desejado. Substituindo (2.40) e (2.41) em (2.38),

obtém-se

E[w(n+D]={I-2uE[D; (MR, , }E[W(")]+2uE[D](M]p, 4. (2.42)

A derivagdo do momento de primeira ordem de w(n) ¢ finalmente concluido
determinando-se o valor esperado E[D;'(n)]. Assim, assumindo que o processo {U;(n)}

tem uma distribui¢do qui-quadrado com M graus de liberdade [39], o valor esperado

procurado ¢ dado por [37],[40],[41]

M2

E[D, (n)]= (M_—2)M_—4)

[diag(Ruﬂuﬂ )]_l —&

[diag(Riuﬂ)]_l. (2.43)

M W
(M, -2)
O fato de considerar que o processo {U;(n)} tem uma distribui¢io qui-quadrado é
também uma aproximagdo. A distribui¢do qui-quadrado supde que o processo {u,(Nn)} seja

independente. Como os sinais {U,(n)} sdo obtidos a partir de transformagdes ortogonais,

eles sdo correlacionados; entretanto, a utilizagdo dessa aproximagdo apresenta resultados

aceitaveis.

Se a expressao (2.42) ¢ utilizada em conjunto com a (2.16) e (2.17) pode-se obter
um modelo para descrever o comportamento dos coeficientes do filtro equivalente de

banda completa.

2.4 VALORES OTIMOS E VALORES DE REGIME PERMANENTE DO VETOR DE
COEFICIENTES

A seguinte analise ¢ realizada considerando sinais {u, (n)} reais. Posteriormente, os

resultados serdo generalizados para o caso complexo. Os valores 6timos dos coeficientes

dos filtros esparsos sdo aqueles que minimizam o erro quadratico médio (EQM). Entdo,
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substituindo a expressdo (2.32) em (2.23), elevando ao quadrado e calculando o valor

esperado da expressao resultante, obtém-se

J(n) = E[e’(n)]= E[d*(n)—2u, (M)d(N)w" +w u, (nNu] (nN)w], (2.44)
ou

J(n)= E[dz(n)]—ZpuadwT +WTR“a“aw. (2.45)

Determinando o gradiente de (2.45) e fazendo seu valor igual a zero, tem-se:

Vi(n)=-2p,4+2R,, Ww=0, (2.46)
e logo apds alguns passos algébricos, obtém-se
Ru.du.dw = pu.dd (247)

Para o caso L <M, ndo existe um tnico valor 6timo para o vetor w na expressao

(2.47). Isto se deve ao fato que a matriz R ¢ singular, significando que existem infinitos

valores que satisfazem a relacdo (2.47). Agora substituindo (2.34) em (2.47), obtém-se

AR Aw=A"p,,, (2.48)

onde R =E[x,(n)x," ()] e p,, = E[x,(nN)d(n)].

Multiplicando ambos os lados de (2.48) por A e em seguida por (AAT )71 , tem-se
Aw=R_p,. (2.49)

Analisando (2.49), observa-se que existe um numero infinito de vetores w para o

caso L < M. Tais vetores estdo em um hiperplano paralelo ao espago nulo da matriz A .

A seguir sdo determinados os valores de regime permanente dos coeficientes dos
filtros esparsos. Para tal, reescreve-se a equacdo que representa o momento de primeira

ordem dos coeficientes (2.42) em termos de (2.34). Assim,
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E[w(n+1)]= E[w(n)]+ 2uE[D; (V]A" {p,, ~ R AE[W(M]}.  (2.50)

De (2.50), pode-se concluir que o segundo termo de (2.50) esté restrito sempre ao
subespago o, definido pelas colunas de E[D;'(n)]A". Portanto, E[w(n+1)] esta restrito a
um hiperplano [ paralelo ao subespago o. O hiperplano B ¢ determinado pelo valor

inicial dos coeficientes dos filtros esparsos. A Figura 2.4 fornece uma interpretacio grafica

desse processo.

“ Efwi(n)]

\
AE[w(n)]
E[w(n)]

_—E[w(n+1)]

E[w(0)]
!'/I;:[WN(n)] E[V$A

Figura 2.4. Interpretagdo grafica para a expressdo do momento de primeira ordem.

A interpretacdo grafica de (2.50) ¢ a seguir demonstrada analiticamente. Para tal,

considere-se um novo vetor v(n), relacionado com E[w(n)] pela seguinte relagao:

B
v(n) = BE[w(n)] = {B‘ } E[w(n)], (2.51)

onde a matriz B, ¢ uma matriz de dimensdo N xKM e a suas linhas sdo os N vetores que

geram o espago das colunas de E[D;(n)]A"; B, ¢é uma matriz de dimensdo

(KM —N)xKM com suas linhas correspondendo aos vetores que geram o espago nulo da
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matriz AE[D]'(n)]. Os vetores definidos pelas linhas da matriz B, sdo perpendiculares aos
vetores das linhas de B,. A matriz B ¢ uma matriz de dimensdo KM x KM que agrupa as

matrizes B, e B,. Além disso, ¢ considerado que B seja ortogonal. Assim,

BB'=B'B=1I. (2.52)

A expressao (2.51) representa uma rotacdo dos eixos da Figura 2.4. Assim, os N

primeiros elementos do vetor v(Nn) correspondem aos componentes vetoriais incluidos no

subespaco a e as outras KM —N aos componentes perpendiculares a esse espaco.

Substituindo (2.51) em (2.50), obtém-se

B"v(n+1)]=B"v(n)+ 2uE[D; (M]A"[p,, —R_AB"v(n)]. (2.53)

Multiplicando ambos os lados de (2.53) por B, tem-se entdo

v(n+1)=v(n)+2uBE[D; (n)]A"p,, —2uBE[D; (N)JA'R _AB'v(n).  (2.54)

Em (2.54), a matriz BE[D](n)]JA", de dimensdo KM xN, tem a seguinte

estrutura:

v 00
0O . 0
1 T \__0 O_YN ’\%N
BED, (A" =~ |=| W |, (255)
0 0 0 (KM-N)xN
0O 0 O
(KM-N)xN

onde y; é a projegdo da coluna i da matriz E[D;' (n)]JA" sobre a linhaide B.

Substituindo (2.55) em (2.54), obtém-se
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Ap 4 AR
v(n+1):v(n)+2u[ 0" }—2;{ OX‘}[ABIT AB] |v(n). (2.56)

Assim, a expressao (2.56) pode ser reescrita como segue:
A AR_AB/ AR_AB]
v(n+1)= V(n)+2;{ g’“’}—zu[ PR 2}V(n). (2.57)

Agrupando os N primeiros elementos de v(n) no vetor v,(n) e os outros

KM —N no vetor v, (n), resulta em

[V//(n+1)}:{V//(n)}+2 {Apm}_ZH{AR“AB?VU(”)WLARuABEVL(n) . (2.58)

v, (n+1) v, (n) 0 0

A partir de (2.58) observa-se que apenas os componentes paralelos ao subespago o

sdo atualizados. Portanto,
V// (n + 1) = v// (n) + ZMAde - ZHARXXABEV// (n) - ZMARXXABEVJ_ (n)’ (259)
v,(n+1)=v, (N)= v, () =v, (0)=B,E[w(0)]. (2.60)

O valor de regime permanente de v,(n) pode ser obtido a partir de (2.59), fazendo

limv,(n+1)=limv,(n)=v,(), que resulta em [41]

v,(©)=(AB!) [Rlp,, ~ABlv, (0)]. 2.61)

Finalmente, o valor de regime permanente do vetor E[w(n)] pode ser calculado

utilizando (2.61), (2.59) e (2.51). Assim,
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()] = B [v// (oo)} . [(ABT ) [Rip. - ABMO)]] | 0.6

V(=) v, (0)

Substituindo (2.62) em (2.49) resulta em

AE[w(oo)] = ABT[V”(OO)}:[ AB! AB!] (AB]) [Rop-ABv. 0| ) o)
V. () v.(0)

L

[RoP. —AB; v, (0)]+ AB;v, (0)=Rp,. (2.64)

Portanto, o vetor E[w(o0)] € um dos vetores que satisfazem (2.47).

No caso de sinais complexos, a operac¢do de transposicdo (.)' deve ser substituida

pela operacdo (.)", onde H representa a operacio de transposi¢io complexa conjugada. As

linhas de B devem ser selecionadas de forma a manter as igualdades (2.52) e (2.55).

2.5 CURVA DE APRENDIZAGEM E MOMENTO DE SEGUNDA ORDEM DO
VETOR DE ERRO

O vetor de erro nos coeficientes ¢ definido pela expressdo v (n)=w(n)—-w_, onde
w_ ¢ o valor em regime permanente do vetor de coeficientes da estrutura em sub-bandas.

Assumindo que o algoritmo converge, tal valor ¢ obtido a partir de (2.62). Expressando

agora o sinal de erro em fun¢do do vetor de erro, tem-se

e(n)=d(n)-u, (v, () —u (Mw, +z(n) =€, (M) -u; (Nv.(n), (2.65)
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o~ , .« y e .. 1 y 1
onde z(n) representa o erro de medi¢do, o qual ¢ uma variavel aleatéria i.i.d° com média
zero e varincia o, e ndo correlacionada com qualquer outro sinal no sistema; e €,(n) é o

erro de estimac¢do, dado por

e,(M)=d(n)—u. (Mw_+2z(n). (2.66)

Multiplicando (2.65) pelo seu complexo conjugado e calculando o valor esperado

em ambos os lados da expressdo resultante, tem-se

E[le(n)["]= E[le,(m []- E[e, (Mu, (n)v,” (M)] - E[e; (Mu (M)v,(")]

) (2.67)
+E[v, (M, (mu (v, ()]

Utilizando o Principio da Ortogonalidade que estabelece que E[e (n)u;(n)]=0,

tem-se que o segundo e terceiro termos do lado direito de (2.66) sdo nulos. Além disso,

lembrando que as varidveis wu,(N) e w(n) sdo consideradas estatisticamente

independentes, a expressdo da curva de aprendizagem pode ser escrita como segue:

E[e*(n)] =e,, +r{R,, E[v, (Mv,"(M]}. (2.68)

onde e . =E[|e (n)[’] é o minimo erro atingivel em regime permanente. Note que (2.68)
¢ completamente determinada se a matriz de covaridncia do vetor de erro
K(n)=E[v, (n)v,"(n)] é conhecida. Para tal, podemos subtrair w_ de ambos os lados de
(2.36), determinar o produto externo v_ (n)v."(n) e tomar o valor esperado de ambos os

lados da expressao resultante de acordo com as condigdes de analise. Assim, [40], [41]

K(n+1)=K(n)-2uK(MR, , E[D,(M]-2uED,'(MIR, , K(n)
+4UED (W] 2R, , K(WR, , +R,, U[R, , KM} E[D,'(N]  (2.69)
+40’E[D;' (MR, , E[D;'(n)le

min *

" Independent Identically Distributed
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2.6 RESULTADOS DE SIMULACAO

Para verificar a precisdo das expressdes propostas que modelam o comportamento
do momento de primeira ordem dos coeficientes do filtro adaptativo e da curva de
aprendizagem, sdo apresentados alguns resultados de simulagdes numéricas, considerando
um problema de identificacdo de sistemas. Para tal, a planta utilizada tem uma resposta ao

impulso dada por uma janela de Hanning com 10 coeficientes.

Baseados nas varias simulagdes realizadas e nas hipoteses consideradas,
concluiu-se que os fatores que mais influenciam na precisdo do modelo proposto sdo o
passo de adaptacdo e o grau de correlacdo do sinal de entrada. Dessa forma, sdo
apresentados dois grupos de exemplos, um deles utilizando um sinal de entrada
nao-correlacionado e o outro para um sinal de entrada correlacionado. Em ambos o0s casos,
sdo apresentadas simulagdes numéricas para diferentes valores do passo de adaptagdo. Os
outros parametros que caracterizam a estrutura e o algoritmo de adaptacdo, nos diversos

exemplos apresentados, sem perda de generalidade, sdo mantidos constantes.

Para o segundo grupo de exemplos, ¢ utilizado um sinal de entrada correlacionado

obtido a partir de um processo auto-regressivo AR(2), dado por

x(n)=ax(n-1)+a,x(n-2)+v(n), (2.70)

onde v(n) é um sinal branco e a varidncia c(n) é unitaria. Os coeficientes do modelo
auto-regressivo sdo: a, =1,3214 e a,=-0,8500, resultando em uma dispersdo dos

autovalores y =A_ /A =305,9.

O ruido de medi¢io z(n) utilizado tem varidncia o> =10~ (SNR =40dB). Os

parametros da estrutura utilizada sdo: M =4, K =4 e L=2. No processo de estimacao

da poténcia foi utilizado M =32 e £€=0,01. Essa estrutura ¢ equivalente a um filtro FIR

adaptativo implementado na forma direta I com 10 coeficientes (N =10). Esse valor ¢
calculado a partir de (2.15) e coincide com o comprimento da resposta ao impulso da
planta. Nos exemplos apresentados, foi utilizada uma transformagao ortogonal DCT para

implementar a matriz T. Também, foram realizadas simulag¢des utilizando a transformacao
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DFT. Essa ultima apresenta resultados idénticos aos obtidos usando a DCT; assim, torna-se

sem utilidade mostra-los neste documento.

2.6.1 GRUPO DE EXEMPLOS 1: SINAL DE ENTRADA NAO-CORRELACIONADO

A seguir, sao apresentadas figuras ilustrando o comportamento do momento de
primeira ordem dos coeficientes dos filtros esparsos e a curva de aprendizagem para os
seguintes valores do passo de adapta¢do: u=0,lp ., u=0,50,  epn=08u, .0 pn_ ¢
0 maximo valor de passo de adaptacdo antes do algoritmo tornar-se instavel, neste caso
u,... =0,1. Em cada figura, sdo apresentados os resultados obtidos por simulacdo Monte

Carlo (MC) (média de 300 realizacdes independentes) e a partir das expressdoes do modelo

proposto, expressoes (2.42) e (2.69).

Nas Figuras 2.5(a) e 2.5(b), observa-se um bom casamento entre o comportamento
predito pelo modelo proposto € o comportamento obtido por simulagdo MC. Devido ao
fato que a condicdo de simulacdo utilizada foi a de adaptagdo lenta, os resultados sao
satisfatorios. Em outras palavras, tal condicdo enquadra a simulacao dentro das hipdteses
(1) e (i1). Para valores menores do passo de adaptacdo, o casamento entre o modelo e

simulagdo ¢ muito bom.

As Figuras 2.6(a) e 2.6(b) apresentam os resultados obtidos para um passo de

adaptagdo maior do que o usado anteriormente, p=0,5u . Nesse caso, observa-se um

descasamento entre a predicdo (modelo) e a simulacdo, especialmente durante a fase

transiente.

Para observar o comportamento do modelo fora da condicao de adaptagao lenta, as

Figuras 2.7(a) e 2.7(b) mostram o caso com p=0,8u__ . Nota-se agora que o modelo ndo

mais acompanha a simulagao.
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E[w(n)]
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Figura 2.5. Comportamento do algoritmo GSD-¢eNLMS para um sinal de entrada branco e
n=0,1p__ . (a) Comportamento médio dos coeficientes: simulagdo MC (média de 300

realizacdes independentes) (linha cinza), modelo proposto (linha preta). (b) Curvas de

EQM: simulagdo MC (linha cinza); modelo proposto (linha preta).
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Figura 2.6. Comportamento do algoritmo GSD-eNLMS para um sinal de entrada branco e

u=0,5n . . (a) Comportamento médio dos coeficientes: simulagdo MC (média de 300

realizagdes independentes) (linha cinza), modelo proposto (linha preta). (b) Curvas de

EQM: simulagdo MC (linha cinza); modelo proposto (linha preta).
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Figura 2.7. Comportamento do algoritmo GSD-¢eNLMS para um sinal de entrada branco e

n=0,8u,. . (a) Comportamento médio dos coeficientes: simulagdo MC (média de 300

realizacdes independentes) (linha cinza), modelo proposto (linha preta). (b) Ampliagdo da
Figura 2.7 (a) no regime permanente. (¢) Curvas de EQM: simulagdo MC (linha cinza);

modelo proposto (linha preta).

A Figura 2.8(a) apresenta o comportamento dos coeficientes do filtro de banda
completa equivalente. Nesse caso, embora apresente-se 0 mesmo efeito impulsivo nos
coeficientes dos filtros esparsos, o modelo acompanha bem o comportamento das
simulagdes em regime permanente, como ¢ evidenciado na ampliacdo apresentada na

Figura 2.8(b).
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Figura 2.8(a). Comportamento médio dos coeficientes do filtro de banda completa

equivalente ao algoritmo GSD-eNLMS para um sinal de entrada branco e n=0,8u__ :

simulagdo MC (média de 300 realizagdes independentes) (linha cinza), modelo proposto

(linha preta). (b) Ampliagdo do regime permanente.
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2.6.2 GRUPO DE EXEMPLOS 2: SINAL DE ENTRADA CORRELACIONADO

A seguir, ¢ apresentada uma seqiiéncia de figuras ilustrando o comportamento do
momento de primeira ordem do vetor de coeficientes dos filtros esparsos e a curva de
aprendizagem para um sinal de entrada correlacionado. Os valores do passo de adaptagdo

considerados foram p=0,05p , n=0,5u _ en=0,7n__, sendo p_ . =0,1. Em cada

figura, sdo apresentados os resultados obtidos por simulagdo Monte Carlo (MC) (média de

300 realizagdes independentes) e a partir do modelo proposto.

A Figura 2.9 ilustra os resultados obtidos para n=0,05u . . Apesar de cumprir

com a condi¢@o de adaptacdo lenta, observa-se um pequeno descasamento entre o modelo e

as simulagdes. Esse fato é decorrente da hip6tese considerada que o processo {U’(n)} tem

uma distribui¢cdo qui-quadrado. Essa fungdo de distribui¢do é s6 aproximada para o caso de

sinais U,(n) correlacionados. Porém, as curvas dos coeficientes do filtro de banda completa

e a curva de aprendizagem ainda apresentam bons resultados com tal consideragao.

O comportamento dos modelos do momento de primeira ordem dos coeficientes do
filtro equivalente de banda completa e da curva de aprendizagem apresentam um bom
casamento até o valor de p=0,5u, . Para um valor de passo de adaptagdo superior, o
modelo proposto apresenta um pequeno descasamento para a curva de aprendizagem. Esse

fato ¢ ilustrado na Figura 2.10.

Para valores superiores a pu=0,7u_ , aparece um comportamento impulsivo nas

iteragdes iniciais dos coeficientes, ja mostrado para o caso de sinal de entrada nao

correlacionado e ilustrado na Figura 2.11.
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Figura 2.9. Comportamento do algoritmo GSD-eNLMS considerando sinal de entrada
correlacionado e p=0,05u . . (a) Comportamento médio dos coeficientes: simulacdo MC
(média de 300 realizagdes independentes) (linha cinza), modelo proposto (linha preta).
(b) Coeficientes do filtro equivalente de banda completa: simulagdo MC (média de 300
realizagdes independentes) (linha cinza), modelo proposto (linha preta). (¢c) Curvas de
EQM: simulagdo MC (linha cinza); modelo proposto (linha preta).
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Figura 2.10. Comportamento do algoritmo GSD-eNLMS considerando sinal de entrada
correlacionado e pu=0,5u . (a) Comportamento médio dos coeficientes: simulagdo MC
(média de 300 realizagdes independentes) (linha cinza), modelo proposto (linha preta).
(b) Coeficientes do filtro equivalente de banda completa: simulagdo MC (média de 300
realizacdes independentes) (linha cinza), modelo proposto (linha preta). (c) Curvas de

EQM: simulagdo MC (linha cinza); modelo proposto (linha preta).
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Figura 2.11. Comportamento do algoritmo GSD-¢eNLMS considerando sinal de entrada

correlacionado e pu=0,7p_ . (a) Comportamento médio dos coeficientes: simulagdo MC

(média de 300 realizagdes independentes) (linhas cinzas), modelo proposto (linhas pretas).
(b) Ampliagdo da Figura 2.11(a) no regime permanente. (c) Coeficientes do filtro
equivalente de banda completa: simulagdo MC (média de 300 realizagdes independentes)
(linhas cinzas), modelo proposto (linhas pretas). (d) Ampliacdo da Fig 2.11(c) no regime
permanente. (e) Curvas de EQM: simulagdo MC (linha cinza); modelo proposto (linha

preta).
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2.7 CONCLUSOES

Este capitulo apresentou a modelagem estatistica do algoritmo GSD-eNLMS a qual
¢ independente da ordem do filtro adaptativo e do tipo de transformagdo ortogonal
utilizada. Sao propostos modelos analiticos para os momentos de primeira e segunda
ordens do vetor de coeficientes do filtro adaptativo, considerando a hipotese de adaptagao
lenta. No modelo desenvolvido, ¢ também considerado um parametro de regularizagao que

evita a divisdo por zero na operagdo de normalizagdo de poténcia do algoritmo.

Comparacdes entre os resultados de simulacdes e os obtidos através do modelo
mostraram um bom casamento de resultados para as condi¢des em que sejam satisfeitas as
hipoteses simplificativas consideradas. Quando se violam tais condi¢des, os resultados ndo
sao muito bons, particularmente, a condicdo de adaptagdo lenta. O comportamento do
modelo do momento de primeira ordem dos coeficientes do filtro esparso ¢ degradado com
o aumento do grau de correlagdo do sinal de entrada. Por outro lado, nota-se que tanto o
modelo do momento de primeira ordem dos coeficientes do filtro equivalente de banda

completa quanto o modelo do EQM sdo mais robustos a esse tipo de efeito.



CAPITULO 3

MODELAGEM ESTATISTICA DO ALGORITMO NSAF

Este capitulo propde uma modelagem estatistica do algoritmo de filtragem
adaptativa em sub-bandas normalizado (NSAF), considerando sinais de entrada Gaussianos

e hipdtese de adaptacao lenta.

O algoritmo NSAF foi proposto por Lee et. al. em [27] e [28], sendo uma variante
dos algoritmos adaptativos em sub-bandas. Nesse caso, o sinal de erro ¢ decomposto em
sub-bandas e os coeficientes da estrutura operam em banda completa. Tal algoritmo ¢
utilizado como uma alternativa ao algoritmo NLMS, visando melhorar a velocidade de
convergéncia para sinais de entrada fortemente correlacionados. Entretanto, com a
estrutura do NSAF ndo se obtém qualquer reducdo de complexidade computacional, como

a que pode ser obtida com a estrutura GSD-NLMS.

Neste capitulo sdo derivados modelos analiticos para o momento de primeira ordem
do vetor de coeficientes do filtro adaptativo e para a curva de aprendizagem. Para tal, sdo
levados em conta a natureza variante no tempo do passo de adaptagdo bem como o
parametro de regularizagdo adicionado a estimativa de poténcia. Simulagdes numéricas

permitem verificar a qualidade do modelo aqui proposto.

3.1 ESTRUTURA DO ALGORITMO NSAF

Na Figura 3.1 ¢ novamente mostrado, por conveniéncia, o diagrama de blocos do

algoritmo NSAF. Nessa estrutura, a resposta desejada d(n) e o sinal de saida do filtro
y(n) sdo particionados em M sub-bandas pelos filtros de andlise H;(z), dados pela

expressao

J-1 .
Hi(2)=) h 2z’ parai=0,.,M -1, (3.1)
j=0



Capitulo 3: Modelagem Estatistica de Algoritmos NSAF 48

onde J denota o comprimento do filtro. Os sinais de cada sub-banda d,(n) e y,(n), para

i=0,...,M —1, sao criticamente amostrados, de acordo com sua largura de banda. Note

que ¢ utilizada a variavel n para indexar a seqiiéncia temporal original e k para indexar as

seqiiéncias temporais dizimadas.

N HO(Z) dO(n) =® dJ,O(k)

N\
d(n) d;; (k)
o A @
W >
Sistema desconhecido § d n d k
N HM_I(Z) |\/|-1( ):@ LM-I( )
x(n) Vo)~

A @
y, (M) Y11(K) =
oy [PLHE e ®

[ Wik
/ — HME-I(Z) yM_l(nL@EiM-l(k) [ _‘é)
G oo ]
e(n) G2 | A e e, (k)

e n e k
GM-I(Z) « M-l( ) @< ¢M-1()

Figura 3.1. Diagrama em blocos da estrutura do algoritmo NSAF.

Assumindo que a adaptagdo seja suficientemente lenta, o filtro w(k) pode ser

deslocado de sua posi¢do original, tal como ilustrado pela Figura 3.2 [27], [28]. Assim, o

sinal de saida na sub-banda dizimada pode ser escrito da seguinte forma:

Y., (k) = 2w (U, kM —m) = w(k)" (k). (32)

onde

w, (k) =[u (kM) u,(kM —1)...u (kM =M +1) u,(kM =M)...u(kM =N +1)]", (3.3)



Capitulo 3: Modelagem Estatistica de Algoritmos NSAF 49

w(k) = [w, (), (k). wy,, (k)T (3.4)

O vetor u;(K) representa o vetor de entrada para a i-ésima sub-banda e w(k) ¢ o
vetor de coeficientes de banda completa de dimensdo N. O vetor w_ representa a resposta

ao impulso da planta. Entdo, o sinal de erro de cada sub-banda dizimada ¢ dado por

e, (K)=d,. (k)= w" (K)u, (k). (3.5)

As equagdes (3.2) e (3.3) indicam que, para produzir cada amostra no instante K,
cada vetor de dados u;(k) inclui M novas amostras, mantendo N —M amostras antigas.

Essas defini¢des, para os sinais em sub-bandas, facilitam a formulacdo da expressao
recursiva para atualizar o vetor de coeficientes. Nesta se¢do e nas subseqiientes,

assumiremos que todos os sinais bem como os coeficientes do filtro sdo reais.

\ 4

e I G —»(yo(n) ::>—>yw(k) >
k
yron LI y, (n) C y.1(K)
x(Nn) : : .

@ uM_l(n); w(k) Ypm-1(N) C Yom-1(K)

Figura 3.2. Separacdo do sinal de entrada em sub-bandas antes de ser processado pelo filtro

w(k).

\ 4

\ 4

3.2. EQUACIONAMENTO DO ALGORITMO NSAF

Baseado no principio do minimo disturbio, Lee et al. [27], [28] formularam o
algoritmo NSAF como um problema de otimizacdo com multiplas restrigdes. Assim,

trata-se de minimizar o quadrado da norma Euclidiana da variagao do vetor de coeficientes.

Desta forma,
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fiw(k +D]=|w(k +1)-w(K)|", (3.6)
sujeito a M restrigdes impostas a saida dizimada do filtro
w'(k+Du,(k)=d, k), i=0,.,M-1. (3.7)

Aplicando o método dos multiplicadores de Lagrange [1], obtém-se a seguinte

expressdo recursiva para a adaptacdo dos coeficientes:

M-1

w(k +1) = w(k) +%ZXiui(k), (3.8)

i=0

onde A, sdo os multiplicadores de Lagrange. Substituindo (3.8) em (3.7) obtém-se os

multiplicadores de Lagrange. Portanto,

% =2[UT ()UK e, (), (3.9)

onde L =[Ay,A,....hy,]" € 0 vetor de multiplicadores de Lagrange de dimensio M x1,
U(k) =[u,(k),u,(k),...,u,, ,(k)] ¢ a matriz de dados, de dimensdo NxM, e
ei(k):[ew(k),e“(k),...,ewl_](k)]T ¢ o vetor de erro, de dimensdao M x1. Em [27], foi
demonstrado que se os sinais de sub-banda s3o ortogonais, os elementos que ficam fora da

diagonal principal de U"(k)U(k) podem ser desconsiderados. Com essa consideragio,

(3.9) reduz-se a

el Mot (3.10)

7\" = 2 2 ’
|ui(k)

Finalmente, substituindo (3.10) em (3.8), obtemos a equa¢do de atualiza¢do dos
coeficientes do algoritmo NSAF.

Assim,
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u. (k)
Y 6 k). 3.11)
of

w(k+1)=w(k)+ uME:I

i [u,

Uma constante positiva, representada pelo fator p, € introduzida em (3.11) para

controlar o processo de adaptacdo dos coeficientes. Para propdsitos de implementagdo, o
termo |ui(k)|2 pode ser aproximado pela poténcia média do vetor u;(k), caracterizando a

I-ésima sub-banda. Assim,
u, (K] =N&Z(k), i=0,.,M-1, (3.12)

onde &7(k) denota a poténcia média estimada, dada por [37]

M. —

W

1
M, =

w

&2(k) = ui k- ), (3.13)

onde M representa o comprimento da janela de observacao.

Para evitar a divisdo por zero na implementacdo do algoritmo, o parametro de
regularizagio ¢ ¢é adicionado & estimativa de &7 (k). Dessa forma, a fim de representar o
efeito dessa constante, tal pardmetro também foi incluido nas expressdes do modelo aqui
desenvolvido. Entdo, o valor |ui(k)|2 ¢ agora aproximado por §,(k)=N[6&;(k)+¢], para

i=0,...,M—1.

Desta forma, a equacdo de atualizagdo dos coeficientes (3.11) pode ser reescrita em

termos da poténcia normalizada (variante no tempo) J,(k) como

w(k +1) = w(k)+ ,uMZl 57 (Kyu; (K)e,, (K). (3.14)

i=0
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3.3. MOMENTO DE PRIMEIRA ORDEM DO VETOR DE COEFICIENTES

As suposicdes realizadas para obter o modelo estatistico do algoritmo NSAF sdo as

seguintes:

(i) As entradas dizimadas U (K) e as saidas desejadas dizimadas d (k) sdo processos
estacionarios de média zero.
(i)) w(k) ¢ estatisticamente independente de d (k) e wu;(k), para i=0,...,M -1 [1],
[2].
(iii) 8, (k) e u; (k)u, (k) sdo processos conjuntamente estacionérios, com 8. (k) tendo
uma variagio lenta em relagio a wu,(K)u; (k), para i=0,...,M —1 [38].
(iv) O sinal de erro dizimado ¢ dado por
e, (k)y=d, (k)—w"(Ku k) +z,(k), (3.15)
onde o sinal z (k) representa um ruido de medi¢do. As caracteristicas desse ruido sdo:

. ;g . A . 2 ~ . . .
1.1.d., média zero, varidncia G, e ndo correlacionado com qualquer outro sinal no sistema.

Substituindo (3.15) em (3.14) e tomando o valor esperado de ambos os lados da expressao

resultante, obtém-se

Efw(k+D]= E[W(k)]+u2 {E[3; (kw; (K, (k)] = E8;" (K)u, (K)u; (K)IE[w(K)]} (3.16)

i=0

O valor esperado E[5;'(k)u,(k)u; (k)] em (3.16) ¢ determinado considerando (iii),

resultando na seguinte aproximagao:
E[3;" (K)u; (Kui (k)] ~ E[3;" (K)]E[w, (K)u; (K)]. (3.17)

Finalmente, substituindo (3.17) em (3.16), tem-se

Efw(k +1)] = {T- " E[8 (IR, Elw(K)]+ .Y, E[8] (K)]p,. (3.18)
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onde R,=E[u;(K)u; (k)] e p,=E[u;(k)d, (k)] representam, respectivamente, a matriz de

autocorrelagdo do vetor de entrada para cada sub-banda e o vetor de correlagdo cruzada

entre o sinal desejado dizimado e o vetor de entrada.

Para concluir a derivagdo do momento de primeira ordem, deve-se determinar o
valor esperado E[3,'(k)]. Para tal, usamos (3.13). Assumindo que o processo {|ui(k)|2}
tem uma distribui¢do qui-quadrado com M, graus de liberdade [37], [39], o valor

esperado do elemento &;'(k) é determinado a partir da seguinte expressio:

M, -1

E{{N[&}(K)+e]} '}~ E{[NMLN:WOIU?(I(_I)} }—gE [N(ML > uf(k—l)) ] (3.19)

w

Assim, conforme o procedimento apresentado em [37], e considerando uma

notagdo matricial, obtém-se

1 M M2
T(K)] = — {——~—[di o w i 1 3.20
E[D (k)] N {(Mw_z)[dlag(RT)] } S(MW_Z)(MW_4)[d1ag(RT)] , (3.20)

onde E[D(k)] ¢ uma matriz diagonal com elementos E[J,(k)] e a matriz

R, =E[u,(K)u;(k)] é obtida a partir do vetor u, (k) =[u, (k) u,(k)---u,, _,(K)]".

Substituindo (3.20) em (3.18), completa-se a derivagdo do momento de primeira

ordem do vetor de coeficientes.

3.4 VALOR DE REGIME PERMANENTE DE W(K)

Nesta se¢do, determinaremos o valor de regime permanente do vetor de coeficientes
do algoritmo NSAF. Nessa condigao, ¢ valida a relagdo

lim E[w(k +1)] =lim E[w(k)] = w_ ; assim, usando-a em (3.18), obtém-se

wm:{ ] E[S:‘(k)]Ri} Z_E[Si“(k)]pi. (3.21)
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A partir de resultados de simulagdo numérica, mostrados na Secdo 3.6, pode-se

comprovar a validade de (3.21).
3.5 CURVA DE APRENDIZAGEM

Nesta se¢do, ¢ determinada uma expressao analitica para a curva de aprendizagem,
denotada por &(n)=E[e*(n)], do algoritmo NSAF. Para as derivagdes seguintes, sdo

utilizadas as consideracdes (i), (i1) e (iii) apresentadas na Secdo 3.4. A validade dessas

hipdteses ¢ justificada para uma condic¢do de adaptacdo lenta, ou seja, p < 1.

O sinal de erro e(n) ¢ o resultado da soma dos sinais €,(Nn) . Assim,

e(n)= MZ]ei(n). (3.22)

Por sua vez, os sinais € (n) resultam da interpolacio e filtragem dos sinais € ,(K);

essa operacdo pode entdo ser resumida na seguinte expressao [2]:
&M= Gin €K, (3.23)
k=—o0

onde g;; € o j-ésimo coeficiente do i-ésimo filtro de sintese. Substituindo a expressdo

(3.23) em (3.22) resulta

eM =33 G €4(K). (3.24)

i=0 k=-o0

Considerando-se que os filtros de sintese G,(z) sdo filtros FIR, os limites dos

somatorios em (3.24) sdo agora dados por
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v o)
e(n) = z Gin-km eu(k) > k=0 (3.25)

i= k:(n—J +1
M

Elevando ao quadrado ambos os lados de (3.25), tomando o valor esperado de

ambos os lados da expressao resultante e considerando que

E[e“(k)e“(p)]:O, Vizj,VkeVp, (3.26)

obtém-se

e
&(n) = Efe’(n)] = Y G Gio o Ele,(K) e (D) (3:27)

{n—JHw {n—JH] i
k= p=|
M M

A equacdo (3.15) pode ser reescrita como
e, (k) =eg, (k) =¥ (k) (k). (3.28)

onde v(k)=w(k)—w_ ¢é o vetor de erro nos coeficientes e
ep (k) =d,(k)—wiu (k) +z,,(k) (3.29)

¢ o erro de estimagdo na condicao o6tima. Entdo, substituindo (3.28) em (3.27), obtém-se

[43]

WJ ﬁJ M-I
&n) = > Giniar Yoo {EL65,(K) €, (P)]+ tr {RELV(V (P)T}. (3.30)

[n—Jﬂ [n—Jﬂ i=
k=| p=|
M M

Dada a condi¢do de adaptagdo lenta, pode-se considerar a aproximagdo
E[v(K)v'(p)] = E[v(K)]JE[v'(p)] [44]. Assim, (3.30) juntamente com a (3.18) permite

determinar &(n) para qualquer n.
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3.6 RESULTADOS DE SIMULACAO

Para avaliar o modelo proposto, sdo apresentados alguns exemplos aplicados a um
problema de identificagcdo de sistema. Para a estrutura em sub-bandas, sdo usados bancos
de filtros do tipo cosseno modulado [42]. O sinal de entrada ¢ um sinal Gaussiano

correlacionado, obtido através de um  processo AR(2) definido por
x(n)=a,x(n—1)+a,x(n—2)+v(n), onde v(n) é um sinal branco, com variancia .. Os
coeficientes do processo auto-regressivo sdo: a, =1,3214 e a, =—0,8500 e a dispersdo
dos autovalores da matriz de autocorrelacao do sinal de entrada ¢ 670. O ruido de medicao

z(n) tem uma variancia 6 =10 (SNR =40 dB). A planta utilizada tem uma resposta ao

impulso dada por uma janela de Hanning com 10 coeficientes.

Efw(k)]

_0. 4 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Iteragdes

(a)
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1.2
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Figura 3.3. Comportamento médio do vetor de coeficientes E[w(k)]. (a) Para quatro

sub-bandas: simulagdo MC (linha cinza); modelo proposto (linha preta). (b) Para oito

sub-bandas: simulagdo MC (linha cinza); modelo proposto (linha preta).

Dois exemplos, utilizando-se dois tamanhos de bancos de filtros tipo cosseno
modulado [40] (quatro e oito sub-bandas), sdo considerados. O comprimento dos filtros de
analise e sintese ¢ J =32 para o caso de quatro sub-bandas ¢ J =64 para 8 sub-bandas.
Esses valores sdo iguais aos considerados em [27], [28]. Outros parametros usados sdo:
n=0,Ip ., U =1, €=0,01 e M =32. A Figura 3.3 mostra o0 momento de primeira
ordem do vetor de coeficientes do filtro adaptativo obtido por simulacdo Monte Carlo
(MC) e pelo modelo proposto usando as expressdes (3.18) e (3.20). Observa-se uma
concordancia muito boa entre as predi¢des obtidas pelo modelo e os resultados de

simulacdo. O valor w_ obtido de (3.21) coincide com o valor de regime permanente

obtido das simulagdes.
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Figura 3.4. Comparagdo do comportamento do modelo para a curva de

aprendizagem do algoritmo NSAF e da simulagcdo MC.

Na Figura 3.4, sao ilustradas as curvas de aprendizagem do algoritmo NSAF, para 4
e 8 sub-bandas, obtidas por simulagdo MC (média de 300 rodadas independentes) e a partir
do modelo proposto, equacao (3.30). Nessa mesma figura também ¢ ilustrada a curva de
aprendizagem do algoritmo NLMS, apresentada para fins de comparagdo. Os passos de
adaptacdo dos diferentes algoritmos sdo selecionados para se obter o mesmo erro em
regime permanente. Novamente, observa-se uma boa concordancia entre o resultado do

modelo proposto e os obtidos por simulagdo.

3.7 COMPARACAO NSAF versus GSD-NLMS

Nesta se¢do, sdo apresentadas simulagdes dos algoritmos NSAF ¢ GSD-NLMS, as
quais possibilitam comparar o comportamento de ambos os algoritmos. E considerado um
problema de identificacdo de sistema para uma planta representada por uma janela de

Hanning de 10 coeficientes. As estruturas utilizadas sdo:
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. Algoritmo NSAF: 4 sub-bandas (M =4), banco de filtros cosseno modulado

com 4 sub-bandas e filtros de comprimento J =32 .

o Algoritmo GSD-NLMS: 4 sub-bandas implementadas por uma DCT, L=2 e
K=4.

No primeiro caso analisado ¢ considerado que ambos algoritmos apresentem o
mesmo erro em regime permanente. Para cumprir com tal condigdo, o passo de adaptacao

do NSAF ¢ p=0,05p,, e do GSD-NLMS, p=0,07p,, . A Figura 3.5 ilustra o

comportamento de ambos os algoritmos. Nesse caso, observa-se que o algoritmo

GSD-NLMS apresenta uma velocidade de convergéncia maior.

No segundo caso, sdo considerados os algoritmos na condi¢do de igual velocidade

de convergéncia. Para tal, o passo de adaptagdo do NSAF ¢ pu=0,45n__ e do
GSD-NLMS, pn=0,5n, . . A Figura 3.6 ilustra os resultados de ambos os algoritmos.

Nesse caso, o algoritmo NSAF apresentou um maior erro em regime permanente.

10" B

_ Modelo NSAF
(ol

Simulagdo NSAF

EQM

-2
0k
Modelo GSD-NLMS

-4
10
Simulagdo GSD-NLMS

-5
10

1 | 1 | 1 | 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
IteragOes

Figura 3.5. Comparagdo do comportamento das curvas de aprendizagem dos algoritmos

NSAF e GSD-NLMS para o mesmo erro em regime permanente.
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Figura 3.6. Comparagdo das curvas de aprendizagem dos algoritmos NSAF ¢ GSD-NLMS
para igual velocidade de convergéncia: simulagdo MC (média de 200 realizagdes

independentes).

O algoritmo NSAF apresenta um maior erro de estimagdo. O custo computacional

do algoritmo NSAF ¢ 3N +M +3MJ (considerando o calculo recursivo da poténcia

média), enquanto para o algoritmo GSD-NLMS é 3KM +M + M? (considerando o célculo
recursivo de poténcia média e implementacdo completa da DCT). Para os exemplos
apresentados (planta em 10 coeficientes), a complexidade computacional do algoritmo

NSAF ¢ muito maior do que a do algoritmo GSD-NLMS.

3.8 CONCLUSOES

Neste capitulo, foi apresentado um modelo estatistico para o momento de primeira
ordem do vetor de coeficientes e para a curva de aprendizagem do algoritmo NSAF. O
modelo proposto ¢ independente da ordem do filtro adaptativo, como também do tipo de
filtro usado nos bancos de analise e sintese. Para o modelo obtido, é considerado um
parametro de regularizacdo, usado na operacdo de estimacdo da poténcia média requerida

pelo algoritmo.
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Na determinac¢do do modelo, sdo considerados sinais de entrada Gaussianos e passo
de adaptagdo pequeno, o que restringe o modelo para condi¢des de adaptacdo lenta.

Adicionalmente, para determinar E[J,(k)] ¢ assumido que os sinais transformados sdo
independentes e, dessa forma, resultando em uma distribuigdo qui-quadrado para o
processo {|ui(k)|2 }. Embora essa hipotese ndo seja de todo verdadeira, os resultados de

simulagdo obtidos evidenciam uma satisfatdria precisdo do modelo aqui proposto.



CAPITULO 4

CONCLUSOES FINAIS

O objetivo deste trabalho foi a modelagem estatistica de dois algoritmos em
sub-banda: algoritmo LMS normalizado aplicado a uma estrutura em sub-bandas
generalizada (GSD-NLMS) e o algoritmo em sub-bandas normalizado (NSAF). Esses dois
algoritmos ndo apresentam problemas estruturais usualmente encontrados nos algoritmos
em sub-banda, tais como os decorrentes do recobrimento de espectros de freqiiéncia.

Assim, 0 GSD-NLMS e o NSAF exibem um melhor comportamento de convergéncia.

No presente estudo foram determinados os modelos analiticos que descrevem o
comportamento dos momentos de primeira e segunda ordens dos coeficientes do filtro
adaptativo e da curva de aprendizagem, sendo tais contribuigdes, em nosso conhecimento,

inéditas.

Tanto para o GSD-NLMS quanto para o NSAF, sdo consideradas a natureza
variante no tempo do passo de adaptagao como também uma constante positiva adicionada
a estimativa da poténcia dos sinais que fornece estabilidade numérica aos algoritmos para o
caso de sinais de entrada ndo persistentes. Dessa forma, os modelos propostos permitem

predizer condigdes reais de operacao.

Para determinar os modelos propostos neste trabalho, foi preciso fazer uma série de

consideragdes e hipodteses simplificativas. Dentre as mais restritivas, podem-se citar:

e Os vetores de coeficientes dos filtros adaptativos e os vetores de sinais sdo
independentes. Essa hipotese permite calcular de forma separada os valores
esperados dos vetores de coeficientes e de sinais, sendo uma hipdtese bastante
utilizada em andlise de filtros adaptativos; no entanto, ela limita a abrangéncia do

modelo ao caso de adaptagdo lenta (valores pequenos de passo de adaptagdo).

e Calculo do valor esperado E[1/ x' (n)x(n)], onde x(n) é um vetor contendo as

amostras do processo de entrada. Aqui foi considerado que o processo {x*(n)} tem

distribui¢do qui-quadrado. Essa hipdtese apenas ¢ valida para sinais independentes.
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No entanto, a utilizagdo dessa consideracdo, no contexto da modelagem de sistemas
adaptativos com adaptacdo lenta, fornece ainda resultados aceitaveis para sinais
correlacionados. O modelo que se mostrou mais influenciado por tal conjectura foi

o momento de primeira ordem dos coeficientes do GSD-NLMS.

e Sinais Gaussianos: essa hipdtese ¢ usualmente considerada em modelagem de

estruturas adaptativas.

Em geral, os resultados obtidos, levando em conta as hipdteses estabelecidas,
mostraram uma boa concordancia entre os modelos propostos e as simulagcdes MC. Essas
hipdteses limitam os valores do passo de adaptacdo do algoritmo e o grau de correlagdo do
sinal de entrada, como foi mostrado nas simulagdes. Particularmente, o modelo do
momento de primeira ordem do vetor de coeficientes do algoritmo GSD-NLMS foi o mais
suscetivel ao grau de correlagdo do sinal de entrada. Em compensacdo, a partir desse
modelo foi possivel inferir que o valor esperado do vetor de coeficientes, de dimensdao KM,
esta sempre restrito a um hiperplano de dimensao N. Aplicando essa restrigdo foi possivel
obter uma expressdo para o valor em regime permanente dos coeficientes do algoritmo,

sendo que antes tais valores s6 podiam ser determinados através de simulagao.

Da comparagdo entre os dois algoritmos estudados, verifica-se que o algoritmo

GSD-NLMS ¢ o mais rapido. Ambos os algoritmos tém ordem de complexidade O(N).

Como proposta para trabalhos futuros, pode-se considerar a possibilidade de se
obter modelos mais precisos, aprimorando ou fazendo menos restritivas as hipdteses aqui

assumidas.

Tanto o algoritmo NLMS-GSD quanto o NSAF apresentam caracteristicas
similares a outros algoritmos adaptativos em sub-bandas e, portanto, a experiéncia
adquirida neste trabalho de dissertacdo pode também ser utilizada para obter uma anélise

de outros algoritmos adaptativos pertencentes a familia de filtros em sub-banda.
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