View metadata, citation and similar papers at core.ac.uk brought to you by .{ CORE

provided by Repositério Institucional da UFSC

ANA LUCIA DRIEMEYER FRANCO

CONTROLE NAO LINEAR ROBUSTO:
UM METODO BASEADO EM UMA
LINEARIZACAO POR
REALIMENTACAO

FLORIANOPOLIS
MARCO 2006


https://core.ac.uk/display/30370043?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1

UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO
EM ENGENHARIA ELETRICA

CONTROLE NAO LINEAR ROBUSTO:
UM METODO BASEADO EM UMA
LINEARIZACAO POR REALIMENTACAQO

Tese submetida a
Universidade Federal de Santa Catarina
como parte dos requisitos para a
obtencao do grau de

Doutor em Engenharia Elétrica

por

ANA LUCIA DRIEMEYER FRANCO

Florianépolis, 21 de Marco de 2006.



Controle Nao Linear Robusto: um método baseado

em uma linearizacao por realimentacao

Ana Liuicia Driemeyer Franco

Esta tese foi julgada adequada para a obtencao do titulo de Doutor em
Engenharia Elétrica, area de concentracao Automacgao e Sistemas, e aprovada
em sua forma final pelo Programa de Pés-Graduagao em Engenharia Elétrica da

Universidade Federal de Santa Catarina.

Edson Roberto De Pieri, Dr.
Orientador

Henri Bourles, Dr.
Co-Orientador

Alexandre Trofino Neto, Dr.
Coordenador do Programa de Pés-Graduagao em Engenharia Elétrica

Banca Examinadora:

Edson Roberto De Pieri, Dr. Henri Bourles, Dr.

Eugénio de Bona Castelan Neto, Dr. Hisham Abou-Kandil, Dr.

Paulo Sérgio Pereira da Silva, Dr. Sophie Tarbouriech, Dr.



Resumo da Tese apresentada a UFSC como parte dos requisitos necesséarios

para a obtencao do grau de Doutor em Engenharia Elétrica.

Controle Nao Linear Robusto:

um método baseado em uma linearizagao por realimentacao

Ana Licia Driemeyer Franco

Orientador: Edson Roberto De Pieri, Dr.

Co-Orientador: Henri Bourles, Dr.

Area de Concentragao: Automacao e Sistemas

Palavras-Chave: controle robusto, sistemas nao lineares, observadores nao lineares,
linearizacao por realimentacao, fatoragao coprima nao linear , suspensao magnética

Numero de Paginas: 151

Esta tese trata do problema de controle robusto de sistemas nao lineares em relagao
a variacgoes de parametros e/ou incertezas de modelo nao estruturadas. Na concepgao
do controlador nao linear robusto aqui proposto, sao usadas técnicas de sintese linear
H., combinadas a linearizacao por realimentacao robusta. Com esta linearizacao por re-
alimentacao particular, o sistema nao linear é transformado em sua aproximagao linear
em torno de um ponto de operagao. A seguir, o controlador linear para este sistema
linearizado é obtido pelo método de sintese H,, de McFarlane-Glover com loop-shaping,
o que permite definir as caracteristicas de robustez e desempenho desejadas. A esta-
bilidade robusta local do controlador nao linear robusto assim definido é demonstrada
teoricamente. Além disso, este controlador é avaliado em uma aplicacao, a suspensao
magnética com 4 polos, na qual é feita uma comparacao com dois outros métodos, e
as suas vantagens sao destacadas. Como o controlador proposto é restrito aos sistemas
cujo estado é conhecido, uma maneira de estendé-lo a outros sistema, através do uso
de observadores de estado, é estudada. O controlador nao linear robusto associado a

observadores ¢ avaliado em uma aplicagao, a suspensao magnética com 1 pédlo.

v



Abstract of Thesis presented to UFSC as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Doctor in Electrical Engineering.

Robust Nonlinear Control:

an approach based on a feedback linearization

Ana Licia Driemeyer Franco

Advisor: Edson Roberto De Pieri, Dr.

Co-Advisor: Henri Bourles, Dr.

Area of Concentration: Automation and Systems

Keywords: robust control, nonlinear systems, nonlinear observers, feedback lineari-
zation, nonlinear coprime factorization, magnetic bearing system

Number of Pages: 151

This thesis addresses the problem of robust control of nonlinear systems with respect
to parameter variations and/or unstructured model uncertainties. In the conception
of the robust nonlinear controller proposed here, techniques of linear H., synthesis
associated with a robust feedback linearization are used. With this particular feedback
linearization, the nonlinear system is transformed into its linear approximation around
an operating point. Then, the linear controller for this linearized system is obtained by
using the McFarlane-Glover method for H, synthesis with loop-shaping, which allows
specifying the desired performance and robustness. The local robust stability of the
robust nonlinear controller thus defined is demonstrated theoretically. Furthermore,
this controller is evaluated in an application, the magnetic suspension with 4 poles,
where a comparison with two other methods is made, and its advantages are pointed
out. Since the proposed controller is restricted to systems whose state is known, a
procedure to extend it to other systems, by using state observers, is also studied. The
robust nonlinear controller associated with the observers is evaluated in an application,

the magnetic suspension with 1 pole.



AGRADECIMENTOS

Este trabalho de tese foi realizado no Departamento de Automagao e Sistemas
(DAS), Florianépolis, Brasil, e no laboratério Systémes et Applications des Technologies
de I’Information et Z’Energie (SATIE), Cachan, Franga. Agradego ao coordenador do
DAS, Jean-Marie Farines, e ao diretor do SATIE, Sylvain Allano.

Gostaria de exprimir todo o meu reconhecimento aos meus orientadores de tese, Ed-
son Roberto de Pieri e Henri Bourles, pela sua orientagao, os seus numerosos conselhos
e o seu apoio constante.

Dirijo todos os meus agradecimentos a Hisham Abou-Kandil por ter-me dado a
oportunidade de estudar na Franca e por ter aceitado participar na banca desta tese.

Agradego particularmente a Sophie Tarbouriech e a Paulo Sérgio Pereira da Silva
que aceitaram julgar este trabalho e ser os seus relatores.

Tenho igualmente a agradecer a Eugénio de Bona Castelan Neto pela sua parti-
cipacao na banca desta tese.

A todos os membros da banca nomeados acima, exprimo a minha profunda gratidao.
Os seus comentdrios e as suas sugestoes foram extremamente judiciosos e apreciados.

Agradeco a todos os membros do DAS e do SATIE pela sua amizade e seu apoio
durante estes quatro anos de tese. Mais especialmente, agradeco a Marc Jungers,
Alexandre Renaux, Stéphanie Bay, Angela Quinlan, Christophe Vanstraceele e Lynda
Cherfi pela recepgao calorosa e pela sua ajuda ao longo da realizacao deste trabalho.

Termino por um grande agradecimento aos meus pais e a Francois Rambeau, aos

quais dedico este manuscrito.

vi



SUMARIO

Introducao

1 Linearizagao por Realimentagao de Sistemas Nao Lineares
1.1 Imtroducao . . . . . . . . . . ..
1.2 Formulagao do Problema . . . . . . ... .. ... ... ..
1.3 Condigoes Necessarias e Suficientes a Linearizagao por Realimentagao .
1.4 Linearizacao por Realimentagao Classica . . . . . . . ... ... .. ..
1.5 Linearizacao por Realimentagao Robusta . . . . . .. .. .. ... ...

1.6 Conclusao . . . . . .

2 Controlador Nao Linear Robusto

2.1 Introducao . . . . . . . ..
2.2 Formulagao do Problema . . . . . . .. ... ... ... ...
2.3 Revisao da W-Estabilidade . . . . . . . .. ... ...
2.4 Controlador Hy, Elementar . . . . . . . . . .. ... ... ... . ....
2.5 Controlador Nao Linear Robusto com H,, Elementar . . .. .. .. ..
2.6 Controlador H,, de McFarlane-Glover . . . . . . . . . ... ... ....
2.7 Controlador Nao Linear Robusto com H,, de McFarlane-Glover

2.8 Procedimento para a Obtencao do Controlador Nao Linear Robusto . .

2.9 Conclusao . . . . .

3 Observadores para Sistemas Nao Lineares

vii

© 9 o

10
13
23

24
25
26
27
29
30
35
42
49
51

53



3.1 Imtroducao . . . .. .. .. ... ... ...
3.2 Formulagao do Problema . . . . . . ... ... ...
3.3 Observabilidade de um Sistema Nao Linear . . . . .
3.4 Observadores de Ordem Reduzida . . . . . . . . ..

3.4.1 Observador Linear de Ordem Reduzida . . .

3.4.2 Observador Nao Linear de Ordem Reduzida

3.5 Observadores de Ordem Completa . . . . . . . . ..

3.5.1 Observador Nao Linear com Termo Integral

3.6  Procedimentos de obtencao dos observadores . . . .

3.7 Conclusao . . . . . . . .

4 Aplicagao: Suspensao Magnética MIMO

4.1 Introducao . . . . . . .. .. ... ... ... ..
4.2 Modelo da Suspensao Magnética MIMO . . . . . .
4.3 Projeto dos Controladores . . . . . .. .. ... ..
4.4 Simulagdes . . . . .. ..o

4.5 Conclusdo . . . . . . .

5 Aplicagao: Suspensao Magnética SISO

5.1 Introducao . . . . . . ... .. ...
5.2 Modelo da Suspensao Magnética SISO . . . . . ..
5.3 Projeto do Controlador . . . . . . .. ... ... ..
5.4 Sintese dos Observadores . . . . . . . ... .. ...
5.5 Simulagoes . . . . . . ...

56 Conclusdo . . . . . . .

Conclusao

A Conceitos de Geometria Diferencial

B Conceitos da Teoria de Sistemas Nao Lineares

viil

73
74
75
79
90
94

95
96
97
100
105
110
117

118

123

126



C Fatoragao Coprima Normalizada
C.1 Fatoracao de Sistemas Lineares . .

C.2 Fatoracao de Sistemas Nao Lineares

D Programas Matlab

1X



LISTA DE FIGURAS

1.1 Linearizacao por realimentacao. . . . . . . . . .. .. .. ... .. ... 8
1.2 Controle linear aplicado diretamente ao sistema nao linear. . . . . . . . 17
1.3 Linearizacao por realimentacao robusta combinada ao controle linear. . 17
2.1 Controle nao linear robusto. . . . . . . ... .. ... ... .. ..... 27
2.2 Forma padrao do sistema em malha fechada. . . . . . .. ... ... .. 29
2.3 Diagrama padrao de andlise da robustez de um sistema linear. . . . . . 29
2.4 Sistema linear em malha fechada com controlador K. . . . . . .. ... 30
2.5 Diagrama padrao de anélise da robustez de um sistema nao linear. . . . 31
2.6 Sistema nao linear com linearizacao por realimentacao e controle. . . . 32
2.7 Sistema linear perturbado com fatoracao a esquerda. . . . . ... ... 36
2.8 Sistema linear perturbado com fatoracao a direita. . . . . . . . .. . .. 38
2.9 Loop-shaping de um sistema linear. . . . . . . . . . . ... ... .... 41
2.10 Loop-shaping do sistema nao linear. . . . . . . . .. ... ... .. ... 44
2.11 Sistema nao linear fatorado a direita. . . . . . . .. ... ... ... .. 45
2.12 Sistema nao linear fatorado a direita em malha fechada. . . . . . . . . . 48
2.13 Loop-shaping do sistema nao linear simplificado em torno da origem. . 49
3.1 Linearizacao por realimentacao robusta combinada ao observador. . . . 55

3.2 Linearizacao por realimentacao robusta combinada ao observador linear. 56

4.1 Visao superior da suspensao magnética MIMO. . . . .. ... ... .. 75

4.2 Diagrama de valores singulares de G,, W.G, e K,G,.. . . . . . ... .. 85



4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8
4.9
4.10
4.11
4.12

5.1
5.2
5.3
5.4
2.5
5.6
5.7
2.8
2.9
5.10
5.11
5.12
5.13
5.14

Diagrama de valores singulares de G, W.G. e K.G.. . . . ... .. ..
Diagrama de valores singulares de K.G. e K,G,. . . . . . . . .. .. ..
Posi¢ao zy no caso nominal. . . . . . ...
Tensoes e; € e no caso nominal. . . . . . . . . .. ... ..
Posic¢ao zy para o controlador LRC + Hy. . . . . . ... ... ... ..
Tensoes e1 e ey para o controlador LRC + Heoo . . . 0 0 0 0 0 0 0 0L L.
Posigao z, para o controlador CL Hoo. . . . . . . . . ... ... .
Tensoes e; e ey para o controlador CL Hy. . . . . . . . ... ... ...
Posicao zy para o controlador LRR + Hoo. . . . . . . .. ...

Tensoes e; e ey para o controlador LRR + Hoo. . . . . . . . . . ... ..

Esquema da suspensao magnética SISO. . . . . ... ... ... ....
Diagrama de valores singulares de G,, WG, e K,G,.. . . . . . . .. ..
Posi¢ao z no caso nominal. . . . . . .. ...
Tensao e no caso nominal. . . . . . . . . .. ... ... ...
Posigao z para o caso (i), com varia¢ao de parametros de £2%. . . . . .
Tensao e para o caso (i), com variagao de parametros de £2%. . . . . .
Posigao z para o caso (ii), com variagao de parametros de +2%.

Tensao e para o caso (ii), com variacdo de parametros de £2%. . . . . .
Posigao z para o caso (iii), com variagdo de parametros de £2%. . . . .
Tensao e para o caso (iii), com variacao de parametros de +2%.
Posicdo z para o caso (iv), com variagao de parametros de +2%. . . . .
Tensao e para o caso (iv), com variagdo de parametros de £2%.
Posigao z para o caso (iv), com variagao de parametros de +10%.

Tensao e para o caso (iv), com variagao de parametros de £10%. . . . .

x1



LISTA DE TABELAS

4.1 Valores nominais dos parametros da suspensao magnética MIMO. . . . 79
4.2 Valores minimos e maximos dos parametros. . . . . . . . .. .. .. .. 90
5.1 Valores nominais dos parametros da suspensao magnética SISO. . . . . 99

x1i



NOTACAO

Simbolos

R :conjunto dos nimeros reais

Rt :conjunto dos niimeros reais positivos

R™ :conjunto dos vetores reais de dimensao n

Ly :espaco de Lebesgue das funcoes h : R™ — R™ que sao
Lebesgue-mensuraveis e quadraticamente-integraveis

wm . (espago de Sobolev) conjunto das fungoes h : R™ — R"
tais que h e h pertencem & L} e h(0) = 0

span(zy,...,z,) : subespago vetorial gerado por xi,...,x,

MT . transposta de uma matriz M

M-t : inversa de uma matriz M

M-1/2 . inversa da raiz quadrada de uma matriz M

p(M) . raio espectral de uma matriz M

posto(M) :  posto de uma matriz M

I (ou I,) . matriz identidade de ordem adequada (ou de ordem n)

Omxn :  matriz nula de ordem m x n

|G ($)|loo : norma H,, de uma matriz de transferéncia G(s)

|G (s)|lu : norma de Hankel de uma matriz de transferéncia G(s)

172 : norma de uma fungao h : Rt — R" no espago L}

A || w : norma de uma fungao h : R™ — R" no espago W™

yw,(G) : W-ganho local de um operador nao linear G : W™ — W™
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Nesta tese, estuda-se o problema de controle nao linear robusto em relacao a va-
riagoes de parametros e/ou incertezas de modelo nao estruturadas. Na literatura,
existem numerosos métodos de controle nao linear, mas poucos possuem as proprieda-
des de robustez necesséarias as aplicagoes industriais. Entre estes, pode-se citar certas
formas de backstepping [26, 27] e de controle a estrutura varidvel [6, 19]. No entanto,
a analise da robustez obtida com estes métodos é complexa e feita geralmente caso a
caso, o que dificulta a sintese de controladores, especialmente para a escolha de ganhos
e outros parametros.

Por outro lado, para os sistemas lineares existem varios métodos de sintese que
permitem a obtencao de controladores robustos (Hy, p-anélise entre outros). Todavia,
a aplicacao direta de um controlador linear, mesmo que seja robusto, a um sistema nao
linear nao proporciona bons resultados, principalmente quando o sistema se afasta do
ponto de operagao utilizado no projeto do controlador.

O ideal seria encontrar um método que conserve a simplicidade da sintese linear,
mas que considere ao mesmo tempo as nao linearidades do sistema. Para tanto, esta
tese trata da concepc¢ao de um controle nao linear robusto para os sistemas nao lineares
afins na entrada utilizando uma abordagem baseada na linearizacao por realimentacao.

A linearizacao por realimentacao é um método que possibilita a transformacao exata
de um sistema nao linear em um sistema linear (no caso nominal). Neste método, uma
primeira malha de realimentacao lineariza o sistema. Em seguida, uma segunda malha,
formada por um controlador linear, age sobre o sistema linearizado. Esta é a grande
vantagem da linearizacao por realimentacao, que torna possivel a utilizagao de técnicas
de sintese linear para o projeto de um controlador para um sistema nao linear.

Em particular, com a linearizagao por realimentagao robusta (a abordagem utilizada
neste trabalho), o sistema linear obtido corresponde & aproximagao linear do sistema
nao linear em torno de um ponto de operagao. Conseqlientemente, o comportamento
do sistema resultante é similar ao comportamento do sistema original. Desta forma, as
propriedades do controlador linear sao (em parte) mantidas quando ele é associado a

linearizacao por realimentacao robusta e aplicado ao sistema nao linear.
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Portanto, a op¢ao natural para o controlador linear é um controlador robusto, por
exemplo, um controlador H,,. Neste caso, é possivel provar que a estabilidade robusta
local ¢ atingida, o que é demonstrado neste trabalho. Também é possivel estabelecer
margens de robustez associadas ao sistema em malha fechada, permitindo determinar
quais incertezas sao aceitaveis.

Assim, o controle nao linear robusto estudado nesta tese consiste na associacao da
linearizacao por realimentacao robusta a um controlador H...

O desempenho e a robustez deste controle sao avaliados em uma aplicacao, a sus-
pensao magnética com quatro pélos. Este sistema possui fortes nao linearidades e pode
estar submetido a grandes incertezas. Conseqiientemente, este ¢ um bom exemplo de
sistema nao linear para o qual é necessario utilizar um controle nao linear robusto. Uma
comparagao ¢ feita com outros dois métodos (o controle linear direto e a linearizagao
por realimentacao cléssica associada a um controlador H,, os quais sao revistos neste
documento) e as vantagens do controle nao linear robusto sao destacadas.

Contudo, a utilizacao do controle nao linear robusto é restrita aos sistemas cujo
estado é mensuravel, pois o conhecimento dos valores das variaveis do sistema € ne-
cessario para a realizacao da linearizagao por realimentagao. Para estender o campo de
aplicagao desta forma de controle aos sistemas cujo estado nao é mensuravel, estudou-se
a possibilidade de estimar o estado destes sistemas. Trés diferentes tipos de observa-
dores sao analisados e os resultados preliminares deste estudo sao apresentados neste
documento.

Para avaliar o desempenho e a robustez do controle nao linear robusto quando
combinado aos trés diferentes observadores, utiliza-se como exemplo uma suspensao
magnética com um tunico eletroima que se opoe a forca gravitacional. Apesar de ser
mais simples que a suspensao magnética com quatro polos, este sistema também possui
nao linearidades e incertezas importantes.

Este documento é organizado em duas partes. A primeira diz respeito a teoria e
compreende os Capitulos 1, 2 e 3. A segunda apresenta os exemplos de aplicacao e

compreende os Capitulos 4 e 5. Uma descricao de cada capitulo é dada a seguir:
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e No Capitulo 1, é apresentada a linearizacao por realimentagao. As condicoes
necessarias e suficientes para a realizacao da linearizacao sao revistas e os métodos

de linearizagao por realimentacao classica e robusta sao expostos.

e No Capitulo 2, o controle nao linear robusto é proposto e o teorema de estabilidade
robusta ¢ enunciado e demonstrado. O método de sintese de McFarlane-Glover, o

qual permite a obtencao de um controlador H,, de maneira analitica, é revisado.

e No Capitulo 3, os observadores para sistemas nao lineares sao analisados. O
conceito de observabilidade nao linear é evocado e a relagao entre um sistema

observavel e um sistema linearizavel por realimentacgao é estabelecida.

e No Capitulo 4, é apresentado o primeiro exemplo de aplicacdao, a suspensao

magnética com quatro polos.

e No Capitulo 5, é apresentado o segundo exemplo de aplicacao, a suspensao

magnética com um unico eletroima.

Neste documento, os resultados retirados da literatura sao apresentados nas pro-
posi¢coes enquanto as contribuicoes originais sao dadas sob a forma de lemas e teo-

remas.



CAPITULO 1

Linearizacao por Realimentacao

de Sistemas Nao Lineares
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1.1 Introducao

Um dos métodos mais difundidos para o controle de um sistema nao linear consiste
em projetar um controlador linear para a aproximacao deste sistema em torno de um
ponto de operacao e, a seguir, aplica-lo diretamente ao sistema nao linear. A princi-
pal vantagem deste método é de poder utilizar qualquer uma das diversas técnicas de
sintese de controladores da teoria de sistemas lineares, que é mais simples e mais conhe-
cida que a teoria de sistemas nao lineares. Por outro lado, uma grande desvantagem
deste método ¢é que a aproximagao linear do sistema ¢ valida em uma regiao limitada
em torno do ponto de operagao e, durante o seu funcionamento, o estado do sistema
pode se afastar consideravelmente desta regiao. Neste caso, o sistema apresenta um
comportamento diferente do esperado, o que pode reduzir a eficiéncia do controlador.

A idéia da linearizacao por realimentagao surgiu como uma maneira de contornar
este problema. Neste método, existe uma primeira malha de realimentacao que trans-
forma o sistema nao linear em um sistema linear e, entao, uma segunda malha com
um controlador linear que atua sobre a primeira malha. Evidentemente, em relagao ao
método mencionado anteriormente, mantém-se a vantagem de utilizar uma técnica de
sintese linear para o projeto do controlador. Além disso, a desvantagem é eliminada,
pois realiza-se uma transformacao exata do sistema nao linear em sistema linear ao
invés de uma simples aproximacao.

A linearizacao por realimentacao cldssica!, desenvolvida no inicio dos anos 80 em
trabalhos como, por exemplo, [20], é atualmente um método bem conhecido, apresen-
tado em muitos livros didéticos de controle nao linear [22, 25, 36]. Neste método, o
sistema nao linear é transformado em um sistema linear na forma canonica de Bru-
novsky, que corresponde a cadeias de integradores. Apesar de permitir o projeto de
um controlador linear, esta forma representa um inconveniente, pois é extremamente
sensivel a variagoes de parametros, além de nao ter nenhuma semelhanga com o sistema

original.

LO termo “cldssico” foi adicionado para diferenciar este método do outro método de linearizacdo
por realimentacao apresentado neste documento.
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Com o objetivo de obter maior robustez para o sistema controlado, um novo método
de linearizacao por realimentacdo, a linearizacdo por realimentacao robusta? | foi
proposto recentemente em [16]. Neste método, o sistema resultante, apds a trans-
formacao, corresponde a aproximacao linear do sistema original em torno de um ponto
de operacao. Assim, o comportamento do sistema linearizado resultante é semelhante
ao comportamento do sistema original. Intuitivamente, pode-se presumir que isto im-
plica em maior robustez do sistema em malha fechada, pois em caso de variagoes de
parametros e/ou incertezas de modelo nao estruturadas os dois sistemas apresentam
respostas parecidas. Portanto, as propriedades atribuidas ao controlador linear sao
conservadas quando ele ¢é associado a linearizacao por realimentacao robusta e aplicado
ao sistema nao linear. Exemplos de utilizacao deste método sao dados em [5, 38].

Na Secao 1.2 deste capitulo, o problema da linearizagao por realimentacao é for-
mulado. Na Secao 1.3, as condi¢Oes necessarias e suficientes para a linearizacao por
realimentacao sao revistas. A linearizacao por realimentacao classica é apresentada na

Secao 1.4 e a linearizacao por realimentacao robusta, na Secao 1.5.

1.2 Formulacao do Problema

Seja o sistema nao linear afim na entrada com n varidveis de estados e m entradas

descrito pela equacgao de estados

m
i = fz) + g(@)u=flx)+ Y gilr)u (1.1)
i=1
na qual x € R" representa o estado, u € R™ representa a entrada de controle e
f(z), gi1(z),..., gm(z) sdo campos vetoriais suaves definidos em um subconjunto
aberto de R", e seja o ponto de operacao xy. Assume-se que o estado x é conhecido.

O objetivo da linearizacao por realimentacao é encontrar uma transformacao de

2Na tradugdo da denominacdo francesa “linéarisation par bouclage robuste”, utilizada pelos autores
em [16].
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coordenadas, dada por um difeomorfismo® ¢(z), tal que

2 = 6(z) (1.2)

com z € R”, e uma realimentacao de estados

u(z,v) = a(x) + f(x)v (1.3)

sendo v € R™ a nova variavel de controle, que permitam transformar o sistema (1.1)

em um sistema linear na forma

2= Az+ Bv (1.4)

na qual (A,B) é um par controldvel.
A linearizacao por realimentacao é implementada conforme o diagrama de blocos
mostrado na Figura 1.1. Assim, o sistema visto de v a z é linear e pode ser tratado

como tal.

v — o(z) + B(z)v U _ ?iste.ma T - $(z) z
Nao Linear

Sistema Linearizado

Figura 1.1: Linearizacao por realimentagcao.

Inicialmente, é necessério definir as condigoes que o sistema (1.1) deve satisfazer
para que possa ser linearizado por realimentacao. Estas condigoes sao apresentadas na

proxima secao.

3A definicdo de difeomorfismo € apresentada no Apéndice B.
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1.3 Condicoes Necessarias e Suficientes a Linea-
rizacao por Realimentacao

Sejam as distribuicoes* Gy C G C ... C G,_; associadas ao sistema nao linear

(1.1) e construidas de acordo com
Gi:span{adl;gj:nggi,1§j§m}, 0<i<n-1 (1.5)

Assume-se que as distribui¢oes G; satisfazem as hipdteses:

(H1) cada uma das distribuigdes G;, para 0 < i < (n — 1), tem dimensao constante

ao redor de z,
(H2) cada uma das distribuiges G;, para 0 < i < (n — 2), é involutiva e
(H3) a distribuigao G,,—; tem dimensao n.
As duas proposicoes relembradas a seguir sao classicas [22]:

Proposicao 1.1. Se as distribuicoes Go, G1, . ..,G,_1 satisfazem as hipoteses H1, H2
e H3, entao existem funcoes escalares reais A\i(x), -, Am(z) definidas em uma vizi-

nhanca U de g, de graus relativos ri,--- ,ry, comry + -« +ry, =n, tais que:

e para todo i € [1,m], todo j € [1,m] e todo x € U

Egz')‘j('r) = Lgvﬁf/\J(I) == Egiﬁ;j_2)\j(l’) =0

e o matriz M(x) dada por

Loy () o Lo L7 N ()
Eglﬁgm_l)\m(:c) e Egmﬁgm_l)\m(x)

4 As definicoes de distribuicdo, involutividade e grau relativo (conceitos utilizados nesta se¢do) sio
dadas no Apéndice B. As ferramentas matemdticas derivada de Lie e colchete de Lie sdo apresentadas
no Apéndice A.
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¢ nao singular para todo x € U.

O vetor A(z) formado pelas fungoes Ai(x),- -+, Ay (2), na forma
()
Az)=| (1.6)
Am(2)

é escolhido como a saida para a equagao de estados (1.1), resultando no novo sistema

= f(z)+g(zr)u= flr)+ i(2)u;
() + g(x) () ;g() w

y = Az)

Este sistema possui m entradas e m saidas, sendo por isso chamado um sistema qua-

drado.

Proposicao 1.2 (Sistema Linearizavel por Realimentagao). Se as distribuicoes
Go, Gy, ...,G,_1 satisfazem as hipoteses HI, H2 e HS3, entdo o sistema ndo linear

(1.7) € linearizdvel por realimentagdo.

Tendo definido o que é um sistema linearizavel por realimentagao, passa-se a apre-
sentacao dos métodos de linearizagao por realimentagao classica e de linearizacao por

realimentacao robusta.

1.4 Linearizacao por Realimentagao Classica

Seja um sistema linear na forma canonica de Brunovsky dado por

Te = Acte + Bevg
(1.8)

Yy = chc
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com

Ormxl

Ce,

OlXT1

Ol><7’1

07’1 X1

Orm Xro
07"1 x1
B.,
Orm x1
0 1X7re

Ce,

01><7"2

07‘1 XTm

07‘2 XTm

OT1><1

OT'2><1

B,

01><7“m
01><rm
C

Cm

sendo que cada matriz A., é uma matriz r; X r; cuja superdiagonal é composta por

1’s e todos os outros elementos sao 0’s, cada vetor B, é um vetor r; X 1 cujo ultimo

elemento é 1 e todos os outros elementos sao 0’s e cada vetor C, é um vetor 1 x r;

cujo primeiro elemento é 1 e todos os outros elementos sao 0’s. Neste sistema, z. € R"

representa o estado e v, € R™ é a entrada de controle.

Proposicao 1.3 (Linearizacao por Realimentacao Classica). O sistema (1.7) pode ser

linearizado por realimentacdo através da aplicagao do difeomorfismo

Te = (bc(x)

e a realimentacao de estados

uc<x7vc) = ac(x) + ﬁc(l')’UC

(1.9)

(1.10)
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be,(2) B
ge(x) = | , ¢ (x) = LfAf(x) (1.11)
Pe,, (T
o _E?_l)\i(fﬂ)_
E;l)q(Qf)
ae(z) = =M () : (1.12)
,C;’”)\m(x)
Be(x) = M~ (x) (1.13)

O sistema linearizado resultante, com estado x., estd na forma (1.8).

A Proposicao 1.3 pode ser interpretada da seguinte maneira: inicialmente, define-se

o novo estado z. através do difeomorfismo (1.9). Derivando-se x., obtém-se
. 0¢¢() . Ope(x Ope(z
o= 2l (200 ) + (Zyw)
x=¢§1(u’0c) X

ox ox
0 que permite escrever uma nova representagao de estados do sistema (1.7), com estado

u (1.14)
r=¢g (xc)

x. e saida y, dada por

[,1}1)\1(1’)
Te = Acte + Be : + M(x)u
) (1.15)
L7 A ()
Y= C1c-rc

Obviamente, o sistema (1.15) é transformado no sistema (1.8) pela aplicacao da lei
de controle u = u.(x,v.), dada por (1.10).
A linearizacao por realimentacao classica possui duas desvantagens ligadas a forma

de Brunovsky:

e Perda do sentido fisico dos estados do sistema: as novas variaveis de estado do
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sistema (vetor x.) nem sempre tém uma interpretagao fisica, o que pode dificultar
a sintese do controlador linear, pois é mais complicado estabelecer objetivos e

especificacoes para estas varidveis “abstratas”.

e Cancelamento simples das nao linearidades do sistema: o sistema nao linear e
o sistema linearizado apresentam comportamentos que podem ser muito diferen-
tes devido a este cancelamento. Por outro lado, mesmo pequenas variagoes de
parametros podem impedir o cancelamento de uma nao linearidade. Assim, como
o controlador linear é projetado com a suposicao que todos os cancelamentos fo-
ram realizados, é possivel que se obtenha uma resposta inesperada, ou seja, que
haja uma falha do controlador. Conseqiientemente, o sistema em malha fechada

nao é, em geral, robusto.

A linearizagao por realimentacao robusta, apresentada na préxima secao, foi pro-

posta para contornar estes problemas.

1.5 Linearizacao por Realimentacao Robusta

A linearizagao por realimentacao robusta, proposta em [16], é realizada de maneira
que o sistema resultante, apds a transformacao, corresponda a aproximacao linear do
sistema (1.1) em torno de um ponto de operagao x.

Seja a aproximacao linear do sistema (1.1) em torno de um ponto de operacao xg

(escolhido, sem perda de generalidade, como zy = 0), dada por

i'r - Arxr + Brvr

(1.16)
Yy = C’rl’r
Ccom
_ Of(x)
A= ox
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no qual x,, € R" representa o estado e v, € R™ é uma entrada de controle linear.

O resultado a seguir é demonstrado em [16].

Proposicao 1.4 (Linearizagao por Realimentacao Robusta). O sistema (1.7) pode ser

linearizado por realimentacao através da aplicagao do difeomorfismo

Ty = ¢r(T) (1.17)
e a realimentacao de estados

up(z,vy) = ap(x) + Be() vy (1.18)
$u(z) =T () (1.19)
(1) = ae(z) + Be(x) LT ' pe(z) (1.20)
Be(z) = Be(x)R7! (1.21)

a(bc
T = o | (1.22)
L =—M(0) %O;C (1.23)
R=M(0)"! (1.24)

O sistema linearizado resultante, com estado x,, estd na forma (1.16).

A Proposigao 1.4 pode ser interpretada da seguinte maneira: inicialmente, se
(A;, By) é um par controlavel, entao existe uma transformacao de base [24], com ma-

trizes constantes Ty,xn, Limxn € Rymxm tais que

T(A, — B.RL)T™! = A, (1.25)
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TB.R = B, (1.26)
C.T'=C. (1.27)

sendo 1" e R matrizes nao singulares.

Substituindo as expressoes (1.25), (1.26) e (1.27) no sistema (1.8), obtém-se

T 'i. = (A, — B.RL)T 'z, + B, Rv,
(1.28)
y=CT 'z,

Considerando o difeomorfismo (1.17), o sistema é reescrito em termos do estado x,

i, = (A, — B.RL)z, + B, Rv,
(1.29)
Yy = C(rxr

Utilizando-se o controle linear
ve = LT 'z + R, (1.30)

este sistema é transformado no sistema (1.16). Substituindo esta expressao de v, em
(1.10), obtém-se a lei de controle u,(z,v,), dada por (1.18).
Além disso, os termos ¢.(z), a,(z) e B.(x) ndo devem influenciar na linearizagao do

sistema (1.7) em torno do ponto de operagao xy. Portanto, é necessario que

O¢: () _ 0¢ " () _
ox |._,  Om =0 = (1.31)
Oa,(x) B
e L (1.32)
5:(0) = I, (1.33)

Entéao, resolvendo a equagao (1.21) e as derivadas das equagoes (1.19) e (1.20) para as

matrizes T, L e R, obtém-se (1.22), (1.23) e (1.24).
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Portanto, conclui-se que este método é uma extensao da linearizacao por reali-
mentacao cldssica, a qual é combinada a transformagao de base dada por (1.25), (1.26)
e (1.27). Com esta modificacdo, sdo eliminadas as desvantagens citadas anteriormente.
Evita-se a perda do sentido fisico dos estados do sistema, pois o vetor de estados z, é
semelhante a . Além disso, as nao linearidades do sistema sao substituidas por suas

aproximacoes lineares, em lugar de serem simplesmente canceladas.

Observacao: Esta linearizacao por realimentacao é chamada robusta pois, como o
sistema resultante apds a transformacao corresponde a aproximacao linear do sistema
original em torno de um ponto de operacao, o comportamento do sistema linearizado
¢ semelhante ao comportamento do sistema original. Intuitivamente, presume-se que
isto implica em maior robustez do sistema em malha fechada, pois em caso de variagoes
de parametros ou incertezas de modelo nao estruturadas os dois sistemas apresentam
respostas parecidas. As propriedades do controlador linear utilizado serao entao prova-
velmente conservadas. Além disso, no caso de um controlador obtido por uma sintese

H., é possivel provar teoricamente que a robustez é mantida.

Comparacao com o Controle Linear

Como foi dito na introducao deste capitulo, um método comum em controle de sis-
temas nao lineares consiste em determinar um controlador para a aproximacao linear
deste sistema em torno do ponto de operagao zg, dada por (1.16), e aplica-lo direta-
mente ao sistema nao linear. Isto é equivalente a controlar o sistema (1.1) com v,. No
entanto, é importante notar que existe uma grande diferenca entre este método e a
utilizagao da linearizacao por realimentagao robusta combinada ao controlador linear,
o que ¢é ilustrado a seguir.

Seja a situacao mostrada na Figura 1.2. Em torno do ponto xg, existe uma regiao
onde a aproximagao linear (1.16) é valida. Entretanto, é possivel que a regiao de
operacao do sistema seja maior. Seja um ponto qualquer x4 que pertence a regiao de

operacao, mas nao a regiao de validade da aproximacao linear. Quando o controlador
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linear ¢ aplicado diretamente ao sistema nao linear, ele ¢ aplicado neste ponto z,, como

mostrado na Figura 1.2, o que pode resultar em mau desempenho.

Regiao de
Operagao * Tq

Regido de
Validade da

® TQ
Aproximagao
Linear

Figura 1.2: Controle linear aplicado diretamente ao sistema nao linear.

Por outro lado, se é utilizada a linearizacao por realimentagao robusta, o sistema
¢ inicialmente transformado na sua aproximacao linear e, a partir deste momento, o
controlador linear é aplicado a um sistema linear que é véalido em toda a regiao de

operagao, como mostrado na Figura 1.3, garantindo o desempenho que foi projetado.

Regiao de

Regiao de
Operacao *Zq

Operagao *Zq

Regiao de
Validade da
. 20
Aproximagao
Linear

Figura 1.3: Linearizacao por realimentagao robusta combinada ao controle linear.

Este resultado pode ser formalizado, o que é feito na seqiiéncia.

Lema 1.1. No contexto da linearizacao por realimenta¢ao robusta, tem-se a igualdade

At By = 220 (1) 1 g(apu) (1.34)
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Prova: De (1.17), sabe-se que z, = ¢,(x). Derivando-se esta expressao, obtém-se

. 09(x) . O0u(x)
o= =i = D (f(@) + g(a)u) (1.35)

Por outro lado, de (1.16), sabe-se que &, = Az, + Bv,. Logo,

0o, (x
At B = 2 (1) 4 gy (1.36)
[]
Inicialmente, considera-se o caso nominal.
Teorema 1.1. Seja o sistema
= f(x)+ g(z)u (1.37)

(i) Se a linearizacao por realimentacdo robusta € utilizada, isto é, se u = wu,, este
sistema pode ser escrito como

T, = Az, + B, (1.38)

(i) Se o controlador linear € aplicado diretamente ao sistema nao linear, isto €, se

u = v,, este sistema pode ser escrito como
i = Az, + By + Acu(z, Ur)|x:¢:1(xr) (1.39)

com
0o (x)
ox

Acr(z, ;) = () (—ozr(x) (I = Bulx)) vr>

Prova: Para a parte (i): se u = u,, o sistema (1.37) é igual a

T = f(z) + g(z)u, (1.40)
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Utilizando o difeomorfismo ¢, (), obtém-se
. 0¢(x) . Odi()
= = 1.41
b= 200 g = S (1) + g o)) (1.41)
Do Lema 1.1, deduz-se que
iy = Aty + Bov, (1.42)
Para a parte (ii): se u = v, o sistema (1.37) é igual a
i = (@) + gl (1.43)
Utilizando o difeomorfismo ¢,(z), obtém-se
. () . O¢r(x)
= = 1.44
b= 2005 = S (1) + g o)) (149
que pode ser reescrito como
. _ Ou(x) I¢x ()
= — 1.4
b= 220 (1) + gy + 0 (gl — gla)u) (1.45)
Do Lema 1.1, deduz-se que
i = Az, + B, + aq;rg(cx)gy(;l:) (vr — uy) (1.46)
Substituindo u, pela expressao (1.18), obtém-se finalmente
Ty = Ay + Bror + Acn(@, vn) |, g1 () (1.47)
com
_ 9¢u(x)
Bcwfw,vr) = (@) (~aule) + (1 - Gul)) v,)
[]

Deste teorema, conclui-se que quando o controlador linear é aplicado diretamente
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ao sistema nao linear, existe uma incerteza causada pela diferenca entre o sistema
nao linear e a sua aproximacao linear. Esta incerteza pode prejudicar o desempenho
do controlador. Evidentemente, quando a linearizagao por realimentacao robusta é
associada ao controlador linear, nao ha incerteza.

Em um segundo tempo, considera-se o caso em que h&a variacao de parametros.

Neste caso, pode-se dizer que o sistema real é dado por
i = f(z) + j§(z)u (1.48)
que é equivalente a
T = f(x)+g(x)u+ As(z) + Ay(x)u (1.49)

com As(z) = f(z) — f(x) e Ag(x) = §(z) — g(x).

Teorema 1.2. Seja o sistema
= f(x)+g(@)u+ Ar(z) + Ay(x)u (1.50)

(i) Se a linearizacao por realimentacio robusta € utilizada, isto é, se u = wu,, este

sistema pode ser escrito como
‘ill' = Ar'rr + BI‘UI' + ALR(.T, /Ur)’x:d)r_l(zr) (1.51)

com
0o, (x)

ALR(x;vr) = W

(A5(2) + Ay (@)ar(@) + Ay (@) Be(w)vr)

(i) Se o controlador linear € aplicado diretamente ao sistema nao linear, isto €, se

u = v,, este sistema pode ser escrito como

i = Ay + B + Acp(z, vy)| (1.52)

r=¢r *(zr)
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com

a%f)g(x) (—ozr(x) + (I - @(JJ))UT)

Aci(z,v,) = Apr(z, o) +

Prova: Para a parte (i): se u = u,, o sistema (1.50) ¢é igual a

7= f(x) + g(x)ur + Ap(r) + Ag(z)u, (1.53)

Utilizando o difeomorfismo ¢, (), obtém-se

. O0¢c(x) . Oi(x) I¢: ()
= = A 1.54
o= 205 00D 1y gty + 22D (A0 4 Ay ) (159)
Do Lema 1.1, deduz-se que
iy = Acy + By + 8%;@ (Ap(x) + Ag(a)uy) (1.55)
Substituindo u, pela expressao (1.18), obtém-se
i, = Ay + B + Apg(z, Ur)’z:d);l(xr) (1.56)
com
0o, (x
Apr(z,v,) = % (A7) + Ag(@)ar(@) + Ay(@)5(w)v)

Para a parte (ii): se u = v, o sistema (1.50) é igual a
= f(z)+ g(x)v, + Ap(z) + Ay(z) vy (1.57)

Utilizando o difeomorfismo ¢,(z), obtém-se

0¢:()

_06da), 06
ox

T ox ox

(Af(x) + Ag(x)or) (1.58)

(f(2) + g(z)v:) +
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que pode ser reescrito com
) 0o (x 00, (x
o= 22D (1) 1 gy + 22 () 4 ) +
06.(z) 06.(x) (159
+ 220 gy, — gy + 22D (A~ Ay o))
Do Lema 1.1, deduz-se que
O, 0¢p () .
i = Ay + Ban + 220 (AL @) 1 A (2)u) + 22D 50y (o —w) (1.60)
ox ox
Substituindo u, pela expressao (1.18), obtém-se
Ty = Ay + Bror + Acn(@, vn) |1 () (1.61)
com
00, (x) _
Ao (@,07) = Apg(a,vr) + %; )52) (—anl@) + (I = B(@)wr)
L]

Deste teorema, conclui-se que no caso em que hé variagoes de parametros, a in-

certeza Apg(z,v,) depende da diferenga entre o sistema real e o sistema nominal e, se

as variagoes de parametros sao “aceitaveis”, entao o desempenho do controlador nao é

prejudicado. Contrariamente, a incerteza Acy(x, v,) depende nao sé da diferenca entre

o sistema nominal e o sistema real, mas também da diferenca entre o sistema nao li-

near e a sua aproximacao linear. Assim, principalmente longe do ponto de equilibrio, o

valor desta incerteza pode ser maior que o valor de Apg(z,v,) (visto que nao é possivel

garantir o sinal do segundo termo de Acy(z,v,)). Conseqlientemente, as mesmas va-

riagoes de parametros que sao “aceitaveis” para linearizagao robusta podem diminuir o

desempenho do controlador linear direto e mesmo causar a instabilidade do respectivo

sistema em malha fechada.
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1.6 Conclusao

Neste capitulo, foram revistas as condi¢oes necessarias e suficientes para que um
sistema nao linear MIMO afim na entrada seja linearizavel por realimentacao. A seguir,
dois métodos de linearizacao por realimentacao foram apresentados: o cldssico e o
robusto.

Apos realizar a linearizacao por realimentacao do sistema, é possivel utilizar qual-
quer método de controle linear para projetar um controlador para o sistema linearizado.
Ao utilizar a linearizacao por realimentacao classica, nenhuma robustez é garantida,
pois o sistema linearizado na forma de Brunovsky tem comportamento completamente
diferente do sistema nao linear original. Por outro lado, conclui-se de maneira intuitiva
que ao utilizar a linearizacao por realimentacao robusta, o sistema em malha fechada
apresenta uma certa robustez, pois o controle linear é projetado para um sistema si-
milar aquele no qual o controle é aplicado e que responde de maneira semelhante as
variagoes de parametros.

No préximo capitulo, demonstra-se que ao utilizar um controlador obtido por uma
sintese H,, combinado com a linearizagao por realimentacao robusta conduz a um
controle nao linear robusto.

No Apéndice D, é apresentado um programa Matlab que testa se um sistema satisfaz
as condigOes necessarias para a linearizacao e que determina as funcoes utilizadas para
a linearizacao por realimentacao cléssica (a.(z), B.(z) e ¢c(z)) e para a linearizagao
por realimentacao robusta (o (z), B.(z) e ¢.(x)). Este programa aceita como entrada

sistemas com m entradas e m saldas escritos de forma simbdlica.



CAPITULO 2

Controlador

Nao Linear Robusto
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2.1 Introducao

No capitulo anterior, foi apresentado o método de linearizagao por realimentacao
robusta de um sistema. Concluiu-se, de maneira intuitiva, que este método proporciona
uma certa robustez a malha fechada, pois o sistema linearizado estd proximo do sistema
nao linear original, ao contrario do que acontece na linearizagao por realimentagao
classica, que resulta num sistema na forma de Brunovsky.

Neste capitulo, mostra-se que em certos casos é possivel demonstrar teoricamente a
robustez de um sistema em malha fechada em relacao a incertezas tais como variagoes
de parametros e/ou incertezas de modelo nao estruturadas. Nestes casos, é também
possivel determinar uma margem de estabilidade associada a tal sistema. Isto acon-
tece quando a linearizacao por realimentacao robusta é combinada a um controlador
linear Hy, 0 que resulta em um controlador nao linear robusto (CNLR). Este resul-
tado foi estabelecido em [16] para o caso em que um controlador H,, “elementar” é
utilizado. Por “controlador H,, elementar”, entende-se um controlador K tal que a
inequagao || Fa(P(s), K)|ls < 3 (com 6 > 0) ¢ satisfeita. A demonstra¢io de [16] é
revista aqui. Em seguida, demonstra-se que a robustez do sistema nao linear pode
ser igualmente estabelecida no caso em que o controlador H,, utilizado é obtido pelo
método da fatoracao coprima normalizada, conforme a técnica proposta por McFar-
lane e Glover [15, 33] (esta demonstracao constitui a parte propriamente original deste
capitulo). O interesse deste método vem do fato que o controlador pode ser determi-
nado de forma analitica e de que é possivel especificar o desempenho desejado através
do loop-shaping. As duas demonstracoes evocadas anteriormente baseiam-se no con-
ceito de W-estabilidade, introduzido em [3, 4], e que é particularmente 1itil para definir
a estabilidade local de sistemas nao lineares.

Na Secao 2.2 deste capitulo, o problema da obtencao do controlador nao linear
robusto pela combinacao da linearizagao por realimentagao robusta a um controlador

H., é formulado. Na Secao 2.3, o conceito de W-estabilidade local é revisto e algumas

de suas propriedades sao apresentadas. A definicao de um controlador H,, elementar e
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a prova de estabilidade robusta correspondente sao dadas, respectivamente, nas Secoes
2.4 e 2.5. Na Secao 2.6, apresenta-se o método de McFarlane-Glover para a obtencao de
um controlador Hy, com loop-shaping. A demonstracao de estabilidade robusta corres-
pondente é dada na Secao 2.7. Finalmente, na Secao 2.8, apresenta-se o procedimento

de obtencao do controlador nao linear robusto, etapa por etapa.

2.2 Formulacao do Problema

Seja um sistema nao linear sujeito a incertezas causadas por variacoes de parametros

e/ou erros de modelagem nao estruturados, cujo modelo nominal é dado por

i = f(x) + g(a)u (2.1)

Assume-se aqui que o sistema nominal é linearizavel por realimentacao, conforme a
Proposicao 1.2, e que o estado x é conhecido.

O objetivo deste capitulo é definir um controle nao linear robusto para o sis-
tema incerto, isto é, um controlador que garanta que o sistema em malha fechada
é estdavel mesmo na presenca de variagoes de parametros e/ou incertezas de modelo
nao estruturadas. Este controlador é composto pela combinacao da linearizagao por

realimentagao robusta, dada (ver Proposicao 1.4) pelo difeomorfismo
T = ¢e() (2.2)
e a realimentacao de estados
ue(z,v;) = ar(z) + Ge(x)0r (2.3)
com um controle linear H,, na forma

v = Kz, (2.4)
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Evidentemente, este controlador linear H,, é projetado para a aproximacao linear do

sistema (2.1) em torno do ponto de operacao z, que corresponde a

z, = Az, + By (2.5)

O controlador nao linear robusto é aplicado ao sistema nao linear como mostrado

no diagrama de blocos da Figura 2.1.

Uy Uy Sistema T be() Ty

Y
Y

= () + (@)

A

N3ao Linear

Sistema Linearizado

K

A

Figura 2.1: Controle nao linear robusto.

2.3 Revisao da W-Estabilidade

As demonstragoes de estabilidade e robustez de sistemas nao lineares deste capitulo
utilizam o conceito de W-estabilidade, introduzido em [3, 4]. A teoria de W-estabilidade
permite analisar a estabilidade local do tipo “entrada-saida” de um sistema nao linear
e permite obter caracterizagoes da estabilidade tanto no dominio do tempo como no
dominio da freqiiéncia.

Nesta teoria, utiliza-se o espaco W", conhecido como espaco de Sobolev, que é o
1

conjunto das funcoes h : R™ — R” tais que h e sua derivada h pertencem ao espaco

L2 e h(0) = 0.

YO espago LY € o espago de Lebesgue das funcoes h : RT — R™ que sdo Lebesgue-mensurdveis e
quadraticamente-integrdveis.
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A norma de h em W™ é definida como

Wl = /I3 + 14112 = \/ / TRt + / Tith(dr (26)

Os principais resultados da W-estabilidade sao revistos a seguir. Inicialmente,

apresenta-se a definicao de sistema localmente W-estavel.

Definicao 2.1. Seja G : W™ — W™ um operador entrada-saida nao linear invariante

no tempo e seja

Ki={k>0,3>0:|Gul|lw < k|u|lw, sempre que u € W" € tal que ||ullw < €}
(2.7)

Se Ky € um conjunto nao vazio, entao G € um sistema localmente W-estavel e

yw,(G) = inf(K)) (2.8)

¢ o W-ganho local de G. Se K, € vazio, entdo yw,(G) = oco.

A interpretacao intuitiva desta definicdo é a seguinte: a energia generalizada da
salda ||Gu|lw pode ser arbitrariamente diminuida desde que a energia generalizada da
entrada ||ul|w seja suficientemente pequena. Entdo a saida Gu ¢ limitada e de fraca
amplitude pois ||Gu(t)|| < ||Gullw, Vt.

A préxima definicdo mostra que, se certas condicoes sao satisfeitas, existe uma

maneira simples de calcular o ganho Y, (G).

Proposicao 2.1. Seja G : W™ — W™ um sistema nao linear com estado x e ponto
de equilibrio xqg = 0. Se a aproximacao linear deste sistema em torno de xq = 0, com
func¢ao de transferéncia G(s), € detectdvel e estabilizavel, entao o W-ganho local de G

em torno de xog =0 €
wi(G) = |Gl (2.9)

Finalmente, através da teoria da W-estabilidade, é possivel definir uma versao local

do Teorema do Pequeno Ganho [4].
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Proposigao 2.2 (Versao Local do Teorema do Pequeno Ganho). Seja a malha fechada
padrao formada pelos sistemas nao lineares Gy : W" — W™ e Go : W™ — W"

mostrada na Figura 2.2. O sistema em malha fechada é localmente W-estdvel se

Y, (G1) v, (Gz2) < 1 (2.10)
+ G,
JF
Gs .

Figura 2.2: Forma padrao do sistema em malha fechada.

Este resultado fornece uma ferramenta para analisar as propriedades de robustez

de um sistema nao linear em malha fechada e serd utilizado nas proximas secoes.

2.4 Controlador H,, Elementar

Seja o sistema linear P(s) sujeito a incerteza linear A(s) mostrado na Figura 2.3.

Este sistema tem entradas u, € R™ e u;, € R™ e saidas y, € RP* e y, € RP>.

A(s) -
Uy, Ya
Up, P(s) Yb
R >

Figura 2.3: Diagrama padrao de analise da robustez de um sistema linear.

O resultado que segue [10, 40] é um caso particular bem conhecido do Teorema do

Pequeno Ganho.
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Proposicao 2.3. Seja um controlador linear K, tal que wy, = K1yy,. Se este controlador
estabiliza o sistema linear P(s) e se, além disso, a matriz de transferéncia de u, para

Ya, denotada Fo(P(s), K), satisfaz

IF(PGs) ) < 5 o.11)

o0

entao o sistema em malha fechada, mostrado na Figura 2.4, € estdvel para toda incerteza
A(s) tal que ||A(s)||, < 0. A constante 0 é a margem de estabilidade associada a
Fa(P(s), K).

A(s) -
Ugy Ya,
P
——
U Yb
K -

Figura 2.4: Sistema linear em malha fechada com controlador K.

2.5 CNLR com H, Elementar

Nesta secao, é apresentada a demonstragao de estabilidade robusta do controla-
dor nao linear composto pela linearizagao por realimentagao robusta combinada a um
controlador H, elementar. Esta demonstragao foi proposta em [16].

Seja o sistema nao linear P sujeito a incerteza nao linear A mostrado na Figura
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2.5. Este sistema tem a forma

&= f(x) + ga(®)ua + gn()up
Ya = h(x) + ka(2)us + kp(x)uy (2.12)

Yp =

com entradas u, € R™ e u, € R™ e saidas y, € RP* e 3, € R™.

A -
Uaq, Ya
Up P Yo
— ——

Figura 2.5: Diagrama padrao de andlise da robustez de um sistema nao linear.

A aproximacao linear do sistema P em torno do ponto de operacao zy = 0, com

matriz de transferéncia P(s), é dada por

T = Ax + Baua + Bbub

Ya = Cx + Dyu, + Dyuy, (2.13)
YU =T
sendo
L @)
or |,
B, =g.(0) , By=gy(0)
O - Oh(x)
or |,_

Do =ka(0) , Dy =ks(0)

Desconsiderando-se a entrada u, e a saida y, do sistema nao linear P, que sao
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ligadas a incerteza, obtém-se o sistema nao linear

&= f(x) + gu(a)uy (2.14)

Yo =T

A linearizacao por realimentacao robusta deste sistema é feita pelo difeomorfismo

2 = 60(2) (2.15)

e a realimentacao de estados

up = a,(z) + Br(x)uy, (2.16)

sendo u;, o controle linear. Este controle é dado por

uy, = K, (2.17)

no qual K é um controlador H,, projetado para o sistema (2.13) de acordo com a
Proposicao 2.3.
O controlador nao linear robusto definido por (2.15), (2.16) e (2.17) é entao aplicado

ao sistema P, como mostra a Figura 2.6.

A -
ua A ya
U ; P Yb
-~ LR | = (x)
u, . Yh
K -

Figura 2.6: Sistema nao linear com linearizagao por realimentacao e controle.
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Obtém-se entdao um novo sistema nao linear A : (u,, up) — (Ya, y;,), dado por

b= ar,+ (2D, 0))

Lt + Bpuy, (2.18)

Ya = (h(z) + kb(x)ar(xmzzqs;l(xr) + ka<x>|x:¢,71(mr) U + (kb(x)ﬁr(l'mm:qs;l(xr) uy,

/
Yp = Ty

e o operador nao linear T(A, K) que relaciona u, a y,, dado por

Ua (2.19)

R e =0

e=¢; ' (ar)
Ya = (h(z) + kb(x)ar(x)”x:qb;l(xr) + (kb(x)ﬁr(x)”x:(b;l(xr) K, + ka<x)|;¢:¢:1(mr) Ua

Tendo definido o controlador nao linear e como o mesmo ¢é aplicado ao sistema P,

é possivel enunciar a proposicao que trata da sua estabilidade robusta.

Proposicao 2.4. Seja o controlador nao linear formado pelo controlador linear K
combinado a linearizagao por realimentacao robusta e aplicado ao sistema P, sequndo

o esquema da Figura 2.6. Se o controlador linear K estabiliza P(s) e satisfaz

IF(P(s), Kl < 5 (220)

entao o sistema T(A, K) € localmente W -estdvel e

7W1(T(A7K>) < (221)

ST

De acordo com a Proposicao 2.2, o sistema em malha fechada € entao estdvel para toda

incerteza nao linear A tal que yw,(A) < 6. A constante § é a margem de estabilidade

local associada a T(A, K).
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Prova: A aproximagao linear de T(A, K) em torno de x, = 0, T'(s), é dada por
T(s) = Fa(A(s), K) (2.22)
sendo A(s) a aproximagao linear de A em torno de x, = 0, cuja equagao de estados é

i, = Az, + Bau, + Bbu{) = Az, + Bu, + Byu;,
Yo = Cxp + Dyu, + Dyup, = Oz + Dyu, + Dyug, (2.23)

/
Yp = Zr

pois, utilizando as condigoes (1.31), (1.32) e (1.33),

A=A

_ 0, _
Ba = ( ¢a(x)ga(x)) — Ba , Bb = Bb
X 2=¢71(0)

( akb >ar(x)+kb( )aogi >)

Dy = ka(#)],epory= D+ Do = (kn(2)Br(2))]p—pr10) = Do

1
8¢7‘ (.Tr) — C
z=¢71(0) x|,

Assim, conclui-se que A(s) = P(s) e
T(s) = Fa(A(s), K) = Fa(P(s), K) (2.24)
Como (A + By K) é estavel, é possivel aplicar a Proposigao 2.1, o que implica
i (T(A, K)) = [[T(s) (2.25)
e, conseqientemente,

i (T(A, K)) = [[Fa(P(s), K)o < 5 (2.26)
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Portanto, pela versao local do Teorema do Pequeno Ganho, dada na Proposicao 2.2,
o controlador nao linear garante a W-estabilidade local do sistema em malha fechada

para toda incerteza nao linear A tal que yw,(A) < 6. O

2.6 Controlador H,, de McFarlane-Glover

Dentre os diversos métodos de sintese H,,, o método de McFarlane-Glover, proposto
inicialmente em [15], destaca-se por permitir que o controlador seja determinado de
forma analitica, sem utilizar algoritmos iterativos.

O método de sintese H,, de McFarlane-Glover utiliza a fatoracao coprima norma-
lizada de um sistema?. Nesta secdo, apresenta-se, inicialmente, o método utilizando a
fatoragao coprima normalizada a esquerda, como proposto em [15]. A seguir, é proposta
a reformulacao do método para a fatoracao coprima normalizada a direita. Esta refor-
mulagao é necessaria para este trabalho, pois pretende-se aplicar o método ao sistema
nao linear, que admite somente a fatoracao coprima normalizada a direita.

Seja um sistema linear de m entradas e p saidas com matriz de transferéncia
G(s)=C(s[ —A)'B+D (2.27)

sendo (A, B,C, D) uma realizacdo de estados minima de G(s).

Uso da Fatoracao Coprima Normalizada pela Esquerda

Se a fatorac¢do coprima normalizada pela esquerda de G(s) é dada por

G(s) = M; ' (s)Ny(s) (2.28)

2Um resumo sobre a fatoracdo coprima normalizada de sistemas lineares e ndo lineares € apresen-
tado no Apéndice C.
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entdao o modelo perturbado de G(s), mostrado na Figura 2.7, pode ser escrito como
Gr,(s) = (ML(s) + A, ()7 (NL(s) + Any (5)) (2.29)

no qual Ay (s) e An,(s) sdo matrizes de transferéncia estdveis desconhecidas que

representam a incerteza no modelo nominal.

\ 4

A

Any (s) A, (8)

= Nu(s) My (s)

Figura 2.7: Sistema linear perturbado com fatoragao a esquerda.

O objetivo da estabilizagao robusta é estabilizar ndao apenas o sistema nominal G(s),

mas também toda a familia de sistemas perturbados definida por

G (5) = { ) + Bur () 06) + Ay o) [, ]| <2} (230)

‘ [e) Yy

sendo %y > (0 a margem de estabilidade.
Os dois resultados seguintes sao cldssicos [40]. O primeiro ¢ uma conseqiiéncia

imediata do Teorema do Pequeno Ganho.

Proposicao 2.5. Seja o sistema linear em malha fechada mostrado na Figura 2.7.
A estabilidade deste sistema € robusta se e somente se o sistema nominal em malha

fechada € estavel e

(I = G(s)Ku(s)) "M (s)|| <7 (2.31)

o0
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Proposicao 2.6. Seja o controlador Ky, dado por

% AKL BKL A+ BFy, + ’}/2L7120T(C -+ DFL) ‘ ’72L71Z0T
L p— pr—

Ck, | Dk, BTX \ ~D7

(2.32)

no qual Z € a unica solucao definida positiva da equacdo algébrica de Riccati
(A—-BS'D'CYZ + Z(A—- BS'D'C)' — ZC"R'CZ + BS'BT =0

e X € a unica solugao definida positiva da equagao algébrica de Riccati
(A—-BS'DTCY'X + X(A— BS™'D'C) - XBS'B*X + C"R™'C =0

com

F,=-S(D"C + B*X)

L=01-¥)I+2X
R=1I1+DD"
S=I1+D"D
Este controlador garante que
KL](S) (I = G(s)EL(s)) "M ()| <~ (2.33)

[e.o]

para um valor pré-determinado v > Ymin Sendo

N

vmin—{l—H[NL(s) My(s)] QH}_ = (1+p(X2))? (2.34)
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Uso da Fatoragao Coprima Normalizada pela Direita

Se a fatoracdo coprima normalizada pela direita de G(s) é dada por
G(s) = Nr(s)Mg ' (s) (2.35)
entao o modelo perturbado de G(s), mostrado na Figura 2.8, pode ser escrito como
Grr(s) = (Nr(s) + Any (5)) (Mr(s) + Ang (5)) ™ (2.36)

no qual Ay, (s) e Ax,(s) sdo matrizes de transferéncia estaveis desconhecidas que

representam a incerteza no modelo nominal.

A
Y

Ay (5) [ Ang (5)

My (s) = Nr(s)

Kgr

A

Figura 2.8: Sistema linear perturbado com fatoracao a direita.

O objetivo da estabilizagao robusta ¢ estabilizar nao apenas o sistema nominal G(s),
mas toda a familia de sistemas perturbados definida por
Any,

Grn(5) = 4 (Nu(s) + Ay (8)) (M(s) + Ao ()" <LV s
AV g

o

sendo % > (0 a margem de estabilidade.

Lema 2.1. Seja o sistema linear em malha fechada mostrado na Figura 2.8. A esta-

bilidade deste sistema € robusta se e somente se o sistema nominal em malha fechada
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€ estavel e

|p52 ()0 = Br@)GE) ™ [mats) 1] <o (2.39)

(o)

Prova: A prova é obtida aplicando a Proposicao 2.5 ao sistema dual GT(s) = BT (s —

ATY-1CT 4+ DT, O

Lema 2.2. Seja o controlador Ky, dado por

A B A+ FrC + 2B—i—FDBTXLfl‘ZC’T
Kp = Kr Kgr _ R Y ( R ) (239)
CKR DKR ’}/ZBTXLil ‘ D7
no qual Z ¢ a unica solucao definida positiva da equacdo algébrica de Riccati
(A—BS'D*CYZ + Z(A—- BS'D'C)' — ZC"R'CZ + BS'BY =0
e X € a unica solugcao definida positiva da equagao algébrica de Riccati
(A—BST'DTC)'X + X(A— BS™'DTC) - XBS'B"™X + C"R'C =0
com
Fr = —(BD"+ ZCM)R™!
L=01-¥)I+27X
R=1+DD"
S=I+D'D
Este controlador garante que
| Mz )0 - Kn(9)Gs) ™ [as) 1]|| < (2.40)
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para um valor pré-determinado v > Vi Sendo

Yorin = 4 1 — — (14 p(XZ))* (2.41)

H

N|=

Prova: A prova é obtida aplicando a Proposicao 2.6 ao sistema dual GT(s) = BT (s —
AT + DT, O
Lema 2.3. O controlador K pode ser obtido do controlador Ki, através da trans-

formacao de base
AKR = QilAKLQ

B = Q7 B (2.42)
Cxp = Cx, @
Dy, = Dk,
com Q = y>L~1. Portanto,
Kgr(s) = Ki(s) (2.43)

e (Aky, Bky, Cxns Dky) € (Ax., Bk, Ck., Dx,) sao duas realizagoes de estados do

mesmo sistema.

Prova: A prova é obtida por inspecao. O]

Loop-Shaping

O método de McFarlane-Glover, como apresentado até este ponto, proporciona
apenas estabilidade robusta ao sistema. Normalmente, deseja-se também especificar o
desempenho do sistema em malha fechada. Para que estas especificagoes sejam consi-
deradas, foi proposta em [33] a introducao do loop-shaping no método de McFarlane-
Glover.

Seja o sistema linear G(s) a ser controlado. A este sistema, é adicionado um pré-

compensador Wi(s) e/ou um pés-compensador Ws(s), como mostrado na Figura 2.9.
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K

A

Figura 2.9: Loop-shaping de um sistema linear.

As ponderagoes Wi (s) e Wa(s) sao escolhidas de maneira que a resposta freqiiencial

do sistema aumentado Gs(s), dado por

Gs(s) = Wo(s)G(s)Wi(s) (2.44)

seja satisfatéria [10]. Em geral, deseja-se ganhos elevados em baixas freqiiéncias (por
exemplo, com a inclusao de um integrador em Wi (s) ou Wa(s)) e ganhos baixos em altas
freqiiéncias (por exemplo, com a inclusao de um filtro passa-baixa em Ws(s)). Além
disso, procura-se obter uma inclina¢do de -20dB/década na vizinhanca da freqiiéncia
de cruzamento de 0dB, sendo que o valor desta freqiiéncia (que corresponde a banda
passante do sistema) é definido ajustando-se o ganho de uma das ponderagoes.

Quando o método de McFarlane-Glover (seja utilizando a fatoracao a esquerda,
seja utilizando a fatoracao a direita) é aplicado ao sistema aumentado Gs(s), desde que
este seja controlavel e observavel, um controlador K(s) é obtido. Este controlador
mantém (em parte) as caracteristicas incluidas pelas ponderagoes, mas as modifica, se
necessario, para aumentar a robustez do sistema em malha fechada.

Entao, o controlador para G(s) é dado por

K (s) = Wi(s)Ky(s) Wa(s) (2.45)
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2.7 CNLR com H,, de McFarlane-Glover

Nesta secao, demonstra-se as propriedades de robustez do controlador nao linear
robusto composto pela combinacao da linearizacao por realimentagao robusta com um
controlador H,, obtido pelo método de McFarlane-Glover com loop-shaping. Esta de-
monstragao difere da demonstragao apresentada na Secao 2.5 por considerar uma di-
ferente representacao das incertezas do sistema (a estrutura baseada na fatoragao co-
prima normalizada a direita do sistema) e por incluir as ponderagoes necessarias ao
loop-shaping.

Seja o sistema nao linear P, com representacao de estados

&= [f(z) + g(z)u (2.46)

y=x

na qual x € R" representa o estado, u € R™ ¢é a entrada de controle e y € R™ é a saida
medida (que neste caso corresponde a x, pois assume-se que o estado é conhecido).

Utilizando-se a linearizacao por realimentacao robusta dada pelo difeomorfismo
z, = ¢p(x) (2.47)

e pela lei de controle

u = a,(z) + B(z)v, (2.48)

obtidos de acordo com a Proposicao 1.4, este sistema é transformado na sua apro-

ximagao linear em torno de zy = 0, G(s), dada por

T = Az + Bu
(2.49)
y=ux
sendo
~ Of(x)
A= ox
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B = g(0)

Sejam as ponderacoes nao lineares W;, ¢ = 1,2, com representacoes de estado

xWi = fWi (l’wl) + ng (xwi)uwi : fwi (O) — hwi (O) — O (250)

Ywi = T, (T;) + Loy (T, )y,
Cada uma das ponderagoes W;, i = 1,2, tem a aproximacao linear W; em torno de

Ty, = 0 dada por

Ty, = Aw, T, + B Uw,

(2.51)
Yw; = Cw;w, + Dy, Uy,
com
AW. — afwz (Iwz)
: Oy, o0
Oy, 220
DWi = lWi(O)

O sistema aumentado Py = W3PWj, obtido apds o loop-shaping (ilustrado na

Figura 2.10), é dado por

Ty Jor (Twy) Gy (T )
xz = f(l‘) +g<x>hwl(xW1) + g(x)lwl(xwl) Us
Lwsy fws ($W2) + Gw, (IW2>"E 0 (252)
‘\/-/ ~ N~ - ~ "~
Ts fs(xs) gS(xS)

Ys = \hW2 (xW2) + ZW2 (xW2)$J

hs(xs)
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A aproximagao linear de Py em torno de xyy = 0, G4(s), tem a representacao de estados

sendo

A, 0 0| By,
BC,, A 0 | BDy,
0 By, Ay, 0
0 Dy, Cy, 0
AS — a..fS<3;.S)
Oxs 200
By = 98(0)
- Ohs(z5)
Oxs |, _g
D, =0

(2.53)

Conseqiientemente, Gg(s) corresponde ao sistema linear (2.49) aumentado pelas

ponderagoes lineares (2.51). Portanto, um controlador Ky pode ser obtido para Gs(s)

utilizando o método de McFarlane-Glover com fatoracao coprima normalizada a direita,

através do Lema 2.2. O controlador para o sistema G(s) é dado por

K =W KW,

Y

Y
w

y

(2.54)

y

K

A4

Figura 2.10: Loop-shaping do sistema nao linear.

Na seqiiéncia, supoe-se que o sistema nao linear Py esta fatorado na forma coprima

normalizada a direita (Apéndice C) e estd sujeito as incertezas nao lineares Any €
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Apg, como mostrado na Figura 2.11. Assim, o sistema nao linear perturbado tem a

fatoragao coprima normalizada a direita dada por

Ngr: 25 = fs(xS) + gs(25)q

(2.55)
Ys = hs(l‘s) +pn
Ml?{l : is = fs(xs) + gs(xs)(us - pm)
5 (2.56)
q = (us — pm) — hs(z)
com -
. oV (x
fs(xs) = fs(xs) - gs(xs)g;r(ms) (%)
Ls
- OV (zs)\ "
hs s) — — I s >
(2 = o) (T )
sendo V(zs) uma solucdo suave positiva definida da equagao de Hamilton-Jacobi-
Bellman
OV (z5) OV (z5) oV ()

2

oo ) - T gt (T ) ey =0 (207

=== AMR | i i ANR ===
I

Pm 1 q :pn
| |

i
I
|
_ 1 n
=~ LR _+~6_ -1 Psl - o= - )
™ MR Ngr |-

Figura 2.11: Sistema nao linear fatorado a direita.

Tendo estabelecido estas relagoes preliminares, pode-se enunciar o teorema a seguir.

Teorema 2.1. O controlador linear K, obtido pelo método de McFarlane-Glover com

loop-shaping para o sistema G(s), combinado a lineariza¢ao por realimentagao robusta,
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e aplicado ao sistema nao linear Py (como mostrado na Figura 2.11), assequra que o
sistema em malha fechada € localmente W-estdavel para incertezas nao lineares Any €

A, tais que

AN
YW, " <

1
- (2.58)
Anp v

A constante % € a margem de estabilidade local associada a malha fechada. Além disso,
o controlador nao linear para o sistema P ¢ dado pela combinacao do controlador linear

calculado para G(s), isto €,

K =W KW, (2.59)
com a linearizacao por realimentacao robusta.

Prova: Pelo método de McFarlane-Glover, é possivel obter, para o sistema linearizado

G, um controlador Ky que garante

|a )1 - K16 [Kuts) ]| < (2.60)

o0

sendo

Mgt(s) =1+ BIX(sI — A) 'B, (2.61)

e X a tunica solugao definida positiva de
ATX + XA, - XBB'X +CTC, =0 (2.62)

Utilizando este controlador K, conforme o diagrama de blocos da Figura 2.11, o
operador nao linear T que relaciona a saida ¢ as entradas p,, e p, é dado por

Ty = fs(xs) + gs<xs)(us B pm) (263)

q= (us - pm) - BS(]:S)
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sendo

Us = O O w<xsvpn) + ﬂr o 7w/}(xsapn)vr
Uy = KS¢r o ¢(xs;pn)
w(l‘&pn) = hs(xs) +pn Q,D(O, 0) =0

Linearizando este sistema em torno da origem, (25 = us = p,, = py = 0), usando as
condigoes (1.31), (1.32) e (1.33) e aplicando a regra da cadeia as func¢oes compostas,

obtém-se

i’s = Asxs + Bs(us - pm) (2 64)

q=(us — pm) — BSTXxS
com

Us = Uy
Uy = Ks(csxs + pn)

sendo X a solucio definida positiva da equacio de Hamilton-Jacobi-Bellman do sistema

linearizado, dada por
e (ATX + XA, — XBBYX + CTCY) s =0 (2.65)
que é equivalente a equacao de Riccati (2.62). Pela unicidade da solucao, tem-se que
X=X (2.66)

Apoés algumas manipulacoes algébricas, a funcao de transferéncia do sistema linea-

rizado T'(s) é obtida como

T(s) = Mg (s)(I = Ko()Gu(s) ™" | Kols) 1] (2.67)
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De (2.60), tem-se que ||7(s)||,, < . Assim sendo, de acordo com a Proposigao 2.1,

i (T) = [[T(8)[l o < (2.68)

Considerando a malha fechada mostrada na Figura 2.12, a versao local do Teorema
do Pequeno Ganho (Proposi¢ao 2.2) implica que este sistema é localmente W-estavel

se

Anig

isto ¢, o sistema em malha fechada ¢ localmente W-estdvel para incertezas Any € Amg

tais que
A 1
e (| ] <2 (2.70)
Ay |) 7
+ ANR
p [ Ampg ]
+
T +

Figura 2.12: Sistema nao linear fatorado a direita em malha fechada.

Enfim, a partir das condigoes (1.31), (1.32) e (1.33), constata-se que em torno da
origem o diagrama de blocos da Figura 2.10 pode ser simplificado, o que conduz ao
diagrama de blocos da Figura 2.13.

Conseqlientemente, o controlador para o sistema nao linear P é dado por

K = Wi KW, (2.71)

associado a linearizacao por realimentagao robusta. O



2. Controlador Nao Linear Robusto 49

K, |

Figura 2.13: Loop-shaping do sistema nao linear simplificado em torno da origem.
2.8 Procedimento para a Obtencao do CNLR

Para finalizar este capitulo, é apresentado o procedimento de obtencao do contro-
lador nao linear robusto, etapa por etapa.
Seja o sistema nao linear afim na entrada com n varidveis de estado e m entradas

descrito pela equagao de estados
T = f(z)+g(x)u (2.72)

e cujo ponto de operagao é zy = 0 (se o ponto de operacao ¢é diferente de zero, é
necessario fazer uma transformacao de coordenadas).
O procedimento para obter o controlador nao linear robusto consiste nas etapas

descritas a seguir:

1. Construcao das distribuicoes Gg, G1,...,G,_1 associadas ao sistema nao linear,

conforme (1.5).

2. Verificar que estas distribuicoes satisfazem as hipoteses H1, H2 e H3. Neste caso,
continua-se o procedimento. Senao, o sistema nao ¢ linearizavel por realimentacao

e, portanto, nao é possivel utilizar o controle nao linear robusto.

3. Definir as fungoes escalares A;(z), -+, A\ (z) e a matriz M(x) de acordo com a
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proposicao 1.1. O vetor \(x) é dado por (1.6) e o sistema quadrado

&= f(z) + g(x)u
y = \()

(2.73)

¢ linearizavel por realimentagao.

4. Calcular as fungoes ¢,(z), a,(z) e By(x) conforme (1.19), (1.20) e (1.21), respec-

tivamente.

5. Determinar a aproximacao linear do sistema, fazendo

T, = Az, + B, (2.74)

com A, = 2@ e B, = g(0).
=0

6. Calcular a matriz de transferéncia G(s) = (sI — A,)"'B,.
7. Realizar o loop-shaping de G(s):

(a) Definir o indice de robustez desejado em porcentagem (iyop), 0 que permite
calcular v = 100 /4,qp.

(b) Determinar um pré-compensador Wi(s) e/ou um pés-compensador Wa(s)
que resultem nas caracteristicas desejadas para a resposta freqiiencial de
Gs(s) = Wa(s)G(s)Wi(s):

e Ganhos elevados em baixas freqiiéncias e ganhos baixos em altas
freqiiéncias.

e Uma freqiiéncia de cruzamento de 0dB que corresponda a banda pas-
sante desejada para o sistema em malha fechada.

e Uma inclinagao -20dB/década na vizinhanga da freqiiéncia de cruza-

mento de 0dB.
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Um integrador pode ser adicionado em uma das ponderacoes, para evitar

erros em regime permanente no caso de referéncias constantes.
(c) Calcular 4y, conforme (2.41). Se 7 < Ymin, retornar ao passo anterior e

modificar as ponderagoes.

8. Considerando o sistema aumentado Gy(s), calcular o controlador linear K con-

forme (2.39).
9. O controlador para G(s) ¢ dado por K(s) = Wi(s)Ks(s)Wa(s).

Assim, o controlador nao linear robusto que associa a linearizacao por realimentacao
robusta ao controlador H,, de McFarlane-Glover é implementada segundo o diagrama

de blocos da Figura 2.1, com o difeomorfismo

Ty = ¢r() (2.75)
e a realimentacao de estados
up(x,vy) = (@) + Be(x) vy (2.76)
sendo
v, = Kux, (2.77)

Neste procedimento, o loop-shaping ¢é realizado de forma iterativa, buscando as
ponderagoes que resultem na resposta freqiiencial e na robustez desejadas. Todos os

outros elementos do controlador sao determinados de maneira analitica.

2.9 Conclusao

Neste capitulo, foi mostrado como obter um controlador nao linear robusto para um
sistema nao linear MIMO afim na entrada associando a linearizagao por realimentacao

robusta a um controlador linear H..
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Para tal controlador, é possivel provar teoricamente a robustez local, através da Pro-
posicao 2.4 e do Teorema 2.1, utilizando a teoria da W-estabilidade. A mesma robustez
nao ¢ obtida quando ¢ utilizada a linearizagao por realimentacao classica, pois clara-
mente estes resultados nao se aplicam (porque o sistema linearizado por realimentagao
estd na forma de Brunovsky, e ndo na forma da aproximagao linear).

Além disso, foi apresentado o método de sintese H,, de McFarlane-Glover, que
permite determinar analiticamente o controlador e utilizar loop-shaping para especi-
ficar o desempenho desejado para o sistema em malha fechada, o que o torna muito
interessante para a construcao do controlador nao linear robusto.

No préximo capitulo, sao estudados observadores nao lineares, com o objetivo de
utilizar a linearizagao por realimentacao robusta mesmo quando o estado do sistema
nao é conhecido.

No Apéndice D, sao apresentados dois programas Matlab que calculam controladores
H, utilizando o método de sintese de McFarlane-Glover com fatoracao coprima a direita

e a esquerda.



CAPITULO 3

Observadores para

Sistemas Nao Lineares
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3.1 Introducao

A linearizacao por realimentagao robusta é muito interessante, pois permite o uso
de um controlador linear para o controle de um sistema nao linear. No entanto, este
método se aplica somente aos sistemas cujo estado é conhecido, o que limita o seu
potencial de utilizacao. As vezes, porém, o estado, apesar de nao ser mensuravel, pode
ser estimado a partir da saida e da entrada do sistema. Nestes casos, o sistema é dito
observavel e um observador de estados pode ser construido. Assim, esta estimativa
pode ser utilizada na linearizacao por realimentagao do sistema. Portanto, o objetivo
deste capitulo é obter um observador de estados que possa ser combinado a linearizagao
por realimentacao robusta, estendendo-a aos sistemas cujo estado nao é mensuravel.

O problema de observacao de sistemas nao lineares tem sido muito estudado na
literatura nos ltimos anos. Isto porque, ao contrario dos sistemas lineares, para os
quais a observabilidade é um conceito global bem definido e o observador de Luenberger
[29] é amplamente utilizado, os resultados obtidos para os sistemas nao lineares sao
muitas vezes locais e limitados a classes especificas destes sistemas. Uma revisao dos
conceitos de observabilidade e de alguns tipos de observadores nao lineares é dada neste
capitulo e também em [23] e [28].

Propoem-se aqui a combinacao de trés observadores diferentes a linearizagao por rea-
limentacao robusta. O procedimento adotado neste capitulo é essencialmente empirico.
Ele ¢é validado pela sua aplicacao com sucesso a um exemplo e nao por uma justificativa
tedrica rigorosa, que ainda deve ser efetuada.

Na Secao 3.2 deste capitulo, o problema da obtencao de um observador para o
sistema nao linear é formulado. Na Secao 3.3 é evocado o conceito de observabilidade de
sistemas nao lineares e a relagao entre um sistema observavel e um sistema linearizavel
por realimentagao é estabelecida. A seguir, os observadores (linear e nao linear) de
ordem reduzida sao revistos e um observador de ordem completa com termo integral
é proposto, respectivamente nas Segoes 3.4 e 3.5. Os procedimentos de obtencao dos

trés observadores, descritos etapa por etapa, sao dados na Secao 3.6.
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3.2 Formulacao do Problema

Seja o sistema nao linear com n variaveis de estado, m entradas e p saidas descrito

pela equagao de estados

= f(2) + g(z)u
y = h(z)

na qual x € R” representa o estado, u € R™ ¢ a entrada de controle, y € RP ¢ a saida

(3.1)

medida e f(x), gi1(x),..., gm(z), h(z) s@o campos vetoriais suaves definidos em um
subconjunto aberto de R™. Assume-se que o estado x nao é conhecido.

Se o sistema (3.1) é observavel, entdo existe um observador de estados na forma

Z:fobs(z7u7y) (3 2)

T = hobs(za u, y)

sendo z € R? o estado interno do observador e € R™ uma estimativa do estado x, tal
que o erro e = x — T tende a zero.

Assim, um observador pode ser combinado a linearizagao por realimentacao nos
casos em que o estado nao é conhecido, de acordo com o diagrama de blocos mostrado

na Figura 3.1.

Uy o 0 (3) + 580, ! - élste.ma Y
Nao Linear
A
> Observador I 6:(2)
> de Estados
Controlador B T,
Linear

Figura 3.1: Linearizacao por realimentagao robusta combinada ao observador.
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Uma outra maneira de tratar este problema é resolvé-lo na ordem inversa: supondo
que a linearizagdo por realimentacdo robusta lineariza o sistema (3.1), estima-se o
estado da aproximacao linear e, em seguida, calcula-se o estado estimado do sistema
nao linear a partir do estado estimado do sistema linear.

Assim, utiliza-se um observador linear para estimar o estado z, do sistema

T, = Az, + Booy
(3.3)

Yy = C(rxr
e a seguir obtém-se a estimativa do estado x através da transformacao inversa
&= ¢, () (3.4)

Neste caso, tem-se uma modificagao do esquema de implementacao do observador,

que agora ¢ feita na forma mostrada na Figura 3.2.

" R . Sistema Y
o (F) + BBy, L - -
Nao Linear
7y
T
71 A
Xy > T
¢ (&) > Observador Ty
A > de Estados

Controlador

A

Linear

Figura 3.2: Linearizacao por realimentacao robusta combinada ao observador linear.

Obviamente, o método de linearizacao por realimentacao robusta tem por obje-
tivo simplificar o projeto de um controlador para um sistema nao linear, permitindo

o uso de um controlador linear. Neste contexto, a utilizacao de um observador de es-



3. Observadores para Sistemas Nao Lineares 57

tados de formula¢do muito complexa (como, por exemplo, observadores baseados em
estrutura varidvel ou adaptativos) estd descartada, pois o interesse é manter a sim-
plicidade de toda a malha fechada. Logo, busca-se neste trabalho um observador de
formulacao descomplicada que apresente bons resultados, mesmo na presenca de va-
riagoes de parametros e/ou incertezas de modelo nao estruturadas.

Inicialmente, é necessario definir as condigoes que o sistema (3.1) deve satisfazer

para que seja observavel. Estas condigoes sao apresentadas na préxima secao.

3.3 Observabilidade de um Sistema Nao Linear

Seja o sistema nao linear com n variaveis de estado, m entradas e p saidas descrito
pela equacao de estados!
&= f(x,u)
y = h(x,u)

(3.5)

na qual x € R" representa o estado, u € R™ é a entrada de controle, y € R? é a saida
e f(z,u) e h(x,u) sdo campos vetoriais suaves definidos em um subconjunto aberto do
R™.

O estado z nao é conhecido. No entanto, se a condigao inicial z(0) deste sistema
pode ser determinada a partir de u e y, entao o estado z pode ser calculado pela
integracao de # = f(x,u). Logo, a observabilidade de (3.5) estd ligada ao conceito de
“condigoes iniciais distinguiveis”.

Definicao 3.1. Seja o sistema ndo linear (3.5).

(i) Duas condigoes iniciais o e Ty sao ditas indistinguiveis se para toda entrada

admissivel u e t > 0,

y(t7m07u) = ?J(tw'fmu) (36>

sendo y(t, xo,u) = h(x(t,xo,u),u) a saida do sistema para a entrada u e a condi¢ao

inicial o no tempo t e y(t,To,u) = h(x(t,To,u),u) a saida do sistema para a entrada

1 Esta é uma formulacdo geral para um sistema néo linear, que engloba os sistemas afins na entrada
como o sistema (3.1).
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u e a condi¢ao inicial To no tempo t.

(i1) Se, para duas condi¢des iniciais o e To, Ju e It tais que

y(t, zo,u) # y(t, To, u) (3.7)

entao a entrada u distingue xo e Ty em t.
A observabilidade do sistema (3.5) ¢ entao definida por [17]:

Definigao 3.2. O sistema nao linear (3.5) € observavel se, para todo par de condigoes

maciais distintas xo e Xg, ele admite uma entrada w que as torna distinguiveis.

A Definicao 3.2 mostra que a observabilidade é uma nocao que depende das en-
tradas do sistema. Contudo, certos sistemas tém a propriedade de serem observaveis
independentemente da entrada aplicada. Assim, a observabilidade pode também ser

definida de maneira uniforme [28].

Definicao 3.3. O sistema nao linear (3.5) é uniformemente observdvel se toda entrada
o torna observdvel. Mais precisamente, se para toda entrada u e para todas condi¢oes

iniciais distintas xo e T, existe t tal que y(t, xo,u) # y(t, To, u).

Evidentemente, a Definicao 3.2 e a Definicao 3.3 nao podem ser facilmente veri-
ficadas. Portanto, através dos anos, varios critérios para testar a observabilidade de
um sistema nao linear foram desenvolvidos. Em [14], trata-se do caso especial de um
sistema afim na entrada com uma tnica saida. Em [49], foi proposto pela primeira
vez o chamado mapa de observabilidade, que é utilizado em trabalhos recentes como
[30, 11]. Este mapa de observabilidade, cuja definigao é dada a seguir, aplica-se aos

sistemas nao lineares MIMO na forma (3.5).

Definicao 3.4 (Mapa de Observabilidade). Seja

R=[r ... ) (3.8)
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um vetor de numeros inteiros nao negativos tal que r1 + --- 4+ 1, = n. O mapa de

observabilidade do sistema nao linear (3.5) é definido como

hi(‘ra u)
wy(z,U) |
: i1 (T, u, )
wy(z,U) '
’ Qpi,ri—l(l’, Uy ... ,u(ri_l))
no qual
y Ohi oh; . .
i (T, u, i) = %f(-fa u) + Y
i) = 22 Do, O, .
pualo o) = " e + T ik St =i
(3.10)
8()0 7’1'—2 a(p
' R Triri=2 ) (G41) — o (ri—1)
P (s, w or W F = 0ul) u Y;
e o vetor U com m - max(r;) elementos é dado por
u
U

U= _ (3.11)

Proposicao 3.1. Se existe um R tal que o mapa de observabilidade w(z,U) seja in-

versivel, entdo o sistema (3.5) é observdvel’.

2Para um sistema linear, esta condicdo é equivalente ao teste usual de observabilidade, que verifica
0 posto da matriz

C
CA
CAn—l

visto que, neste caso, w(x,0) corresponde as linhas linearmente independentes desta matriz multiplica-
das pelo vetor x. Se o posto da matriz € igual a n, entdo w(x,0) € formado por n equagdes linearmente
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A Proposicao 3.1 pode ser interpretada da seguinte maneira: se o mapa de obser-
vabilidade w(z, U) é inversivel, entao é possivel escrever, de maneira unica, o estado z

em funcao da saida y, da entrada u e de suas respectivas derivadas
r=w(y,... ,le_l), e Yy I(fi"_l), u, ... umexr)=L) (3.12)

ou seja, o estado pode, em teoria, ser calculado utilizando esta equacao.

Geralmente, a equagao (3.12) nao é utilizada para calcular o estado do sistema pois
ela nao dispoe de correcao em caso de erro, sendo considerada um observador em malha
aberta. Por isso, preferem-se os observadores em malha fechada, que corrigem o valor

do estado estimado se ha divergéncia entre a saida medida e a saida calculada.

Observabilidade e Linearizacao

No caso dos sistemas MIMO afins na entrada, é possivel mostrar que os conceitos
de sistema observavel e sistema linearizavel por realimentacao estao ligados. Isto é

estabelecido no lema a seguir.

Lema 3.1. Se o estado x do sistema (1.1), dado por

= f(x)+ g(z)u (3.13)
¢ desconhecido, mas é possivel obter funcoes mensuraveis

AM(z), - Am() (3.14)
tais que as condicoes da Proposicao 1.1 sao satisfeitas, entao o sistema

i = f(x)+ g(z)u
y = \()

independentes, sendo portanto inversivel. O vetor U é considerado nulo pois a observabilidade de um
sistema linear € independente da entrada do mesmo.

(3.15)
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¢ linearizavel por realimentacao e observdvel.

Prova: Da Proposicao 1.2, sabe-se que o sistema (3.15) é linearizavel por reali-

mentacao. Resta provar a observabilidade.

Se Ai(x),- -+, Ap(x) s@o mensurdveis, entdo y = A(x) é a saida medida do sistema.
Considerando as propriedades de A\;(x),- -, A\, (x), dadas na Proposigao 1.1, isto é,
LuMi(@) = £ LoAi(@) = -+ = Lo £ 72 Ny(w) =0 Vi € [Lm], Vj € [1,m]

sabe-se que a saida y e suas derivadas nao dependem da entrada u nem de suas deri-
vadas.

Assim, o mapa de observabilidade deste sistema é dado por

wy () M)
' L I\
w(z) = , o wi(z) = f>\. (@) (3.16)
- 2]

que é equivalente ao difeomorfismo ¢.(x) e, portanto, inversivel. Logo, o sistema (3.15)
¢ observavel. O
A seguir, sao apresentados trés diferentes tipos de observadores que podem ser

combinados a linearizacao por realimentacao robusta.

3.4 Observadores de Ordem Reduzida

Quando algumas variaveis de estado podem ser diretamente medidas a partir da
saida de um sistema, nao é necessario estima-las. Neste caso, um observador de ordem

reduzida pode ser utilizado.
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3.4.1 Observador Linear de Ordem Reduzida

Em um primeiro tempo, procura-se um observador linear para estimar o estado x,
do sistema (3.3). Este observador é implementado segundo o diagrama de blocos da
Figura 3.2.

Como alguns dos elementos do estado x, (mais precisamente, m elementos de x;)
podem ser diretamente medidos a partir de y, opta-se por um observador linear de
ordem reduzida, que estima apenas os (n—m) estados restantes. O método de obtengao
do observador apresentado aqui é baseado numa transformagao de base do sistema [12],
mas existe também uma versao que utiliza equagdes de Lyapunov [7].

Assumindo que C; tem posto igual a m, realiza-se uma transformacao de base dada

por
A=VT'AV
B=VB
_ (3.17)
C=CcV
z=Vux,

sendo V' uma matriz inversivel n x n escolhida para que se obtenha

Desta forma, os m estados conhecidos sao separados dos (n — m) desconhecidos pois

T = (3.19)

eilzy.

As matrizes A e B sao particionadas da mesma maneira e o sistema (3.3) é reescrito
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na nova base como

T B Ay Apl |7 By
1;72 Agl 12122 To BQ (320)
y==a

1

Este sistema estd agora na forma adequada para que um observador linear de ordem

reduzida seja utilizado.

Proposigao 3.2. Se o par (C, A) é observdvel, entdo o par (A, Asy) também o é, e

um observador linear de ordem reduzida para o sistema (3.20) é dado por

z = (AQQ — LAlg)Z + (/_122 — L/_llg)Ly -+ (/_121 — L/_lll)y + (Bg — LBl)Ur

y (3.21)

z+ Ly

S
I

no qual z € R ¢ o estado interno do observador, T é a estimativa do estado T e L
¢ uma matriz (n —m) X m que corresponde ao ganho do observador.

O erro ey = Ty — Ty Satisfaz
ég = (AQQ - LAlz)GQ (322)

e, pela observabilidade do par (/_122, /_112), o0s autovalores de Asy — LAy podem ser livre-
mente alocados no semiplano esquerdo. Garante-se, portanto, convergéncia exponencial

a zero.

A utilizacao deste observador permite obter . A estimativa do estado z, é entdo
dada por
&=V 'z (3.23)

3.4.2 Observador Nao Linear de Ordem Reduzida

Um outro observador interessante é o observador nao linear de ordem reduzida,

proposto em [44], que se baseia numa transformagao de coordenadas semelhante a do
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observador linear de ordem reduzida.
Neste caso, o observador estima o estado x do sistema (3.1) e é implementado de

acordo com o esquema da Figura 3.1.

) o (42) oo

entao sempre é possivel encontrar uma matriz constante V' tal que a transformacao de

estado

= P(z) = (3.25)

é localmente inversivel.

Nas novas coordenadas, o sistema é dado por

g _ |y &)
3 oy, & u) (3.26)
y=C "
§
sendo
Oh(z)
JEu) = flx)+g(x)u 3.27
.60 = (T o)) (3.27)
e(y,&u) = (V(f(2) + 9(@)u)],_p-1(ye (3.28)
C= [[m Omx(n_m)] (3.29)

Desta forma, os m estados conhecidos sao separados dos (n — m) desconhecidos.
Este sistema esta agora na forma adequada para que um observador nao linear de

ordem reduzida seja utilizado.

Proposicao 3.3. Seja o sistema ndo linear (3.1). Um observador nao linear de ordem
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reduzida para este sistema € dado por

2=y, z+ Ley,u) — Len(y, z + Ley, u) (3.30)

i =P 'y, z+ Ly)

no qual z € R"=™) ¢ o estado interno do observador tal que & = z + Ly, & € a
estimativa do estado x e L, é uma matriz (n —m) X m que € o ganho do observador.

O erro eg = f — & satisfaz

éf = @(yvg + €¢, U) - 90(?% 57 u) - Lr [77(.% 6 + €¢, U) - 77(.% ga U)] (331)

Na pratica, observa-se que estes dois observadores de ordem reduzida combinados
a linearizacao por realimentacao robusta apresentam bons resultados somente quando

as incertezas no sistema sao pequenas.

3.5 Observadores de Ordem Completa

A principal dificuldade na concepcao de observadores para sistemas nao lineares é
de demonstrar a estabilidade da malha fechada e a convergéncia do erro, pois a sua
dinamica, é, é nao linear. Na maioria dos casos, utiliza-se a teoria de estabilidade de
Lyapunov para analisar é, mas os resultados nem sempre sao conclusivos. Além disso,
a nao linearidade de é complica a escolha do ganho do observador.

A maneira mais simples de construir um observador para o sistema nao linear (3.1)

é utilizar as préprias funcoes do sistema, fazendo
&= f(&) + g(&)u + L(#,u) (y — h(#)) (3.32)

no qual L(#,u) uma matriz n X p que representa o ganho do observador.



3. Observadores para Sistemas Nao Lineares 66

Para este observador, a dinamica do erro e = x — z é dada por

¢=i—1=f(r) = f(&)+ (9(x) = 9(&) u— L(&,u) (h(z) — h(2)) (3.33)

Como esta dinamica é nao linear e depende do estado real do sistema, que nao é conhe-
cido, nao é claro se ha convergéncia do erro. O termo (g(z) — g(2)) u, principalmente,
pode impedir esta convergéncia quando o sinal de controle u possui um valor nao nulo
em regime permanente.

Considera-se agora o sistema obtido pela derivacao de (3.1),

¥ = Fy(x,u)z + g(x)d

(3.34)
y = Ha(z)t
com
_ 0f(z) | O(g(z)u)
Fa(z,u) = or " or
Oh(z)
H pu—
al@) ox
Um observador para este sistema ¢é
F = Fy(#,w)i + g(i)i + La(i,u) (y - Hd(ge)j:> (3.35)

no qual Lg(Z,u) é uma matriz n X p que representa o ganho do observador.

Neste caso, o erro e = & — # tem a dinamica
¢ = Fy(z,u)d — Fa(#,u)d + (g(z) — g(2)) & — La(#, u) (Hd(gs):i: - Hd(:%):fs> (3.36)

Assim, considerando que a entrada u é constante em regime permanente, a sua deri-
vada 4 é nula e o termo (g(z) — ¢(2)) & tem menor influéncia na convergéncia do erro.
Obviamente, este observador estima o estado derivado z, sendo portanto necessario

uma integragao para obter uma estimativa de x.
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Na seqiiéncia, é proposto um observador ao qual é adicionado um termo integral.

3.5.1 Observador Nao Linear com Termo Integral

Inicialmente, define-se o estado aumentado z € R?" tal que

21
2 = (3.37)
22
com 21 =x € 2y = I.
Para este estado, seja o sistema aumentado
2= fa(2,u) + ga(2)u
(3.38)
Ya = ha(z)
no qual
Ya = Y (339)
Y
22
falz,u) = (3.40)
Fd(Zl, U)Zg
OTLXT)’L
9a(z) = (3.41)
9(z1)
h(z
ha(2) = (1) (3.42)
Hd(Zl)ZQ

Lema 3.2. Seja o sistema aumentado nao linear (3.38). Um observador nao linear

para este sistema € dado por

fa(2,u) + ga(é)u + La(Z,u) (ya - ha('g))
(3.43)

z

=
|
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sendo 2 € R?" a estimativa do estado z, & a estimativa do estado x e L,(2,u) uma
matriz 2n X 2p que corresponde ao ganho do observador.

O erro e = z — Z satisfaz

é= fa(z7u) - fa(27u) + (ga(z) - ga(é)) (e La(27u) (ha(z) - ha('%)) (344)

A matriz L,(2,u) pode ser particionada de acordo com

L.(2,u) = L (3.45)
L

sendo La1(2,u), Laa(2,u), Laz(2,u) e Lay(2, 1) matrizes n X p. Normalmente, escolhe-se
uma matriz L,3(Z,u) nula e Ly (2,u) = Lq(#,u), satisfazendo a equagao (3.36). As
matrizes L, (2,u) e Lao(Z,u) correspondem a ganhos que corrigem a estimativa de z
obtida pela integracao, se necessario.

Na pratica, este observador apresenta bons resultados quando utilizado em conjunto
com a linearizagao por realimentacao robusta e um controlador linear que possua acao

integral, mesmo na presenca de incertezas importantes no sistema.

Observacao: Varios outros tipos de observadores sao propostos na literatura, mas

nao foram considerados neste trabalho por duas razoes principais:

e Tém uma estrutura complexa, que nao corresponde ao objetivo de simplificacao
do problema de controle deste trabalho. Sao exemplos o observador adaptativo

em [31] e o observador de estrutura variavel em [9].

e Utilizam difeomorfismos que transformam o sistema (implicita ou explicitamente)
em formas semelhantes a de Brunovsky, o que, em geral, implica menor robustez.
Sao exemplos o observador com dinamica de erro linear em [18] e o observador a

grande ganho em [1, 2].
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3.6 Procedimentos de obtencao dos observadores

Para finalizar este capitulo, sao apresentados os procedimentos de obtencao dos trés
observadores, etapa por etapa.
Seja o sistema nao linear afim na entrada com n variaveis de estado, m entradas e

p saidas descrito pela equacao de estados

(3.46)

O controlador nao linear robusto para este sistema é obtido utilizando-se o proce-
dimento apresentado na Secao 2.8, com a suposicao de que o estado x é conhecido.
Se o sistema ¢ linearizavel por realimentacao, entao a observabilidade é garantida pelo
Lema 3.1.

Os procedimentos de obtencao dos trés observadores sao descritos a seguir.

Obtencao do Observador Linear de Ordem Reduzida

1. Determinar a aproximacao linear do sistema fazendo

T, = Az, + Booy

. (3.47)
Yy = 02y
com A, = 8’;;”) , B.=g(0) e C, = agf)

x=0
2. Obter a matriz de transformacao de base V' que transforma o sistema (A,, B;, C;)

no sistema (A, B, C'), conforme (3.17).
3. Particionar as matrizes A e B, conforme (3.20).

4. Definir o ganho L do observador, de forma que os pélos de Ay — LA, respeitem

as seguintes regras:
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e Se o sistema (14_122, Bs, 14_112) tem zeros finitos, os pélos do observador devem

ser alocados nas mesmas posigoes dos zeros.

e Se os zeros do sistema (A, By, Ajo) estao no infinito, é possivel posicionar
livremente os pélos de Ay — L A5 no semi-plano esquerdo. De preferéncia,
mais a esquerda que os pélos de Asy, para aumentar a velocidade de con-

vergencia do erro de estimacao.

O observador linear de ordem reduzida é implementado segundo o diagrama de

blocos da Figura 3.2 e é dado por

z = (AQQ — LAH)Z + (AQQ — L/LQ)Ly -+ (Agl — L[ln)y -+ (BQ — LBl)Ur

y (3.48)

z+ Ly

o=V

Obtencao do Observador Nao Linear de Ordem Reduzida

1. Encontrar a transformagcao de estados inversivel P(z) e o novo estado £, conforme

(3.25).

2. Calcular as fungoes n(y, &, u) e o(y, &, u), conforme (3.27) e (3.28), respectiva-

mente.

3. Definir o ganho L, do observador. Nao existe uma metodologia para a esco-
lha deste ganho. Uma maneira de escolher é considerar a aproximacgao linear
do sistema reduzido, seguindo regras semelhantes aquelas dadas na etapa 4 do

procedimento relativo ao observador linear de ordem reduzida.

O observador nao linear de ordem reduzida é implementado de acordo com o dia-

grama de blocos da Figura 3.1 e é dado por

2=y, 2+ Ly, u) — Lin(y, 2 + Ly, u) (3.49)

=P y,z+ Ly)
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Obtencao do Observador Nao Linear com Termo Integral

1. Determinar as fungoes fa(z,u), ga(z) € ha(z), conforme (3.40), (3.41) e (3.42),

respectivamente.

2. Escolher a matriz de ganho L,(Z,u) do observador. Esta matriz pode ser parti-

cionada como
al(A ) La2(27u)

, U
a3<737 u) La4(21 u)

L
La(2,u) = ; (3.50)

Supondo-se que L, é uma matriz constante, uma escolha possivel é:
e As matrizes L, e Lao s@o ganhos de integracao que corrigem a estimacao de
x.
e A matriz L,3 é nula.

e A matriz L,4 representa o ganho de um observador linear obtido para a

aproximacao linear do sistema derivado

j}r = Ar:tr + Bri}r
(3.51)
?J - er:r

que respeita indicacoes similares aquelas dadas na etapa 4 do procedimento

relativo ao observador linear de ordem reduzida.

O observador nao linear com termo integral é implementado segundo o diagrama

de blocos da Figura 3.1 e é dado por

z

{In Om] ) (3.52)

=>
I

3.7 Conclusao

Neste capitulo, foi estudada a possibilidade de combinar observadores de estado a

linearizacao por realimentacao robusta, para permitir o seu uso em uma quantidade
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maior de sistemas.

Inicialmente, foi evocado o conceito de observabilidade de sistemas nao lineares.
Em seguida, demonstrou-se, através do Lema 3.1, que todos os sistemas nao lineares
afins na entrada para os quais é possivel medir A\(z), -, A, (x) sdo linearizaveis por
realimentacao e observaveis.

Finalmente, propos-se a combinagao de trés observadores diferentes (o observador
linear de ordem reduzida, o observador nao linear de ordem reduzida e o observador nao
linear com termo integral) a linearizacao por realimentagao robusta. Foram escolhidos
observadores simples e que mostram bons resultados na pratica.

Nao foram obtidas demonstragoes tedricas de estabilidade e robustez neste trabalho,
no entanto estas questoes foram investigadas através de um exemplo de aplicacao, no

capitulo 5. Assim sendo, o problema continua aberto e sera estudado no futuro.



CAPITULO 4

Aplicacao:
Suspensao Magnética MIMO



4. Aplicacdo: Suspensao Magnética MIMO 74

4.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é comparar através de um exemplo o desempenho e a ro-
bustez obtidos em malha fechada pelos trés métodos de controle vistos no Capitulo 1:
o controle linear calculado para a aproximacao do sistema nao linear e aplicado direta-
mente ao mesmo, a linearizagao por realimentacao classica associada a um controlador
linear e a linearizacao por realimentagao robusta associada a um controlador linear.
Sao utilizados controladores lineares do tipo H.,, obtidos pelo método de sintese de
McFarlane-Glover.

O exemplo escolhido é uma suspensao magnética com quatro pélos magnéticos, um
sistema que possui multiplas entradas e multiplas saidas. Neste sistema, um rotor é
suspenso e posicionado utilizando forcas eletromagnéticas geradas por dois pares de
estatores eletromagnéticos. Isto elimina a friccao, tornando tal sistema interessante
para aplicacoes industriais, servindo como alternativa a mancais simples, que utilizam
lubrificacao, e a mancais a ar comprimido. Contudo, a suspensao magnética apre-
senta diversas nao linearidades associadas as dinamicas eletromagnéticas, tornando o
problema de controle complexo.

Na literatura, os primeiros trabalhos publicados propunham controles lineares de-
senvolvidos para uma aproximagcao linear do modelo da suspensao magnética. Técnicas
de controle 6timo foram utilizadas, por exemplo, em [32]. No entanto, estes controlado-
res apresentam resultados limitados. Em [42], sdo explicitadas as vantagens de utilizar
um controle que considere as nao linearidades do sistema. Entre as técnicas de controle
nao linear propostas, pode-se citar backstepping, em [8], e estrutura varidvel, em [42],
com bons resultados.

O modelo da suspensao magnética é descrito na Secao 4.2 deste capitulo. Na Secao
4.3, apresenta-se o projeto dos controladores para este sistema, incluindo a linearizacao
por realimentacao e a sintese H,,. Resultados de simulagao que permitem comparar o

desempenho e robustez dos controladores sao mostrados na Secao 4.4.
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4.2 Modelo da Suspensao Magnética MIMO

Seja a suspensao magnética mostrada na Figura 4.1. Este sistema é composto
pelo rotor (um disco planar de massa m) e dois pares de estatores eletromagnéticos (o
primeiro atuando na dire¢do z, e o segundo na diregao z,). Neste trabalho, é utilizada

a modelagem proposta em [8].

Figura 4.1: Visao superior da suspensao magnética MIMO.

O rotor é posicionado pelas forcas magnéticas F}, Fs, I3 e Iy geradas pelos circuitos
eletromagnéticos dos estatores. Mais precisamente, as forcas magnéticas sao produzidas
pelas correntes 1, 19, 73 € i4 que dependem das tensoes e, eq, €3 € ¢4 aplicadas a cada
estator. Os circuitos eletromagnéticos tém indutancias nao lineares Ly, Lo, L3 e Ly,

resisténcias Ry, Ry, R3 e Ry e forcas contra-eletromotrizes By, By, B3 e Bjy.
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A suspensao magnética pode ser controlada ativamente e as suas entradas de con-
trole sao as tensoes ej, ea, e3 e e4. Os sinais mensurdveis sao as posigoes z, e 2z, do
rotor, as respectivas velocidades Z, e Z, e as correntes i1, i, i3 € i4.

Este sistema pode ser dividido em um subsistema mecanico e um subsistema

elétrico. Na diregao zy, o subsistema mecanico ¢ dado por

d?z, ‘ ‘
M- = Filzy, i) + Fa(zy, 1) (4.1)
e o subsistema elétrico é dado por
o di ‘ C.dz
Ll(zy721)—1 + Ryiy + Bi(zy,i1)— = €3
dt dt (42)
di d )
LQ(Zy,iQ)ﬁ + Rais + Bg(zy,z‘z)% = e

Assumindo que nao hé saturacao do circuito magnético e negligenciando fugas, os

fluxos magnéticos sao

, Loy
)\1<Zy, 21) = L — o (43)
y
. Loy
)\Q(Zy, Zg) = 2 T 9 (44)
Yy

com k = 2gg + a, sendo gy a distancia entre o rotor e o estator quando o rotor esta na
posicao z, = 0, a uma constante positiva introduzida no modelo para que a permeabili-
dade eletromagnética calculada seja finita e Ly uma constante positiva que depende da
construcao do sistema. Este modelo é véalido somente se o rotor nao entra em contato
com os estatores, isto é, se |z, < go.

As expressoes (4.3) e (4.4) sao utilizadas para calcular as forgas magnéticas

. o (" N i\’
Fl(Zy,Zl) = 67/0 /\1(Zy, Zl>d21 = LO (k‘ _122 ) (45)
Yy Yy

A Ny s\
FQ(Zy,ZQ) = a—/ )\Q(Zy,Z2>d/LQ = _LO ( e > (46)
0

2y k+ 2z,
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as indutancias
. (9)\1 (Z Zl) L(]
L = AR 4.7
l(zy’ Zl) 87,1 k’ — 2Zy ( )
X 8)\2(2 22) LO
L = LARGEAE 4.8
2(212) Dis k+ 2z (4.8)
e as forcas contra-eletromotrizes
. 8)\1 (Z Zl) 2L0’é1
B = LLRELAE 4.9
1y 1) Dz (k — 22,)? (4.9)
. 6)\2(,2 22) —2L0i2
B = SARLAE 4.10
2(2y,2) Dzy (k + 2z,)? (4.10)

Substituindo (4.5), (4.6), (4.7), (4.8), (4.9) e (4.10) em (4.1) e (4.2), obtém-se o

modelo para o sistema na dire¢ao zy, dado por

d2Zy B & il 2 _ ig 2

ez m k— 2z k+ 2z,

dil k — 2Zy . il dZy
-1 — Riii) — 2 -
dt ( Lo ) (er = Fuiy) (k - 2zy) dt

dig k -+ 22y . ig dZy
2 _ - R 2 -y
dt ( Lo ) (€2 = aiz) + (k n zzy) dt

O sistema na diregao z, é obtido de maneira andloga, resultando em

d2ZX . & ig 2 . i4 2

A2 m k— 2z k+ 2z

dig k— 2ZX . i3 dzx
— = — Ryis) — 2 ——
dt ( Lo ) (€3 = Rais) (k - 2zx) dt

di4 k + QZX . 'L.4 dzx
4 _ o 4
dt < Lo ) (€4 = i) + (k: ¥ 2zx> dt

(4.11)

(4.12)

Logo, nao existe acoplamento entre os sistemas (4.11) e (4.12), sendo possivel con-

trola-los independentemente. Na seqiiéncia, apenas o controle na dire¢ao 2, ¢ conside-

rado.

Escolhendo as varidveis de estado z1 = zy, X2 = 2y, 3 = i1 € 14 = i3 € as entradas
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de controle u; = €1 e uy = ey, 0 sistema (4.11) pode ser reescrito como

Ztlzxg

P E x% B x3
2T om (k=221 (k+213,)?

4.13
i — (l{? — 21‘1)(U1 - Rll’3) . 2[[‘21’3 ( )
3 LQ k — 2$1
. (k + 2111)(U2 — R21‘4) 21’21‘4
Ty = +
LO k + 21’1
Assumindo que o sistema tem uma corrente de pré-magnetizacao Iy tal que
U10 U20
R e s 4.14
R, Ry ° (4.14)
o ponto de equilibrio deste sistema é dado por
R k (R1U20 - R2U10) .
0=~ =
0 2 (R1U20 + Rgulo)
Tog = 0
o (4.15)
0= R, 0
U20
_ — = I
T40 R, 0
Sao entao definidos o novo estado
Iy T
x T
1= 7 (4.16)
22‘3 Tr3 — ]0
.%4 Ty — IO
e o novo vetor de controle
U uy — Ryl
S 1do (4.17)

Us us — Raly
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Apoés esta modificacao, obtém-se a nova equacao de estados do sistema

I Ty 0 0
2 ﬂ (523—}—[())2 - (5}4—}—[())2 ~
T2 _ | m ((k—2£1)2 (k+2%1)2 4 0 0 t (4 18)
z _ Ri(k—231)33 _ 2@2(@s+Io) k—2i; ~ '
1'3 Lo k—2%, Lo 0 Uz
. = A = (s - SN——
< Ro(k+2%1)%4 2%2(Za+10) k423 ¥
| V4] I T “hram | 0 Lo | “
\\.,_/ N ~ J/ ~~ g
i f(@) g(&)

cujo ponto de equilibrio é Z19 = T9g = T390 = T40 = 0.
Os valores nominais dos parametros da suspensao magnética sao apresentados na

Tabela 4.1.

’ Parametro \ Valor Nominal ‘

m 2 kg

90 1x107° m
a 1.25 x 107° m
Ly 3 x 107* Hm
Ry 10

Ry 10

Rs 10

Ry 10

Iy 6 x 1072 A

Tabela 4.1: Valores nominais dos parametros da suspensao magnética MIMO.

4.3 Projeto dos Controladores

Nesta secao, apresentam-se os projetos de um controlador que combina linearizacao
por realimentagao classica a um controlador Hy, (denominado LRC + H.,) e de um
controlador que combina linearizacao por realimentacao robusta a um controlador Hy,
(denominado LRR + H). Este tltimo corresponde ao controlador nao linear robusto
estudado no Capitulo 2.

O projeto destes controladores consiste em duas etapas:
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e A determinacao das leis de linearizacao por realimentacao cldssica e robusta, de

acordo com os métodos descritos no Capitulo 1.

e A sintese dos controladores lineares H,, para os sistemas obtidos apds a lineari-
zagao por realimentacao, utilizando o método de McFarlane-Glover descrito no

Capitulo 2.

Para efeitos de comparacao, deseja-se projetar estes dois controladores de forma
que os respectivos sistemas em malha fechada tenham comportamento semelhante no

caso nominal.

Observacao: O controle linear H,, calculado para a aproximacao do sistema nao li-
near e aplicado diretamente ao mesmo (denominado CL H,), que também é testado
nas simulagoes, ¢ o mesmo controlador linear obtido no caso da linearizacao por reali-

mentacao robusta.

Linearizacao por Realimentacao

O sistema nao linear (4.18) satisfaz as hipéteses H1, H2 e H3!, portanto, pela
Proposicao 1.1, existem fungdes A\ (Z) = Z;, com grau relativo r; = 3, e A\o(Z) = T3,

com grau relativo ro = 1, tais que o sistema dado por

T1 T 0 0

2 ﬂ (:53—‘,-]0)2 . (54-‘,-[0)2 ~

L2 |'m ((k725:1)2 (k+271)2 n 0 0 uy

’I:‘ . R1 (k‘—?fl)ig . 2%2 (fg-ﬁ-[o) k—2%1 0 a

3 L() k:—2521 LO (4 19)

7 _ Ro(k+2&1)i4 + 2Z2(Z4+1o) 0 k+23, '

|4 L Lo k+221 | Lo |
I

y=1_

T3

¢ linearizavel por realimentagao.

LA werificacdo das hipdteses H1, H2 e H3 foi feita utilizando o programa crlin no Matlab e ndo é
apresentada aqui por ser longa e tediosa. Além disso, este programa foi utilizado para determinar as
fungoes ac(z), Be(Z), ¢c(), ar(Z), Br(Z) e ¢(Z). O programa crlin é apresentado no Apéndice D.
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Linearizacao por Realimentagao Classica

Pela Proposigao 1.3, a linearizagdo por realimentacao cldssica do sistema (4.19) é

realizada utilizando-se o difeomorfismo

Te = ¢c(T) (4.20)
e a realimentacao de estados
U= e(T) + Be(T)ve (4.21)
sendo _ -
Ry G + 2Lo562(i~3+10)
0 () = S (4.22)
=~ T2 L0 1 )(T3 0
| Rols + =555 aEar1o)
_ . k L20~ -
7) = e 4.2
6C(x) —m(k4+2%1)  Lo(k+2%1)(Z34+1o) ( 3)
| 2(Z4+1p) (k‘—2§31)2(534+10) ]
T
N Ty
¢C<x) = ﬂ ((53_’_[0)2 . (534_’_]0)2) (424>
m \ (k—2%1)2 (k+2%1)2
13
Obtém-se entao o sistema linearizado
0O 1 0 O 0 0
) 0O 0 1 o0 0 0
Te = Te+ Ve (4.25)
O 0 0 O 1 0
0O 0 0 O 0 1
A Be

que esta na forma candnica de Brunovsky.
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Linearizacao por Realimentagao Robusta

Pela Proposigao 1.4, a linearizagao por realimentacao robusta do sistema (4.19) é

realizada utilizando-se o difeomorfismo

Ty = ¢r(57>

e a realimentacao de estados

sendo

u= O‘r(i'> + ﬁr(j)vr

Lo 0 e
21 kR
0 -% —Io 0
1 0 0 0
0 1 0 0
T = )
8Lolg 0 2Loéo _2L0£0
mk3 mk mk
0 0 1 0
0 Lo
R—
_mk Lo
21y

k 21g

41021 k_2

<(503+Io)2
(h—27, )2

z 2 ~
— ) + |

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)
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O sistema linearizado é dado por

0 1 0 0 0 O
8Lol2 2Loly 2Ll
o mk3 0 mk? mk? 0 0
Ty = Ty + Uy (4.34)
0 21y kRy 0 k 0
k Lo Lo
2Iy _FERo &
i 0 - 0 To i 0 o |
Ay By

que ¢é equivalente a aproximagao linear de (4.19) em torno de Zp = 0.

Sintese dos Controladores Lineares H,,

Apds a obtencao dos dois sistemas linearizados por realimentacao, passa-se ao pro-
jeto dos controladores lineares. Estes controladores sao projetados através do método
de sintese H,, de McFarlane-Glover com loop-shaping apresentado na Secao 2.6. A in-
tencao é selecionar controladores com desempenho semelhante no caso nominal, por isso
sao escolhidas ponderacoes que resultem em malhas abertas com respostas freqiienciais
préximas.

Como o sistema obtido através da linearizacao por realimentagao robusta tem maior
relacao com o sistema fisico real, a definicao da resposta freqiiencial desejada para seus
estados é mais simples. Portanto, faz-se inicialmente o loop-shaping deste sistema. A se-
guir, ¢ feito o loop-shaping do sistema obtido através da linearizagao por realimentagao

classica de maneira que as respectivas respostas freqiienciais sejam semelhantes.

LRR + H,

A matriz de transferéncia do sistema (4.34) é dada por

Gi(s) = (s — A)7'B, (4.35)
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ou, substituindo os valores dos parametros da Tabela 4.1,
[ 29.8 —29.8
(s—13.3)(52+205+266.9) (s—13.3)(s%+205+266.9)
29.8s —29.8s
Go(s) = (s—13.3)(s2+205+266.9) (s—13.3)(s%+205+266.9) (4.36)
r 6.7(s—18.3)(s2+255+194) 1777.7s )
(546.7)(s—13.3)(s°+205+266.9)  (5+6.7)(s—13.3)(s°+205+266.9)
1777.7s 6.7(s—18.3)(s2+2554194)
| (s46.7)(s—13.3)(s+2054266.9)  (s+6.7)(s—13.3)(s2+205+266.9) |
Este sistema é controlado pela realimentacao de estados
v = K1, (4.37)
Para projetar o controlador K, faz-se inicialmente o loop-shaping de G,. Neste caso,
utiliza-se somente a pds-compensagao W, na forma
Gy = WG, (4.38)
com ) }
200(s425) 0 0
0 115 0 0
W, = (4.39)
0 0 25 0
0 0 0 25

A matriz de ponderacao W, adiciona um integrador a primeira linha da matriz de

transferéncia G, para evitar erros em regime permanente na posi¢cao T; do rotor no

caso de referéncias constantes. As outras linhas de Gy, sao adicionados somente ganhos,

respeitando as especificacoes descritas na Segao 2.6, ou seja, ganhos elevados em baixas

freqiiéncias e ganhos baixos em altas freqiiéncias. Os diagramas de valores singulares

de G, e G sao mostrados na Figura 4.2.

A seguir, o controlador Ky, para o sistema aumentado Gy, é calculado? utilizando

a expressao (2.39), com 7, = 4.9, o que garante indice de robustez de 20%.

2 Este controlador € calculado no Matlab pelo programa knrcf, apresentado no Apéndice D.
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Linearizac&o por Realimentacdo Robusta
100 T T

T T T

Valores Singulares (dB)

~100 I I I I I
-2 -1

10 10 10° 10" 10? 10° 10"
Freqiéncia (rad/s)

Figura 4.2: Diagrama de valores singulares de G,, W,G, e K,G,.

O controlador K, é dado por?
K, = KW, (4.40)

O diagrama de valores singulares de K,G, também é mostrado na Figura 4.2. Nota-
se que a sintese H,, aumentou a inclinagao dos valores singulares nas altas freqiiéncias

(em relagao ao modelo G, ), o que melhora as caracteristicas de robustez do sistema.
LRC + H.

A matriz de transferéncia do sistema (4.25) é dada por

G.(s) = (sI — A.)"'B, (4.41)

3 Este controlador corresponde também ao controle CL H.
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ou, i i
5 0
L0
Ge(s) = |° (4.42)
190
0o 1L
Este sistema é controlado pela realimentacao de estados
v, = K. (4.43)
Realiza-se o loop-shaping
Gsc = WCGC (444)
similar a Gy, escolhendo a pds-compensacao W, na forma
[ 9000(s42.5) 0 0 180(s+2.5) |
0 2200 0 300
W, = (4.45)
0 0 125 2
0 0 2 125

Como no caso “robusto”, a matriz de ponderacao W, adiciona um integrador a
primeira linha da matriz de transferéncia Gy, que esta relacionada a posic¢ao x; do rotor,
para evitar erros em regime permanente (o integrador é inserido pois os integradores
de G, nao sao integradores reais do sistema fisico e podem desaparecer quando ha
variagao de parametros ou perturbagoes externas). E também adicionado um zero para
melhorar a forma da resposta freqiiencial. As outras linhas de G, somente ganhos sao
adicionados. Estes ganhos sao escolhidos para que a malha aberta K .G, tenha resposta
freqiiencial semelhante a malha aberta K,.G,, sendo portanto um processo de tentativa
e erro. A matriz W, tem uma forma nao diagonal para evitar que se obtenha um
controlador desacoplado, o que resultaria em mau desempenho. Na Figura 4.3, os

diagramas de valores singulares de G, e Gg. sao mostrados.
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Linearizac&o por Realimentacéo Classica
100 B T Y T T T

Valores Singulares (dB)

~100 I I I I I
10 10 10° 10" 10? 10° 10"
Freqiéncia (rad/s)

Figura 4.3: Diagrama de valores singulares de G, W.G. e K.G..

A seguir, calcula-se o controlador K. para o sistema aumentado G, utilizando a
expressao (2.39)%. Escolhe-se . = 4.9, garantindo um indice de robustez de 20%.

O controlador K. é obtido de

K, = K. W, (4.46)

O diagrama de valores singulares de K.G. é também mostrado na Figura 4.3. A
sintese H,, modifica G,. de forma significante para obter a robustez desejada. No
entanto, observa-se na Figura 4.4 que as respostas freqiienciais de K.G. e K,G, sao
similares para médias e altas freqiiéncias (> 15 rad/s). Para que fossem semelhantes
nas baixas freqiiéncias, seria necessario incluir varios polos lentos em W;, ou cancelar
os pélos na origem de G, o que em ambos os casos prejudicaria o desempenho dos

respectivos controladores.

4 Novamente, o controlador é calculado no Matlab pelo programa knrcf.
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Valores Singulares da Malha Aberta KG
100 T N T T T

Valores Singulares (dB)

~100 I I I I I
10 10 10° 10" 10? 10° 10"
Freqiéncia (rad/s)

Figura 4.4: Diagrama de valores singulares de K.G. e K.G,.

Desempenho Nominal dos Controladores

Os dois controladores H,, sao projetados de forma que as respostas freqlienciais
sejam similares (como mostrado na Figura 4.4) e que os indices de robustez sejam os
mesmos (20%). Além disso, os dois controladores devem proporcionar, no caso nominal,
um desempenho semelhante quando aplicados a suspensao magnética.

Para verificar o desempenho nominal dos controladores LRC + H,, e LRR + H,
realiza-se uma simulacao na qual o sistema parte de uma posicao inicial zyp = 0.55mm
e deve retornar ao seu equilibrio. O comportamento da posi¢ao zy, que corresponde
a salda do sistema, é mostrado na Figura 4.5, enquanto o das tensoes de controle e;
e e; ¢ mostrado na Figura 4.6. Nestas figuras, nota-se que as entradas e as saidas
sao parecidas, mas nao iguais, o que é esperado devido as diferencas que nao puderam
ser eliminadas nas respostas freqiienciais. No entanto, é possivel considerar que os
controladores resultam em comportamentos temporais e freqiienciais suficientemente

proximos e sao “equivalentes” no caso nominal.
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y

Posicdo z (mm)

Tensao e )

Tensao e, V)

0.7

Caso Nominal

I I I I
— Linearizacgéo por Realimentagdo Robusta
— - Linearizagdo por Realimentagdo Classica

-0.2 | | | | | | | | |
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Tempo (s)
Figura 4.5: Posigao z, no caso nominal.
Caso Nominal
1 T I I I I
— Linearizagéo por Realimentagdo Robusta
— —- Linearizagéo por Realimentagdo Classica
0.5 n
1
I
op Rt =
1
I
-0.5 8
-1 | | | | | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
1

I I I I
— Linearizacgéo por Realimentagdo Robusta
— - Linearizagéo por Realimentagéo Classica

0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Tempo (s)

Figura 4.6: Tensoes e; e e; no caso nominal.
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4.4 Simulacoes

As simulagoes tém por objetivo mostrar as diferencas de desempenho e robustez
dos controladores CL H,,, LRC + H,, e LRR + H,, quando ha incertezas no sistema,
na forma de variagoes de parametros.

As simulagoes foram realizadas no Simulink/Matlab, utilizando o algoritmo de in-
tegracao de passo variavel odef5/Dormand-Prince com um passo maximo de 0.1 ms.
Supos-se que os parametros m, Ly, R; e Ry apresentam variacoes de até +15%, en-
quanto o parametro k apresenta variacoes de até 5%, como mostrado na Tabela 4.2.

Logo, 32 diferentes combinacoes dos seus valores extremos foram testadas.

’ Parametro ‘ Valor Minimo ‘ Valor Nominal ‘ Valor Maximo ‘

m 1.7 kg 2 kg 2.3 kg

k 1.710625 x 1072 m | 2.0125 x 1073 m | 2.314375 x 10~ m
Ly 2.55 x 107% Hm 3 x 10~* Hm 3.45 x 107% Hm
Ry 0.85 Q 10 1.15Q

Ry 0.85 10 1.15Q

Tabela 4.2: Valores minimos e maximos dos parametros.

Os resultados para a linearizacao por realimentacao classica sao dados nas Figuras
4.7 (posicao zy) e 4.8 (tensoes e; e ey). Para este controlador, a saida é instével para 16
combinagoes de parametros e estavel para as outras 16. Em cada uma destas, apesar
de o sistema ser estdvel, a posicao z, apresenta sobre-sinal indesejado, oscilando antes
de convergir, o que caracteriza um mau desempenho.

Os resultados para o controle linear aplicado diretamente ao sistema nao linear sao
dados nas Figuras 4.9 (posigao z,) e 4.10 (tensoes e; e ey). Para este controlador, a
saida é instavel para 2 combinagoes de parametros e apresenta sobre-sinal indesejado
em outras 2. As demais respostas sao adequadas.

Os resultados para a linearizacao por realimentacao robusta sao dados nas Figuras
4.11 (posigao zy) e 4.12 (tensoes e; € e2). O sistema ¢é estavel para todas as combinacoes
de parametros, além disso apresenta bom desempenho, muito préximo do desempenho

nominal. Conclui-se entao que a robustez obtida é satisfatoria.
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Posicédo zy (mm)

Tenséo e )

Tenséo e, V)

Linearizagdo por Realimentagdo Classica
T T T T I I I
— Caso Nominal
—— Variagdo de Pardmetros

0.8

0.6 pf+

0.4

o
)

| | | | | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2
Tempo (s)

Figura 4.7: Posicao z, para o controlador LRC + H.

Linearizagdo por Realimentagdo Classica

1 T T T T T
0.5 B
0 —
_05 -
—— Caso Nominal
—— Variagdo de Pardmetros
-1 | | | | | | T T T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2

I I I
— Caso Nominal
—— Variagdo de Pardmetros

| | | | | | | |
0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Tempo (s)

Figura 4.8: Tensoes e; e ey para o controlador LRC + H.
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y

Posicéo z_ (mm)

Tensao e )

Tensao e, V)

0.8

0.6

0.4

Controle Linear

— Caso Nominal
Variagdo de Parametros

|

0.2 o
0
-0.2- .
-0.41 A
-0.6- .
-0.81 .
| | | | | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Tempo (s)
Figura 4.9: Posicao z, para o controlador CL H.
Controle Linear
0.5 T T T
o m
-0.5 o
—— Caso Nominal
Variagdo de Parametros
-1 | | | | | | T T T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
1 I I I
— Caso Nominal
Variagdo de Parametros
0.5 o
0 -
-05 | | | | | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Tempo (s)

Figura 4.10: Tensoes e; e ey para o controlador CL H.



4. Aplicagao: Suspensao Magnética MIMO

Linearizac&o por Realimentacdo Robusta

T T T T I I I
— Caso Nominal

0.8 Variagdo de Parametros

0.6

0.4

o
)

y

Posicéo z_ (mm)
o

| | | | | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2
Tempo (s)

Figura 4.11: Posicao z, para o controlador LRR + H.

Linearizac&o por Realimentacdo Robusta

1 T T T T T
0.5 =
2
(DH
18 0 n B
%]
c
()
2
-0.5 .
—— Caso Nominal
Variagdo de Parametros
-1 | | | | | | T T T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2
1 I I I
— Caso Nominal
Variagdo de Parametros
0.5 =
>
lDN
lg 0 —
1%
o
[}
2
_05 —
-1 | | | | | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Tempo (s)

Figura 4.12: Tensoes e; e ey para o controlador LRR + H.
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4.5 Conclusao

Neste capitulo foi realizada a comparagao entre os trés métodos de controle vistos
no Capitulo 1: o controle linear calculado para a aproximagao do sistema nao linear
e aplicado diretamente ao mesmo, a linearizacao por realimentacao classica associada
a um controlador linear e a linearizacao por realimentacao robusta associada a um
controlador linear. Foram utilizados controladores lineares do tipo H.,, obtidos pelo
método de sintese de McFarlane-Glover. A robustez de cada um dos métodos foi testada
através de um exemplo de aplicagao, a suspensao magnética.

O controlador LRR + H,, que corresponde ao controlador nao linear robusto pro-
posto no Capitulo 2, apresentou bons resultados, o que confirma sua robustez em relacao
a variagoes de parametros significativas. Este resultado é coerente com o estudo tedrico
apresentado no Capitulo 2.

Os controladores LRC + H,, e CL H,, mostraram-se nao robustos, evidenciando,
no primeiro caso, a fragilidade da forma de Brunovsky e, no segundo caso, a grande
influéncia da diferenca entre o sistema nao linear e a sua aproximacao linear longe do
ponto de equilibrio.

Além disso, observa-se que é muito mais facil realizar o loop-shaping quando a
linearizacao por realimentacao robusta é utilizada, em comparacao a linearizacao por

realimentacao cléssica.



CAPITULO 5

Aplicacao:
Suspensao Magnética SISO
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5.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é avaliar, através de um exemplo, o desempenho e a
robustez do controlador nao linear robusto associado aos observadores apresentados no
Capitulo 3: o observador linear de ordem reduzida, o observador nao linear de ordem
reduzida e o observador nao linear com termo integral. O controle nao linear robusto
utilizado combina a linearizagao por realimentacao robusta a um controlador linear do
tipo Ho, obtido pelo método de sintese de McFarlane-Glover.

O exemplo escolhido é uma suspensao magnética com um unico eletroima que
mantém uma esfera metalica suspensa no ar. Neste caso, a forca magnética contrapoe-
se a forca gravitacional, posicionando a esfera. As nao linearidades desta suspensao
sao associadas a forca magnética e a indutancia do circuito eletromagnético.

Este sistema, mais simples que a suspensao magnética com quatro pélos apresen-
tada no Capitulo 4.1, nao tem uma aplicagao industrial direta, mas permite o estudo
de sistemas complexos como veiculos em suspensao magnética. Além disso, é muito
utilizado como exemplo em livros e cursos de controle nao linear. Portanto, o interesse
por este sistema é académico e didatico.

Na literatura, hé varios trabalhos que propoem controladores lineares para este
sistema, com énfase na robustez. Destes, pode-se citar, por exemplo, o controlador
obtido por sintese Ho, em [35] e o controlador obtido por u-sintese em [13]. Aplicagoes
didéticas desta suspensao magnética sao descritas em [21] e [37].

O modelo da suspensao magnética é descrito na Secao 5.2 deste capitulo. Na Secao
5.3, apresenta-se o projeto do controlador nao linear robusto para este sistema, in-
cluindo a linearizagao por realimentagao robusta e a sintese H,,. O projeto dos treés
diferentes observadores (o observador linear de ordem reduzida, o observador nao li-
near de ordem reduzida e o observador nao linear com termo integral) é apresentado na
Secao 5.4. Resultados de simulacao que permitem comparar o desempenho e robustez

destes observadores sao mostrados na Secao 5.5.
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5.2 Modelo da Suspensao Magnética SISO

Seja a suspensao magnética mostrada na Figura 5.1. Este sistema é composto por
uma esfera metdalica de massa m suspensa verticalmente por um eletroima através da
forga magnética F'(z,i), que contrapoe a forga gravitacional mg. A forga magnética é
produzida pela corrente ¢ que circula no circuito eletromagnético e depende da tensao
e aplicada ao mesmo. O circuito tem indutancia nao linear L(z) e resisténcia R. A
entrada de controle da suspensao magnética é a tensao e, enquanto a saida mensuravel

é a posicao z. A modelagem utilizada neste trabalho foi proposta em [13].

myg

S

Figura 5.1: Esquema da suspensao magnética SISO.

A suspensao magnética pode ser dividida em dois subsistemas: o subsistema

mecanico
& + F(z,4) (5.1)
m—s =m z,1 .
dt2 g )
e o0 subsistema elétrico
d (L(2)i)

i +Ri=e (5.2)
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A forga magnética do eletroima é dada por

F(z,z‘):—kl( ! )2 (5.3)

Z+k2

e a indutancia nao linear do circuito é dada por

2k
L pum—
(Z) zZ + kQ

sendo k; e ko constantes que dependem da construcao do sistema.

Substituindo (5.3) e (5.4) em (5.1) e (5.2), obtém-se o modelo para o sistema

di _( zth oy ki dz
dt — \ Lo(z + ko) + 2k (2 + ko)2 dt

2 ki Y
a2 T\ Gtk

Escolhendo as variaveis de estado x1 = 7, 19 = z € x3 = Z e a entrada de controle

(5.5)

u = e, o sistema (5.5) pode ser reescrito como

(U — Rl’l)(l'g + k?g) + PLIE K )

j,'l — xo+ko
Lo(.’L’Q + l{fg) =+ 2k1
j?Q = T3 (56)
. klf%
T3 =¢q— ————
379 m(zq + ko)?
cujo ponto de equilibrio ¢é
T10 = e_]g
[ k
Tog = e—}g g_Tt‘L — k’g (5 7)
T3 — 0

sendo ey a tensao inicial aplicada.
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Definindo o novo estado

T T1 — T10
Ty| = |w2 — T2 (5.8)
{2~3'3 T3
e a nova entrada de controle
U=1u—eg (5.9)

e considerando a saida mensuravel

y = & (5.10)

obtém-se a nova equacao de estados do sistema

2k (Z14210)%3

Z;E (eo—R(Z1+x10))(Z2+x20+k2)+ FaFoo0tho Fotwo0-+ke
1 Lo(f2+1‘20+k’2)+2k1 LO({&2+1'20+’€2)+2]€1
. k1(Z1+710)
z — —a\nitaio)
3 9 m(Za+z20+ka)? (511)
v ~ v . ~
i (&) 9(%)
y= Iy
~—
h()

cujo ponto de equilibrio é 219 = T9y = T390 = 0.
Os valores nominais dos parametros do sistema, retirados de [13], sdo apresentados

na Tabela 5.1.

’ Parametro \ Valor Nominal ‘

m 1.75 ke

g 9.81 m/s?

ky 2.9 x 107 Hm
ko —6.41 x 107* m
R 23.2 Q

Ly 3.75x 1071 H
€o 24.6 V

Tabela 5.1: Valores nominais dos parametros da suspensao magnética SISO.
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5.3 Projeto do Controlador

Nesta secao, apresenta-se o projeto de um controlador nao linear robusto para a

suspensao magnética SISO. O projeto deste controlador consiste em duas etapas:

e A determinacao da lei de linearizacao por realimentacao robusta, de acordo com

o método descrito no Capitulo 1.

e A sintese do controlador linear H,, para o sistema obtido apéds a linearizacao por

realimentacao, utilizando o método de McFarlane-Glover descrito no Capitulo 2.

Linearizagao por Realimentagcao Robusta

O sistema nao linear (5.11) satisfaz as hipéteses H1, H2 e H3!, portanto, pela
Proposi¢ao 1.1, existe uma funcao A (Z) = &3, com grau relativo r; = 3 tal que o

sistema dado por

(c0—R(#1+w10)) (F2-+ho)+ 2121008

i’l ' Fo+ ko Zo+hy
Lo(Z2+k2)+2k1 Lo(Z2+k2)+2k1
jQ = 573 + 0 u
. c, (5.12)
T3 g— k1 (Z1410) 0
m(£2+k2)2
Y =Tz

é linearizavel por realimentacao?.

Pela Proposigao 1.4, a linearizacdo por realimentagao robusta do sistema (5.12) é

realizada utilizando-se o difeomorfismo

Ty = ¢p(T) (5.13)

LA wverificacdo das hipdteses H1, H2 e HS foi feita utilizando o programa crlin no Matlab. Este
programa foi também utilizado para determinar as fungoes o, (), Br(Z) e ¢ (Z). O programa crlin é
apresentado no Apéndice D.

2 Para simplificar a notacdo, utilizou-se a nova constante INcg = T99 + ko.
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e a realimentacao de estados

U= 0 (T) + Bo(T)vy (5.14)
sendo
B ~ 5 ~ 7. _ ki(@14210)* N 5
(%) = (&2 + k) (Lo(@s + kz) + 2ky) [ TH2EE (9 m(Fa+ha)’ ) @3y (Rig + LoTs)

(#1 + w10) (Loka + 2k1) 2k, P2

Lo(i'l + $10)i’3

+ R(i’l + Ilg) — €y + ~ (515)
To + /{32
To + ko)(Lo(Fa + ko) + 2k
B.(7) = $10(~$2:1' 2)(Lo(Z2 :i‘ 9) + 2k1) (5.16)
/{Zg(xl + Ilo)(LokQ + 2/{31>
-~ 5 z 2
)
~ ko 2k1210
() = 7 (5.17)
T3
O sistema linearizado é dado por
—~R];;2 2]61(?0*1%9310) _ 2k1$10 ]:;2
Loko+2k (Lok2+2k1)2  ka(Loka+2k1) Loka+2k1
Ty = 0 0 1 T, + 0 Uy (5.18)
— k1 2k x?
g Zuch 0 0
N ~ h,—/
A, B:

que é equivalente a aproximagao linear de (5.12) em torno de & = 0.

Sintese do Controlador Linear H

Apoés a obtencao do sistema linearizado por realimentacao, passa-se ao projeto do
controlador linear. Este controlador é projetado através do método de sintese H,, de
McFarlane-Glover com loop-shaping apresentado na Secao 2.6.

Considerando que o estado do sistema é conhecido, a matriz de transferéncia do

sistema (5.18) é dada por G.(s) = (sI — A,)"'B, ou, substituindo os parametros da
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Tabela 5.1,
2(5—67.1)(s+61.7)
(5—61.8)(s2+107.55+3324)

_ —36.4
Gr(s) = (s—61.8)(s2+107.55+3324) (5.19)

—36.4s
(s—61.8)(s2+107.55+3324)

Este sistema é controlado pela realimentacao de estados

v, = K2, (5.20)

Para projetar o controlador K., faz inicialmente o loop-shaping de G,. Neste caso,

utiliza-se somente a pds-compensacao Wy, na forma

Gsr = WrGr (521)
com
10 0 0
Wy=| o 220 (5.22)
0 0 1000

A matriz de ponderagao W, adiciona um integrador a segunda linha da matriz de
transferéncia Gy, para evitar erros em regime permanente na posicao T da esfera no
caso de referéncias constantes. Nesta mesma linha, o zero posicionado em —20 melhora
o desempenho do sistema. As outras linhas de Gy, sio adicionados somente ganhos,
respeitando as especificagoes descritas na Secao 2.6, ou seja, ganhos elevados em baixas
freqiiéncias e ganhos baixos em altas freqiiéncias. Os diagramas de valores singulares
de G, e Gg sao mostrados na Figura 5.2.

A seguir, o controlador K, para o sistema aumentado Gy, é calculado® utilizando
a expressao (2.39) dada no Lema 2.2, com v, = 4.1, garantindo indice de robustez de
24%.

O controlador K, é dado por

K, = KW, (5.23)

3 Este controlador € calculado no Matlab pelo programa Knrcf, apresentado no Apéndice D.
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Linearizac&o Robusta
100 T T T

50

Valores Singulares (dB)

-100

~150 I I I I I
10 10° 10" 10> 10° 10* 10°
Frequéncia (rad/s)

Figura 5.2: Diagrama de valores singulares de G,, W,G, e K,G,.

O diagrama de valores singulares de K,G, também é mostrado na Figura 5.2. Nota-
se que a sintese H,, aumentou a inclinagao da curva de valores singulares nas altas

freqiiéncias (em relagao ao modelo Gy, ), o que melhora as caracteristicas de robustez

do sistema.

Desempenho Nominal

Para verificar o desempenho nominal do controlador nao linear robusto, realiza-se
uma simulacao na qual o sistema parte de uma posicao inicial zyp = 5.5 mm e deve
retornar ao seu equilibrio. O comportamento da posigao z, que corresponde a saida do

sistema, é mostrado na Figura 5.3, enquanto o da tensao e é mostrado na Figura 5.4.
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Caso Nominal
5.6 T T

T T
— Linearizag&o Robusta |

55

5.4

Posicéo z (mm)
o o
N w

o
[N

4.9

4.8 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Tempo (s)
Figura 5.3: Posi¢ao z no caso nominal.
Caso Nominal
90 T T T T T T
— Linearizac&o Robusta |
80 .
70| .
60 o
s
()
g 50 1
1%
=
()
i
40 :
30 o
20 .
10 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Tempo (s)

Figura 5.4: Tensao e no caso nominal.
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5.4 Sintese dos Observadores

Como visto na Secao 5.3, o sistema nao linear

Li'l (eo—R(i1+$10))(f2T1}2)+W ~E2JE,;2
L0(52+k2)+2k1 L0($2+k’2)+2k1
To| = T3 + 0 u
< ~ 2 (524)
T3 g— kl(ﬂﬂ}-&-ﬂilo) 0
m(Z2+ka)?

Y= T2

¢ linearizavel por realimentacgao e, portanto, o Lema 3.1 estabelece que ele é também
observavel. O estado Z3 é conhecido e os estados Z; e Z3 devem ser estimados.

Nesta secao, sao projetados trés diferentes observadores para o sistema (5.24):

e O observador linear de ordem reduzida, dado pela Proposicao 3.2 e implementado

de acordo com o diagrama de blocos da Fig. 3.2.

e O observador nao linear de ordem reduzida, dado pela Proposicao 3.3 e imple-

mentado de acordo com o diagrama de blocos da Fig. 3.1.

e O observador nao linear com termo integral, dado pela Lema 3.2 e implementado

de acordo com o diagrama de blocos da Fig. 3.1.

Para a construcao do observador linear, utiliza-se a aproximacao linear do sistema
(5.24) em torno do ponto xzy = 0. Substituindo os parametros da Tabela 5.1, esta

aproximagao ¢ dada por

—45.7 0 63.7 2
Zl"ﬁr — 0 0 ]_ xr + 0 Ur
—18.5 4502 0 0
\ _ Ut (5.25)
Ay Br

y:[O 1 0i|$r
\ch_/



5. Aplicagao: Suspensao Magnética SISO 106

Observador Linear de Ordem Reduzida

Inicialmente, o sistema linear (5.25) é posto na forma adequada para a utiliza¢ao

de um observador linear de ordem reduzida. Para tanto, é escolhida a matriz

0 1 0
V=11 0 0 (5.26)
0 0 1

que permite realizar a transformagao de base (3.17). Assim, obtém-se as matrizes

particionadas do sistema (5.25), que sao

_ _ _ 0 _ —45.7 63.7
AnZ[O},Am:[O 1},1421: 1502 , Agg = 85 0 (5.27)

E:hyép 3 (5.28)

Como o par (Ajs, Ayy) é observavel, pela Proposicao 3.2, o observador linear de

ordem reduzida para o sistema (5.25) é dado por

z=(Ag — LA13)z + (Ag — LAy) Ly + (Ayy — LAy + (By — LBy)v,

y (5.29)

z+ Ly

b=V

Os zeros do sistema (A,, B;, C;) (e, conseqiientemente, os zeros de (Ag, By, Aj3))
estdo no infinito, o que permite de posicionar livremente os pélos de Ayy — LA;5 no

semiplano esquerdo. O ganho do observador é escolhido como

26.44
L= (5.30)
34.34

pois, para esta escolha de L, os autovalores de Ayy — LAj5 sdo p; = —40 + 25.6189:
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e p» = —40 — 25.6189i, enquanto os autovalores de Asy sdo p; = —22.83 + 25.6189i
e pp = —22.83 — 25.6189:. Assim, os autovalores sao deslocados a esquerda dos seus
valores iniciais, o que aumenta a velocidade de convergéncia do erro de estimacgao. Nao
é possivel utilizar um ganho maior pois observa-se nas simulagoes que a malha fechada

torna-se instavel.

Observador Nao Linear de Ordem Reduzida

Para utilizar o observador nao linear de ordem reduzida, é necessario colocar o

sistema nao linear (5.24) na forma adequada. A matriz

V= (5.31)

Y To
&| = Pla) = |& (5.32)
&2 T3
¢ inversivel.
Nas novas coordenadas, o sistema é dado por
' ) 7/{’2/
A (5.33)
3 ey, € u)
com
n(y, &, @) =& (5.34)
(€O*R(£1+$10))(y+@2)+%+(y+%z)ﬂ
e u) = Lo(y+ka)+2k1 5.35
e(y, €, 1) ey (5.35)
I (g2

Pela Proposigao 3.3, o observador nao linear de ordem reduzida para o sistema
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(5.24) é dado por

z= @(y7 z+ Lrya ﬂ) - Lrn(y7 zZ+ Lrya fb)
. (5.36)
T=P Ny, 2+ Ly)

sendo & = z + L,y.
Como nao existe uma metodologia para a escolha do ganho L., optou-se por utilizar

o mesmo ganho do observador linear de ordem reduzida, portanto

26.44
L,=L= (5.37)
34.34

Observador Nao Linear com Termo Integral
Inicialmente, define-se o estado aumentado

T T
2= \z11 212 213 221 A2 2’23} = [jl Ty Tz Ty Te I3 (5.38)

Para este estado, o sistema aumentado obtido a partir do sistema (5.24) é

z = fa(zva) + ga(z)a

(5.39)
Ya = ha(z)
no qual ) i
221
2922
2z
Jal2, ) = 0f1(2) 0/1(2) Qia (2) 0/1(2) (5:40)
a;f 291 + 3215 292 + g;j 292U + a;j 293
223
df3(2) df3(z)
i ain Z21 + 8212 <22 i
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Ja(2) = s (5.41)

Lo(z124k2)+2k1

ha(z) = (5.42)

Ya = (543)

Pelo Lema 3.2, o observador nao linear com termo integral para o sistema (5.39) é

dado por
2= fu(2,0) + ga(2)0 + La(2,0) (ya — ha(2))

n (5.44)

Z12

K[
I

213

Optou-se por utilizar uma matriz L, constante na forma

Lal La2
L.= (5.45)
La3 La4

na qual as matrizes L., L.o, L.z € L.y sao escolhidas de acordo com as indicagoes

dadas no Capitulo 3:

e As matrizes L, e L,y sao ganhos de integracao escolhidos como

Lot = Loy = [0 10 o]T (5.46)
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e A matriz L,3 é nula, ou seja,
T
Loy = [o 0 0] (5.47)
e A matriz L, é escolhida como

T
Loy = [—299380 644 132501} (5.48)
Esta escolha esta baseada em um observador linear para o sistema linear derivado

e = Ay, + By
(5.49)

Z] = erjr
e, como os zeros do sistema (A, By, C;) estdao no infinito, é possivel posicionar

livremente os pélos de A, — L,4C; no semiplano esquerdo. Para este valor de L4,

os autovalores de A, — L.4C, sao p; = —240, po = —230 e p3 = —220.

5.5 Simulacoes

Nesta secao, sao apresentados resultados de simulagoes tendo por objetivo mostrar
as diferencas de desempenho e robustez dos observadores propostos para a suspensao
magnética SISO. As simulagoes foram realizadas no Simulink/Matlab, utilizando o al-
goritmo de integracao de passo variavel ode/5/Dormand-Prince com um passo maximo

de 0.1 ms. Foram simulados:

(i) O controlador nao linear robusto, formado pela linearizacao por realimentacao

robusta combinada ao controlador linear H,., no caso em que o estado é conhecido.

(ii) O controlador néo linear robusto associado ao observador linear de ordem redu-

zida, de acordo com o esquema da Figura 3.2.

(iii) O controlador nao linear robusto associado ao observador nao linear de ordem
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reduzida, de acordo com o esquema da Figura 3.1.

(iv) O controlador nao linear robusto associado ao observador nao linear com termo

integral, de acordo com o esquema da Figura 3.1.

Supos-se que os parametros m, R, Lo, ki e ky apresentam variagoes de +2%. Assim,
as 32 diferentes combinacoes dos seus valores extremos foram testadas em cada caso. No
caso (iv), foram também testadas variagoes de £10% dos parametros para evidenciar
a robustez do sistema de controle utilizado.

Os resultados para o caso (i) sdo dados na Figura 5.5 (posigao z) e na Figura 5.6
(tens@o e). O sistema é estavel para todas as combinagoes de parametros, além disso
apresenta bom desempenho, muito proximo do desempenho no caso nominal. Observa-
se entao que a robustez esperada é obtida pelo controlador nao linear robusto.

Os resultados para o caso (ii) sdo dados na Figura 5.7 (posi¢ao z) e na Figura 5.8
(tensd@o e). A inser¢ao do observador linear de ordem reduzida modifica o desempenho
nominal do sistema (em rela¢ao ao caso (i)), causando uma pequena oscilagao da res-
posta. Se o ganho do observador é aumentado (visando a um aumento da velocidade
de convergéncia), o sistema pode tornar-se instavel. A robustez do sistema é pequena,
pois para variacoes de parametros de apenas +2% ja se pode perceber diferencas im-
portantes de desempenho.

Os resultados para o caso (iii) sdo dados na Figura 5.9 (posigdo z) e na Figura
5.10 (tensdo e). A inser¢ao do observador nao linear de ordem reduzida resulta em
um desempenho nominal similar ao caso (i). No entanto, como no caso (ii), a robustez
do sistema é pequena, pois sao percebidas diferencas na resposta para variagoes de
parametros de apenas +2%.

Os resultados para o caso (iv) sdo dados na Figura 5.11 (posicao z) e na Figura
5.12 (tensdo e) para as variagoes de £2% e na Figura 5.13 (posigao z) e na Figura
5.14 (tensao e) para as variagoes de +10% . Neste caso, o controlador nao linear ro-
busto associado ao observador nao linear com termo integral mostrou bom desempenho

nominal e grande robustez, mesmo para variacoes de parametros de até +10%.
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5.8

Linearizagdo Robusta
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Figura 5.5: Posicao z para o caso (i), com variagdo de parametros
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Figura 5.6: Tensao
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e para o caso (i), com variagao de parametros de +2%.
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Observador Linear de Ordem Reduzida

5.8 T T T T T T T T T

—— Caso Nominal

—— Variagéo de Parametros
56 : B
5.4 i
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Figura 5.7: Posicao z para o caso (ii), com variagdo de parametros de £2%.

Observador Linear de Ordem Reduzida
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Figura 5.8: Tensao e para o caso (ii), com variagdo de parametros de +2%.
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Figura 5.9: Posicao z para o caso (iii), com variagdo de parametros de £2%.
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Figura 5.10: Tensao e para o caso (iii), com variagdo de parametros de +2%.
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Observador N&o Linear com Termo Integral
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Figura 5.11: Posicao z para o caso (iv), com varia¢do de parametros de +2%.

Observador N&o Linear com Termo Integral
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Figura 5.12: Tensao e para o caso (iv), com variacao de parametros de +2%.
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Observador N&o Linear com Termo Integral
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Figura 5.13: Posicao z para o caso (iv), com varia¢do de parametros de +10%.
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Figura 5.14: Tensao e para o caso (iv), com variagao de parametros de £10%.
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5.6 Conclusao

Neste capitulo foi realizada a avaliacao do desempenho e da robustez do controla-
dor nao linear robusto quando associado aos trés diferentes observadores propostos (o
observador linear de ordem reduzida, o observador nao linear de ordem reduzida e o
observador nao linear com termo integral). Cada um destes casos foi testado através
de um exemplo de aplicagao, a suspensao magnética.

Quanto ao caso nominal, todos os trés observadores mostraram bom desempenho,
sendo que para o observador linear de ordem reduzida a resposta do sistema apresenta
oscilagoes que tendem a aumentar se o ganho do observador é aumentado.

Quando hé variacoes de parametros no sistema, tanto o observador linear de ordem
reduzida como o observador nao linear de ordem reduzida mostraram pouca robustez,
com os respectivos sistemas em malha fechada permanecendo estaveis apenas para
pequenas variagoes (em torno de 2%).

Por outro lado, o controlador nao linear robusto associado ao observador nao linear
com termo integral apresentou bons resultados. O sistema em malha fechada mostrou-
se robusto em relagao a variagdes de parametros maiores (de até 10%). Além disso, os
resultados obtidos sao comparaveis aqueles que sao encontrados na literatura para o
caso em que o estado é conhecido.

O estudo tedrico desta ultima lei de controle, que € original, é uma perspectiva para

trabalhos futuros.
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Nesta tese, mostrou-se a viabilidade e o interesse de um controlador nao linear
robusto que combina a linearizagao por realimentacao robusta a um controlador linear
Ho. A associacao destes dois métodos permite a obtencao de um controle robusto pois a
transformacao realizada pela linearizacao por realimentagao respeita o comportamento
do sistema nao linear, permitindo que as propriedades do controlador linear H,, sejam
conservadas. Em particular, utilizou-se para a sintese deste controlador linear robusto
o método de McFarlane-Glover com loop-shaping, que permite também de especificar
o desempenho desejado para o sistema em malha fechada. Em seguida, a robustez do
controle nao linear assim obtido foi demonstrada teoricamente no Capitulo 2.

Mostrou-se também que este controlador é de facil determinacao; seu projeto con-

siste em duas fases bem definidas:

e A definigao da malha de linearizacao por realimentacao robusta, conforme a me-

todologia descrita no Capitulo 1.

e A sintese do controlador linear H,, para o sistema obtido apds a realizacao da
linearizacao por realimentacgao, utilizando a metodologia de McFarlane-Glover

com loop-shaping descrita no Capitulo 2.

Além disso, a sintese do controlador linear é simplificada pois as variaveis do sistema
linearizado conservam seu significado fisico quando a linearizacao por realimentagao
robusta ¢ utilizada.

Os resultados das simulagoes realizadas para a suspensao magnética com quatro
polos evidenciam as vantagens deste método em relagao aos dois outros métodos testa-
dos (o controle linear direto e a linearizagao por realimentacao classica associada a um
controlador Hy,). O controlador nao linear robusto proporcionou excelentes resultados
em uma situagao critica, na qual o sistema foi submetido a grandes incertezas e seu
estado inicial foi afastado do ponto de equilibrio. Por outro lado, os demais métodos
mostraram fraca robustez e/ou desempenho insuficiente.

A segunda etapa deste trabalho consistiu no estudo de observadores nao lineares,

visando a estender o campo de aplicacao da linearizagao por realimentacao robusta aos
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sistemas cujo estado nao é conhecido (desde que sejam observaveis). Trés diferentes
tipos de observadores foram analisados e os resultados preliminares deste estudo foram
apresentados neste documento. Como uma demonstragao tedrica de robustez nao foi
obtida, este problema permanece aberto.

Contudo, os resultados das simulagoes realizadas para a suspensao magnética com
um unico eletroima mostram que esta abordagem ¢é promissora e deve ser estudada de
maneira mais aprofundada.

Em resumo, podem ser citadas como principais contribuicoes desta tese:

e Proposicao de uma forma sistematizada de sintese de um controlador robusto

para sistemas nao lineares afins na entrada.

e Demonstracao de estabilidade e robustez do controlador nao linear robusto obtido
pela combinacao da linearizacao por realimentacao robusta com o controlador

linear H..

e Realizagao de simulagoes com a suspensao magnética MIMO que comprovam os

resultados tedricos a respeito do controlador nao linear robusto.
e Proposicao do observador nao linear com termo integral.

e Extensao do método de controlador nao linear robusto para o caso de estimacao

de estados com trés diferentes observadores (resultados ainda preliminares).

e Realizacao de simulacoes com a suspensao magnética SISO que mostram o bom

desempenho e a robustez do observador nao linear com termo integral.
Para trabalhos futuros, sao propostas as seguintes dire¢oes de pesquisa:

e Realizar testes experimentais de aplicacao do controlador nao linear robusto a um
sistema real. Estes testes tém como objetivo complementar o estudo desenvolvido

neste trabalho, que ja compreendeu a parte tedrica e simulagoes.

e Aprofundar o estudo do observador nao linear com termo integral.
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e Obter uma demonstragao tedrica de estabilidade da associagao do controlador

nao linear robusto ao observador nao linear com termo integral.
e Aplicar este método a um sistema MIMO.

e Realizar também testes experimentais utilizando o controlador nao linear robusto

associado ao observador nao linear com termo integral.

e Estudar a associacao do método de linearizagao por realimentacao robusta a
outros tipos de controladores lineares, especialmente aqueles vindos da teoria de

jogos.

Uma lista das publicacgoes da autora desta tese, em ordem cronoldgica, ¢ apresentada

na seqiiéncia:

Publicagoes durante o Mestrado

e Pagano, D. J., Normey-Rico, J. E. e Franco, A. L. D., “Stability analysis of a
modified smith predictor for integrative plants with dead-time uncertainties and
saturations”. Proceedings of the 40" IEEE Conference on Decision and Control,

Orlando, USA, Dezembro 2001.

e Franco, A. L. D., De Pieri, E. R., Castelan, E. B. e Guenther, R., “Design
and control of hydraulic actuators: simulations and experimental results”. Pro-
ceedings of the 15" IFAC World Congress on Automatic Control, Barcelona,
Espanha, Julho 2002.

e Franco, A. L. D., De Pieri, E. R., Castelan, E. B., Guenther, R. e Valdiero, A.
C., “Estudo experimental de controladores PID e 2DOF aplicados a um atuador

hidrdulico”. Anais do XIV Congresso Brasileiro de Automdtica, Natal, Brasil,

Setembro 2002.
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Publicagoes durante a Tese

e Franco, A. L. D., De Pieri, E. R., Castelan, E. B., Guenther, R. e Valdiero,
A. C., “Design and experimental evaluation of position controllers for hydraulic

actuators: backstepping and LQR-2DOF controllers”. International Journal of
Fluid Power, vol. 5, n° 3, Novembro 2004.

e Jungers, M., Franco, A. L. D., De Pieri, E. R. e Abou-Kandil, H., “Nash
strategy applied to active magnetic bearing control”. Proceedings of the 16"
IFAC World Congress on Automatic Control, Praga, Republica Tcheca, Julho
2005.

e Franco, A. L. D., Bourles, H. e De Pieri, E. R., “A robust nonlinear controller
with application to a magnetic bearing system”. Proceedings of the 44" IEEE

Conference on Decision and Control, Sevilha, Espanha, Dezembro 2005.

e Franco, A. L. D., Bourles, H., De Pieri, E. R. e Guillard, H., “Robust non-
linear control associating robust feedback linearization and H, control”. IFEE

Transactions on Automatic Control, a ser publicado, Julho 2006.

Artigos Submetidos

e Ramirez, A. R. G., Franco, A. L. D., De Pieri, E. R. e Guenther, R., “Cas-
cade control with friction compensation for a flexible joint robot: theory and

experimental evaluation”. Submetido a Mechatronics.

e Do Amaral, S., Franco, A. L. D., De Pieri, E. R. e Guenther, R., “Variable
structure control of rigid robot manipulators interacting with dynamic environ-

ments”. Submetido a IEEE Transactions on Robotics.
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Neste apéndice, sao apresentadas as definicoes de nocoes cldssicas da geometria
diferencial, tais como gradiente, matriz jacobiana, derivada de Lie e colchete de Lie.

Descrigdes mais detalhadas podem ser encontradas em [22, 36, 41].

Definigao A.1 (Gradiente). Seja h : R" — R uma fungao escalar suave de x € R".
O gradiente de h(z), denotado Vh, € definido como

oh
Vh—%

Assim, o gradiente é um vetor linha formado pelos elementos Vh; = Oh/0x;.

Definigao A.2 (Matriz Jacobiana). Seja f : R™ — RP um campo vetorial suave de

r € R™. A matriz jacobiana de f(x), denotada V f, é definida como

V= g_i (A.2)

Assim, a matriz jacobiana € uma matriz pxn formada pelos elementos V f; ; = 0fi/0x;.

Definigao A.3 (Derivada de Lie). Sejam h : R™ — R uma fun¢ao escalar suave de
re€R" e f:R" — R" um campo vetorial suave em R". A derivada de Lie de h(z)

com respeito a f(x), denotada L¢h, € uma fungdo escalar definida como
Lih =Vhf (A.3)

Por definicao,
L% =h (A4)

A derivada de Lie pode entao ser aplicada recursivamente, resultando em
Lih=Ly(L7h) =V(Lh) f 0 para  i>1 (A.5)

Se g : R" — R™ ¢ um outro campo vetorial em R", entao a funcao escalar L,Lh é
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dada por
Egﬁfh = V(ﬁfh) g (AG)

Definigao A.4 (Colchete de Lie). Sejam f : R" — R" e g : R — R" dois campos
vetoriais suaves em R™. O colchete de Lie de f(z) e g(x), denotado [f, g], € um terceiro

campo vetorial definido como

[f,9l=Vgf—-Vfyg (A7)

O colchete de Lie é também denotado ad¢g.
Por definicao,

ad?cg =g (A.8)

O colchete de Lie pode ser aplicado recursivamente, resultando em
ad’j;g = adf(adic_lg) para i >1 (A.9)

Para os campos vetoriais suaves f; : R — R" fo : R" — R", ¢ : R® — R”
e go : R — R" as constantes escalares a1 € R e ay € R e f, g e h definidos

anteriormente, os colchetes de Lie apresentam as seguintes propriedades:

e Bilinearidade:

[arfi + aafa, 9] = cu[f1, g] + azlf, g] (A.10)
[f, a1g1 + azgo] = ailf, g1] + aalf, g2 (A.11)
e Anti-simetria:

e Identidade de Jacobi:

Loasgh = LyLgh — L,Lrh (A.13)
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Neste apéndice, sao evocadas as definicoes de certas nogoes utilizadas no contexto
de sistemas nao lineares, tais como difeomorfismo, distribuigao, involutividade e grau

relativo. Descri¢oes mais detalhadas podem ser encontradas em [25, 36, 41].

Definigao B.1 (Difeomorfismo). A aplicagio ¢ : Q@ — R™, na qual Q é um aberto
de R", é denominada um difeomorfismo se ¢~1(x) existe e se ¢(x) e ¢~ 1(x) sio dife-

rencidveis e continuas em 2. Se Q =R", ¢(x) é um difeomorfismo global.

Definigao B.2 (Distribui¢ao). Uma distribui¢ao D em uma variedade M € uma fungdo

que atribui a cada p € M um subespago linear D(p) do espago tangente T, M.

Definicao B.3 (Involutividade). Uma distribui¢ao D € chamada involutive se [X,Y] €

D sempre que X eY sao campos vetoriais em D.

Definicao B.4 (Grau Relativo). Seja o sistema ndo linear

&= f(z) +g(x)u
y = h(z)

(B.1)

no qual x € R™ representa o estado, u € R™ € a entrada de controle, y € RP € a saida e
f(x), g1(x), ..., gm(x), h(x) sdo campos vetoriais suaves definidos em um subconjunto

aberto de R". Cada saida hj(x) tem grau relativo r;, se
Lo hi(x) = Lo Lehi(x) = - = Lo, L7 hy(z) = 0 Vi € [1,m]
e se ewiste pelo menos um 1 tal que
Lo L hy(x) # 0

O sistema ndo linear (B.1) tem grau relativo r =1y 4 - -+ 4 ry.



APENDICE C

Fatoracao

Coprima Normalizada



C. Fatoracao Coprima Normalizada 129

C.1 Fatoracao de Sistemas Lineares

A fatoracao coprima normalizada de sistemas lineares é apresentada em muitos
livros didaticos, como, por exemplo, em [40].

Seja o sistema linear de m entradas e p saidas com matriz de transferéncia
G(s)=C(s[—A)"'B+D (C.1)
Proposicao C.1. A fatorag¢ao coprima normalizada a direita de G(s) € dada por
G(s) = Nr(s)Mg'(s) (C.2)

com
A— BSY(D'C + B"X) | BS~'/?
Ng = (C.3)
C - DS (DTC+ BTX) | DS™'/?

A—BSY(DTC + BTX) | BS/?
~S™YD"C + BTX) S-1/2

I
—~
Q
I
SN~—

Mg

sendo X a unica solugcao definida positiva da equacao algébrica de Riccati

(A= BS'DTCY'X + X(A—- BS™'D'C) - XBS'B'X + C"R'C =0 (C.5)
para R =1+ DDT ¢ S=1+ D'D.
Observagao: Se G(s) é estritamente prépria (isto é, se D = 0), entao

Nr(s)=C(sI — A+ BB"X)™'B

Mg(s)=1—-B"X(s - A+ BB"X)'B = My'(s)=1+B"X(s[ - A)"'B

sendo X a tnica solucao definida positiva de ATX + XA+ CT'C — XBBTX = 0.



C. Fatoracao Coprima Normalizada 130

Proposicao C.2. A fatorag¢io coprima normalizada a esquerda de G(s) € dada por

G(s) = My '(s)Ni(s) (C.6)

com

A~ (BD" + ZO")R™'C | B~ (BD" + ZC")R'D
Ny = (C.7)
R12C | RV2D
e
A~ (BD" + ZCT)R™'C | ~(BD" + ZC")R!

My — (C.8)

Rfl/ZC ‘ R71/2

sendo Z a unica solucdo definida positiva da equacdo algébrica de Riccati
(A—-BS'D'CYZ + Z(A— BS'D*C)Y — ZC'R'CZ+BS'BT =0 (C.9)

para R=1+ DDT ¢ S=1+ DTD.

Observacao: Se G(s) ¢ estritamente prépria (isto é, se D = 0), entao

Np(s) =C(s — A+ zCTC)™'B
My(s)=1—C(sl — A+ zCTCY ' 2C" = M'(s)=1+C(sI — A)*zC*

sendo Z a tinica solucao definida positiva de AZ + ZAT + BBT — ZCTCZ = 0.

C.2 Fatoracao de Sistemas Nao Lineares

A teoria da fatoracao coprima de sistemas nao lineares, considerando a repre-
sentacao no espaco de estados, comecou a ser estudada no inicio da década de 90.
Nos trabalhos de [43, 48, 34|, vérios resultados para a fatoragdo coprima a direita
nao normalizada foram obtidos. Em [39], foi proposta uma extensao da fatoragao co-

prima normalizada para os sistemas nao lineares. Os principais resultados de [39] s@o
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relembrados na seqiiéncia.

Seja o sistema nao linear suave

(C.10)

no qual x € R” representa o estado, u € R™ ¢ a entrada de controle e y € RP ¢ a saida.

A fatoracao coprima a direita deste sistema é dada pelos subsistemas

&= f(z) +g(x)w ©.11)
y = h(z)
&= f(z)+g(x)w (€12

IS

I
>
O
+
g

sendo f assintoticamente estavel.

Definicao C.1. A fatoracao coprima dada pelos subsistemas (C.11) e (C.12) € dita

normalizada se o sistema
T = f(x)+
Yy h(x) 0 (C.13)
= ~ —|— w
h(z)
satisfaz as sequintes condicoes:

e O operador entrada-saida (de u a y,) do sistema aumentado composto pelo sis-

tema (C.13) associado ao seu adjunto na forma

f(=)
( ](; g§>w>) p—(agf:’)) h(@—(ag(f)) (h(z) + w)

=g"(x)p+ h(z) +
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com condigoes iniciais x(0) = 0 e p(0) = 0 € igual a identidade®.

e Sey=0eu=0, entao x = 0.

A proposicio abaixo permite obter as expressoes para f (), §(z) e h(x).

Proposicao C.3. A fatoragdo coprima normalizada a direita do sistema (C.10) é dada

pelos subsistemas

i = f(2) + gla)w

(C.15)
y = h(z)
&= f(z)+ g(x)w (C.16)
u=h(z)+w
o) = ) - ata)g" (o) (552 (17
i) = 4" (T (©.18)
sendo V(x) uma solug¢do suave positiva definida da equagdo de Hamilton-Jacobi-
Bellman
P @) - 37 g ) (TG ) ik =0 (Cao

O sistema nao linear (C.10) é obtido pela conexao em série do sistema obtido pela

inversao do sistema (C.16), dado por,

(C.20)

ao sistema (C.15).

Observagao: De acordo com [39], com a fatoragao coprima normalizada a esquerda de

LEsta condicdo é equivalente, no caso linear, a ter Nr(—s)T Nr(s) + Mr(—s)TMg(s) = I.
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um sistema nao linear, em geral nao é possivel obter dois subsistemas independentes,

por isso ela nao é apresentada aqui.
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Neste apéndice, sao apresentados os programas desenvolvidos neste trabalho. Estes
programas foram escritos em Matlab [45] e utilizam algumas fungoes da toolboz de

“Controle Robusto” [46] e da toolbox de “Matemadtica Simbdlica” [47].

e O programa crlin testa se as condi¢oes necessarias para a linearizacao sao sa-
tisfeitas e determina as funcgoes utilizadas para a linearizagao por realimentacao
classica (ac(z), fe(x) e ¢.(x)) e para a linearizacado por realimentagao robusta
(o (), Be(z) e ¢p(x)). Este programa aceita como entrada sistemas nao lineares

afins na entrada com m entradas e m saidas escritos de forma simbdlica.

e Os programas liebrack, liederiv e reldeg determinam, respectivamente, o col-
chete de Lie de ordem desejada de dois campos vetoriais, a derivada de Lie de
ordem desejada de uma funcao escalar com respeito a um campo de vetores e
o grau relativo de cada uma das saidas de um sistema nao linear, e tém como
entrada funcoes simbdlicas. Estes trés programas sao utilizados como subrotinas

pelo programa crilin.

e Os programas knrcf e knlcf calculam controladores H,, para um sistema linear
utilizando, respectivamente, os métodos de sintese de McFarlane-Glover com fa-

toragao coprima a direita e a esquerda.
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function [alphac,betac,ulc,xc,alphar,betar,ulr,xr] = crlin(x,u,f,g,h)
h
% Tests if the nonlinear system
% dx=f(x)+g(x)u
%  y=h(x)
% is feedback linearizable and, when this is the case, calculates
% the feedback linearizing functions for the classic method and
% the robust method.
h
% Syntax:
% [alphac,betac,ulc,xc,alphar,betar,ulr,xr] = crlin(x,u,f,g,h)
% Arguments:
% x: the state vector (symbolic vector nxl)
% u: the control vector (symbolic vector mx1)
% f: the function f(x) (symbolic vector nx1)
% g: the function g(x) (symbolic matrix nxm)
% h: the function h(x) (symbolic vector mx1)
% Outputs:
% Classic linearization:
% alphac: the function alphac(x) (symbolic vector mx1)
% Dbetac: the function betac(x) (symbolic matrix mxm)
% ulc: the control vector ulc(x,w) (symbolic vector mx1)
% xc: the diffeomorphism phic(x) (symbolic vector nx1)
% Robust linearization:
%  alphar: the function alphar(x) (symbolic vector mx1)
% Dbetar: the function betar(x) (symbolic matrix mxm)
% ulr: the control vector ulr(x,v) (symbolic vector mx1)
% xr: the diffeomorphism phir(x) (symbolic vector nxl)
h
n=size(x,1);
m=size(u,1);
% Testing distributions
syms DistG DistGi aux MTest
MTest=[];
% Distribution GO
sprintf (’Distribution GO’)
DistG=g;
pretty(DistG)
% Testing condition 3 for distribution GO (Involutivity)
for indil=1:(m-1)
for ind2=(ind1+1):m
MTest=[DistG liebrack(1,DistG(:,ind1),DistG(:,ind2),x)];
if rank(MTest) “=rank(DistG)
disp(’Condition 3 is violated.’)
return
end
end
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end
disp(’Press any key.’)
pause
% Distributions G1 to Gn-1
DistGi=g; for i=1:(n-1)
sprintf (’Distribution G%d’,i)
aux=[];
for j=1:m
aux=[aux liebrack(i,f,g(:,j),x)];
end
DistGi=[DistGi aux];
pretty(DistGi)
disp(’Press any key.’)
pause
DistG=[DistG DistGil;
% Testing condition 3 for distribution G1 to Gn-2 (Involutivity)
if i<(n-1)
nc=size(DistGi,2);
for indi=1:(nc-1)
for ind2=(ind1+1) :nc
MTest=[DistGi liebrack(1,DistGi(:,ind1),DistGi(:,ind2),x)];
if rank(MTest) "=rank(DistGi)
disp(’Condition 3 is violated.’)
return
end
end
end
end
% Testing condition 2 for distribution Gn-1 (Dimension n)
if i==(n-1)
teste2=rank(DistGi);
if teste2™=n
disp(’Condition 2 is violated.’)
return
end
end
end
disp(’All conditions for feedback linearization are satisfied.’)
% Calculating functions
nl=size(h,1);
rd=0;
for ind=1:nl
r=reldeg(x,f,g,h(ind, 1) ,u);
rd=rd+r;
end
if rd==n
syms xc Nc Mc
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xc=[1;
Ne=[1;
Mc=[];
for ind=1:nl
[r,der]=reldeg(x,f,g,h(ind,1) ,u);
xc=[xc;der(1:r,1)]1;
Nc=[Nc;liederiv(r,f,h(ind,1),x)] ;
aux=[1;
for ind2=1:m
aux=[aux liederiv(1l,g(:,ind2),liederiv(r-1,f,h(ind,1),x),x)];
end
Mc=[Mc;aux];
end
alphac=simple (-inv(Mc)*Nc) ;
betac=simple(inv(Mc));
syms w ulc
if m>1
w=[];
for ind=1:m
w=[w;sym(strcat ("w’ ,num2str(ind)))];
end
end
ulc=simple(alphac+betac*w) ;
T=subs (jacobian(xc,x) ,x,0%x) ;
L=-subs (Mc, x, 0*x) *subs (jacobian(alphac,x) ,x,0%x) ;
R=subs (inv(Mc) ,x,0%*x) ;
alphar=simple (alphac+betac*L*inv (T)*xc) ;
betar=simple(betac*inv(R));
xr=inv (T) *xc;
syms v ulr
if m>1
v=[1;
for ind=1:m
v=[v;sym(strcat (°v’ ,num2str(ind)))];
end
end
ulr=simple(alphar+betar*v) ;
end
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function adkfg = liebrack(k,f,g,x)
h
% Calculates the k-Lie bracket of f(x) and g(x).
h
% Syntax:
% adkfg = liebrack(k,f,g,x)
% Arguments:
%  k: number of Lie brackets (scalar 1x1)
% x: the state vector (symbolic vector nxl1)
% f: the vector field f(x) (symbolic vector nx1)
% g: the vector field g(x) (symbolic vector nx1)
% Output:
% adkfg: k-Lie bracket (symbolic scalar 1x1)
h
if k==0
adkfg=g;
elseif k==
adkfg=jacobian(g,x)*f-jacobian(f,x)*g;
else
aux=jacobian(g,x)*f-jacobian(f,x)*g;
for i=2:k
aux=jacobian(aux,x)*f-jacobian(f,x)*aux;
end
adkfg=aux;
end
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function 1lkfh = liederiv(k,f,h,x)
h
% Calculates the k-Lie derivative of h(x) with respect to f(x).
h
% Syntax:
%  1lkfh = liederiv(k,f,h,x)
% Arguments:
%  k: number of Lie derivatives (scalar 1x1)
% x: the state vector (symbolic vector nxl1)
% f: the vector field f(x) (symbolic vector nx1)
% h: the function h(x) (symbolic scalar 1x1)
% Output:
%  1lkfh: k-Lie derivative (symbolic scalar 1x1)
o
if k==0

1kfh=h;
elseif k==

lkfh=jacobian(h,x)*f;
else

aux=jacobian(h,x)*f;

for i=2:k

aux=jacobian(aux,x)*f;

end

lkfh=aux;
end
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function [rd,derh] = reldeg(x,f,g,h,u)
h
% Calculates the relative degree of an output h(x) of a nonlinear system
% dx=f(x)+g(x)u
%  y=h(x)
% i.e., the number of times that the output h(x) must be derivated until
% at least one of the control inputs appears explicitly in its equation.
)
% Syntax:
% [rd,derh] = reldeg(x,f,g,h,u)
% Arguments:
% x: the state vector (symbolic vector nxl)
% f: the function f(x) (symbolic vector nx1)
% g: the function g(x) (symbolic matrix nxm)
% h: the function h(x) (symbolic scalar 1x1)
% u: the control vector (symbolic vector mx1)
% Outputs:
% rd: relative degree (scalar 1x1)
% derh: Lie derivatives of h(x) until rd (symbolic vector rdxl)
h
flagP=0;
i=-1;
while flagP==0
i=i+1;
if i>10
disp(’Relative degree undefined or greater than 10.°)
return
end
aux=liederiv(i,f,h,x);
aux2=liederiv(l,g,aux,x);
aux3=(aux2~=(0*aux2)) ;
if any(aux3) =0
flagP=1;
end
end
rd=i+1;
derh=[h];
aux=h;
if rd>0
for i=1:rd
aux=jacobian(aux,x)*(f+g*u) ;
derh=[derh;aux] ;
end
end
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function [K,gamma,Mr,Nr]=knrcf(A,B,C,D,gamma_factor)

h

% Calculates the H-infinity controller K for the linear system

% dx=Ax+Bu
%  y=Cx+Du

% using the method of Glover and McFarlane (with the normalized

% right coprime factorization).

)

% Syntax:

% [K,gamma ,Mr,Nr] = knrcf(A,B,C,D,gamma_factor)
% Arguments:

% A: matrix nxn

% B: matrix nxm

% C: matrix pxn

% D: matrix pxm

%  gamma_factor: multiplicative gain for gamma_min
% Outputs:

% K: H-infinity controller

% gamma: used gamma (inverse of robustness gain)
% Mr and Nr: normalized right coprime factorization
b

S=eye(size(D’#*D))+D’*D;
R=eye(size(D*D’))+D*D’;
Azric=(A-Bxinv(S)*D’*C) ’;
Rzric=C’*inv (R)*C;
Qzric=B*inv(S)*B’;
[Z1,Z2]=aresolv(Azric,Qzric,Rzric);
7=72/71;

Axric=(A-B*inv(S)*D’*C);
Rxric=B*inv(S)*B’;
Qxric=C’*inv (R) *C;
[X1,X2]=aresolv(Axric,Qxric,Rxric);
X=X2/X1;

H=-inv(S)*(D’*C+B’*X) ;

An=A+B*H;

Bn=B*inv(sqrtm(S));

Cn=C+Dx*H;

Dn=D#*inv (sqrtm(8));

Am=A+B*H;

Bm=B*inv (sqrtm(S));

Cm=H;

Dm=inv(sqrtm(8));
Nr=ss(An,Bn,Cn,Dn);
Mr=ss(Am,Bm,Cm,Dm) ;

gammamin=sqrt (1+max(eig(X*Z)));
gamma=gamma_factor*gammamin;
F=-(B*D’+Z*C’)*inv(R) ;
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L=(1-gamma~2)*eye (size (Z*X))+Z*X;
Ak=A+F*C+gamma 2% (B+F*D) *B’ *X*inv (L) ;
Bk=Zx*C’;

Ck=gamma "~ 2*B’*X*inv (L) ;

Dk=-D’;

K=ss (Ak,Bk,Ck,Dk) ;
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function [K,gamma,M1,N1]=knlcf(A,B,C,D,gamma_factor)
%

% Calculates the H-infinity controller K for the linear system

% dx=Ax+Bu
%  y=Cx+Du

% using the method of Glover and McFarlane (with the normalized

% left coprime factorization).

b

% Syntax:

% [K,gamma,M1,N1] = knlcf(A,B,C,D,gamma_factor)

% Arguments:

% A: matrix nxn

% B: matrix nxm

% C: matrix pxn

% D: matrix pxm

%  gamma_factor: multiplicative gain for gamma_min
% Outputs:

% K: H-infinity controller

% gamma: used gamma (inverse of robustness gain)
% M1 and N1: normalized left coprime factorization

S=eye(size(D’*D))+D’*D;
R=eye(size(D*D’))+D*D’;
Azric=(A-B*inv(S)*D’*C)’;
Rzric=C’*inv (R)*C;
Qzric=B*inv(S)*B’;
[Z1,Z2]=aresolv(Azric,Qzric,Rzric);
7=72/71;
Axric=(A-Bxinv(8)*D’*C);
Rxric=B*inv(S)*B’;
Qxric=C’*inv (R) *C;
[X1,X2]=aresolv(Axric,Qxric,Rxric);
X=X2/X1;

H=-(B*D’+Z*C’)*inv (R) ;
An=A+Hx*C;

Bn=B+H*D;

Cn=inv (sqrtm(R))*C;
Dn=inv(sqrtm(R))*D;

Am=A+H*C;

Bm=H;

Cm=inv(sqrtm(R))*C;
Dm=inv(sqrtm(R)) ;
Nl=ss(An,Bn,Cn,Dn);
Ml=ss(Am,Bm,Cm,Dm) ;
gammamin=sqrt (1+max(eig(X*Z)));
gamma=gamma_factor*gammamin;
F=-inv(8)* (D’ *C+B’*X) ;
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L=(1-gamma~2)*eye (size (Z*X))+Z*X;
Ak=A+B*F+gamma~2*inv (L) *Z*C’* (C+D*F) ;
Bk=gamma~2*inv (L) *Z*C’ ;

Ck=B’*X;

Dk=-D’;

K=ss (Ak,Bk,Ck,Dk) ;
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