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RESUMO

SILVA, Arinei Carlos Lindbeck da - Estratégia para Divisdo de Areas de Estudo
em Problemas Logisticos — Uso do Diagrama de Voronoi com Obstaculos. 2004.
Tese apresentada como requisito para obtencao do grau de Doutor no curso de
Pés-Graduagdo em Engenharia de Produgéo e Sistemas — Area de Concentrag3o:
Transporte e Logistica, Universidade Federal de Santa Catarina - Floriandpolis -
SC

Compreendendo a eficacia do uso do Diagrama de Voronoi na obtengdo de
solucbes em Logistica, a presente tese, além de abordar os métodos e
ferramentas que vém sendo utilizados no dimensionamento e otimizagdo de
sistemas de distribuigdo fisica de produtos, investiga e propde a implementagéo
de um Algoritmo Genético, por ser um método classico para problemas
combinatoriais, e outro iterativo, para garantir maior consisténcia nas respostas
sistémicas. Analisando particularmente metodologias aplicaveis a sistemas de
distribuicdo, este estudo considera a necessidade de dimensionamento e
otimizacao de tempo e carga, para a resolugao de problemas com um unico
deposito e frota homogénea de veiculos, considerando possiveis bloqueios de
dificil transposigéo nos percursos. Os mais significativos critérios empregados na
defesa desta perspectiva sdo a utilizacdo de uma aproximagao continua, o
equilibrio de cargas e tempos entre as zonas e propriedades de diversos tipos de
diagramas de Voronoi, incluindo o diagrama de Voronoi com obstaculos. Além de
mencionar os beneficios proporcionados pelos instrumentais desenvolvidos, esta
tese apresenta um comparativo entre os resultados observaveis dos processos de
Algoritmo Genético e do iterativo.

Palavras-chave: Distribuigao Fisica, Zoneamento, Voronoi com Obstaculos
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ABSTRACT

SILVA, Arinei Carlos Lindbeck da - Estratégia para Divisdo de Areas de Estudo
em Problemas Logisticos — Uso do Diagrama de Voronoi com Obstaculos. 2004.
Tese apresentada como requisito para obtencao do grau de Doutor no curso de
Pés-Graduagdo em Engenharia de Produgéo e Sistemas — Area de Concentrag3o:
Transporte e Logistica, Universidade Federal de Santa Catarina - Floriandpolis -
SC

Based on the understanding of the efficacy of the Voronoi Diagram to obtain
Logistics solutions, this study not only approaches the methods and tools which
have been used to plan for the right size and optimize physical product distribution
systems, but also investigates and proposes the implementation of a Genetic
Algorithm -- a classical method for combinatorial problems -- combined with an
iterative method to ensure a higher level of consistency of systemic results. This
study emphasizes the analysis of methodologies applicable to distribution systems
and considers the need to plan for the right size and optimize time and loads in
order to solve problems faced by single warehouses and homogenous fleets of
vehicles, taking into account difficult obstacles eventually found in their routes. The
most significant arguments in favor of this viewpoint are the use of continuous
approximation; the balance of loads and times between zones; and the properties
of various types of Voronoi diagrams, including the Voronoi diagram with obstacles.
In addition to the list of benefits of instruments developed, this study presents a
comparison between observable results of the Genetic Algorithm and Iterative
Processes.

Key words: Physical Distribution, Zoning, Voronoi diagram with obstacles



1. INTRODUGAO

Um tépico muito importante no estudo da distribuicao fisica de produtos € a
determinacdo de divisdo de areas de atuagdo. Muito ja se tem estudado sobre
este assunto, tanto no enfoque estratégico, como no operacional (Taillard, 1993;
Graciolli, 1998; Galvao, 2003).

Os estudos realizados no enfoque operacional tém uma excessiva
complexidade no que diz respeito a resolugédo e também na prépria informacao
necessaria para a correta definicdo do grafo formado pelas vias.

Por sua vez, o enfoque estratégico acaba deixando de lado importantes
informacdes relativas aos bloqueios naturais e artificiais (rios, lagos, parques, vias
expressas de dificil transposi¢cao, entre outros) que levam, necessariamente, a
uma resposta distorcida do resultado.

Com uma visdo estratégica do processo, este trabalho apresenta duas
metodologias que satisfazem aos critérios de igualidade de esforgos entre os
veiculos, que atendem a diversas zonas de entrega saindo de um unico depdésito,
e que apresentam limitacbes de carga e tempo, fazendo uma comparagéo entre
suas respostas, que juntamente com uma minimizagao da quantidade de veiculos

implica em uma diminuicao de custos.

1.1. OBJETIVO GERAL

Esta tese tem como objetivo principal a determinagdo de um conjunto de
zonas de entrega, onde cada zona é atendida por um unico veiculo com uma
capacidade de carga limitada. Cada veiculo tem uma tripulagdo que possui uma
limitagcdo maxima de tempo de trabalho. Todos os veiculos saem de um mesmo
depdsito. A frota considerada € homogénea em relacdo a capacidade maxima,
porém, tem-se como meta equalizar os esforgos, tanto da carga de cada veiculo,
quanto de tempo de trabalho de cada tripulagdo. Apds o equilibrio das cargas e
tempos de operagdo de cada veiculo, deseja-se, neste trabalho, determinar a

solugado de minimo custo operacional.



1.2. OBJETIVOS ESPECIFICOS

Para a obtencédo do objetivo geral descrito anteriormente alguns objetivos
especificos foram desenvolvidos.

Utilizar uma aproximagéo bicubica de duas variaveis em substituicdo aos
pontos discretos, bem como a carga e ao tempo de entrega de cada ponto de
entrega visando robustez tedrica ao desenvolvimento dos métodos.

Desenvolver um tratamento especifico dos dados de maneira a melhorar o
desempenho computacional da determinagcdo de Diagramas de Voronoi, usando
diferentes distancias e considerando ou néo barreiras.

Desenvolver uma metodologia baseada em métodos evolucionarios para a
obtencdao da solugao do problema de distribuicdo fisica, utilizando somente o
Voronoi Ordinario para a divisdo de areas.

Desenvolver um algoritmo iterativo de melhoramento, para equilibrio das
cargas e tempos das regides, baseando-se em mudangas de pesos do Voronoi de
Poténcia, e melhoramentos das formas das regides através do processo de
determinagao de p-centros.

Aplicar os métodos em problemas, incluindo ou ndo barreiras fisicas de
dificil transposigao (obstaculos).

Comparar as respostas das metodologias desenvolvidas, indicando a mais

aconselhavel para a solugido de cada problema.

1.3. JUSTIFICATIVA

A grande dificuldade de resolugdo de problemas combinatoriais fez com
que muitas pesquisas fossem direcionadas a este tipo de problema. Uma
abordagem com crescimento constante, para a resolugdo desta classe de
problemas, consiste no tratamento heuristico dos procedimentos. A busca do
otimo global continua a ser o principal objetivo dos pesquisadores desta area, no
entanto, a preocupagcdo com o esforco computacional necessario para a
resolugdo tem ganhado cada vez mais atencdo. A amenizagdo do grau de

complexidade com que os problemas de distribuicéo fisica de produtos podem ser



tratados, de maneira a manter a robustez dos modelos, € entdo um objetivo a ser
buscado nas pesquisas.

Esta tese busca avancar nos estudos realizados por Novaes e Graciolli,
1999; Novaes et al., 2000; Galvao, 2003, mostrando a possibilidade de outras
solugdes diferentes daquelas baseadas na forma polar de distribuicdo, usando
para isto métodos evolucionarios e processos iterativos.

Além da contribuicdo em relagédo a forma da divisdo das regides, esta tese
apresenta o fato de considerar obstaculos, o que, sem necessitar um excesso de
informacdes sobre as vias, implica em uma melhor adequacdo dos modelos a

realidade topoldgica das cidades.

1.4. LIMITAGOES

O presente trabalho limita-se a resolver problemas com um unico depésito
e com frotas homogéneas de veiculos.

Cada barreira considerada deve ser linear. Formas diferentes devem ser
aproximadas por segmentos lineares.

N&o existe um tratamento especifico para regides fechadas (como lagos ou
parques). Estas regides terdo como bloqueios suas fronteiras, porém a area

interior a elas seréao consideradas como fazendo parte da regido de distribuigéo.

1.5. ESTRUTURA

Este trabalho é constituido de sete capitulos, incluindo este de introdugao.

No capitulo dois é feita uma revisdo da literatura sobre Problemas de
Distribuicdo Fisica de Produtos, tendo uma visdo mais geral em relacdo a
taxionomia e idéias globais de resolugao deste tipo de problema.

O capitulo trés é também uma revisao bibliografica, porém sob uma ética
mais voltada para o0s processos necessarios ao desenvolvimento e
fundamentacéao tedrica desta tese.

O capitulo quatro apresenta a forma com que os dados foram tratados de
maneira a possibilitar a implementacdo computacional eficiente das sub-rotinas

necessarias para o funcionamento das metodologias de solugdo. Sem este tipo de



tratamento as metodologias indicadas seriam teoricamente validas, porém, sua
aplicagao real na solucédo diaria dos problemas ficaria comprometida devido ao
excessivo tempo computacional requerido.

O capitulo cinco apresenta as metodologias desenvolvidas tanto na forma
descritiva como através de diagramas.

No capitulo seis sdo apresentados os resultados computacionais obtidos.

As conclusdes sdo apresentadas no capitulo sete, assim como sugestoes

para trabalhos futuros.



2. REVISAO DA LITERATURA

2.1. INTRODUGAO

O Conselho de Gerenciamento Logistico, 1993, define a Logistica como “o
processo de planejar, implementar e controlar a eficiéncia do fluxo e
armazenamento de bens, servicos e informacdes relacionadas, de um ponto de
origem a um ponto de destino, com o objetivo de atender necessidades
requeridas”. Fornecedores, facilidades, pontos de transbordo e pontos de
demanda sdo os componentes de um sistema logistico. A distribuicdo de cargas
de uma ou mais origens para um ou mais destinos é a parte central da Logistica.

Uma grande preocupagdo no planejamento ou analise de sistemas
logisticos esta relacionada com o custo de transporte e armazenamento. Podem-
se citar como custos importantes: transporte, carregamento, armazenamento,
custo de locagcdo de espaco, maquinario e manutencdo, manuseio e
empacotamento. Daganzo, 1991, faz uma analise aprofundada destes custos.

Neste capitulo é feita uma revisdo dos principais modelos de
dimensionamento de Sistemas de Distribuicdo Fisica de Produtos e também séao
revistos conceitos considerados importantes para a resolugdo de problemas

dessa area.

2.2. DISTRIBUIGAO FiSICA DE PRODUTOS

Para que seja possivel a discussao dos diferentes tipos de problemas de
distribuicao de carga faz-se necessaria a definicao de alguns elementos.

Um sistema de distribuicdo de cargas consiste de pontos de origem e
destino e também de pontos de transbordo para a consolidagdo da operagcao de
entrega, além dos veiculos que fardo as entregas. Um exemplo deste tipo de

sistema pode ser visto na figura 2.1.
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FIGURA 2.1 — SISTEMA DE DISTRIBUIGAO DE CARGA

Chama-se regiao de servigo a uma area geografica contendo origens,
destinos e/ou pontos de transbordo. Uma regido de servigo pode ser subdividida
em sub-regides menores chamadas de distritos que podem ser divididos em sub-
regides ainda menores estabelecendo uma hierarquia de servigo. O distrito de
menor nivel € chamado de zona. Cada nivel é caracterizado por um conjunto de
rotas de veiculos carregando cargas da origem aos pontos de transbordo ou para
os pontos de destino.
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FIGURA 2.2 — SISTEMA DE DISTRIBUIGAO FiSICA DE DOIS NiVEIS



A figura 2.2 ilustra um sistema de distribuicdo de dois niveis, uma origem,
varios pontos de demanda e varios pontos de transbordo.

Quando se cita uma expedigao direta (direct shipping) deseja-se referir a
rota direta entre a origem e um destino. Rota de entrega (peddeling) refere-se a
rota de um veiculo com multiplas paradas em uma determinada regiao A.

A distancia percorrida para a execugédo da entrega pode ser medida de
forma real, no entanto podem existir muitas dificuldades para esta determinacao.
Existem métodos para estimar esta distancia, um deles € a aproximagao continua.

A idéia principal da aproximagao continua esta em estimar através da area
de uma sub-regido e da densidade de pontos de parada a distancia percorrida
para executar o atendimento dos servicos. Esta estimativa é feita sem se
conhecer exatamente a localizagao dos pontos de origem, destino e transbordo.

Exemplificando, a média de distdncia euclidiana (métrica L) para
expedigao direta entre uma origem até pontos distribuidos continuamente em uma

regido S é dada pela expressao (2.1) a seguir:

[[| P )5, ) ddy

j js S(x, v) dxdy @1

onde J(x,y) € a densidade de demanda no ponto (x,y) e p(x,y)é a distédncia da
origem ao ponto considerado. O numerador representa a distancia total de
viagens, enquanto o denominador representa a demanda total na regido S.
Usualmente a densidade de demanda varia suavemente na regidao S e é
aproximadamente uniforme em cada zona. Para uma regidao compacta contendo
uma origem centrada com uma densidade uniforme de demanda, a disténcia
euclidiana média pode ser aproximada por AN A onde A é a area da regiao Se 4
€ uma constante impirica; Newell,1973. Dasci e Verter, 2001 indicam 0,3 como
valor da constante para areas circulares, hexagonais e quadradas.

A distancia total de viagem para atender as demandas da regido S é

[[ d(x, )8Cx, y) dxdy (2.2)



onde: d(x,y) é a distancia para visitar o local (x,y). A distancia para atendimento
da zona consiste da distancia da origem até a fronteira da zona, mais a distancia
entre as paradas, mais o deslocamento de retorno até a origem. Esta distancia
pode ser aproximada por:

dxy) =22 o

C Jo(x,y)

onde p é a distdncia média entre as origens e as paradas, C € o numero de

(2.3)

paradas na rota em toda a regido e kyp € uma constante dependente da meétrica
utilizada. Daganzo, 1984b, mostra que uma boa aproximagdo para uma grande

gama de situagdes & dada através da expresséao (2.4):

kN A + Ck, \/E , (2.4)
n

onde n é o numero de paradas em S, dado por:
n= ﬂ o(x,y)dxdy , (2.5)
S

sendo que k; e k, sdo dependentes da métrica escolhida. Para o Problema do
Caixeiro Viajante (PCV) em zonas aproximadamente convexas, o comprimento
aproximado é obtido quando C = n (uma so regiédo) e ki = 0, resultando em uma

expressao simplificada como a indicada em (2.6):

d=kdn, (2.6)

resultado ja obtido anteriormente por Beardwood et al.,1959.

Os problemas de coleta e distribuicdo sdo conceitualmente analogos, na
maioria dos casos podem ser analisados de forma conjunta, fazendo-se as
corregbes especificas no momento das aplicagbes. A figura 2.3 mostra uma
distribuicao fisica tipica e as caracteristicas basicas desse tipo de problema sao

dadas a seguir (Novaes, 1989):
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FIGURA 2.3 - DISTRIBUIGAO FiSICA TiPICA

i. uma regidao geografica é dividida em zonas, cujos contornos podem ser
rigidos ou, em alguns casos, podem sofrer alteragbes momentaneas para
acomodar diferengas de demanda em regides contiguas;

ii. ¢ alocado um veiculo para cada zona com uma equipe de servico,
podendo ocorrer outras situagdes (mais de um veiculo por zona, por
exemplo);

iii. a cada veiculo & designado um roteiro, incluindo os locais de parada
(pontos de coleta ou entrega, atendimento de servigo, etc.) e a sequéncia
em que a equipe devera atendé-los;

iv.0 servigo devera ser realizado dentro de um tempo de ciclo
predeterminado. No caso de coleta / entrega urbana, o roteiro tipico inicia
de manhé cedo e se encerra no fim do dia. Nas entregas regionais, o
ciclo pode ser maior. Ha casos de entrega rapida em que o ciclo € menor
que um dia util;

V. 0s veiculos sdo despachados a partir de um depdsito onde se efetua a
triagem da mercadoria (ou servigo) em fungcdo das zonas. Nos casos em

que ha mais de um depdsito, o problema pode ser analisado de forma
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analoga, efetuando-se, para isso, as divisbes adequadas da demanda
e / ou da area geografica atendida.
A seguir sdo apresentados estudos referentes a tépicos especificos com

interesse neste trabalho.

2.3. O PROBLEMA DO CAIXEIRO VIAJANTE (PCV) E O PROBLEMA DE
ROTEAMENTO DE VEICULOS (PRV)

Bodin et al., 1983, apresentam o primeiro trabalho abrangente que retrata o
“‘estado-da-arte” da modelagem de problemas de roteamento e programacgao de
veiculos e tripulagbes. Ainda hoje é tida como uma das importantes referéncias
sobre o assunto, pois sao considerados inumeros tipos de problemas. Para os
autores, os problemas de roteamento podem ser do tipo roteamento puro, ou
combinados de roteamento e programagao. Nos problemas de roteamento puro,
as restricdbes temporais ndo sao importantes para a definicdo dos roteiros e das
sequéncias de atendimentos (coletas ou entregas). As estratégias de solugéo séo
direcionadas aos aspectos espaciais da localizacdo dos pontos a serem
atendidos.

No estudo de solugcdes para otimizar rotas de distribuicdo de produtos,
alguns problemas classicos da literatura de otimizagdo combinatorial podem ser
analisados, como o Problema do Caixeiro Viajante (PCV) e o Problema de
Roteamento de Veiculos (PRV).

Usando a teoria de Grafos, Laporte, 1997, diz que o PCV e o PRV podem
ser definidos em um grafo G = (V, A), onde V = {v4, ..., v5} é um conjunto de
vertices representando cidades ou consumidores e A = {(v;, v})} € um conjunto de
arcos ligando as cidades ou consumidores. Existe uma matriz de custos C = (¢y),
de modo que, a cada arco (v, v;) € associado um custo cj representando a
distancia, custo ou tempo de viagem.

A motivacdo para o PCV é que um caixeiro viajante, partindo de sua
cidade, deve visitar n cidades para vender seus produtos. Estas cidades sao
ligadas por um conjunto de estradas. Todas as cidades devem ser visitadas uma

unica vez e apos as visitas o caixeiro deve voltar para sua cidade de origem.
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O PCV consiste em determinar o Ciclo ou Circuito Hamiltoniano de custo
minimo no grafo G. Um Ciclo Hamiltoniano é uma rota em um grafo ndo orientado
(a matriz C é simétrica) que visita todos os vértices do mesmo apenas uma vez.
Um Circuito Hamiltoniano tem a mesma definicao do Ciclo, com a diferenca que o
grafo neste caso é orientado (a matriz C € assimétrica).

O Problema do Caixeiro Viajante € um dos problemas mais amplamente
discutidos em Otimizagdo Combinatorial (Chatterjee et al., 1996). Trata-se de um
problema NP-Dificil e ndo tem solugdo exata em tempo polinomial, Potvin, 1996 e
Laporte, 1997, mostram que uma grande variedade de problemas de Otimizagao
Combinatorial pode ser modelada como o Problema Generalizado do Caixeiro
Viajante. Dentre eles, problemas de: localizag&o, roteamento, fluxo de materiais e
coleta de correspondéncia.

O PRV é bastante semelhante ao PCV. A motivagao € que um ou mais
veiculos, partindo de um depdésito central, devem passar por n cidades (ou pontos
de uma cidade), fazendo entregas ou recolhendo cargas. No PRV, algum vértice
v; representa um depdsito que serve de base para m veiculos, idénticos em
capacidade (ou nédo). O PRV consiste em designar um conjunto de rotas de
menor custo, de modo que:

a) toda rota comece e termine no deposito;

b) toda cidade ou consumidor de V seja visitado uma vez por exatamente

um veiculo;

c) as rotas respeitem algumas restricbes de tamanho, como:

e cada cidade ou consumidor tem uma demanda n&o negativa q;

e a demanda total carregada por um veiculo ndo pode exceder sua

capacidade Q;

e cada cidade ou consumidor tem um tempo de servigo ndo negativo f;;

e 0 tamanho total de qualquer rota (comprimento + tempo de servigo) néo
pode ultrapassar um limite superior L (Laporte, 1997).

Laporte, 1992, afirma que existe uma grande variedade de PRVs e uma
vasta literatura desta classe de problemas, citando alguns autores. Estudos com
informacdes sobre este assunto podem ser encontrados em Laporte, 1997 e
Laporte et al., 1996.
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2.4. APROXIMAGAO DA DISTANCIA EM UMA ZONA DE ENTREGA

Duas abordagens importantes para resolugao de Problemas de Distribuicéo
sdo baseadas em Programacdo Matematica e Aproximagédo Continua. Estas
abordagens podem ser por métodos numeéricos e dados detalhados; ou por dados
simplificados e modelos analiticos. Geoffrion,1976, defende o wuso de
simplificacbes analiticas por apresentar ganhos em relagcdo a modelos de
Programacdo Matematica. Similarmente Hall, 1986, apresenta aplicagbes de
aproximacodes discretas e continuas e nota que aproximagdes continuas sao
usadas para desenvolver modelos que sao mais faceis a interpretagcdo e
compreensao humana. Ambos os autores aceitam que modelos continuos podem
completar modelos de Programacgao Matematica, nao substitui-los.

Modelos de aproximacao continua sdo baseados em densidade espacial e
distribuicdo média mais do que em informagdes precisas da demanda em todos
os pontos (aleatoriedade).

Modelos continuos podem ser utilizados para planejar um novo servigo ou
a expansao de um servigo existente. Por utilizar uma fung&o de distribuicdo e n&o
a localizacdo exata dos consumidores, ndo requer novas informacdes nos
modelos de Programacgdo Matematica e o desenvolvimento e implementagao sao
mais faceis e rapidos. Daskin,1985, relata que modelos continuos sao usados
para modelar sistemas de integradores logisticos, para criar modelos robustos
necessitando de poucos dados e para aproximar modelos discretos.

A primeira apresentagcdo de um método de aproximagao continua de
maneira pedagodgica pode ser vista na monografia de Daganzo, 1991, referindo-se
a diferentes custos logisticos, levando ao desenvolvimento de varios modelos de

aproximacao continua.

2.5. HISTORICO E ASSUNTOS RELACIONADOS

As raizes da modelagem continua de distribuicdo de carga estéo ligadas a
muitas areas, incluindo: Transporte, Teoria da Localizacdo e Probabilidade
Geomeétrica. Aproximagdes continuas tém sido usadas como ferramenta de

suporte a decisdo em transportes para o planejamento estratégico. A distribuigdo
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espacial continua tem sido usada para modelar distribuigdes discretas de
populagdes e de demandas de viagens por varias décadas (Maejima, 1979); raros
s&o os estudos antes de 1970.

Apesar de existirem trés trabalhos de Aproximacao Continua em transporte
de cargas (Kantorovitch, 1942; Beckmann, 1952; Beardwood et al., 1959), o inicio
real dos modelos de transporte se deu em 1960 com o planejamento urbano de
transporte de passageiros.

Modelos continuos também tém sido usados extensivamente em sistemas
de transporte publico com padrées do tipo um-para-varios e varios-para-um, isto
€, de uma so6 origem para muitos destinos e de muitas origens para um unico
destino. Exemplos com demanda inelastica incluem Black,1962, Vuchic e
Newell,1968; Vuchic,1969; Newel,1971; Jansson,1980; Wirasinghe e Ho,1983.

A funcéao objetivo, em muitos estudos de transito, € a de minimizar a fungéao
custo total, que consiste na soma do custo operacional e do custo de uso. Szplett,
1984, faz uma revisdo dos modelos continuos de sistemas publicos de transito.
Modelos continuos também foram usados para sistemas de transporte publico
com demanda variavel (Daganzo,1978, 1984c; Stein 1978a,b; Jacobson, 1980;
Bélisle ,1989).

Modelos continuos também aparecem na Teoria da Localizagdo, com uma
longa tradicdo na modelagem de demanda espacial continua. Losch, 1954,
assume uma demanda distribuida uniformemente sobre uma regido infinita.
Modelagens deste tipo foram usadas para localizagdo de facilidades,
fornecedores, estagdes de policia e armazéns (Newell,1973,1980; Geoffrion et al.,
1995.).

Esses modelos, geralmente, empregam taxas de transporte ($/km) para
uma distadncia média da facilidade aos pontos continuamente distribuidos na
regidao de servigos. Erlenkotter, 1989, faz uma revisdo historica extensiva desses
modelos.

A probabilidade geométrica, que fornece aproximacgdes das distancias de
viagem para pontos distribuidos continuamente em uma determinada area, foi
fundamental para o desenvolvimento de modelos continuos (ver Kendal e Moran,
1963; Larson e Odonoi, 1981).

Aproximacdes de média de distancias de um ponto para pontos distribuidos

em uma zona ou de pontos de uma zona para pontos de uma segunda zona
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foram estudados para varias formas geométricas e métricas desde 1950
(Ruben,1978; Daganzo,1980). Tal aproximac&o de distédncias é empregada nos
modelos de transporte e localizagdo mencionados anteriormente. Aproximacdes
similares sao utilizadas em proeminentes trabalhos a partir de 1960 para modelos
de tempo de resposta para policia, bombeiros e servigcos de ambulancia (Larson e
Stevenson, 1972; Larson e Odoni, 1981; Costa, 2003).

Fazendo uma correcao estatistica das distancias, existe uma simplificagcéo
no desenvolvimento de modelos para resolugdao de problemas de distribuicao,
normalmente ndo sao considerados as vias, suas formas e seus sentidos. Para
que a implementagdo dos modelos seja possivel, inicialmente considera-se a
distancia euclidiana entre dois pontos dados. Para que esta distancia se aproxime
de valores reais deve-se fazer uma analise da rede viaria e, a partir dai, fazer a

correcao estatistica das distancias. Assim, a distancia d utilizada é escrita em
fungdo da distancia euclidiana (d, ) através de um coeficiente de multiplicagao,

como em (2.7).

d=kd, @.7)

O valor de k depende do perfil da zona. Se for uma regido central
normalmente este valor é elevado, caso contrario pode sofrer diminuicdo. Um

valor normalmente utilizado para zonas urbanas é k =1,35 (Galvao, 2003). Além

desta corregao viaria, aproximagdes podem ser feitas em fungdo do numero de
pontos e das areas das zonas de entrega.

Aproximacgao de distancias com rotas multi-paradas é a chave em muitos
problemas de distribuicdo. O trabalho pioneiro de Beardwood et al., 1959,
desenvolve uma expressao analitica para estimar a distancia percorrida em um
Problema do Caixeiro Viajante (PCV) em uma area de densidade uniforme.
Aproximagdes de distancias para entregas de multiplas paradas também foram
desenvolvidas por Christofides e Eilon, 1969, Eilon et al.,1971 e Daganzo,
1984(a), (b).

Abordagens probabilisticas para problemas de distribuicdo de cargas é
uma area muito relacionada com a de aproximacodes continuas para distancias. O
trabalho de Beardwood et al., 1959, consiste em obter assintoticamente o custo

otimo, isto €, o limite do custo quando o tamanho do problema tende ao infinito.
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Os pioneiros sao Karp, 1977, para o Problema do Caixeiro Viajante e Haimovich e
Rinnooy, 1985, para os Problemas de Roteamento Capacitado de Veiculos com
Igualdade de Demanda.

Pesquisas em transporte de passageiros, localizacdo de facilidades e
Probabilidade Geométrica formam a base para os modelos de aproximagao

continua e distribuicdo de cargas.

2.6. TAXIONOMIA

De acordo com Langevin e Mbaraga, 1996, os modelos de distribuigcdo de

cargas séao divididos em 6 classes, conforme o quadro 2.1.

Quadro 2.1 — Tipos de Problemas de Distribui¢cao Fisica de Produtos

Classe Descrigao

I Uma origem para varios destinos sem Transbordo
Il Muitas origens para um destino sem Transbordo

1] Muitas origens para muitos destinos sem

Transbordo
v Uma origem para muitos destinos com transbordo
Vv Muitas origens para muitos destinos com
transbordo
Vi Trabalhos integrados

Devido ao objetivo do trabalho desta tese, far-se-4 uma revisdo dos
trabalhos do grupo | e VI. Uma revisao dos demais trabalhos pode ser vista em

Langevin e Mbaraga, 1996.

2.6.1. Problemas sem Transbordo

Muitos problemas de aproximagao continua para distribuicdo de cargas néo
consideram pontos de transbordo. Nos modelos da Classe |, as viagens de uma
origem para muitos destinos sao localizadas em uma regido de servigo, o objetivo

€ minimizar o custo de distribuicdo, assim a Classe | é dividida em: Classe I-A,
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onde sao considerados somente os custos de transporte; Classe I-B, onde sao
considerados custos de transporte e outros custos e Classe |-C que se compdbe

de modelos que incluem restricdes de tempo.

2.6.2. Classe I-A — Um-para-Muitos Somente com Custo de Transporte

Assume-se nesta classe que o custo de transporte €& proporcional a
distancia e o objetivo € o de minimizar o custo, implicando em minimizar a
distancia percorrida. Muitas formulas baseadas na area e no numero de paradas
foram desenvolvidas para estimar as distancias neste tipo de modelo.

Beardwood et al., 1959, desenvolvem uma férmula para aproximar a
distancia (L) para a rota étima do problema de PCV visitando n pontos em uma

regiao A, que € dada como em 2.8:

L=kJAn, (2.8)

onde k depende da métrica.

Esta constante foi estimada em 0,765 para a métrica euclidiana (Stein,
1979) e em 0,87 para a métrica L1 (Jaillet, 1988). Beardwoord, 1959, mostra que
a férmula é assintoticamente 6tima, mas ndo mostra como construi-la.

Daganzo, 1984a, introduz a estratégia de faixa para determinar o
comprimento aproximadamente 6timo do PCV. Esta estratégia consiste em dividir
a zona em faixas de largura w e visitar os pontos de parada em ordem em cada

uma das faixas, mostra também que a distancia esperada é dada por

0,9V A.n para a métrica L2, e

1,15V A.n para a métrica L1.

Onde L1 é a métrica do maximo e L2 a métrica comum ou euclidiana.

Um exemplo de estratégia da faixa pode ser observado na figura 2.4.

Apesar de, para a métrica euclidiana, o método apresentar uma constante
pior que a apresentada por Stein, 1979, uma vantagem desta estratégia € a de

poder aproveitar as caracteristicas da rede viaria.
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a) b) —

W W

FIGURA 2.4 - ESTRATEGIA DA FAIXA

Garboune et al.,1994, estendem a estratégia da faixa para variacdes
métricas em duas e trés dimensdes, usando-as em contexto de manufaturas.

O comprimento aproximado também pode ser desenvolvido para rotas de
entrega quando a origem encontra-se fora da zona. Christofides e Eilon, 1969,
Eilon et al., 1971, apresentam uma férmula em uma rota com C paradas,
considerando uma zona quadrada de area A contendo n pontos.

Daganzo, 1984b, desenvolve uma formula mais geral para a métrica
Euclidiana,

I 2pn N 0,57n

GERNE

onde ; € a distancia média a cada um dos pontos de entrega e 6 € a densidade

(2.9)

da regiao, para ser usada em zonas irregulares e com grande valor de n. Também
apresenta uma estratégia para particionar as zonas em setores e construir uma
rota em cada setor. Newell e Daganzo, 1986, propdéem um método de
aproximagao usando uma rede radial de anéis em uma grande regido contendo
muitas rotas. A origem é localizada no centro da regido e a densidade de
demanda varia de acordo com a distancia da origem. A regido € dividida em raios
concéntricos contendo setores aproximadamente retangulares em relagdo a
origem. E cada zona é atendida por uma rota estabelecida por uma estratégia de
dupla faixa (dual-strip). Na figura 2.5 podem-se observar exemplos de estratégias

single strip e dual strip.
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Roteamento simples
(single-strip)

Roteamento duplo

Deposito _ _
P (dual-strip)

FIGURA 2.5 - ROTEAMENTO SINGLE-STRIP E DUAL STRIP

Novaes, 1991, divide a area em estudo de forma reticulada. Em cada
elemento sdo determinadas as coordenadas e as densidades dos pontos, e é
determinada a divisdo da regido em areas aproximadamente Otimas. Este
desenvolvimento metodologico diferente viabiliza a incorporacdo de diversas
formas de regido de estudo, assim como o depdsito pode estar posicionado em
diferentes regides, além de a densidade da regido poder variar em cada
elemento. Um exemplo deste tipo de divisdo pode ser visto na figura 2.6.

1 &

35 |

30

15

15

11

-y

1 5' 10 ) E 20 25 30
“~Deposito

FIGURA 2.6 — EXEMPLO DE DIVISAO RETICULADA
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2.6.3. Classe I-B — Um-para-Muitos com Custo de Armazenamento e

Producao

Muitos problemas de distribuicdo com analise de diversidade de custos
foram publicados. O objetivo principal nestes casos € analisar a interdependéncia
e a relagao de custos de varios componentes do processo logistico.

A analise entre a relagao de custo de transporte e armazenamento com um
numero o6timo de distritos e veiculos por rota € feita por Burns et al.,1985. Este
estudo assume que o numero de paradas por viagem é conhecido; usa a formula
de aproximagdo para distancia esperada como Daganzo, 1984a, comparando
diferentes estratégias de entrega e armazenamento: demonstra que a
determinagao de zonas é mais eficiente que a entrega direta.

Daganzo e Newell, 1986, analisam o relacionamento entre longas rotas
com baixos custos de armazenamento e veiculos menores com aproveitamento
de carga, e concluem que o valor dos artigos transportados influencia a
configuracao 6tima do sistema de distribuicdo, bem como seu custo.

Blumenfeld et al, 1991, estuda a sincronizacdo entre produgdo e
transporte, mostrando a vantagem de cargas programadas e sincronizagdo com a

producao.

2.6.4. Classe I-C — Um-para-Muitos com Restricao de Tempo

Han e Daganzo, 1986, trabalham com distribuigdo de cargas com limitagéo
de tempo; a limitagdo da capacidade do veiculo ndo é considerada. Fazem
comparagdes entre single e dual-strip, indicam melhores resultados para a
estratégia de single-strip, exceto nos casos onde a zona contém o depésito.

Também estao nesta classe os problemas de Roteamento de Veiculos com
Janelas de Tempo (PRVJT) estudados por, por exemplo, Daganzo, 1987,a,b,
Langevin e Soumis,1989, usando a estratégia de primeiro clusterizar para depois
roteirizar. Cada dia de duragao T é dividido em p periodos e as janelas de tempo
sdo modeladas, especificando o periodo durante o qual os atendimentos podem

ser feitos. Os consumidores sdo agrupados em zonas aproximadamente
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retangulares. Daganzo, 1987a, determina dimensdes otimas para estas zonas, de
modo a minimizar a disténcia percorrida na entrega. Mostra que a disténcia
aumenta proporcionalmente com o quadrado da area e com a densidade dos
pontos de demanda e compara varias estratégias de entrega.

Um modelo analitico proposto por Longevin e Soumis, 1989, para o PRCJT
implica em particionar a regido em formas aproximadamente retangulares e
arranjadas de forma concéntrica em relagdo ao deposito (ring-Radial). Cada zona
€ designada a um soO veiculo. O modelo determina dimensdes 6&timas,
satisfazendo restricbes de tempo e apresenta um método iterativo para redefinir

as zonas, partindo das mais distantes em relagao ao depdsito.

2.6.5. Classe VI — Trabalhos Integrados

Os trabalhos desta classe utilizam aproximagdes continuas e programacao
matematica. Também estdo presentes trabalhos com resultado de Sistemas de
Suporte a Decisao (DSS).

Robusté et al., 1990, usam a estratégia da faixa como solucéo inicial para o
PCV e o PRV e posteriormente aplicam simulated annealing para melhorar a
resposta. Defendem que a combinagdo de aproximacgdes continuas com métodos
de otimizacao resulta em ferramentas mais poderosas.

Hall et al., 1994, propéem uma integragao entre algoritmos de roteamento
em trés passos.

1) Uma determinacéo inicial das regides em forma radial.

2) Reagrupamento das regides através de algoritmos de designacéo.

3) Resolugao do PCV para cada veiculo.

Langevin e Saint-Mleux, 1992, apresentam um modelo de DSS que
determina zonas iterativamente, determinando o tamanho 6timo em fungcdo da
velocidade dos veiculos e da densidade de demanda.

Graciolli, 1998, apresenta a resolucado do problema através de uma divisao
ring-radial e uma otimizagdo, utilizando Algoritmos Genéticos com Perturbagdes
aleatorias.

Galvdo, 2003, também trabalha na forma ring-radial, fazendo
posteriormente um equilibrio de demanda e tempo, utilizando Voronoi

multiplicativo por pesos.
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3. REVISAO DE FERRAMENTAS UTILIZADAS NESTE
TRABALHO

3.1. INTRODUGAO

O estudo de otimizagao em problemas de localizagdo possui um longo
historico. Em 1909, Weber estudou a otimizacado da localizagdo de uma firma em
uma regido. Este problema é chamado de Problema de Weber. Uma revisao
desse estudo pode ser vista em Wesolowsky, 1993. Desde entdo, varios tipos de
problemas de localizacdo tém sido estudados em Pesquisa Operacional,
Geografia e Economia Espacial (Espacial Economics); e tém sido abordados por
varios pontos de vista (Love et al., 1978; Drezner, 1995). Uma das abordagens
para a resolugcdo deste tipo de problema € a resolugdo através de Diagramas
Geométricos chamados Diagramas de Voronoi, Han e Daganzo, 1986; Novaes,
2000; Novaes et al., 2000; Galvao, 2003.

O objetivo dos problemas de distritos na distribuigdo logistica € achar uma
particdo 6tima da regido abastecida pelo depésito. O diagrama de Voronoi, com a
caracteristica de que todos os pontos da regidao de Voronoi estdo mais proximos
de seu centro do que de qualquer outro centro, fornece caracteristicas bastante
uteis na divisdo dos distritos.

Como o intuito do presente trabalho é utilizar o diagrama de Voronoi com
Obstaculos para a resolugao de problemas de Distribuicdo Fisica de Produtos,
faz-se necessaria uma pequena revisdo nos conceitos basicos sobre este tdpico.
Sera dada uma énfase maior ao Voronoi com Obstaculos, porém uma revisdo
sobre os conceitos de Voronoi no plano é fornecida para facilitar a compreenséao

do Voronoi com Obstaculos.

3.2. DEFINIGOES BASICAS DOS DIAGRAMAS DE VORONOI

Considerando-se um conjunto de pontos em um plano Euclidiano (como na
figura 3.1), seja este conjunto de pontos finito e com quantidade de, no minimo,

dois pontos e onde cada ponto seja distinto dos demais. Dado um ponto fixo
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qualquer, sera assumido que toda localizagdo deste ponto no plano esta
associada ao elemento mais proximo no conjunto de pontos. No conjunto P={p1,
P2, P4, Ps, Ps}, por exemplo, na figura 3.1, o ponto p é associado ao conjunto da

figura limitada pelo pentagono.

FIGURA 3.1 — EXEMPLO DE DIVISAO DE VORONOI

Este tipo de diagrama determina uma malha sobre o plano. Chama-se a
esta malha de Diagrama de Voronoi Ordinario ou Diagrama Comum de
Voronoi. Os poligonos V4, V5,...,V, recebem o nome de Poligonos de Voronoi. O
conjunto P é chamado conjunto gerador. Pela definicdo, se um ponto p qualquer
do plano pertence ao poligono de Voronoi V;, entdo p; € o ponto de P mais
proximo deste ponto. Devido a esta caracteristica, o poligono V; é um territorio
associado a p; ou ainda, p; em conjunto com o0s outros centros determina a regido
V.. Este tipo de diagrama tem aplicacdo em diversas areas como: Biologia,
Ecologia, Geografia, Fisica e Arqueologia, Okabe et al., 1992.

Suzuki e Okabe, 1995, observam que a construgao eficiente de algoritmos
que determinem a divisdo de Voronoi € de extrema importancia para a aplicagao
deste método na resolugcdo de problemas de localizagdo, porque frequentemente
a iteratividade dos algoritmos implica em inumeras determinag¢des de Diagramas
de Voronoi distintos.

A mudanga da distancia utilizada na determinagao do Diagrama de Voronoi
acarreta uma mudanga no formato das regides resultantes. Se, em vez de se
utilizar a distancia Euclidiana, usar-se a distadncia da métrica L4 o resultado ja é

significativamente diferente como pode ser visto na figura 3.2.
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métrica Ly métrica L2

FIGURA 3.2 — DIFERENTES DIVISOES DE VORONOI DEVIDO A DIFERENTES METRICAS

Diferentes distancias podem ser utilizadas, mas uma importante variagao
das distancias € aquela que envolve pesos. Galvao, 2003, apresenta a utilizacao
de Voronoi Multiplicativo por Pesos para a determinagao de equilibrio de carga
entre as regides previamente divididas em forma radial. A equagéo de distancia

d,, utilizada neste trabalho é:

1
dw(pi,pj)zgdg(pi,pj)a (31)

1

onde w; € o peso de cada regido e d, representa a distancia euclidiana. Na figura

3.3 pode-se observar uma divisao deste tipo.

a=1

FIGURA 3.3 — EXEMPLO DE DIVISAO DE VORONOI MULTIPLICATIVO POR PESOS
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3.2.1. Utilizagao do Diagrama de Voronoi em Determinagdao de Zonas

de Entrega

Novaes, 2000, expde que o principal objetivo de roteamento de veiculos &
achar a melhor sequéncia de visitas, de maneira a minimizar o custo total de
transporte, respeitando exigéncias de servigco. O objetivo do zoneamento em
distribuicao logistica é o de achar uma particdo 6tima da regido abastecida pelo
depdsito (Han et al., 1986, Novaes et al, 2000). Diagramas de Voronoi tém sido
utilizados com sucesso em problemas das mais diversas areas e em problemas

de localizagao.

3.2.2. Problema de p-Medianas

O problema de p-medianas discreto procura encontrar um conjunto de
localizacbes para p facilidades, de maneira a minimizar a distancia total dos
usuarios até estas facilidades. O problema de p-medianas é facilmente definido
para espagos continuos. Um método para sua resolucdo pode ser o de
Programacao Matematica, ou entdo, o de uma analise do plano continuo.

Considere-se p facilidades que suprem a necessidade de servico em uma
regido S, a demanda de servigo distribuida continuamente sobre S. Seja ¢(x) a
funcdo demanda, f(d) a fungdo custo, sendo d a distancia entre o usuario e a
facilidade mais proxima. Para essas condigdes o problema € determinar a

localizagéo das p facilidades, tal que o custo total seja minimizado.
F(X)=F(X, X,y X,) = j S (min|x—x,[ )p(x)dx . (3.2)
N

Esta minimizacdo € um problema nao-linear sem restricbes, com 2p
variaveis. Reformulando esta expressao em termos do Diagrama de Voronoi, por
assumir-se que se usa a facilidade mais proxima, a regido desta facilidade i é

dada por V.. Entdo a integral pode ser decomposta pela expresséao (3.3) abaixo:

F(X)= j S (min|x—x,[)p(x)dx = iF : (3.3)
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onde F; é a fungao demanda associada a cada regidao de Voronoi obtida pela
divisdo, que fica mais facil de tratar do que a expressao anterior. Uma vez que o
diagrama de Voronoi foi construido, pode-se calcular o valor da expresséao.

Suzuki e Okabe, 1995, mostram que um algoritmo para resolver este tipo

de problema (baseado no Método de Newton) é dado por:

1) inicializagdo: fazer uma solugao inicial x”,i=1,...,p e v=0;

2) construir o Diagrama de Voronoi gerado pelo conjunto de pontos x;

3) determinar o valor de F e derivadas parciais de F através de métodos
numéricos;
4) determinar uma diregéo de descida ¢ dada por:
S = (HM)‘laa—F i=1,.. =1,2), onde H é a matriz Hessiana de F;
X
5) fazer x"*V =x™ +ad™ , onde @ é um parametro determinado por
pesquisa linear;
6) se a diferenca entre xl.(v“) € pequena, parar. Caso contrario, retornar ao

item 2.

3.2.4. Problema de p-Centros

Quando € necessario que a localizacido das facilidades minimize a maxima
distancia do usuario a facilidade mais proxima, tem-se um problema de p-centros.
Exemplos deste tipo sdo Problemas de Localizagao de Servicos Emergenciais.
Caso a demanda seja continua tem-se um problema de p-centros continuo.

A fungdo matematica associada a formulacdo de um problema de p-
centros, onde a demanda é continuamente distribuida em uma regido S, é
indicada em (3.4) a seguir:

F(x,,...,x,)=min max”x x|| (3.4)

xe§S i=l,..,

Como um usuario em V; usa a facilidade x;, e como o diagrama de Voronoi
€ convexo, entdo a mais longa distancia dos usuarios em V; esta localizada sobre

a borda do poligono V.
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Suzuki e Okabe, 1995, sugerem um método iterativo para o calculo dos p-

centros continuos, como o indicado no algoritmo:

1) gerar p centros randomicamente em S;

2) construir o diagrama de Voronoi destes p centros;

3) encontrar os circuncentros dos poligonos formados;

4) re-alocar os p centros para os centros calculados em 3;

5) se a troca é menor que uma determinada tolerancia especificada,

parar. Caso contrario ir para 2.

Como a configuragdo 6tima depende da configurag&o inicial, o processo
deve ser repetido m vezes, e deve-se escolher a melhor resposta, que estara
proxima da solugao 6tima. O 6timo pode ndo ser obtido, mesmo para grandes
valores de m, porém a solugao conseguida apresenta boa qualidade.

Para melhor compreensdo, a seguir é explicado mais detalhadamente o

Diagrama de Voronoi.

3.2.5. Diagrama de Voronoi no Plano

Seja um conjunto finito de dois ou mais pontos distintos no plano euclidiano
P={p1 ,p2 ,..., pn}. Cada localizagcdo do plano esta associada ao elemento mais
préximo do ponto fixado com respeito a distancia Euclidiana. O resultado é uma
malha no plano chamada de Diagrama Comum de Voronoi no Plano, gerado
pelo conjunto de pontos P. As regides associadas a cada ponto sdo chamadas de
Poligonos Comuns de Voronoi.

Quando se trabalha no plano euclidiano, ou no espacgo euclidiano, refere-se
ao Diagrama Comum de Voronoi simplesmente como Diagrama de Voronoi e
aos poligonos associados de Poligonos de Voronoi.

Assim em termos matematicos, sejam n pontos do plano euclidiano com
2<n<o, onde cada ponto p; tem coordenadas cartesianas (x; yi) e p; = p; para
i #j. Toma-se p um ponto qualquer do plano euclidiano com coordenadas (x, y). A

distancia euclidiana de p até p; é dada pela expressao (3.5):
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d(p.p) = (-x)2 + (=) =|p-pi|. (3.5)

Se a d(p, p) < d(p, p), com j#, o ponto p € designado para p; e a regido
V(p;) chamada regiao de Voronoi associada ao ponto p; € definida por (3.6) a

seqguir:

vp)={p!|p-pl|<|p-p,|.para j=i}. (3.6)

Ao diagrama V gerado por P chama-se Diagrama de Voronoi que é dado
por (3.7):

V={Vpy), V(p2)-... V(pi)} (3.7)

Chama-se de ponto gerador ao ponto p; que gera o i-ésimo poligono de
Voronoi, e o conjunto P = {p4, p,..., pn} € 0 conjunto gerador do diagrama de
Voronoi V.

Como na definicho do diagrama de Voronoi dada por (3.6), as
desigualdades nao sao absolutas (usa-se < e ndo <), o Poligono de Voronoi &,
consequentemente, um conjunto fechado. Alternativamente, pode-se definir um

Poligono de Voronoi pelo conjunto, como indicado em (3.8):

V() =1p/|p-pl<|p-p,| para j =i}, (3.8)

que é aberto. Ambas as definicbes sado aceitaveis. Porém a definicdo utilizada
sera a dada em (3.6). Quando se necessita enfatizar tal propriedade, chama-se
V(p) um poligono de Voronoi fechado, e V°(p) um poligono de Voronoi
aberto.

Ja que um poligono de Voronoi é fechado, ele contém as fronteiras
denotadas por &V(p). A fronteira de um poligono de Voronoi consiste de
segmentos de retas, semi-retas ou retas, que sao chamadas bordas de Voronoi.
Denota-se os vértices de Voronoi por e;. Observando a igualdade da relagao de
equacgao (3.6), pode-se alternativamente definir uma fronteira de Voronoi como
um segmento de reta, uma semi-reta ou uma reta compartilhada por dois
poligonos de Voronoi. Matematicamente, se V(p) V(p) =, o conjunto

V(pi) N V(p) resulta na fronteira de Voronoi (que pode ser degenerada em um
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ponto). Correspondendo a notacdo e;, usa-se e(p;, p;) para V(p) N V(p), que é
realmente como a fronteira de Voronoi generalizada por p; e p;. Nota-se que e(p;
p;)) pode ser vazia. Se e(p; p;) ndo € vazia, diz-se que os poligonos de Voronoi
V(p)) e V(p)) sdo adjacentes.

Uma extremidade de uma fronteira de Voronoi é chamada de vértice de
Voronoi. Alternativamente, um vértice de Voronoi pode ser definido como um
ponto compartilhado por trés ou mais poligonos de Voronoi. Denota-se um vértice
de Voronoi por gi. Quando existir pelo menos um vértice de Voronoi em que
quatro ou mais fronteiras de Voronoi encontram-se num diagrama de Voronoi V,
diz-se que V é degenerado. Por outro lado, quando um vértice delimita trés
fronteiras, diz-se que V é nao degenerado. No diagrama de Voronoi, figura
3.4(a), o vértice marcado € degenerado e os demais sdo ndo degenerados. Um
diagrama degenerado de Voronoi frequentemente aparece quando os geradores
de pontos estéo distribuidos regularmente, tal como na figura 3.4(b). Em algumas
derivagdes, um diagrama degenerado de Voronoi requer longos tratamentos
especiais que nem sempre sao comuns. Para contornar esta dificuldade, é
frequente fazer a seguinte hipétese de ndo degenerecéncia:

“Todo vértice de Voronoi em um diagrama de Voronoi tem exatamente trés

fronteiras de Voronoi”.

FIGURA 3.4 — DIAGRAMAS DEGENERADOS DE VORONOI

(k)

Normalmente define-se um diagrama de Voronoi em um plano ilimitado. No

entanto, na pratica, freqiientemente o diagrama esta de acordo com a limitagéao
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da regidao S, onde os geradores sao localizados (as linhas externas da figura 3.5).

Neste caso € considerado o conjunto dado pela expresséo (3.9), a seguir:

VoS=¥(p)NnSV(p,)NS,...V(p,)NS}. (3.9)

FIGURA 3.5 —- DIAGRAMAS LIMITADOS DE VORONOI

A Figura 3.5(a) representa uma regiao limitada de Voronoi desligada, ou
seja, um poligono limitado de Voronoi onde existem pontos em que segmentos
formados com o gerador n&o estao inteiramente contidos no poligono.

A Figura 3.5(b) representa um poligono limitado de Voronoi com ligagdes
contidas nos poligonos em relagao aos geradores.

Uma observacéo a ser considerada é que, se o contorno da regiao S for
convexo, nenhum poligono de Voronoi gerado sera desligado.

Um diagrama limitado de Voronoi pode ser significativo, se toda regido de
fronteira de Voronoi for formada com ligagcdes inteiramente contidas em cada
poligono, com respeito ao ponto gerador (figura 3.5(b)). Usualmente se trabalha
com uma fronteira bem formada do diagrama de Voronoi.

No estudo de diagramas de Voronoi existe uma relagdo dual com malhas
de Delaunay, porém, como estas nao sao utilizadas no desenvolvimento do
presente trabalho, ndo serdo pormenorizadas. Para um aprofundamento dos

conceitos, ver Suzuki e Okabe, 1992.

3.2.6. Diagrama de Voronoi com Pesos

No diagrama ordinario de Voronoi, assume-se que os geradores sao
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indiferentes ou que cada ponto gerador tem o mesmo peso. Porém, em algumas
aplicagées esta suposicdo pode ndo ser a mais correta. Em geral, é mais
apropriado assumir que aqueles pontos geradores tenham pesos diferentes que
refletem a propriedade variavel dos mesmos. Esta se¢cdo mostra a familia de
diagramas de Voronoi generalizados, que levam em conta estes pesos diferentes
em termos de distancia considerando pesos.

Considera-se um conjunto de pontos distintos,
P={pi,....,pn} = R" (2<n<x) (A =P, S=R") e um peso associado a cada p; que
relaciona a alguma propriedade variavel do fendmeno. Este peso é representado
por um conjunto de parametros W, = {wi,...,win ,} (se n,=1, € escrito w; para W)).
Com este peso é definida uma distancia, du(p,p/) de p para p;,, chamada distancia

com peso que sera especificada mais adiante. A regido de dominio de p; sobre p;

com a distancia com peso € escrita como:

DOm(piapj) = {p / dw (p’pi) < dw(papj)} com ] #1i,¢e (310)
Vip)=() Dom(ps, p)), e 3.11)

V(Pd,)="V,={V(p)),..V(pn}.

Se a regiao de dominio dada pela equacao (3.11) € bem comportada, o
conjunto V,, resulta num Diagrama Generalizado de Voronoi. O nome dado a
este diagrama é Diagrama de Voronoi por Pesos Generalizado, por P com
peso {Wi,...,W;}, e o conjunto V(p;) é Regidao de Voronoi por Pesos associada
ao p;.

Considerando que a distancia com peso permite muitas formas
funcionais, existem possivelmente muitos diagramas de Voronoi com pesos. Em
seguida sera mostrado um tipo de diagrama de Voronoi com pesos que aparece

mais frequentemente.

3.2.7. Diagrama de Voronoi com Pesos Aditivos

Um tipo de diagrama de Voronoi com Pesos € caracterizado pela seguinte

distancia com peso:
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d,.(p.p)=|p—p-w, (3.12)

que é denominada distancia com peso aditivo, ou simplesmente AW-Distancia.

A regidao de dominagéao de p; sobre p é escrita por:

Dom(p,,p;)={p!|p—pl-w <|p—p|-w}i=/, (3.13)

e a fronteira entre p; e p; é escrita pela expressao (3.14) a seguir:

e(pp)=1p/|p—pl-|p—p)|=w-w} i=J. (3.14)

O formato da fronteira ou da regido de dominagéao varia de acordo com os

parametros « = Hpi _p.iH e f=w,—w, (onde assume-se w, —w; >0).

D 10

FIGURA 3.6 - EXEMPLO NO PLANO DE FRONTEIRAS DO VORONOI ADITIVO

O local geométrico destas fronteiras € uma curva hiperbdlica com focos em
pi e p;. Em (3.12) é comum considerar somente o sinal positivo de w; porque

normalmente analisa-se a dominacéo de p; sobre p;. Obviamente valores positivos
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€ negativos para o peso w; sdo aceitaveis e isto pode ser usado em algumas
aplicagdes.
Observa-se que o diagrama de Voronoi com pesos aditivos € uma

generalizagao do diagrama de Voronoi.

3.2.8. Voronoi por Poténcia (Power Voronoi)

Ao se efetuar a alteracdo da distdncia na expressdo (3.12) para a

expresséo (3.15) a seguir:

d,(p.p)=|p-p| +w, (3.15)

tem-se um novo tipo de Voronoi. O diagrama é denominado Voronoi por
Poténcia e a distédncia é chamada simplesmente PW-Distancia. A regido de

dominacao de p; sobre p é escrita por:

Dom(p,,p,)={p/|p-p| +w < Hp—p,HZ +w} i) (3.16)

e a fronteira entre p; e p; € escrita por (3.17):

epp)=tpllp-p ~|p-p =-w+w iz, (3.17)

Quando w; e w; sdo iguais a zero, a fronteira entre as duas regibes de
Voronoi coincide com a mediatriz da reta que une os dois centros. Ao variarem-se
os parametros w; e w;, ha um deslocamento linear em dire¢gdo ao mais alto valor
de w. Na figura 3.7 é mostrado um exemplo deste tipo de divisdo, com diferentes
pesos.

Pode-se observar nesta figura que as linhas que delimitam as regides nao
sao mais as mediatrizes dos segmentos que unem os centros de Voronoi, o

tamanho da regiao variara conforme varia seu peso.
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FIGURA 3.7 —- DIAGRAMA DE VORONOI MULTIPLICATIVO POR PESOS

Uma importante propriedade a salientar sobre este tipo de divisdo € que as

regides de Voronoi associadas a cada centro sdo sempre regides convexas.

3.2.9. Diagrama de Voronoi com Obstaculos

O diagrama de Voronoi é definido com a distancia Euclidiana, assumindo-
se, com isto, que seja sempre possivel fazer uma ligagdo em linha reta entre
quaisquer dois pontos do plano. Porém, em muitas aplicacdes reais isto ndo é
aceitavel. Por exemplo: uma regido com obstaculos como lagos, que ndo possam
ser atravessados. Se este obstaculo se encontra entre a linha reta que une uma
origem e um destino, pode-se presumir que exista uma maneira de contorna-lo.

Quando isto ocorre, diz-se que o problema é com obstaculos.

3.2.10. Diagrama de Voronoi do Menor Caminho

Seja um conjunto gerador consistindo de n diferentes pontos,
P ={p1, Ps... prtc R? (2 <n < x) e um conjunto O com ny regides fechadas,
O ={04,02,...,0ny} R? (1 < ny < »). O conjunto O representa obstaculos que n&o
podem ser transpostos diretamente. Assume-se que os obstaculos ndo podem ser
sobrepostos, isto €, 0in 0j =, i #j, e também que pontos de P n&o podem ser

situados sobre os obstaculos (p; Mo j =, Vj). Os obstaculos sdo fechados e
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nao contém buracos e, adicionalmente, por conveniéncia computacional, assume-
se que os obstaculos s&o poligonos (n&o necessariamente convexos). A figura 3.8
mostra um exemplo de conjunto gerador e de obstaculos sobre o plano. A ndo
existéncia de buracos nos obstaculos pode ser faciimente relaxada, pois, se uma
regiao tem um buraco e um unico ponto gerador que esta nele, todos os pontos
que estiverem nele serdo designados a este gerador. Se existir mais de um ponto
alocado neste buraco, resolve-se o problema de Voronoi internamente.

Na regido S define-se a distancia entre o ponto p e o ponto p; pertencente a
P pelo comprimento do menor caminho continuo possivel que os conecte sem
interceptar os obstaculos. Chama-se a esta distancia de Distancia do Caminho
Mais Curto (shortest-path) entre p; e p e denota-se por ds,. Na pratica esta
distancia é obtida com a ajuda dos Poligonos de Visibilidade e com os Grafos
de Visibilidade, que serdo vistos em seguida neste topico.

Um poligono de visibilidade, denotado por VIS(p;) é o conjuntos de pontos

de S visiveis por p;, VIS(p;) é definido pela expressao (3.18) abaixo:

VIS(p,)={p/ pip0lO;180,1=@,peS.jel, } . (3.18)

Um exemplo de poligono de visibilidade pode ser observado na figura 3.8.
Ele esta relacionado com o ponto gerador p; e estd representado pela area
hachurada. Se p é visivel por p; entdo nao existem obstaculos entre eles e a dsp é

dada diretamente pela disténcia euclidiana, isto é, pela expresséo (3.19) a seguir:

dsp(p,p;) =[x~ x|, se xeViIS(p;). (3.19)

Métodos computacionais para construgdo dos poligonos de visibilidade
foram desenvolvidos por El Gind e Avis, 1981, entre outros.
O Grafo de Visibilidade & definido sobre um Grafo Geométrico. Faz-se

G(Q,L) o Grafo Geométrico, onde Q é o conjunto de nqy nés e L € o conjunto de

arcos (figura 3.9(a)). Faz-se Lys igual ao conjunto de segmentos de reta ﬁ tais

que g;e g; s&o visiveis, ou seja, tem-se a expresséo (3.20) abaixo:
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+ P3

FIGURA 3.8 — EXEMPLO DE UM POLIGONO DE VISIBILIDADE E DE CAMINHO MAIS CURTO

Lys={q.4; |4, €VIS(q,).i< jii,jel, }, (3.20)

que simboliza todas as linhas mostradas na figura 3.9(b), onde
Q ={q1,...,96,p1,p2}. Nota-se que os segmentos em Ly;s podem se interceptar. O
grafo de visibilidade de G(Q, L) é definido como um grafo consistindo de Q em
Ly;se é denotado por G(Q, Lys).

Com o auxilio do grafo de visibilidade procura-se o caminho mais curto. Um
exemplo disto € mostrado na figura 3.8, com a indicagdo do caminho mais curto
entre p e ps. Considera-se o conjunto Q dado pelos vértices dos obstaculos de O
e pelos pontos de P e L dados pelos lados dos obstaculos (figura 3.9(a)).
Posteriormente constroi-se o grafo de visibilidade G(Q, L,s) (figura 3.9(b)),
resolvendo-se, em seguida, o problema do caminho mais curto, utilizando um
método conhecido (por exemplo: Dijkstra, 1959). Entdo o caminho mais curto

entre p e piem G(Q, L, ~L,,) da o caminho mais curto procurado.

Assim, conhecida a definicdo de dsp, define-se a regido de Voronoi

associada ao ponto gerador p;, pela expressao (3.21):

Vip)={pld,(p.p)<d, (p,p;),j#ij€l,}. (3.21)
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() (b

FIGURA 3.9 - GRAFO GEOMETRICO E GRAFO DE VISIBILIDADE

Chama-se de Regido de Voronoi de Caminho Mais Curto associada a p;,
ou simplesmente SP-Regidao de Voronoi, e ao conjunto das SP-Regides de

Voronoi, V(P,d,S|10)=Vy ={V(p),V(p,),.-.V(p,)} , denomina-se Diagrama

de Voronoi de Caminho Mais Curto de Pem O.

+ P3

+ P2

FIGURA 3.10 - DIVISAO ANALITICA DE VORONOI COM BARREIRAS

A figura 3.10 esboga um SP-Diagrama de Voronoi, gerado por py, p2 € ps,
com obstaculos O; e O,. Como indicado na figura 3.8. Um método de construgéo

do diagrama é proposto por Asano e Asano, 1987 e Seoung e Asano, 1987.
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A seguir sdo descritos conceitos sobre Algoritmo Genético, visto que o

mesmo sera utilizado no desenvolvimento deste trabalho.

3.3. ALGORITMOS GENETICOS

Os Algoritmos Genéticos (AGs) constituem um método de otimizagao
inspirados no processo Darwiniano de selecido dos seres vivos. Na verdade, os
AGs fazem parte de uma classe de paradigmas e técnicas computacionais
inspiradas na evolugao natural, denominada computacdo Evolucionista.

Segundo Barbosa, 1997, um dos pioneiros da computacdo Evolucionista,
Hans-Paul Schwefel, considera dificil de definir a primeira pessoa a ter concebido
um algoritmo evolucionista.

Outros dois paradigmas da Computacado Evolucionista, além do algoritmo
genético, podem ser destacados, por terem se desenvolvido de forma
independente, que sao as Estratégias Evolucionistas (EEs) — surgidas a partir de
trabalhos de Ingo Rechenberg, 1973, e a Programacédo Evolucionista (PEs)
iniciada por Lawrence Fogel, 1966.

Barbosa, 1997, indica que ficam menos nitidas e também menos uteis as

fronteiras entre os trés paradigmas.

3.3.1. Funcionamento dos AGs

Concebidos por John Holland no final dos anos 60s, os Algoritmos
Genéticos buscam inspiracdo nos processos de evolugao natural, baseados no
estudo da evolugdo de Darwin, no trabalho The Origin of Species. (Holland, 1992).

Grefenstette, 1986, define um AG como um procedimento que mantém
uma populacdo de estruturas, chamadas individuos, que representam as
possiveis solugdes para um determinado problema. Cada iteragdo recebe o nome
de geragao. A cada geragao, os individuos de uma populagdo sdo avaliados em
relagdo a sua capacidade de resolucédo do problema em estudo. A funcdo que faz
esta avaliagao recebe o nome de aptidao, ou funcédo de fitness. Seguindo esta
avaliagdo, os individuos da populagdo sado selecionados segundo uma regra

probabilistica, para passar por um processo de reproducéo.
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Na verdade, aplica-se sobre os individuos selecionados os chamados
operadores genéticos, gerando-se uma nova populagao de possiveis solugdes.
Espera-se que a populagao va ficando, em média, incrementalmente mais apta a
resolver o problema. Apés um numero de geragdes, seguindo um critério de
parada, o individuo mais apto até entdo € uma possivel solugao para o problema.

Apesar dos AGs nem sempre encontrarem a solugdo o6tima para um
determinado problema (6timo global), em numerosos casos s&do capazes de
encontrar uma solugao quase 6tima, o que é plenamente aceitavel ao se trabalhar
com problemas extremamente complexos, como problemas de otimizagao
combinatorial, onde os métodos convencionais normalmente sdo inviaveis em
razao do esforco computacional que seria necessario para resolvé-los. Muitos
problemas apresentam tantas dificuldades que se fica satisfeito em ter uma unica
solucao que atenda a todas as restricdes impostas por sua formulagao.

Assim, os AGs constituem uma classe de ferramentas muito versatil e
robusta, pois a busca de solugbes pode se dar, inclusive, em conjuntos nao
convexos e nao diferenciaveis e podem ser trabalhadas simultaneamente com
variaveis reais, logicas e inteiras. Ressalta-se também que, devido as suas
caracteristicas, os AGs evitam atragdes irremediaveis para 6timos locais, o que
ocorre frequentemente com alguns algoritmos usuais de programagéo
matematica, permitindo uma melhor exploracao do espaco de busca.

Na sequéncia, estao relacionadas algumas caracteristicas que diferenciam
os AGs de outras técnicas de programagao matematica:

e empregam uma populacao de individuos que pode ter tamanho fixo
ou variavel, ao contrario de técnicas que efetuam busca ponto a
ponto;

e normalmente nao trabalham diretamente com as possiveis solugdes
do problema (fendtipo) e sim sobre codificagcdbes das mesmas
(genétipos);

e empregam regras de transicao probabilisticas ou estocasticas, sendo
que a maioria dos algoritmos tradicionais usa regras deterministicas;

¢ ndo exigem maiores informagdes sobre a fungao a otimizar.

Um pseudo codigo que generaliza a maioria dos AGs existentes seria o

seguinte, segundo Barbosa, 1997:
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Iniciar a populagao

Avaliar os individuos da populagao

Repitir
Selecionar individuos para a reprodugao
Aplicar operadores de recombinagao e mutagao
Avaliar os individuos da populagao
Selecionar individuos para sobreviver

Até que um critério de parada seja satisfeito

3.3.2. Sistema de Representacao e Codificacao

Considerando que os AGs nao operam diretamente sobre os elementos do
espaco de busca (Goldberg, 1989; Barbosa, 1997), a primeira etapa para se
resolver um  determinado problema utiizando AG consiste na
codificacao / representacédo destes elementos. Os elementos do espaco de busca
chamam-se fendétipos, enquanto o codigo que os representa recebe o nome de
genétipo, em analogia com a genética. Os espagos de busca podem ser
formados por elementos das mais diversas naturezas (matrizes, vetores,
combinagdes de variaveis logicas, inteiras e reais).

Usualmente esta forma de codificagdo consiste em utilizar cadeias de
comprimento L, formadas por caracteres de um determinado alfabeto. O uso mais
comum é o binario, onde o alfabeto € composto pelos simbolos 0 (zero) e 1 (um).

No sistema binario a cadeia 10010011 poderia representar a solugao de
um determinado problema. Tem-se L = 8, e o conjunto de gendtipos s&o formados
por todos os niimeros binarios de 00000000 até 11111111, contendo, portanto, 2"
= 256 elementos. A codificagdo € a regra que associa cada um destes numeros
binarios a uma solugdo. Um possivel elemento do espagco de busca também é
denominado cromossomo.

Cada subcadeia que forma um cromossomo € denominada gene e
representa uma das diversas variaveis que constituem um cromossomo.

Ha situagdes onde existe mais de um cromossomo ligado a um individuo.
O ser humano é dipléide (possui 2 cromossomos). A grande maioria de AGs

utiliza individuos hapléides, ou seja, com um sé cromossomo.
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Resumindo, o gendtipo € composto de um ou mais cromossomos, que sao
compostos por subcadeias de simbolos pertencentes ao alfabeto utilizado. Esta

codificacdo depende do problema a ser resolvido.

3.3.3. A Funcgao de Aptidao

A funcao de aptidao deve refletir a capacidade qualitativa de um elemento
solucionar o problema (Barbosa, 1997 e Goldberg, 1989). A regra que a
determina depende do tipo do problema que esta sendo considerado e nos
problemas de otimizacéo esta diretamente relacionada com a fungao objetivo. Por
exemplo, a fungao que fornece a distancia total percorrida em um problema do
caixeiro viajante € um exemplo de funcao de aptidao.

Considerando que no decorrer das iteragdes os individuos vao se tornando
cada vez mais semelhantes, pois a populagdo tende a convergir, pode ser
interessante diversificar a funcdo de selecgao, utilizando uma funcdo de aptidao

que seja composta da fungéo objetivo e de outra fungao conveniente.

3.3.4. Esquemas de Selegao

Sao diversos os esquemas de selecao utilizados em AGs. No esquema de
selecdo conhecido como selegdo proporcional, a probabilidade de um individuo
ser selecionado para participar do processo de reprodugdao é proporcional a
medida relativa do grau de fitness (aptidao) do individuo, conforme a populagéo.

Este esquema de selecdo tem o efeito de aumentar a aptiddo média da
populagcdo e costuma ser chamado de seleg¢ao direcional, (Barbosa, 1997,
Lopes, 1996). Na pratica, os elementos com maior aptiddao tém probabilidade
proporcional ao seu fitness de gerarem descendentes.

Em alguns casos, pode-se deixar de lado o grau de aptidédo, levando em
consideragao somente o seu ranking ou posi¢ao relativa na medida de aptidao,
Mayerle, 1994.

3.3.5. Tipos de AGs

Existem basicamente duas classe de AGs com relacédo a forma com que os

individuos séo inseridos na populagao, (Barbosa, 1997). O primeiro tipo € o AG
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generacional, que tem como caracteristica o fato de que toda a populagao é
substituida por novos individuos, criados depois do processo de selegcédo e
aplicacdo dos operadores genéticos, o que pode ser representado da forma a

sequir:

AG generacional
Iniciar a populagao P de alguma forma
Avaliar os individuos da populagao P
Repitir
Repitir
Selecionar individuos de P
Aplicar operadores genéticos
Insirir novos individuos em P1
Até que a P1 esteja completa
Avaliar os individuos de P1
P=P1

Até que um critério de parada seja satisfeito.

Considerando que neste processo toda a populacdo € substituida pela
nova, corre-se o risco de perder bons individuos. Para evitar isto, pode-se utilizar
um procedimento conhecido como elitismo, que consiste em passar para a
geragao seguinte uma cépia dos melhores individuos.

O outro tipo de AG é conhecido como steady-state, que se caracteriza por
criar apenas um individuo de cada vez, sendo que o individuo gerado pode ou
nao passar para a geragao seguinte. Normalmente ele é transferido para a
proxima geragao, se seu valor de aptidao for melhor que o pior valor da populagao

antiga. Este procedimento pode ser representado por:
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AG steady-state
Iniciar P de alguma forma
Avaliar os individuos de P
Ordenar P de acordo com a aptidao
Repitir
Selecionar individuos de P
Aplicar operadores genéticos
Selecionar um individuo f para sobreviver
Se f € melhor que o pior individuo de P, entao
Remover o pior individuo de P
Inserir f em P, de acordo com sua aptidao

Até que um critério de parada seja satisfeito

3.3.6. O Processo de Reproducgao

O processo de reproducdo atua sobre os gendtipos dos individuos
selecionados, promovendo uma recombinagcdo do material genético dos pais,
gerando elementos filhos. Este tipo de operador € comumente chamado na
literatura de crossover, por analogia com um termo da genética.

Existe o chamado crossover simples ou crossover de um ponto, onde
em um procedimento aleatério, uma posicdo do cromossomo € sorteada e o
material genético dos cromossomos pais, situados a direita deste ponto, é
trocado.

No chamado crossover de dois pontos, como o préprio nome diz, séo
duas as posi¢des sorteadas para a troca de material genético.

Outros tipos de operadores de combinacdo podem ser criados de acordo

com o tipo de problema e codificagao dos fenétipos do problema estudado.

3.3.7. Operadores de Mutacao

A mutagdo é possivelmente o operador genético mais simples a ser
implementado. Uma posicdo do cromossomo € sorteada e seu valor € trocado. A
probabilidade da mutagao deve ser baixa, caso contrario o algoritmo se comporta

fazendo uma busca aleatéria, dificultando a convergéncia. Estes operadores
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exploram globalmente o espaco de busca, possibilitando inclusive recuperar

algum material genético que possa ter sido perdido apds muitas recombinagdes.

3.3.8. Convergéncia e Diversidade Populacional

O termo diversidade diz respeito a falta de semelhanca entre os individuos
de uma populagao, e esta diretamente ligado a convergéncia da mesma. Em uma
situagao ideal, um AG deveria convergir sem a perda de diversidade genética. Isto
aumenta a chance de se encontrar um 6timo global através de um equilibrio entre
uma exploracgéo global e local.

Para diminuir a perda de diversidade, alguns AGs utilizam a chamada
reducao de incesto, que reduz a operacao de crossover entre elementos muito
semelhantes, permitindo combinagdes entre individuos considerados distantes.

Quando o espago de busca se torna muito grande, é necessaria a
utilizacdo de uma populagdo numerosa, fazendo os AGs se tornarem menos
eficientes.

Ainda existe a questdo dos parametros, que deve ser considerada. E muito
dificil definir parametros mais adequados para um determinado problema. O
tamanho da populacao, por exemplo, depende, dentre outros fatores, do espaco
de busca considerado, ndo sendo possivel antecipar o tamanho ideal de uma
populagcdo para determinada classe de problemas. Grefenstette, 1986, sugere
que, na grande maioria das aplicagdes, uma populagado de 50 a 200 individuos é
adequada.

A utilizacdo de AGs na resolucdo de problemas de roteamento e
localizacdo de facilidades é muito estudada, conforme aplicagcdes deste método

apresentada a seguir.

3.4. ALGORITMOS GENETICOS E PROBLEMAS DE TRANSPORTES

Trabalhos de varios autores mostram a utilizagao de AGs em problemas de
roteamento e distribuicdo. Apresentar-se-ao alguns destes trabalhos, referentes
ao PCV, ao PRV e a problemas de agrupamento.

Potvin, 1996, faz uma relagcdo entre os componentes do AG e o problema

de roteamento de veiculos. Ele descreve as representacdes Ordinal, de Caminho



44

e de Adjacéncia, e varios operadores de crossover e de mutagdo, cada um
desenvolvido para preservar uma certa caracteristica das solu¢des, como posicao
absoluta dos pontos em uma rota, posicao relativa entre os pontos e outros.
Potvin conclui que a representagao e os operadores que lidam com a adjacéncia
entre os pontos da rota sdao os mais adequados para o PCV e destaca a
importancia do uso de mutacao e o potencial de paralelizacdo do processo.

Neto, 2000, faz uma revisdo bibliografica sobre AG e descreve
possibilidades de representagao (binaria, adjacéncia, ordinal e por caminho) e
operadores de crossover, mostrando uma tabela de comparagdo com resultados
encontrados na literatura. Um sistema foi desenvolvido para testar o desempenho
de varios operadores e parametros, mostrando os resultados obtidos. Neto chega
a conclusdo que a representacdo por caminho apresenta melhores resultados
para grandes populagdes e varias geragdes, e ressalta a importancia da escolha
da representacdo e dos operadores e da utilizagdo de modelos hibridos com
outras técnicas.

Graciolli, 1997, apresenta a solugcédo para o problema do roteamento sem
considerar a representacdo através de grafos. Ele utiliza simplificagbes para
estimar a distancia percorrida no PCV, como fungado da area e do numero de
pontos, Daganzo,1984. Utiliza o crescimento em forma de anéis e perturbagbes
aleatdrias adequadas para garantir a convergéncia independentemente do ponto
inicial (Pogu e Souza de Cursi, 1994).

Chatterjee et al., 1996, também mostram componentes do AG e aspectos
do PCV e propdem um mecanismo de reproducédo assexuada que simplifica muito
a codificagao do AG. O mecanismo corta o cromossomo em 2, 3 ou 4 pontos e
rearranja as subcadeias. Refinamentos feitos no mecanismo e a introdugéo de um
esquema de semeadura da populagao inicial diminuiram o tempo computacional
pela metade. Os autores concluem que 0 mecanismo de reproducdo assexuada €
uma boa solugéo para ser utilizada no PCV, e os refinamentos feitos (populagao
semeada e variagado no numero de cortes) melhoraram ainda mais os resultados
obtidos.

Schmitt e Amini, 1998, desenvolvem um experimento estatistico e um
sistema dinamicamente configuravel para testar varios parédmetros e
componentes de AGs, com o objetivo de resolver conflitos de projeto e

configuracado. Os autores mostram os resultados a que chegaram e fazem varias
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observagdes interessantes quanto a qualidade das solugbes e ao tempo
computacional, de acordo com as configuragdes adotadas. Algumas conclusdes
foram: a dificuldade de estabelecer um padréo para o projeto de AG e o potencial
de hibridizacdo com outras heuristicas e de paralelizacao.

Poon e Carter, 1995, comparam varios operadores tradicionais de
crossover para representagdes descritas (como por: permutacdo, lista de
adjacéncia, matriz, dentre outras). Dois novos operadores s&o apresentados: o
TBX (Tie-Breaking Crossover) 1 e 2, utilizados na representacdo de Lista de
Posicao. O Crossover de Unido da representagcao de Permutacdo € modificado
para um operador mais rapido. Os resultados de testes com os operadores sao
mostrados junto com detalhes de implementagdo. Os autores concluem que é
importante usar informagdes adicionais que se tenham a respeito do problema,
para diminuir o espacgo de busca e/ou incorpora-las ao crossover.

Buriol et al., 1999, aplicam Algoritmos Genéticos ao PCV simétrico e
propdem um novo tipo de busca local, chamado de Recursive Edge Insertion. Os
testes foram realizados em 27 problemas da TSPLIB (Biblioteca de Problemas de
Caixeiro Viajante para Comparagdes de Respostas). Os autores testam quatro
tipos de crossover para obter uma solucgao inicial para os PCVs. Em seguida, as
solugdes sao aprimoradas com o uso de busca local.

Em Kolen et al., 1987, por exemplo, a abordagem feita em problemas de
roteamento de veiculos considera o problema com janela de tempo (time
windows), uma frota fixa de veiculos, com capacidade limitada e disponivel em
um unico depdsito. O objetivo € atender a um conjunto de clientes com uma dada
demanda. Cada cliente deve ser visitado dentro de um periodo especifico de
tempo.

Taillard, 1993, observa que PRVs sao, na maioria das vezes, problemas
NP-dificeis (NP-hard), e, portanto, técnicas de otimizagdo combinatéria e métodos
heuristicos poderiam ser mais recomendados. Neste trabalho, o autor considera o
PRV formulado para veiculos idénticos (quantidade nao definida), possuindo
capacidade de carga fixa, com as cargas concentradas em um unico depdsito. O
objetivo deste trabalho € minimizar a distancia percorrida pelos veiculos para
completar um percurso fechado entre varias cidades. As restricdes consideradas

sao de capacidade limitada dos veiculos e que cada cidade possa receber sua
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encomenda através de um s6 veiculo. Posteriormente, Taillard considera o
mesmo problema formulado com restricao de janela de tempo.

Savelsbergh e Sol, 1998, apresentaram um software para planejamento de
transporte a ser incorporado em um sistema de suporte de decisao para uma
grande companhia de transporte rodoviario na regido de “Benelux® (Bélgica,
Holanda e Luxemburgo), com cerca de 1400 veiculos, transportando 160 mil
encomendas para centenas de consumidores, para milhares de enderecos.

O servigo dessa companhia era grosseiramente dividido em duas partes: o
sistema de transporte regular e o sistema de transporte direto. No sistema regular,
carregamentos, devido a pequenas cargas que sao coletadas no seu local de
origem, sdo armazenados em um deposito central. Durante a noite, estas cargas
sao transportadas até um centro de distribuicdo préximo do seu destino, e no dia
seguinte, entregues ao destinatario. No sistema de transporte direto,
carregamentos maiores (até a carga completa de um caminh&o) sao coletados na
origem e enviados através do mesmo veiculo ao destinatario. Em cada pedido
sdo especificados o tamanho da carga a ser transportada, a sua origem seu
destino e o tempo admitido entre a coleta e a entrega da mesma.

Nesse problema, é considerada uma frota heterogénea de veiculos
disponivel para operar as rotas. Os parédmetros considerados no modelo de cada
veiculo sdo: a capacidade, a origem e o tempo necessario para sua
disponibilidade no local onde ele esta sendo requisitado. Esse tipo de problema é
conhecido como problema geral de coleta e entrega (GPDP - General Pickup and
Delivery Problem). A importancia deste estudo feito, no ambito deste trabalho, se
deve, dentre outros fatores, a modelagem do transporte com veiculos distintos e
com capacidades distintas. Problemas com essas caracteristicas sdo escassos na

literatura.

3.5. APROXIMAGAO CONTINUA

Dasci e Verter, 2001, dizem que modelos continuos sdo usados com
sucesso em Logistica, mas ha poucos artigos que usam modelos continuos para
alocacdo de facilidades. Modelos desse tipo assumem que os clientes se

encontram espalhados sobre uma determinada area de mercado, e determinam a
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regido 6tima de servigo para cada facilidade que vira a ser estabelecida. Os locais
otimos de facilidades s&o identificados mais tarde.

Os autores descrevem uma avaliacdo das condicbes dadas em modelos
discretos para designagdo de facilidades e apresentam uma base para a
aproximacao continua. O modelo proposto unifica as aproximagdes continuas
predominantes e se estende para o problema de designagdo de sistema em
producao-distribuicdo, apresentando uma avaliacdo de modelos de aproximagao
discreta e continua.

Afirmam ainda os autores que os modelos sdo mais eficientes se usados
juntos. Embora modelos discretos sejam capazes de identificar uma configuragao
otima, os dados e exigéncias computacionais aumentam consideravelmente para
casos complexos, enquanto que, para modelos estaveis e aplicaveis, as

exigéncias diminuem.
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4. TRATAMENTO COMPUTACIONAL

41. INTRODUCAO

Este capitulo tem a finalidade de mostrar como os dados referentes a um
problema de Distribuicdo Fisica de Produtos séo tratados nesta tese, de modo a
melhorar a performance computacional, viabilizando a implementagdo dos
métodos que sao apresentadas no capitulo 5.

Como o desenvolvimento dos métodos de resolugdo necessita de
procedimentos comuns, estes sdo apresentados neste capitulo separados e
antecipadamente.

Sao discutidas, conjuntamente, as partes metodoldgicas e a parte de
implementagcdo, mencionando as dificuldades existentes e as solucbes
encontradas. A preocupagao com a implementagao se justifica para que o tempo
de execugao dos meétodos seja condizente com a possibilidade de uso (Suzuki e
Okabe, 1995).

Durante os estudos para a solucao deste tipo de problema, encontram-se
na literatura solugdes que utilizam o desenvolvimento radial (Daganzo, 1987;
Graciolli, 1998; Galvdo, 2003). No entanto, tais solugbes podem nao ser
convenientes em casos que apresentem barreiras.

A figura 4.1 representa uma possivel divisdo 6tima obtida por um método
que utilize critérios dados por crescimento polar para a determinagdo das areas
de atuacdo de cada veiculo. No entanto, supondo que existam, na regido
considerada, vias expressas que nao permitam facil conversao ou, quem sabe,
rios ou quaisquer outros obstaculos representados pelas linhas verdes na figura
4.2. Esta dificuldade pode ser observada na zona marcada em amarelo, que é
cortada totalmente por um bloqueio, dificultando o atendimento por um unico
veiculo de entrega, obrigando que o mesmo execute um grande deslocamento

para ultrapassar o bloqueio e atender o outro lado.
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FIGURA 4.2 — POSSIBILIDADE DE BARREIRAS EM UMA SOLUGAO RING-RADIAL
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A solucao obtida para o problema sem obstaculos nao seria aconselhavel
neste caso, devendo-se levar em consideragao a existéncia destas barreiras.

Motivado por esta dificuldade, desenvolveram-se neste trabalho métodos
que possam ser utilizados para problemas com e sem barreiras.

O tratamento computacional das ferramentas necessarias para o

desenvolvimento destes novos métodos é discutido a seguir.

4.2. DEFINIGAO DOS DADOS DE TRABALHO

Os dados referentes a localizacdo dos pontos de demanda séao
estabelecidos a partir de sua localizag&o cartesiana (coordenada x e y); da carga
em quilogramas; e do tempo para entrega da carga, em minutos.

Estas informagdes sao armazenadas em um arquivo do tipo texto e
carregadas no programa. Apds sua leitura, a localizagdo dos pontos é exibida
junto com os eixos cartesianos, um exemplo desta exibigcdo pode ser visto na

figura 4.3.
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A area total de trabalho € um retangulo com lados paralelos aos eixos
cartesianos, de maneira tal que contenha todos os pontos. Para facilitar o trabalho
computacional, faz-se que nenhum dos pontos em estudo esteja sobre os lados
deste retangulo. Chama-se este retangulo de R, e um exemplo pode ser visto na
figura 4.4.

Para uma melhor limitacdo da area real de trabalho, faz-se uma
determinagdo do envoltorio convexo S dos pontos junto com a posicdo do
depdsito. A figura 4.4 mostra este envoltério, assim como a localizagdo do

deposito.

FIGURA 4.4 — ENVOLTORIO CONVEXO - DEFINICAO DA AREA DE TRABALHO

4.3. APROXIMAGAO CONTINUA

Durante o desenvolvimento das solugdes, tem-se que deixar claro que o
termo Aproximagao Continua pode ser encarado de dois diferentes pontos de
vista. Um deles é a aproximacdo da funcdo demanda, que inicialmente é

apresentada de forma discreta. A fungdo demanda é, na verdade, composta de
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trés diferentes fungcbes. Uma referente a quantidade de pontos de demanda, outra
em relagdo a quantidade de carga associada a cada ponto e, finalmente, aquela
relacionada ao tempo estimado de entrega em cada ponto. O outro ponto de vista
€ a aproximacao da distancia percorrida pelo veiculo de entrega durante um PCV
para atender uma determinada zona.

Primeiramente sera discutida a Aproximacdo Continua relacionada a
quantidade de pontos, carga e tempo; a aproximagao referente a distancia da

zona de entrega sera vista posteriormente.

4.3.1. Aproximagao por uma Fung¢ao Continua

Os dados referentes a demanda em um Sistema de Distribuicao Fisica sdo
obtidos a partir da localizagdo dos pontos de demanda, através de suas
coordenadas cartesianas, de suas cargas e dos tempos de entrega. A
caracterizacao discreta das informacdes dificulta no instante de aplicagdo de
métodos de resolugéo ja conhecidos, que usem caracteristica de suavidade de
funcdo ou suas derivadas, por exemplo. Para superar esta dificuldade e poder
transformar o problema de modo a torna-lo mais robusto, faz-se necessaria uma
aproximacao da demanda por uma funcéo continua e, se possivel, diferenciavel.
Ao se fazer esta aproximagao, garante-se uma suavidade na fungao.

Neste trabalho utiliza-se uma aproximagao bicubica de duas variaveis.

4.3.1.1. Fungao Continua de Acumulagao

Consideram-se os pontos em estudo e sua representagdo no plano
cartesiano e, conforme a figura 4.4, calcula-se o envoltério convexo destes pontos
determinando assim uma regido S. Seja R um retadngulo de lados paralelos aos
eixos cartesianos tal que R contenha a regiao S.

Estabelece-se uma malha retangular sobre R. Para isto define-se m como
sendo o numero de divisées do lado do retangulo paralelo ao eixo x € n 0 numero
de divisbes do lado paralelo ao eixo y. Tem-se, assim mxn elementos
retangulares formando a malha.

Para simplificar as explicagdes, a seguir € exemplificado o funcionamento

da determinacgao da funcao para a quantidade de pontos de demanda. No entanto,
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0 mesmo procedimento pode ser aplicado a carga associada a cada ponto e
também ao tempo de entrega.

No exemplo, s&o consideradas 5 divisdes no eixo x e 5 divisdes no eixo y.
Uma divisdo tdo pequena em cada eixo provoca muitos erros da funcdo de
aproximacao, porém é valida para fins didaticos. Durante a implementagao real do
meétodo é utilizada uma divisdo de 100 a 125 partes em cada eixo. Resultados
desta aproximagao poderéo ser vistos posteriormente em 5.1. A grade de diviséo

pode ser vista na figura 4.5.
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FIGURA 4.5 - DIVISAO EM MALHA

A seguir é definido como esta fungao é obtida.

O primeiro passo é transformar estes dados discretos em uma fungao
continua, no entanto sem levar em conta a suavidade da mesma. Para isto define-
se uma funcdo de acumulacdo que, para cada né da malha, representa a
quantidade de pontos que existem a esquerda do n6 e abaixo dele. Uma outra

possibilidade é trabalhar com a fungcdo densidade acumulada, que é a fungao de
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acumulagao dividida pela area ocupada, ou seja, o valor acumulado como

mostrado na area sombreada mostrada na figura 4.6 dividido pela area.
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FIGURA 4.6 — FUNCAO DE ACUMULAGAO

Define-se, desta maneira, o valor da fungcdo para cada intersecgao da

malha, cujos valores variam de 0 a m no eixo x e de 0 a n no eixo y (no exemplo

de 0 a 5 em cada eixo e a drea marcada corresponde a f(x,,7,)).

A determinagdo da quantidade Q de pontos em um retédngulo qualquer,
como o marcado em vermelho na figura 4.7, € determinada através de uma
operagao que utiliza as quantidades de pontos como indicado na figura 4.8 (a),
(b), (c) e (d). Chamando de: Q(a) a quantidade de pontos no retdngulo marcado
em 4.8(a), de Q(b) a quantidade marcada em 4.8(b) e assim sucessivamente tem-

se a quantidade Q obedecendo a férmula (4.1).

0 = 0(b)-0(a)-0(c) +0O(d) (4.1)
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4.3.1.2. Aproximagao Continua Suave

Para uma melhor compreensdo do assunto, inicia-se esta explicagao com
fungbes de uma variavel. Dados os valores de uma fungao f(x) nos pontos xy, xo,
, Xp (com X7 < X2 < ... < X,) de maneira discreta, isto &, ndo se conhece uma
expressao analitica para f(x) que permita calcular seu valor num ponto qualquer.
Deseja-se entado obter f(x) para qualquer x construindo uma curva suave (smooth
curve) que passa pelos pontos x; (1 < i< n). Se o ponto x € [x4, X5, entdo tem-se
um problema de interpolagdao; caso contrario tem-se um problema de
extrapolacao.

Esta funcdo pode ser obtida de varias formas, sendo que as mais comuns
sdo as polinomiais, fungdes racionais (rational functions) que sao quocientes de
polinbmios, entre outras.

A interpolagdo sempre requer algum grau de suavidade para a fungao

interpoladora. O processo de interpolacédo possui duas etapas:

e obtencao da fungao de interpolagao para os dados fornecidos ; e

e obtencao do valor interpolado para um ponto qualquer x.

Uma interpolacao local utilizando uma quantidade de pontos bem préximos
(nearest-neighbor points) fornece valores interpolados f(x), que normalmente nao
possuem derivadas primeiras ou, de maior ordem, continuas. Nos casos em que a
continuidade da derivadas é exigida, pode-se utilizar a fungdo spline. Uma spline
€ um polindmio entre cada par de pontos conhecidos, mas no qual os coeficientes
sao determinados superficial e ndo localmente. A nao localidade serve para
garantir suavidade global para a fungao interpoladora para alguma ordem de
derivada. Splines cubicas sdo as mais conhecidas.

A ordem da interpolacdo é dada pela quantidade de pontos menos um. O
aumento da ordem n&o necessariamente aumenta a precisdo, especialmente na
interpolagao polinomial.

A interpolacdo pode ser realizada em mais de uma dimensdo. Esta
interpolacdo multidimensional € obtida por meio de uma sequéncia de

interpolagdes de uma dimenséao.
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Na interpolacdo multidimensional procura-se um valor estimado para a
funcao f(xy, x2, X3,..., Xp) @ partir de um conjunto de valores ja conhecidos. O caso
de duas dimensdes é visto a seguir.

E fornecida uma malha, formada por elementos retangulares m.n em R?,
associando-se um valor f(x,y ) a cada ponto (x,y ) O objetivo é estimar por
interpolagcdo o valor da fungdo f num ponto qualquer (x,y ) pertencente ao

interior da malha.

Supondo-se que seja dado um ponto (x,y) , com

x,<x<x,, e y. <y<y. ,como nafigura 4.9.
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FIGURA 4.9 — EXEMPLO PARA INTERPOLACAO

Sejam R(x;, ), B0t 3, B0 biu0) € Pilx;, ) 08 10 do elemento da

malha onde se encontra o ponto (x ,y ). Sado conhecidos os valores de f nestes

pontos:
f(B)=f(x, 30 = 1. (4.2)
JB)= (x50 = 1o, (4.3)
f(PS):f(xj-ﬁ—l’ka):fé e (44)

AGIENACIR A ENE (4.5)
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A interpolacdo mais simples em duas dimensdes € a interpolagao bilinear
sobre o elemento da malha. Para tanto, obtém-se valores t e u, entre zero e um,

para o ponto (x,y) pelas expressdes (4.6) e (4.7):

_ (‘x_'xj)
oy o
_ =) 47
! (yk+]_yk)) &7

determina-se o valor interpolado para f(x,y) pela expressao (4.8):

f,y) = A-t) A-w) f1 + t 1-u) f2 + tuf3 + (1-1) uf4. (4.8)
Para qualquer ponto (x,y), pertencente a um elemento da malha, os
valores da funcéo de interpolacdo mudam continuamente. Entretanto, a derivada
primeira desta altera descontinuamente nas arestas (fronteiras) de cada
elemento. Ha outros métodos para aumentar a precisao do valor da fungao, sem
necessariamente estabelecer a continuidade das derivadas primeiras ou de maior
ordem, e outros que garantem a suavidade de algumas das derivadas nas
arestas.
A interpolacao bicubica, Press et al., 1992, utilizada neste trabalho, garante
suavidade para as derivadas. Deve-se especificar além do valor da fungdo nos

nés, f(x;,y,) de cada elemento da malha e também as derivadas primeiras em

relacdo a x e a y e a derivada segunda, conforme as expressdes de (4.9) a (4.11):

L3030 = 1100570 (4.9)
X

%(xj,yk)zfy(xj,yk);e (4.10)
syé;(xjayk):ﬁcy(xjayk)' (411)

A obtengdo analitica das derivadas é feita da seguinte maneira:

fx(xj,yk):f(xjH,yk)_f(xj_l’yk); (412)

1 X
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f(xjﬂykﬂ)_f(xjayk—l) e

Yiwt = Vi

[, = (4.13)
f(xj+l’yk+l)_f(ijr]’ykfl)_f(xjflﬂykJrl)+f(xj719yk71)

S (X530 =
ek (xj+1_xj71)(yk+l_yk—l)

(4.14)

Determina-se uma funcao cubica interpoladora, parametrizada em t e u,
conforme (4.6) e (4.7), para cada elemento da malha, com as seguintes
propriedades: os valores da funcdo e das derivadas fornecidas nos nds sao os
mesmos que os obtidos pela funcdo e estes se alteram continuamente nas
arestas dos elementos.

Para tanto, além dos valores de f e das derivadas f,f, e f,, para cada
no, devem ser obtidos outros dezesseis valores ¢, i, j=1,...,4, utilizando-se uma

transformacao linear ja conhecida pela Analise Numérica (Press et al., 1992) que
servem para resolver o sistema formado pelas equa¢des anteriormente citadas.
Esses valores sio os coeficientes da cubica interpoladora no elemento.

A seguir, substituem-se os coeficientes obtidos nas expressdes (4.15) a
(4.18):

F6y) = 41 Z;:cijt”ujl : (4.15)

Fxy)= :l g(i el (%j; (4.16)

£, = ZZ(] Dyl (fi—yj e (4.17)

fxy (x;,3,) = ég(l’—l)(‘j —l)cé.].ti*zuj*2 (%j (Z—;j , (4.18)

onde t e u sdo dados por (4.6) e (4.7).

A transformacéo linear é repetida para cada elemento retangular que forma
a malha. A fungao continua sobre toda a malha é entdo definida como uma
funcao por partes sobre cada elemento da malha.

O resultado obtido para a fungdo densidade de pontos, de carga e de

tempo para uma divisdo de 5 unidades em cada eixo € visto na figura 4.10.
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O valor acumulado de qualquer ponto pode ser obtido por determinagcéao do
valor da funcdo diretamente pela substituichio da coordenada na fungao
densidade acumulada.

Nimero de Pontos

T 0

Tempo

FIGURA 4.10 —- FUNGCOES DENSIDADE ACUMULADA

4.3.1.3. Discretizagao da Fungcao Continua em uma Malha Refinada

A determinacao do valor da funcéo referente ao interior de um retangulo,
pode ser feita diretamente sobre a fungao acumulada. No entanto, para facilidade
de implementacdo define-se uma outra malha mais refinada para operacéao.
Procede-se uma discretizacao da funcédo continua, que tera todos os valores de

interesse definidos. Para exemplificar usa-se uma malha com 10 divisbes em
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cada eixo, no entanto, na implementacao real € utilizada uma divisao muito maior

em cada eixo. Um exemplo, para fins didaticos, desta malha mais refinada é

mostrado na figura 4.11.

FIGURA 4.11 — EXEMPLO DE MALHA MAIS REFINADA

Sao entdo determinadas as quantidades de pontos em cada um destes

retangulos. Estes retdngulos ainda definem uma nova fronteira real de trabalho,

como pode ser visto na figura 4.12, onde toda regido em cinza é retirada de

estudo. Ou seja, nesta regido nenhum ponto sera considerado para geragao de

to posteriormente no item

s

, COMO sera vis

centros ou determinacao de quantidades

4.5.

A definicdo desta nova malha tem a finalidade de facilitar a implementacgao

computacional, pois qualquer nova regido considerada sera formada pela unido

los. O erro cometido torna-se minimo ao se trabalhar com uma

destes retadngu

divisdo de cada eixo que determine elementos com lados de dimensdes reduzidas

(em torno de 35 m, no exemplo da cidade de Sao Paulo, utilizando uma divisao de

1000 unidades em cada eixo).



62

I D e e e
d : - 5
o 1

FIGURA 4.12 — EXEMPLOS DE NOVA FRONTEIRA

4.3.2. Aproximagao da Distancia na Zona de Entrega

A soma dos deslocamentos consecutivos entre as entregas corresponde ao
deslocamento total efetuado dentro da zona. Dado n; pontos localizados
uniformemente e independentemente sobre uma zona /i, aproximadamente
compacta e convexa de area A, o valor esperado do comprimento da rota 6tima,
di, para o problema do caixeiro viajante deterministico pode ser aproximado,

Beardwood et al., 1959, pela seguinte expresséo:

d =kkJdn, (4.19)

onde a primeira constante usada € de 0,765, como indicada por Stein, 1987; e a
segunda constante € devida a corregdo viaria, tendo como valor 1,35, como
usado por Galvao, 2003.

Dada uma zona retangular de lados / e I, (I'< I) com o lado maior em

diregdo ao depdsito, pode ser vantajoso alongar a zona em diregcao ao depdsito,
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isto &€, aumentar /" e diminuir /| mantendo-se a area constante. Dessa forma a
distancia dentro da zona se mantém a mesma, enquanto que a distancia da zona
até o depdsito diminui, consequentemente, diminuindo o custo total do roteiro.
Mas esse alongamento em dire¢cdo ao depdsito tem um limite. Uma deformacgao
excessiva pode levar a um aumento substancial na distancia percorrida no roteiro
dentro da zona.

Introduzindo um coeficiente de corregéo p >1 que leva em conta a esbeltez

da zona para ser aplicado sobre di dado pela expressao (4.20):
d = pk k,\|4.n, (4.20)

, [ - n
considerando f =7 como sendo o coeficiente de esbeltez de um retangulo, sobre

uma zona retangular hipotética de area constante, Novaes et al. (1999)
desenvolveram num experimento simulagdes e calibragdes para estimar o valor

de p resultando na seguinte expressao empirica:

o(n, B) = %(1 T 4.21)

onde A =1/, k1=1.0498, k2 =1.276 e k3 = 0.05.
Este fator de conversdo é utilizado durante os calculos para corrigir a
estimativa de distancia sobre cada uma das regides considerando um retangulo

que envolva a zona considerada.

44. DIAGRAMA DE VORONOI

A determinagdo de um diagrama de Voronoi, simples ou com peso, pode
ser feita através de um meio analitico. Neste tipo de processo acham-se as
equacgdes das retas ou curvas, que definem as fronteiras de cada regido. Este tipo
de determinagao possui diversos algoritmos de resolugéo, ver Susuki e Okabe,
1995. No entanto, a forma analitica € mais aplicavel ao método ordinario. Para a
resolucdo do Voronoi multiplicativo por pesos, no qual o Power Voronoi se inclui,
a solucao fica mais complicada. Para métodos de resolugao, ver Aurenhammer e
Edelsbrunner, 1984.
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4.4.1. Determinagdo Genérica do Diagrama de Voronoi

Devido as caracteristicas do problema, onde trabalha-se com uma malha
para definicdo da funcdo continua, ndo sera utilizado um método analitico e sim
um que trabalha em uma malha definida sobre a regido. Como a fungéo continua
de aproximagao ja é definida sobre uma malha, objetiva-se neste trabalho um
desenvolvimento otimizado entre estas malhas para a implementagédo da
determinagao do Diagrama de Voronoi.

Uma maneira de determinar a divisdo de Voronoi é verificar a qual centro
de Voronoi (como definido em 3.2.5) cada n6 da malha estd mais préximo.
Convencionando-se que o vértice superior direito de cada retangulo que forma a
malha é sua identificacdo. Se este ponto esta mais préximo do centro /, todo os
pontos do retdngulo também estéo.

Considerando, por exemplo, a malha e os centros conforme a figura 4.13. A
regidao vermelha corresponde ao centro 1, a regido verde ao centro 2, e a regiao
amarela ao centro 3. As linhas continuas em azul representam a divisdo de

Voronoi obtida de forma analitica.

FIGURA 4.13 - COMPARATIVO ENTRE VORONOI ANALITICO E VORONOI SOBRE MALHA

Constata-se uma diferenga entre a divisdo efetuada pelos dois métodos.
No entanto, quando os lados dos retangulos que formam a malha vao diminuindo,
a diferenga entre a divisdo obtida analiticamente e a divisdo feita sobre a malha

vai diminuindo até se tornar insignificante.
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Apesar da simplicidade do algoritmo, sua implementagdo pode acarretar
tempo de processamento elevado. Em um exemplo com 1000 divisées no eixo x e
1000 divisbes no eixo y, com 80 centros de Voronoi, existirdo 1.000.000 de
elementos na malha. Deve-se calcular a distancia de cada um deles a cada um
dos centros, para que seja determinado qual é o mais proximo, o que totaliza
80.000.000 de calculos de disténcia para a resolugdo de um unico diagrama.

Como operagdes de ponto flutuante em computadores, que sao os tipos de
operagcdes que determinam a distdncia, apresentam elevado tempo
computacional que as operagdes de armazenamento de informacdes e calculos
com inteiros, deve-se desenvolver um procedimento que diminua a quantidade de
calculos em ponto flutuante, sem alterar a resposta do algoritmo.

Na literatura de Geometria Computacional, sdo desenvolvidos algoritmos
para determinacao de existéncia de elementos em um desenho de forma mais
eficiente. Um algoritmo que pode ser utilizado é o Quadtree, que se baseia em
uma arvore de busca onde cada né apresenta 4 ramos. Para melhores
explicacdes pode-se consultar Samet, 1982.

Inspirado no referido algoritmo, um artificio € utilizado neste trabalho para
efetuar a divisao de Voronoi em uma malha com muitos elementos de maneira
otimizada, que sera explicado a seguir.

Inicialmente faz-se uma divisao reticulada com uma quantidade menor de
divisbes nos eixos, ou seja, uma malha com elementos maiores. Por exemplo,
100 divisbes em cada eixo, tendo-se assim um total de 10.000 retangulos.

Para cada vértice dos retangulos determina-se a qual centro esta mais
préoximo, efetuando-se, assim, 10.000 calculos de distancia.

Se um determinado elemento da malha tem os 4 vértices mais proximos do
mesmo centro, todo o retangulo esta associado a este centro. No entanto, se um
dos vértices do retdngulo esta mais proximo de um determinado centro, e outro
vértice do mesmo retangulo esta mais préximo de um outro centro, é necessario
um refinamento deste elemento da malha.

Divide-se este elemento em uma determinada quantidade no eixo paralelo
a x e outra no eixo paralelo a y. Neste trabalho estas quantidades sao iguais.
Supondo-se que o eixo paralelo a x e 0 eixo paralelo a y sejam divididos em 10
unidades, tem-se neste elemento da malha uma outra malha. No exemplo, é

equivalente a dividir a malha inicial em 1000 x 1000. Dentro desta nova pequena



66

malha, determina-se o centro mais préximo de forma direta (pelo canto superior
esquerdo como explicado no inicio deste topico).

Como esta divisao é executada somente em poucos elementos da malha, o
ganho computacional é substancial.

Para exemplificar, tem-se na figura 4.14 uma divisdo de Voronoi com uma
malha 100 x 100. Os retédngulos que fazem a divisdo das regides de Voronoi
indicam os elementos da malha que precisam ser refinados. Todas as outras
areas ja foram associadas aos seus centros de Voronoi.

Exemplos de ganhos computacionais podem ser observados em 6.1.

Apos a aplicagdo do Voronoi na malha mais refinada, tem-se como

resposta um diagrama de Voronoi como o da figura 4.15.

FIGURA 4.14 - EXEMPLO DE RETANGULOS A SEREM REFINADOS NA DETERMINACAO DO
VORONOI
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Desta maneira, trabalha-se com duas diferentes malhas, uma maior e outra
mais refinada. Para que seja possivel a implementagdo desta metodologia, deve-
se ter uma relagdo entre as duas malhas. A seguir, far-se-a uma descrigdo da

relacdo usada neste trabalho.

FIGURA 4.15- EXEMPLO DE VORONOI OBTIDO APOS REFINAMENTO DA MALHA

Sendo my a divisdo do eixo x e ny a divisdo do eixo y na regido total, a

malha definida sera chamada de maior. Por ter os lados de cada elemento

maiores, a malha tera ™ ™1 elementos. A segunda malha tera m, divisbes em x

e ny divisbes em y. Esta malha é chamada de refinada e € a malha final de

. m, . . L ~
trabalho. A relagéo ;deve ser igual a relagao e Chamando esta relagéo de Kk,
1 1

a malha mais refinada tera ”,*n, elementos. Como ", =kxm g n,=kxn,
. . . 12
implica que o nimero de elementos desta malha é k" xm xn,_Se, no exemplo,

k=10, a malha mais refinada tera 100 vezes o numero de elementos da malha

maior. Assim, um exemplo € uma malha maior com 100 divisdes em cada eixo e,
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tomando k=10, tem-se a malha mais refinada com 1000 divisdes. No item 6.1 é
feita uma comparacdo de tempos computacionais com diferentes relagdes de
malha.

Em termos praticos, visando a implementagao, as malhas aqui utilizadas

sdo as mesmas utilizadas para a aproximacgao continua da fungao.

4.4.2. Power Voronoi

O procedimento descrito no item 4.4.1 considera em sua explicacdo a
deteminacdo de um diagrama de Voronoi Ordinario, ou seja, considerando a
distancia euclidiana. No entanto, para a implementagao dos métodos propostos
nesta tese, € necessaria a utilizagado do Power Voronoi. Isto é efetuado trocando-
se na rotina de determinagcao da distancia euclidiana uma outra de determinacgao
de distdncia com peso referente a este tipo de Voronoi. Utiliza-se a distancia

conforme indicado em 3.15.

4.4.3 Voronoi com obstaculos

Como foi citado anteriormente, a determinagcao de um tipo diferente de
Voronoi, quando se utiliza o procedimento indicado no item 4.4.2, corresponde
simplesmente a uma troca de distdncia. O mesmo pode ser considerado na
determinacdo com obstaculos, usando-se a distancia do caminho mais curto.
Entretanto, a determinacdo deste tipo de distancia implica em procedimentos

computacionais mais elaborados que s&o explicados a seguir.

4.4.3.1 Visibilidade entre dois pontos

Para ser possivel o desenvolvimento da distancia do caminho mais curto, o
primeiro conceito a ser considerado é o de visibilidade entre dois pontos.

Dados dois pontos quaisquer p; e p2 € um conjunto de obstaculos O,
dizemos que p € visivel por p, se o segmento de reta que os une nao interceptar

nenhum dos obstaculos, ou como mostra a expressao (4.22):

np,N0=4¢. (4.22)
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Desta expressao pode-se concluir que a relagao de visibilidade € simétrica.

De conhecimento deste conceito, pode-se definir a distdncia de menor
caminho entre dois pontos como a distancia normal utilizada no problema, se
estes pontos forem visiveis entre si.

Entretanto, se os pontos nao forem visiveis entre si, deve-se procurar o
menor caminho que une estes dois pontos sem interceptar algum bloqueio. Para
isto € preciso determinar o caminho mais curto entre eles.

O grafo de visibilidade é definido sobre o conjunto de centros e bloqueios
(conforme definido anteriormente em 3.2.10). Para explicagdo deste topico
considere o exemplo de 5 centros de Voronoi e 2 bloqueios formados por

segmentos de reta da figura 4.16.

1
@®
4
&
2
®
A
& 3
-

FIGURA 4.16 EXEMPLO PARA APLICACAO DO DIAGRAMA DE VORONOI COM OBSTACULOS

Inicialmente, numera-se em ordem os centros e as extremidades dos
bloqueios, construindo-se o diagrama o grafo de visibilidade, como é mostrado

pelas linhas vermelhas na figura 4.17:
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FIGURA 4.17 - EXEMPLO DE GRAFO DE VISIBILIDADE

Sobre este grafo € aplicado o Algoritmo de Floyd (Christofides et al, 1979),
que determina a menor distancia entre qualquer par de nés, assim como o trajeto
para sair do n6é origem e chegar ao né destino.

Para calcular a distancia de menor caminho entre um ponto qualquer do
plano e um dos centros de Voronoi, se este ponto ndo é visivel ao centro,
determina-se a distancia do ponto a todos os nés do grafo de visibidade, desde
que estes nds sejam visiveisa este ponto. A distancia de menor caminho sera
dada pela menor soma entre o ponto € o nd visivel, e este né e o centro
considerado.

Ou ainda, pode-se estabelecer o seguinte critério de distancia entre o ponto

e 0s nos do grafo de visibilidade:

(4.23)

J - d, se p e q, visiveis
PO oo caso contrario

E posteriormente que a distancia do ponto ao centro € dada pela expressao
(4.24):

d, =minid,, +d,}, (4.24)

pc
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onde ¢; € um centro de Voronoi e q; € um no6 do grafo de visibilidade.

Neste tipo de procedimento se o ponto € visivel ao centro de Voronoi, a
minima distancia sera a distancia euclidiana.

Na figura 4.18 pode ser vista a resposta do Voronoi com obstaculos para o

exemplo dado na figura 4.16.

FIGURA 4.18 - EXEMPLO DE DIAGRAMA DE VORONOI COM OBSTACULOS

4.5 CRIAGAO PSEUDO-ALEATORIA DOS CENTROS

Para a criagdo dos centros de Voronoi que sdo utilizados como gendtipos
dos AGs, e também para o meétodo iterativo, o procedimento poderia ser
totalmente aleatério. Porém, se assim o fosse, seriam gerados muitos individuos
com caracteristicas muito ruins. Aproveitando as caracteristicas do problema,
algumas considera¢des podem ser feitas para melhorar a geragao dos centros.

Primeiramente, ndo tem sentido a criacédo dos centros fora da regido dos
pontos a serem designados e, para que isto ndo ocorra, estabelece-se um critério
de definir o envoltorio convexo de todos os pontos em analise (o que inclui o
depdsito). Se um centro de Voronoi for criado fora deste envoltério convexo ele
nao sera aceito.

Uma outra caracteristica a avaliar € a densidade de pontos. Nao existe
sentido em criar muitos centros de Voronoi onde a densidade é muito baixa, bem
como criar poucos onde a densidade € muito alta. Estabelece-se um critério

probabilistico onde, se o centro for criado em um lugar com grande densidade, a
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probabilidade de ser aceito é grande e, se for criado em uma regiao pouco densa,
a probabilidade de ser aceito € baixa.

Em outras palavras, a probabilidade de um centro ser aceito deve ser
diretamente proporcional a densidade de pontos onde ele é alocado. Para a
implementacdo deste critério é utilizada a aproximagao continua da fungao
demanda, como indicado no item 4.3.1.2.

Procedendo desta maneira, regides muito densas tendem a apresentar um
maior numero de centros. No entanto, pode ocorrer a criagdo excessiva de
centros em uma s6 regiao. Para evitar esta situagao, define-se outro critério como
o de nao proximidade de centros ja existentes. Calcula-se um raio minimo de

atuacao e, se um centro for criado dentro deste raio ele ndo sera aceito.

Regiiao com baixa
probabilidade de
existencia de
Centros

Centro niao aceito

por estar fora do

envoltorio

Convexo .

Regido com alta
prebabilidade de
existencia de
Centros

v '
e W ba Lt

L + A .
ol e

bt

!
Centro nao aceito por Centro
estar muito proximo de aceito

um outro ja existente

FIGURA 4.19 - EXEMPLOS DE CENTROS ACEITOS E NAO ACEITOS NA GERAGAO PSEUDO-
ALEATORIA
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Quanto maior for a distdncia dos centros ja existentes, maior é a
probabilidade deste centro ser aceito, desde que obedeca as condigbes de
densidade anteriormente enunciadas.

Com este critério, estabelece-se uma criacdo de centros mais condizente
com as caracteristicas de uma solugcdo do problema. Exemplos destes critérios
podem ser vistos na figura 4.19, onde centros aceitos estdo representados em

azul e os ndo aceitos em vermelho.

4.6. DETERMINAGAO DA QUANTIDADE DE CENTROS

Um problema que pode aparecer € determinar o numero de centros que
devem existir. Na verdade, ao se definir o numero de centros de Voronoi, define-
se a quantidade de veiculos necessaria para o atendimento.

Um critério simples para determinar este numero é: sendo q; a carga de
cada um dos pontos a serem atendidos, e Q a carga total a ser transportada, usa-

se a expressao (4.25) a seguir:

=24, (4.25)

Definindo-se um tipo de veiculo padrao para o transporte das mercadorias,
sabe-se sua capacidade maxima de transporte. Seja esta carga de cada veiculo
dada por CV, o numero minimo de veiculos nv necessario € dado pela expressao

(4.26) a seguir:

np
0 Zqz‘
ny=—==52_ (4.26)
cr cr
O problema provavelmente nao é resolvido por 20 veiculos, pois também
existe a limitagcdo de tempo. Para uma analise desta limitagdo, age-se de maneira
semelhante a limitacdo de carga. Sendo f; o tempo estimado para atendimento do
i-ésimo ponto de demanda, determina-se o tempo total de parada dos veiculos

por (4.27):



74

S

p

T:ZJ; , (4.27)
i=1
estabelecendo-se a maior distdncia dn.x entre o depdsito D e os pontos de

atendimento p; através da expressao (4.28):

d_. =max{d(D,p,);i=1..np}. (4.28)

Nao existe maneira de um veiculo de entrega rodar mais que esta distancia
para chegar a zona de entrega. Assim, ao se considerar esta distancia para todos
os veiculos, da-se uma margem de folga ao sistema.

Considerando a velocidade fora da zona de entrega (Vgz), o tempo maximo
a ser despendido por um veiculo para chegar até sua zona de entrega € dado

pela expresséo (4.29):

tp, = % (4.29)

FZ
Falta agora determinar um tempo médio que cada veiculo de entrega ficara
rodando para atender os pontos de entrega de sua zona. Isto pode ser estimado
da seguinte maneira: seja A a area total do envoltorio convexo dos pontos, e seja
nv o numero estimado de veiculos obtido conforme a expressao (4.26), uma zona

de entrega tera area meédia:

A

4 ==, (4.30)
ny
e 0 numero de pontos médio dado por:
n="0 (4.31)
ny

Fazendo uma estimativa da distancia através de d = k.k'v An, tem-se:
d=kdAn =k | L2 KR (4.32)
ny nv ny

Sendo Vp; a velocidade de deslocamento dentro da zona, que é

considerada constante para todas as zonas, o tempo {pz sera dado por (4.33):
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kk' ——
d Anp _ kk'\ Anp

ty, = = v (4.33)
Vo, Vo, n.V,,
assim, o tempo estimado para cada veiculo sera dado por:
t=t,, +21,,. (4.34)

Se este tempo for maior que o tempo estimado para o limite de horas
trabalhadas por periodo, o0 numero de veiculos deve ser aumentado.

Este numero de veiculos é somente uma estimativa. A solugdo para
determinar o real numero de veiculos deve ser feita por tentativas, rodando-se o
programa e alterando-se o numero de veiculos até que a solugido seja
conveniente.

Outro procedimento que pode ser utilizado para a determinagdo do numero
de veiculos é um algoritmo do tipo greedy, como o apresentado por Galvao, 2003;
pois o mesmo fornece uma resposta de boa qualidade e de modo rapido, que
pode ser usada como numero maximo de veiculos a serem utilizados para a
resolucéo do problema.

Tém-se, desta maneira, um piso e um teto para o numero de veiculos,
determinando-se uma faixa. De posse destes numeros, executam-se os métodos
para solugao com quantidades que cubram esta faixa.

Conhecidos estes procedimentos, no proximo capitulo s&do mostradas

maneiras de resolver o problema de determinacdo de zonas de atendimento.

4.7 ENVOLTORIO CONVEXO (CONVEX HULL)

Para a determinagao da area de trabalho é utilizado o envoltério convexo
dos pontos. A seguir é feita uma breve revisdo dos conceitos de envoltério
convexo, bem como a explicagao do meétodo utilizado para sua determinacéo.

O envoltério convexo de um conjunto Q de pontos € o menor poligono
convexo P, para o qual cada ponto de Q esta na fronteira de P ou em seu interior,
conforme a figura 4.20.

Denota-se o envoltério convexo de Q por CH(Q). Intuitivamente, pode-se

imaginar cada ponto de Q como um prego que se projeta para fora de uma tabua.
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A envoltéria convexa é entdo a forma produzida por um elastico que envolve
todos estes pregos.

Dado um conjunto Q de pontos, determinar seu envoltério convexo €&
determinar uma circulagdo de seus vértices, onde cada vértice € um ponto
extremo do conjunto. Os angulos internos da figura formada sao estritamente
convexos (<180 graus). Considera-se, para efeitos de resolugdo, que, se trés
pontos da fronteira do poligono que determina o envoltorio sdo colineares, o ponto

do meio ndo é considerado como vértice.

FIGURA 4.20 —- EXEMPLO DE ENVOLTORIO CONVEXO NO PLANO

Vaérios sao os possiveis algoritmos para solugao, dentre eles cita-se o da
forca bruta, para critério comparativo, e o Quick Hull, que foi o algoritmo utilizado

durante o desenvolvimento dos métodos desta tese.
Algoritmo Forga Bruta

Seja S o conjunto de pontos a se determinar o envoltério convexo. Sejam
todos os pares de pontos p e g de S.

Se todos os demais pontos de S estdo do mesmo lado do segmento de
reta pg, o segmento pertence ao envoltorio.

Complexidade: O(n®)
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Algoritmo Quick Hull

O algoritmo Quick Hull tem complexidade esperada O(n log n), no entanto
pode ocorrer que no pior caso a complexidade seja O(n?). No entanto, na pratica,
tem-se observado respostas muito boas na maiorias dos casos.

A idéia principal do Quick Hull é descartar rapidamente pontos que
garantidamente ndo estejam no envoltério convexo.

Inicialmente o algoritmo acha 4 pontos extremos, maximo e minimo de
(x,¥), que garantidamente fazem parte do envoltério convexo, descartando os

pontos do interior do quadrilatero, o que pode ser visto na figura 4.21.

Descartar

% pontos do
interior do

M quadrilatero

FIGURA 4.21 -PONTOS DO QUADRILATERO QUE INICIA O PROCESSO DE DETERMINACAO DO
ENVOLTORIO CONVEXO

Os pontos ndo descartados podem ser divididos em 4 grupos, cada um
deles associados a uma aresta do quadrilatero. Diz-se que estes pontos sao
testemunhas de que o segmento nao faz parte do envoltério convexo. Se nao
existem testemunhas, o segmento faz parte do envoltorio convexo.

Em geral, os pontos ndo descartados estdo associados a segmentos de
reta.

Para cada segmento ab o algoritmo procede elegendo um ponto c, do

grupo nao descartado, de tal forma que pertenga ao envoltorio convexo. O
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método mais utilizado consiste em escolher o ponto mais distante do segmento de
reta ab considerado, como na figura 4.22.
Para maiores detalhes sobre o problema e algoritmos de solugéo, pode-se

consultar Berg, 1988.

Regido onde os
pontos serao
descrtados

FIGURA 4.22 -EXEMPLO DE AREA PARA DESCARTE DE PONTOS

Uma vez escolhido o ponto ¢, os demais pontos precisam ser classificados:

Se orientacao (a,c,p) = orientagao (c,b,p) o ponto p deve ser descartado;
caso contrario o ponto ndo pode ser descartado.

O algoritmo € aplicado recursivamente sobre todas as arestas

determinadas até que todos os pontos sejam descartados.
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5. METODOS DE RESOLUCAO

5.1. O PROBLEMA

O problema a ser resolvido é o de determinar um zoneamento para a
distribuicdo Fisica de Produtos, de forma a equalizar as cargas para cada veiculo
e o tempo trabalhado pelas tripulacbes dos mesmos. A frota disponivel é
homogénea, existindo uma limitagdo maxima de carga e tempo. Para critérios de
custo, é considerado que a frota é prépria, ou seja, o custo dos trabalhadores é
considerado fixo para cada tripulagdo. Tem-se entédo o objetivo de atender a estas

exigéncias com a menor quantidade de veiculos possivel.

5.2. ALGORITMO GENETICO

Para o desenvolvimento do AG é utilizada a técnica do algoritmo
generacional, como o indicado no item 3.3.6.
O numero de elementos da populagdo e a quantidade de geragdes sao

modificados como parametro do AG.

5.2.1. Definicao do Genoétipo

Um item essencial para o desenvolvimento de um AG é a definicdo dos
genotipos, pois sem ela ndao se pode saber claramente com o que se esta
trabalhando.

Para determinar a divisdo de p areas distintas, tem-se p centros de

Voronoi, cada um destes centros definidos por (5.1):

(p,.0) i=l.p, (5.1)

que representa a coordenada polar de cada centro. Este sistema de coordenadas
polares tem como centro a localizacdo do depdsito. Cada centro de Voronoi deve

ser distinto dos demais.Isto significa que o gendtipo é representado por 5.2:

(1,0),(p,,0,),....(p,,0,) , (5.2)
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Os centros seguem uma ordenagao, com a funcado posterior de permitir
melhor controle nos cruzamentos, primeiramente em relacdo a distancia ao

depdsito e depois em relagéo ao angulo.

5.2.2. Fendtipo

A determinacdo do fendtipo de cada elemento sera feita através da
determinagcdo do diagrama comum de Voronoi associada a cada conjunto de
centros.

Para sua determinagédo séo utilizadas as técnicas descritas no capitulo 4.
Observando-se que nao existe restricdo nestas explicagcdes em relagao ao tipo de

problema considerado, se com ou sem obstaculos.

5.2.3. Reprodugao

Para as reproducdes sao utilizados cruzamentos do tipo crossover de um
ou dois pontos.

Para localizagdo do ponto de troca de material genético é feito um sorteio
aleatério de uma posicdo, a partir dai dois individuos sao criados. Exemplos

destes cruzamentos podem ser vistos nas figuras 5.1 e 5.2.

- Fonte de treca
+

N

Descendentes gerados

FIGURA 5.1 - CROSSOVER DE UM PONTO
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Fontes de froca

N | O T

Descendentes gerados

FIGURA 5.2 — CROSSOVER DE DOIS PONTOS

A quantidade de cruzamentos € estabelecida por um parametro do sistema.

5.2.4. Mutacao

Chamar-se-4a, durante a explicacao destas mutacdes de:

Carga somada ao valor obtido pela adigdo da carga da regido com o

seu tempo corrigido.

Carga esperada ao valor obtido pela adicdo da carga padrdao do

caminhao com o tempo maximo disponivel, ja corrido.

Regido vizinha  a regido que compartiiha uma mesma fronteira com

uma regiao dada.

Neste trabalho sao utilizados seis diferentes tipos de mutacao:

O primeiro tipo € a mutagao aleatéria, onde um centro qualquer é

substituido por outro, gerado também aleatoriamente.

O segundo tipo € a mutagao aleatéria direcionada, onde o centro a
ser modificado é escolhido aleatoriamente. No entanto, a mudancga
nele ocorre de maneira pequena e direcionada, como segue: se a
carga somada da regiao € um valor acima da carga esperada,

desloca-se o centro em dire¢gdo oposta ao centro da regido vizinha
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com menor carga somada. Caso contrario, desloca-se o centro na

direc&o do centro da regido vizinha com maior carga somada.

e O terceiro tipo € a mutagao da zona com menor carga somada,
onde o centro correspondente a zona com menor carga somada é
escolhido para sofrer alteragdo. Se a carga somada for menor que
a metade da carga esperada, o centro é retirado da posicéo atual e
colocado randomicamente préximo ao centro com maior carga
somada. No entanto, se sua carga somada ultrapassar a metade
da carga esperada, é feito apenas um pequeno deslocamento na
posicdo do centro em dire¢cdo a zona vizinha com maior carga

somada.

e O quinto tipo é a mutagao da zona de maior carga somada, onde
o centro com maior carga é escolhido e faz-se um pequeno
deslocamento dos centros de todas as zonas vizinhas dele, na
direcdo do mesmo.

e O sexto tipo € uma mutacdo que utiliza o processo iterativo
apresentado no item 5.2. O processo € executado um numero fixo
de vezes, e, apos, os centros sdo deslocados para os centros de
massa das regides de Voronoi. A partir deste instante os pesos
obtidos no processo iterativo sdo anulados e a posi¢cao dos centros
assim alterada substitui os individuos da populacdo que lhe deu
origem.

As mutagdes aqui apresentadas, excetuando-se a primeira, tém em si
embutioas conceitos heuristicos de melhorias locais da solugdo, sempre
buscando uma diminuicao do fitness.

Como as mutagdes do tipo 1, 2, 3, 4 e 5 acabam gerando individuos muito
parecidos com os individuos que lhe deram origem, para garantir a diversidade da
populacdo somente sao aceitas mutagdes que melhorem o fitness dos individuos.
Quando isto ocorre, o individuo que deu origem ao mutante é retirado da
populagao.

A quantidade de mutacbes que serdo efetuadas € parametrizada no

sistema.
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5.2.5. Selegao

A quantidade de individuos a serem escolhidos para formarem a proxima
geracgéao é estabelecida por critérios elitistas e aleatorios.

Como parametro do sistema, estabelece-se um percentual P1, que indicara
a quantidade de melhores individuos da populagao gerada a serem utilizados na
proxima geracdo. Um outro percentual P2 indicara quantos individuos néo
escolhidos na selecdo anterior sdo escolhidos de maneira aleatéria para compor a
nova geracao.

5.2.6. Fitness

Objetivando o equilibrio de carga e tempo entre as zonas, é utilizada como
medida de avaliagdo dos individuos a soma do desvio médio da carga com o

desvio médio de tempo trabalhado para cada veiculo.



5.2.7 Fluxograma
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5.3. ALGORITMO ITERATIVO PARA EQUILIBRIO BASEADO EM POWER-
VORONOI (AIEBPV)

5.3.1. Introducao

A definicao do Algoritmo lterativo é feita tendo como principios basicos:

o equilibrio de carga e tempo em cada zona;

o formato das zonas;

poder utilizar uma divisédo inicial qualquer sem a exigéncia de um
equilibrio inicial;

uma aproximagao das fungdes de demanda (numero de pontos,
carga e tempo);

uma aproximagao da distadncia percorrida pelo veiculo de entrega
em cada uma das zonas;

uma corregao da distancia em fungéo de caracteristicas viarias; e

utilizagao das caracteristicas dos diagramas de Voronoi.

5.3.2. Geragao dos Pontos Iniciais

Considera-se, para este procedimento, que o numero p de veiculos a ser

utilizado ja esta definido. Para a geragdo da uma solugao inicial pode-se utilizar

qualquer conjunto de p pontos distintos como centros de Voronoi. No entanto,

durante o desenvolvimento, os possiveis centros iniciais s&o gerados segundo um

dos seguintes critérios:

geragao pseudo-aleatdria, conforme o explicado em 4.5; ou

geracao por um algoritmo Ring-Radial.
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5.3.3. Determinagao do Voronoi

Apos a definicao dos centros, o diagrama de Voronoi € determinado pelo
método explicado no item 4.4. Junto com o diagrama de Voronoi, sao
determinadas as seguintes informagdes de cada zona:

Carga — obtida pelo somatério das cargas dos pontos de demanda da
regido através da funcao de aproximagao continua de carga.

Tempo — obtido com o somatorio dos tempos de entrega, adicionado ao
tempo de deslocamento dentro da zona e mais o tempo de deslocamento do
depdsito até a zona e da zona ao deposito.

Como este trabalho leva em consideragdo uma frota homogénea,
considerar-se-a que a capacidade padrao dos caminhdes é dada por um mesmo
valor igual a cp. A capacidade utilizada do caminh&o i é dada por cap; e o tempo
de trabalho disponivel de cada tripulagdo € o mesmo, igual a tp. Cada tripulagéo
consome um tempo tem;.

Os valores (numéricos) de cp e de f{p ndo sdo normalmente iguais. Por
exemplo, no caso de veiculos com capacidade de 500 kg e tripulagbes com
disponibilidade de 8 horas diarias, que transformadas sido equivalentes a 480
minutos.

Mais adiante, neste trabalho, sera necessario comparar a carga cap;e o
tempo fem; utilizados em cada caminhdo. Para que isto seja possivel, deve-se
transformar carga e tempo em unidades numericamente compativeis. Isto pode
ser obtido através de uma operacgao aritmética de equivaléncia dos 480 do tempo
aos 500 da carga: para isto divide-se o tempo por 480 e multiplica-se por 500. De
maneira genérica, divide-se fem; por tp e multiplica-se por cp. Assim, o tempo
maximo disponivel fica numericamente igual a carga maxima possivel. Feitas
estas corregdes, também se tem o tempo corrigido em cada zona.

Carga média — média das cargas de todas as zonas.

Tempo médio — média dos tempos de todas as zonas.

Desvio de carga — desvio padrdo das cargas, considerando a atual
configuragao.

Desvio de tempo — desvio padrao dos tempos de trabalho em cada zona,

considerando a configuragao atual.
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Desvio de tempo corrigido — desvio do tempo corrigido das zonas,
considerando a configuragao atual.

Também é calculada, para cada uma das zonas, a diferenga entre a carga
esperada e o tempo esperado (ja corrigido).

A cada um dos centros esta associado, além de sua localizagdo no plano
cartesiano, um peso w; que € utilizado para executar o equilibrio, conforme sera

visto adiante. Inicialmente todos os pesos tém valor nulo.

5.3.4. Processo lterativo de Equilibrio por Power Voronoi

O processo de equilibrio das zonas € feito utilizando-se a variagdo de
pesos associados a cada um dos centros que identificam a zona. Como
inicialmente os pesos sdo nulos, a diviséo inicial corresponde, para o caso sem
barreira, ao diagrama de Voronoi ordinario. Na figura 5.3 vé-se uma divis&o inicial
aleatdria, com a representacdo do diagrama de Voronoi para um caso sem

barreira, e na figura 5.4 a divisao inicial para um caso com barreira.

FIGURA 5.3 — DIVISAO INICIAL SEM BARREIRAS
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Por definicao, a distancia considerada para aplicacdo do Power Voronoi é

dada por:

d(p,c‘.,wi) = (d(*p,c,.))z - W[ ) (53)

onde, no caso sem barreira, a distancia 4, ., é a distancia euclidiana e, no caso

com barreira, é a distdncia do caminho mais curto.

FIGURA 5.4 — DIVISAO INICIAL COM BARREIRAS

Quando w;=0 tem-se uma divisdo equivalente ao Voronoi ordinario. Para
exemplificar, se forem considerados 2 centros, a fronteira entre os dois é dada
pela mediatriz (mdz) do segmento de reta que une os dois centros, como se vé na
figura 5.5(a). Aumentar o valor de um dos pesos, por exemplo: de wjy, equivale a
aumentar um valor positivo a distancia do ponto a esse centro, ou seja, a reta mdz
se aproxima do centro 1, cedendo area para a regiao 2, como mostra a figura
5.5(b)
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Pesos iguais w]I > wE
mz milz
_t 4
» - [ ] ]
1 2 1 2
(a) (b)

FIGURA 5.5 - POWER VORONOI DE DOIS CENTROS, COM PESO NULO E COM PESOS DIFERENTES

Se for considerado um conjunto de centros de um diagrama de Voronoi,
tomando-se um unico deles para ter seu peso alterado, pode-se observar o
seguinte: aumentando-se o valor do seu peso ele cedera area para as demais
regides. Na figura 5.6(a) tem-se um diagrama com pesos associados aos centros

iguais; em 5.6(b), o centro 5 sofreu a adigao de um valor positivo para seu peso.

(a) (b)

FIGURA 5.6 — EXEMPLO DE ALTERAGAO DE AREA COM MUDANGA DE PESO NO POWER VORONOI

Além disto, como quanto maior a area maior sera a quantidade de pontos,

isto implica que também sera maior a carga e o tempo necessarios para entrega
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nesta area. Consequentemente, ao se aumentar o valor do peso de uma regiao
sem alterar o peso das demais, taa regido tera sua carga e tempo diminuidos. Em
contrapartida, se for diminuido o valor do peso de uma regido sem alteragcao nas
demais, a carga e o tempo correspondente a regido alterada aumentarao.

Como o processo € iterativo, o valor de k indica em qual iteracdo o

processo se encontra.

Em um diagrama de Voronoi com n regides; centros fixos; w' pesos

associados a cada uma destas regides; sendo ¢! a carga da i-ésima regido na

iteracdo k; e considerando-se as regides em relagdo a suas cargas em ordem,

isto é:

k k k k
c.>c.2c 2..2¢ (5.4)

i ;
onde a média m das carga é dada por:

no, (5.5)

o desvio padrao é dado por:

: (5.6)

(5.7)

ST gso. (5.8)

Far-se-a a seguir uma analise desta alteracao.

O valor de v/*' varia diretamente em relagdo a carga da regi&o na iteragéo

anterior, ou seja, quanto maior ¢/ maior sera o valor de v/™'. Além disto, como ¢/

. . , g Ok . Ly .
possui valor acima da média m , o valor de v/*' sera positivo, pois:
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c>mt = -mt>0. (5.9)

Assim, o numerador sera positivo. Como o denominador é sempre positivo,

o valor da alteragdo do peso também o sera. Por outro lado, se ¢! possui valor

abaixo da média, acarretara uma alteragdo do peso de sua regido em valor
negativo.

O valor d serve como parametro de controle. Este parametro é explicado
adiante, quando ¢ justificada a validade da alteragao do peso.

A justificativa a seguir ndo tem o intuito de ser uma demonstragdo, serve
como uma argumentacdo do funcionamento do algoritmo heuristico desenvolvido.
Para validagcdo do método varios testes foram executados e os resultados em
diferentes conjunto de pontos sao mostrados no capitulo 6.

Levando-se em conta que o trabalho € desenvolvido sobre uma fungao
continua e diferenciavel, pode-se considerar a suavidade da funcido. Pequenas
alteragdes nas regides de maior e menor carga provocam também pequenas
alteragbes nas outras regioes.

Assim, sendo ¢, o valor da alteragdo provocada na regido de maior carga,
com este valor tendendo a zero, o mesmo acontece com um valor g,
correspondente a variagdo da regido de menor carga. O valor &, sera subtraido
da carga da maior regido e &, sera adicionado ao valor da carga da menor regiao,
0 que implica dizer que houve diminuigdo no intervalo da amostra (antes era
[c{,c;] e agora passa a ser [c| +¢,,¢; —&]).

Como o desvio padrdo € uma medida de dispersdo de dados em um
intervalo, considerando-se um intervalo um pouco menor que o anterior, com
alteragbes minimas nos valores das outras cargas, tem-se que esta dispersao
diminui, ou seja, o desvio diminui.

Isto indica que existe um valor minimo de variagdo para os extremos, de
maneira que o desvio diminua de uma iteracido para a outra. Assim existe um
valor de d na expressao (5.9), tal que o desvio diminua.

Nao se esta interessado em determinar qual o melhor valor para este d,
simplesmente procura-se achar um de maneira que o desvio diminua. Na

aplicagao pratica utiliza-se os seguintes procedimentos:
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e definir um valor para d na expressao 5.9;

e determinar o diagrama Voronoi com a alteragéao de peso;

e se o desvio da nova iteracao diminuiu, aceitar o valor para d e sair;
e caso contrario, fazer d = d*2; e

e repetir o processo até d ser aceito.

Em termos de desenvolvimento pratico, ndo existe a preocupacéo de
que a maior regido sofra uma diminuicdo pequena, bastando que o valor do

desvio diminua.

5.3.5. Processo de Deslocamento de Centros

No item 3.2.4, mostrou-se que a determinagdo dos p-centros em um
problema de localizacdo continua pode ser resolvido por um processo de
deslocamento dos centros de Voronoi. Este deslocamento tem como objetivo a
minimizacdo da maxima distdncia dentro de cada zona, sem, no entanto,
considerar a carga de cada uma delas.

Em uma divisdo qualquer de Voronoi o deslocamento dos centros obedece
a seguinte sequéncia, denominada de processo de deslocamento de centros.

e determinar o centro de massa de cada uma das regides;
e definir um novo conjunto de centros de Voronoi formado por estes centros

de massa; e

e determinar um novo diagrama comum de Voronoi.

5.3.6. O Processo Iterativo de Resolucao

O processo iterativo de resolugcdo usa o principio de equilibrio entre as
zonas repetidas vezes. No entanto, com a utilizagdo seguida deste tipo de
processo, pode ocorrer que o formato das zonas fique comprometido, por
exemplo: alongado demais. Para que isto ndo ocorra, um passo do algoritmo de
determinacao de p-centros é executado de forma aleatdria, visando fazer uma
minimizacao da maxima distancia dentro da zona. Cada vez que este processo &
executado ocorre uma piora no equilibrio das zonas. No entanto, o formato das

mesmas € mais condizente com os conceitos de esbeltez (ver Galvéo, 2003).
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Um outro efeito na utilizacdo sucessiva do processo de equilibrio definido
em 5.3.4. € que o centro pode ficar fora de sua zona, provocando diferencas nos
calculos das distancias. Cada vez que isto acontece, um processo de
descolamento de centros € executado.

Uma outra consideragao a ser feita € quanto a freqiéncia com que este
tipo de deslocamento de centro pode ser realizado. Caso seja efetuado muitas
vezes, o resultado sera uma possivel solugdo dos problemas de p-centros, sem
que com isto se considere o equilibrio de cargas. Assim, existe um critério de se
executar o deslocamento de centros de maneira proporcional ao desvio das
cargas: quanto maior for o desvio, maior a probabilidade do deslocamento ser
aceito.

A seguir é mostrado um fluxograma do método iterativo.



5.3.7. Fluxograma
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6. RESULTADOS

6.1. INTRODUGAO
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Neste capitulo sdo apresentados os resultados computacionais obtidos.

Para o processamento foi utilizado um computador com as caracteristicas

indicadas no quadro 6.1. Os program

as foram desenvolvidos em linguagem

Visual-Basic 6.0 e os resultados foram obtidos com os programas no modo

compilado. No quadro 6.2 estdo indicadas as caracteristicas do problema real

considerado para resolugéo.

Quadro 6.1 — Caracteristicas do Computador Utilizado

Componente Caracteristica
Processador Pentium 4 — 2.6 MHz
Meméria RAM 512 Mb

HD 80 Gb

Sistema Operacional

WINDOWS XP - Professional

Quadro 6.2 — Caracteristicas do Exemplo Utilizado para Resolu¢ao

Caracteristica Valor
Coordenada do Depdsito (14,10)
‘Velocidade média dos veiculos|
fora da zona de entrega 35 km/h
‘Velocidade média dos veiculos|
na zona de entrega 24 km/h
‘Carga maxima do veiculo | 500kg
‘Tempo disponivel da tripulagdo |  8h=480min
‘Indice de correcdo da distancia|
viaria 1,35
‘Indice de correggo para|
aproximacao da distancia pela 0,765

area
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6.2. FUNCAO CONTINUA DE APROXIMAGAO

A funcdo de aproximagao bicubica de duas variaveis foi implementada
conforme o especificado em 4.3.1. Para que seja possivel uma avaliagdo de seu
desempenho, foram efetuados testes sobre a fungdo, com dados disponiveis de
um problema de entregas em Sao Paulo, que também serve de informagéao para
aplicacao dos métodos de solugdo. Os dados iniciais estdo apresentados na
figura 4.3.

Para validar os testes seguiram-se os seguintes passos:

1) Seja o retdngulo R como especificado em 4.2. Estabelece-se o
numero de divisdes para os lados do retangulo;

2) gera-se aleatoriamente um reténgulo dentro de R;

3) compara-se, no retangulo, o resultado obtido pela contagem real de
pontos com o valor obtido através da fungdao de aproximagao,
calculando-se o erro percentual cometido;

4) repete-se o mesmo procedimento para a carga dentro do retangulo
e para o tempo;

5) repete-se os procedimentos 2), 3) e 4) 1000 vezes;

6) determina-se a média de erro nos trés casos.

Estes procedimentos sao repetidos 100 vezes, onde sao calculados
novamente a média dos erros percentuais cometidos e seus desvios.

As quantidade foram escolhidas para que uma grande quantidade de testes
fosse executada.Os resultados obtidos podem ser observados na tabela 6.1 a

seqguir:
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Tabela 6.1 — Resultado de teste para diferentes tamanhos de divisao de malha

Numero Numero
de de pontos Carga Tempo
divisbes
Nos eixos | Erro (%) Desvio (%)  Erro (%) Desvio (%) Erro (%) Desvio (%)
10 32,52 5,15 28,36 3,85 33,05 5,19
25 13,34 1,87 11,53 1,42 13,89 2,16
50 8,65 1,00 7,46 0,77 9,10 1,28
100 5,35 0,73 4,77 0,62 5,64 0,89
125 4,35 0,55 3,83 0,46 4,56 0,70
250 2,76 0,34 2,43 0,33 2,76 0,41
500 2,08 0,50 1,76 0,41 1,92 0,48
1000 1,61 0,32 1,17 0,29 1,26 0,32

a seauir.
35,00
30,00 XX
25,00 \Q\
. 20,00
] —— Hime ke Povis
é Q\: —a—Car|
= —t— Tempa
15,00
10,00 \
5,00
0,00 T T T T

Exemplos de resultados graficos da fungdo de aproximacdo ja foram
mostrados na figura 4.10.
Comparativos graficos da média de erro e da média do desvio padrao, em
funcdo da quantidade de divisdes nos eixos, sao mostrados nas figuras 6.1 e 6.2

100 123
Humero de divishes

250

1000

FIGURA 6.1 - ERRO PERCENTUAL EM FUNGAO DA QUANTIDADE DE DIVISOES
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FIGURA 6.2. - DESVIO PADRAO MEDIO EM FUNGAO DO NUMERO DE DIVISOES

Como pode ser observado, através dos valores obtidos, a fungdo Continua
de aproximacgao apresenta valores plenamente aceitaveis, principalmente a partir

de 100 divisbes em cada eixo.

6.3. DETERMINAGAO DO DIAGRAMA DE VORONOI

A determinagcdo do diagrama de Voronoi foi implementada como
especificado no item 4.4. A definicdo das duas malhas, uma mais grossa e outra
refinada, foi feita visando otimizar o tempo computacional. Para esta
determinacdo, foram feitos testes com diferentes malhas “grossas” (com uma
divisdo de eixos em menor numero). Foi fixada a malha refinada com diviséo de
1000 partes em cada eixo. A tabela 6.2, a seguir, mostra o tempo computacional

conseguido para as diversas divisdes da malha mais grossa.
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Tabela 6.2 — Resultado de teste para diferentes tamanhos de divisao de malha

Numero de divisbes | Numero de divisbes da  Tempo computacional

da malha maior malha refinada (s)
Sem diviséo 1000 32

25 1000 4,80

50 1000 2,92

100 1000 1,74

125 1000 1,70

200 1000 1,84

250 1000 2,25

Em funcido das respostas, foi escolhida a divisdo em 125 partes para a
malha maior. Isto significa que cada elemento desta malha contera 8 x 8 = 64
elementos da malha mais refinada.

Ainda para demonstrar a eficiéncia do algoritmo, basta observar que o
tempo para a determinagdo do diagrama de Voronoi sem a divisdo em duas
malhas é de 32 s. Pela escolha, a resolucdo de cada diagrama leva somente
5,3% do tempo pela determinagao direta.

Fazendo ainda uma contagem de quantos elementos da malha menor
tiveram que ser divididos para uma analise mais refinada, tem-se o seguinte
resultado para 200 diagramas de Voronoi ordinario com 80 centros, gerados

aleatoriamente:

Tabela 6.3 — Dados referentes aos elementos que devem ser refinados

Item Quantidade
Média 1920
Maximo 2125
Minimo 1892
Desvio 27,65

Assim, considerando que a malha grossa tem 125 x 125 = 15.625
elementos a serem determinados e, como somente 1920 elementos, em média,
devem ser refinados, a quantidade de calculos do refinamento deve ser
adicionada ao numero de operagdes executadas. Como em cada um dos 1920

retdngulos é feita uma divisdo de 64 elementos, tem-se 1920 x 64 = 122.880



100

pontos a serem considerados, que, adicionados aos 15.625 calculos anteriores,
totaliza 138.505 calculos. Comparando este valor com o total de calculos que
seriam feitos se a malha fosse diretamente 1.000 x 1.000 = 1.000.000, representa

somente:

138.505

——=0,1385 = 13,85%
1.000.000 )

O tempo gasto para o dimensionamento das varias variaveis utilizadas nos
procedimentos nao foi incluido, porém mesmo sem este tempo é possivel
computar aproximadamente o tempo de execucdo, levando em conta que o
dimensionamento leva em média 1s e considerando uma solugao tipica com 500
iteragdes, conforme tem-se na tabela 6.4:

Comparando os valores observa-se que a relagao entre estes tempos é de
9,93%.

Tabela 6.4 — Tempos estimado de resolugao para 500 iteragoes — sem barreira

Método Tempo determinagéo Quantidade de Tempo total

de 1 diagrama com iteragcoes

dimensionamento
(s)
Com duas 2,7 500 1.350 s =
malhas = 22,5 min
~ Malha dnica | 32 500 16.000s =

266,7 min

A determinacdo do diagrama de Voronoi com obstaculos € ainda mais
complicada em termos de calculos matematicos, pois além da determinacédo de
distancia, envolve também determinagédo de grafos e visibilidade entre pontos, o
que demanda alto tempo de processamento. Para comparagado dos tempos, foi
montada a tabela 6.5, que estima o tempo total para solugdo de um problema com

500 iteragdes.
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Tabela 6.5 — Tempo estimado de resolugao para 500 iteragées — com barreira

Método Tempo para Quantidade de Tempo total
determinagéo de 1 iteragbes
diagrama com (h)
dimensionamento
(s)
Com duas 15,95 500 2,2
malhas
~ Malha Gnica 28567 500 39,67

O que significa uma utilizagdo menos de 5,5% do tempo, em relagdo a
utilizacdo da resolugdo com uma unica malha.
Em fungao dos resultados na determinagao destes 200 diagramas, justifica-

se a utilizacdo do método.

6.4. RESULTADO PARA PROBLEMAS UTILIZANDO O METODO
ITERATIVO

6.4.1. Introducgao

Os dados utilizados, para aplicagdo dos métodos, correspondem a entrega
de mercadorias na cidade de Sdo Paulo. A representagdo grafica dos pontos de
demanda ja foi apresentada na figura 4.3.

A seguir, sdo apresentados alguns resultados obtidos pelos métodos

implementados.

6.4.2. Exemplo sem Barreira

Para demonstrar os resultados obtidos pelo algoritmo Iterativo, €
utilizado um exemplo tipico de aplicagdo, com uma divisdo de malha de 1000
unidades em cada um dos eixos. Para a determinacao da divisao de Voronoi, foi
utilizada uma segunda matriz com 125 divisbes em cada eixo.

Este caso leva em conta um problema sem barreiras. A solugdo inicial

foi gerada pelo algoritmo de geracédo de centros pseudo-aleatérios. A figura 6.3
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apresenta esta divisao inicial. Na figura 6.4 € mostrado o resultado grafico obtido
apods 336 iteracdes do método. Na tabela 6.6 faz-se um resumo dos resultados.
Na figura 6.5 é apresentado graficamente o comportamento dos desvios de carga
e tempo e, finalmente, nas tabelas 6.7 e 6.8 sdo apresentados resultados

numericos de carga e tempo em cada uma das zonas.

FIGURA 6.3 — EXEMPLO DE SOLUGAO INICIAL PARA APLICAGAO DO METODO ITERATIVO EM
PROBLEMA SEM BARREIRA COM 78 CENTROS
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FIGURA 6.4 — SOLUCAO FINAL OBTIDA PELO METODO ITERATIVO EM PROBLEMA SEM BARREIRA
COM 78 CENTROS

Tabela 6.6 — Resposta apés a aplicagdao do Método Iterativo em um problema sem barreiras

Tépico Medida
Numero de lteracdes 336

Tempo de Processamento 12,77 min
Maior Carga 492,9 kg
Menor Carga 378,6 kg

Desvio Padrao de Carga 15,1 kg
Maior Tempo 479,4 min
Menor Tempo 294,9 min

Desvio Padrao de Tempo 48,7 min
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FIGURA 6.5 — GRAFICO DO DESVIO PADRAO DE CARGA E TEMPO EM FUNGAO DAS ITERAGOES EM
UM PROBLEMA SEM BARREIRAS COM 78 CENTROS

Tabela 6.7 — Carga em kg de cada uma das regides em um problema sem barreiras

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

4741 476,99 476,99 441,3 459,11 4785 477,7 452,9 476,2
4745 4816 378,6 4724 470,3 480,2 4915 4595 4929 4333
479,5 4825 4754 476,8 479,0 4796 4776 4774 483,6 479,1
4749 4714 480,3 484,7 4711 4806 476,2 4858 4726 4823
485,11 4579 4852 4845 4695 467,3 480,2 480,2 462,8 464,6
470,9 4758 479,3 4824 486,1 4778 4765 473,3 4751 456,7
466,9 469,9 4657 4736 4804 463,8 4717 469,2 4750 4792
473,3 454,2 463,3 470,3 458,2 468,7 467,1 448,8 4539

NOoO o~ WN -0

Tabela 6.8 — Tempo em minutos de cada uma das regioes em um problema sem barreiras

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

474,7 4314 438,1 4759 4756 358,2 331,8 4735 4089
434,9 379,8 4794 3658 4529 3894 4772 4724 4765 4717
457,9 395,2 357,3 309,1 404,7 343,0 373,7 3575 474,2 4056
430,9 4119 399,1 4089 4464 3895 4150 473,2 3741 368,0
4121 3215 412,8 317,2 359,2 383,0 390,8 420,5 392,3 4748
353,6 421,0 4259 3499 2949 338,11 3833 387,2 3404 347,77
385,5 362,5 383,3 4274 342,2 352,3 352,6 409,0 371,3 401,0
383,5 3529 352,5 3922 3652 373,0 357,5 301,1 3284

NOoO ok~ WN -0
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FIGURA 6.6 - COMPORTAMENTO DAS MAIORES E MENORES CARGAS E DOS MAIORES E
MENORES TEMPOS EM FUNGAO DO NUMERO DE ITERAGOES

Como pode ser observado, através dos graficos, existe uma diminuicao
gradativa dos desvios de carga e tempo em funcdo do numero de iteragdes
(excetuando os pontos onde é efetuada uma realocacao dos centros — indicados
com um pico nos graficos). Cada pico de desvios, como vistos na figura 6.5,
representa a execug¢ao de uma rotina de deslocamento de centros que, como ja
mencionado anteriormente, tem a finalidade de melhorar a forma das regides.

A figura 6.6 mostra a tendéncia da regido com maior carga se aproximar da
regido com menor carga, diminuindo o intervalo entre o maior e 0 menor valor de
carga, como mostrado teoricamente em 5.3.4, 0 mesmo ocorrendo com a maior e
menor tempo.

Para verificar as respostas oferecidas pelo método, o problema foi
resolvido com duas solugdes iniciais distintas (com o mesmo numero de centros)
e, além disto, com tamanhos de malhas diferentes. As respostas podem ser vistas
na tabela 6.9. As representagdes graficas obtidas podem ser vistas na figura 6.7.

Pode-se ver, na tabela 6.9, que devido as malhas terem divisdes distintas,
o exemplo com 500 divisbes, mesmo apresentando um maior numero de
iteragcdes, demorou menos tempo que o exemplo que utiliza 1000 divisdes na

malha.
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Uma observacdo que pode ser feita € em relacdo ao formato de cada
regido. Pode-se dizer que elas apresentam boa esbeltez, ou seja, nenhuma das

regides é alongada ou achatada em excesso.

Tabela 6.9 — Resposta da aplicagao do Método Iterativo com diferentes tamanhos de malha

Tépico Medida Medidas (b)
Numero de divisbes da 500 1000
malha refinada
Numero de lteracdes 396 336
Tempo de Processamento 4,53 min 12,77 min
Maior Carga 497,5 kg 492,9 kg
Menor Carga 381,2 kg 378,6 kg
Desvio Padrao de Carga 20,54 kg 15,1 kg
Maior Tempo 479,4 min 479,4 min
Menor Tempo 309,5 min 2949 min
Desvio Padrao de Tempo 45,9 min 48,7 min

A conclusao a se tirar € que o método apresenta excelente comportamento
para determinacao do equilibrio das cargas e tempos. Algumas figuras das fases

transitérias do processo podem ser vistas no anexo 2.
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6.4.3 Exemplo com Barreira

Para o caso com barreiras, a solugao inicial também é gerada pelo método
de centros pseudo-aleatorios. A figura 6.8 apresenta esta condigao inicial, onde
as barreiras estdo marcadas em vermelho. Estas barreiras representam dois
grandes rios que atravessam a cidade de Sao Paulo; o rio Tiete e o rio Pinheiro,
além de alguns parques. Entre cada segmento de reta que compdem as barreiras
€ considerada a existéncia de uma passagem, uma possivel ponte.

Na figura 6.9 é mostrada a solugéo obtida pelo método. As tabelas 6.10 e
6.11 apresentam os resultados de carga e tempo de cada zona. Na figura 6.10 vé-
se o comportamento dos desvios, de carga e tempo, durante a aplicacdo do
método. Para este problema, com a finalidade de uma solugdo mais rapida, foi

tomada uma divisdo de 500 unidades para a malha de trabalho.

FIGURA 6.8 — EXEMPLO DE SOLUGAO INICIAL PARA APLICAGAO DO METODO ITERATIVO EM
PROBLEMA COM BARREIRA
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FIGURA 6.10 — GRAFICO DO DESVIO PADRAO DE CARGA E TEMPO EM FUNGCAO DAS ITERAGOES
EM UM PROBLEMA COM BARREIRAS

Tabela 6.10 — Carga em kg de cada uma das regides em um problema com barreiras
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

466,8 417,0 4752 3480 474,8 4582 4952 467,3 4305
4234 4493 3904 4692 4736 456,0 4882 4580 4681 496,1
4357 4750 457,1 4862 4592 4555 4446 4876 476,3 4565
470,0 4555 480,6 4441 4394 4652 4650 4153 4791 4451
4833 4348 467,0 4775 4828 4462 4736 4616 4832 4533
4438 4536 430,8 4512 4964 4135 491,1 4349 4350 456,38
470,4 4457 450,8 4886 422,7 4623 436,3 4284 4548 4449
4278 4151 4632 4168 4284 4252 4163 3922 4037 403,9
361,8 3753 3459

O~NOOOThA~, WN -0

Tabela 6.11 —- Tempo em minutos de cada uma das regides para um problema com barreiras

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
407,8 4453 436,5 467,5 360,9 436,4 406,1 357,17 454,1
479,8 409,0 460 374,9 312,2 3794 4139 3929 4543 4739
467,5 3455 4352 364,2 416,8 4175 393,6 369,6 342,11 4238
408,3 4123 4134 353,3 3852 3949 3904 384,55 3783 4233
364,6 330,8 430,3 402,0 3919 3439 3484 306,8 387,1 2892
392,0 439,0 3256 354,66 368,2 3689 320,1 350,56 399,7 370,8
332,2 3754 4325 347,8 361,3 404,7 3143 334,1 3259 389
372,8 328,9 366,2 320,2 378,7 366,3 329,1 3234 2959 3234
252,8 277,9 306,8

O~NOOOThA~, WN -0

Observa-se com a aplicagao deste exemplo a boa qualidade fornecida pelo

método para a resolucédo do problema considerando barreiras.

6.5. RESULTADO PARA PROBLEMAS UTILIZANDO AG

6.5.1. Introducao

Os resultados dos testes a seguir foram feitos considerando diferentes
quantidades de centros para problemas com e sem barreiras. Para a
determinacao do AG foi utilizada uma populacdo com 50 individuos.

Em cada geragéo sao gerados 60 filhos e 20 mutagdes. S&o selecionados
para a geragao seguinte: 45 elementos pelo método elitista e os outros 5 de

maneira aleatoria.
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As 20 mutacbes sdo executadas aleatoriamente, seguindo os tipos

indicados no item 5.2.4, com a seguinte distribui¢ao:

10 % - mutacgdes aleatorias;

25 % - mutacdes aleatodrias direcionadas;

30 % - mutagdes da zona com menor carga somada;
30 % - mutagdes da zona com maior carga somada; e

5% - mutacdes através do Método lterativo.

6.5.2. Exemplo sem Barreiras

Para demonstrar os resultados obtidos pelo AG, é utilizado um exemplo
tipico de aplicagdo, com uma divisdo de malha de 500 unidades em cada um dos
eixos. Para a determinagdo da divisdo de Voronoi, foi utilizada uma segunda
matriz com 100 divisdes em cada eixo. A divisdo aqui € maior que no caso do

método Iterativo para que o tempo computacional seja menor.
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50
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36
433
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57
64
71

Geragao

‘—Desvio de Carga ®======Desvio de Tempo Desvio Total ‘

Figura
6.11 — CURVAS DE DESVIOS DE CARGA, TEMPO E TOTAL DO MELHOR INDIVIDUO DA POPULAGAO
EM FUNCAO DO NUMERO DA GERAGAO

A melhor solugédo obtida esta mostrada na figura 6.13. As curvas dos
desvios de carga e tempo do melhor individuo, em fungdo do numero de geracao,
sdo mostradas na figura 6.11. Os valores de carga e tempo, do melhor individuo e

do pior em cada geragao sdo mostrados na figura 6.12.
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A tabela 6.12 mostra as caracteristicas do melhor individuo obtido.
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FIGURA 6.12 — VALOR DO MELHORES E PIORES INDIVIDUOS EM FUNGAO DA GERAGAO

Tabela 6.12 — Resposta final do AG para o problema sem barreiras — Melhor individuo

Topico Medida
Numero de Geragoes 267
Tempo de Processamento 6,4 h
Maior Carga 499,5 kg
Menor Carga 370,0 kg
Desvio Padrao de Carga 34,1 kg
Maior Tempo 479,2 min
Menor Tempo 277,8 min
Desvio Padrao de Tempo 45,1 min

Uma observacdo a ser feita € que ndo houve melhora depois da geragao
221.

Outros testes foram efetuados considerando 80 centros. No entanto,
nenhum deles chegou a atender as condi¢cbes minimas de limite de carga e

tempo, apesar de um grande numero de geragoes.
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A Utilizacdo do Algoritmo Genético mostrou-se menos eficiente que o
método lterativo. O tempo computacional necessario para a resolugdo foi muito
maior (devido a demora na determinagdo do fitness, que depende da
determinagao das regides de Voronoi) e com quantidade menores de centros néo
se conseguiu um valor que atendesse as restricbes de carga e tempo. No entanto,
apresenta a vantagem de utilizar o diagrama de Voronoi comum. Por outro lado, a
forma das regides pode ser comprometida, basta se observar as regides 73 e 74

da figura 6.13 que apresentam uma esbeltez ruim.

FIGURA 6.13 - RESPOSTA OBTIDA ATRAVES DA UTILIZAGAO DO AG COM 81 CENTROS

6.5.3. Exemplo com Barreiras

Para demonstrar os resultados obtidos pelo AG, é utilizado um exemplo



114

tipico de aplicagdo, com uma divisdo de malha de 500 unidades em cada um dos
eixos. Para a determinagdo da divisdo de Voronoi, foi utilizada uma segunda
matriz com 100 divisdes em cada eixo. A divisdo aqui € maior que no caso do
método Iterativo para que o tempo computacional seja menor.

A melhor solugado obtida esta mostrada na figura 6.16. As curvas dos
desvios de carga e tempo do melhor individuo, em fungdo do numero de geracéo,
sdo mostradas na figura 6.14. Os valores de carga e tempo, do melhor individuo e
do pior em cada geragdo sao mostrados na figura 6.15. A tabela 6.13 mostra as

caracteristicas do melhor individuo obtido.
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FIGURA 6.14 — DESVIO DE CARGA E TEMPO EM FUNGAO DAS GERAGOES PARA UM PROBLEMA
COM BARREIRAS
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FIGURA 6.15 - VALORES DE MAIOR E MENOR CARGA E TEMPO EM FUNGAO DO NUMERO DE
GERAGOES - PROBLEMA COM BARREIRA

Tabela 6.13 — Resposta final do AG para o problema com barreiras — Melhor individuo

Topico Medida
Numero de Geragoes 212

Tempo de Processamento 46,2 h
Maior Carga 540,3 kg
Menor Carga 259,7 kg

Desvio Padrao de Carga 38,1 kg
Maior Tempo 483,8 min
Menor Tempo 259,7min
Desvio Padrao de Tempo 68,4 min

Observa-se, pela tabela, que a condicdo de maxima carga e tempo nao
foram atendidas na resolugdo através deste tipo de solugdo. O programa foi

interrompido devido ao grande tempo computacional, sem melhora.
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FIGURA 6.16 — RESPOSTA OBTIDA ATRAVES DA UTILIZAGAO DO AG COM 82 CENTROS PARA UM
PROBLEMA COM BARREIRAS

O método de AG ndo se mostrou eficiente para este tipo de utilizacao,
mesmo com as melhoras computacionais efetuadas, o tempo de execugao ainda

e alto, inviabilizando o uso em aplicagdes diarias.

6.6. RESULTADO PARA AVALIAGAO HEURISTICA DE CONVERGENCIA

Como ja citado anteriormente, o Método de Equilibrio €& um
procedimento heuristico, e como tal tem dificil demonstracdo tedrica da
convergéncia. Para validagao de sua eficiéncia, além da utilizagdo no caso real
que serviu como base para os testes anteriores, exemplos randémicos foram

gerados, com diferentes cargas, tempos e numeros de veiculos.
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Foram realizados um total de 1000 exemplos gerados aleatoriamente.
Na tabela 6.14 s&o apresentados alguns resultados obtidos, apenas para se ter
uma idéia do comportamento do método em diferentes situagdes. Na tabela 6.15
€ apresentado um resumo das médias obtidas considerando todos os testes.

Desvio de Carga Inicial e Desvio de Tempo Inicial referem-se aos desvio
obtidos sobre uma configuragdo randémica inicial. O Desvio de Carga Final e
Desvio de Tempo Final correspondem aos valores obtidos apds a utilizagdo do
Método Iterativo de Equilibrio.

Em todos os exemplos foram considerados veiculos com 500 kg de
capacidade e o método foi usado durante 200 iteragdes. A area em todos os
exemplos foi um retédngulo de 30 km por 33 km. As quantidades aleat6rias
geradas em cada exemplo sdo: quantidade de pontos de demanda, carga em
cada ponto, tempo de entrega em cada ponto. A quantidade de veiculos

necessaria para o atendimento é determinada pelo programa.

Tabela 6.14 — Exemplo de Resultados Obtidos com a Aplicagao do Algoritmo de Equilibrio

sobre Dados Gerados Randomicamente

Quantidade Carga Numero Desvio de Desvio de Desvio de Desvio de
de Pontos Total de Carga Tempo Carga Final Tempo Final
de (kg) Veiculos Inicial Inicial

Demanda (kg) (min) (kg) (min)
2.043 13.030 25 201,07 283,14 19,13 18,31
2.510 14.500 30 213,05 310,11 21,28 19,90
3.015 15.205 32 301,07 299,06 20,32 21,33
3.450 17.232 36 202,35 227,54 22,51 17,32
4.216 19.017 41 212.11 291,04 24,77 23,91
4.715 20.903 43 203,12 194,35 25,02 23,15
5.021 23.200 46 307,12 302,06 31,14 25,31
6.032 35.422 50 297,91 295,32 2717 32,18
6.523 31.071 64 303.46 289,75 28,20 31,17
7.215 33.512 69 298,44 321.12 31,14 30,22
7.912 34.003 72 401,22 317,42 29,32 27,21

8.212 36.712 75 312,88 399,15 27,32 31,45
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Tabela 6.15 — Resumo de Resultados Obtidos com a Aplicagao do Algoritmo de Equilibrio

sobre 1000 Exemplos Gerados Randomicamente

Informacgéo Valor Obtido
Quantidade de exemplos 1.000
Média de Pontos de Demanda 5.732,75
Média de Carga 32.541,45 kg
Média de Veiculos Usados 66,52
Desvio de Carga Inicial 313,12 kg
Desvio de Tempo Inicial 328,43 min
Desvio de Carga Final 28,31 kg

Desvio de Tempo Final 30,07 min
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7. CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

7.1. CONCLUSOES

O presente trabalho desenvolveu dois métodos de resolugdo para
Problema de Distribuicdo de Produtos, com um unico depdsito e frota homogénea,
minimizando o desvio de carga entre as zonas e também o desvio de tempo, com
caracteristicas principais: nao necessitar de uma divisdo inicial ja
aproximadamente equilibrada e utilizagado de diagramas de Voronoi.

A resolucdo de problemas, sem e com barreiras, feita pelos métodos
desenvolvidos, mostrou melhores resultados que os apresentados na bibliografia.
Além disto a aplicagdo do AG para problemas com barreiras ndo conseguiu
apresentar uma solucéo.

Desenvolveu-se também um método eficiente para a determinagcado do
Diagrama de Voronoi (comum ou com pesos), utilizando uma simplificagcdo do
modelo discreto apresentado pela localizagdo dos pontos de entrega, suas
demandas individualizadas e os tempos de entrega em cada um deles.

A simplificacao utiliza primeiramente uma fungao de acumulagdo em uma
malha, depois € feita uma aproximacado suave desta funcdo de acumulacgao,
usando uma aproximag¢ao bicubica de duas variaveis. Posteriormente, para
facilidade computacional, esta fungdo suave é discretizada sobre uma malha de
trabalho. Esta mesma malha é utilizada para a determinagdo dos diagramas de
Voronoi de forma otimizada.

Foi também implementado um Algoritmo Genético, utilizado nos mesmos
tipos de problemas do Método Iterativo. A qualidade das respostas deste
Algoritmo Genético ficou abaixo da qualidade apresentada pelo Método lterativo.
Isto se deve ao fato de se utilizar, para sua divisdo, somente o Voronoi comum, o
que corresponde a uma limitacdo a mais no problema. Mesmo assim o AG serve
como motivagao para pesquisas futuras que busquem melhora-lo.

Podem-se citar como contribuigdes principais a resolugdo de problemas
com obstaculos, que praticamente n&o s&o estudados; e a utilizagdo do Diagrama

de Voronoi com Obstaculos para sua implementacao.
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A melhoria computacional na determinacdo do Diagrama de Voronoi, seja
ele ordinario ou com pesos, possibilitou a execugdo de uma grande quantidade de

iteracbes dos mais diversos métodos.

7.2. TRABALHOS FUTUROS

O presente trabalho é uma continuagdo de pesquisas na area, algumas
desenvolvidas no Programa de Pds-Graduagdao de Engenharia de Producédo da
UFSC, e aponta para possiveis abordagens futuras com vistas ao
aperfeicoamento dos sistemas de Distribui¢cdo Fisica de Produtos.

Uma melhor avaliagcdo dos critérios de convergéncia de métodos que
utilizem o Diagrama de Voronoi com pesos merece especial cuidado.

Outra necessidade é de estudar de forma mais aprofundada o Algoritmo
Genético, fazendo com que suas respostas possam ser obtidas de maneira mais
rapida, pois este tipo de algoritmo pede outras fung¢des de aptidao, diferentes da
considerada no presente trabalho.

Neste trabalho, a fungdo custo ndo considera o valor da hora trabalhada de
cada tripulagéo (presupondo que todos os funcionarios devem trabalhar 8 horas).
O objetivo principal a ser alcangado € a minimizagdo da quantidade de veiculos
de entrega, sem que limites de carga e tempo sejam quebrados. Uma variagao
deste problema seria levar em consideragao o custo horario na fungcao objetivo. A
metodologia do AG desenvolvida possibilita que alteragbes sejam feitas na
avaliacao do fitness. Assim, uma avaliacdo futura deste tipo de problema pode
conduzir a resultados mais satisfatérios.

Na consideracdo de barreiras, pode ser feito um estudo melhor no que se
refere a barreiras fechadas, como lagos e parques, pois durante o
desenvolvimento deste estudo este tipo de bloqueio nao teve tratamento especial.

A frota considerada neste estudo € sempre homogénea. Uma possibilidade
de evolugdo deste tipo de pesquisa seria resolver este problema considerando
uma frota ndo homogénea.

Outra possibilidade é o estudo de problemas que considerem mais de um

deposito.
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ANEXO 1 — ROTINAS DE DETERMINACAO DA APROXIMAGAO
CONTINUA BICUBICA

Sub-rotina becucof (bicubic coefficients)

/ ENTRADA
/l Dados do elemento no qual se quer obter a fungao interpoladora
// Coordenadas dos nos P;
P[1..4,1.2] /1 P1 = (X, Y1), P2 = (Xj+1,Yi), P3 = (Xje1,Yke1), Pa = (X, Yier1)
/l Valores para os vetores

f[1..4] /Ivalores da fungéo nos pontos Py, P,, Pz e P,

fixl1..4] /Ivalores da derivada 1% em relagdo a x nos pontos Py, P,, P; e P4
fiy[1..4] /Ivalores da derivada 1% em relagéo a y nos pontos Py, Py, Ps e Py
foyl1..4] /Ivalores da derivada 2° em relagéo a x e a y nos pontos P, P,, Pz e P,

/I Comprimentos do elemento

dq /l dy = Xje1- X
d2 /1 d2 = Y1~ Vi
/[ Variaveis utilizadas

l, K, j, i // inteiros

vv, d¢d,, cl[1..16], v[1..16] // reais

c[1..4,1..4] // matriz saida, fornece os coeficientes da fun¢éo bicubica interpoladora
// Dados pré-estabelecidos:

WT[1..16,1..16] // Matriz da transformacéao linear pré-definida

1 0 0 00O OO O OO0 OO 0 0 0 O]
00 000 00 0 1 0000 0 0 0
30 0 3 0 0 0 0 =220 0 -10 0 0 0
20 020 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0
00 001 00 0 OO0 OO0 O0 0 0 0
00 000 00O 0 0 00 0 1 0 0 0
00 00300 3 000 0 =220 0 -1
/o000 200202020010 01
M=l3 3 00 2-100000000 0 0
00 000 0 0 0 33010 -2-10 0
9 9 9 9 6 3 366 -6-33 4 2 1 2
6 6 6 6 -4 2 2 4 -3 3 3 3 -2 -1 -1 2
220 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 2 2 0 0 0 0
6 6 -6 6 -3 3 3 3 4 4 2 2 2 2 -1 -1
4 4 4 42 2 222 222 1 1 1 1]



/I INiCIO BCUCOF

d1d2 = d1 * d2
i:=1
Repetir
v[i-1] :=A1[i]

V[i+3] := fy,{i] * dq
V[i+7] = f4,[i] * d2
_V[i+1 1] = fo[i] * dydy

i=i+1
Continuar até i > 4
i:=0
Repetir para i
w =0
k:=0

Repetir para k
vv = vv + WTJi,k] * v[Kk]
ki=k+1
Continuar até k > 15
cli] = v
i=i+1
Continuar até i > 1
i:=0
Repetir para i
Repetir para j
cli,j] := cll]
[:=1+1
j=j+1
Continuar até j > 4
i=i+1
Continuar até i > 4
Il FIM BCUCOF

/l obter vetor auxiliar v

/l obter a transformagao linear

/Iresultado de saida
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Sub-rotina beuint (bicubic interpolation)

/| ENTRADA
// Dados do ponto a ser interpolado
X, y /lcoordenadas do ponto

/I Dados do elemento no qual se quer obter a fungao interpoladora
/l Coordenadas dos nés P;

P[1..4,1..2]1 11 P1 = (X, ¥i), P2 = (Xjis1,¥k), P3 = (Xj+1,Yk+1), Pa= (X Yir1)
/I Valores para os vetores

f[1..4] /Ivalores da funcéo nos pontos Py, P, Ps e Py
fixl1..4] /Ivalores da derivada 1% em relagdo a x nos pontos Py, P,, P; e P,
fiy[1..4] /Ivalores da derivada 1° em relag&o a y nos pontos Py, P,, Pse P,
foyl1..4] /Ivalores da derivada 2° em relagéo a x e a y nos pontos P;, P,, Pz e P,
/I Comprimentos do elemento
d, I dy = Xp1- X;
d, I dz = Yke1= Vi
/I Variaveis utilizadas
i /l inteiro
t, u,d1,d2 /I reais
c[1..4,1..4] /I matriz saida, fornece os coeficientes da funcao
bicubica interpoladora
respf, respf1x, respfly // reais saida , fornecem o valor da fungéo no ponto (x,y)
// Dados pré-estabelecidos:
/I INICIO BCUINT
matriz c[1..4,1..4]
dq = xj+1- xj
d; = yk+1- yk
chamar bcucof (f, fix, f1y, f2xy, di, d2, C) //obter c's
t=(x—xj)/dy
u=(y—yk)/d,
respf = respfi, = respf;, = 0

i:=4
Repetir // equacao (**)
respf =t (respf) + (( c[i,4] u + c[i,3] u + c[i,2] u + i, 1]
respfix = u (respfix) + (3 c[4,i]t + 2 c [3,i] t + ¢[2,i])
respfy, =t (respfyy) + (3 c[i,4] u + 2 ¢ [i,3] u + c[i,2])
i=i-1
Continuar até i =0
respfix = respf, / d;
respfyy = respfyy, / 42

/I FIM BCUINT
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ANEXO 2 - FIGURAS EXTRAS MOSTRANDO O METODO
ITERATIVO

Iteracao 47 Iteracao 71
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Iteracao 191 Iteracao 215



