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A operacdo do algoritmo LMS com passo varidvel pode oferecer
vantagens em relacdo a operacdao com passo fixo. A adaptacdao do passo pode
- acelerar significativamente a dindmica do algoritmo em ambientes estacionarios.
Na presenca de nao-estacionaridades, pode aumentar a capacidade de
rastreamento da solucdo dtima. Utilizando indicativos absolutos de desempenho
da convergéncia com passo variavel e uma caracterizacado mais eficiente do
processo adaptativo, derivou-se uma metodologia de avaliagao e projeto de uma
ampla classe dos inumeros algoritmos propostos na literatura. Varios exemplos
demostram a aplicagdo da metodologia na avaliagao e projeto de algoritmos
existentes, ilustrando sua eficiéncia quando comparada a outras metodologias,
mesmo em ambientes sujeitos a certos tipos de ndo-estacionaridades. Revela-se a
potencialidade das estruturas de controle do passo baseadas na filtragem de
alguma variavel do processo adaptativo. Quando projetadas pela metodologia
proposta, apresentam desempenho superior a algoiitmos mais complexos. Em
decorréncia da andlise do caso com passo varidvel, derivou-se uma nova
expressao para o passo de adaptagao que maximiza a velocidade de convergéncia
em implementagdes com passo fixo. Comparado aos resultados classicos, o passo
calculado pela nova expressao acelera a convergéncia e fornece desajustes
menores em regime permanente.
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The operation of the LMS algorithm with variable step-size can offer
~ advantages as compared to the fixed step-size operation. The step-size adaptation
may significantly accelerate the algorithm dynainics in stationary environments. In
the presence of nonstationarities, it is possible to improve the tracking capabilities
of the algorithm. Using absolute convergencé performance indicators and a more
efficient caracterization of the adaptive process, an assessment and design
methodology is developed, which can be applied to a broad class of algorithms
proposed in literature. Se\'/erélw".v;examples in different circumstances demonstrate
the applicability of the rﬁethoaology for assessing and designing the existing
algorithms. The new methodology is efficient as compared to existing ones, even
in certain nonstationary environments. It is shown that if well designed, very
simple algorithms (based upon the filtering of some internal variable) can
outperform much more complex algorithms. Originated from the variable step-size
analysis, a new expression for the adaptation step-size is derived to maximize the
convergence ratio for fixed steb-‘size implementations. Compared to classic results,
the new step-size provides faster convergence with less steady-state
misadjustment.
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Introducio Geral

"Para entender uma ciéncia é necessario conhecer sua historia”

Auguste Comte

1.1.Contexto

Em diversas areas da engenharia e das ciéncias aplicadas, freqlientemente
é necessario estimar sinais que sé podem ser observados na presenca de ruido
aditivo. Este problema reflete-se em inlimeras aplicacbes, como exploragao
geofisica, radar, sonar, cancelamento de ecos, controle de ruido acustico e
vibragdes estruturais, astrofisica, sismologia, processamento de sinais biomédicos,
identificacao e modelamento de sistemas fisicos, entre outras [1].

Quando se tem acesso a-um sinal de referéncia, pode-se estimar o sinal
desejado através de uma estrutura de filtragem apropriada, apresentando ao filtro
estimador amostras do sinal de ‘referéncia, que deve ser correlacionado com o
sinal desejado. O filtro processa o sinal de referéncia, fornecendo em sua saida
uma estimativa do sinal desejado.

Inerente a aproximacdo oferecida pelo filtro ha um erro de estimacdo,
definido como a diferenca entre o sinal desejado e a resposta do filtro ao sinal de
referéncia. O erro de estimacdo representa uma medida do desempenho
alcangado pelo filtro na aproximagao do sinal desejado, devendo ser minimizado.
Uma vez que, a priori nao se tem controle sobre os sinais envolvidos, o
procedimento natural é projetar o filtro- de maneira a minimizar o erro de

estimac&o. A Figura 1.1 ilustra a situaco.
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Sinal Desejado + Ruido

Erro de
Estimacao

o Sinal
Sinal de Referéncia Estimado

FILTRO

Y

Fig. 1.1 — O Problema da Estimagao de Sinais

Na abordagem classica do problema, os sinais, em principio de natureza
desconhecida, sdo assumidos como realizagdes de processos estocasticos. O erro é
entdo minimizado em algum ‘sentido estatistico, considerando a estrutura de
filtragem escolhida e o critério de otimizacdo empregado.

Visando a tratabilidade matemdtica e outras consideragbes de ordem
pratica, as estruturas lineares de filtragem sao normalmente preferidas na
implementagdo do filtro estimador, e o critério de otimizagdo empregado é a
minimizagdo do erro de estimacdo no sentido médio quadratico [1].

Os primeiros estudos utilizando estimagao linear no sentido médio
quadra’tito em processos estocasticos foram feitos por Kolmogorov, Krein e
Wiener, durante as décadas de 30 e 40 [1], e encontram parentesco nos
trabalhos do matematico alemé&o Cari Friederich Gauss, que criou em 1795, aos 18
anos, o método dos minimos quadrados para estudar o movimento de corpos
celestes. Os trabalhos de Kolmogorov e Krein eram independentes do trabalho de
Wiener, e embora houvesse alguma similaridade nos resultados, suas abordagens
eram consideravelmente diferentes.

Wiener, entre outras contribuigcbes, abordou o problema da estimacado
de um processo estocastico corrompido por outro processo aditivo “ruidoso”,
derivando uma formula explicita para a estimativa Gtima. Solucionando uma
equacdo integral, conhecida como equagao de Wiener-Hopf, era possivel
determinar a resposta ao impulso do filtro estimador linear 4timo [11, [2].

Trabalhando com processos estocasticos discretos, Levinson formulou
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em 1947 o problema de Wiener para tempo discreto, utilizando uma estrutura de
filtragem linear transversal, na qual o sinal de interesse é estimado através da
combinagdo linear de observagdes do sinal de referéncia. O propdsito era ajustar
os coeficientes do filtro transversal de maneira a produzir a melhor estimativa
possivel do processo de interesse, dada alguma medida de desempenho. Seguindo
a formulagdo original de Wiener, a qual herdou o critério de Gauss, projetava-se
os coeficientes do filtro para minimizar o erro de estimacdo no sentido médio
quadratico.

Com as premissas de linearidade e resposta ao impulso de duracao
finita, intrinsecas a estrutura transversal, determina-se uma superficie de
desempenho parabolica, traduzindo o comportamento do erro médio quadratico
em funcao dos coeficientes do filtro. Essa geometria é bastante conveniente e
define unicamente a solugdo 4tima, cujo vetor de coeficientes associado €
conhecido na literatura como filtro de Wiener [1], [3]. No caso discreto, com os
dados estendendo-se a um passado finito, a formula integral original do caso
continuo assume uma forma matricial, determinanco uma expressao explicita para

o vetor de coeficientes do filtro estimador étimo [1], [3], [4], [5]:
RW, =P

onde W, é o vetor de coeficientes do filtro de Wiener, R € a matriz de auto-
correlacdo do sinal de referéricia, e P é o vetor de correlacdo cruzada entre o sinal
de referéncia do filtro e o sinal desejado. Se a matriz R é ndo-singular, a solu¢do

otima para o filtro estimador é:
W, =R7'P

Constituindo um dos resultados mais simples e elegantes em
processamento de sinais discretos, a solucao de Wiener traca os objetivos da
estrutura transversal linear para a operacao d&tima. Contudo, a aparente
simplicidade esconde alguns problemas. A sua utilizacdo depende de informacdes

geralmente n3o conhecidas a priori, além de envolver uma complexidade
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computacional normalmente proporcional ao cubo da ordem do filtro estimador
empregado (N%) [6], o q(j_e pode acarretar problemas para aplicagbes em tempo
real, nas quais o tempo de processamento é limitado. Quando os dados s3o
estacionarios e’procedent/es de uma /inha de retardo, por exemplo, a matriz R é
Toeplitz [4], e a complexidade computacional pode entdo ser amenizada para a
ordem N* [6].

Além da complexidade computacional inerente, a utilizacgdo da
expressao de Wiener tam'bém encontra dificuldades nas aplicagbes que envolvem
sinais ndo-estacionarios, onde a variagdo temporal das propriedades estatisticas
torna problematica a estimagéoA das matrizes R e P. '

Um outro aspecto negativo, remanescente dos aspectos
computacionais, pode mahifestar—se em situagdes nas quais a matriz R apresenta
um mau condicionamentb numérico, gerando problemas para realizar a sua
inversao, presente na expygsséo de Wiener.

As dificuldades . de ’"utilizagéo da solugdo de Wiener na sua forma
matricial foram contornad‘a:s com o surgimento das estratégias adaptativas - em
torno do filtro é estruturado um algoritmo de aprendizado que extrai informagoes
disponiveis dos dados e adapta recursivamente um conjunto inicial e arbitrario de
coeficientes, visando a ”:_:"solugéo de Wiener. O filtro estimador ¢ treinado
simultaneamente a operagéo de filtragem num contexto de aprendizado,
constituindo um pfocesso de otimizacdo iterativo.

Uma vez que a otimizacio é feita iterativamente, os algoritmos de
aprendizado sao costumeiramente  avaliadcs pela evolucdo do erro médio
quadratico em fungdo do ﬁlﬁmero de iteracbes, denominada curva de aprendizado.
A curva de aprendizado réyela 0 quao rapido um algoritmo pode adaptar-se a um
ambiente, representando a evolugao do aprendizado do filtro.

Com a convergéncia, é necessario avaliar a qualidade da solucdo
oferecida pelo algoritmo fadaptativo. Um critério bastante utilizado entdo é o
desajuste, definido como a raziio entre o erro médio quadratico em excesso e o

erro médio quadratico minimo, 'dado pela solucio de Wiener. O erro em excesso,

.
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b}
i

por sua vez, é definido como a diferenca entre o erro médio quadratico atingido
pelo algoritmo em regimé' permanente e o erro médio quadratico minimo.

As estruturas ;je filtragem que empregam a topologia adaptativa sdo
denominadas filtros adaptativos . Além de computacionalmente mais eficientes, as
estruturas adaptativas épresentam algumas caracteristicas especiais, quando

comparadas aos filtros “ﬁS(os” [3]:

e Sdo estrutéras auto-projetaveis, podendo extrapolar o espago de
conhec/mehto e responder a novas situagdoes apos um pequeno
conjunto de treinamento,

» Sdo sistemas robustos, capazes de operar satisfatoriamente mesmo
na presenga de certos tipos de defeitos ou limitacoes;

e Adaptam-se automaticamente as mudangas do ambiente,
oferecendo. a possibilidade de rastreamento da sciugdo otima

quando sufeitos a ndo-estacionaridades.

O surgimento de sistemas adaptativos conferiu uma nova dimensdo a
area de processamento dé sinais, cativando o interesse de muitos pesquisadores
com o advento da era digital.

Um dos priméi.ros trabalhos abordando filtros adaptativos pode ser
reconhecido ainda nos anos 50, quando pesquisadores trabalhavam
independentementevem diferentes aplicages para os sistemas adaptativos [1].
Deste pioneirismo, emerg"‘i.a ofalgoritmo LMS ("Least-Mean-Square™), um simples
mas eficiente algoritmo \de aprendizado para operacao de filtros adaptativos.
Concebido por Widrow efjéHoff"em 1959 na “Stanford University”, California, o
algoritmo foi originalmenfé empregado numa estrutura linear de reconhecimento
de padrOes conhecida como ADALINE ("Adaptive Linear Element”) [1], [3], [8].

O algoritmo LMS foi popularizado principalmente pela simplicidade e
robustez, apresentando"f uma complexidade computacional de ordem N,
contrastante com aquelas ja comentadas anteriormente. Algumas vezes ¢é

-

¢
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preterido por apresenfar uma convergéricia relativamente lenta, quando
confrontado com outros aIgoritmos adaptativos existentes , tais como o algoritmo
RLS ("Recursive Least-SQuares”) ou o filtro de Kalman [1], [9]. No entanto, &
consideravelmente mais simples, encontrando uma gama enorme de aplicagbes
em telecomunicagoes, teoria de controle e processamento de sinais.

O principio do algoritmo LMS ¢é simples e assemelha-se ao método do
gradiente-descendente, ;introduzido pelo matematico francés Augustin-Louis
Cauchy, em 1847 [10]. Partinfjo de uma estimativa inicial para a solugao otima, o
LMS adapta os coeﬁcientés 'dq.ﬁltro guiando-se no sentido contrario ao gradiente
da superficie de desempenhb, estimado instantaneamente dos dados a cada
iteracdo. O gradiente de uma fungdao fornece a direcdo e sentido de maior
crescimento da mesma no ponto em questdo. Assim, caminhar no sentido
contrario ao gradiente leva o algoritmo LMS a buscar o ponto de gradiente nulo,
que é a propria solucio de Wiener, dada a unimodalidade da superficie de
desempenho. Essa caraC:terl'stica leva muitos algoritmos adaptativos a buscarem
iterativamente a solugéo_étima guiados pelo gradiente da funcdo de desempenho
(3]. |

Fruto da estim'égéo instantanea do gradiente, o LMS imprime flutuagGes
estocasticas nos coeficientes do filtro durante o processo adaptativo, motivo pelo
qual é também conhecido como algoritmo do gradiente estocastico [1], [9]. No
sentido médio dos coeficientes, comporta-se de maneira idéntica a sua “vers3o”
deterministica, o algoritmb do gradiente-descendente. Todavia, o algoritmo LMS
estabiliza-se num patamar de erro médio quadratico sempre superior ao valor
correspondente a solugéb de Wiener — é o prego a ser pago pela aproximagao
instantanea do gradiente.

A evolugao do LMS é controlada por uma constante que determina o
ajuste incremental a quéf':séo 'submetidos os coeficientes do filtro, conduzindo o
algoritmo da estimativa inicial até a soluciio de regime permanente. O valor desta
constante deve ser tal que garanta a estabilidade do algoritmo [6], [11].

A constante de aprendizado ou passo de calculo , tal como é conhecido
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o parametro’ utilizado no controle da“;adaptagéd, determina a velocidade de
convergéncia e as caracteristicas de regime permanente, influenciando o
comportamento global do algoritfho.

_ Passos de calculo “grandes” determinam ajustes grandes nos
coeficientes do filtro a cada iteragdo, levando o algoritmo a uma rapida
convergéncia, mas a um erro médio quadrético excessivo em regime, dado que as
flutuagOes estocasticas sdo prdportibnais ao valor do passo empregado (citar a
secdo onde isto é provado ou uma referén.cia)t, Por outro lado, passos de célculo
“pequenos” minimizam as ﬂutuag6e§ levando a patamares de erro menores em
regime permanente, mas sacrificando a velocidade de convergéncia.

Na literatura, trabalhos visando a otimizacago do passo de calculo
desdobram-se em duas abordagens distintas [6], [11], [12], [13]. Uma procura
maximizar a velocidade de cenvergéncia, resultando em passos grances. Outra
procura minimizar o erro médio quadratico em regime permanente, determinando
passos pequenos. Esta Ultima abordagem é freqgiientemente preferida na pratica,
desde que apds a convergéncia inicial, que ¢ um fendmeno temporario, deve-se
conviver com O erro em excesso no regime permanente [13], [14]. Bershad
considerou em [13] a escolha de um passo de calculo que minimiza o erro médio
quadratico ao final de um dado nimero de iteragGes.

Infelizmente, a aspiracao de todo algoritmo adaptativo - velocidade de
convergéncia aliada a desajustes pequenos em regime permanente - nao €
possivel para a formulagé"zo classica do algoritmo LMS com passo de calculo fixo. A
utilizacdo de passo fixo ndo consegue atender simultaneamente 3s exigéncias do
‘regime transitdrio e do regime parmanente no que conicerne o erro médio
‘quadrético: uma boa convergéncia g/oba/ envolve uma escolha confiitante para o
passo de calculo. ' '

Levando em conta que as exigéncias para o passo ocorrem em periodos
diferentes da adaptagdo, alguns projetistas usualmente utilizam dois passos de
célculo distintos “em implementagOes praticas. Um passo inicial “grande” para
rapida convergéncia, comutande p:.‘)zsteriormente para outro passo menor, que
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determinard o erro’ médio ;huédrético em regime permanente. O ponto critico é
entdo a escolha do instante de transico [14).

Essa estratégia primitiva de variagdo do passo pode ser generalizada,
conferindo ao processo adaptativo uma flexibilidade ahtes inexistente. O emprego
de uma seqiiéncia de passos diferentes a cada iteragdo diminui o compromisso
existente entre velocidade de convergéncia e erro médio quadratico em regime,
além de geralmente tornar o algoritmo LMS mais eficiente quando sujeito a
ndo-estacionaridades [15]. | |

Existem diversas estratégias para gerar uma seqiiéncia de passos que
melhore o desempenho do algcritmo do gradiente estocdstico. Variando em
- complexidade e caracterféticas, as diferenteé estratégias procuram basicamente
diminuir o compromisso existente entre velocidade de convergéncia e desajuste
em regime permanente, tambem ;ireocupando-se em alguns casos corr a
capacidade de rastreamento, necessaria para operagao do filtro adaptativo em-

ambientes ndo-estacionarios.
1.2.Estratégias Deterministicas

O algoritmo LMS operaindo com passo vasidvel estd intimamente
relacionado & formulagao originél da aproximagdo estocastica, desenvolvida por
Robins e Monro em 1951 na eétimagécﬁ*fvde parametros estatisticos {1].
Originalmente,- empregava-ée passos inversamente proporcionais ao nimero de
iteragdes n , ou a uma poténcia qualquer desse numero, determinando uma
seqliéncia de passos deterministica e sempre decrescente, que evolui
independentemente do estado da adaptacado.

'Seguindo a mesma filosofia, algumas estratégias deterministicas para
variagao do passo foram propostas e analisadas na literatura [12], [14]. Dirk Slock
propde em .[14] -uma estratégia de variaggo do passo também inversamente
proporcional as iteragdes decorridas, .necessitando o ajuste de alguns parametros
de controle. O. autor aplif:ou .a estratégia para controlar o algoritmo LMS

normalizacdo (NLMS), uma variante do LMS, comparando-o0 posteriormente corm o
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algoritmo LMS convencional. Macchi analisou uma técnica muito semelhante em
[12]. | |

;A estratégia de decrescimento progressivo do passo, implementado nas
estruturas descritas, pode aprimorar a convergéncia do algoritmo LMS, mas é
extremamente limitada em ambientes ndo-estacionarios, estagnando a resposta

do filtro as possiveis perturbagdes ocorridas no meio.
1.3.Estratégias Baseadas em Estruturas de Filtragem

Uma estratégia ‘mais eficiente e bastante explorada na literatura
consiste em vincular o passo de cé-léulo a alguma variavel do processo adaptativo
que reflita o ‘estado do aprendizado, 'ajust'ani:}b-se o valor do passo de acordo com
as necessidades correntes da adaptacio [16], [x7], [18], [19]. Além da
flexibilidade no caso estacionario, os algoritmos que empregam tais estratégias
geralmente tornam o algoritmo LMS mais apto a responder a ndo-
esfaciona_ridades, relativos ao caso com passo fixo ou as estratégias
deterministicas, por exemplo.

Mais eficientes e flexiveis, estas estratégias estimam a evolugdo da
figura de mérito utilizada e a mapeiam num valor conveniente para o passo. As
figuras de mérito utilizadas sdo diversas: erro médio quadratico [16], correlagao
entre o erro e o sinal de referéncia [18], auto-correlacdo do erro [17], dentre
outras. As grandezas de ‘interesse 330 estimadas filtrando aproximagdes
instantaneas obtidas diretamente dos dados [16], [17], [18], [19], o que pode ser
* visto como uma aproximacdo da média estatistica. Entretanto, essa abordagem
pressupde, ainda que implicitamente, ergodicidade dos sinais envolvidos, premissa
esta incompativel com a natureza nao-estacionaria do processo adaptativo.
Contudo, mesmo diante de uma estimativa possivelmente pouco precisa, a selecao
apropriada dos parametros de controle intn’nsécos as estruturas podem aprimorar
significativamente’a convergéncia‘do algoritmo LMS.

Shan e Kailath [18] propuseram em 1988 um dos primeiros algoritmos

de controle do passo para operar o algoritmo LMS. O algoritmo gera uma
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seqliéncia de passos determinada p\br éstimgfivas do gradiente do erro, bbtidas
através de uma equagésbx difé:rengasae primeira ordem que filtra uma aproximacao
instantanea do gradiente [18]. A estimativa do gradiente e a seqiiéncia, de passos
subjacente sao reguladas por uma constante de esquecimento, cuja escolha
determina o comportamento gldba[',do élgoritmo LMS [18]. Computacionalmente
simples, é uma estrutura /independente da ordem do filtro estimador (N), mas que
possui um s6 grau de liberdade, a constante de esquecimento. Isso pode limitar a
flexibilidade da seqgiiéncia gerada. |
Publicado em 1992, o algoritmo de controle do passo desenvolvido por
Kwong e Johnston [16] utiliza uma versdo filtrada do erro quadratico instanténeo
para adaptar o passo, resultando numa equagao de diferengas de primeira ordem.
Computacionalmente independente .da ordem do filtro N, trata-se de um algoritmo
simples, com custo computacional adicional irrisorio em relacdo ao caso com passo
fixo. Possui duas constantes de projeto que controlam o comportamento do passo,
em conjunto com o erro quadratico. Uma constante é escothida empiricamente e a
outra é ajustada correspondente%*nente rara atingir o valor de erro médio
quadratico desejado em regime permanrénc:. Com dois graus de liberdade, um a
mais do que o algoritmo proposto em (18], é”'seqijéncia gerada possui bastante
flexibilidade. | .
| Em algumas a‘plif:a’gﬁes, como identificacio de sistemas, a presenca de
ruido de medigéo pode contaminal'-sevé;amente 0 erro de predicao 'quadra'tico
utilizade por Kwong e Johnston para o controle do passo. Criticando a possivel
sensibilidade deste algoritmo ao ruido de medicdo, Aboulnasr e Mayyas
- mantiveram a estrutura de adaptagdo original mas introduziram uma nova figura
de mérito: o quadrado de uma estimativa da autocorrelagdo entre e(n) e e(n-1).
Segundo os éutores, esta ﬁgura de mérito reflete melhor o estado da adaptacdo
na presenca -' de ruido de medicdo Gianco [17]. A autocorrelacdo do erro é
estimada por uma equagdo de diferencas auxiliar de primeira ordem, que ﬁltra a

quantidade instantanea e(n)-e(n-1). Esta estimativa define o critério utilizado

pela equacdo de diferengas principal para adaptar o passo. Simples
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computacionalmente, o algoritmo. modificado também é independente da ordem N
do filtro, possuindo trés constantes de ‘projeto a serem ajustadas. Uma delas
controla a estimativa da autocorrelacao do erro, as outras duas estdo presentes na
expressao de adaptacao do passo, como no algoritmo original proposto em [16].

Seguindo a politica de modificacdes, Okello et al. exploraram uma

-lacuna deixada por Aboulnasr e Mayyas , criando em [19] um algoritmo

apresentado como uma melhbria do trabalho original em [17]. O algoritmo
proposto é dito ser insensivel a ruidos de medigdo correlacionados - uma limitagdo
do algoritmo original - presentes em apiicagéés como cancelamento de eco ou
teleconferéncia. O algofitmd estima o gradiente do erro filtrando os dados
instantaneos, semelhante ao feito por Shan e Kailath e, embora tenha sido
em‘pregado para controlar o passo do algcritmo LMS normalizado, pode facilmente
ser estendido para regular o passo do algoritmo LMS “convencional”.

As estruturas de filtragem discutidas acima sdo potencialmente
eficientes quando bem projetadas. Independentes computacionalmente da ordem
do filtro adaptativo, caracteristica bastante desejavel principalmente em aplicacbes
em témpo real, a principal limitacdo destss estruturas é. a sensibilidade ao
ambiente onde o filtro adaptativo esta inserido, tornando o projeto mais

complicado numa situagdo genérica.
1.4.Estratégias de Busca Automatica

Numa tentativa de contornar a sensibilidade de estruturas existentes,
algumas estratégias adotam: uma abordagem filosoficamente diferente das ja
citadas. Enquanto a maioria dos' algoritmos sdo baseados em técnicas ad hoc ,
- apresentando’  desempenhos bastante infiuenciados por seus parametros
intrinsecos, cuja escolha étima em geral é dependente dos dados [15], algumas
estratégias . pretendem- a otimizacdo do passo a cada iteracdo. Para um dado
desempenho .em regime permanente, elas otimivzariam automaticamente o
comportamento dindmico do algoritmo.

Alguns algoritmos de ajuste da constante de aprendizadc adotam
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0 mesmd principio do algoritmo LMS. Seguindo uma estratégia
gradiente-descendente, evoluem a seqiiéncia de passos guiando-se no sentido
contrario ao gradiente do erro quadrético reiativo ao passo de calculo, atualizando
recursivamente uma estimativa inici‘al para 0 mesmo. A cada iteragdo fornecem,
" em principio, tjm valor conveniente para a coﬁétante de aprendizado [1], [21].

Em [1] é explanado um aIgoritmo_. que segue a abordagem descrita.
Proposto originalmente por BenVenisté et al. [1] e elaborado em Kushner e Yang
[20], constitui um algoritmo relativamente complexo no aspecto computacional,
com equagOes recursivas 'matriciais dependentes da ordem N do filtro e
controladas por um parametro de. aprendizado que determina a taxa de
aprendizado do algoritmo de controle do passo.
| Mathews e Xie analisaram mais detalhadamente o algoritmo proposto
originalmente por Shin e Lee [21]. O algoritmo também segue a abordagem
gradiente-descendente para ajustar o passo, possuindo uma estrutura diferente,
computacionalmente mais simples, mas também dependente da ordem N do filtro.
Conta com uma constante a ser ajustada, que influencia o comportamento global
da seqliéncia gerada.

Outra estrutura que pode ser enquadrada na busca automatica do
passo foi sugerida por Koike em [22]. Abrangendo o algoritmo LMS e outros dele
derivados, tais como os algorl'itrhOS SRA "Sighed Regressor Algorithm" , SSA "Sign-
Sign Algorithm”, o algoritmo LMF (“Least Mean Fourth”) [23], dentre outros [24],
Koike derivou um modelo analitico gue déséré‘ve a sequiéncia de passos otima,
propondc um algoritmo de controle que impiemé'nté numericamente a expressao
analitica, tdo préximo quanto possivel a cada iteragio. A estrutura de controle
emprega acumuladores com perdas, que nada mais sao do que equaces
recursivas de filtragem utilizadas para estimar algumas quantidades necessarias a
operagao do algoritmo ‘propbsto. Relativamente complexo, o algoritmo é
dependente da ordem N do filtro, envolvendo trés equacdes matriciais de
adaptagdo para o caso geral. Apresenta divisdo numa das equacdes e necessita o
ajuste de duas constantes que regulam a evolugdo do passo.
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Embora pretendam o ajuste automatico da constante de adaptagdo, de
uma certa forma independentémente da natureza dos dados, os algoritmos de
busca automatica paradoxalmente tambérn possuem constantes a serem
ajustadas. Estas constantes influenciam o écomportamento da seqUéncia de passos
gerada, embora possivelmente de méneira menos significativa do que as

constantes empregadas nas estratégiaé de filtragem.
1.5.Estratégias Direcionais

No algoritmo LMS, a estrutura da matriz R tem profundo impacto sobre
seu comportamento. Quahdo' o filtro adaptativo é submetido a entradas
correlacionadas, a dispersao d'o; ~autovalores da mafriz R correspondente
influencia subsltanciélmente o comportamento dinamico do algoritmo LMS. Nestes
ambientes, o vetor gradienfe do erro nao aponta, em geral, na direcdo da solucdo
6tima, o que leva o algoritmo LMS a experimentar uma convergéncia de natureza
direcional, descrevendo um caminho pelo dominio da superficie de desempenho
que depende da estrutura da matriz R , da solugdo de Wiener, da inicializacdo e
da seqiiéncia de passos adotada [1], [14].

A direcionalidade da convergéncia do algoritmo LMS sob entradas
correlacionadas é a explicacdo natural para a sua convergéncia relativamente
lenta. Entretanto, a velocidade de convergéncia do LMS é maior em algumas
diregdes e menor em outras. Dependendo da inicializagdo, a adaptacao pode
inclusive ser acelerada pela dispersdo dos autovalores de R [1], [14]. Note-se que
uma escolha displicente da sequéncia de passos nessas circunstancias poderia
deteriorar significativamente a convergéncia do LMS.

Reconhecendo a importancia da direcionalidade do algoritmo LMS para
sinais de referéncia correlacionados, algumas estruturas empregam o gjuste
individual do pésso para cada coeficiente do filtro adaptativo. A utilizacdo de
passos difegehtes para- cada dimensdao do filtro permitiria, teoricamente, ao
algoritmo adabtativo aproveitar as diregbes de convergéncia mais rapida, dadas
pelos autovetores com maiores autovalores associados.
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Um dos trabalhos pioneiros nesse sentido foi proposto em 1986 por
Harris et al. [8], empregando o ajuste individual do passo para cada coeficiente do
filtro. Observando o comportémentb do sinal do gradiente do erro quadratico
instantaneo, cuja alternancia serve como indicativo aproximado de convergéncia,
o algoritmo de controle reduz ou aumenta o passo de acordo com duas constantes
de controle, utilizadas para contar o nimero mudancas consecutivas e 0 nimero
de vezes que o sinal do gradiént_e instantaneo permahece inalterado. Quando o
gradiente em determinada direcdao alterna m, vezes consecutivas seu sinal, o
algoritmo reduz o passo nessa direcao dividindo-o por um fator constante o>1.
Caso o gradiente permaneca por | m; iteracOes consecutivas com seu sinal
inalterado, o algoritmo aumenta o passo nessa diregao, multiplicando-o pelo
mesmo fator o .

E uma estrutura complexa, dependente da ordem N do filtro e
necessitando a observagao individual de cada componente do gradiente, com o
emprego de dois contadores para cada dimens3o do filtro adaptativo, comparados.
a cada iteracdo com as constantes de controle my, e m; para ajustar
individualmente os passos.

Evans et al [15] aprimoraram a analise do algoritmo proposto
previamente por Harris et al [8], descrevendo a evolugdo média e média
quadrétfca do vetor de erro nos coeficientes do filtro, que sdo utilizados para
calcular a evolugdo do erro médio ‘quadratico.

Em [21], Mathews et a/, também comentam a possibilidade de extenséo
do algoritmo de busca automatica poi' eles estudado para ajustar individualmente
o passo de calculo para cada dimensdao do filtro, mencionando uma Iigeiré
suf)eriodade frente a outros algoritmos com a estratégia direcional, o algoritmo
probos;to por Harris et al, inclusive, pafa aplicagcbes multicanais e nac-lineares de
filtros adaptativos. o

Justificaveis, em principio, quando o algoritmo adaptativo opera com
sinais de referéncia correlacionados, nos casos em que se tem ruido branco como
sinal de referéncia (nas aplicagdes de identificacdo de sistemas, por exemplo) o
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algoritmo LMS apresenta uma convergéncia ndo-direcional, com o gradiente
apontando sempre na direcdo.da. solucdo otima - a utilizacdo de .estruturas

direcionais ficaria descaracterizada.
1.6.Logica Difusa no Controle do Passo

Alegando uma natureza supostamente /ingtistica do passo de calculo,
Gan utilizou® /ogica difusa em [25] e [26] para controle da constante de
aprendizado. Com um custo computacional grande, mas independente da ordem
do filtro, o sistema de inferéncia difuso'proposto emprega o erro quadratico
instantdneo e o nimero de iteragbes como hetristicas, controlando a variavel de

saida, o passo de calculo, com uma base de regras légicas simples.
1.7.Avaliacao e Projeto dos Algoritmos

Nas secdes precedentes verifica-se a diversidade existente nas
estratégias para adaptagdo do passo no algoritmo LMS. Com motivacdes e
filosofias diferentes, todas as estruturas poSsuem parédmetros que influenciam o
comportamento global do algoritmo LMS. Estes parametros devem ser ajustados
para que a evolugao do passo confira ao algoritmo adaptativo velocidade de
convergéncia, desajustes pequenos em regime permanente e capacidade de
rastreamento no caso nao-estacionario.
| Apesar do relativo sucesso alcangado em muitas situagbes, pode-se
avaliar e, provavelimente, melhorar o desempenho dos algoritmos de controle do
passo caso se tenha um indicatin do limite de desempenho do algoritmo LMS
evoluindo em passo variavel, observando que a flexibilidade proporcionada pela
- variagdo do passo configura um problema adicional de otimizacio dos pardmetros
intrinsecos dos algoritmos de controle.

A questdo que emerge quando se pensa na utilizagdo de passo variavel
nos algoritmos adaptativos é: qual seqiiéncia de passos deve ser implementada
pelos algoritmos de contrqlepo passo para obter operacdo dtima. A partir de
algumas hipdteses comuns na analise do comportamento-do algoritmo LMS, pode-

"~ ———
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se determinar analiticamente uma seiyﬁénda de passbs dtima que leve o algoritmo
LMS ao melhor desempenho possivel num ambiente estacionario, formalizando a
sua adaptacdo em passo variavel. A geracdo da sequéncia otima a partir do
modelo analitico também foi abordada por Gardner em 1983 [9] e Koike em 1999
[22].

O resultado analitico derivado é de extrema importancia. Porém, é
negligenciado na maioria dos trabalhos pub,licados [16], [17], [21], [25], [26],
[27], onde muitas vezes os algoritmos sdo justificados ou testados
comparativarhente com outros algori_tmos; baseando-se em resultados de
simulagdo. Isto pode levar, e realmente leva, a conclusdes equivocadas acerca dos
algoritmos e seus respectivos desempenhos, como se demonstra no Capitulo 4
deste trabalho. |

_ A evolucdo 6tima do erro médio quadratico e a seqiiéncia de passos
étima correspondente seriam suficientes para avaliar os algoritmos de passo
variavel. No entanto, observar o impacto da seqiiéncia de passos geréda pelos
algoritm'os de controle sobre o comportainento do erro médio quadratico nem
sempre é uma tarefa trivial, quando realizada segaradamente nas curvas do erro e
do passo em fungao do riimero de itéragﬁes.

As informagbes do erro médio quadratico, do passo de calculo e do
nimero de iteracdes podem ser combinadas numa U(nica curva no espaco,
caracterizando a evolucdo em passo varidvel de forma mais completa. Por outro
lado, a visualizagdo de curvas no espaco tridimensional é dificil, conferindo pouco
valor a representagao espacial. Embora ndo seja de grande valia, a priori, a
trajetoria no espago pode ser representadz num lugar geométrico até entdo
inexplorado, o qual foi denominado plaio de aprendizado, onde o numero de
iteracdes n é um pardmetro implicito. As trajetdrias implicitas em n  retinem
informag0es simultineas do passo de calculo e do erro médio quadratico, o que
permite avaliar a evolugdo dos aigoritmos de passo varidvel de forma mais
completa e compacta. O que antes era feito em curvas separadas, avaliando a
evolugdo do passo e do erro em fungdo do nimero de iteragbes, pode ser feito
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conjuntamente no plano de aprendizado, comparando as trajetdrias descritas com
a trajetoria 6tima, obtida a partir da evolugdo Gtima do algoritmo LMS.

L Partindo de algumas hipdteses -simplificadoras comuns «a literatura,
pode-se gerar modelos analiticos que permitem obter as trajetdrias de algoritmos
de passo variavel no lugar geométrico descrito. Estes modelos, em conjunto com o
resultado analitico 6timo derivado, constituem wma metodologia de avaliagdo e
projeto de algoritmos de passo variavel,

A avaliagdo dos algoritmos é sempre possivel com a metodologia
derivada." Contu&lo, a representagao dos algoritmos pela maneira proposta no
decorrer do trabalho exige informagoes acerca do ambiente adaptativo que nao
Sao conhecida‘s a priori. 1sso restringe o projeto dos algoritmos de controle do
passo e de seus pardmetros a casos onde o sinal de referéncia é ruido branco,
como explanado no Capitulo 4. Conio este é o caso de problemas de identiﬁcagéo
de sistemas, comuns em inUmeras aplicagbes, a técnica de projeto proposta
encontra larga aplicabilidade. . |

Deécreve-se a seguir a organizacao gerai do trabalho, explanando
sucintamente os assuntos abordados em cada capitulo.

1.8.Estrutura do ATrébtho

No Capitulo 2 formula-se o problema da filtragem 6tima, utilizando
filtros transversais lineares e derivando a solugdo Gtima de Wiener. Apresenta-se o
algoritmo LMS como um algoritmo simples e robusto para operagio de filtros
adaptativos, fazendo-se uma breve revisdo de alguns resultados importantes como
estabilidade, desajuste em regime, etc. . Originalmente proposto com passo fixo,
motiva-se a operagdio do algoritmo LMS em passo variavel, aprimorando seu
desempenho global. Descreve-se rapidamente também algumas estruturas de
adaptacio do passo, ressaltando a necessidade de critérios para analisar a
evolugao dos algori'tmos de passo variavel.

"0 ponto de partida do Capitulo 3 é a busca de resultados analiticos que
fornecam indicativos absolutos de desempenho do algoritmo LMS evoluindo com

A - —
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passo variavel, o que é obtido com o modelo analitico do erro médio quadrético: a
evolugdo 6tima do algoritmo LMS operando com passo variavel. De posse do
resultado analitico 6timo desenvolve-se uma metodologia de avaliacdo e projeto
de algoritmos de passo variavel, onde a evolugdo dos mesmos é caracterizada por
trajetdrias num lugar geométrico até entdo inexplorado, o plano de aprendizado.
As trajetorias sdo implicitas em n , permitindo observar informacBes simultdneas
do passo de calculo e do erro médfo QUadfgtiCO. A avaliacdo da convergéncia-
antes feita em curvas separadas, na curva de aprendizado e na seqiiéncia de
passos, pode ser feita 'co_”mparando" uma unica trajetoria com a trajetdria 6tima no
plano de aprendizado. |

A metodologia de avaliagdo e projeto de algoritmos de passo variavel
desenvolvida é explorada no Capitulo 4, no qual se projeta e avalia alguns
algoritmos da literatura, mostrando a importancia de resultados analiticos numa
area dominada muitas vezes por resultados de simulacdo. Fruto da teoria
desenvolvivda no Capitulo 3, derivou-se um novo resultado para otimizacdo da
velocidade de convergéncia em passo fixo. Além de levar a uma convergéncia
mais répida, o novo resultado fornece erros em regime permanente menores que
os resultados classicos. Compara-se também duas filosofias diferentes, a corre¢éo
da dinadmica de algumas estruturas frente a otimizacdo "automatica", realizada
pelas estruturas de busca 6tima do passo, revelando vantagens das estruturas de
filtragem quando’ projetada§ de acordo com a metodologia proposta, mesmo em
ambientes sujeitos a certos tipos de n3o-estacionaridades.

Finalmente, no dltimo cap;’tuld do trabalho relne-se os principais
“resultados’ ‘désenvolvidbs, derivandd c‘ondaﬁﬁes importantes e tecendo-se
‘comentarios sobre a abrangéncia da metodologia desenvolvida, bem como

motivagoes para trabalhos futuros.




O Algoritmo LMS

2.1.Introducao

Desenvolvido na Universidade de Stanford, na California, por Bernard
Widrow e M. E. Hoff Jr. em 1959, o. algoritmo LMS representa o mais
importante algoritmo adaptativo utilizado atualmente. Baseado na estimacao
instantanea do gradiente, assemelha-se ao método do gradiente-descendente,
evoluindo estocasticamente em direcdo ao ponto de erro minimo da superficie
de desempenho.

No contexto da solugao adeptativa o algoritmo do gradiente
estocastico, como também € conhecido o LMS, apresenta-se como um
algoritmo robusto, eficiente e principalmente simples, revelando uma vocagdao
natural para diversas aplicacdes em processamento de sinais.

De convergéncia relativamente lenta quando implementado com passo
fixo, o algoritmo LMS pode ter seu desempenho otimizado quando se utiliza
passo variavel, mediante uma escolha apropriada da seqiiéncia de passos de
calculo empregada. !' |

Neste capitulo formaliza-se estatisticamente o problema de otimizacdo
da filtragem, mostrando a solugao adaptativa como uma alternativa vantajosa
frenté ao filtro classico fixo, especialmente para aplicagbes em tempo real.
Entre a velocidade de convergéncia e o desajuste pequeno em regime
permanente, justi_ﬁca-se o uso de passo variavel, resgatando uma flexibilidade
" originalmente presente nos -algoritmcs do gradiente estocéstico, mas muitas

vezes negligenciada 'no caso do algoritmo LMS [14].
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2.2. Filtragem Otima de Wiener

Certa vez, Norbert Wlener (1894 1964) previu que chegaria o dia em
que os engenheiros descobrmam uma nova abordagem para a engenharia de
comunicagdes que €& primariamente estatistica” [4]. O pressagio se cumpriu: do
trabalho pioneiro do brilhante matematico nasceram algumas das principais idéias
que permeiam as areas de processamento de sinais, telecomunlcagoes e teoria de
controle. Um problema classico que se. manifesta nestas areas, e que encontra
uma solugdo possivel na teoria de filtragem étima de Wiener, é a estimacdo de um
sinal que somente pode ser observado na presenca de ruido aditivo.

Através de uma estrutura de filtragem apropriada € possivel estimar o
sinal desejado, apresentando ao filtro estimador observacdes de outro sinal
tomado como referéncia, que deve ser correlacionado com o sinal que se deseja
estimar. A idéia basica é projetar o filtro de maneira a produzir a melhor
estimativa possivel do sinal desejado, constituindo um problema de otimizagdo.

A formulagdo matematica do problema envolve a definicdo de uma
fungdo de desempenho, dependente das propriedades estatisticas do sinal de
interesse, do sinal de referéncia e do ruido. A estrutura de filtragem empregada

também inﬂue}lcia sobremaneira a abordagam do problema. Freqgilientemente
restringe-se a estrutura escolhida, visando a tratabilidade matematica e outras
consideracdes de ordem pratica. As premissas adotadas para a formulagio do
problema sao [1]:

1. A estrutura de fi /tragem e //near o gue determ/na filtros mais simples e
facilita a analise matematica;

2. O filtro opera em tempo dlscreLo, permitindo sua /mp/ementagao em
processadores digitais;

3. A resposta ao impulso do filiro bassui duragdo finita (FIR — “Finite
Impulse Response”), gerando uma éstrutura intrinsecamente estivei e
facilitando a otimizago. '

A Figura 2.1 retrata o problema da filtragem 6tima.

Uma estrutura que apresenta as caracteristicas citadas é a estrutura
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transversal, bastante empregada em aplicagdes que exigem operacao em tempo

real.
Coeficientes do Filtroe . Condigbes no
Amostras da Entrada Tempo n
Sinal de Referéncia Ectimativa Dessigg' o
x(0), x(1), x(2), x(3)... | Filtro Linear v(n) g’(i; )
> Tempo-Discreto _>c\;<
Wo, Wi, W,... \1/ +
' : en)

Erro de

Estimacdo

Fig. 2.1 - Formulagdo do'Problema da Filtragem Otima

A estrutura FIR transversal fornece uma estimativa y(n) do sinal
desejado d(n), dada pelav combinagao linear das observacdes do sinal de referéncia
x(n) em instantes de tempo passados. A ponderacdo é feita pelo conjunto de

coeficientes wy que definem a resposta ao impulso do filtro:

N-1 l'
y(n) = Ewkx(rz ~k) (2.1a)
k=0
A expressdo (2.1a) é muitas vezes representada na forma matricial:

y(n) = WX () = XTm)w (2.1b)

Na expressdo (2.1b) o vetor de entradas X(n) representa o conjunto de

amostras apresentadas ao filtro no instante n :

Xm)=[x(n),x(n-1),x(n-2), -, x(a=N+DJ" (2.2)

e o vetor W contém as amostras da resposta ao impulso do filtro:

W=[w;,,w1, e Wy 1T (2.3)
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Ay

x(n-N+1)

x(n) x(n-N+2)

Fig. 2.2-0 filtro FIR transversal e a estimagdo do sinal desejado

Inerente a estimativa oferecida palo filtro ha um erro de estimagdo e(n),
definido como a diferenca entre a resposta do filtro y(x) e o sinal desejado d(n). A
Figura 2.2 detalha a estrutura do filtro FIR transversal. Desta figura e da equagi?i._b
(2.1b) tem-se: :

e(n) =d(n)-y(n) (2.49)

-

e(n) = d(n)— W™ X(n) (2.4b)

Na abordagem estatistica da filtragem 6tima, o sinal de referéncia x(n)

do filtro e o sinal desejado d(n) sdao assumidos como realizagdes simples de

processos estocasticos. Procura-se entdo ajustar o conjunto de coeficientes do

filtro de forma a minimizar o erro de estimacdo ¢(n) em algum sentido estatistico
[1].

O critério éstatl'stico utilizado na teoriz de Wiener é a minimizacao do

valor médio quadratico do erro de estimacdo, definindo a fungao objetivo a ser

otimjzada [1], [2]. A formulagdo estatistica do problema da fi Itragem de Wiener
pode entdo ser resumida como [1]: ' a

“Projetar um fiitro linear em tempo-discreto cuja saida y(n) fornece
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uma estimativa de uma resposta desejada d(n) , dado um conjunto de amostras
da entrada x(0), x(1), x(2), ..., tal qué o valor médio quadrdtico do erro de
estimacdo e(n) , definido como a diferenca entre a estimativa fornecida pelo filtro e

a resposta desejada, seja minimizado.”

Elevando (2.4b) ac ojuadrado obtém-se o erro de estimagdo quadratico:

e?(m)=d*m)+ W XX (n) W-2WTdn)X(n) (2.5)

Assumindo que os sinais d(n) e x(n) sao estacionarios e considerando o
vetor de coeficientes W fixo [3], [6] o valor esperado de (2.5) gera a funcao de

desempenho:

EW)=E[e’(n)]=062 + WTEX(n) X" (n)]W -2 WTE[d(n) X(n)] (2.6a)

EW)=03+W'R W-2W'P (2.6b)
com:
R =E[X(n) X" (n)] (2.7)
e.
. P:E[d(n)X(nj] | (2.8)

As expressoes (2.7) e (2.8) representam, respectivamente, a matriz de
autocorrelacao do vetor de entradas e o vetor de correlagdo cruzada entre o sinal
desejado e o vetor de entradas.

Resultante das restrigdes feitas sobre a estrutura de filtragem e do
critério estatistico empregado na formulagdo do problema, a expressdao (2.6b) ¢
claramente quadratica em ‘W , expressando a funcdo custo a ser minimizada.
Também denominada na literatura como superficie de desempenho, trata-se de
um hiperparaboldide, possuindo um dnico ponto de minimo.

Em se tratando de uma superficie uhimodal (2.6b), o gradiente nulo é
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condicdo necessaria e suficiente para determinar o conjunto 6timo de coeficientes,
o qual corresponde ao ponto de minimo da fungdo. Denominando W, o vetor

otimo, tem-se entdo
VE(W
S0 I (2.9)
w=W,
Da expressao (2.6b) determina-se o gradiente do erro médio
quadratico:
VE(W)= %W—) =2RW - 2P (2.10)

A aplicagao da condigdo (2.9) na expressao do gradiente em (2.10)
conduz a um importante resultado analitico conhecido como equacio de
Wiener-Hopf (1], [3], [4), [5]:

RV/, =P (2.11)

Assumindo que a matriz R € ndo-singular, o vetor dtimo dos

coeficientes W, pode ser obtido da equacao (2.11) :
W =RP | (2.12)

A expressdo (2.12) é conhecida na literatura como Solucdo de Wiener,
fornecendo o maximo desempenho alcancavel por uma estrutura de filtragem
transversal linear com resposta ao impulso finita. O filtro projetado segundo tais

coeficientes leva o0 mesmo nome - fiftro de Wiener.

Substituindo_ (2.12) na_expressao (2.6b), apds algum algebrismo,
obtém-se o erro médio quadratico minimo alcangavel por um filtro de Wiener [3]:
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E i = 04 ~P'R7'P (2.13)

Embora analiticamente simples e elegante, a solugdo de Wiener ndo é
facilmente implementavel na forma da expressdo (2.12), mas define os objetivos
de uma abordagem alternativa para o problema da filtragem: a estratégia

adaptativa.
2.3.A Solucao Adaptativa

Pressupondo a existéncia de informacOes estatisticas acerca dos sinais,
a expressao (2.12) permite projetar o filtro FIR transversal de maneira otima e
num unico passo, um sonho do ponto de vista analitico. Entretanto, a natureza de
uma implementacdo pratica inviabiliza a otimizagdo do filtro por tal expressdo - a
extragdo em tempo real das caracteristicas estatisticas dos sinais envolvidos é
inviavel do ponto de viSta operacional. O que era formalizado sucintamente,
torna-se uma problema de implementagac i3ata operagbes em tempo real.

A dificuldade pode ser contornada  uiilizando-se estratégias' de
otimizacdo adaptativas. Em torno do filtro € estruturado um algoritmo que retira
informacdes disponiveis dos 'sinais e realiza a otimizacdo iterativamente. O vetor

de coeficientes do filtro é atualizado recursivamente, visando a solugdo étima:

W = W(n) (2.14)

| As eétruturas de filtragem implenﬁéﬁtéd;;- desta fdfﬁﬂa dendminam~se
filtros adaptativos, possuindo algumas peculiaridades [3] :
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e S30 auto-otimizdveis, adaptam-se automaticamente face as variacdes
estatisticas dos sinais, o que sugere capacidade de rastreamento em ambientes
négo-estacionarios;

» Podem extrapolar um modo de comportamento e tratar novas situagoes apos
um treinamento re/ativamehte simples, com Um numero finito e
freqtientemente pequeno de sinais ou padrdes de treinamento.

e Embora usualmente mais comp/éxos e dificeis de analisar, podem aumentar
substancialmente o desempenho do sistema quando as caracteristicas do sinal
de entrada sdo desconhecidas ou variantes no tempo.

O sucesso da otimizacao adaptativa, contudo, depende do ambiente
onde o filtro esta inserido e dos algoritmos de controle da adaptagao.

Com as premissas de iinearidade e resposta ao impulso de duragdo
finita, a geometria da superficie de desempenho correspondente confere uma
propriedade singular a solugdo 6tima W,: € o dnico ponto do dominio cujo vetor
gradiente € nulo. Em qualquer outro ponto W do dominio o gradiente é ndo-nulo
e determina a direcdo e sentidc de maximo aumento da fungdo naquele
ponto [10]. Essa probriedade, utilizada em (2.9) para determinagao da solugdo
otima, pode ser aproveitada numa estratégia de otimizagdao adaptativa.

~ Considerando a necessidade e a suficiéncia da expressdo (2.9), buscar a
solucdo Stima na superficie de desempenho reflete-se em atingir o ponto de
gradiente nuld.-Isso leva muitos algoritmos a percorrerem o dominio da superficie
de desempenho guiando-se no sentido contrério ao gradiente da fungdo [3].

Um dos mais antigos métodos de otimizagio, o método do
gradiente-descendente, utiliza o gradiente da superficie de desempenho para
atualizar incrementalmente um conjunto arbitrario inicial de coeficientes W(0). A

equagao recursiva que descreve 0 processo é:

W(@n+1)= W) +4p[-VE®)] (2.15)
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O conjunto inicial de coeficientes W(0) geralmente é escolhido como o
vetor nulo, a menos que se possué algum conhecimento prévio a respeito da
solucdo otima.

O parametro y. é uma constante real positiva e controla a atualizacio
incremental a que os coeficientes sao subrhetidos na iteragdo n . Substituindo

(2.10) em (2.15), chega-se ao método do gfawente-descendente.'

- w(n+1)::f=' W‘(n)-.t:ﬁt[P—RW(n)] (2.16)

Além de herdar as caracteristicas dos sistemas adaptativos, pode ser
demonstrado [1] que o algoritmo do gradiente-descendente converge para a
soIUgéo de Wiener com uma escolha apropriada da constante de adaptacgdo p .
Contudo, a equacao (2.16) ainda pressupSe informacdes estatisticas dos sinais
nem sempre conhecidas, ou nao facilmente estimaveis dos dados, redundando na
mesma problematica da solugao de Wiener em (2.12).

Uma solugdo possivel para o impasse € estimar o gradiente dos dados,
utilizando tal estimativa ’\ para guiar a adaptacdo. O método do |
gradiente-descendente, de natureza deterministica, inspira a implementacdo de

sua versao estocastica, utilizado em diversas aplicacdes — o algoritmo LMS,
2.4.0 Algoritmo LMS passo Fixo

Um dos mais simples e difundidos algoritmos em processamento
adaptativo de sinais, baseado na estimativa do gradiente, é o algoritmo LMS. Do
inglés “Least-Mean-Square”, o algoritmo LMS faz parte da familia de métodos do
gradiente estocastico, utilizando uma estimat‘i{?a_ do gradiente a partir de valores
instantaneos dos dados para procecier a adaptégéo dos coeficientes do filtro. A
Figura 2.3 ilustra a situagdo. - -

O ponto de partida para a derivagao do algoritmo LMS é a utilizacdo do

erro. quadratico instantdneo como uma estimativa do erro médio quadratico:

Efe® (n)] = ¢* (n) (2.17)
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A aproximacdo feita no valor esperado do erro quadrético leva a uma
simplificacdo substancial do ponto de vista computacionai, traduzindo-se numa
estimativa do gradiente extremamente simples e facilmente obtida dos dados:

de’(n)

V&) = W —2e(n) X(n) (2.18)

X Substituindo-se a aproximagao do gradiente (2.18) na expressdo (2.15)
deriva-se a equagdo de adaptagdo do algoritmo LMS, seguindo 0 mesmo principio
do algoritmo do gradiente-descendente — atualizar um conjunto inicial arbitrario

de coeficientes guiando-se no sentido contrario ao gradiente estimado dos dados:

W (n+1) = W(n)+1u[-VE®)] (2.19)

W(n+1)=W(n)+pen)X(n) - (2.20)

Em se tratando de um algoritmo adaptativo que estima o gradiente
diretamente dos dados instantdneos, € crucial que a estimativa seja
n3o-polarizada no sentido médio estatistico. Assim, assumindo X(n) e W(n)
independentes  [1], [3]... e efetuando-se o valor ésperado da
expressao (2.18), tem-se:

B[V (n)] = —2 Ble(mX(m)] = -2 BidmX(m) - X@XT W) (2.21a)

E[VE(n)] = 2RW(n)— 2P (2.21b)

Comparando-se (2.21b) com {2.10) resulta:

E[VE(n)] = VE(n) (2.22)

Conclui-se entdao que a estimativa do gradiente utilizada pelo LMS é
ndo-polarizada no sentido médio estatistico. podendo ser considerada como a
. composicao do gradiente verdadeiro é de uma parcela ruidosa aditiva [3]. Pode-se
entdo conceber o algoritmo LMS como uma implementagéo ruidosa do algoritmo

do gradiente-descendente [6], o que leva muitos autores a denomina-lo
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alternativamente como algoritmo do gradiente estocdstico [1], [9], [14].

x(n)
L 4

A
=
g

LMS

Y

Fig. 2.2 - O algoritmo LMS

2.5. Estabilidade e Desempenho do Algoritmo LMS

com Passo Fixo'

O objetivo dos algoritmes de aprendizado € conduzir os filtros
adaptativos transversais lineares iterativamente a solugdo de Wiener.
Caracteristicas como estabilidade, velocidade de convergéncia e desempenho em
regime permanente constituem idiossincrasias dos algoritmos.

' Semelhante ao algoritmo do gradiente-descendente, o aigoritmo LMS
também possui uma constante real positiva u que controla a atualizacdo dos
coeficientes e determina seu combortamento durante a evolucdo do processo
adaptativo.

Substituindo a equacgao (2.4b) em (2.20) explicita-se uma caracteristica

importante do algoritmo do gradiente estocastico:

W(n+1) =[1-pX@m)X " (n)] W(n) +p dm)X(n) (2.23)

O termo [I-pXn)XT(m)] em (2.23) representa uma malha de
realimentacao em torno da estrutura adaptativa, o que certamente determina

restricoes sobre a estabilidade do sistema. Ainda que construido em torno de uma
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estrutura estavel por definicdo (o filtro FIR), o algoritmo LMS ndo possui sua
convergéncia assegurada a prior, séridd necessario atuar sobre o fator
[I-p X)X (n)].

Uma vez que, em principio, ndo se tem controle sobre o vetor de
entradas X(n), as restricbes de estabilidade ditadas pela realimentagéo irao incidir
sobre o passo de calculo, que deve ser escolhido adequadamente, dado o critério
de convergéncia utilizado.

Na literatura [1], [3], [5], [12], a andlise estatistica da convergéncia do
algoritmo LMS é geralmente feita sobre o vetor de erro nos coeficientes, definido

como:

V) =W(n)-W, ‘ | (2.24)

De acordo com a definicdo (2.24) , a convergéncia do filtro adaptativo
para a solugdo de Wiener se traduz na convergéncia do vetor de erro nos
coeficientes para o vetor nulo. Para analisar o comportamento do algoritmo LMS
com a deﬁnigéo proposta, escreve-se a sua equacio de adaptacio em funcdo do
vetor de erro nos coeficientes, aplicando (2.24) e (2.4b) em (2.20) e considerando

que d(n)=X"(n)W,:

Vn+D)=[I-pXm) X" @)]V(n) (2.25)

Assumindo a independéncia estatistica entre X(n) e V(n) e efetuando o
valor esperaao da equacao recursiva (2.25), revela-se o seu comportamento

médio e a influéncia exercida pela estatistica do sinal de referéncia do filtro:

E[V(n+D]=[I-uRIE[V(n)] (2.26)

A equacdo (2.26) mostra que é possivel controlar a evolucio média dos

coeficientes atuando sobre o valor do passo de célculo, e assim garantindo a
convergéncia segundo o critério adotado:

lim E[V(n)]1=[0] (2.27)

n—oeo




Capitulo 2 — O Algoritmo LMS 31

A convergéncia da expressao (2.27) se reflete nos coeficientes do filtro
adaptativo. Se o valor médio de V(n) em (2.27) tende ao vetor nulo, entdo, de
(2.24), a solugdo obtida com o algoritmo LMS é ndo-polarizada no sentido médio
dos coeficientes: i

lim ElW () =W, (2.28)

n—oo

Embora revele a influéncia da matriz de autocorrelagdo R na evolugdo
do algoritmo LMS, a expressao (2.26) ndo permite analisar claramente as
condicGes necessarias a convergéncia. A evolucao do processo repousa sobre a
natureza da matriz R, que pode ser decomposta apropriadamente de forma a

explicitar a sua estrutura de autovalores e autovetores [4]:

R=QAQ" (2.29)
onde Q é a matriz de autovetores de R e A=diag[A, A, A, Ay,] @ matriz

diagonal dos autovalores A; correspondente.
Pré-multiplicando (2.26) por Q' e utilizando a relacdo (2.29),
desacopla-se a equagdao matricial (2.26) em N modos independentes, permitindo

concluir mais facilmente sobre a convergéncia dos coeficientes do filtro adaptativo:

R

E[V'(n+D}=[1-p AJE[V'(n)] (2.30)

onde V'(n)=Q"V(n).
Para garantir a estabilidade no sentido médio dos coeficientes,

nitidamente todos os modos na expressao (2.30) devem satisfazer a condicdo
Col-pAg|<l 5 i=0,1,..,N-1 (2.31)

O caso critico em (2.31) é dado pelo autovalor de maior magnitude,
ditando a condicdo necessdria e suficiente para convergéncia do algoritmo LMS no

sentido médio dos coeficientes:
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O<p< }»2 (2.32)

max

Escolhendo o passo de acordo com (2.32) garante-se a convergéncia do
algoritmo LMS para a solugiio de Wiener no sentido médio estatistico. Todavia,
esse critério de convergéncia ndo é suficiente em situacGes praticas [1], j& que
nao garante a /imitagcdo das flutuagdes dos coeficientes em torno da média.

Um critério que exerce limites sobre a disperséo das variaveis aleatdrias
do sistema, ja utilizado na Segdo 2.2 do presente capitulo, € o critério médio
quadrético. A convergéncia da- “véiiéncia dos coeficientes ou do erro médio
quadratico exige limites mais restritivos em u . Horowitz e Senne determinaram

uma condigdo necessaria e suficiente para-singis gaussiznos [6]:

G<pc< (2.33)

3\

max

A derivagdo da condigdo (2.33) é laboriosa e n3o sera feita aqui,
mostrando-se apenas o resultado. A dedugdo pode ser encontrada
~ detalhadamente em [6]. Uma aproximacdo conservativa da expressao (2.33)

consiste em substituir o autovalor A___ peio traco da matriz R, chegando ao

nax

resultado derivado em [11]:

O<p< (2.39)

3Tr[R]

Além da estabilidade, o comportamento dos algoritmos durante a
convergéncia e o desempenho em regime permanente sdo caracteristicas
fundamentais, inﬂuenciando na escolha do algoritmo a ser utilizado no
aprendizado dos filtros adaptativos. _

Embora seja simples, robusto; eficiente e estavel do ponto de vista
numeérico [12], o algoritmo LMS apresenta em regime: permanente um erro médio
quadratico major do que o erro minimo dadd pela solucdo de Wiener. E o preco a
ser pago pela aproximagao feita no gradiente [1]. O erro em excesso reIativb ao
erro - minimo € um indicativo de desempznho do algoritmo LMS, dado pela




et

Biblioteca Universitaria

Capitulo 2"4'0A/gofil7no LMS Lo O 394 R Z- 4 33

diferenca entre o erro médio quadratico e o nivel minimo de erro médio quadratico

correspondente a solugdo de Wiener:

£ (@) =E(m) - ;. (2.35)

Os erros médio quadratico em excesso e médio quadratico minimo sdo
utilizados na definicdao de um critério muito empregado na avaliacdo da qualidade
da estimagéo’ de filtros adaptativos em regime permanente. Constituindo uma
medida do qudo préximo o LMS encontra-se do ponto otimo no sentido médio
quadratico do erro (11, {71, o desajuéte ¢ definido como: |

(2.36)

Em se tratando do algoritmo L'MS, o desajuste esta intimamente ligado
a escolha feita sobre o passo de calculo. Para passos suficientemente pequenos, o
desajuste é dado por [1], [3], [7], [28]:

M = g‘— “Tr[R] (2.37)

onde Tr[R] € o trago da matfiz R.

A expressao (2.37) ilustfa a influéncia do paéso no desempenhb do
algoritmo LMS em regime permanente. Passos pequenos minimizam o efeito do
ruido presente na estimagado . instantanea do gradiente, reduzindo o desajuste.

Durante o periodo transitorio o comportamento do algoritmo LMS
também sofre influéncia do passo. Isso pode ser inferido das expressdes (2.20) e
(2.23);, nas quais verifica-se ‘que 0- passo controla 0 ajuste incremental dos
coeficientes. Grosseiramente, passos grandes levam a ajustes maiores a cada
iteracdo, portanto a velocidades de convergéncia maiores.

Essa é a limitagdo do aigoritmo LMS operando em passo fixo: existe
uma solugdo de compromisso entre o desajuste em regime permanente e a
velocidade de convergéncia. no que diz respeito a escolha do passo [15]. Ou
+ otimiza-se o regime permanente em detrimento do regime transitério, ou abre-se
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i ]

mao do desajuste em prol da velocidade de convergéncia.

Porém, as exigéncias da adaptacdo no que concerne a escolha do passo
ocorrem em estagios diferentes do aprendizado do filtro. As restricdes impostas
pela operagao em passo fixo podem ser relaxadas quando se utiliza passos
distintos em diferentes periodos da adaptacao — é a operacdo em passo variavel,

2.6. O Algoritmo LMS Operando com Passo Variavel

Unico pardmetro de projeto no algoritmo LMS convencional, o passo de
calculo fixo limita seu desempenho. Esta € a principal motivacdo para operacdo do
LMS em passo variavel, cohferihdo ao algoritmo uma flexibilidade antes
inexistente. ‘A equacao de adaptagéo ‘d_c:r',algoritmo LMS com passo variavel

apresenta uma variavel adicional:

Wh+3)=W(@n)+pm)e@n)X(n) (2.38)

Heuristicamente falando, inicia-se a adaptacdo com passos grandes,
propdrcionando velocidade de convergéncia, como sugerem as expressoes (2.20)
e (2.23). Com a proximidade do regime permanente, diminui-se gradativamente o
passo, reduzindo o desajuste como indica a expressao (2.37).

No caso estacionario, a operagdo em passo variavel permite ao LMS
atingir um dado desajuste de projeto em menos iteracoes frente a implementacdo
classica com’passo fixo, otimizando a dindmica do processo. A variacao do passo
também conduz a melhores desempenhos quando as especificacbes de projeto
limitam o nimero maximo de iteragOes, permitindo atingir um desajuste menor no
final das iteragdes disponiveis.

Em ambientes ndo-estacionarios, os algoritmos de passo variavel
também podem ser mais eficientes no rastreamento da solucdo Stima quando
comparados a adaptacao em passo fixo [15].

A flexibilidade oferecida pela variagdo do passo, entretanto, exige o
emprego de um algoritmo especifico para a atualizacdo de u(n) em (2.38),

adequando 0 passo ao estado corrente da adaptacdo. Varios algoritmos para
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adaptagdo do passo baseados no LMS foram propostos na literatura [16], [17],
[18], [19], [20], [21], [22], [25], [26], [27], dentre outros. O controle do passo
geralmente é feito tomando alguma varidvel do processo adaptativo como
referéncia para a implementacdo da -politica. descrita: diminuir gradativamente o
passo com o avango do processo adaptativo.

Contudo, a opgao pelo emprego de passo variavel introduz novos
parametros que influenciam o comportamento do algoritmo. Cada estratégia de
adaptagao do passo altera de forma diferente o desempenho global do algoritmo
em termos de estabilidade, velocidade de convergéncia, desajuste e, no caso de
sinais ndo-estacionarios, capacidade de rastreamento. |

Os passos gerados pelos algoritmos de controle geralmente possuem
natureza estocastica, em principio podendo assumir quaisquer valores. A primeira
medida a ser tomada entdo, é garantir & estabilidade, mantendo o passo dentro
de um intervalo estavel. Pode-se utilizar as expressdes (2.32), (2.33), ou (2.34)
para orientar a escolha do intervalo. No Capitulo 4 demonstra-se que além da
estabilidede, a otimizagao da velocidade de convergéncia também impde um limite
superior para o passo, em geral distinto daqueles em (2.32), (2.33), cu(2.34).

Rastreamento no caso nado-citacionaric e desajuste em regime
permanente sdo caracteristicas comiprometidas pelo valor inferior do passo [7],
[16], [17]. Embora possam minimizar ¢onsideravelmente o desajuste em
ambientes estacionarios, passos muito-peqUEIibs limitam a capacidade de reacao
do algoritmo adaptativo as ri1udanga’s nas caracteristicas estatisticas dos sinais no
caso nao-estaciondrio. A expressao (2.37) ou bs resultados derivados em [1], [7]
podem ser utilizados para orientar essa escolha. Caso haja necessidade,
expressdes mais precisés para o desajuste no caso estacionario sdo fornecidas no
Capl'tulb 3. '

Agrupando os limites inferior e superior do passo constitui-se o intervalo
de truncagem, presente na implementacdao de todos os algoritmos de passo

variavel:
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() € [Hpaslog] V0 (2.39)

A operagao ao passo dentro do intervalo dado por (2.39) garante ao
LMS algumas das caracteristicas esperadas de um algoritmo adaptativo, como
estabilidade e convergéncia para a solucdo de Wiener. No entanto, ndo assegura
um bomrdese'mpenho dinamico, deixando em aberto a seqiiéncia de passos que
deve ser »gerada para otimizar a convergéncia do algoritmo LMS. O emprego de
uma seqléncia adequada ao contexto de adaptagdo pode melhorar
significativamente o desempenho global do algoritmo [14], [15], [22].

2.7.Algumas Estratégias de Adaptacdo com Passo
Variavel. "

Com estruturas e motivagoes diversas, muitos algoritmos adaptativos
de passo variavel foram 4propostos na literatura. Alguns serao abordados neste
trabalho e sdo descritos sucintamente a seqguir.

| Publicado em 1992, o algoritmo desenvolvido por Kwong e Johnston
[16] utiliza uma versao filtrada do erro quadratico instantaneo para adaptar o
passo, resultando numa estrutura de atualizacao recursiva. Trata-se de um
algoritmo simples, com custo computacional adicional baixo e independente da
ordem do filtro adaptativo, em relagdo ao caso com passo fixo. Possui dois graus
de liberdade de projeto. Uma constante é escolhida empiricamente, a outra é
ajustada de acordo para atingir o desajuste desejado em regime permanente.

- A suposta sensibilidade ao ruido do algoritmo desenvolvido por Kwong
e Johnston inspirou Aboulnasr e Mayyas [17] a modificarem a estrutura original
daquele élgofitmo, introduzindo uma nova figura de mérito na equacao de
adaptacao do passo. Utilizando uma estimativa da autocorrelagdo do erro, obtida
por uma equagao diferenga"é‘auxiliar que filira a quantidade e(n)-e(n-1), 0s autores
afirmam ter diminuido a influéncia do ruido de medicdo aditivo, onipresente em
-situagOes praticas. Entretanto, o que em principio tornaria o algoritmo vantajoso -
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na presenga de ruido, em algumas situagdes ndo proporciona a superioridade
descrita em [17] frente ao algoritmo original proposto em [16], conforme serd
mostrado no Capitulo 4. Simples computacionalmente, também ¢ independente da
ordem do filtro, possuindo' um grau de liberdade a mais do que o algoritmo
original em [16], perfazendo trés constantes de projeto.

Algumas estratégias determinfsti_cas para variagao do passo foram
propostas e - analisadas na literatura [12]; [14]. Seguindo a abordagem
originalmente presente rhlos}algor!tnﬁos de aproximagdo estocastica [1], [14],
Macchi analisou em [12] uma estrutura cujo passo é feito inversamente
proporcronal ao numero de iteragbes n , com constantes a ajustar. Em [14] Dirk
Slock propoe uma estrategla muito similar, necessitando o ajuste de alguns
parametros de controle. Aplicou a estratégia para controlar o algoritmo LMS
normalizado (NLMS), uma variante do LMS, comparando-o posteriormente com o
algoritmo LMS convencional controlado pela mesma estrutura.

Alegando uma natureza supostamente /ingdiistica do passo de célculo,
Gan utilizou /dgica difusa para controlar o passo de calculo em [25], [26]. Com
um custo computacional elevado, mas independente da ordem do filtro, o sistema
de inferéncia difuso proposto por Gan emprega o erro quadratico instantaneo e o
nimero de iteragdes como heunstlcas controlando a variavel de salda 0 passo de
calculo com uma base de regras ldgicas simples.

Koike sugeriu um algoritmo de controle em que o passo € aproximado
ao valor dtimo tedrico a cada iteracdo, utilizando equagdes que implementam o
controle quase-6timo do passo de aprendizadc’via acumuladores com perdas [22].
Abrangendo alguns algoritmos ‘derivados do LMS, o algoritmo é
computacio'nalménte dependente da ordem do filtro e realiza divisao numa das
equacdoes de adaptacdao, o que pode representar limitagdes em certos
processadores. As simulagGes apresentadas sugerem um bom desempenho para
diferentes algoritmos derivados do iMS, tais como o algoritmo sign-sign LMS, o
algoritmo LMF ("Least Mean Fourth") [23], o algoritmo SRA (“Sign Regressor
Algorithm”), dentre outros [22], [24].
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Na literatura existem muitas contribuicGes relevantes nesta area.
Contudo, a escassez de critérios ou de uma metodologia de avaliagdo de
desempenho dinamico, e algumas vezes de desempenho em regime permanente,

torna incerta a escolha por um algoritmo adequado a aplicacao desejada.
2.8.Conclusao

A utilizagdo de estratégias de otimizagdo adaptativas apresenta
vantagens ekpreséiva’s em’_ relacdo ao projeto do filtro dtimo fixo. AIéfn de
dispensarem o conhecimento prévio de‘ informacOes estatisticas mais precisas dos
sinais, as estruturas adaptativas podem responder a variagdes ocorridas no
ambiente, generalizando um modo de comportamento e adaptando-se a novas
situacoes, utilizando em geral, poucas informac;6es a priori [3].

Em se tratando de algoritmos adaptativos, o algoritmo LMS é
certamente o0 mais utilizado em situacdes praticas. Nas situacdes tipicas de
processamento de sinais, sempre pode ser pensado como uma alternativa viavel.
Sua robustez e simplicidade inerentes o tornam um ferte candidato na maioria das
aplicacbes em tempo real. TQdaviai a formulagdo classica com passo fixo limita o
desempenho global do algoritmo; escolher um passo que privilegie
simultaneamente a dinamica e o regime permanente é uma tarefa conflitante.

| As limitacbes impostas pela operagéo em passo fixo inspiram a
utilizacdo de passo variavel, sempre preferivel quando realizada adequadamente.
Entretanto, o emprego de passo variavel necessita de algoritmos de controle que
realizem a adaptagdo do passo com a evolucdo do aprendizado do filtro.

Em ambientes estacionarios, os algoritmos de passo variavel podem ser
vistos como uma tentativa de otimizar a dinamica do algoritmo LMS mantendo o
mesmo "nivel de desajuste em ‘regime permanente. Em ambientes
ndo-estacionarios, também mostram-se geralmente mais eficientes no
rastrearento da solugdio tima [15].

~ Com estruturas e’filosofias distintas, os inimeros algoritmos de passo

variavel existentes possuem parametros priprios que controlam o comportamento
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do passo e a evolugdao do algoritmd LMS. Além da opgdo por uma estrutura em -
especial, a escolha adequada dos parametros subjacentes € geralmente

dependente dos dados [21], o que torna a flexibilidade proporcionada pelo

emprego de passo variavel um problema adicional de otimizagao: gue conjunto de

pardmetros deve ser empregado para implementar uma seqiiéncia adequada?
Qual € a sequiéncia de passos adequada?

No proximo capitulo, a partir de um modelo analitico do erro médio
quadratico (Apéndice) deriva-se analiticamente a evolugcdo dtima do algoritmo
LMS. Emi conjunto com uma representacéo gréfica da evolugdo da adaptacdo em
passo varidvel , propoe-se uma metodologia de avaliacdo e projeto de algoritmos
de passo variavel, auxiliando na resposta das questdes levantadas.




Métodologia de Avaliacio e Projeto de

Algoritmos Adaptativos de Passo Variavel

3.1.Introducao

Um problema que fatalmente se manifesta quando se decide pelo uso
de algoritmos de passo variavel é qual seqiiéncia de passos deve ser
implementada. Uma escolha displicente para a sequéncia de passos gerada nao
oferece garantias, podendo inclusive deteriorar o desempenho do algoritmo LMS.

~ Apesar do sucesso alcangadd-em algumas situagdes, pode-se avaliar e
melhorar sistematicamente o desempenho dos algoritmos de controle do passo
caso se tenha um indicativo do limite de desempenho do algoritmo LMS evoluindo
em passo varidvel. A determinagdo deste limite deve levar em conta que a
flexibilidade proporcionada pela variagdc do passo configura um problema
adicional de otimizacdo.

A partir de algumas hipcteses empregadas com freqiiéncia na analise
do comportamento do algoritmo LMS, pode-se determinar analiticamente uma
seqiiéncia Gtima de passos que o' leve ao melhor desempenho possivel num
ambiente estacionario, formalizando a sua adaptagdo em passo variavel.

A andlise das estruturas que ajustam o passo com 0 progresso da
adaptacdo é ainda mais complexa, o que leva a adogdo de hipdteses adicionais
aquelas presentes na teoria da independéncia. Empregando algumas das
premissas estatisticas utilizadas normalmente nos trabalhos desenvolvidos na area,
pode-se estender o modelo analitico do erro médio quadratico com passo fixo para
descrever a evolugdo- dos algoritmos de passo variavel baseados no algoritmo
LMS.

Este capitulo faz uma revisdo analitica da evolucdo do algoritmo LMS
com passo variavel, fornecendo uma nova representacdo do regime transitdrio e

permanente do algoritmo. Aplicando a ‘seqiiéncia étima de passos e o modelo
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analitico do erro médio quadratico apresentados, propde-se técnicas para

avaliacao e projeto de algoritmos adaptativos de passo variavel da familia LMS.
3.2.0 Modelo Analitico do LMS Passo Fixo

-A analise de algoritmos adaptativos implica na definicdo de uma figura
de mérito, um indice de desempenho, que caracterize a evolugdo dos mesmos.
Observando o comportamento da figura de mérito, pode-se concluir sobre a
natureza dos algoritmos, prevendo seus comportamentos e projetando seus
parametros. ‘ '

Uma vez que os algoritmos adaptativos realizam iterativamente a
otimizacdo do filtro visando a solugao de Wiener, a avaliacdo dos algoritmos
geralmente herda a observagao do mesmo critério da teoria de filtragem otima de
Wiener, o erro médio quadratico. Todavia, podem ser utilizados outros critérios

[1], [12].

: Neste trabalho, o critério utilizado serd o erro médio quadratico, a
figura de mérito mais difundida na literatura [3], [6], [14]. O aprendizado dos
algoritmos é ent3o avaliado pela evolucao do erro médio quadratico em fungdo do
nimero de iteragdes, constituindo a curva de aprendizado, na qual se observa o
comportamento dinamico e a qualidade da solugdo apresentada pelos algoritmos

apos a convergéncia, refletida pelo erro médio quadratico em regime permanente.
A Teoria da Independéncia

A simplicidade do algoritmo LMS infelizmente n3do se preserva em sua
andlise estatistica. Na equacio (2.23) revela-se a natureza recursiva
ndo-linear do ‘algoritmo, o ‘que torna dificl sua andlise. Freqlientemente é
necessario assumir hipéteses ou abroximac(ies acerca dos sinais envolvidos para

tornar a analise matematica factivel.
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Para o caso especial em que o conjunto de vetores {X(n)d(n)} é

nao-correlacionado no tempo, € possivel caracterizar completamente a evolucio
do erro médio quadratico em termos dos momentos de quarta ordem do processo

{X(n).d(@)}, que podem ser relacionados a momentos de segunda ordem se 0s
processos {X(n),d(n)} sdo assumidos conjuntamente gaussianos e com média nula
[6]. |

" Essas premissas sao vastamente adotadas na literatura, sendo
reunidas em um conjunto de hipdteses simplificadoras conhecido como Ajpdtese
ou teoria da independéncia. Considerando a nomenclatura da Figura 2.3, estas

hipteses podem ser formalizadas da seguinte maneira [6], [9], [21]:

e O conjunto {X(n),d(n)} € estatisticamente independente do conjunto {X(k),d(k)}
para n#k ; | ,
(H.1)
e O vetor de entradas X(n) e a resposta desejada d(n) sdo simples realizagoes de
processos estocésticos'estaciona’r/'os conjuntamente gaussianos € com média
nula;
(H.2)

Estés prémissaé'séo claramente invalidas para algumas aplicacdes, tais
como filtros transversais [6]. No entanto, um principio corrente na filosofia da
ciéncia diz que um bom modelo € aqueie que preserva a mesma estrutura Iogica
do sistema sob estudo [29]. Sob este principio, as hipSteses agrupa'da's na teoria
da independéncia ainda retém suficiente informagao sobre a estrutura logica do

processo adaptativo, gerando resultados confidveis em diversas aplicagdes praticas

[1].

O Modelo Analitico




Capitulo 3 - Metodologia de Avaliacio e Projeto de Algoritmos Adaptativos de Passo Varidvel 43

A luz da teoria da independéncia pode-se desenvolver um modelo
analitico para a evolugdo do erro médio quadratico do sistema mostrado na Figura
2.3. '

Substituindo a definicdo do vetor de erro nos coeficientes (2.24) em
(2.4b) tem-se:
“e(n)=d(n)- VT (n)X(n)-WI X(n) (3.1)
Definindo o erro produzido pelo filtro de Wiener como:
o e (m)= d(n) - W, X(n) (3.2)
Com a definigdo (3.2), a expressao (3.1) resulta em:
e(n) =e_(n}-- V7 {n)X(n) (3.3)
Elevando a expressao (3.3) ao quacraco tem-se:
e?(n)= e2(n)=2e, () VT (m)X(n)+ VT m)Xn)XT (n)V(n) . (3.4)
Tomando o valor esperado de (3.4) chega-se ao erro médio quadratico:

E(n) 2 Ele? (n)] = E[e? @]~ 2Ele, () VT @)X )]+ E[VT (X)X () V()]
(3.5)

Definindo &, =E[e;(n)] como o erro médio quadratico minimo
correspondente a solugdo de Wiener e utilizando o principio da ortogonalidade
(Apéndice), a expressdo (3.5) resulta em:

E@) =, + EIVT (@X(0) X" (1) V(0)] - (@8)

A evolucdo do erro médio quadratico esta condicionada entdo a
determinagdo do ultimo termo da equagdo (3.6). Em se tratando de uma

quantidade escalar, a equagao (3.6) fica inalterada se escrita em fungao dos

tracos de suas parcelas:

Em) =€, +Tr(E[VT ()X (0) X" (0) V(0)]} (3.7)
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!

- Sem prejuizo de generalizagdo, os operadores “traco” e “valor

esperado” podem ser comutados:

Em)=§,,, +E[Te{VT m)X(n) X" (n) V(n)}] (3.8)
Usando propriedades do trago do produto de matrizes, pode-se
reescrever (3.8) como:

Em)=§__ +E[Tr{X(n) X" (n) V(n) VT (n)}] (3.9)

‘Restituindo a ordem original dos operadores e invocando a teoria da

independéncia:

Em)=§_. +Tr(E[X(n) X" (n)]E[V(n) VT (n)]} (3.10)
Utilizando (2.7) e definindo K@) =E[V(n)V'(n)] como a matriz de

correlacdo do vetor de erro nos coeficientes chega-se a expressado (3.11):

Em) =€, + Tr{RK(n)} (3.11)

A expressao (3.11) descreve a evolugao do erro médio quadratico a

partir da evolucdo da matriz K(n). No algoritmo LMS, a evolucdo de K(n) pode ser
determinada recursivamente através de uma equacao de diferencas. Esta equacdo

é determinada no Apéndice e é dada por:

K(n+1)=K(n)-u-[RK(n)+ K(n)R]+u2 {R-Tr{RK(n)}+ ZRK(n)R +R .émin ]
| (3.12)

As equagdes (3.11) e (3.12) constituem o modelo analitico para a
evolugéo do erro médio quadratico do algoritmo LMS com passo fixo. Descrevem o
comportamento do algoritmo refletido em sua figura de mérito, o que permite
analisar - a evolucdo da adaptacdo a priori levando em consideracao as
informacGes estatisticas disponiveis da especificacao do problema.

A utilizacdo do modelo analitico é simples. Dada uma inicializagdo e

selecionando-se um valor. apropriado para 0 passo, gera-se a curva de
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aprendizado correspondente, com caracteristicas proprias, taxa de convergéncia e
erro em regime permanente.

Desenvolvido para passb fixo, o modelo também pode ser
convenientemente explorado para abordar a evolu¢gdo em passo variavel, gerando

resultados importantes, como mostram as segoes seguintes.
3.3.Evolucao Otima do Algoritmo LMS

Um resultado importante que pode ser extraido do modelo analitico
com passo fixo é a evolugdo 6tima do algoritmo LMS. Representando um critério
absoluto da convergéncia do algoritmo com passo variavel, a evolucio Stima é
fundamental para avaliagéd das estruturas de controle do passo de calculo
existentes. |

Tracando-se curvas de aprendizado para a mesma inicializacao e
valores de passo gradativamente diferentes, pode-se gerar uma superficie de

aprendizado E(n), bafa"métfiZada em p, que representa todas as possibilidades

de evolucgdo do algoritmo LMS com passo fixo. Esta superficie revela graficamente
o compromisso subjacente a escotha do passo para otimizagdo da convergéncia.

| Como mostra a Figura 3.1, para uma situagdao tipica, é possivel
descrever uma trajetdria étima pela superficie, buscando a cada iteracdo o ponto
de erro minimo e o passo correspondente. Esse ponto pertence a uma curva de
aprendizado que foi gerada com passo fixo, desde a inicializagdo. Assim, na
iteragSO n existe uma curva de aprendizado de passo fixo que atinge o mesmo
patamar de erro que a curva de aprendizado de passo variavel, resultante da
busca na superficie. Embora a seqiiéncia de passos obtida com essa estratégia de
otimizagdo proporcione velocidade de convergéncia com desajustes pequenos em
regime bermanente, ela ndo leva o algoritmo LMS ao limite de desempenho com

passo variavel, ndo representando, portanto, a evolucdo 6tima do algoritmo.
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Fig. 3.1 - Superficie de aprendizado &(u,n)

A evolucdo otima pode ser obtida mudando-se a estratégia de
otimizagdo, determinando o passo otimo simultaneamente a evolugdo do erro,
desde a inicializacdo até o regime permanente. Retornando as equacbes do
modelo analitico do algoritmo LMS com passo fixo, verifica-se na equacdo de
atualizacdo (3.12) uma dependéncia quadratica em fungdo do passo. O problema
de otimizacao pode ser formulado da seguinte maneira: partindo de uma certa
condigao inicial &(n), deseja-se escolher o passo que determine o maior
decréscimo possivel do erro médio quadratico na evolugdo para o patamar
seguinte £(n+1). Escolhendo o passo que otimize a atualizagao na equacdo (3.12)
a cada iteracdo, gera-se a seqiiéncia 6tima de passos a ser implementada pelos
algoritmos de passo variavel. Escrevendo o erro médio quadratico em (3.11) para

a iteragdao (n+1) tem-se:

Em+1)=E_ +Tr(RK(n+1)} (3.13)
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Substituindo (3.12) em (3.12) , com alguma manipulagdo, chega-se a
expressao que descreve a evolugao do algoritmo do estagio atual n para o

patamar de erro seguinte em (n+1) :

En+1) =&, +T{RK®) }- 21 THR’K(n) }

(3.14)
I [THR®) THRK(0) }+2- THRK () }+&

min TR )]

A equacdo (3.14) € um polindbmio do segundo grau em p , cujos
coeficientes dependem das propriedades astatisticas dos sinais e do estado da
adaptacgdo na iteragao n . Pode ser demonstrade que o termo quadraticoem p é
sempre positivo [4], o que determiha entdo a existéncia de um unico passo que
leva o algoritmo ao maior decréscimc possivel do erro em direcdo a iteracdo
seguinte. Portanto, a condicdo necessaria e suficiente para determinacdo do passo

otimo na /teragdo n é dada pelc gradiente da fungdo (3.14) relativoa p :

J
a—u[é(n + Dy, =0 (3.15)

Aplicando a condicao (3.15) em (3.14) pode-se determinar

analiticamente a seqiiéncia de passos:
0 - 2-Tr{R ’K(n)} + 2, [TH{R*}Tr{R K1)} +2 Tr{R*’K(@)}+& ,, - Tr{R*}]= 0

(3.16)
O passo otimo para a iteracdo n , que determina a evolugdo do
algoritmo LMS para o menor patamar de erro médio quadratico possivel na

iteracdo (n+1), é:

Tr{R*K(n)}

- (8.17)
Tr{R*}Tr{RK(n)} + 2Tr{R’K(n)} +§

p’opt(n)= -Tr{Rz}

min
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b

Utilizando o passo p=p,,(n) na expressdo (3.12) para todo n, em

conjunto com a expressao (3.11), gera-se a evolugdo otima do erro médio

quadratico no algoritmo LMS para operacdo em passo varidvel, satisfeitas as

hipoteses simplificadoras utilizadas na determinagao do modelo analitico do erro.

Gardner utilizou uma idéia similar em [9], mas a manteve no &mbito

tedrico. Koike derivou uma expressdao para a seqiiéncia otima e utilizou-a para

inspirar uma estrutura de controle quase-6tima do passo [22].

A idéia aqui € utilizar a evolugdo 6tima derivada em conjunto com uma

representacdao apropriada da evolugdao dos algoritmos em passo variavel,

constituindo assim wma metodologia de avaliagdo e projeto dos algoritmos de

controle do passo.

10+

gdB(u’n)/

%
%

0.1

200

Fig. 3.2 - Trajetéria étima percorrida no espago [&, H, n]
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Assim como a evolugdo dtima (Figura 3.2), os algoritmos de passo
variavel baseados no algoritmo LMS também podem ser representados por

trajetdrias no espaco tridimensional [€,11,n], de acordo com a seqiiéncia de passos

gerada e o erro médio quadratico correspondente. A evolugdo destes algoritmos
poderia entdo ser avaliada comparando as trajetdrias descritas com a trajetoria
6tima gerada pelas equacdes (3.11), (3.12) e (3.17). E importante ressaltar que,
ao contrario da trajetdria numérica otima, obtida selecionando-se curvas de
aprendizado de passo fixo, a trajetdria otima analitica e as trajetdrias dos
algoritmos de passo variavel ndo estdo contidas na superficie paramétrica, mas
esta sugere que a evolugdo dos algoritmos de passo variavel pode ser
caracterizada por trajetdrias no espaco. Todavia, a dificuldade de visualizagdo no
espaco tridimensional torna a comparacdo das trajetdrias pouca conclusiva,
complicando a avaliagao dos algoritmos.

As trajetdrias espaciais, entretanto, possuem representacdo nos planos

[£,n], [u,n] e [E,n], que compdem o triedro [£,u,n]. Desta forma, pode-se

contornar o problema da visualizagao, comparando as curvas de desempenho dos

algoritmos com as curvas 6timas tedricas em cada um destes planos.

3.4.Caracterizacao Paramétrica de Algoritmos de

Passo Variavel

Projetada nos planos [u,n] e [¢,n], a trajetéria dtima gera a
seqiiéncia otima de passos p,,(n) € a curva de aprendizado dtima &, (n)

correspondente. Caracterizando a evolugao otima, estas curvas fornecem uma
ferramenta importante para a avaliagdao do desempenho de algoritmos adaptativos
de passo variavel. Em avaliagGes tipicas de algoritmos apresentadas na literatura
[16], [17], [21], [27], as curvas caracteristicas dos algoritmos sdo comparadas
entre si nos dois planos classicos citados, sem qualquer resultado tedrico que sirva
como medida absoluta de desemperino. Este procedimento pode levar a

conclusGes erradas, como sera mostrado em alguns exemplos do Capitulo 4.
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Eap(n)
v

W 4
1o~/
o~y

Fig. 3.3 - A trajetdria étima no espago e as projegoes nos planos

Outra projecdo até entdo inexplorada, em se tratando de algoritmos de

passo variavel, situa-se no plano [£,u] . A curva resultante é implicita em n ,

capturando informagdes simultaneas do erro médio quadratico e do passo. A
Figura 3.3 ilustra as projecoes possiveis da trajetdria 6tima tridimensional.

Uma vez definido o problema, através da matriz R, do erro minimo Emin
e da inicializagao K(0), seqiéncias de passos iguais, naturalmente, geram
trajetdrias espaciais iguais, e portanto projecdes idénticas no plano [E,u].
Seqiiéncias de passos diferentes geram trajetdrias espaciais diferentes, mas
poderiam, eventualmente, produzir curvas de aprendizado iguais (plano [&,n]),
dada a dependéncia quadratica da equacdo de evolucdo do erro em fungdo do
passo (equacgado 3.14). Considerando que na equagao 3.14 o termo quadratico em
i € sempre positivo [4], para cada escolha ndo-6tima do passo, existe outra
equivalente que determina a evolugao do erro para 0 mesmo patamar na iteracdo
seguinte. No entanto, as projegdes correspondentes no plano [§,u] seriam
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diferentes, dado que neste plano sao combinadas informagGes simultdneas do erro
e do passo - ndo existem trajetorias espaciais distintas que resultem em projegcées
iguais no plano [&,u].

Em se tratando de uma caracterizagdo compacta e legitima, a

representagdo da evolugdo dos algoritmos no plano [¢,u] serd utilizada no

restante do trabalho, sobre a qual sera desenvolvida uma metodologia de
avaliagdo e projeto da dinamica e do regime permanente de algoritmos de passo

variavel, como mostra a proxima sec¢do.
3.5. O Plano de Aprendizado

Conforme explanado, a evolucdo détima do erro médio quadratico e a
seqiiéncia 6tima de passos seriam suficientes para avaliar os algoritmos de passo
variavel. No entanto, observar o impacto da seqiiéncia de passos gerada pelos
algoritmos de controle sobre o comportamento do erro médio quadratico nem
sempre € uma tarefa trivial, quando realizada separadamente nas curvas do erro
médio quadratico e do passo come fungdes de n . A representacdo dos algoritmos

no plano [¢,u] reine em uma Unica curva a informagdo antes disponivel em

curvas separadas, caracterizando de maneira mais compacta e completa o
comportamento dos algoritmos de passo variavel. Assim, envolvendo a constante

de aprendizado e a figura de mérito adjacente, o plano [¢,u] sera referenciado no

restante do trabalho como plano de aprendizado.

Tal como o regime tranéétério, 0 regime permanente também pode ser
caracterizado graficamente no plano de aprendizado. Na superficie paramétrica da
Figura 3.1 verifica-se que, na medida em que as iteracdes avancam, as curvas de
aprendizado, tragadas para passos gradativamente diferentes, convergem para o
valor de regime, visivel apenas parcialmente devido ao numero de iteracGes
mostrado. Reunindo os pontos correspondentes ao regime permanente de cada
curva de aprendizado, gera-se uma outra curva, que na condigdo limite (n — o) ,
relaciona o erro médio quadratico em regime com o passo correspondente, sendo

passivel de projecdo no plano de aprendizado, portanto.
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Na Figura 3.3 observa-se no plano ao fundo um primeiro esboco do
plano de aprendizado, ao qual pode-se acrescentar a curva do regime permanente
comentada no paragrafo anterior, permitindo descrever tanto a dindmica quanto o
regime permanente dos algoritmos de passo variavel.

Uma vez que os algoritmos de passo variavel geralmente determinam o
passo de calculo em fungdo de alguma variavel do processo adaptativo [16], [17],
[18], [21], [25], [26], achou-se conveniente refletir os eixos do plano de

aprendizado (plano [u,£]), explicitando o passo de calculo como variavel

dependente do erro médio quadratico. A Figura 3.4 ilustra a situaggo.

ew/ | | ——

0.1 /7 LArvaas

Estabilizagdo

Eea(opt(0)

T
Trajetor

Otirmia Regiao
/ Transitdria

Regido de
Estabilizagac

e
——

A

Q

R
Sogaoae

ener

(1, E]

gdB

Fig. 3.4 — O plano de aprendizado

O plano de aprendizado reune informagdes importantes para avaliacdo
do desempenho de algoritmos adaptativos de passo varidvel. Estas caracteristicas,
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mostradas na Figura 3.4,. sao descritas a seguir.
O Regime Transitério e a Trajetéria Otima

A partir da inicializagdo, os algoritmos evoluem pelo plano de
aprendizado descrevendo trajetdrias que representam a etapa transitéria do
processo adaptativo. Assim, a dindmica dos algoritmos de passo varidvel pode ser
representada pela trajéto’ria descrita no plano de aprendizado.

A traJetorla otlma é o lugar geométrico dos pontos no plano I, ] que

caracterizam a evolugao otima do algoritmo LMS segundo as expressdes (3.11),
(3.12) e (3.17). Os algoritmos adaptativos de passo variavel apresentardao uma
dinamica eficiente na medida em que suas trajetorias caracteristicas se aproximem
da trajetoria 6tima no plano de aprendizado.
O Regime Permanente e a Curva de Estabilizacdao

Conforme prossegue a adaptacdao, a proximidade do regime
permanente tende a estabilizar as tra]etorlas tornando-as estacionarias na
condlgao limite. O que nas curvas cIassncas seria representado por niveis
constantes ao longo do numero de iteragGes, no plano de aprendizado torna-se
um ponto de estabiliza§5o. 0O regime permanente de um algoritmo é representado
por um ponto no plano de aprendizado. O lugar geométrico dos pontos onde
ocorre a establllzagao para as diferentes trajetorias possiveis é definido como
curva de estabilizagdo. As trajetorias que se aproximam "transversalmente"
curva de estabilizagdo, tendendo a intercepta-la, na condigdo Iimi:te (n—w)
tornar-se-do estacionarias, com o ponto de estabilizacdo representando o regime
permanente, com desajuste correspondente determinado a partir da projegao do
respectivo ponto no eixo &.
A Regiao de Estabilizagao

As proximidades da curva de estabilizacao compreendem uma regidao de
convergéncia, - em géral, lenta. A concordancia com a trajetdria oOtima é

determinante nesta regido.
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H

A Solucao de Wiener

Representa o ponto de estabilizacdo 6timo, onde o algoritmo atinge o
erro médio quadratico minimo em regime permanente dado pela solugdo de
Wiener, com desajuste nulo portanto. Este é o ponto para o qual os algoritmos de
passo variavel convergmam se o0 passo fosse reduzido de forma sufi cuentemente
gradual até p(e)=0 . No entanto, a maioria dos algoritmos de adaptacdo da

constante de aprendizado determinam um valor ndo nulo para o passo em regime
pefmanente, causando desajuste diferente de zero. Assim, o plano de aprendizado
pode auxiliar no estudo da polarizagao dos algoritmos de controle do passo de

calculo, evidenciando os pontos de estabilizagao.
3.6. Geracao e Utilizacao do Plano de Aprendizado

- O plano de aprendizado fornece uma nova visualizagdao da dindmica e
do regime permanente dos algoritmos de passo variavel, a qual pode ser utilizada
para avaliagdo e projeto dos mesmos. :

Nesta secdo sera detalhada a metodologia de constfugéo do plano,
envolvendo a trajetdria 6tima, a curva de estabilizagdo e um modelo analitico para
geragao de trajetorias de algoritmos de passo variavel.

Também sdo apresentadas algumas heuristicas para auxiliar na
avaliagao de traJetorlas no plano.

3.6.1. A TraJetorua Otima

Utilizando o passo 6timo (3.17) no modelo analitico do LMS '(3.11) e
(3:12), gera-se a curva de aprendizado ¢tima. Tragando esta em fungdo do passo
otimo (3.17) descreve-se a trajetdria 6tima no plano de aprendizado. -

O algoritmo utilizado para determinar a trajetdria otima, reunindo as
equacoes (3.11), (3.12) e (3.17), é mostrado a seguir:
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W(0) (Dado)
V(0)=W(0)-W,
K(0) = E[V(0) V(0)"]
n=0,n_ 4

Eopi () =Eip + Tr{RK(n)}

Tr{R*K(n)}

‘Tr{R*} Te{RK(n)} + 2Tr{R’K(n)} +&;, - Tr{R?}
K(n+1) = K(n) -ty (n) - [RK(n) + K(m)R]+ 2, (n) -[R - Tr{RK(n) } + 2RK(n)R + &, -R]

préoximo n

u‘op( (n) =

| (3.18)
3.6.2. A Curva de Estabilizacdo

A curva de estabilizacao possui um papel importaﬁte na avaliacdo dos
algoritmos adaptativos de passo varidvel, especificando o minimo desajuste
possivel para cada valor do passo de adaptagéo e caracterizéhdo assim o regime
permanente em’ passo fixo.: "

Embora gerada para passo fixo e represente o _regime permanente
neste caso, as premissas estatisticas (H.2, H.4), que serdo adotadas na derivacao
do modelo analitico do algoritmo LMS com passo varidvel na Segéo 3.6.3, tornam
a curva de eétabilizagéo legitima para descrever também o reéiime permanente do
algoritmo LMS evoluindo com passo variavel. '

Conforme cpfnentado na Segdo 3.5, a curva de estabilizagdo pode ser
inferida na superficie de aprendizado, fazendo o nimero de iteracdes tender ao

infinito. O lugar geométrico correspondente é definido matematicamente como:

E.(W) =E&(n, W), .. (3.19)
A exprésséo (3.1@) também pode ser escrita em fungdo do desajuste:

£ =E +MW-&,, | (3.20)
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A geragdo desta curva é simples. Numericamente pode-se obté-la
evoluindo o modelo analitico do algoritmo LMS em passo fixo para alguns passos
distintos, durante um numero suficiente de iteracbes que permita alcancar
aproximadamente o regime permanehte. Posteriormente interpola-se 0s pontos
gerando a curva total.

A curva de estabilizac_;éo também pode ser determinada analiticamente.
A seguir apresenta-se as expressoes para sinais de entrada brancos e

correlacionados.
Ruido Branco

Quando o sinal de referéncia x(n) é ruido branco com varidncia 2 , sua
matriz de auto-correlacdo R € diagonal:

R=c>'1 (3.21)

Aplicando a definigdo (3.19) em (3.11), com R dada por (3.21), tem-se:
LW =g, + ol Tr{K(=)} (3.22)
. Com o sinal de referéncia ruido branco, os elementos da diagonal

principal da .matriz K(n) -sdo idénticos e satisfazem a seguinte equacio de
diferencas [13]: |

o0 +D=[1-2u0; +p oy (N+2)I¢(n) +p’63E,,, (3.23)

com:

Tr{K(n)} = N - ¢(n) (3.24)

A solugdo de (3.23) é direta:

o(n) =[1-2uc? +p’cf (N+2)]*¢0) +1’c2E E[l—zuoi +U’ol (N+2))

=0

(3.25)
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Utilizando a relacdo (3.24) em (3.22):

E.(W=E + 0% N-6() (3.26)

Determinar a curva de estabilizacdo reflete-se na solugdo de (3.26), que
pode ser obtida de (3.25) fazendo o numero de iteracdes n—e . Para uma
escolha apropriada do passo que garanta estabilidade, o termo em (3.25) que
depende da inicializacao reIaxé a zero. O termo restante representa um somatdrio
infinito dos termos de uma progressdao geométrica (PG) cuja soma S_, facilmente

demonstravel, é dada por:

,al

S =—L
I-q

(3.27)

o0

onde gq<1 éarazdoe a, o termo inicial. Aplicando (3.27) ao somatdrio infinito,

resu|tanté de (3.25) e (3.26), determina-se ¢(co) :

_ uE
o( )_—__2'—uo§(N+2) (3.28)

Substituindo (3.28) em {3.26) determina-se a curva de estabilizagdo

para o sinal de referéncia ruido branco:

_poN
2-uci(N+2)

LW =g, + € in (3.29a)

Ou, equivalentemente:

' 1
= D E 3.29b
E..(w N - € min ( )
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Sinais Correlacionados

Para o caso de sinais de referéncia correlacionados, a aplicacdo da
definicdo da curva de estabilizagdo no modelo analitico recursivo do algoritmo LMS
€ mais complexa, podendo-se utilizar expressdes aproximadas para gerar a curva.
Existem alguns resultados na literatura [1], [30].

“ Horowitz e Senne derivaram em [6] uma expressdo para o desajL’lste
em regime permanente que corrobora o resultado em (3.28) para x(n) ruido

branco. Por inferéncia, pode-se utiliza-la para o caso de sinais correlacionados:

n(w)

M) = ———— o : 3.30
T- 1) (3:30)
Com:
D=y ——— 3.31
n(k) ‘Z}, T (3.31)

, Substituindo (3.31) em (3.30) e posteriormente em (3.20), apds alguma
manipulagao chega-se a uma expressao para a curva de estabilizagdo o caso de

sinais correlacionados:

E. (W)= - i (3.32)

Pode -se também adotar a interpolagio a partir de alguns pontos de
establhzagao gerados numericamente com o modelo passo fixo do algoritmo LMS,

como sugerido no caso de x(n) ruido branco.
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3.6.3. Geracdao de Trajetorias de Algoritmos de Passo

Variavel no Plano de Aprendizado

Gerar trajetdrias caracteristicas de algoritmos de passo varidvel no
plano de aprendizado consiste basicamente em tragar suas curvas de aprendizado
em fungdo das seqiiéncias de passos correspondentes. Através de simulacBes
Monte Carlo, pode-se representar qualquer aigoritmo adaptativo de passo variavel
no plano de aprendizado. o

Naturalmente, é bastante desejavel gerar as trajetdrias analiticamente,
sendo necessarios modelos analiticos para a evolugdo do passo de calculo e do
erro médio quadratico dos algoritmos. Ocorre que a analise de algoritmos de
passo variavel é ainda mais compiexa do que no caso com passo fixo, sendo
necessario adotar aproximacoes simplificadoras adicionais aquelas reunidas na
teoria da independéncia.

Na literatura, a premissa de independéncia do passo p(n) em relacdo a
outras varidveis do processo adaptativo, W(n), e(n) e X(n) , € amplamente
utilizada [8], [15], [16], [17], [21].

~ 'Em [16], o passo p(n) é considerado independente do erro e(n), do
vetor de entradas X(n) e do vetor de erro nos coeficientes V(n).

Mathews e Xie observaram em [21] que O passo u(n), O passo
quadratico u’(n) e as variaveis X(n), Wn) e e(n) podem ser assumidos
nao-correlacionados, espeéialmente quando as flutuagdes estatisticas do passo
1(n) s30 pequenas quando compara;das as flutuagdes em X(n) e e(n).

Assim, adicionalmente a teoria dé=independéncia serdo utilizadas duas
hipéteses simplificadoras presentes na literatura, que permitem estender o modelo
analitico do algoritmo LMS com passo fixo para descrever algoritmos de passo
vgriével, mantendo a trajet'ér‘ia otima auténtica:

t
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e O passo de cdlculo w(n) e seu valor quadrdtico \’(n) sdo estatisticamente
independentes do vetor de entradas X(n) e do vetor de erro nos coeficientes
Vo ;o

(H.3)

e O valor esperado do passo de calculo quadrético € aproximadamente igual ao

quadrado do valor médio do passo, E[pu*(n)]=~E*[u(n)] ,
(H.4)

Essas hipdteses tém levado a bons resultados, como no caso de alguns
algoritmos propostos na literatura e descritos sucintamente no Capitulo 2 [12],
[14], [16], [17], [18], [22]. A segunda premissa pode ser relaxada caso se possua
um modelo analitico para a evolucdo do valor médio do passo quadratico E[pu*(n)]
(ver Apéndice). _—

Utilizando a teoria da independénci‘aﬁ“ @ as premissas adicionais citadas’
anteriormente, chega-se a um modelo analitico para a evolucdo do erro médio

quadratico do algoritmo LMS com passo varidvel (Apéndice):
Em)y=¢&, ., + Tr{RK(n)} (3.33)

K(n+1) = K(n) - E[W(n)]-[RK(n) + K(n)R ]+ E[u(n)]-[R - T{RK (n)} + 2RK (MR +R £ ___ ]
S - - (3.34)

" As expressoes (3.33) e (3.34) descrevem o comportamento do erro
médio quadratico dos algoritmos LMS de passo variavel. Com uma inicializacdo
pertinente e um modelo para a evolugdo média da seqiéncia de passos, pode-se

caracteriza-los no plano de aprendizado.
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3.6.4..A Regido de Estabilizacio e Heuristicas para
Avaliacdo de Trajetorias no Plano de Aprendizado

A avaliacio dos algoritmos no plano de aprendizado é feita
-graficamente, comparando as trajetdrias descritas com a trajetdria étima. Os
algoritmos sao. avaliados de acordo com a regiao percorr,ic!a no plano, existindo
regides preferenciais, e outras que: devem ser evitadas. E interessante derivar
algumas heuristicas que guiem a avaliagdo das trajetorias dos algoritmos de passo

variavel.
Definicao da Regido de Estabilizacdo

Nesta regidao a evolugao dos algoritmos deve receber atencao .especial.
Representando a proximidade do regime permanente, a convergéncia nas
proximidades da curva de estabilizacdo tende a ser lenta, sendo (util definir
graficamente limites para tais “proximidades”, dado que a escolha do passo é mais
critica nessa regido. A definicdo da regido-implica na escolha de um limite superior
para o pésso, com o erro médio quadré'tico associado. Uma boa definicdo para a
regido de estabilizagdo é utilizar passo étimo inicial p.(0) dado por (3.17) e o erro

em regime correspondente:

£.(w)

Tragando-se uma reta suporte, paralela ao eixo dos passos (Reta

(3.35)

K=ttopt (0)

tracejada na Figura 3.4), que pasSe pelo ponto correspondente a estabilizacdo

com passo fixo étimo inicial p,, (0) e ao erro associado, delimita-se o plano em

regidao de estabilizacdo e regido transitoria, esta Ultima percorrida durante as
etapas iniciais da adaptagao. Justifica-se tal escolha pressupondo-se que 0s
algoritmos sejam inicializados de maneira dtima, com a seqiiéncia de passos
situada abaixo deste valor de passo, dado que a seqiiéncia 6tima de passos e a

curva de aprendizado associada sdo sempre decrescentes a partir da inicializagdo,
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uma vez garantida a estabilidade do algoritmo. A regido de estabilizacso
compreende a drea entre a curva de estabilizacgdo e a reta suporte (regido

hachurada na Figura 3.4).

Heuristicas para Avaliacdo das Trajetorias
i
Definidas as regioes do plano ‘€ as curvas representativas do regime
permanente e transitério, pode-se definir algumas heuristicas para
auxiliar na avaliacdo e, posteriormente, no projeto de algoritmos de passo
variavel (Capitulo 4):

e A regido de estabilizacdo engloba uma area critica, na qual a
estabilizagdo ja se faz possivel, dependendo da localizacdo da
trgjetéria, determinando uma area com baixas taxas de convergéncia.
Trajetdrias relativamente ~distantes da trajetdria Stima na regido
transitdria, mas que se aproximem da curva otima na regido de
estabilizacdo podem representar uma boa convergéncia;

¢ A curva de estabilizacdo representa o lugar geométrico do conjunto de

| pontos para 0 qual a taxa de convergéncia é nula (regime
permanente). Trajetdrias proximas a ela devem ser evitadas, além de
representar'uma diminuigao da taxa de convergéncia, aumenta-se a
possibilidade de polarizagao do pé“ééo de calculo e uma correspondente
estabilizacao com desajustes elevados;

¢ A regido inferior do plano de aprendizado, proxima ao eixo &, deve ‘ser
evitada, pois representa uma regido de dinamica lenta (u pequeno);

e Embora implicito em n , 0 plano de aprendizado ainda preserva alguma
informacgdo temporal da adaptacdo. E possivel avaliar os algoritmos

para um dado numero de iteragOes pré-estabelecido.
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3.7.Conclusio

A grande pr6b|emética dos algoritmos adaptativos de passo variavel é o
ajuste de uma seqiiéncia de passos adequada. Visando uma formalizacdo da
abordagem "empirica" presente na literatura, desenvolveu-se um modelo analitico
para a evolucdo otima do algoritmo LMS; em (3.11), (3.12) e (3.17) , definindo os
objetivos dos algoritmos de passo variavel existentes. |

Foi mostrado que os algoritmos - adaptativos evoluindo em passo

varidvel podem ser caracterizados por trajetérias no espaco [£,u,n] que,
projetadas nos planos componentes, [¢,n], [u,n] e [E,u], geram respectivamente

a curva de aprendizado, a seqiiéncia de passos e uma terceira curva, também
caracteristica, que retne em si a informagdce disponivel nas duas outras curvas. A

curva resultante no plano [£,u] representa uma trajetdria implicita em n

descrevendo o Comportamento do algoritmo adaptativo da inicializacdo ao regime
permanente. - |

Representando a evolucdo 6tima e o regime permanente do algoritmo
LMS através de lugares geométricos caracteristicos no plano de aprendizado [&,u],
desenvolveu-se uma metodologia de avaliagao e projeto de algoritmos de passo
variavel derivados do LMS. Os algoritmos séo avaliados de acordo com a regido
percorrida por suas trajetorias caracteristicas no plano de aprendizado.

Embora as trajetorias caracteristicas possam ser geradas por simulagGes
Monte Carlo, 0 modelo analitico do LMS passo fixo foi estendido para o caso com
passo variavel, permitindo determina-las analiticamente.

O capitulo a seguir aplica a metodologia desenvolvida a alguns
algoritmos existentes. E mostrado que a nova metodologia pode ser empregada

tanto para avaliagdo quanto para projetos de algoritmos adaptativos.
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4.1.1ntrodug§o

Uma -escolha dentre os inimeros algoritmos existentes requer a
consideracdo de caracteristicas como complexidade computacional, robustez, e
comportamento dinamico para um dado desajuste em regime permanente. A
complexidade computacional € ditada pela estrutura de adaptagdo do passo,
algumas mais complexas [1], [.8], [22], outras mais simples [16], [17], [18]. Maior
complexidade, no entanto, nem sempre se traduz em melhor desempenho, como
sera demonstrado. i

Neste . capitulo aplica-se a metodologia derivada no Capitulo 3,
revelando a potencialidade. dos algoritmos de fiitragem, que adaptam o passo
recursivamente baseando-se em alguma variavel do processo adaptativo. Quando
corretamente projetados, podem apresentar desempenho superior a seus
concorrentes mais complexos.

Dedicou-se particular atengdao ao algoritmo proposto em 1992 por
Kwong e Johnston em [16]. Sua simplicidade e facilidade de projeto pela
metodologia desenvolvida no Capitulo 3 o tornam uma excelente escolha,
principalmente em ambientes onde o sinal de referéncia é ruido branco, como é o
caso de muitas«aplicagﬁes de identificagdo de sistemas. Nestas condigbes, as
caracteristicas de projeto tendem a ser conservadas, mesmo em ambientes
sujeitos a certos tipos de ndo-estacionaridades.

Demonstra-se’ também que, conhecidas algumas propriedades
estatisticas dos sinais, o projeto da dindmica dos algoritmos de passo variavel
torna-se uma alternativa proficua e viavel, quando comparada aos algoritmos que
realizam a busca automatica“do passo com 0 proceder da adaptagdo [1], [20],
[21], [22]. |
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4.2. Projeto de Algoritmos de Passo Variavel para
Identificacao de Sistemas

Os algoritmos de controle do pésso possuem parametros proprios que
regulam a evolucdo da constante de adaptacio durante o processo de
aprendizado do filtro. Inserindo nos modelos analiticos as informagOes estatisticas
do ambiente no qual esta inserido o filtro adaptativo, pode-se prever o
comportamento do algoritmo adaptativo utilizado, ajustando os parametros de
controle para otimizar-a convergéncia. Projetar algoritmos na metodologia
proposta corresponde a corrigir suas trajetorias no plano de aprendizado,
otimizando a dindamica para o desajuste necessario em regime permanente.

Para utilizar os modelos analiticos derivados no Capitulo 3, além do
modelo para evolugdo do valor médio do passo, é preciso inicializa-los
coerentemente com a natureza do problema pratico. Isso reflete-se num valor

inicial par:a}o passo de célculo e para a matriz K(n) em (3.12) :

#(0) =H, (4.1)

K(0) = EIV(0) V7 (0)] (4.2)

Considerando o vetor nulo como estimativa inicial do vetor dos
coeficientes do filtro, a inicializacdao mais usada em sistemas praticos, tem-se:

W(0)=[0]y,, (4.3)

- Aplicando-se a definigao (2.24) e a inicializagdo (4.3) em (4.2) resulta:

K@©Q)=w, W! (4.4)

A expressao (4.4) revela um problema concreto em situacBes de
projeto: a inicializacdo do modelo analitico implica na utilizagdo de informacdes
ndo conhetidas a priori. A obtencio da soluciio de Wiener é, paradoxalmente, o

proprio objetivo da adaptacdo. Entretanto, para o caso particular e importante em




Capitulo 4 — Aplicages da Metodologia Desenvolvida : 66

que x(n) é run’do'branco, pode-se contornar o problema da inicializacdo. Este caso
corresponde, por exemplo, a uma das mais importantes aplicagdes de filtragem
adaptativa: a identificagdo de sistemas. A Figura 4.1 apresenta o diagrama em
blocos do problema de identificagao de sistemas [3].

ruido
z(n)
+

~dn) +

x(n)

y(ns

| Algoritmo
“| Adaptativo

Fig. 4.1 — O prodlema de Identificagdo de Sistemas

Considerando R=c-1 (sinal de referéncia x(n) ruido branco) as

expressées (3.11), (3.12) e (3.17) resultam em:

E(n) =& _. +0c2 Tr{K(n)) (4.5)

- Tr{K(n)}
(N+2)'0'i -Tr{K(n)} + N-& .

Rg()= (4.6)

K(n+1) = K(n) - 26 - K(n) + p* -[0*- Tr{K(n) } + 26K (n) + 02&,__ 1] (4.7)

As equacdes (4.5) e (4.6) necessitam apenas da informag&o do trago da
matriz K(n), que pode ser obtido da expressao (4.7):

Tr(K(n+1)} = Tr{K(n)}- 202 Tr{K(n) } + p* -[0}N - Tr{K(n) } + 20*Tr{K(n) } + £, 6°N]
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(4.8)

De (4.5), (4.6) e (4.8) percebe-se que quando o sinal de referéncia é
ruido branco, a evolugdo do modelo analitico depende apenas do traco da matriz
K(n), que é uma quantidade escalar. Inicializar o modelo implica entio em

determinar Tr{K(0)}. Inicializando o filtro adaptativo por (4.3) e considerando

(4.4), tem-se:

2

Tr{K(0)} =Tr{W, W, } =Tr{W, W } =|W, (4.9)

Pode-se entao inicializar o modelo a partir de uma estimativa da norma
da solucdo de Wiener. Essa informacdo ndo é problematica e pode ser estimada
dos dados no caso de identificagao de sistemas. Nesse caso, a solugao de Wiener
sera igual a resposta ao impulso do cistema a identificar. Da Figura 4.1:

d(n)=X"(ny W, +z{n) (4.10)

4

onde o ruido de medicdo z(n) tem média nula e é independente de qualquer outro
sinal.

Elevando a expressdo (4.10) ao quadrado:

d?(n) =dT (n)d(n) = WIXm)X" (n) W, +2z(n)X" (n)W, +z%(n) (4.11)

“Tomando o valor esperado de (4.i1) e considerando que o ruido de

medicdo z(n) € independente dos outros sinais:

o2 =E[d*(n)] = E[d" (n)d(m)] = WIE[X(n)X" (n)]W, +E[z’(n)]=W_ R W_ +o’

(4.12)
Para x(n) ruido branco,
6l=W!.o2 1. W, +0’ =0 | W,|* +0? | (4.13)
wr 42 ol —0’2
1 Wil = — (4.14)

X
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A inicializacdo do modelo para x(n) ruido branco fica ent3o:

Tr(K(0))} = '_G

(4.15)

X

onde a variancia ¢’ é conhecida e as quantidades o e ¢ podem ser estimadas

da seqliéncia‘ de dados. Além disso, de (2.12), (2.13) e (4.12) verifica-se que
£.. =0. , para o caso de identificagdo de sistemas, com o filtro de Wiener e o

filtro adaptativo apresentando a mesma ordem (Figura 4.1).

As equacgOes (4.5), (4.6) e (4.8) representam o modelo analitico da
evolucgdo otima do algoritmo LMS descrito em (3.18) e particularizado para o sinal
de referéncia x(n) ruido ‘biranco. Empregando a relacado (3.24) em (4.5), em (4.6) e
em (4.8), e utilizando a equagao recursiva (3.23), pode-se simplificar ainda mais o
modelo, transformando a evoluggo matricial das equagdes numa recursao escalar,
menos complexa computacionalmente. Reunindo as expressdes resultantes na
forma de algoritmo e considerando que o filtro adaptativo seja inicializado por
(4.3), tem-Se:

O (0) = GE\I—;?;;' ;e

n=0,n_,
En()=0; + N-G; 0y (n)
Hop (D) = q"’"‘ o)

(N+2)-0%-0,(n) + O
Oope( +1) =[1 =202, (0) + (N +2)0312, ()] ¢, () + uop((n) o; O,

next n

q

(4.16)

Para o caso geral, o modelo analitico do algoritmo LMS envolve uma
equacao recursiva matﬁcial, dada por (3.12), cuja inicializacao necessita da
informacao co'mpleta acerca da solucdo de Wiener, e nao apenas de sua norma,
como em (4.1.5). Isso é descrito em [1] como direcionalidade do algoritmo LMS.

Neste caso, a metodologia desenvolvida pode ser empregada na avaliacio de
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desempenho'de algoritmos de paséo varidvel, onde todos os dados podem ser
estipulados a priori, num contexto de simulagéo‘!

Uma questdo que emerge é a inicializagdo do passo nos algoritmos
utilizados no controle do mesmo. Como inicializar o passo de adaptacio? Embora
seja arbitraria, esta escolha pode levar a diferentes desempenhos, uma vez que a
adaptacdo € um processo dinamico e, portanto, sofre influéncia das condices
iniciais. A proxima secdo aborda este problema.

4.2.1. Passo Fixo Otimo LMS — Um Novo Resultado

Em situagdes em que velocidade de convergéncia é importante e
deseja-se operar com passo fixo, torna-se necessaria uma otimizagdo do passo de
adaptacdo. Como mostra a superficie paramétrica na Figura 3.1, passos “grandes”
fornecem as maiores taxas iniciais de convergéncia [1], [17].

Existem varios resultados na literatura no que concerne a otimizagdo da
velocidade' em passo fixo. De acordo com a abordagem adotada, chega-se a
resultados diferentes para o passo 6timo a ser utilizado.

Em [12] e [31] é fornecido um valor étimo para o passo em se tratando

de velocidade de convergéncia do erro médio gGuadratico:

1
No?

u* = / (417)

Horowitz e Senne em [6] e Feuer e Weinstein em [11] chegaram a um

mesmo resultado partindo de aberdagens distintas, com x(n) ruido branco:

1
oy = ——— (4.18)
(N+2)c?

As expressoes classicas levam em consideragdo apenas a estatistica do
sinal de referéncia. Ndo obstante, é razoavel esperar que informacOes estatisticas
de outras varidveis envolvidas influenciem na velocidade de convergéncia do
algoritmo. Esta expectativa realmente € verificada quando se analisa a expressao

derivada para a seqtiéncia de passos 6tima (4.6). Escolhendo-se o valor do passo
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fixo igual ao passo 6timo inicial da operacdo em passo variavel tem-se:

u‘fopt = ,“l‘opt (0) (419)
_ Tr{K(0)}
”f”" (N+2)-62-Tr{K(0)} + N-o?2 (4.20)
Aplicando (4.15) em (4.20):
| o) -o’
W, = z (4.21a)
P (N+2)6%(c? - 6%) + No?c?
g = SNR (4.21b
™ (N+2)c? - SNR + No? 210)
ol -¢?
onde SNR=—{—= ¢ a razdo sinal-ruido na saida da planta (“Sinal-to-Noise
N O . . _
Ratio”).

A expressao (4.21b) é uma alternativa a (4.17) e (4.18), maximizando a
taxa inicial de ._convergé‘nda do erro médio quadratico. Adicionalmente ao fato de
considerar mais informagoes sobre o contexto de adaptacdao, o novo resultado
possui algumas peculiaridades quando comparado aos resultados classicos. A
escolha do passo pela nova expressao conduz a valores conservativos, além de
otimizar a velocidade de convergéncia do erro médio quadratico, propicia maior
robustez e menores desajustes em regime permanente.

- Para relagdo sinal-ruido (SNR) grande (SNR — « ), a expressao (4.21b)
aproxima-se de (4.18). Em situagOes praticas, para as quais os filtros possuem
dimensdo consideravel (N>>2), a expressac (4.18) recai em (4.17), a expressao
(4.21b), no entanto, resulta em:

1 SNR

= (4.22a)
No? SNR +1

' ufopt =
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1

2 .
ch 1 + .L
SNR

(4.22b)

IJ‘fopt =

Claramente nota-se um fator de redugdo, em relacdo as expressdes
(4.17) e (4.18), que é fungdo da razdo sinal-ruido. Dada a natureza passiva da
maioria dos sistemas fisicos, os quais freqlientemente atenuam o sinal de entrada,
o valor 6timo do passo dado por (4.22) tende a ser reduzido, comparado com
(4.17) ou (4.18).

Para filtros com ordem elevada (N>>2) e grandes razles sinal-ruido, as
expressoes (4.17), (4.18), (4.22) tendem ao mesmo valor, dado em (4.17).

O novo resultado pode ainda ser aproveitado na implementacdao de
algoritmos de passo variavel, em que se faz necessario estipular um intervalo de
truncamento que assegure simultaneamente a convergéncia, responsabilidade do
limite superior (u...), € boas caracteristicas de regime permanente - nivel desejado
de desajuste ém ambientes estacionarios e capacidade de rastreamento em casos
ndo-estacionarios - caracteristicas determinadas pelo limite inferior (u.w) [1], [7],
[16], [17]. Também é aconselhavel iniciaiizar-se os algoritmos de adaptacdo do
passo com este valor, uma vez que a inicializagdo pode influenciar a dinamica de
algoritmos adaptativos. .

Algumas simulacdes foram realizadés, ilustrando a aplicac@do do novo

resultado.
Eiemplos

Noé exemplos a seguir sdo analisados os projetos do passo fixo 6timo
pela nova expressdao (4.21b) e pelo resultado mais utilizado na literatura, a
expressdo (4.17). O caso utilizado é o de identificacdo de sistemas, com o sinal de
referéncia .x(ri) ruido brénco gaussiano de variancia unitaria, excitando o filtro
adaptativo e ‘a planta sob identificacdo. A planta desconhecida representa um
sistema passivo, atenuando o sfnal de referéncia x(n), o que resulta num sinal
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4

desejado com poténcia mais proxima ao nivel do ruido de medicdo. A expressdo
(4.17) é indiferente a reducdo da variancia do sinal desejado, fornecendo um valor
do passo 'dependente apenas da variancia do sinal de entrada e da ordem do filtro
adaptativo. Para otimizar a velocidade de convergéncia, a nova expressdo (4.21b)
propde a redugdo do valor do passo em fungdo da relagdo sinal-ruido SNR na
saida da planta. A planta utilizada em cada um dos exemplos simulados é
w! =M-[1;1;---;1], com o desvio padrio (62 -02) =(SNR. o2 )
VN
determinado de acordo com a razéo sinal-ruido desejada. O ruido de medicdo

utlllzado nos exemplos é gau55|ano com média nula e possui variancia ¢’ =1072. A

tabela I reune os parametros utilizados nos exemplos apresentados

Tabela I - Dados de Simulagdo [ gng = S~ )

Ex| N | SNR | SNRm e | Hep | E-C)-Eu@,

(4.17) (4.21b)

1 100 3,162 5 0,01 0,0075 1
2 100 10 1 0,01 0,0089 0,5
3 10 100 20 0,1 | 00826 1

" Nos dois primeiros. exemplos, utilizou-se um filtro com ordem
relativamente elevada {N=100), a situagdo mais comum na pratica.

No primeiro exemplo, além de acelerar a convergéncia, 0 passo 6timo
dado por (4.21b) apresenta um erro médio quadratico em regime de
aproximadamente I dB abaixo do resultado cldssico (equagao 4.17). A Figura 4.2
apresenta - as- curvas do ‘exemplo 1, cujos parametros sdo descritos na
Tabela I.
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n

Fig. 4.2 — Exemplo 1. Curvas continuas: previsoes tedricas
(a) Resultado cidssico. (b) Novo resultado
Simulagdo Monte Carlo com 500 realizagbes

A Figura 4.3 corresponde ao exemplo 2 e apresenta o comportamento
do erro médio quadratico para uma razao sinal-ruido mais elevada. Neste caso
ainda pronuncia-se uma diferenca apreciavel a favor do novo resultado. O passo
dado por (4.21b) acelera a convergéncia e apresenta um erro em regime
permanente cerca de 0,5 dB abaixo do erro correspondente ao passo escolhido

pela expressao (4.17), como mostra a Tabela I.
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n

Fig. 4.3 — Exemplo 2. Curvas continuas: previsoes teoricas
(a) Resultadc cldssico. (b) Novo resultado.
Simulagdo Monte Carlo com 1000 realizagbes

0 exemplo 3 foi simulado com a razdo sinal-ruido relativamente elevada
(20dB), em que a planta ndo atenua o sinal de referéncia, correspondendo a um
filtro de Wiener com norma unitaria. As expressoes (4.17) e (4.21b) novamente
fornecem valores diferentes para o passo 6timo, traduzindo-se em desempenhos
diferentes, como mostra a Figura 4.4. Com um erro médio quadratico em regime
permanente em torno de I dB abaixo do correspondente ao passo 6timo classico,
0 novo passo otimo melhorou o desempenho em regime permanente, além de
acelerar a dinamica do filtro adaptativo.
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Fig. 4.4 — Exemplo 3. Curvas continuas: previs3es tedricas. (a) Resultado cldssico.
(b) Novo resultado. Simulagdo Monte Carlo com 200 realizagbes

4.2.2. Um Algoritmo Simples e Projetavel: VSS

Em 1992, Kwong e Johnston propuseram um algoritmo simples de
passo variavel da familia LMS. Denominado originalmente “Variable Step-Size LMS
Algorithm”, ou simplesmente “VSS”, o algoritmo proposto ajusta o passo pelo erro
de estimagdo quadratico. A

Nada mais natural que utilizar a propria figura de mérito do algoritmo
LMS para controlar a adaptacao do passo. Vinculando-se a constante de
adaptacao ao erro quadratico de predicdo, grandes erros determinardo o aumento
do passo de célculo, conferindo velocidade ao algoritmo no inicio da adaptacao.
Conforme a adaptacdo prossegue, erros de predigao pequenos reduzirdo o passo,
resultando em desajustes pequenos em regime permanente [16].

O algoritmo de adaptacdo do passo é simples e apresenta a grande
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vantagem de ser independente da ordem do filtro, resultando em um aumento
irrisério no custo computacional, relativo ao caso tipico com passo fixo [16].
Basicamente, o algoritmo filtra o erro quadratico instantaneo implementando uma
equacao recursiva de primeira ordem:

pm+D)=o-pmn)+7y-e*(n) (4.23)

Valores limites [pminMmsx] determinam o intervalo de truncamento,
necessario para manter o algoritmo estavel (umsx) € permitir o rastreamento da
solucdo otima quando num ambiente ndo-estacionario (Umin) [1], [7], [16].

As constantes o e vy devem ser ajustadas de acordo com o
comportamento desejado do algoritmo. Os autores derivaram uma expressao para
o desajuste em regime permanente que crienta a escolha destas constantes,

valida para o caso estacionario e para desajustes pequenos [16]:

—~ _ 2 "yz
1- 1—2(31 Oi)zlo—‘—Tr[R]
M=_Lt = : (4.24)
2(3-a)yo? &
1+[{1-—=—"—=Tr[R]
L. 1_a -

Escolhendo-se o , determina-se a constante y necessaria para atingir o
desajuste desejado M , dado por (4.24). Seguindo essa politica, sugere-se em [16]
a utilizacdo de o = 0,97 , uma vez que este valor “parece funcionar bem nas
simulagOes realizadas”, ajustando vy pela expressao fornecida. Ocorre que ndo
existe evidéncias de que o = 0,97 seja um valor apropriado em qualquer situagdo.

Duas constantes, dois graus de liberdade, duas especificagdes de
projeto: dinamica e regime permanente. Modificando convenientemente o
procedimento de projeto proposto pelos autores, & possivel ajustar a dinamica e o
regime permanente do algoritme VSS, com o auxilio do plano de aprendizado e da
expressao (4.24), respectivamente.

A expressao (4.24) pode ser manipulada explicitando y em funcdo do

desajuste desejado M e da constante o, além dos parametros estatisticos:
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Yz[l_(1_Mﬂ (t-a?) (4.25)

1+M ) | 2B-o)Tr{R )6

Com o desajuste desejado M e uma estimativa inicial para o,
determina-se a constante y correspondente através de (4.25). O conjunto de
constantes selecionado gera uma trajetdria caracteristica no plano de aprendizado,
que pode ser corrigida refinando a escolha inicial de o sob orientacdo da trajetoria
otima e das heuristicas descritas no Capitulo 3. Para isto, é preciso gerar as
trajetdrias caracteristicas. |

Conforme descrito no Secao 3.6.3, para caracterizar o algoritmo VSS no
plano paramétrico de aprendizado é necessario um modelo do passo de calculo
meédio. Assumindo que o passo situe-se dentro do intervalo de truncagem [16] e
tomando o valor esperado de (4.23), obtém-se facilmente um modelo recursivo

para o valor médio do passo:

E[p(n +1)]= o E[(n)] + Y E[e” (n)] 4.26)

Ry (@+D=0p, (0)+7E(D) (4.27)

Empregando o modelo para o passo de calculo médio (4.27) no modelo
analitico do algoritmo LMS com passo variavel, apresentado em (3.33) e (3.34),
descreve-se o comportamento do algoritmo VSS, permitindo representa-lo
analiticamente no plano de aprendizado. Dado o desajuste de projeto M, o
conjunto de constantes o.. € Y.« que determina a maior proximidade entre a
trajetoria caracteristica e a trajetdria 6tima, segundo as heuristicas da Secdo 3.6.4,
otimiza o comportamento do algoritmo VSS, corrigindo sua dindmica enquanto
mantém o desajuste em regime permaneiite de projeto.

Utilizando o modelo descrito em (4.16) gera-se a trajetoria otima,
necessaria para avaliacdo da dindmica do algoritmo VSS. A expressdao (3.29b)
descreve a curva de estabilizagdo, caracterizando o regime permanente das

trajetdrias possiveis do algoritmo VSS.
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Reunindo as expressdes necessarias para gerar o plano de aprendizado
e aquelas para descrever o comportamento analitico do algoritmo VSS chega-se
ao algoritmo que permite projetar o regime transitorio e permanente do algoritmo
VSS, sendo utilizado no restante do trabalho:

M = Desajuste Desejado ;

(X.=(lo 5
_l1- 1-MY . (l—ocz) _
¥ 1+M ) | 2B3-0)TrR]c?
E ()= L .&. : (CurvadeBstabilizagio-(3.29b))
1~ N[ _noy
2 [l—ucf]
2 2 2 2
0 (0) = ";\I;?’ : ¢m(0)=9§% ,  (nicializagdo)
n=0,n_,

Eop (1) =&y + N0 (n)
Euis(0)=Epy + N0, (n)
q)opt (n !__ _
(N+2) 07 9 (0) + o,
Oup (1+1) = [~ 20741 () + (N + )02, (0)] 0130 (1) +12, ()2
O (0 +1) = [1 20241 (0)+ (N + 20802 (1)), (0) + 122, ()20

l‘lvss(n + 1) =0 llm(n)"“ Y Svs (Il)
préximo n

Hopt (n) =

(4.28)

Apresenta-se a seguir um exemplo com especificagbes de projeto
rigorosas, demonstrando a aplicacdo do método.
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Um Exemplo com Especificacoes Rigorosas

A natureza de uma implementacao pratica geralmente determina o
emprego de filtros adaptativos FIR com ordem elevada, muitas vezes com
centenas de coeficientes. Em algumas situagdes, além da ordem elevada, podem
ser necessarias especificagbes severas de regime permanente, implicando em
desajustes pequenos. Widrow ef al. utilizaram um desajuste de M=2,5% em [7].
Visando limites um pouco mais restritivos, inclusive para testar a eficacia da
metodologia proposta quando submetida a especificagdes mais rigorosas,
estipulou-se um desajuste desejadc em regime de M=1%.

O exemplo seguinte corresponde a identificacdo de sistemas, utilizando
como sinal de referéncia x(n) um ruido branco gaussiano com variancia unitaria. O
filtro de Wiener utilizado para representar o sistema sob identificacdo é
wT =[0,1;0,1;---;0,1], possuindo ordem N=100, a mesma do filtro adaptativo,
resultando num filtro de Wiener com norma unitaria. Prevenindo a modelagem
exata, foi adicionado a saida da planta um ruido branco gaussiano z(n) com
variancia 2 =10, modelando o ruido de medigdo sempre presente em situacdes
praticas.

Aplicando a sugestdao apresentada em [16], o..=0,97 , determina-se de
(4.25) a constante v, =0,0057 correspondente para se atingir o desajuste desejado
(M=1%). A trajetdria do algoritmo, associada a este conjunto de parametros, é
representada pela curva (a) no plano de aprendizado na Figura 4.5, o qual foi

gerado por (4.28). Nota-se que esta trajetdria percorre um caminho distante do
caminho 6timo (curva (b)), devendo ser corrigida.
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Fig. 4.5 - (a) Trajetoria original. {b) Trajetoria otima. (c) Trajetoria corrigida.
Reta tracejada: inicio da regiao de estabilizagdo.

A corregao da trajetdria resulta no conjunto de parametros o.,=0.998 e
Yer=3.9133-10, COM Ppin=0, u(0)=umax=ufopt=0,0098 (equacao 4.21). Claramente mais
proxima da trajetdria 6tima (b), a trajetdria corrigida, representada pela curva (c)
na Figura 4.5, deve levar a um melhor desempenho do algoritmo.

A Figura 4.6 apresenta as evolugdes do erro médio quadratico para o
algoritmo projetado de acordo com [16] e para o projeto feito pela técnica
proposta. As curvas continuas correspondem as previsdes tedricas baseadas em
(3.33) e (3.34). A curva tedrica correspondente a evolugdao otima do erro
(algoritmo (4.16)) confunde-se com a curva corrigida, ndao sendo mostrada
portanto. Nota-se claramente que o novo projeto € superior, levando a uma

convergéncia muito mais rapida para o mesmo nivel de desajuste.
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Fig. 4.6 — Curvas de aprendizado. (a) Curva original. (b) Curva otimizada.
Linhas continuas: curvas tedricas. Simulacdo Monte Carlo com 100 realizagcées

Embora ndao apresentadas aqui, as simulagdes realizadas com
desajustes ainda menores (0,2% ou menos) utilizados em [17], por exemplo,
revelaram discrepancias consideravelmente maiores entre os desempenhos da
nova metodologia derivada e daquela proposta em [16], sempre favoraveis a nova
metodologia.

4.2.3 Comparando Algoritmos: MVSS versus VSS

A excegao de Koike [22], recentemente, o resultado otimo demonstrado
no Capitulo 3 geralmente ndo é empregado na literatura, seja para avaliagdo, ou
para projeto dos algoritmos. Esta segao demonstra como pode-se chegar a
conclusGes erroneas por falta de critérios de avaliacdo da dindmica dos algoritmos.

O algoritmo VSS inspirou o surgimento de outro algoritmo de adaptacao
do passo que, seguindo uma estrutura similar, foi denominado MVSS (“Modified
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Variable Step-Size”) [17]. A equagao de atualizacdo do passo é dada por:

O+ =opm)+yp () , W, SHO)SP (4.29)

Comparando (4.29) com (4.23) nota-se a semelhanga entre as duas
estruturas, a menos da figura de mérito p(n) usada para ajuste do passo.
E exatamente essa a motivacio do novo algoritmo. Segundo seus autores, a
utilizagdo do erro quadratico em (4.23) para controlar a adaptacdo do. passo ndo
reflete precisamente o progresso da adaptacdo, devido a presencga de ruido de
medicdo, inerente a qualquer sistema fisico [17].

Alternativamente ao erro quadratico, Aboulnasr e Mayyas propuseram
em [17] o emprego da correlacao enitre e(n) e e(n-1) como medida do estado da

adaptacao, e estimada através da média temporal:

p(n) =P pn-1)+(1-PBe(n)e(n-1) (4.30)

Se o ruido de medicdo for branco, o valor esperado de (4.30) tende a
zero com o progresso da adaptagao, o que é util para o ajuste do passo. Contudo,
isso nem sempre é garantido [19]. Em aplicagbes de cancelamento eco, tal como
em teleconferéncia, ha a possibilidade da presenca de ruidos de medicdo
coloridos, nas quais o algoritmo MVSS também estaria sujeito a mesma critica
feita por seus autores ao algoritmo VSS: sensibilidade a presenga de ruido.

As constantes o, vy e B devem ser escolhidas e determinam o
comportamento do algoritmo. A introdugdao da constante adicional B, inexistente
no algoritmo VSS, gera um grau de liberdade a mais. Por outro lado, o projeto do
comportamento em regime permanente e no regime transitdrio, que no algoritmo
VSS fica bem determinado com as técnicas propostas neste trabalho, continua
seguindo uma abordagem “empirica”, baseada em resultados de simulagdo. Para
ambientes estacionarios, sugere-se em [17] ‘que a constante B seja escolhida
proxima a 1 ; enquanto o=0,97 , como sugerido originalmente em [16], “parece ser
uma boa escolha para ambientes estaciondrios e ndo-estacionarios”. Para a

escolha prévia de o. e B, a terceira constante y pode ser otimizada para atingir um




Capitulo 4 — Aplicagdes da Metodologia Desenvolvida 83

nivel minimo de desajuste em regime, de acordo com a expressdo fornecida em
[17]. Entretanto, o procedimento sugerido ndao € suficientemente preciso para
todas as aplicagdes. A escolha empirica de duas constantes, o. e B, com a
otimizagdo posterior da terceira constante vy , dificulta o ajuste comparativo de
trajetdrias pelo plano de aprendizado, embora ainda este possa auxiliar no
processo de escolha. .

Em [17] foi apresentada uma anélise do comportamento em regime
permanente do algoritmo, ndo havendo portanto um modelo para a evolugdo do
valor médio do passo de calculo, o que dificulta a representacdo analitica no plano
de aprendizado. Entretanto, para fins de comparacao de desempenho com o
algoritmo VSS, pode-se representar a evolugdo das trajetorias do algoritmo MVSS
usando os resultados das simulagdes Monte Carlo, estimando a média estatistica
do erro quadratico e do passo de calculo.

Nas simulagbes realizadas em [17] ndao foi mencionado o filtro de
Wiener utilizado para modelar a planta sob identificagdo. Portanto, os exemplos
que serao abordados nessa secdo dizem respeito aqueles com sinal de referéncia
x(n) ruido branco, quando a evolugdo do erro médio quadratico ndo toma uma
forma direcional [1] e pode-se reproduzi-los mesmo desconhecendo o filtro de
Wiener empregado, a partir das informagoes fornecidas nas simulagdes. Nestes
casos, a avaliagao feita no plano de aprendizado demonstra que as simulacdes
apresentadas em [17] ndo sdo conclusivas. O algoritmo VSS ndo estd projetado
adequadamente, levando a premétura conclusao acerca da superioridade do
algoritmo MVSS.

No caso de sinais correlacionadog; o conhecimento da solugao de
Wiener é imprescindivel para caracterizar o problema da otimizacdo do passo [14],
bem como para representar o algoritmo no plano de aprendizado. Como essa
informacdo nao foi fornecida pelos autores em [17], ndo é possivel fazer qualquer
comparacao de desempenhc nestes casos.

Verifica-se de (4.5) que a evolugao do erro médio quadratico depende

somente do traco da matriz K(n), ou do valor esperado da norma do vetor de erro
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nos coeficientes. Qualquer filtro que possua norma igual a (4.14) garantirda ao
algoritmo a mesma inicializagao correspondente a (4.15), podendo portanto ser
utilizado em detrimento do filtro de Wiener desconhecido - o erro médio
quadratico serd equivalente ao gerado em [17].

De (4.5) e (4.9) chega-se a seguinte relacdo para o erro médio

quadratico inicial, valida para x(n) ruido branco e para a inicializacdo (4.3):

2

E0)y=0l + o1 |W,

(4.31)

As curvas apresentadas em [17] representam a evolugao do erro médio
quadratico em excesso. De (4.31) e de (2.35):

2

£, 0)=50)-¢2 =02 -IWO

(4.32a)

2 _§4(0)

0.2

X

(4.32b)

Estimando o erro médio quadratico em excesso inicial das curvas
apresentadas pode-se determinar a norma do filtro de Wiener utilizado nos
exemplos. Seleciona-se entao um filtro de ordem N (fornecida em [17]) com
coeficientes arbitrarios, corrigindo sua norma pela expressdo (4.32b). Esse filtro
comporta-se equivalentemente ao filtro de Wiener desconhecido, no que diz
respeito ao erro médio quadratico. Isso possibilita a reproducdo de alguns
exemplos e suas respectivas avaliagdes pela metodologia aqui proposta.

Outra questdo € a inicializacdo do passo de célculo. Em [16] é dito que

o valor inicial para o passo normalmente utilizado no algoritmo VSS é p(0)=pn

max 7/

embora afirme-se também que o algoritmo é insensivel a esta escolha. Isto é
correto somente para o comportamento do algoritmo em regime permanente,

naturalmente. O comportamento dinamico é afetado pelas condicdes iniciais.
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Em [17] ndo é mencionada explicitamente a inicializacio empregada
para o passo, mas pelas consideragdes Ia feitas e observando que o algoritmo
MVSS é uma modificagdo do algoritmo VSS original, é razoavel supor que o valor

inicial utilizado seja também p(0) =p,. , como sugerido em [16].

Algoritmo VSS Eficiente para Baixa SNR

Um argumento bastante explorado para justificar o algoritmo MVSS é a
suposta sensibilidade de seu precursor, o algoritmo VSS, ao ruido de

medigdo > . O MVSS é apresentado como uma evolugdo do VSS, mas isto ndao

necessariamente é sustentado pelas simulagbes mostradas em [17].

Sera reproduzido o exemplo 1 de [17] - entrada ruido branco com baixa
SNR. O sinal de referéncia € ruido branco gaussiano com varidncia unitaria,
excitando um sistema desconhecido FIR de ordem N=4 e um filtro adaptativo FIR

de mesma ordem. O ruido de medigdo na saida da planta tem variéncia 2 =1. O

algoritmo MVSS foi utilizado com 0s parametros =097 , Yavs=10", Buys=0,99,
escolhidos de maneira a produzir um errc médio quadratico em excesso de
aproximadamente -34 dB em regime permanente. O algoritmo VSS foi
implementado com . ,=0,97 € 7. =107 , 0 que corresponde, aplicando (4.24), a
um desajuste de M=6,9-10* . Esse desajuste implica num erro em excesso de
aproximadamente -32dB, contrastando com o valor previsto em [17], mas
corroborado pelas simulagdes. Os algoritmos foram originalmente inicializados e
truncados com p(0)=p .. =0.1 € pux=10" [16], [17].

De [17, Figura 1] estima-se &..as(0)=15 dB, ou em termos absolutos
E..(0)=31,6 . De (4.32b) determina-se IW.*=31,6 , dado que a varidncia de x(n) é
unitaria. Um filtro que pode entdao ser utilizado para representar o sistema a
identificar, resultando na mesma evolugdo do erro médio quadratico, é
wr=[28;28;28; 238]. AFigura 4.7 avalia a qualidade dos projetos em [17].
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Fig. 4.7 — Exemplo 1 original [17]. (a) Algoritmo VSS. (b) Algoritmo MVSS.
(c) Trajetoria dtima. Reta Tracejada: inicio da regido de estabilizacdc.
Simulagdo Monte Carlo com 200 realizagoes

Analise do Plano de Aprendizado

Analisando a Figura 4.7 verifica-se que:

Para a mesma inicializagdo, a trajetdria do algoritmo MVSS se aproxima da
trajetdria 6tima na regido de estabilizacdo, ao contrario do algoritmo VSS, o
que explica o seu desempenho superior no exemplo apresentado em [17];

A dinamica do algoritmo VSS pode ser corrigida mantendo-se o desajuste
proposto. Isto inclui a sintonia cos parametros, inicializagdo e truncamento
com valor do passo dado por (4.21b).
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Utilizando o modelo (4.28), corrigiu-se a trajetdria do algoritmo VSS
para o desajuste de projeto M = 6.9-10*, chegando-se aos valores o .,=0,973 e
Yeor=9,05-10°, Adicionalmente, o algoritmo de controle do passo (4.23) foi

inicializado e truncado com p()=p,,. =gy =0.163, valor esse calculado de

(4.21b) . A Figura 4.8 compara a trajetdria corrigida a original do artigo. As

trajetdrias tedricas mostram boa concordancia com as trajetdrias simuladas.
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Fig. 4.8 - Corregdo da Trajetdria do algoritmo VSS. (a) Algoritmo VSS original, curva tedrica e
simulada.(b) Algoritmo VSS corrigido e & previsdo tedrica correspondente. (c) trajetdria étima.
Reta tracejada: inicio da regido de estabilizagdo. Simulagdo Monte Carlo com 200 realizacbes
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Fig. 4.9 — Algoritmo MVSS versus Algoritmo VSS. (a) Algoritmo VSS original.
(b} Algoritmo VSS corrigido. (c) Algoritmo MVSS.
Simulagdo Monte Carlo com 200 realizagoes.

As Figuras 4.9 e 4.10 demostram a eficacia da correcdo da trajetdria no
algoritmo VSS, superando o algoritmo MVSS numa situagao em que este deveria
figurar como a melhor opgao, segundo seus autores. Em particular, a Figura 4.10
mostra o algoritmo VSS com maior taxa de convergéncia inicial para 0 mesmo
desajuste, divergindo da informagao dada em [17].
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Fig. 4.10 - Detalhe da Figura 4.9 . (a) Algoritmo VSS original. (b) Algoritmo VSS corrigido.
(c) Algoritmo MVSS. Simulagdo Montz Carlo com 200 realizagoes

Algoritmo MVSS para Grande SNR: Um Exemplo de Dinamica Precaria

O exemplo 3 em [17] também sera reproduzido para avaliagdo no plano
de aprendizado. Este exemplo é semelhante ao anterior, com parametros
Omvss=0,97, Punvss=0,99, Ymvss=1, 0wss=0,97, 1=0,02 , selecionados para produzir um
erro médio quadratico em excesso de aproximadamente -60dB em regime
permanente. O ruido de medigdo utilizado tem varidncia ¢> =107. O intervalo de
truncamento utilizado foi pme=0,1 € p ma=5-10" Analisando a Figura 7 em [17],
obtém-se &.qs(0)=10 dB, 0 que equivale a &.(0)=10 em valores absolutos. De
(4.32b) chega-se a IW,* =10 , para x(n) com variancia unitaria. Um filtro que
comporta-se equivalentemente ao filtro de Wiener ndo fornecido é

wT=[158;1,58;1,8 ;1,8], e é utilizado para reproduzir o exemplo.
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i

Como mostram as curvas na Figura 7 em [17], o algoritmo MVSS
supostamente seria mais eficiente do que os demais algoritmos ali apresentados, o
algoritmo VSS inclusive. Contudo, a Figura 4.11 mostra que os parametros do
algoritmo VSS nao foram sintonizados de maneira adequada, novamente levando
a conclusGes erroneas sobre a natureza do algoritmo.
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Fig. 4.11 — Avaliacdo das trajetorias originais. (a) Algoritmo VSS. (b) Algoritmo MVSS.

(c) Trajetoria otima. Reta tracejada: inicio da regido de estabilizago.
Simulagdo Monte Carfo com 200 realizagbes

Analise do Plano:
Analisando-se as curvas da Figura 4.11 tem-se:

e 0O algoritmo MVSS possui uma dinamica precaria para um algoritmo de
passo variavel, muito semelhante a dinamica de passo fixo, chegando
mesmo a sofrer uma breve polarizagdo (estagnacdao) do passo,
sinalizada pela elipse na Figura 4.11. Saindo da polarizacao, a sua
trajetéria acompanha a curva do regime permanente, o que

certamente ndo é uma boa politica, tornando o algoritmo lento;
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e O algoritmo VSS percorre uma trajetdria consideravelmente distante da
trajetdria 6tima, inclusive na regido de estabilizacdo. Pode-se otimizar
seu desempenho, corrigindo sua trajetdria pela sintonia dos
parametros.

O desajuste correspondente as constantes utilizadas para o algoritmo
VSS é M=1,38-10". Projetando o algoritmo pelo plano paramétrico chega-se ao
conjunto de constantes que corrige a trajetoria para o desajuste dado, o..=0,977 e
Yeor =0,0154 . A inicializacdo e o truncame’n?o foram refeitos com p(0)=pleop
Hma=Hropt € MHeop=0,167, respectivamente. O limite inferior do intervalo de

truncamento utilizado foi p.i,=5-10, como citado no artigo.
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Fig.4.12 — Corregdo da trajetoria do algoritmo VSS. (a) Trajetoria original € a curva tedrica
(b) Trajetdria corrigida e a curva tedrica.(c) Trajetoria dtima. Reta tracejada: inicio da regido de
estabilizagdo. Similagao Monte Carlo com 200 realizacées
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Fig. 4.13 - Erro Médio Quadratico em Excesso
(a) Algoritmo VSS original. (b) Algoritmo VSS otimizado. (c) Algoritmo MVSS
Simulagdo Monte Carto corn 200 realizagées

Na Figura 4.12 mostra-se a trajetdria original e a trajetoria corrigida
pela técnica proposta. Além da boa concordancia entre as curvas tedricas e as
simuladas, a correcdo da trajetdria do algoritmo VSS resulta em uma melhoria
consideravel em seu desempenho, superando o algoritmo MVSS em todos os
instantes da adaptacao, como mostra a Figura 4.13.
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A caréncia de um modelo analitico para a evolugdo média do passo no
algoritmo MVSS torna a corregdo de suas trajetdrias uma tarefa extremamente
laboriosa. Na tentativa de fazé-lo descrever uma trajetdria mais adequada no
exemplo da Figura 4.11, o algoritmo MVSS foi simulado com os parametros

originais, mas com inicializacdo e truncagem o6timas (Figura 4.14).
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Fig. 4.14 - Impacto da truncagem e inicializacdo otimas no algoritmo MVSS
(a) Algoritmo MVSS original. (b) Algoritmo MVSS com inicializacdo e truncagem otimas.
(c) Trajetoria dtima. Reta tracejada: inicio da regido de estabilizacdo
Simulagdo Monte Carlo corn 200 realizagoes
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Fig. 4.15 - Impacto da Truncagem Otima no Algoritmo MVSS
(3) Algoritmo MVSS original. (b) Algoritmo MVSS com inicializacdo e truncagem otimas.
Simulagdo Monte Carlo com 200 realizagcoes

Como mostram as curvas (b), nas Figuras 4.15 e 4.16, a dinamica
correspondente nao sofre mudangas significativas, apresentando novamente um
comportamento semelhante a evolugdo em passo fixo, como o projeto original em
[17].

Para o conjunto de constantes sugerido em [17], o algoritmo MVSS
apresenta claramente uma tendéncia a polarizagdo do passo, ressaltada pelas
elipses nas Figuras 4.11, 4.14 e 4.16.
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Fig. 4.16 — Detalhe da Figura 4.15
(a) Algoritmo MVSS original. (b) Algoritmo MVSS com inicializagdo e truncagem otimas.
Simulagdo Monte Carlo com 500 realizagbes

4.3. Projeto da Dinamica dos Algoritmos ou Busca
Otima?

Alguns algoritmos existentes [1], [20], [21] buscam de maneira
aproximada o passo 6timo a cada iteragao, usando estimativas do gradiente do
erro em relacdo ao passo de calculo para ajustd-lo automaticamente, numa
abordagem semelhante aquela utilizada pelo algoritmo LMS para adaptacdo dos
coeficientes do filtro. O propésito desta secao € avaliar a busca automatica
pretendida por alguns algoritmos de con‘role frente a corregdo da dinamica para o
desajuste de projeto, proposta neste trabalho.

Mathews e Xie [21] exploraram o principio do algoritmo
gradiente-descendente para ajustar o passo, reduzindo o erro médio quadratico




Capitulo 4 — Aplicagbes da Metodologia Desenvolvida 96

de estimacdo com o avancc da adaptagéb. O algoritmo possui um grau de
liberdade, uma constante a escolher que controla o0 comportamento adaptativo do
passo. Isso pode ser limitante quando as especificagbes de projeto sao rigorosas.
Em [17], mostra-se que o algoritmo descrito pode ser inaceitavelmente lento
quando as especificagdes de projeto tornam-se mais rigorosas (desajustes
pequenos). Portanto, este algoritmo ndo sera abordado aqui.

Haykin resgata em [1] um algoritmo de sintonia automatica do passo
analisado em [20], que também segue a abordagem gradiente-descendente para
ajustar a constante de aprendizado. Contudo, o algoritmo descrito é
computacionalmente complexo e parece apresentar problemas de polarizacao do
passo pelas simulagdes realizadas (nao mostradas aqui), ndao sendo uma boa
alternativa para especificagbes rigorosas de regime permanente.

Em publicagdo recente [22], Koike apresenta um algoritmo que segue a
politica de ajuste automatico do passo e que parece comportar-se bem para
desajustes pequenos. A cada iteragéo 0 passo € aproximado ao valor 6timo tedrico
via acumuladores com perdas, realizando um controle quase-6timo [22].
O algoritmo foi derivado levando em consideragao nao-linearidades, tornando-o
aplicavel em outros aigoritmos procedentes do algoritmo LMS [22]. Aqui,
entretanto, serd abordado o algoritmo LMS convencional. As expressdes de
adaptagao do passo fornecidas em [22], particularizadas para o LMS convencional,

sao apresentadas a seguir.

T
nin) =30 @) 90) (4.33)
T(n)
com.
qo (n+1) = (1-p)q, (n) +pe(m)X(n) (4.34)
q(n+1) = (1-p)q(n) +pe(m)X(n) (4.35)

w+1) = (1-p,) T0)+ple(n) X (n) X(n-L,)] (4.36)
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Os fatores de perdas p e p. influenciam o comportamento do
algoritmo, tanto em regime permanente quanto durante o regime transitorio. As
expressoes (4.34) e (4.35) realizam a mesma operagdao, por isso apenas uma
expressao precisa ser implementada no caso convencional do algoritmo LMS. A
constante Ls>1 depende do nivel de correlagdao das amostras do vetor de entrada
[22]. Como no caso abordado aqui, x(n) é ruido branco, e o valor utilizado é L,=1,
embora a sua variagdo nao tenha resultado em alteragbes perceptiveis nas
simulagles realizadas. O algoritmo sera referenciado como NASS, do inglés “Novel
Adaptive Step-Size Control Algorithm”.

Desempenho em Pequenos Desajustes: Um Exemplo

Serao comparados o algoritmo VSS [16], projetado pela metodologia
desenvolvida, e o algoritmo proposto em [22]. Ambos os algoritmos foram
adequados para atingir um desajuste de M=1%, verificando-se a dinamica
correspondente de ambos no plano de aprendizado. O filtro de Wiener utilizado foi
W, =—=[1;1;1;--;1] , 0 que determina IWl=1 para N=30. A varidncia do ruido de
medigd@o z(n), branco e gaussiano, adicionado a saida da planta é ¢2 =107 . O
sinal de referéncia utilizado é ruido branco gaussiano com variancia unitaria.

O conjunto de parametros para o algoritmo VSS projetado pela
metodologia proposta é 0.,=0,994 € Y.»=0,0039. Seguindo a sugestdo de [22], o
algoritmo NASS foi implementado com fatores de perdas p=p.=0,002, visando o
desajuste de projeto. Foi utilizada uma constante L, unitaria, em se tratando de
ruido branco na entrada do filtro. As simulacdes Monte Carlo foram
implementadas com 100 realizagbes. Ambos os algoritmos foram inicializados e
truncados com os valores de passo 6timo, com p(0)=pma=Hrp=0,0312 (calculado de

(4.21b)). O limite inferior utilizado para o intervalo de truncamento foi i,,,=0.
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Fig.4.17 — Comparagdo: VSS versus NASS. (a) Algoritmo NASS. (b) Algoritmo VSS otimizado. (c)
Trajetoria dtima. Reta tracejada: inicio da regido de estabilizacio.
Simulagdo Monte Carlo com 100 realizagoes

A Figura 4.17 mostra as trajetdrias percorridas pelos algoritmos.
Nitidamente a trajetdria do algoritmo VSS otimizado (b) é superior a trajetdria do
algoritmo NASS (a), o qual percorre regides de dinamica lenta, entrando na regido
de estabilizacdo distante da trajetdria Stima. Isto determina uma dindmica
ineficiente, exigindo um numero maior de iteracdes para atingir o desajuste de
projeto.

Na Figura 4.18 confirma-se a avaliacdo do plano. Enquanto o algoritmo
NASS é lento no inicio da adapta¢do, supera posteriormente o algoritmo VSS
original, simulado com 0=0,97 e y=0,0019 para atingir o desajuste desejado,
convergindo mais rapido. O algoritmo VSS otimizado, entretanto, supera a ambos,
apresentando uma dinamica superior para 0 mesmo desajuste em regime

permanente.
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Fig.4.18 — Erro médio quadratico. Algoritmo NASS versus Algoritmo V5SS
(a) Algoritmo NASS. (b) Algoritmo VSS original. (c) Algoritmo VSS otimizado.
Simulagdo Monte Carlo com 100 realizagcées

Os algoritmos de passo variavel que implementam a filtragem de
alguma variavel do contexto adaptativo para ajustar o passo [16], [17], [18], [28],
podem ser vantajosos frente aqueles que implementam a busca automatica [1],
[20], [21], [22]. Além de computacionalmente mais simples e independentes da
ordem do filtro, possuem melhor desempenho quando bem projetados. Para um
certo desajuste, apresentam uma dinamica mais eficiente. Particularmente, a
aplicagao da metodologia de projeto desenvolvida neste capitulo no algoritmo VSS
o revela como um bom candidato para impiementacao em diversas situacoes em
que os algoritmos adaptativos sao utilizados; notadamente, identificagdo de

sistemas.
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4.4.Um Algoritmo Deterministico para Controle do
Passo

Originalmente nos algoritmos do gradiente estocastico era comum o
emprego do passo de calculo varidvel [14], proporcionando as vantagens ja
descritas no Capitulo 2. No mesmo trabalho, o autor descreve o algoritmo LMS
como um algoritmo do gradiente estocdstico no qual o passo ndo decresce (“a
nonvanishing step-size version of a stochastic gradient algorithm”) e propde uma
seqliéncia de passos inversamente proporcional ao nimero de iteragbes, também
explorada por Macchi em [12], resgatando a abordagem original dos algoritmos do

gradiente estocastico [1]:

A
=, . < 4.37

A politica de controle do passo empregada atende as hipdteses
adicionais utilizadas na derivagao do modelc analitico do erro médio quadratico na
Segdo 3.6.3 do Capitulo 3, seguindo uma evolucdo deterministica e independente
do ambiente do filtro adaptativo.

Nesta secao démbnstra-se um exemplo de projeto do algoritmo descrito
em (4.37) pelo plano de aprendizado. As curvas simuladas apresentam uma boa
concordancia com a previsdo tedrica. A planta sob identificagdo possui ordem

N=10 com coeficientes W =7;_3- [1;1;---;1] , 0 que determina um filtro de Wiener

com norma unitaria. O filtro adaptativo utilizado para modelar a planta
desconhecida foi implementado com mesma ordem. O sinal de referéncia utilizado
é ruido branco gaussiano com variancia unitéria. Prevenindo a modelagem exata,
adicionou-se a saida da planta um ruido de medigdo z(n) branco e gaussiano com

variancia o2 =107. O intervalo de truncamento utilizado foi pmu=iop=0,0826 €

Umin=0. A inicializagdo nesse caso ndo se faz necessaria, dada a natureza da

estrutura de adaptacao do passo.
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Fig. 4.19 — Estrutura Deterministica. (a) Trajetoria do algoritmo e evolugdo tedrica.
(b) Trajetdria otima. Reta tracejada: inicio da regido de estabilizacdo
Simulagdo Monte Carlo com 1000 realizagoes
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Ajustando a trajetdria do algoritmo pelo plano de aprendizado,

chega-se a um conjunto de constantes que leva a uma boa evolugao no plano,

A=2,5 e B=1. A Figura 4.19 apresenta o plano de aprendizado para a situagao.

A Figura 4.20 mostra a evolugdao do erro médio quadrético: curvas

tedrica e simulada. A curva tedrica do erro médio quadratico étimo € praticamente

coincidente com a projetada.

Como verifica-se de (4.37), a evolugao do passo & sempre decrescente,

0 que evita a polarizagago do mesmo, mas pode dificultar o rastreamento da

solugdo 6tima quando em ambientes ndo-estacionarios. A operacgdo de divisdo no

mecanismo de adaptagdo do passo pode ser problematica, dependendo das

limitagdes praticas existentes nos processadores. Entretanto, este é mais um
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exemplo ilustrativo que corrobora a estrutura de projeto apresentada, mostrando

boa concordancia entre a previsao tedrica e as curvas simuladas.
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Fig. 4.20 — Curva de aprehcﬁzado simulada e a previsdo teorica.
Simulagdo Monte Carlo com 1000 realizacées

4.5.Caso Nao-Estacionario

Sistemas fisicos em geral sdo ndo-estaciondrios. Para algumas
aplicagdes, entretanto, essa caracteristica se manifesta de forma quase
imperceptivel dentro do intervalo de observacdo utilizado, justificando a premissa
de estacionaridade adotada em inimeros trabalhos da literatura. Em outras
circunstancias, a planta sob identificagdo poda sofrer mudancas abruptas em sua
estrutura, o que se reflete na alteragao da solugao de Wiener. Esse tipo de

comportamento é classificado como ndc-estacionaridade abrupta.
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A metodologia desenvolvida no decorrer deste trabalho também
pressupde a invariancia dos parametros do sistema fisico sob identificagdo. No
entanto, € interessante avaliar o impacto de nao-estacionaridades no
comportamento do algoritmo que sera empregado na identificacdo do sistema
fisico desconhecido, avaliando sua robustez e a qualidade da solugao apresentada
quando numa situagao adversa.

Esta segdo avalia a sensibilidade das técnicas de projeto desenvolvidas
a presenca de nao-estacionaridades abruptas, quando, em algum periodo da
adaptacdo, a planta do sistema sofre uma variacao brusca em seus parametros,
provocando um “salto” no erro médio quadratico [16], [17], [19], [21].

O algoritmo VSS sera comparado ao algoritmo de controle quase-6timo
mais recente na literatura, o algoritmo NASS [22], mostrando novamente
superioridade e afirmando-se como uma boa opim0 mesmo em ambientes

nao-estacionarios.

4.5.1. Algoritmo NASS Versus Algoritmo VSS

O exemplo da Segado 4.3 sera repetido com os mesmos parametros. Os
algoritmos sdao liberados a convergéncia, quando, na iteracdo n=1000,

manifesta-se uma mudanga abrupta na solucdo de Wiener, W/ =-W_ [17], [21],

provocando o “salto” descrito no erro médio quadratico.

A Figura 4.21 apresenta os resultados da simulacago Monte Carlo.
Verifica-se que mesmo projetado para um desajuste pequeno, M=1%, o algoritmo
VSS otimizado ainda mantém sua superioridade no caso ndo-estacionario abrupto,
afirmando a vantagem da metodologia desenvolvida sobre o procedimento

proposto em [16].
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Fig. 4.21 — Erro médio quadratico. Mudanga abrupta da solucdo de Wiener em n=1000
(a) Algoritmo VSS original. (b) Algoritmo VSS otimizado.
Simulagdo Monte Carlo com 100 realizagées

A Figura 4.22 compara o desempenho dos algoritmos VSS e NASS.
Quando submetido a nao-estacionaridade, o algoritmo VSS praticamente mantém
seu desempenho, convergindo rapidamente para o desajuste de projeto. O
algoritmo NASS demonstra maior sensibilidade, aumentando o tempo de
convergéncia relativo a condigdo inicial, ndo justificando a complexidade
computacional empregada no ajuste do passo. O algoritmo VSS novamente
afirma-se como uma boa alternativa.
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Fig. 4.22 — Erro médio quadratico. Mudanca abrupta da solucdo de Wiener em n=1000
(a) Algoritmo NASS. (b) Algoritmo V5SS otimizado.
Simulagdo Monte Carl) corn 100 realizacdes

Por tratar-se de uma abordagem distinta, ferindo as premissas
utilizadas no desenvolvimento da metodologia, as nao-estacionaridades continuas,
onde a solugdgo de Wiener altera-se continuamente no tempo, ndo serdo
abordadas aqui, exigindo atencdo futura.
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4.6.Conclusio

Inviavel no caso' geral correlacionado, o projeto da dindmica de
algoritmos de passo varidvel mostra-se possivel nos casos em que o sinal de
referéncia comporta-se como ruido branco, levando a diversas aplicagGes,
conforme explanou-se no decorrer deste capitulo.

Da evolugéoiétima desenvolvida no Capitulo 3, derivou-se um novo
resultado para otimizagdo da velocidade de convergéncia utilizando passo de
adaptacdo fixo, valido quando o sinal de referéncia € ruido branco. Levando em
conta mais infofmagﬁes sobre a natureza do ambiente adaptativo, a nova técnica
leva a um melhor desempenho do que os resultados existentes [6], [11], [12],
[31], convergindo mais rapido e com desajustes menores em regime permanerite.
Adicionalmente, o passo fixo 6timo pode ser utilizado para inicializar os algoritmos
de controle do passo, também estabelecendo um limite superior étimo para a
evolugdo da seqiiéncia de paésos, mantendo o algoritmo estavel.

Pela estrutura sinﬁples e, principalmente, por satisfazer razoavelmente
bem as premissas utilizadas na derivagdo do modelo analitico no Capitulo 3, o
algoritmo descrito em [16] foi escolhido pai2 demonstrar o ambiente de projeto
desenvolvido. Possuindo dois graus de liberdacie, permite o projeto da dinamica e
do regime permanente. Utiliza uma figura de mérito ostensivamente criticada em
[17], o erro quadratico, mas ao contrario do ali mencionado e também em [22],
pode apresentar bons desempenhos quando comparado a outros algoritmos, se
adequadamente projetado. |

Abordou-se também o algoritmo MVSS, apresentado em [17] como
uma evolugdo do algoritmo VSS [16], mostrando como pode-se chegar a
conclusOes erradas a respeito da natureza dos algoritmos quando ndo se emprega
critérios eficientes de’ avaliagio. Algumas simulagBes ali apresentadas foram
rep‘roduzidas e comparadas com o algoritmo VSS otimizado pelo plano de
aprendizado. Nos casos explorados o algoritmo VSS revelou-se superior, mesmo

em ambientes ruidosos, supostamente os nichos de aplicacdo do algoritmo MVSS,
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como defendido em [17].

Na Secdo 4.3 mostrou-se que, especialmente para pequenos desajustes
em regime permanente, o algoritmo VSS é superior em desempenho e possui
menor complexidade computacional, quando comparado aos geralmente
complexos algoritmos de busca quase-6tima do passo [1], [20], [21], [22].
Normalmente dependentes da ordem do filtro utilizado, esses algoritmos podem se
tornar proibitivos em certas aplicagbes, com desempenhos que muitas vezes nado
justificam a complexidade computacional empregada.

A premissa basica para desenvolvimento do trabalho foi a
estacionaridade do ambiente adaptativo. Embora aceitavel em muitas situagGes
praticas, é sempre interessante avaliar o impacto de possiveis variacBes nas
caracteristicas do sistema sob identificagdo. Isso foi feito na Secdo 4.5, na qual
avalia-se a sensibilidade do algoritmo VSS a variagbes bruscas na solucio
otima, confrontando-o com o algoritmo proposto em [22]. O algoritmo VSS

também revelou desempénho superior, quando projetado pelas técnicas
| apresentadas anteriormente.

Outro tipo de ndo-estacionaridade que manifesta-se regularmente em
situagOes praticas é a continua, na quél as propriedades estatisticas de alguns (ou
todos) sinais modificam-se continuamente no decorrer do tempo. Esse caso ndo
foi explorado, carecendo de estudos futuros.




Conclusoes, Criticas,’»Conjecturas, e Sugestoes
para Trabalhos Futuros

"Quem alcanca um ideal, vai além dele”

Friedrich Nietzsche

5.1.Conclusoes

Seguramente a mais atrativa caracteristica do algoritmo LMS é a sua
simplicidad_e. A mais detrativa € a sua convergéncia relativamente lenta, quando
comparado a algoritmos como o RLS ou o filtro de Kalman. O algoritmo LMS
apresenta uma vocagao ‘ natural para operagao de filtros adaptativos,
especialmente em aplicages em que se exige simplicidade e a velocidade de
cdnvergéncia nao é um fator 'determinante, apresentando uma robustez
satisfatdria mesmo frente a erfos de implemez%tagéo [9].

E corrente na literatura que a operacdo do algoritmo LMS empregando
passo variavel é sempre uma abordagem preferivel. Sob qualquer ponto de vista
de otimizagdo, a adaptagdo & melhor assistida pela utilizagdo de passo variavel
[14]. Em ambientes estacionarios, a escolha de uma seqiiéncia de passos
apropriada acelera significativamente a convergéncia do algoritmo para um dado
desajuste em regime permanente. Em ambientes ndo-estacionarios, os algoritmos
de passo varidvel sdo geralmente mais eficientes no rastreamento da solucio
otima [15].

Das vantagens proporcionadas pela adaptagdo do passo surgiram
inimeros algoritmos de controle da constante de aprendizado, com estruturas,
filosofias e parametros diferentes, o que pode tornar a opgdo por uma estrutura
em especial um trabalho “hercileo”. '

" A idéia central deste trabalho foi desenvolver uma metodologia de
avaliagao e projeto dos algoritmos de controle, aproveitando alguns resultados
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existéntes e d'erivandoloutro's, em detrimento da proposicao de novos algoritmos
de passd variavel. Com uma metbdologia apropriada para avaliagdo do
desempenho em regime permanente e das caracteristicas de convergéncia,
observando também a complexidade computacional das estruturas, pode-se
decidir sobre o algoritmo de controle do passo a ser utilizado.

O ponto de partida foi a andlise da dinamica do algoritmo LMS. A
necessidade de indicativos absolutos de desempenho era clara. Foi entdo derivado
o -modelo analitico da evolugdo étima do algoritmo LMS com passo varidvel,
envolvendo a evolugdo 6tima do erro médio quadratico e a seqiiéncia de passos
otima correspondente [¢] , [22]. A evolugdo otima estabelece os objetivos dos
algoritmos de passo variavel existentes. Entretanto, era também necesséria uma
forma de avaliagao dos algoritmos que aproveitasse adequadamente o resultado
otimo derivado.

| A avaliacdo dos algoritmos de passo variavel normalmente feita na
literatura envolve a observagdo da seqiiéncia de passos produzida pelo algoritmo
de controle e a evolugdo correspondente do erro médio quadratico [16], [17],
[19], [21]. Contudo, avaliar a influéncia da seqiiéncia de passos na curva de
aprendizado ndo € tarefa trivial quando realizada em curvas separadas.

"Em busca de uma maneira mais eficiente de aproveitar a evolucdo
otima derivada na avaliagdo dos algoritmos, mostrou-se que a adaptacdo em
passo variavel pode ser caracterizada de forma mais genérica por trajetdrias no
espaco tridimensional, reunindo numa UGnica curva informacdes simultaneas do
passo, do erro meédio quadratico e do nimero de iteracdes. Assim, comparando as
trajetdrias descritas pelos algoritmos com a trajetdria étima, obtida da evolugdo
otima derivada, poder-se-ia avaliar o desempenho dos algoritmos, em um Unico
lugar geométrico. Resolveu-se um problema; criou-se outro: comparar curvas
contidas no espago nao é algo corriqueiro, quando muito, factivel.

As trajetdrias espaciais, em principio de pouco valor tedrico, possuem
projecdes nos' diedros erro médio quadratico em fungio do nimero de iteractes

[E,n], e passo de célculo em fungdo do nimero de iteragBes [u,n], gerando as
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curvas classicas utilizadas na literatura para avaliagdo dos algoritmos de passo
variavel - a seqiiéncia de passos e a curva de aprendizado. Estas projecGes
poderiam ser utilizadas para avaliagao dos algoritmos, mas em diedros separados,
exigindo a observacdo das duas curvas classicas para uma avaliagdo mais confiavel
da evolucdo da adaptacdo.

... Uma terceira projecdo, até entdo inexplorada, toma lugar no terceiro
diedro que compOe o espaco [&,u,n] no qual estdo contidas as trajetorias
genéricas: o erro médio quadratico em funcdo do passo de célculo, denominado
plano de aprendizado.

Conforme procedem as iteracdes, os algoritmos sob analise descrevem
trajetorias caracteristicas no plano de aprendizado, combinando informacdes
simultaneas da figura de mérito do algoritmo LMS e da constante de aprendizado.
Isto gerou uma representacio mais completa & compacta, na qual o nimero de
iteragcbes é um parametro implicito.

Superou-se assim. o problema da visualizaciio das trajetdrias genéricas
no espaco e a avaliagdo classica em curvas separadas: compara-se as trajetdrias
caracteristicas com a trajetéria dtima na nova representacdo proposta. Os
algoritmos tém seus désempenhos avaliados de acordo com a regido percorrida no
plano de aprendizado. O plano de aprendizado também comporta uma
representacio do regime permanente dos algoritmos de passo variavel,
caracterizada "pela curva de estabilizagao. Esta representa o conjunto dos pontos
em que as trajetorias tornam-se estacionarias, auxiliando na avaliacdo da dindmica
e do desempenho apds a convergéncia.

A etapa seguinte foi o desenvolvimento de modelos analiticos para
construgdo do plano de aprendizado e para a geracdo das trajetorias
caracteristicas. Embora os algoritmos possam ter suas trajetdrias caracteristicas
geradas por simulacdes Monte Carlo, uma ase analitica é sempre desejavel.

Reunindo o modelo analitico da evolucio tima do algoritmo LMS, o
modelo analitico para geracio de trajetérias, e a caracterizacao do processo

adaptativo no plano de aprendizado, constfuiu-se" uma metodologia simples e

I
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eficiente para 'éva/ia‘g‘é’o’ e projeto de algoritmos de pa.éso varidvel baseados no
algorltmo LMS em ambientes estacionarios.

Em se tratando de sinais correlacionados, com uma dlstr|bU|<;ao
arbitraria de autovalores, a direcionalidade do algoritmo LMS [1] restringe a
metodologia' proposta a avaliagdo dos algoritmos de passo varidavel, uma vez que
a geracdo das trajetorias depende de informagBes ndo conhecidas a priori, como a
solugdo de Wiener.

EFn aplicagées nas quais o sinal de referéncia ¢ ruido branco, como nos
importantes "casos de identificacdo de sistemas, os modelos analiticos explanados
transformam-se em equacdes recursivas escalares, permitindo a constru¢do do
plano de aprendizado baseando-se em informagOes estatisticas conhecidas ou
estimadas com relativa facilidade dos dados. Nessas aplicagbes pode-se entdo
avaliar e projetar os algoritmos de passo variavel existentes.

Para mostrar a sua potencialidade, no Capitulo 4 a metodologia
desenvolvida foi aplicada na avalia¢do e projeto de alguns algoritmos propostos na
literatura [12], [14], [16], [17], [22]. Um dcs resultados obtidos foi um novo valor
étimo para o passo fixo que maximiza a taxa inicial de convergéncia do erro médio
quadratico. Além de tornar o LMS mais rapido, relativo aos resultados’ classicos
[6], [11], [12], [31], o novo passo otimo derivado determina desajustes menores
em regime permanente. | |

Dedicou-se ‘ particular atengdo ao algoritmo proposto em 1992 por
Kwong e Johnston [16] e criticado em [17], [19] e [22]. Pela simplicidade inerente
e constituindo uma estrutura que filtra .0 erro quadratico de predicdao para
controlar o passo de calculo, o algoritmo VSS atende razoavelmente bem as
premissas estatfsticas utilizadas no desenvolvimento dos modelos analiticos, sendo
um Stimo candidato para aplicar a metodologia proposta. ‘

No primeiro exemplo desenvolvido, modificou-se convenientemente o
procedimento original proposto em [16], gerando um novo procedimento no qual
pode-se projetar o regime permanente e o regime transitorio, assistidos pela

metodologia proposta e péla andlise realizada pelos autores. Quando projetado

1
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pela nova metodologia, o algoritmo VSS apresenta excelente desempenho, mesmo
para especificagbes de projeto rigorosas, ou quando sujeito a certos tipos de
nao-estacionaridade, isso com uma complexidade computacional adicional irrisoria
frente ao caso classico com passo fixo.

A importancia. da utilizacdo de resultados analiticos na avaliagdo de
desempenho dos algoritmos de p3550: var?é\(el torna-se clara nos exemplos
reproduzidos e avaliados na Segéo‘?"4.2a3. Aﬁrrhagﬁes apoiadas unicamente em
resultados de simulagao s30 pouco confiaveis, a auséncia de qualquer Pespaldo
analitico pode levar a conclusGes equivocadas acerca da natureza dos algoritmos e
de seus desempenhos, conforme ocorre em [17]. '

A superioridade do algoritmo MVSS, descrita em [17] e reafirmada em
[19] e [22], ndo € suportada pelas simulagGes apresentadas em [17], pelo menos
por aquelas que foram possiveis reproduzir com as informacdes disponiveis. O
algoritmo VSS apresenta um desempenho igual ou superior ao apresentado,
inclusive em situagGes que deveriam respaldar o algoritmo MVSS, como nos casos
de baixas SNR ("Signal-to-Noise Ratio'v').

Algumas dificuldades enfrantadas neste trabalho dao margem a criticas
que assolam muitos trabalhos da literatura: a omissdo de informagdes essenciais
para reproduzir os exemplos explorados [16], [17], [25], [26]. Uma pratica
comum é apresentar conclusdes baseadas em exemplos sem as informacdes
necessarias para reproduzi-los. Pafa aplicacdes nas quais o sinal x(n) € ruido
branco, pode-se estimar alguns parémetro's‘_a partir das curvas e reproduzir os
- exemplos, como foi feito- na-SegSo 4;293 .»’C?bntudo, para sinais correlacionados
informacSes como a inicializacdo do filtro adaptativo e a solugdo de Wiener
empregada nas simulagbes sdo cruciais para caracterizar completamente os
exemplos explorados. A escassez destas informagGes impossibilitou a avaliagdo de
alguns exemplos apresentados em [17].

Para testar a qualidade dos modelos gerados quando as’ premissas
estatisticas sao atendidas, projetou-se um estrutura analisada em [12], e utilizada
de maneira semelhante em [14]. A politica proposta resgata a abordagem original
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dos algoritmos do gradiente estocastico, na qual o passo evoluia de maneira
deterministica, inversamente proporcional a alguma poténcia do nimero de
iteraces. Os resultados das simulacGes revelam uma concordancia muito boa com
as previsSes tedricas dos modelos analiticos. ‘

Foram comparadas também duas filosofias, de certa forma,
concorrentes: o projeto da dindmica. dos _aig:r.)ritmos e as estruturas de otimizagdo
automatica do passo. A compara(;éo foi féita entre o algoritmo VSS [16] e o
algoritmo de busca automatica mais recente da literatura, proposto por Koike em
[22], chegando-se a resultados interessantes. Em aplicacBes cujo sinal de
referéncia é ruido branco e necesisité:se de especificagbes mais rigorosas de
projeto, a corregdo da dinémica das estruturas de filtragem, em especial aquela
proposta em [16], apresenta vantagens. Além de estruturalmente mais simples,
leva a resultados expressivamenrte melhores, mesmo em ambientes onde se

manifestam certos tipos de nao-estacionaridades (Secao 4.5).

5.2. Criticas

Talvez mais importante que desenvolver uma teoria seja critica-la,
revelando sua abrangéncia e desvendando suas limitagBes e restricdes Idgicas.

A andlise matemdatica dos algoritmos invariavelmente envolve
compromissos entre a tratabilidade matematica e o realismo do modelo a ser
produzido. Os modelos analiticos apresentados baseiam-se na popular hipétese da
independéncia estatistica. E provavelmente o melhor que pode ser feito do ponto
de vista pragmatico [9]. |

, A evolucdo 6tima do a‘igoritmo LMS foi obtida a partir do modelo
analitico a passo fixo;- 0" qual também utiliza a hipdtese da independéncia.
Naturalmente a seqiiéncia 6tima serd auténtica quando as premissas utilizadas
forem atendidas. Ocorre que em diversas aplicagdes o filtro adaptativo processa
séries temporais de dados, para .;s quais as premissas estatisticas reunidas na
secdo 3.2 do Capitulo 3 ndo se verificam. O que em Uultima instancia significa,
dentro de um rigorismo légico mai‘or, gue a sequiéncia gerada no Capitulo 3 nao &,
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estritamente, 6tima. Entretanto, os resultados obtidos no Capitulo 4 demonstram
que mesmo conceitualmente invdlida, ou aproximadamente valida, a seqiiéncia
Stima derivada encontra-se além da suficiéncia para aplicagées em geral, levando
a resultados bastante expressivos.

Constituindo um problema de analise com complexidade notadamente
maior, justificar o modelo utilizado para descrever o comportamento do erro
médio quadratico com passo varidvel exige premissas estatisticas adicionais
aquelas que naturalmente incorporarﬁ a teoria da independéncia (Se¢ao 3.6.3).

Vincular o passo de calculo a alguma varidvel do processo adaptativo
também o torna, a rigor, uma variavel aleatdria. Pela estrutura do algoritmo LMS,

pressupor que 0 passo u(n) € independente de outras varidveis do processo leva

em geral a simplificagGes consideraveis de analise. De acordo com as estruturas de
controle do passo utilizadas, sdc feitas simplificagbes de andlises ligeiramente
diferentes. Sob este ponto de vista, .as premissas adicionais adotadas neste
trabalho (Apéndice), (H.3) e (H.4), s30 as minimas possiveis, relativas as utilizadas
na literatura [8], [15], [16], [17], [21].

As premissas (H.3) e (H.4) fornecem bons resultados para algumas
éStruturas [16], [17], [18], [22], nas quais a adaptacdo dd passo é obtida através
de ﬁitrégem passa-baixas, 0 que atenua consideravelmente o comportamento
aleatério do passo de calculo, tornando-o aproximadamente independente das
outras variaveis do processo adaptativo.

Em outras estruturas, entretanto, constata-se uma evolucao do passo
bastante condicionada as variaveis das estruturas, como em [1], [8], [20], [25],
[26]. Nesses casos, a concordancia entre o modelo tedrico para a evolugéo do erro
médio qﬁédréticb proposto neste trabalho e os resultados de simulacdo podem ser
discrepantes. ‘ '

Em. situacdes  praticas, é . comum a manifestacio de
héo-estécionaridades, quando as propriedades estatisticas dos sinais modificam-se
no decorrer do tempo. Isso fere -as premissas utilizadas no desenvolvimento da
metodologia, sendo importante verificar até onde a correcio da dindmica pelo

<
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plano de aprendizado ainda proporciona vantagens. Avaliou-se na Sei;éo 45 o
f’mpacto das ndo-estacionaridades abruptas, verificando que o projeto pela
‘metodologia proposta nao sofre alteragdes consideraveis. No entanto,, é bastante
desejével avaliar a qualidade do projeto quando as propriedades estatisticas dos
sinais variam continuamente no tempo, o que € comum em muitas aplicacdes. Isto

ndo foi feito, carecendo de atengdo adicional.
5.3.Algumas Conjecturas (ou "Quase Conclusoes")

Muitos resultados foram extraidos durante o desenvolvimento do
trabalho, mas por circunstancias diversas, ndao foram aqui formalizados. N3o
constituindo uma base formal, mas representando informagGes importantes no
que concerne 0s algoritmos de passo variavel e a escolha das estruturas, traca-se

algumas conjecturas a seguir.
As Estruturas Auto-Otimizaveis

Quando o filtro adaptativo trata sinais correlacionados com distribuicGes
genéricas de autovalores, torna-se dificil otimizar a priori os parametros dos
algoritmos de passo variavel de maneira satisfatdria, dada a direcionalidade do
processo de convergéncia do -algeritmo LMS. Uma conjectura possivel nesses
casos é aconselhar o uso das estruturas de busca automatica, menos sensiveis a
escolha de seus parametros e 3 natureza dos dados, quando comparadas as
outras estruturas. O problema é empregar uma estrutura que implemente de
maneira satisfatéria a busca automatica do passo 6timo, ainda que de maneira
aproximada, em situagbes de projeto mais exigentes, como desajustes pequenos
em regime permanente. .

. A algoritmo analisado em [20] e revisitado em [1] parece apresentaf
problemas com a polarizacdo do passo. Pelas simulacBes realizadas , mas ndo
mostradas neste trabalho, 6 algoritmo apresenta dificuldades para alcancar valores
pequenos para o passo,'0 que certamente limita o desajuste em regime
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permanente alcancavel pela estrutura.

Mathews et al. {21] exploraram uma estrutura que também segue a .
abordagem gradiente-descendente, assim como a estrutura apresentada em [20].
Abolunasr e Mayyas [17] mostraram que este algoritmo pode-se tornar
inaceitavelmente lento quando Ihe € exigido operar sob desajustes rigorosos em
regime permanente. Isto ocorre também com o algoritmo proposto por Koike [22],
como mostrou-se na Secio 4.3.

Para aplicagdes nas quais o desajuste requerido em regime permanente
ndo é rigoroso, as estruturas de busca automatica citadas conseguem otimizar a
dinamica do. algoritmo LMS satisfatoriamente, podendo ser uma boa opgdo.
Destaca-se aquela analisada por Mathews et al, representando a estrutura
computacionalmente mais simples das analisadas e mostrando bons desempenhos
em [21].

Uso de Légica Difusa na Adaptacio do Passo

Com o desenvolvimerite do plano de aprendizado e da trajetdria 6tima,
o uso de Iégica difusa para adaptar ¢ passo [25], [26] fica descaracterizado. L&, o
sistema de inferéncia difuso utiliza comio v& r!avel finglistica de entrada o erro
quadratico (também o’ nGimero de iteragoes, numa extensao do trabalho),
mapeando-o na variavel de‘saida, o passo de célculo, através de uma base de
régras légicas simples. | |

Ora, o plano de aprendizado é exatamente o mesmo lugar geométrico
onde o sistema difuso opera. A trajetdria 6tima é precisamente a relagdo
entrada/saida que deveria ser implementada pelo sistema difuso para operacao
étima no sentido médio quadratico do erro. Isto enfraqueceria o argumento
defendido em [25] e [26] para justificar a estrutura difusa no controle do passo.
Existe um modelo analitico formal e razbavelmente preciso, onde o sistema difuso
pode ser visto como uma aproximacdo do modelo formal [32]. Seria eficiente na
medida em que implementasse a relagdao ditada pela trajetoria 6tima, a qual
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poderia ser, obviamente, usada para sintonizar e particionar os conjuntos difusos.

Embora ndo formalizadas neste trabalho, as simulagbes realizadas
mostram que devido a natureza aleatdria do passo gerado, o sistema difuso n3o
consegue atender as exigéncias do regime permanente e do regime transitdrio
- simultarieamente. Quando se sintoniza os conjuntos difusos pela trajetoria étima,
a estrutura apresenta problemas sérios de polarizagdo do passo, levando a
desajustes inaceita’yeis em regime permanente.

Quando se relaxa a sintonia dos conjuntos difusos, empregando passos
menores no particionamento e sintonia dos conjuntos, consegue-se desajustes
menores, mas a custo da velocidade de convergéncia. Novamente, a
complexidade computacional empregada n2o se traduz em desempenho.

A potencialidade do sistema de inferéncia difuso ndo esta
convenientemente aproveitada na forma prooosta em [25] e [26]; consegue-se
resultados muito melhores com estruturas riauito mais simples, como a estrutura
proposta em [16], quando projetada pela metodologia aqui apresentada.

5.4.Sugestoes para Trabalhos Futuros

Conforme diz o aforismo do inicio do capitulo, alcancar um ideal é
ultrapassa-lo. Certamente o trabalho desenvolvido n3o esgotou a linha de
pesquisa explorada. A seguir sugere-se aiguns temas em» potencial para a
continuidade do trabalho. |

Incluindo Nio-Linearidades nos Modelos Analiticos

Em 1999, ‘Koike [22] proporcionou uma contribuicio importante,
desenvolvendo um modelo analitico da evolugdao dtima do algoritmo LMS que
inclui nao-linearidades na estrutura original do algoritmo, o que permite abordar
outros. algoritfhos derivados - diretamente dele. Isto possibilitaria estender a
metodologia proposta para avaliar e projetar algoritmos tais como o SRA ("Signed
Regressor Algorithm™), 0 SSA ("Sign-Sigri- Algorithm"), ou o LMF ("Least Mean

1
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Fourth Algorithm") [23], dentre outros [22], [24].
Extensao para o Algoritmo LMS Normalizado

Dirk Slock derivou em [14] a seqiiéncia otima de passos para o
aIgorifmo LMS normalizado. Com este resultado, e outras andlises adicionais 13
feitas, pode-se estender a metodologia proposta para avaliar algoritmos de
controle do passo baseados no algoritmo LMS normalizado [14], [17], [18], [19].

' ¥

Dois Novos Algoritmos

Embora o propdsito deste trabalho ndo seja elaborar novos algoritmos,
duas das estruturas mencionadas podem ser convenientemente modificadas,
tornando-as exploraveis pela metodologia proposta.

Suprimindo uma’das equagdes do algoritmo proposto por Aboulnasr e
Mayyas [17], pode-se utilizar uma {nica equacdo que sirhultar)eamente adapta o
passo e réaliza a estimativa da figura de mérito utilizada, assim como foi feito com

o erro quadratico de estiﬁlacéo em [16]:

_u(n+1)=oyx(n)+ye(n)e(n ~1)

Assim, gera-se um algoritmo em que seria possivel projetar tanto o
regime permanente como a dinamica, semelhante ao ja feito na Secdo 4.2 com o
algoritmo VSS. Inspirando-se nas analises feitas em [16] e [17], pode-se derivar
uma expressao do desajuste em regime permanente e corrigir a dinamica do
algoritmq pela»metodollogia proposta, dado- um modelo analitico para a evolucdo
da auto-correlagao do erro Efe(n)e(n-1)].

Novamente inspirando-se no algoritmo VSS, pode-se também modificar
o algoritmo proposto em [18], fornecendo a estrutura original mais um grau de
liberdade. O novo algoritmo possuiria a vantagem nao garantida por Aboulnasr e
Mayyas em [17], no caso de ruidos de medicdo coloridos, como mostrado em
[19]. O‘ passo de calculo gerado pela estrutura ndo seria polarizado no sentido
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médio estatistico, dado o principio da ortogonalidade:

p(n+1) = opi{n) +ye(n) x(n)
Com um modelo para a ‘éVqugéo média da quantidade e(n)x(n) e uma
expressao para o desajuste, ter-se-ia outro algoritmo que permite o projeto da

dinamica e do regime permanente pela metodologia desenvolvida.
Caso Nao-Estacionario

A metodologia desenvolvida pressupde que o filtro adaptativo processa
sinais estacionarios. Porém, em principio pode-se modifica-la para ofimizar a
resposta dos algoritmos de passo variavel a nao-estacionaridades abruptas, onde
os sinais sdao estaciondrios dentro de certos intervalos de tempo, i”s'endo a
metodologia aproximadamente valida. Com algumas premissas e .infé?magaes
sobre a natureza da ndo-estacionaridade, a. metodologia poderia ser modificada
para avaliar a recuperagdao dos algoritmos apds a manifestagdo da mudanca no

ambiente adaptativo, e entdao otimizar a resposta dos filtros quando :i":nseridos
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Modelo Analitico Recursivo da Matriz K(n) com
Passo Variavel

A.1.Consideracoes Iniciais

Na Segdo 3.2, em (3.11), foi demonstrado que o modelo analitico do
erro médio quadratico do algoritmo LMS depende da evolucio da matriz de

covariancia do vetor de erro nos coeficientes:
é(n) =&, + Tr{RK(n)} (A.1.1)
onde:
Kn) =E[V(n)V* )] - (A.1.2)

A pértir de algumas hipoteses e resultados difundidos na literatura, sera
desenvolvido um modelo analitico recursivo para a matriz K(n) que, em conjunto
com (A.1.1), descreve o comportamento do erro médio quadratico do algoritmo’
LMS com passo variavel.

| Fregliientemente presentes na literatura, a teoria da independéncia da

Secdo 3.1 e as hipdteses simplificadoras adicionais da Segdo 3.6.3, listadas a

seguir por conveniéncia, faci!itam-a determinacdo do comportamento estatistico
da matriz K(n); 7

e O conjunto {X(n)d(n)} € estatisticamente independente do conjunto

{X(k),d(k)}] para nzk ;

' (H.1)

o O vetor de entradas X(n) € a resposta desejada d(n) séo simples

realizacbes de processos estocdsticos estaciondrios conjuntamente
gaussianos e com média nula; |

(H.2)
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e 0 passo de cdlculo u(n) e 1(n) sdo estatisticamente independentes do
vetor de entradas X(n) e do vetor de erro nos coeficientes V(n) ;
o (H.3)
e O valor esperado do passo de cdlculo quadrdtico € aproximadamente
igual ao quadrado do vaior médio do passo, E[p?*(n)]=E?[u(n)].

(H.4)

Em decorréncia das hipéteses adotadas, em particular a premissa de
sinais x(n) e d(n) gaussianos com média nula, torna-se possivel a utilizacdo de um
resultado conhecido como feorema da fatoragdo gaussiana [6], facilitando o

tratamento estatistico das variaveis envolvidas:

“Se Z;, Z;,Z; e Zy S0 quatro varidveis (amostras) de um processo gaussiano
real e com média nula, entdo

E[zlzzz3z4f] =E[z,z,]E[z,z,]+Elz,2,]E[z,2,]+E[z,2,]E[z,z,] “

Na literatura um dos mais elegantes resultados existentes, que também
leva a simplificagbes importantes, é o princjpio da ortogonalidade [1], [4]. Este
principio afirma que o erro minimo e,(n) remanescente do filtro de Wiener é

ortogonal ao sinal de referéncia x(n) no sentido estatistico:

" Ele,(mx(n-p)]=0 ; V p,n (A.1.3)
onde o erro minimo ey(n) é dado por:

'co(n)-‘—-d(n)—W‘oTX(n) (A14)

Utilizando apropriadamente .0s resultados explanados chega-se, apds
algum algebrismo, a expressao almejada para descricdo do comportamento
analitico do algoritmo LMS.
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A.2.Equag§o Recursiva da Matriz K(n)

Inicia-se a analise pela definicdo do vetor de erro nos coeficientes e

pela equagao de atualizagéd do algoifitmo LMS, reescritas a seguir:

Vin)=W(n)-W, (A.2.1)

W) = W(n)+i(n)e(n)X(n) (A.2.2)

Combinando (A.2.1) e (A.2.2) determina-se a equagao recursiva do LMS

em fungao do vetor de erro nos coeficientes:
V(n+1)=V(n)+pn)e(n)X(n) (A.2.3)

No Capitulo 3, definiu-se uma expressdo que relaciona o erro de
estimagdo em funcdo do vetor de entradas X(n) e do vetor V(n) , permitindo

escrever a equacdo (A.2.3) de forma mais adequada aos propdsitos desta segéd:
e(n)=¢e_(n)-VT(n)X(n) (A.2.9)
Aplicando (A.2.4) em (A.2.3):
V(n+1) = V('n) —pum)X ()X (n)V(n) +u(n)e, ('n)X(n) (A.2.5)

Assim, aplicando a definicdo (A.1:2) na equacdo recursiva (A.2.5),

chega-se a uma equacao-diferengas que descreve a evolugao da matriz K(n):

Va+DV @+1) = V@)V (@) + pm)e, m)Vm)X' () - p@)Vam)V' @)Xm)X" (n)
+ wnye, MXmVT(m) - p’me, mXMm)V @mXnm)X" (n)
XX’ @)VE)V @) - p? e, (mXmX" (m)Vm)X' (n)
+p2(n)el X mXT (n) + p? (MX@X* @V@)V' @)X @mXT (n)

(A.2.6)
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Rearranjando os termos:

Vn+D)VT (nv+ )=VmVT(n) - um) V)V @X@)XT @)+ Xm)XT @)Vn)v? (n)]
+ W XX V@)V @XmX @ + pimelmXmXT (n)
+  [ume, MX@VT(n) ~p’ (n)e, m)Xm)VT (m)Xm)X" (n)]
+  [pme, XmVT (@) - p*@e, mXmVT m)Xn)X" (@)1

(A.2.7)

¥

Efetuando o valor esperado da expressao (A.2.7) e novamente
invocando a definicdo (A.1.2) obtém-se uma expressdo da seguinte forma:

Kn+1)=K@®m)-A+B+C+D+F)+D+PT (A.2.8)

A expressdao recursiva {A.2.8) descreve a evolucao da matriz de
covariancia do vetor erro nos coeficientes, carecendo ainda da determinacdo dos

termos que a constituem, o que sera feito na seqiiéncia.
A.3.Termo AZEpmIVm)VTmXm)X" @)+X@)XT@Vm)Vi@)]] :

Recorrendo as hipoteses da independéncia, o termo A resulta em:

A =E[um)]E[Vm)VT MIEX@mX" @] + Epm)]EX@X" (n)]E[V@n)V' (n)]
(A3.1)

Das deﬁnigﬁésv(A.l.Z) e (2.7):

A =E{p(n)][K(n)R +RK(n)] (A.3)

A.4.Termo : BEE[p (m)XmX  m)Vm)VT m)Xn)XT (n)]

Este termo envolve momentos de quarta ordem de x(n). Como a teoria
da independéncia assume x(n) gaussiano, os momentos de quarta ordem podem
ser reduzidos ao calculo de momentos de segunda ordem, utilizando o teorema da

fatoracao gaussiana.
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Escrevendo a matriz B na forma:

N N '
B={, =B ™) Y KmXT ), (Vo) v m)),, K@XT (n))m.jl (A.4.1)

p=1 m=1

onde:
(X(n)XT_(n))im =x(n-i)x(n-m) ' (A.4.2)
V@V m),., =v.mv, @ (A.4.3)
(X(n)XT (n))pj. =x(n-p)x(n-j) (A.4.9)
Assim:
i N N i
{bij }: E[p?(n) 2 x(n-i)x(n-m)v, (n)v, (n)x(n-p)x(n - j)
’ | p=1 m=1 ]
[ N N ]
=E p’ M) Y x(n-i)x(n -m)x(n-p)x(@ - j)v,, ()v, (n)
. | p=1 m=1 ]
(A.4.5)

Utilizando as hipoteses listadas na Segdo A.1:

N N

by =B @1 Y Y Elx(n-i)x(n —m)x(n - p)x(n - DI E[v,, @)v, ()] (A.4.6)
p=1 m=1
Na expressao (A.4.6), cabe a aplicacdo do teorema da fatoracdo ao

termo com momentos de quarta ordem em x(n):

E[x(n -i)x(n -m)x(n-p)x{n-j)l= E[x(n-i)x(n—m)]E[x(n-p)x(n-j)]
+ E[x(n-i)x(n-p)] E[x(n -m)x(n - j)]
+  E[x(n-i)x(n-j)] E[x(n —m)x(n —p)]

(A.4.7)
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Sob a premissa de estacionaridade do sinal de referéncia x(n):

Elx(n-D)x(n-m)x(n-p)x(n—-j)]= r(m-i)r(j-p) + r(p—-i)r(j—m)

A4.8
+  r(-Dr(p-m) ( )
Substituindo (A.4.8) em (A.4.6):
N N |
b =B @1 Irm - i)r(j-p) +r(p = Dr(~m) +r(j=Dr(p —~m)) ., (n)
=1 m=1
PN N N N
=B’ @)Y, tm-irG-p)k,, () + ER*@]1Y, Y r(p-drG-mk,, ()
p=1 met p=1 m=1

N N
+ B @Ir(G-i) ), Y rp-m)k, (n)

p=1 m=1

(A.4.9)

Considerando que E[v,, (n)v, ()] =k, () = (K(n)),, e rm-)=R),, :

{bﬁ}=E[u2(n>]ii(R)im(R)pj( m),, + EW(n)]ii(R)ip(R)mj(K(m)mp

+ B @IR), Y Y R)my (K)n,

p=l

—

(A.4.10)

Dado que as matrizes K(n) e R s&o simétricas, (K(n)),, =K®),. e

R).., =R),.,, os termos em (A.4.10) podem ser arranjados apropriadamente:

b e @Y S ®). &), R), + Ent@id Y R),E&m).R),

p=1 m=l p=1 m=1

+  ERmIR), i‘i(R),,m (K(1)).n,p

p=1 m=1

(A.4.11)

Os dois primeiros termos da expressao (A.4.11) claramente
correspondem-ao termo (-); do produto matricial RK(n)R . A Ultima somatdria
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corresponde ao traco do produto RK(n) . A expressao (A.4.11) pode entdo ser
reescrita como:

{bij}z E[n’(m]RK@R), + Ep*@]REMR); + Eu’@®][R), Tr(RK(n)}
| (A4.12)

A matriz B correspondente é:
B=E[u’@)][2RKMR + RTr{RK(n)}] (A.4)

A.5.Termo c2Ep’m)e’ X mXT ()]

Novamente, representa-se a matriz C na forma:

{c i }= E[n* (m)IEl(e, (n)e, ()X @)X (m));1=E[p* (m)]Efe, (n)e, (n)x(n —i)x(n - j)]
| (A.5.1)

Como a teoria da independéncia*'assume d(n) e x(n) conjuntamente

gaussianos, o erro dado por.(A.1.4) também 0.€, desta forma:
Efe, (n) e, (n)x(n—i) x(n-j)] =Ele, (n) e, (n)]E[x(n —1) x(n - )]

+ Ele, ()x(n—i)JE[e, mx(n~j)] + Ele, mx(n~HIEfe, m)xn-1)]
(A.5.2)

O principio da ortogonalidade determina que somente o primeiro termo

nao é nulo:
Ele, (n)e, (n)x(n—i) x(n—j)] = Efe m)Ir(j—i)=Elelm)IR), (A.5.3)
Substituindo (A.5.3) em (A.5.1):
£, = B’ @)IElx(n -i) e, (n) e, (M)x(n - )] = Eln? @IE[2 (@)IR), (A5.4)

A matriz C correspondente resulta em:
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C=EW’@)]R &, | (A5)
- A.6.Termo D=Eju@me, n) X))V (n)]
Utilizando o principio da ortogonalidade e a teoria da independéncia:
D =E[p(n) E[e, (n) X(n) JE[V" (n) ] = [0] (A.6)
A.7.Termo F2Ep?@me, mX@) VI @XmXT ()]
N
1= E[Z 1> e, @E@VT M), K@)X? (n))p,]
": (A7.1)
= E':Z n? (e, (m)x(n~i)v, (M)x(n-p)x(n- j)]
Sob orientacdo das hipéteses da independéncia, (A.7.1) resulta em:
N
f, }= Bl @1 Efe, m)x(m-i)x(n -p)x(n - HIELV, ()] (A7.2)
p=l

Invocando novamente o teorema da fatoragao sobre o termo acima:

E[e, mx(n-x(n~p)x(n-j]=Ele, m)x@m-)]Ex®m-p)x(n- )]

+ Ele,(m)x(n-p)Ex(n-))x(n-j)] + Efe,(n)x(n-)IE[x(n-i)x(n~p)]
(A.7.3)

Pelo principio da ortogonalidade, todos os valores esperados acima sao
nulos, portanto, tem-se:

f; =0 ;5 Vi,j A7)
F={f;}=10] '
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A.8.Modelo Analitico Recursivo da Matriz K(n)

Reunindo as expressdes de A, B, C, D e F, derivadas anteriormente, na

| expressao inicial (A.2.8), tem-se:

K(n+1) =K(n) - E[W(n)]-[K(n)R+RK(n)] + E[u*(n)]-[2RK(n)R+R Tr{RK(n)}+R- € in ]

(A8.1)

As expressoes (A.1.1) e (A.8.1) descrevem o comportamento do erro
médio quadratico do algoritmo LMS evoluindo com passo variavel.
Com a premissa (H.4), E[u’(n)]=E*[u(n)], chega-se a uma expressio

mais simples, utilizada nos Capitulos 3 e 4 :

K(n+1) = K(n) -E[uw(n)]- [K(n)R+RK(n)] + Ez[u(n)] [2RK(n) R+R Tr{RK(n)}+R 'imin]
| (A.8.2)

Caso se utilize passo fixo, com u(n)=un , a expressao (A.8.2) se reduz -

- aquela utilizada no Capitulo 3 para derivar a evolucdo 6tima 'do algoritmo LMS:

K(n+1)=K(@) - tIK(R +RK@)] + p*[2RK()R+R Tr{RK(n)}+R £ ] (A.8.3)




