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Resumo

Em muitas 4reas das ciéncias aplicadas nos deparamos com o problema,
de estimar um conjunto de pardmetros a partir de dados obtidos experimentalmente,
onde assume-se que os dados provém de modelos exponenciais. Esses dados sdo
armazenados em matrizes, as quais servem como ponto de partida para uma série
de algoritmos que extraem os parimetros de interesse, via solugdo de um problema,
de autovalor. O objetivo deste trabalho é apresentar o problema de recuperagio de
exponenciais, as dificuldades associadas ao problema, e as diferentes maneiras de
abordé-lo, bem como, experiéncias numéricas as quais ilustram a performance dos
métodos apresentados.



Abstract

In many areas of applied sciences we face the problem of estimating
a set of parameters from a given set of data points, which are assumed to satisfy
exponential models. These data are stored in matrices, which serve as a startpoint
to a lot of algorithms which extract the parameters of interest through the solution
of an eigenvalue problem. The objective of this work is to present the problem of
exponential recovering, as well as several algorithms used in solving this important
problem. Particular emphasis is given to algorithms based on the fast computa-
tion of the so-called signal subspace, which are shown to yield accurate estimates of
the wanted parameters. Numerical results illustrating the performance of the meth-
ods are presented, including the recovering of parameters from time domain NMR
(Nuclear Magnetic ressonance) data.



Introducao

O problema de recuperagdo de parametros embutidos em exponenciais
complexas tem sido motivo de pesquisa desde aproximadamente o século XVIII.
A primeira referéncia do problema vem de 1795, quando R. de Prony deparou-se
com o problema ao realizar algumas experiéncias quimicas. A ele também pode
ser creditada a primeira solugdo. Apesar de possuir mais de 200 anos, o método
desenvolvido por Prony tem servido de motivagdo para o desenvolvimento de outros
métodos, entre os quais se destaca o método de Tufts e Kumaresan [22].

Atualmente, o problema de se estimar um conjunto de pardmetros
associados a sinais descritos como uma combinagao linear de exponenciais complexas,
a partir de um conjunto de amostras do sinal, é motivo de pesquisa em diversas
4reas, como processamento digital de voz, processamento de sinais, analise modal de
estruturas mecénicas, ressonincia magnética nuclear, etc., [1, 7, 11, 21, 17, 39]. Por
exemplo, em andlise modal de estruturas mecénicas, a determinagio dos pardmetros
fornece informacoes sobre as amplitudes, freqiiéncias naturais de vibraciao e amorte-
cimentos da estrutura em estudo [1]; em ressondncia magnética nuclear, fornecem
informagGes como razdes de concentragdo de metabolismo, valor do pH de tecidos,
etc., as quais auxiliam no diagnéstico médico [8].

Em aplicagdes praticas, as amostras disponiveis do sinal sdo versdes
perturbadas do sinal exato. As perturbacdes sao chamadas de ruidos'e podem ser
resultado de imprecisGes numéricas, interferéncias térmicas, elétricas, atmosféricas,
etc. Com isso, a determinacdo dos pardmetros desejados torna-se mais complicada.

A idéia bésica das abordagens existentes para o problema € armazenar
as amostras do sinal numa matriz, a qual possui uma estrutura predefinida, Toeplitz
ou Hankel, que é chamada matriz de observacdo. Quando o sinal é livre de ruidos, ou
seja, quando ndo apresenta nenhuma perturbacdo, o nimero de colunas linearmente
independentes dessa matriz fornece informagao sobre o nimero de componentes do
sinal. Os pardmetros procurados podem ser extraidos a partir do subespaco gerado
pelas colunas (linhas) linearmente independentes dessa matriz, pela solugdo de um
problema de autovalor. Este subespago é chamado subespacgo sinal, e pode ser esti-
mado por meio dos vetores singulares & direita ou & esquerda, associados aos valores
singulares ndo nulos da matriz de observagao.



Na prética porém, como as amostras do sinal sdo perturbadas, a matriz
de observagdao se comporta como sendo de posto completo, ou seja, com todas as
colunas linearmente independentes. Dessa forma, o seu espago coluna (linha) possui
informagbes provenientes do sinal e informagdes provenientes do ruido. Assim, a
primeira dificuldade é separar este subespaco em dois, um subespaco associado ao
sinal, e outro associado ao ruido, chamado subespaco ruido. Se o nivel de ruido nos
dados nao for muito alto, o subespago associado ao sinal é dominante, e o subespago
associado ao ruido é subordinado: o subespago sinal estd associado aos maiores va-
lores singulares da matriz de observagao, enquanto o subespago ruido estd associado
aos menores. Uma forma de realizar essa separacio é olhar para um “salto”entre
os valores singulares. Porém, essa ndo é uma tarefa muito simples, especialmente
quando o nivel de ruido nos dados € alto ou quando o sinal analisado tem exponenciais
muito préximas. Existem vdrias técnicas baseadas na estimativa do subespaco sinal,
chamadas Métodos de Subespaco, tais como: o método de Kung [24], o método HSVD
[21], o método OPIA [1], o método de Zeiger e Mac-Ewen [48], e outros [41].

Uma outra forma de abordar o problema é pela das Técnicas de Pre-
digdo Linear [3, 7, 8, 19, 22, 23, 41], as quais so, de alguma forma, generalizagdes do
método de Prony, em que os pardmetros sao estimados a partir das raizes de certos
polinémios.

Em ambas as classes de métodos, faz-se necessdria uma estimativa do
nimero de componentes do sinal. Como essa estimativa nao é simples, assumiremos
que o nidmero de exponenciais é conhecido previamente. -

O objetivo deste trabalho é apresentar ao leitor o problema de re-
cuperacao de exponenciais, as dificuldades associadas ao problema, e as diferentes
maneiras de abordé-lo.

O trabalho estd organizado da seguinte maneira: no primeiro capitulo,
¢ feita uma breve revisio de alguns conceitos da Al'gebra Linear, 0s quais serdo uti-
lizados no decorrer do trabalho. O capitulo 2 é dedicado & apresentag@o detalhada
do problema da recuperagio de exponenciais, bem como as caracteristicas e pro-
priedades dos problemas que serdo estudados. No capitulo 3, sdo descritos alguns
métodos utilizados para a determinagdo dos parametros, as Técnicas de Predicdo
Linear e os Métodos de Subespago; é mostrado que a estimativa dos parametros estd
associada & solugdo de um problema de autovalor. No capitulo 4 é feita uma andlise
da sensibilidade dos autovalores do sinal, em relacdo a perturbagées nos dados; sdo
apresentados resultados que mostram que, sob certas condigdes, esses autovalores
s3o insensiveis a pequenas perturbagdes. No capitulo 5, sdo apresentados métodos
numéricos para o célculo parcial dos autovalores de uma matriz, com o objetivo de
calcular o subespaco sinal de maneira rapida, introduzindo uma multiplicagdo répida,
que utiliza a Transformada Répida de Fourier e que leva em conta a estrutura da



matriz. Para finalizar, no capitulo 6, sdo apresentados os resultados de alguns ex-
perimentos numéricos, comparando dois métodos apresentados no capitulo 3. Todos
os experimentos numéricos apresentados foram feitos utilizando o software Matlab.
Sao apresentadas, ainda, algumas conclusoes finais.



Capitulo 1

Conceitos Fundamentais da
Algebra Linear

Este capitulo inicial destina-se a fazer uma breve revisido de alguns
conceitos fundamentais de dlgebra linear. Inicialmente, é apresentada uma descrigéo
das principais notacdes que sdo utilizadas. A seguir, sdo definidos os conceitos de
autovalor e autovetor de uma matriz, apresentadas algumas das suas principais pro-
priedades e alguns resultados cldssicos da teoria de perturbacao de autovalores. Na
secdo 1.3, é apresentada uma das mais importantes decomposi¢ées de matrizes, a
Decomposi¢gdo em Valores Singulares (SVD), bem como alguns resultados sobre a
sensibilidade dos valores e vetores singulares a perturbacoes na matriz. Utilizando
a SVD, na sec¢do 1.4, é definida a pseudo-inversa de uma matriz. Na secdo seguinte,
sdo apresentados e discutidos os problemas de quadrados minimos lineares e os pro-
blemas de quadrados minimos totais. Um outro conceito apresentado é o de angulo
entre subespacos, na se¢ao 1.6.

1.1 Notagao

Inicialmente, é descrita a notacio dos conjuntos de niimeros, vetores e
matrizes. O conjunto dos niumeros reais é denotado por IR, e o conjunto dos nimeros
complexos por C.

Para o espago de todos os vetores coluna, com n componentes reais, é
usada a notagdo IR™, e no caso das n componentes serem complexas, é usado C*. O
conjunto de todas as matrizes m X n, onde todas as componentes sdo reais, é escrito
como IR™*" quando todas as componentes sdo complexas, é escrito como C™*".

Em quase todo o texto, usam-se letras mintisculas para vetores, le-
tras gregas minudsculas para escalares, e letras maiisculas e gregas maitisculas para

matrizes.
O elemento de uma matriz A, que se encontra na linha ¢ e na coluna



j, é denotado por a;;, algumas vezes serd usada a notagao a;, para designar a coluna
j de A (ou a linha j de A).

A matriz nula, o vetor nulo e o escalar zero sdo denotados por 0. A
matriz identidade é escrita como I, ou I, se for necessdrio especificar a sua ordem.
O vetor formado sé de uns é chamado de e, e o i-ésimo vetor candnico, isto é, o vetor
cuja i-ésima componente € 1 e as demais sao zeros, de e;.

A transposta da matriz A, é denotada por AT, sua conjugada trans-
posta por A*, isto é, A* = AT. A inversa denotada por A}, a inversa da transposta
por AT, e a inversa da conjugada transposta por A~*.

O espago coluna de A € C™*" é chamado de

R(A) ={Az:z € C"}
e o espago nulo de |
N(A) = {z: Az = 0}.
O posto de A é dado por, posto(A) = dim(R(A)), onde dim(X") denota
a dimens&o do espago X. O determinante de A é escrito como det(A), e o trago como
tr(A).
A norma-2 de um vetor z € C*, também chamada de norma Eucli-
diana, é escrita como ||z|s, e definida como a raiz quadrada positiva de:

n

Z |z;|* = z*z. (1.1)

i=1

A norma Frobenius de uma matriz A € C™*", ||A||r é definida por:

1Alr =] las )2, (1.2)

j=1 i=1

e a norma-2 de A é definida por

[Az]l2
| B
Em alguns cdlculos, para efeito de simplificagdo da notag@o, a norma—2 serd deno-

tada somente por || - ||.
Existe ainda a norma p, dada por

A2 = su%) (1.3)

z

: Ax
1Al = supll 22l (1.4
=0 | 2llp
1
onde ||zll, = (|z1]? + - - - + [za[F)*
Seja {z1,Z2," -+ ,Zn} um conjunto de vetores, o espago gerado por estes

vetores é denotado por span{zi,za, - ,Z,}.
A seguir, sdo definidos alguns tipos especiais de matrizes:
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Definicao 1.1. Dizemos que uma matriz P é uma matriz de projecdo ortogonal se
P=P*eP?=P.

Definigao 1.2. - Seja A € C™*"

Simétrica (hermitiana), se AT = A (A*=A).

Positiva definida (semipositiva definida), se é hermitiana e se t*Az > (>) 0
para todo x # 0.

-Unitdria, ou ortogonal no caso real, se A*A=AA* = 1.

Normal, se A*A = AA*.

Triangular superior, se € quadrada e set > j = a;; = 0, isto €, se os elementos
abaizo da diagonal principal sdo iguais a zero.

Triangular inferior, se é quadrada e se 1 < j = a;; = 0, isto €, se os elementos
acima da diagonal principal sGo iguais a zero.

Diagonal, se é triangular superior e inferior, ou seja, se os elementos fora
da diagonal principal sdo todos nulos. Se {ki,Ka,- -, Ky} numeros reais ou
complezos, entdo rmdiag(k,, k2, -+ , Kp), denota uma matriz diagonal formada
por estes numeros.

Hessenberg superior, se a;; = 0 para qualquer par 1,7 tal que s > j + 1.

Matriz de Hankel, se as anti-diagonais sdo constantes, isto €, a;; = fiy; para
algum vetor f.

Matriz de Toeplitz; se as diagonais sdo constantes, isto €, a;; = f;j_; para algum
vetor f.

1.2 Autovalores e Autovetores

Informalmente falando, um autovetor é um vetor que ndo muda a sua

dire¢do, quando multiplicado por A, e seu autovalor é o tamanho da sua expansio
ou contracao neste processo.

Definigao 1.3. Seja A € C™*™. O par (z,A) € chamado um auto-par da matriz A,
sex#0e

Az = Az. (1.5)



O vetor z é chamado autovetor a direita de A, e A o autovalor associado.
Se y*A = M\y*, y é chamado autovetor & esquerda de A, associado ao autovalor A\. O
conjunto de todos os autovalores de A é denotado por A(A). A equagdo (1.5) pode
ser rescrita como:

(A= M)z =0, z#0

o que ocorre se e somente se (A — AI) é singular, ou equivalentemente, se e somente
se:

det(A — M) =0 (1.6)

A expressdo (1.6) é chamada polinémio caracteristico de A, e possui
grau n em A, suas raizes sdo os autovalores de A. Conseqiientemente, a matriz A
possui exatamente 1 autovalores.

Diz-se que um autovalor A possui multiplicidade algébrica u, se ele
é uma raiz com multiplicidade p do polindmio caracteristico. Se a multiplicidade
algébrica de um autovalor for 1, ele é chamado simples, caso contrdrio é chamado
maltiplo. _

Um autovalor A possui multiplicidade geométrica 7y, se 0 nimero méa-
ximo de autovetores associados a A é , ou seja, a dimensdo de V(A — AI) é .
Seja A € C**™, a seguir, sdo apresentadas algumas propriedades dos autovalores e
autovetores de A:

Pl . A e AT tem os mesmos autovalores.

2z

P2 . Se X é autovalor de A com autovetor v e A é nio singular, entdo A7' é
autovalor de A=! com autovetor v.

 P3 . Se A é uma matriz triangular de blocos, digamos:

A A ... AL
A= Ay . Ag,
Ann

Entdo o conjunto dos autovalores de A, contando a multiplicidade, é igual a
unido dos conjuntos de autovalores de A;y, ..., Aun-

P4 . A soma dos autovalores é igual ao trago da matriz.
P5 . O produto dos autovalores é igual ao determinante da matriz.

P6 . Sejam vy, . .., v autovetores de A associados a distintos autovalores Ay, . . ., Ag.
Entdo v,..., v sdo LI.



P7 . Se A tem n autovalores distintos, entdo A pode ser diagonalizada, ou seja,

existe uma matriz X ndo singular e uma matriz D diagonal tal que A =
X 'DX.

P8 . Os autovalores de A* sdo XF ..., Ak a k-ésima poténcia dos autovalores de

A.

P9 . Seja p € C, se v é um autovetor de A com autovalor A, entdo v é também
um autovetor de A — pI com autovalor A — p.

P10 . Os autovalores de uma maitriz simétrica ou de uma matriz hermitiana sio
reais.

P11 . Os autovetores de uma matriz simétrica real ou de uma matriz hermitiana,
correspondentes a autovalores distintos sdo ortogonais entre si.

P12 . Uma matriz simétrica real pode ser fatorada em A = QAQT, com autovalores
em A e respectivos autovetores ortogonais em Q.

P13 . Se A é real, entdo seu polindmio caracteristico é real, e os seus autovalores
complexos devem ocorrer em pares conjugados complexos.

P14 . Os autovalores de uma matriz triangular sdo os elementos da sua diagonal.

1.2.1 Condicionamento dos Autovalores

Nesta subsecdo sdo apresentados alguns resultados cldssicos da teo-
ria de perturbagdo de autovalores, os quais fornecem medidas da sensibilidade de
qualquer problema de autovalor.

Definicao 1.4. Séja A € CY™ ¢ seja A= XAX"! uma decomp()sigdo autovalor-
autovetor de A. Os nidmeros de condi¢cdo de Jordan do problema de autovalor asso-
ciado a A, sdo definidos por

k2 = min{||X DI D7 XM}, £p = min{||X Dl D7"X "||r}, (1.7)

onde D € o conjunto de todas as matrizes diagonais inversiveis.
Sejam u; e v; autovetores d esquerda e a direita de A associados ao
autovalor A;, define-se

*
Uj’U]

= Tl Tl (1.8)

Sj

Se \; é um autovalor simples, entdo x ey sdo Unicos e |s;| € unicamente determinado.
O naimero |s;|™ fornece uma medida da sensibilidade do autovalor );, a pequenas
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perturbagcdes nas entradas da matriz A, [45], e é chamado niimero de condicdo de
Aj.

O Teorema 1.5 fornece uma outra forma de calcular kr, quando os
autovalores de A sdo simples.

Teorema 1.5. Se todos os autovalores de A sdo simples, entéo
e -1 -1 -1
Kp == |31| +|$2i +"'+‘Sn| . (1.9)

Demonstragao:

A demonstracio é encontrada em [33].

O préximo teorema fornece algumas relacoes envolvendo o ntiimero de
condigdo |s;| "

Teorema 1.6. Suponha que todos os autovalores de A sao simples. Entao

1<s™ < 1+ DXA) 1<5< (1.10)
8; L (1.
= {97 = (Tb _ 1)5? ’ 750N,
onde §; = 1r<r}c1n]/\ ~ M| e D(A)? = || All% = 375, |\]? Além disso o nimero de
k#3
condicdo kp(X) = || X||r|X~*||F, satisfaz
"1 1 max;|jerX ! :
Z — < kp(X)<n- max — - N H z _1H2. (1.11)
=1 |51 |s;|  min; [lef X2
Demonstracgao:

A desigualdade (1.10) e a desigualdade & esquerda de (1.11) seguem
do Teorema 5 e do Teorema 3, de Smith [33], respectivamente. Para provar a de-
sigualdade & direita de (1.11), defina os vetores uf = 'e;fX*1 e v; = Xej, 0s quais
sdo autovetores & esquerda e & direita de A, associados ao autovalor A;. Usando a
defini¢do de kr(X) e (1.8), segue que

n n n
I 1
f2(X) =S IXe I3 e X HE =Y s i HZHex 2.
=1 j=1 j=1 lle He X~ “

Basta agora, limitar os termos na soma. O

O ntimero D(A)? conhecido como medida de ndo normalidade de A
(departure from normality), fornece uma medida de quio perto uma matriz estd de
ser uma matriz normal. Se A for uma matriz normal, D(A)? = 0. Além disto, os
autovalores de uma matriz normal sdo perfeitamente bem condicionados.

E apresentado a seguir, um teorema bastante conhecido, o Teorema de
Bauer-Fike, cuja demonstracdo pode ser encontrada em [15, pag 321]. O teorema
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fornece uma estimativa do erro entre os autovalores da matriz A, e os autovalores da
matriz perturbada A + E, ou seja, apresenta uma estimativa do comportamento dos
autovalores em funcao da perturbacio nas entradas da matriz.

Teorema 1.7. Se X é um autovalor de A+ E € C™™ e X 1AX = A =
diag(A1, -+ , An), entdo

in |A— M <k, (X)|E
/\Ierll\la)l)\ Al < k(X)) E]lp,

onde || - ||p, denota a norma p definida em (1.4).

1.3 Decomposicao em Valores Singulares (SVD)

Nesta se¢do é apresentada uma ferramenta da algebra linear computa-
cional muito poderosa, que facilita o trabalho com problemas de posto incompleto,
isto €, problemas que envolvem matrizes A € C™*", cujo posto(A4) < min{m,n}. A
SVD e é de fundamental importancia no desenvolvimento deste trabalho.

Teorema 1.8. ( Decomposi¢do em Valores Singulares (SVD)) Seja A € C™**, uma
matriz com posto d. Entdo existem matrizes unitdrias U € C™*™ e V € C**" | e
uma mairiz diagonal ¥ € C™*" | tais que:

A=ULV" (1.12)
onde a matriz & € da forma:
01
o 02
Op
comp=min{m, n} eoy > 09>+ 204> 0441 =" =0y =0.

Demonstragao:

A demonstragio deste teorema pode ser encontrada em [15].

Os nimeros o; sdo chamados valores singulares de A, enquanto os ve-
tores u; e v; sdo chamados vetores singulares a esquerda e & direita de A, respectiva-
mente. Serd usado o;(A), ou simplesmente ¢;, para denotar o i-ésimo valor singular
da matriz A. .

Geometricamente falando, a SVD de A mostra que existem duas bases
ortogonais, a saber, as colunas de U e V/, tais que a aplicagdo A, de IR" em IR™, ¢
representada por uma matriz diagonal ¥, cujas entradas sdo nimeros reais.
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A partir das relagdes A*A = VE*V* ¢ AA* = UX?U, verifica-se que
a SVD estd fortemente relacionada com as decomposigoes autovalor-autovetor das
matrizes hermitianas A*A e AA*.

A equagdo (1.12) pode ser rescrita como:

*
Vs
onde U; e Vi sao as d primeiras colunas das matrizes U e V respectivamente, U, e
V, sao as m — d e n — d dltimas colunas das matrizes U e V respectivamente.

Em termos destas matrizes, a SVD de A pode também ser escrita da
seguinte maneira:

A=[U U] = [ w ] (1.13)

A = ULV (1.14)

d
= E Ui05V;
=1

onde ¥; = diag(o1,- -+ ,04). A decomposigdo (1.14) é chamada SVD truncada ou
SVD reduzida. Assim, a matriz A pode ser escrita como um produto de matrizes de
posto d, ou como a soma de d matrizes de posto 1.
Tem-se ainda que:
N(4) = span{vgi1, -+ ,vn}
R(4) = span{us,--- ,ug}
N(A") = span{ugis,- -, um}
R(A*) = span{u,---,vq}.

A SVD também fornece informagio sobre a norma-2 e a norma Frobe-

nius de A |
| | ||A||§1 = o’ +'---+012,; p = min{m, n}
IAllz = o1

Abaixo, sio listadas as principais projegdes ortogonais associadas com
a SVD. Suponha que A satisfaz as condigdes do teorema 1.8, e as matrizes U e V
sdo particionadas como em (1.13), entdo:

ViV;*= proje¢do sobre N (A4)* = R(A*)
VoVyr= projecao sobre N'(A)
U,Ut= projegio sobre R(A)
U,Us= projecio sobre R(A)*t = N (A*)

13



1.3.1 Sensibilidade dos Valores Singulares

E apresentado a seguir um resultado cldssico da teoria de perturbagao
de valores singulares, o qual afirma que os valores singulares sdo bem condicionados
em relacao a perturbagoes:

Teorema 1.9. Seja A e A=A+ E € C™" m > n com valores singulares oy >
Oy 2 -2 0p €01 2> 09 2 -+ 2> 0y, respectivamente. Entao:

(A

|oi — i 1E]2

n
dlei—ai| < IEIR
i=1

Deste teorema decorre que os n — d valores singulares da matriz A sio
da ordem de ||E||2, uma vez que ggyy = - - = 05 = 0. E desta forma a matriz A se
comporta como sendo de posto completo.

Quanto aos efeitos da perturbagao nos vetores singulares, eles também
sio estimados na ordem.de || E||2, veja [34].

1.4 Pseudo Inversa

Dada uma matriz A € C™*", a pseudo-inversa de A, também conhecida
como inversa de Moore-Penrose, é definida por meio das seguintes condicoes:

(1) AATA=A  (2) AtAA! = At
(3) (AATy" = AAT (4) (ATA)" = AtA

. Como AA! = U,Uy, tem-se que AA! ¢ a projegio ortogonal sobre
R(A), e AtA = ViV}* é a projegio ortogonal sobre R(A*).

Em particular, a pseudo-inversa pode ser definida pela SVD truncada
de A:

At =V 57Uy (1.15)

onde Ui, V4, e 2 sdo dadas como em (1.13). Observe que se m = n, e se posto(A) =
m, entdo AT = AL,
Define-se também o nimero de condicionamento de A, por

ko = Al A"l (1.16)

o qual fornece uma medida da sensibilidade do problema Az = b, a perturbagGes em
A, ondexz e C*, ebe Cm.
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1.5 Problemas de Quadrados Minimos Lineares

O Problema de Quadrados Minimos Lineares (PQML) pode ser for-
mulado da seguinte maneira: Dados um vetor b € C™ e uma matriz A € C™*",
m > n, encontrar um vetor x € C*, tal que Az é a “melhor aproximacgio” para b,
isto é, resolver:

min I|Az — b||2 (1.17)

O vetor z é chamado solu¢ao de quadrados minimos, e o vetor r =
b — Az, é chamado vetor de residuos.

O préximo resultado caracteriza o conjunto de todas as solugoes do
PQML (1.17).

Teorema 1.10. Seja S = {z € C"/||Az — bl]z = min} o conjunto de todas as
solugées de (1.17). Entdo, z € S se e somente se ocorre a sequinte condig¢do de
ortogonalidade

A*(b— Az) =0 | (1.18)

Demonstracao:

A demonstragio deste teorema pode ser encontrada em [9, pdg. 5.

O Teorema acima afirma que o vetor de residuos de uma solucdo de
quadrados minimos, 7 = b— Az, estd em N (A*). conseqiientemente, qualquer solugio
do PQML decompbe, de maneira tinica o vetor b em duas componentes ortogonais

b= Az +r, Az € R(4), r e N(A").

Esta propriedade é ilustrada geometricamente na figura 1.1.

b

ey

Figura 1.1: Interpretacdo Geométrica do PQML

Da equagdo (1.18) segue que a solugdo de quadrados minimos satisfaz
as equagdes normais

A*Az = A", (1.19)
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A matriz A*A € C**™ é hermitiana e semipositiva definida, sendo pos-
itiva definida se e somente se posto(A) = n. Assim, se posto(A) = n, entdo o proble-
ma de quadrados minimos lineares possui solucdo 1inica, assim z e o correspondente
vetor de residuos r, sio dados por

z = (A*A)"1A%, r=0b— A(A*A)"LA".

Se posto(A) < n, entdo A possui um espago nulo ndo trivial, e a solugéo
de quadrados minimos néo é dnica, porém, entre todas as solugoes existe uma unica
que minimiza ||z, veja o préximo teorema.

A SVD é uma poderosa ferramenta para resolver PQML, pois as ma-
trizes ortogonais que transformam A em uma matriz diagonal (1.12) ndo alteram a
norma-2 dos vetores. E apresentado a seguir um resultado que se aplica tanto a sis-
temas sobre-determinados (mais equagbes do que varidveis) como a sub-determinados
(mais varigveis do que equages).

Teorema 1.11. Considere o problema de quadrados minimos lineares geral

minlzll;, & = {z € C"/|lb - Aall, = min},

onde A € C™*™ ¢ posto(A) = d < min{m,n}. Este problema sempre possui solugdo
inica, a qual pode ser escrita em termos da SVD truncada de A como

7000 .
=W ( 01 0 ) Urb, (1.20)

onde Vi, Uy e 71, sdo dados como em (1.13).

Demonstragao:

A demonstragdo pode ser encontrada em [9].

Escreve-se (1.20) como z' = Afb, e a solugio z! é chamada pseudo-
solucao.

1.5.1 Problemas de Quadrados Minimos Totais

Em muitas aplica¢des existem problemas onde a matriz A ndo é pre-
cisamente conhecida. Por exemplo, A pode ser disponivel apenas por medidas, ou
pode ser uma aproximagio de um operador. Assim, é necessdrio desenvolver métodos
que levem em conta os erros tanto em A como em b. Um destes métodos € o de
Quadrados Minimos Totais (TLS).

Definicao 1.12. Dado um sistema de equagdes, onde ocorrem erros na matriz A e
no vetor b,

(A+E)z=b+r (1.21)
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As estimativas para © no sistema (1.21), sao encontradas através da solugdo do
problema de gquadrados minimos totais,

min [|(E,7)||r (1.22)

sujeito a
(A+E)x=b+r.

Observe que a restrigdo em (1.22), implica em b+ 7 € R(A+ E). Se
é encontrado um minimizador (E,r) para o problema (1.22), entdo qualquer z que
satisfaz (A + E)z = b+, resolve o problema de quadrados minimos totais. Observe
também, que esta restrigdo pode ser escrita como

(A5)( %) =0 4

O que mostra que a solucao de quadrados minimos totais faz com que a matriz
(A + E,b + r) seja de posto incompleto, e que (z,—1)* seja um vetor singular &
direita, associado a um valor singular nulo. A solug¢ao de um problema TLS pode
ser obtida através da SVD, de fato: seja

i
N
+
=
o
I
<o
+
=

(A, b) = UEV*, Y= diag(&l, tee ;5n+1)7

onde U*U = I, VvV = nt1 € O3 > -+ > Gpa1 > 0. Pelo teorema 1.2.9, [9], os
valores singulares de A, '
01 Z cee 2 On > 0

entrelacam os valores singulares de (A, b), i.e.
61201202220, 2052 Ony1.

Assuma que posto(4) = 7, ou seja que o, > 0. Se 6,1 = 0, entdo segue que
b € R(A). Neste caso, o sistema original, Az = b, é compativel, e pode-se tomar
(E,r) = 0. Se 6,41 > 0, entdo b ¢ R(A)e do teorema de Eckart-Young-Mirsky, {20,
pag |, segue que

i E = 0py1-
posto(A+I%gl+r)<n+1 ”( ’T)”F Tn+1

Se ocorrer
Ok > Op1 =" Ony1, k<,

entdo o minimo ¢ atingido para qualquer perturbagdo de posto 1 da forma

AU . .
(E,r) = —(A,b)0*, o€ S =span[ixi1, * ,Vnt1),

onde D41, " , g1 SBO 08 vetores singulares & direita, correspondentes a Gy, * * , Ony1-

Se en41 = (0,--+,0,1)* é ortogonal a S, entdo o problema TLS néo possui solugéo.
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Assuma que é possivel encontrar um vetor 9 € S, cuja (n + 1)-ésima componente, -y
¢ ndo nula. Entdo, com

ﬁ:(’i):—v(jl), T=-7""2 (1.23)

—’7(A+E,b+r)( —xl ) =(A+E,b+7)o = (A,b)(I —99%)0 =0.

tem-se

Portanto (A + E)r = b+, 0 que mostra que z é solugdo do problema de quadrados
minimos totais. Usando (1.23), a perturbagdo minima pode ser escrita como

B, = =40 ( 7 ) @-1) =G, )

onde
F=b—Az, of=(1+ el

O préximo teorema fornece uma condi¢do suficiente para que o problema (1.22)
possua solugdo unica.

Teorema 1.13. Sejam o, > o1 > -- -0, > 0 0s valores singulares de A. Se o, >
Gni1, entdo o problema de quadrados minimos totais possui solugdo unica.

Demonstragdo: A demonstragio pode ser encontrada em [9] ou [20].

1.6 Angulo entre Subespacos
Sejam S e X dois sﬁbé_spag‘os em C™ cujas dimensdes satisfazem

p = dim(S) > dim(X) =¢ > 1.

Os angulos principais entre S e X, 6y, ,60, € [0,7/2] sdo definidos recursivamente
por
cos(fx) = MAX MAX u™Y = Uj v
sujeito a:
Jull = [loll =1
wu; = 0 i=1,--- k-1
v'y; = 0 i=1,--- k-1
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Observe que os angulos principais satisfazem 0 < 6, < --- < 6, < 7/2. Os vetores
{u1,++ ,uq} e {v1, vy} sdo chamados vetores principais entre os subespagos S e
X.

O maior angulo principal estd relacionado com a nogdo de distancia
entre subespagos que possuem a mesma dimensao. Se p = g, entdo

dist(S, X) = 4/1 — cos(6,)? = sen(by).

A relacdo entre os angulos principais e a SVD é dada no teorema
abaixo:

Teorema 1.14. Suponha que Qs € C™*?P e Qy € C™*? sGo bases ortogonais dos
subespacos S e X. Considere a SVD

M=QsQx=YCZ", C =diag(o1, - ,0p)

onde oy > 09 > -+ 2 0,, Y'Y = Z*Z = I;,. Entdo os dngulos e vetores principais
sdo dados por
costy =0, U=QsY, V=Qx2.

Demonstragao:
A demonstragio pode ser encontrada em [9].
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Capitulo 2

O Problema da Recuperacao de
Exponenciais: Apresentacao e
Propriedades

Neste capitulo é apresentado o problema de recuperacdo de exponen-
ciais, 0 qual é o problema central estudado neste trabalho. E apresentado um dos
métodos mais antigos usado para resolvé-lo, o método de Prony. Sua apresentagdo é
puramente descritiva e serve de-motivagio para o estudo de outros métodos, uma vez
que o método de Prony possui algumas deficiéncias, sendo a principal delas a sen-
sibilidade a perturbagGes nos dados. Finalizando o capitulo, sdo descritas algumas
propriedades intrinsecas do problema.

2.1 Recuperacao de exponenciais e o Método de
Prony
' A recuperacio de expohenciais ¢ um problema muito antigo, e foi abor-
dado inicialmente pelo francés R. de Prony [31], em 1795. Hoje, é muito freqiiente
em diversas dreas como, comunicagdes, localizagdo de objetos por radar, identifi-
cagdo paramétrica de sistemas dindmicos, andlise modal de estruturas mecéanicas,
ressonancia magnética nuclear, andlise de compartimentos, diagnésticos médicos,
etc, [21, 1, 7, 11, 17].
Seja h;, j = 1,2, -, um conjunto de amostras de um sinal discreto no
tempo, modelado como a soma de d exponenciais complexas: '

d d d ~
hj _ § :lel]_l — E :Tle(a1+zw1)Atj — § ’f‘les‘AtJ, para j — 1)2’ — (2‘1)
=1 =1 =1
onde os coeficientes r; sdo nimeros complexos, 12 = —1, oy < 0, w; € IR, e At a taxa
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de amostragem. Sinais deste tipo sdo geralmente associados a resposta impulsiva de
sistemas invariantes no tempo, e o significado dos pardmetros envolvidos depende do
sistema em estudo ou da origem do sinal. Para citar um exemplo, se h; é a resposta
livre ou a resposta ao impulso unitario de um sistema mecanico, os ¢; fornecem infor-
magcio sobre o amortecimento do sistema, os w; descrevem as freqiiéncias naturais de
vibracdo, e os 7, medem o grau de participagao de cada modo de vibrar do sistema.

O problema consiste em: dada uma seqiiéncia finita de amostras hq,
ha,--- ,h, onde L é o numero de amostras, determinar o menor inteiro d, os coefi-
cientes complexos 7 e distintos z;, que satisfacam 2.1.

Observe que o modelo (2.1) pode ser formulado usando uma matriz de
Vandermonde, da seguinte maneira:

VL’I‘ = hL, (22)
onde ~ _

1 1 1

21 Z2 2d

2 2 2

Vi, = 2y 23 24 ,
zlL—l zé—l Zﬁ'—-l

T _ T
T=[T17T27”°7Td] ehL_[h/ly"'yh’L] .

A idéia chave de R. de Prony foi usar o fato que o sinal h; satisfaz uma
equacdo de diferencas. De fato, seja P(z) um polindémio de grau d, cujos zeros sio
osz, L=1,---,d

d d

P(z) = H(z ~z)= Y v | (2.3)

=1 ) i=

onde 74 = 1. Entédo fazendo o somatério Z?Z'O vYihiti, para 1 <4 < L — d, e usando
a equagdo (2.1), tem-se:

d d

d d d

_ Ji i i
E :’thj+z' = E :’Y;’ Nz = E :73' E :lezjzz
=0 ' 1 3=0 =1

j=0 I=
d d d
= E 12} E vz = E rzP(z) =0,
=1 j=0 =1
pois os z sdo raizes de P(z). Assim, o sinal h; satisfaz & equagdo de diferengas

d
> i =0.
j=0
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Reescrevendo esta equagio obtém-se:
d-1
hayi = — E Yiljis
=0

que pode ser expresso pelo sistema:

h, ha T hq Yo has1
h.z h.s e hd.+1 ’):1 _ hd.+2 , (2.4)
hi—a hp—gvr -+ hpa Yd—-1 ht

o qual é chamado sistema de Yule-Walker. Curiosamente, Prony apresentou esta
equagao matricial mais de um século antes de Yule (1927) [47] e Walker (1931) [44].
Ele assumiu que d era par e tomou L = 2d, fazendo com que a matriz de (2.4) fosse
quadrada. Quando o ndmeroc de amostras era impar, ele forcava um dos z’s a ser
igual a um, e eliminava o coeficiente associado a este z de (2.4). O método de Prony
pode ser resumido da seguinte maneira:

1. Resolva o sistema quadrado, (2.4)
2. Determine as rafzes do polindémio P(z) (2.3)
3. Encontre os r; resolvendo o sistema (2.2)

Como estes sinais sdo provenientes de problemas praticos, eles possuem
uma certa quantidade de informacgdo ndo desejada, chamada de ruido, a qual dificulta
a estimativa dos pardmetros. Assim, o objetivo de qualquer método de recuperagio
de exponenciais é, a partir do sinal contaminado por ruidos, encontrar aproximagoes
- para os pardmetros do sinal livre de ruidos. Quando é considerada a presenga de
ruido ou de outro tipo de erro nos dados, os passos 1 e 3 acima podem ser resolvidos
no sentido de quadrados minimos. Porém, para isto é necessirio um conhecimento
prévio do nimero de exponenciais.

A qualidade dos pardmetros estimados pelo método de Prony depende
do grau de condicionamento da matriz do sistema, o qual pode ser calculado atraveés
de (1.16), e do nivel de ruido nos dados, ou seja, do gran de perturbagao nas amostras
no sinal. Quando o sistema (2.4) € resolvido por meio de pseudo-inversdo, usando o
teorema de decomposi¢io em valores singulares (SVD), sdo obtidos melhores resul-
tados [23].

Para terminar esta apresentagdo, é importante observar que os para-
metros embutidos no sinal sdo muito sensiveis a pequenas perturbagdes nos dados.
Intuitivamente, isto decorre do fato de sinais compostos por exponenciais contendo
pardmetros muito diferentes, fornecerem curvas, que & primeira vista sdo muito
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proximas umas das outras. Um exemplo que ilustra esta situacdo é mostrado na
Figura (2.1), onde sdo apresentados os gréficos de dois sinais, s1(t) (com 3 exponen-
ciais) e s3(t) (com 2 exponenciais) definidos por

s1(t) = 0.305¢74/0633 4. 2 202¢~1/0-225

s2(t) = 0.0951e™t + 0.8607e4/0-333 4 1 557¢%/2 (2:5)
1 -3 \\\
) \\\
(a) (b)

Figura 2.1: (a): Sinais s;(t) e s2(f). (b): Mesmos sinais de (a) em escala semiloga-
ritmica

Este exemplo motiva a seguinte questao: E possivel construir um sinal
s3(t), com 4 ou mais componentes, “préximo” de s;(t)? A resposta é sim, e o
processo é simples. Basta perturbar levemente s,(t), e ajustar os dados usando um
nimero arbitrdrio de exponenciais (maior ou igual a quatro). Este fato é ilustrado
-com outro exemplo, onde é considerado um sinal real, com 8 componentes (d = 8),
cujos parametros sio dados na Tabela 2.1. - o '

real(z) | imag(z) | real(r;) | imag(r)
0.2500 | £+ 0.8800 0 | £ 0.8000
0.3000 | &= 0.8500 | -0.7300 | £ 0.9800
0.7800 { &+ 0.5800 | 1.2500 | &= 0.4800
-0.6250 | = 0.4600 | 1.0000 | & 1.3750

Tabela 2.1: Pardmetros de um sinal real com 8 componentes.

A sensibilidade do problema ¢é ilustrada na Figura 2.2, onde sfo ap-
resentados os resultados do uso do método de Prony, em um conjunto de dados
obtidos da soma de uma perturbacio da ordem de 3%, com o sinal exato (i.e.,
llell/||kl| & 0.03, onde € e h denotam vetores contendo as amostras do ruido e do
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Figura 2.2: Estimativa dos pardmetros r; e z; para o sinal perturbado, pelo do método

1 0.

de Prony ( 'o’: valores exatos, '+':valores aproximados). Em (a) 2, em (b) ;.

24



70

_6 L 1 1

Figura 2.3: Linha continua: sinal exato, linha pontilhada: sinal perturbado, linha
tracejada : sinal reconstruido usando as 64 primeiras amostras do sinal com 14 e 20
componentes ((a)-(b)).
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sinal, respectivamente; o ruido é Gaussiano com média zero. Ao todo foram conside-
radas 64 amostras, porém para aplicar o método de Prony, foram utilizadas somente
as 16 primeiras. Observe neste grifico, como 0s pardmetros z’s mais préximos uns
dos outros sdo mais sensiveis a perturbacdes.

Finalmente, é ilustrado como o conjunto de “dados” disponiveis pode
ser expresso como uma soma arbitraria de exponenciais. Isto é apresentado na Figu-
ra 2.3, onde ¢ ilustrado como € possivel ter uma “boa” reconstrugdo do sinal, com
um ndmero arbitrdrio de termos.

Para contornar estes problemas, surgiram algumas modificagdes do mé-
todo de Prony. Uma das mais conhecidas é o método de Kumaresan e Tufts [23],
conhecido como Método KT. O método estd baseado na determinacao dos zeros do
polinémio

P(z) =cy+enorz+ -tz =2N N>d
e na decomposi¢ao em valores singulares truncada (1.13). Desta maneira sio encon-
trados N — d zeros que nio apresentam nenhum significado, os quais sdo chamados
espirios. Torna-se necessario entdo, um critério para separar os zeros desejados, dos
espuirios. Kumaresan prop6s um critério para fazer esta separagao, o qual envolve

a solugdo de um problema de quadrados minimos da ordem , 0 que ndo ¢

L
d
interessante para problemas onde se necessita de respostas imediatas.
Em [22), é apresentada uma forma de estimar o nimero de exponenci-
ais, baseada na seguinte idéia: Escolha d= 1, aplique o método de Prony, e calcule o
erro entre o sinal e o sinal reconstruido, chame este erro de E;. Escolha agora d= 2,
aplique o método de Prony e calcule E;. Repita este processo até que a razao entre
o decrescimento do erro e o crescimento dos valores de d seja pequena. O inteiro
i para o qual E; mostra a mais significante mudanga na razao de decrescunento é
escolhido como o0 niimero de exponenciais. '

2.2 Algumas Propriedades

Como foi comentado na introducdo do trabalho, as abordagens exis-
tentes para o problema utilizam uma matriz que contém as amostras do sinal (matriz
de observagéo). A seguir séo descritas algumas propriedades do problema que provém
dessa matriz.

Considere a matriz de observacao

hy hiyr oo higna
h h . h
H() = z:+1 z:+z l-:*-N ’ (2.6)
Piyp—r higm -0 hiamen-2

MxN
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onde by = h(IAt), | > 0 e At é intervalo de amostragem. Quando ! = 0, serd usada,
a notacao H.
Como os sinais sdo modelados por fungdes do tipo

h(t) = rie”t+ e+ +rge®, t>0

= peletiv) 4o ploatiws) 4 4 oleative) (2.7)

a matriz de observagao pode ser fatorada como

H(l) = VyZ'RW (2.8)

onde Z = diag(z1,-- - ,24), com z; = et 7 =1,2,--- d, R =diag(ry, - ,74), Vu
uma matriz de Vandermonde, M x d descrita por:

1 1 1
4 22 T Zd v
Vu = . . : . (2.9)
M-1 _M-1 M-1
2 2 2y Mxd

e W é a transposta da submatriz de V), formada pelas suas N primeiras linhas.
Uma, conseqiiéncia da decomposi¢do (2.8) é que para todo | > 0,

posto(F (1)) = d,

sempre que M > N > d e s; # sj, 1 # j [1]. Segue também, que o espago coluna
de H(l), denotado por Su, é gerado pelos vetores coluna da matriz Vs e chamado
de subespago sinal. O subespago linha é gerado pelas colunas de W* e também ¢é
chamado de subespago sinal. ' o

A matriz H([) possui uma propriedade chamada invaridncic a desloca-
mentos, que significa que o espago coluna da matriz deslocada H(l + 1) estd contido
no espago coluna da matriz H({).

Como na prética as amostras disponiveis sdo da forma o= h + e,
onde os ¢ denotam o ruido nas amostras, a matriz de Hankel, H(l) = H(l) + E, se
comporta como sendo de posto completo.

27



Capitulo 3

Métodos de Identificacao
Parameétrica

Neste capitulo, sdo abordados dois tipos de métodos: as chamadas
técnicas de predigio linear, e os métodos de subespago.

Apresenta-se a derivagao detalhada dos métodos, bem como uma breve
discussdo das dificuldades encontradas quando o problema, é abordado usando sinais
contaminados por ruidos.

3.1 Técnicas de Predicao Linear

A idéia principal das técnicas de predicdo linear é predizer amostras
futuras do sinal, usando uma combinagao de amostras passadas. Especificamente, se
hi, 1 > 0 sao amostras do sinal (2.1), entdo um modelo de predicdo linear de ordem
N (N > d) assume que a amostra futura h;.n tem a forma:

il cohygr + -+ enhiyn—t = e, 120. (3.1)

Nesta formulacgio, os coeficientes c’s, sdo chamados pardmetros preditores. .

Um resultado importante relacionado ao modelo de predigao linear é o
fato dos parametros que entram de maneira ndo linear no sinal, (o, w;), poderem ser
extraidos a partir do conhecimento dos coeficientes c¢;. Para ver isto, serd mostrado
que os pardmetros s; = o;+iw; podem ser extraidos a partir dasrafzes zj; 1 < j < N
do polinémio:

P(t)=c1+cat+ - +ent™ =tV
P =0 C2 * CN )

o qual é chamado polinémio preditor progressivo, onde os pardmetros c; sdo calculados
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a partir da solugao do sistema:

hy hiyr - hipn— ) hisn
hiyi hl+2 ce by 6) Ny
. . . D= . . (32)
hism—1 Piym o0 Pupmen—2 CN hiyrrin—1

Lema 3.1. Se N > d, entdo as raizes z; sdo autovalores da matriz companheira C

dada por ) .
00 -+ 0 ¢ |
10 0 Cy
C — 0 1 . e 0 c3 ,
(00 1 oenw |,y
onde ¢ = [c1, ¢z, ,cn|T € obtido pela solucdo de (3.2).
Demonstragao:

Esta afirmagéo é facilmente verificada através do célculo do polinémio
caracteristico de C, que é exatamente Pp(t). De fato, como a matriz C satisfaz a
relagao

H(l+1) = H(I)C,
usando a decomposi¢io H(l) = Vi Z'RW, veja (2.8), obtém-se que WC = ZW,
isto é, as linhas de W sdo autovetores a esquerda de C, associados aos autovalores
Zl,tty 2g- U

Do lema 3.1, segue que d zeros do polinémio P,(t) sdo da forma z =
estAt 1 =1,-..,d, os quais sdo chamados zeros do sinal.

Analogamente, um modelo de predigdo na ordem inversa, ¢ da forma:

dihy + dohygy + -+ dyhian—y = iy, 1210 (3.3)

Os parametros s; sio obtidos agora dos zeros de polinémios preditores

regressivos:
P'r(t) =dy+dy_t+---+ dltN—l _ tN,

cujos coeficientes sfo obtidos pela solugio de H(I+1)d = hy, com h; = [hy, - - hypar—1]*

Neste caso, o problema de calcular os zeros do polindémio P,(t) é equivalente ao prob-
lema de calcular os autovalores da matriz companheira D, dada por:

d 10 -+ 0
d 01 --- 0
D=| : i :
dv_y 0 0 1
| dv 0 0 .- O_NxN



Com um raciocinio andlogo ao anterior, obtém-se que se V > d, entio
d autovalores de D, sdo z;' = e~%“¢, e portanto, d zeros de P,(t) sdo da forma
5t = emubt, :

Em ambos os polinémios, existem N — d zeros sem nenhum significado
fisico e que decorrem do uso de um polindémio com ordem maior do que o necessirio,
visto que d é desconhecido a priori. E preciso entao, separar os d zeros nao desejados,
porém esta separagdo nao é simples, uma vez que os zeros nao desejados dependem
da escolha dos coeficientes ¢; (d;), feita dentre as infinitas solugbes do sistema (3.2).
De fato, o referido sistema apesar de ser consistente (o lado direito pertence ao espago
coluna da matriz H(l)), sua matriz H(!) é de posto incompleto (posto(H(l)) = d).

As técnicas de predigdo linear consistem, entido, em extrair os pardmetros
desejados a partir dos zeros dos polinémios preditores, o que deve ser feito por meio
de algum critério de separagdo, pois a ordem do polinémio preditor € maior do que
o nimero de pardmetros desejados.

No caso do polindémio progressivo, se os coeficientes ¢; sdo a solugéo
de norma minima do problema (3.2), isto é se c = H(I)'h;yn, onde ¢ = [c;,- -+ , cn]*
e hy n = [N, , hirmin-1]*, entdo os zeros espirios (ndo desejados) possuem
médulo menor do que 1, [2]. Desta forma, a separagdo entre os zeros do sinal e os
zeros ndo desejados ndo é uma tarefa simples.

J4 no caso do polinémio regressivo, se os coeficientes d; sdo a solugio
de norma minima do sistema H(l + 1)d = h;; com h; = [h, - - Ay p-1]¥, isto €, se
d = H(I+1)'h;, entdo os zeros do sinal estdo localizados em z = e=%4t [ =1,--- /d,
e neste caso possuem modulo maior do que 1, enquanto os N —d zeros nao desejados
possuem mddulo menor do que 1, ou seja, estdo localizados no interior do circulo
unitdrio [2]. Neste caso, é mais simples fazer a separagio, porém quando o nivel de
ruidos for muito alto, esta separagdo torna-se complicada. Em [3], é apresentado um
‘método para calcular os coeficientes d;, pelo método dos Gradientes Conjugados.
Um outro método é o de Kumaresan e Tufts [23], onde os coeficientes sdo estimados
a partir da SVD truncada.

3.2 Meétodos de Subespacgo

Os métodos do tipo subespago podem ser divididos em duas classes,
[41]: Técnicas de Ajuste de Subespago [42] e Métodos invariantes a deslocamentos
(Single Shift Invariant - SSI), (24, 1, 21, 19, 41].

Os métodos de ajuste de subespago utilizam técnicas de otimizacao
para resolver um problema de otimizacdo ndo linear separdvel, onde algumas das
incégnitas entram linearmente no problema e outras ndo linearmente. Se nao for
dado um bom chute inicial, o método pode ndo convergir, ou encontrar minimos
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locais que ndo correspondem 3 solugdo procurada. Devido a estas dificuldades, estas
técnicas nao serao abordadas neste trabalho.

A seguir sdo considerados os métodos invariantes a deslocamentos, os
quais exploram a propriedade da invaridncia a deslocamentos, descrita na segdo 2.2.
Seja Vi a matriz definida como em (2.8), cujas colunas geram o espago sinal de H ([),
se A é uma matriz formada de todas as linhas da matriz V), exceto da 1ltima, e
B é formada por de todas as linhas de Vj,, exceto da primeira, entdo AZ = B. A
propriedade da invariincia a deslocamentos da matriz de Hankel assegura que se V
é outra matriz, cujas colunas geram o espago coluna de H(l), e se A e B sdo obtidas
a partir de V, assim como A e B foram obtidas a partir de Vs, entdo existe uma
matriz T' d X d, chamada matriz de transi¢cdo, tal que:

AT = B (3.4)
Lema 3.2. Os autovalores de T sGo z, =€, | =1,--- ,d.

Demonstragao:
Como as colunas de V), e as colunas de V geram o subespago sinal Sy,
existe uma matriz F' € C%*¢, nio singular, tal que

Decompondo V e Vs como

_ Al _ |y _ V-1 . e*
e N MR e e e
onde z* é a tdltima linha de V e y* a primeira linha de V, usando esta decomposi¢ao
e usando (3.5), segue que B = Viy_yZF e A = Vjr_ F. Substituindo 4 e B em (3.4),
tem-se '

(VM_lF)T = VM_1ZF,

ou seja,
T=F'V}, Vy.ZF=F7ZF,

pois VA]:I_1VM-1 = I. Logo, os autovalores de T sdo os 2;, I =1,2,--- ,d. O
O mesmo raciocinio pode ser feito usando uma matriz 4 € CV*9,
cujas colunas geram o espago linha de H(l). Neste caso, a equacdo (3.4) envolve
uma matriz de transi¢io semelhante a Z*.
v As diferentes escolhas de V e diferentes formas de resolver (3.4) resul-
tam em vérios métodos do tipo subespago. A seguir, sdo apresentados alguns destes
métodos.
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Método de Kung

O primeiro ¢ um método bastante conhecido, o0 método de Kung [24],
o qual foi criado em 1978, e é conhecido em Ressonincia Magnética Nuclear, como
HSVD [21]. O método estd baseado na SVD de H(l), a matriz ¥V é a matriz dos
vetores singulares a esquerda associados aos valores singulares nao nulos. Neste
método a solugdo de (3.4) é dada no sentido dos quadrados minimos lineares, isto é,
a matriz de transigdo é calculada via pseudo-inversao. Assim:

Tx = A'B. (3.6)

Na préitica, a pseudo-inversa é eficientemente calculada sem ser necessario
fazer nenhuma inversdo de matriz. De fato, suponha que a SVD de H({) é dada por:

. s, 0 1[v .
H(l) =USV* = [U, UQ][ w0 ] [ W ] — UV, (3.7)

onde Ui, e V] s80 as matrizes dos vetores singulares associados aos valores singulares
n3do nulos, ¥; é uma matriz diagonal, cujos elementos da diagonal sdo o; > gy >

- 2> 09 > 0.
. A
U].:l:u*:ls

Escrevendo,
onde u* é a ultima linha da matriz U;, e observando que [ = UU, = uu* + AA*
obtém-se:

yu*

At = (A*A) A" = (I — z0*) A" = (I + )A*. (3.8)

Desta forma, é possivel calcular a matriz de transi¢ido da equagdo(3.6),
usando a relagdo (3.8). ' R ’

1 —u*u

Método HTLS
Se a equagdo (3.4) for resolvida no sentido dos quadrados minimos
totais, obtém-se o algoritmo chamado HTLS, o qual extrai os autovalores do sinal

da matriz:
Ts = —V12(V22)_1

onde Via, Vs, s0 matrizes d x d, obtidas da SVD da matriz aumentada

- ‘ Vi Vm]
B A =UXV*, comV=1| =~ .
[B 4] [Vm Vag

Este método foi desenvolvido por S. Van Huffel, [21], e é muito utilizado em proble-
mas de ressondncia magnética nuclear.
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Considere agora a matriz H(l) e a matriz H(l+1). Usando (2.8) tem-se
que as matrizes H(l) e H(l + 1) podem ser fatoradas em:

H)=VW, H(l+1)=VZW

onde V = Vi Z! possui dimensdo M x d e W = RW possui dimensio d x N. Como
V e W sio de posto completo, tem-se

Z=VIH({I+1)W

Aplicando uma outra decomposigio de posto completo em H(l), H(l) =
FG, obtém-se uma matriz T', semelhante a Z:

T =F'H(l+1)G". (3.9)

Das diversas escolhas para as matrizes F' e (G, sdo obtidos diversos
métodos para determinar o subespago sinal. A seguir, sdo apresentados dois métodos
baseados na decomposigio (3.7).

Método de Zeiger e Mac-Ewen
Primeiramente é apresentado o método de Zeiger e Mac-Ewen [48], o
qual faz as seguintes escolhas para as matrizes F' e G:

F=U3 Gq=xv.

Substituindo estas escolhas em (3.9), obtém-se a seguinte matriz de
transigao 7'

T, =S PUrH(I + )W e (3.10)

Método OPIA , S

Uma outra escolha das matrizes F' e G leva ao método chamado OPIA
(Optimized Pseudo Inverse Algorithm), desenvolvido por Bazin [1], o método ndo
envolve H(l+ 1) nos cdlculos, e é obtido a partir de (3.10). Inicialmente observe que
todas as colunas de H(l + 1), exceto a ultima, sdo exatamente as ultimas colunas
de H(l), portanto H(l + 1) = H(I)C, onde C é uma matriz companheira. A matriz
de transicio é calculada usando esta relagdo em (3.10), com H(I) como em (3.7),
obtém-se:

To = Vi'CWy,

a qual é semelhante & matriz Ty, pois Tz = SY2To%; /2.

Observacgao 3.3. Uma vantagem dos métodos de subespago em relagdo as técnicas
de predi¢do linear € a dimensdo do problema de autovalor a ser resolvido, que no
primeiro caso é d X d, e no sequndo caso é N x N, N > d.
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3.3 O Problema de Identificacao em Situacoes
Realis

Os métodos descritos neste capitulo foram desenvolvidos a partir do
sinal exato, isto é, em situagdo ideal, onde ndo ha presenca de ruidos. Porém, quando
estes métodos sdo aplicados em problemas praticos, como ja foi citado anteriormente,
os sinais em questdo sdo perturbados por incertezas de diversas naturezas, tais como;
erros nos instrumentos de medigéo, variagao de temperatura, erros de arredondamen-
to, etc. Ou seja, na prética, o que se possui sdo amostras do tipo: I~zj =R +¢j, e se
utiliza uma matriz perturbada H(I) = H(l) + E.

- Surgem entao algumas dificuldades. A primeira delas é a detecgao do
ntimero de exponenciais, pois H (1) se comporta como sendo de posto completo. Se o
posto ndo for estimado corretamente, os coeficientes ¢;, podem diferir enormemente
dos ¢;, uma vez que a pseudo inversa é sensivel ao posto e a perturbacoes nos dados.
Analogamente, o mesmo problema ocorre com a estimativa dos coeficientes d;. No
caso dos métodos de subespago, se o posto estimado for menor do que o posto real,
o subespaco computado Sy nio iré aproximar corretamente o subespaco sinal exato
Sut, e se o posto for superestimado, serao introduzidas em Sy informacgoes associadas
ao ruido.

Uma segunda dificuldade é a sensibilidade do problema de autova-
lor, uma vez que em ambas as classes de métodos apresentadas (Predi¢do Linear e
Métodos de Subespago) o problema central a ser resolvido é um problema de autova-
lor. Surge assim, uma pergunta natural: O que ocorre com os autovalores calculados
nestas condigbes? Ou seja: Qual a sensibilidade dos 2’s em funcéo do erro E?

Como as técnicas de predicdo linear estdao relacionadas com o cdlculo
de raizes de polindmios, elas sdo mais sensiveis a perturbagdes nos dados, ver [19].
Por esta razdo, estas técnicas nio serdo abordadas neste trabalho. - ' o

O préximo capitulo analisa a sensibilidade dos autovalores associados
aos métodos de subespago, que utilizam a propriedade da invaridncia a deslocamen-
tos.
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Capitulo 4

Sensibilidade dos Autovalores do
Sinal

Quando os sinais sdo contaminados por ruidos, a matriz de transicdo
T utilizada nos métodos de subespago é estimada a partir de um sistema néo com-
pativel. Desta forma é importante saber como se comportam os autovalores do sinal
nestas condi¢bes. Neste capitulo, é feita uma andlise da sensibilidade dos autova-
lores, para os métodos que utilizam a propriedade da invaridncia a deslocamentos;
assume-se que o numero de exponenciais, d, é conhecido previamente. E mostrado
que a sensibilidade dos autovalores do sinal é governada pelo niimero de condigio
k(Va), bem como sdo feitas estimativas para o erro nos autovalores.

4.1 Autovalores do Sinal

Seja Vg € CM*4 yma matriz com colunas ortonormais, as quais geram
Su, 0 subespago sinal (o subespago associado ao sinal livre de ruidos). O préximo
teorema fornece informagéo sobre o condicionamento do problema de autovalor, as- -
sociado com os métodos de subespago do tipo SSIL.

Teorema 4.1. Suponha que T € C¥*? satisfaz a equacdo da invaridncia a desloca-
mentos (3.4), com A, e B obtidas a partir de Vs. Entdo, para M > d +1

T =(VsVu)Z(VsVu) ™,
onde Vi, é a matriz de Vandermonde dada em (2.9).

Demonstragao:
Como as colunas de Vjs também geram o subespaco Sy, existe uma
matriz F' € C¥*¢, nio singular, tal que

Vs = ViF. (4.1)
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Decompondo Vs e V); como

A |y _ Var_1 _ e*
VS—I:x*]—[B:la VM—[e*ZM—l]_l:VM_Iz}a
onde z* é a tultima linha de V e y* a primeira linha de V. Usando esta decomposi¢do

e usando (4.1), segue que B = Vi ZF, A= Vy_F e At = F~'V]_ . Substituindo
At e B em (3.4), tem-se

T=F'V} _Vy_,ZF=FZF,

pois Vi _,Var_y = I. De (4.1) segue que, F~! = ViV e F = Vi,Vs = (VEVar) ™,
logo
T = (VaVi)Z(VeVar) ™.

O
E interessante observar que £2(V3Var) = k2(Vir). De fato, note que

(VaVu)*(ViVum) = Vi VsViVi = ViV,

pois VgV3 é o operador projegao ortogonal em Sy, e as colunas de Vis € Syr. Isto é,
ambas as matrizes ViV, e V)y possuem os mesmos valores singulares.

Assim, o Teorema 4.1, mostra que a sensibilidade dos autovalores do
sinal é governada por ko(V)s). Desta forma, torna-se necessdrio uma andlise do
comportamento de k2(Vas).

4.2 Condicionamento de Matrizes de Vandermonde

O objetivo aqui é obter limitantes para o nimero de condigdo k(Vus).
Os resultados obtidos decorrem de analisar matrizes de Vandermonde do tipo W), €

CdxM.,

1z 22 M
1 2z 22 -+ 2171

we=1{. . 2. | (4.2)
1 ozg 22 -zt

4.2.1 Estimativas Preliminares

O préximo teorema fornece informagdes sobre o comportamento de
|W],|| como uma fungio de M.
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Teorema 4.2. Seja Wy uma matriz de Vandermonde, descrita como em (4.2), com
2, 7z # &, |7| < 1. Entdo para M > d, W1l decresce monotonamente com M,
e este decréscimo € estrito ao longo da subsegiéncia de inteiros {d,2d,---}. Além

disso, se M =p-d, p> 1, entdo

= \/1 + /32(1 + ,B4d IS ﬁZ(p—l)d

onde B = min|z;|, j=1,---,d.

Wi (4.3)

Demonstragao:

A demonstragio pode ser encontrada em [5].

Como ||W},|| decresce monotonamente com M, este primeiro resultado
leva a esperar que k2 (W)s) melhore & medida que M cresce, apesar do limitante (4.3)
poder ser muito pessimista se W for muito mal condicionada. Apesar disto, ele pode
ser muito util para fins tedricos, como é visto a seguir.

Teorema 4.3. Sejo fir a solugio de norma minima do sistema indeterminado
WMf = ZMea

onde Z = diag(z1,20, " ,2a), € € 0 vetor e = [1,1,---,1]7 € IR%. Suponha que
todos os z; satisfazem |z;| = 1, ou |z;| < 1, entdo sempre que M — co tem-se

1 Faell = 0.
Demonstragao: '
Observe que || full = [ Wi, 2Mell < Wil 2l < [W}]IVda onde
a =maz|z;|, j =1,2,--+,d.
' Usando o teorema 4.2 obtém-se

”fM” < ”Wd—ln M
- \/1 + f% + ﬂ4d gk 52(N/d—1)d

e tomando limite quando M — oo, obtém-se || fas|| — 0. O

O vetor f3 descrito acima é conhecido em problemas de predicéo linear
como vetor de pardmetros preditores (em [2] podem ser encontrados mais detalhes).
Neste contexto, ele prediz a dltima coluna de Wy, . Este fato produz a seguinte
relacao:

IWy = WM:FM (44)
onde Fjr é uma matriz companheira M x M, da forma
Fu = [82763) Tty eM- 1, fM])
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onde e;, é o i-ésimo vetor candnico em IRM.
Defina F; por

Fur = Wy FaWar, (4.5)

onde
Wi = Wi (W Wi,) V2,

Observe que F), é bem definida, pois W)W}, € positiva definida. Obtém-se entdo,
o seguinte teorema:

Teorema 4.4. A matriz Fy,; descrita em (4.5) possut uma decomposi¢cdo autovalor
autovetor dada por:

Fuy = QuZQy,, (4.6)

onde Qp = (W Wi )~Y/2. Além disso, esta matriz de autovetores satisfaz kqy(Qu) =
K/Q(WM).

Demonstragao:
De (4.5) e de (4.4) tem-se
Fyu = W4LFuWy = (WyWi) 2Wy Fy Wi (Wi Wi~/
= (WuWi) 2 Z(WuWi) (W Wi) ™'/
= (WacW3) 22 (Wi W3,)

Falta agora demonstrar que, k2(Qar) = ko(Was). De fato,

m2(Qu) = [ Quell Q] -
I(WarWig) 2 I (War W) 2
Wi Wl = £2(Wag).

l

O

Muitos dos resultados aqui apresentados sobre limitantes de ko(Wa),

dependem dos autovalores e dos valores singulares de Fs. O préximo teorema ca-
racteriza o espectro singular de Fy.

Teorema 4.5. Seja Fy, definida como em (4.5). Entao seu espectro singular € des-
crito por ’

2+ | Full? = Ipu 2 + /(L Fae2 + lpa12)2 - 414
2

o} Fy) = 1,j=2,--+,d-1 )
2 Far|]? — 2 Fl|2 2)2 _ ¢4
my < 2N lp \/;uan +llpa2? - 4
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onde p, € a primeira coluna de Py, o projetor ortogonal sobre R(W3,), e fi a
primeira componente do vetor fur, introduzido no Teorema 4.3

Demonstragao:
A demonstragio pode ser encontrada em [5].

4.2.2 Limitantes para xo(Wyy)

O condicionamento dos autovalores a perturbagdes na matriz pode ser
estimado como uma fung¢do da proximidade entre os valores singulares e o valor ab-
soluto dos autovalores, veja [33]. Assim, quanto mais préximos os valores singulares
do valor absoluto dos autovalores, mais bem condicionado é o problema de autovalor.

Os resultados sobre limitantes para ko(Wy) sdo dados no teorema a

seguir.

Teorema 4.6. Seja W)y uma matriz de Vandermonde definida como em (4.2), com
z’s no disco unitdrio. Defina o = max; |2z;|, § = min; |z;| e § = min|z; — z|. Defina
ik
7.k

D}y = D(Fy) = |1 Fulle — (aaf* + -+ + |24]*).-

Entdo, para M > d > 2, o ndmero de condicdo associado d norma-2 de W)y, satisfaz

01(51\4) < k(W) < %(77 + /7% - 4) , (4.8)

onden=p—d+2,

d—1

D2, 2
P:d[1+“(d_1)52] (,bM(a?ﬁ), | . (4_9).
l+a2+at+.. -+ 2N-1)
¢m (e, B) = \/1+ﬂ2+,84+---+,62(N—1)' (4.10)

Demonstracao:

Para mostrar a desigualdade & esquerda, basta tomar a norma-2 em
ambos os lados de (4.6) e usar o teorema 4.4.

Para provar a desigualdade & direita, observe que ||e}Qy/ll =
leX(WaWig) 2| = |le;Wal|, e usando (1.11) e (1.10), tem-se que

kr(Wu) < p, (4.11)

com p como em (4.9).
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~ Serd usado agora o Teorema 1, de Smith [33], o qual afirma que, para
uma matriz X € C¥*4 n3o singular

d— 2+ ka(X) + k3 (X) < 6p(X).

Mas, d— 2+ k2 (X) + K3 (X) < kp(X) & [Ra(X)] —v[Kre(X)]+1 <0,
onde v = kr(X) — d + 2. Resolvendo esta inequagio do segundo grau obtém-se:

ka(X) < % v+ vz =4,

Adaptando agora ao problema em questao, obtém-se

RaWar) < 5 [ War) = d+ 2 e Wae) = d+ 2 — ] <
< %[p—d+2+\@——d+2)2—4}:
1
2

[+ v =4

O

A seguir, o limitante superior em (4.8) é analisado como funcdo de M.

Observe que o limitante depende de trés fatores: da separacio entre os z; no disco

unitdrio, do nimero Dy, e de ¢u(e, 5). Porém, como a contribuicdo de ¢ (c, 5)

nio é muito expressiva, uma vez que os z; estdo no disco unitdrio, a qualidade do

limitante depende basicamente da razdo D3,/(d — 1)6%. Portanto, quando D3, for

da mesma magnitude de (d — 1)6%, e d ndo for muito grande, tem-se limitantes
moderados. O préximo lema mostra que isto é possivel.

Lema 4.7. Seja D%, como no teorema 4.8. Entdo para cada M > d
H‘?éi |24]? < ‘ D £ o2 : 2 : 2
(d=-1)+ = NP <Dy <@ -1+ Il + [ L1z - 3 15l
L+ HfMH j=1 j=1 j=1
(4.12)

e portanto
d d
2 1 2 __ 12 12
Dg, = Jim Dy = (d—1) +]|:|1 23] ]§_1; 2.

Demonstracao:

Usando o fato que o produto dos valores singulares de uma matriz
quadrada é igual ao produto do valor absoluto dos correspondentes autovalores, e
usando o teorema 4.5, tem-se

o1 (Fum)og(Fu) = leylz
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conseqlientemente, como || Fu||F = oF (Fur) +- - -+ 03(Fpr) = 02(Fyp) +
0%(Fum) + (d — 2), usando a defini¢io de D3, obtém-se:

D% = (d- 2)+01(FM)+H’ 1"12 Z|J12. (4.13)

Mas, como
1< o2(Fyy) <14+ || full?, (4.14)

pelo teorema 4.5, aplicando (4.14) em (4.13), obtém-se a desigualdade desejada.

Para obter a igualdade envolvendo D2, basta tomar A}im em ambos
—0C

os lados de (4.12), e usar o teorema 4.3. O

O lema 4.7 mostra que o comportamento de D?, como funcio de M,
depende da velocidade com que || fyr||? converge para zero. Quando M cresce, para
M grande, o tamanho de D%, ird depender do tamanho dos z;. Desta forma, pode-se
concluir que, sempre que M for suficientemente grande e |z;| ~ 1, o nimero D?,
serd pequeno. conseqilientemente, a nao ser que os autovalores sejam muito préximos
uns dos outros, a condigo D?, < (d — 1)6? deve ser satisfeita, assegurando assim,
limitantes pequenos para xq(Way).

4.3 Erro nos autovalores

Nesta se¢do serdo apresentadas estimativas para o erro |z — 2|, | =
1,---,d, onde Z, sdo os autovalores calculados a partir de uma matriz de transicdo
aproximada T. Deseja-se mostrar que, sob certas circunstancias, os autovalores sao
~ insensiveis a pequenas perturbagdes nos dados. Da teoria cléssica de perturbagdo de
autovalores, veja a relagdo (1.7), e do teorema (4.1) é possivel afirmar que

|z — 7| < |IT - T|s(Vay), 1<1<d. (4.15)

Como o comportamento de k2(V)s) jd foi estudado anteriormente, falta
estudar agora o comportamento de ||T— T} O erro ||T'—T|, seré analisado somente
nos casos onde T é estimada através de técnicas de quadrados minimos, como descrito

m (3.6).

Sejam Vg e Vs matrizes M x d, com colunas ortonormais, que geram
o subespaco sinal exato Sys e o subespago sinal aproximado gM, respectivamente.
Decomponha 175 e Vs como

w=[2]=[5] w[2]-[5]
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onde z* e y* representam a primeira e a ultima linha de Vs respectivamente, e z* e
¥* a primeira e a dltima linha de Vs respectivamente.

Observe que, para sinais livres de ruidos, a matriz T' é a inica solugéo
do sistema (3.4). Sejam A=A+ Ay, B = B+ Ap e assuma que A possui posto
igual a d. Entdo o erro em T’ é:

~

T-T = AB-T

AY(B+ Ap) —

AYAT + Ap) —

= AYAT — ALT + Ap) —

= AN=ALT + Ap). (4.16)

A 1dltima desigualdade segue do fato de Atd =1 , pois foi assumido
que posto(A4) = d. Tomando a norma 2 em ambos os lados de (4.16), tem-se:

I =TI < NAT T (124l + 1A81), (4.17)

uma vez que ||T|| > 1 (ver [4]). Observe que, para obter qualquer estimativa de
erro significante, Vs deve ser escolhida o mais préximo possivel de 175. Isto é sempre
possivel, e pode ser feito escolhendo Vs = VX, onde V é qualquer matriz M x d,
cujas colunas sdo ortonormais e geram o subespago Sy, € X € C¥*? ¢ uma matriz
unitdria, a qual resolve o problema de Procrustes Ortogonal:

min |VX — Vs||r

Defina G = V;V, e considere a sua decomposi¢do em valores singulares,
G = PXQ*. Entdo, a matriz unitdria que resolve o problema de Procrustes é X =
QP*, maiores detalhes sobre a solugio deste problema podem ser encontrados em
[15]. Usando esta escolha de X, tem-se Vs = VQP*. E obtém-se que
| Vs~ Vsl = [((VQP* - V5)"(VQP* - Vs||
= |2 - BGV*Ts - Vv QP
= |]2I - PQ*G* — GQP*|
= 2||I - PP
Da segdo 1.6, capitulo 1, tem-se que os cosenos dos angulos candnicos

~ entre os subespagos Sy e Sy sd0 os valores singulares de VS V, os quais estdo contidos
em Y. Usando esta observagio, a desigualdade acima implica que

Vsl = |V: - Vi = 2sen ), (4.18)

onde # é o Angulo entre os subespagos Sys e Sur (maior dngulo canénico entre Sy
e Sy, veja secdo 1.6). Como [|A4ll < ||AVs)| e ||Ap)| < ||AVs]|, usando estas
desigualdades em (4.18), obtém-se o préximo lema:
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Lema 4.8.
~ ~ 6
IT — T} < 4| A 1T sen 5 (4.19)

E analisado a seguir o comportamento de ||A|| e ||T|, como funcéo de
M, o ntimero de linhas da matriz H(l).
Seja C uma matriz companheira, M x M, tal que

CVi = Vi Z,

onde V), é uma matriz de Vandermonde, descrita como em (2.9) e C é dada por

0 1 0 s 0
0 0 1 <o 0
C=|: © .. : : ,
0 0 O e 1
| G G2 o CM-1 CM g
com ¢ = [c;, - ,cum|* obtido pela solugdo de cVar = e*ZM. Entdo, como VsViVy, =

Vi, pois VsV¢ é o operador projecdo ortogonal em Sy e as colunas de V), pertencem
a este espaco, a equagao acima pode ser rescrita como

CVsViVi = VsV Vi Z.
Usando o fato de VgVs = I e o teorema 4.1, tem-se

ViCVs = (ViVa)Z(ViViy) ' = T.

= 1T = [IVECOVsll < /1 + || Fml

A desigualdade decorre do Teorema 2 de [4]. Agora, como j4 foi visto que || fu||
decresce para zero, 3 medida que M cresce, entdo para M suficientemente grande,
tem-se ||T|| =~ 1. Observe a seguir que AT = 1/(1 = ||Z]|2) = 1/(1 — ||Bwm]|2), onde
Par é a tltima coluna do operador projegdo ortogonal no subespaco Sy Isto sugere
que se ||| se comportar aproximadamente como ||pa|], a qual decresce com M e
permanece préxima de 0, para M suficientemente grande, [4], entdo ||A]| ndo deve
ser muito maior do que 1. Desta forma, conclui-se que a estimativa dada no lema
4.8, depende fortemente de M, apesar da proximidade de Sy e §M, medida pelo
dngulo entre os subespagos também ser importante. Isto significa que para valores
de M grandes, o limitante (4.19) fica préximo de 2sen 6, a menos que Sy esteja
muito distante de Sy Apesar deste resultado ndo provar que os erros nas entradas
da matriz de dados nfo sdo propagados no célculo de f, ele assegura pequenos
erros em T, desde que M seja suficientemente grande e o dngulo entre subespago
suficientemente pequeno.
Substituindo (4.19) em (4.15) obtém-se o préximo teorema
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Teorema 4.9. O erro nos autovalores satisfoz

- ~ 6
2~ 4l <2 A ITI| (0 + v/n* — 4) sen 3, (4.20)
onde 1 € dado no teorema 4.6.

Como ji foi discutido na secdo anterior, para valores de M suficien-
temente grandes, 77 torna-se uma constante moderada, o comportamento de ||At]| e
IT|| como fungdo de M assegura que, se Vs é suficientemente préxima de Vs, no
sentido da norma Frobenius, entdo o limitante para o erro nos autovalores do sinal
pode ser considerado como o produto de sen § por uma constante moderada, isto é

lzp — Z| = Ofsen ), 1<1<d. (4.21)

Serd assumido agora que Vs é estimada pela SVD da matriz de dados
H(l) = H(l)+ E. O préximo corolério fornece um limitante que depende do tamanho
de ||E|| e de o4(H(I)), o menor valor singular ndo nulo da matriz de dados exata.

Corolério 4.10. Assuma que uma base para Sy € calculada pela SVD de ﬁ(l)
Entdo, assumindo também ||E|| < 04(H (1)), a seguinte estimativa de primeira or-
dem, para o limitante de ||T — T'|| em (4.19) ocorre
e
aa(H(1))’

conseqientemente, o limitante do erro nos autovalores do sinal (4.20), torna-se

IT - T < 2 | AT (4.22)

a1 31 < W) 0+ VA=) “E")) 1<i<d (42)

Demonstracao: B
Sejam a SVD de H(I) e de H(l) respectivamente:

wo-to 1[5 ][] +mn-to 213 2][5

i~

‘/‘2*

)

onde Uy, Ui, Vi e V; possuem d colunas. Se ||E| < o4(H(I)), entdo uma base
ortonormal para o subespaco sinal aproximado (gerado pelas colunas de U;), é for-
mada pelas colunas de uma matriz M x d, digamos Ui, tal que

Uy = (U, + UoP)(I + P*P)"'/?, (4.24)

onde P é uma matriz de ordem (M — d) X d, cuja norma é da ordem de ||E|| (em

[40] podem ser encontradas maiores explicagdes), e (I + P*P)~Y/2 ¢ a inversa da
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raiz quadrada da matriz positiva definida (I + P*P). Embora ndo seja possivel
encontrar a matriz P, a sua norma ||P}| é interpretada como a tangente do maior
angulo candnico ©, veja Stewart [35]. Por outro lado, como

UrU, = UrU, = (I + P*P)~1/2, (4.25)

e, como os valores singulares desta matriz hermitiana sdo os cosenos dos angulos
candnicos entre Sys e gM, ap6s algumas manipulagdoes algébricas segue que,
UL — Uy||F = 2sen g. Isto assegura que U; é a matriz mais préxima de Uy, no sentido
que ||U; — Ui||F € minimizada. Finalmente, como
9 _ 1]l
2 sen 3 <tan® = ||P|| < O

onde a tltima desigualdade vale até a primeira ordem de aproximagio (veja Va-
ccaro [40]). As desigualdades (4.22) e (4.23) seguem da substituicdo desta desigual-
dade em (4.19) e (4.20), respectivamente. O

Observe que a desigualdade (4.22) mostra que irdo ocorrer redugdes nos
erros de entrada, sempre que 2 ||Af|| |T|| < o4(H (1)), um fato que ¢ freqiientemente
observado se M for suficientemente grande. Por outro lado, esta desigualdade sugere
escolher as dimensoes da matriz de dados, de forma que o limitante a ser minimizado
garanta um angulo entre subespacos pequeno. Nao existe nenhum resultado tedrico
sobre o comportamento de o4(H(l)) como uma funcdo de M e N, mas evidéncias
empiricas sugerem escolher a matriz de dados o mais préximo possivel de uma matriz
quadrada. Desta forma, o4(H(l)) pode atingir um valor méximo, [4}, e neste caso o
limitante pode ser minimizado.

4.4 Resultados Numéricos

Os limitantes, obtidos teoricamente nas se¢Ges anteriores, sdo ilustra-
dos nesta sec¢do, por meio de experimentos numéricos. Sdo apresentados os resultados
da anslise de um sinal tipico de Ressondncia Magnética Nuclear, extraido de {21).

O sinal é modelado por (2.7) e possui 5 exponenciais. Os parametros
que descrevem o sinal, bem como a separagao entre os 2’s, sdo dados na tabela 4.1. Os
parametros z;, [ = 1,-- -5, satisfazem |2;| & 1, e a separagdo entre eles ¢ satisfatéria.
O intervalo de amostragem foi At = 0.0001s.

Os experimentos numéricos estdo divididos em duas partes. Na primeira
parte é ilustrado o comportamento dos limitantes para ||W] || e £2(Was), com o in-
tuito de mostrar que eles se tornam cada vez menores, & medida que M se torna
suficientemente grande. Para tanto, é usada uma matriz de Vandermonde de ordem
5x M. ’
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| n | 2 | lal | & |
5.8921 + 1.5788: | 0.6342 - 0.7463 | 0.9794 | 0.1786
9.5627 4 2.5623: | 0.8858 - 0.4067: | 0.9747 | 0.0644
5.7956 + 1.5529: | 0.9663 - 0.16612 | 0.9805 | 0.0644
2.7046 + 0.7247: | 0.9642 + 0.21742 | 0.9884 | 0.0100
16.4207 4 4.3999: | 0.8811 + 0.27292 | 0.9224 | 0.0100

Cﬂ»hOO[\DP—"—:

Tabela 4.1: Pardmetros do sinal usado nos testes

O nidmero D), é calculado usando-se (4.13) e ilustrado na figura 4.2.
Na figura 4.1, é ilustrado o rédpido decréscimo de ||fu||? para 0 & medida que M
cresce.

’ ' ‘ ' ’ ' ]

L n .
0 10 20 30 40 S0 60 70
M

Figura 4.1: Comportamento de || fx]|2.

Na figura 4.3 pode-se observar o comportamento do limitante (4.8),
o qual mostra que Ko(Wpyy) torna-se cada vez menor, 3 medida que M torna-se
suficientemente grande. A desigualdade que garante valores moderados para este
limitante, D3, < (d — 1)6%, é rapidamente satisfeita, uma vez que, valor de (d — 1)46?
6 0.0399, e D2, = 0.0396, D2, = 0.0328 D2, = 0.0308.

A seguir, é ilustrado o comportamento dos limitantes para o erro nos
autovalores, |z — %|. Foram calculados o limitante (4.15), o erro |z — Z, senf,
2sen &, ||E||/oa(H) e ||T - T||. Os % foram calculados usando (3.4), as matrizes A
e B foram calculadas a partir da SVD da matriz H(l) = H(l) + E, cujas entradas
sao amostras do sinal perturbado h = h +e¢, onde o ruido € é da ordem de 3%, isto
é, |lell/|Ik]l = 0.03. Os resultados apresentados sdo a média dos valores obtidos para
100 experimentos com ruidos diferentes, porém da mesma ordem.

A figura 4.4 mostra os comportamentos de sen §, 2sen g, \Ell/oq(H).
Pode-se perceber que estes valores decrescem, & medida que a matriz H (1) se torna

uma matriz quadrada.
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Figura 4.2: Comportamento de D?%,.

Figura 4.3: Limitante superior para x2(W)y), obtido no teorema 4.8: linha sélida, e
k3(Wis): linha pontilhada, em escala logaritmica. 3

O limitante para o erro nos autovalores (4.15), o erro ||T —T/| e o erro
propriamente dito, nos autovalores 2y, z4 € 25 sdo apresentados na figura 4.5, onde se
pode novamente perceber que o erro nos autovalores diminui, & medida que a matriz
se torna quadrada.
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Figura 4.4: ||E||/o4(H()): linha continua, sen ¢: linha tracejada, 2sen 3: linha

tracejada e pontilhada, em escala logaritmica.

8
2

Figura 4.5: Limitante (4.15): linha continua, |7 — T): linha tracejada e ponti-
thada, e |z, — Z| para [ = 2,4, 5: linhas pontilhada, tracejada e continua-pontilhada,
respectivamente.
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Capitulo 5

Computacao Rapida do Subespaco
Sinal

Neste capitulo, sdo apresentados algoritmos para calcular o subespaco
sinal, os quais utilizam Iteragées de Lanczos e exploram multiplicagGes rapidas via
FFT (Fast Fourier Transform) [13]. Primeiramente, é apresentado o Procedimento
de Rayleigh Ritz, seus aspectos tedricos e computacionais. A seguir, é introduzida a
Iteracdo em Subespacos, e mostrada uma combinacao destes dois métodos, a Iteracao
em Subespacos com aceleragao de Rayleigh-Ritz. Finalmente, é apresentado um dos
mais eficientes métodos para calcular alguns dos autovalores de uma matriz simétrica,
o método de Lanczos, bem como suas variagoes.

E introduzida uma escolha inicial dos processos iterativos, que garante
convergéncia em no maximo d + 1 iteragoes, quando o sinal for livre de ruido, séo
mostrados resultados numeéricos que ilustram a validade desta propriedade, ainda no
caso de dados com rufdo, desde que a separacio entre G4(H(l)) e Gaer(H (1)) seja
bem notéria. Sao apresentados também, resultados tedricos sobre valores singulares
da matriz Hankel sem ruido, os quais explicam quando pode ser obtida a separagéo
acima descrita, em fungao do tamanho do ruido nos dados.

5.1 Multiplicacao Rapida Matriz-Vetor

Ao se resolver um problema matematico numericamente, além de se
desejar encontrar a solugio que mais se aproxima da solucdo real, deseja-se também,
que esta solugdo seja encontrada no menor tempo computacional possivel. Assim,
foi estudada uma forma de acelerar a multiplicacdo de uma matriz por um vetor. A
multiplicacio de uma matriz de Hankel densa H sy por um vetor tem M N multipli-
cagoes. Pbrém, aproveitando a sua estrutura Hankel, e usando a Transformada rapida
de Fourier (FFT), é possivel diminuir esta estimativa para O((M + N) log,(M + N)).
Esta idéia é inicialmente apresentada para matrizes de Toeplitz, sendo estendida para
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as matrizes de Hankel.
Seja T € CM*N  yma matriz de Toeplitz dada por:

hy  hm+r -+ humin—t
T hA,{_l h:M hM+:N—2 (5.1)
hy By - By

A FFT nao pode ser usada diretamente para calcular o produto da
matriz 7, por um vetor. Para usar a FFT, as principais informagdes da matriz 7
sao extraidas, e armazenadas em uma matriz circulante, isto é, uma matriz do tipo:

Co CN-1 CN-2 ... C |
C1 Co CN-1 -.. (o
C = Co C1 Cp ... C3
L CN-1 CN-2 CN-3 ... Co |\ »

Observe que a matriz C € CV*¥ ¢ um tipo de matriz de Toeplitz, onde
cada coluna é obtida a partir da coluna anterior, deslocando o elemento c;; para a
posigdo ¢it1;+1, sendo que o elemento cy; vai para a posicao cijii. Assim, é facil
perceber que a matriz C fica bem definida a partir de sua primeira coluna e pode
ser escrita como:
C =(cRcR% ... RV 1¢),

ondec=(cpc; - eny_1)Te R=(ezezeq ... ey €1).

A partir desta estrutura, podem ser deduzidas varias propriedades das
matrizes circulantes, veja [12]. O teorema seguinte relaciona a transformada discreta
de Fourier com matrizes circulantes, e é a base do processo de multiplicacdo rdpida.

Teorema 5.1. Se C € uma matriz circulante, entdo C = F5AFN, onde Fy € matriz
de Fourier:

11 1 o1 ]
. 1 wh w? . owh-t
FN T 1 'UJ2 'UJ4 w?(N—l) ,
VN _
1 @N”l ;1)2(N—1) ,‘w(N—l)(N—l) ]

w = exp(—27i/N), i = /-1, e A = diag(Fnc), onde ¢, denota a primeira coluna
da matriz C.

Demonstracao:
A demonstracio pode ser encontrada em [13].
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Quando um vetor é multiplicado por Fj, o resultado obtido é a sua
Transformada Discreta de Fourier. Entdo, do Teorema acima, tem-se que os auto-
valores de C sao a transformada discreta de Fourier da sua primeira coluna. Da
decomposicao de C tem-se:

y = Cz = Fydiag(Fyxc)Fnz = F5((Fyc). * (Fyz)), (5.2)

onde {.x) representa a multiplicagdo ponto a ponto. Portanto, para efetuar a mul-
tiplicagdo Cz, calcula-se Fyz e Fyc, usando a FFT. Além disso, o uso.da FFT
é ainda melhor se a dimensdo do vetor for uma poténcia de 2, e neste caso possui
O(Nlog,N) multiplicagdes complexas. Observe ainda que, se for necessério calcular
este produto para varios vetores, é preciso calcular Fyc somente uma vez, o que
reduz o nimero de FFT’s a serem calculadas.

Uma matriz de Toeplitz 7, M X N, fica completamente definida pela
sua primeira linha e primeira coluna. Suponha que 7 é definida como em (5.1},
entdo 7 é descrita por:

b haen-1
h/M__l M h’M+N—2 N~1 -
t.= | . eC", t,=] . e C" . (5.3)
hy harsa
Com estes vetores, pode-se formar entdo a primeira coluna da matriz
circulante: '
le
c=|0 | eC (5.4)
b

onde 0 representa. um vetor de zeros, cuja dimensdo faz com que a dimensdo de c
seja a poténcia de 2 maior e mais préxima de M + N — 1. O exemplo a seguir ilustra
este fato:

Exemplo 5.2. Seja T uma matriz de Toeplitz, 3 X 3

hs hs hs
ho hy hy
hi hy hs

a qual € descrita por:
hs
h
tc = h2 tl = l: 5 :l y
hy

entdo o vetor c € dado por:

c=(h3 hy by 000 hs he)”.
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Ou seja,

h5 0 0 0 hl hg hs h4
| hy hs 0 0 0 hy hy hg

Do exemplo verifica-se que a matriz 73x3, aparece na parte superior
esquerda da matriz C. O mesmo ocorre para uma matriz de Toeplitz com dimensao

M X N, ou seja:
C=[T *]
% %

Entéo, para calcular o produto y = 7 z, deve-se calcular o produto CZ,
usando o Teorema 5.1, veja (5.2), com C a matriz circulante cuja primeira coluna é
o vetor c obtido de (5.3) e (5.4) e T um vetor da forma

= (%)

Tem-se entdo o seguinte algoritmo:

Algoritmo 5.1. Multiplica¢io Rdpida.
Dados T como em (5.1), e ¢ como em (5.4).

1. Calcule g= F.c
2 Calcule 2 = F.x
3. Calcule w=g.%2
4. Calcule y = Fjw

Observacao 5.3. Observe que, introduzindo J = (e, e,—1 -+ e1] entdo

%
JC:[H *],

onde H é uma matriz de Hankel M x N, descrita como em (2.6). E para obter o
produto y = Hz, basta, no algoritmo 5.1, tomar as M primeiras componentes de y
na ordem inversa, isto é: § = [ym ym—1 -+ y1)T. Desta forma € possivel aplicar a

multiplicacdo rdpida também para as matrizes com estrutura Hankel.
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5.2 O Procedimento de Rayleigh-Ritz

Seja A = H*H, A € C¥*N  onde H denota a matriz H(l) defini-
da em (2.6), e @ € CN*? uma matriz ortonormal, cujas d primeiras colunas sdo
aproximacoes dos d autovetores associados aos d autovalores desejados. A idéia do
Procedimento de Rayleigh-Ritz é aproximar os d autovalores de A, pelos autovalores
de B = Q*AQ, a qual possui dimensio d X d. Os autovalores de B sao chamados
valores de Ritz. Esta aproximacio é feita da seguinte maneira:

Algoritmo 5.2. Procedimento de Rayleigh Ritz
Aplicado a A= H*H. Dada Q € CNV*¢, Q*Q = 1.

Para k=1, 2, ... faca
1.AQ = H*(HQ®)
2.B = Q*(AQ)

3.Calcule os autovetores e autovalores de B, Bg; = T;9; e os vetores de Ritz

yi=Q9i;i:1,---7d
4.Calcule os residuos s; = Ay; — iyi, 1 =1,...,d

Observe que se d = 1, entdo no passo 2 tem-se que B = Q*AQ é
exatamente o Quociente de Rayleigh Ritz, p(q, A). Assim, para d > 1 tem-se uma
generalizacdo do Quociente de Rayleigh Ritz. Além disso, como B é hermitiana e
positiva definida, o passo 3 pode ser calculado de maneira rapida e com baixo tempo
computacional. Para aproveitar a estrutura da matriz H, e a multiplicacao rdpida, a
multiplicacdo do passo 1 é dividida em duas etapas. Primeiramente é calculado HQ
e a seguir H*(HQ). As novas aproximagcdes dos d autovalores e autovetores desejados
sdo dadas pelos valores de Ritz e pelos vetores de Ritz, respectivamente. Parlett [29,
pag. 234] demonstra trés maneiras nas quais estas aproximagdes sdo étimas.

A primeira pode ser vista como um coroldrio do Teorema do Minimax
(veja, por exemplo, [15]).

Y,
Ai(4) = min max =

(f#0),j=12,...,n

onde F7 é um subespaco de C", com dimenséo j.
Seja Q% = span(Q), e G* um subespago de Q%, com dimenséo j. Assim,
uma defini¢io natural da melhor aproximagdo para A;, no subespago Q4 é:

*

, g*Ag :
i(A) = min max 0), 7=12,...,d
o3(4) GicQ? gegi  g*g (97#0) 3
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A segunda abordagem, define uma matriz de residuos R(C) = AQ—AC
e mostra que B = Q*AQ minimiza o residuo, isto é, || R(B)|| < ||R(C)||-

De um terceiro modo, Parlett verifica que os valores e vetores de Ritz
sdo os autovalores e autovetores da proje¢do de A em Q% ou seja, da matriz que
gera em Q% o subespago mais préximo de span(A).

O valor minimo da norma da matriz de residuos, R(C), pode ainda ser
visto como uma medida de quio perto Q¢ estd de se tornar um subespaco invariante
de A. Se Q¢ for um subespago invariante de A, entdo o produto. Ag;, onde g; é uma
coluna de @, serd uma combinagao linear das colunas de @), isto é, Ag; = (Jc. Assim,
existe uma matriz C, tal que R(C) = 0. Se Q¢ néo é um subespago invariante de
A, entdo ndo existe nenhuma matriz C, tal que |R(C)|| = 0, porém, B = Q*AQ
continua minimizando R(C).

Seja agora X = (z1, Z9, - - ., T4) uma base ortonormal de Q% e A uma
matriz diagonal, A = diag(dy, d2, ..., dq), entdo ||AX — X Al| é minimizada quando
zi=vyied=7,t=1,...,d Defato: SejaY = (v, ..., ya), ® = diag(m, ..., 7q)

eG:(gh"')gd)

JAY —Y®|| = ||AQG - QG¥|| = | AQ - QGOG|| = ||AQ — QBGG*|| =
|1AQ — @B|| = [|R(B)||

Mesmo quando X # Y ou A # &, ainda é possivel expressar X na
base @, X = QD, onde D*D = DD* = I, pois elas geram o mesmo subespago.
Obtém-se entdo

I

IAX — XAl = |AQD — QDA| = |AQ — QDAD™|| > [[R(B)[|.  (5.5)

: Assim, quando Q? é um subespago invariante de A, (5.5), juntamente
com o fato de B = - (Q* AQ satisfazer R(B) = 0, significam que, os valores e vetores
de Ritz sdo exatamente os autovalores e autovetores de A.

Quando os autovalores de A sdo bem separados, uma vez calculados
os residuos s;, pode-se facilmente obter limitantes para os valores de Ritz.- Estes
limitantes podem ser obtidos a partir do teorema abaixo, cuja demonstragdo pode
ser encontrada em [13].

Teorema 5.4. Seja Q € CV*?, Q*Q =1, e seja (T3, i), i = 1, ..., d, 0s valores e
vetores de Ritz de A, com residuos s; = Ay; — ;y;. Entdo, cada intervalo

[7i = Nlsill, 7 + lisell]

possui um autovalor de A.
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Como em cada intervalo correspondente aos valores de Ritz, existe
um autovalor de A, se todos estes intervalos forem disjuntos, teremos d autovalores
de A. Porém, se alguns deles se interceptarem, podemos ter dois valores de Ritz
convergindo para o mesmo autovalor de A. No teorema abaixo, tem-se um limitante
adicional para valores de Ritz em intervalos que se interceptam, sua demonstragio
pode ser encontrada em [29, cap. 11).

Teorema 5.5. Seja Q € CN*4 Q*Q =1, e seja (1;, yi), i =1, ..., d, 0s valores e
vetores de Ritz de A, com residuos s; = Ay; — 7;y;. Entdo, existem d autovalores de
A, N, i=1,...,d, tais que

|7 — A < IS

onde, S = (81, ...,84) = AY — Y.

A determinacgdo de limitantes para os vetores de Ritz é um pouco mais
complicada, pois, autovetores associados a autovalores com multiplicidade algébrica
# 1, ndo sdo unicamente determinados. Qualquer combinagdo de autovetores corres-
pondentes ao mesmo autovalor, é um autovetor. Portanto, ndo é possivel determinar
uma estimativa de erro para estes autovetores. Porém, este fato ¢é irrelevante, visto
que o que interessa € o subespaco gerado por estes autovetores. Da mesma forma,
vetores de Ritz correspondentes a autovalores muito préximos, tendem a ser sensiveis
e darem estimativas ruins dos correspondentes autovetores, porém, o subespaco por
eles gerado pode ser uma boa aproximacao do subespago associado a estes autovalores
muito préximos.

5.3 Iteracao em Subespacos

A primeira versdo.-da Iteracdo em Subespagos surgiu em 1957, e foi in- -
troduzida por Bauer, com o nome de Treppeniteration (iteragdo éscada). A Tteracao
em Subespacos pode ser vista como uma generalizagdo do método das Poténcias, sé
que, ao invés de iterar um vetor, a iteracdo em subespacos itera d vetores simultane-
amente, e obtém aproximacses para os d autovetores de A, associados aos d maiores
autovalores. Infelizmente, esta generalizacdo apresenta um problema. Suponha uma
matriz inicial Q(® = (q§°), &, .., qgo) ), QOHQ = I e multiplique A iterativamente.
Entdo, apds j iteragbes obtém-se

QF = A1QO = (47", 41 g, ... 41gD).

Pela teoria do método das Poténcias, [43, cap. 4], pode-se deduzir que
todas as colunas de @7 irdo convergir para o mesmo autovetor de A, o qual estd
associado ao maior autovalor. Este problema surge pois, as colunas de @’ tornam-se
linearmente dependentes. Para evitar isto, basta manter a ortogonalidade entre as

95



colunas de 7, através de um passo de ortogonalizacdo em cada iteragdo. A seguir,
é apresentado o algoritmo da Iteragdo em Subespagos. '

Algoritmo 5.3. Iteracio em Subespagos
Seja A= H*H. Dada Q© € CVN*4, (Q)*Q©® = 1.

Para j=1,2,... faca:
1. ZU) = AQU-Y = H*(HQU-Y)

2. Ortonormalize ZU) = XURY | onde RY) é uma matriz triangular superior e
XU) ¢ unitdria.

3. Faga QU) = X0)
4. Teste a convergéncia de cada coluna

Assim como no método das Poténcias, a convergéncia da Iteracdo em
Subespacos depende do gap entre os autovalores, isto é, da distancia entre o dltimo
autovalor desejado, e o primeiro ndo desejado. Assim, se este gap for pequeno,
para obter uma convergéncia mais rdpida, basta aumentar o nimero de autovalores
desejados, de forma que este gap fique maior. O passo 1 é feito em duas etapas, para
aproveitar a multiplicacdo rdpida.

5.4 Iteracao em Subespagos com Aceleracao de
Ritz

_ , Uma maneira de acelerar a convergéncia da iteragdo em subespagos,
~ é usar o Procedimento de Rayleigh Ritz em cada iteracio. Apés o passo 2 do al-
goritmo 5.3, os vetores de Ritz sdo calculados a partir da matriz X7, e as colunas
da nova Q7 serio estes vetores. Esta idéia foi criada por Rutishauser, na década
de 60, e é chamada Iteracio em Subespagos com Aceleracdo de Ritz (SIR), [38].
Como as aproximagbes étimas dos autovetores sao calculadas em cada iteragdo, as
componentes nas diregdes destes vetores sdo ampliadas, o que aumenta a razao de
convergéncia.

Algoritmo 5.4. Iteragdo em Subespacos com Aceleragio de Ritz.
Seja A = H*H. Dada uma matriz inicial Q© € CVxe,

Para j =1,2,... faca:

1. 26 = HQU-
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2. Calcule a svd reduzida de ZU): [X1,%,, Y] = svd(ZD), onde X, € CM*4,
T, € Rdxd, Yl = Cixd

8. WW = Hg*X,

4. Calcule a svd reduzida de WU : [X,, B9, Y] = svd(W1)), onde X, € CMx4,
22 € Rdxd, Y2 c ded

5. Q(J‘) = X,

Observe que o algoritmo 5.4, ndo deixa explicito passos da Iteragdo em
Subespacos, nem passos da Aceleragdo de Ritz. Contudo, se for considerado que a
SV D é usada somente para calcular uma base ortogonal de uma matriz, entdo os
passos 1,2 e 3 equivalem ao passo 2 do algoritmo 5.3. O passo 4 calcula uma base
ortogonal para H*HQ, e esta base é usada como a nova ). Desta forma, o algoritmo
5.4 é equivalente ao algoritmo 5.3, porém, com um passo extra de ortogonalizagao,
0 passo 2.

Para ficarem explicitos os passos da Aceleracdo de Ritz, é necessirio
levar em conta os efeitos dos cdlculos da SVD. Seja B := Q*H*HQ = Y, 22
a correspondente decomposicdo autovalor para a SV D de HQ, calculada no passo
2, assim o quadrado dos elementos de T sdo os valores de Ritz de 4 = H*H, e as
colunas de QY7 seus vetores de Ritz. Como os vetores de Ritz sd@o boas aproximagcdes
dos autovalores de A, eles também s3o boas aproximagoes dos vetores singulares a
direita de H, os v;’s. Pela relacdo u; = 7; ' Hv;, é facil verificar que as colunas de X,
sdo aproximagoes dos vetores singulares & esquerda de H. Analogamente, verifica-se
que as colunas de X, sdo aproximagoes dos vetores singulares a direita de H. Ou
seja, o algoritmo acima apresenta dois passos da Aceleracdo de Ritz.

5.5 Meétodo de Lanczos

O método de Lanczos foi criado em 1950 por C. Lanczos, era utilizado
para encontrar uma matriz tridiagonal T, unitariamente semelhante a uma matriz
simétrica A, T = Q*AQ, onde Q = (q1, g2, - - -, @) € @*Q = I. Em aritmética exata,
isto pode ser feito em n passos, porém, em aritmética finita aparecem problemas
numéricos, decorrentes da perda de ortogonalidade das colunas de (). Por esta razao,
durante alguns anos o método de Lanczos foi substituido por métodos mais estdveis,
como os métodos de Givens [14] e Householder [18].

O interesse pelo método de Lanczos sé retornou em 1971, quando Paige
[27] fez uma an4lise de erro detalhada do método, mostrando sua eficiéncia no célculo

de somente uma parte do espectro de uma matriz simétrica. A partir dai, devido a
sua simplicidade, pois somente utiliza multiplicagdes do tipo matriz-vetor, e também
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devido a qualidade das suas aproximacdes, 0 método de Lanczos tem sido fonte de
diversas pesquisas, especialmente no sentido de evitar a perda de ortogonalidade das
colunas de Q.

Inicialmente, o método é descrito na sua forma bésica, a seguir sdo
apresentadas outras versoes, as quais evitam a perda de ortogonalidade de diferentes
maneiras.

5.5.1 Método de Lanczos Basico

O método de Lanczos estd baseado no fato que de é possivel, em um
ndimero finito de passos, transformar uma matriz hermitiana A, em uma matriz
tridiagonal 7', por meio de transformacdes unitdrias, [15].

T =Q"AQ. (5.6)

Ainda mais, se @Q*AQ = T, onde T ¢é uma matriz tridiagonal re-
al, com os elementos das diagonais secunddrias todos positivos, entdao T e @) =
(q1, @2, - - -, gn) s30 unicamente determinados por 4 e ¢;. A demonstracdo deste fa-
to pode ser encontrada em (29, cap. 7]. A hipétese de os elementos das diagonais
secundédrias serem positivos ndo é uma restricdo essencial.

Equacionando as j primeiras colunas de (5.6) obtém-se

AQ; = Q,T; + rje] (5.7)
onde 7; = B4 e Q5 = (q1, -, ¢5), @;Q; = I, T; é omenor j x jde T
ay B
pr o2 P _ »
7}: ..‘.- ._._ ... "
R Bi-1
Bi-1

com o; = ¢} Ag; e B; = ||ri||. Os vetores ¢; so chamados vetores de Lanczos.
Similarmente, a equagdo (5.7) pode ser rescrita como

i = Bigj+1 = Agj — aq; — Bi1g5-1- (5.8)

A partir desta equagio é deduzida a recursdo de Lanczos, a qual, dado
um vetor inicial ¢;, gera a cada iteragdo, um novo vetor de Lanczos, € uma nova
linha e coluna sdo adicionadas & matriz T. Os autovalores da matriz 7' convergem
para os autovalores de A.



Algoritmo 5.5. Método de Lanczos Bdsico.
Seja A= H*H. Dados rg # 0, By = ||7ol-

Para j=1,2,... faca:

1. gj :==rj_1/Bj=1

2. u; = Aq; = H*(Hg;)
3. rji=u; — Bi_1gi—1
4. @j = q;T;

5. 1j =1 — Qiq;

6. B; = Ir;ll

7. Se desejar, calcule os valores de Ritz T; e vetores de Ritz y;. Se a quantidade
desejada de valores e vetores de Ritz convergiu, entdo pare.

Quando é completado um ciclo, isto é, quando sdo completados os
passos de 1 até 6, tem-se um passo de Lanczos. Este procedimento gera vetores
de Lanczos até que B; = 0, o que deve ocorrer para algum j < n. Em particular,
multiplos autovalores de A, forcam §; = 0, para algum j < n (veja [45]). Os vetores
de Lanczos formam uma base ortogonal no subespago gerado por (g, 4q, ..., A7q)
e os autovetores aproximados estdo neste subespago. Portanto, o método nao é capaz
de detectar nenhum autovetor ortogonal a ¢;, o que significa que somente é possivel
determinar um autovetor, do subespago correspondente a um autovalor multiplo.

Da equacdo (5.8) tem-se que r; é ortogonal a ¢;_; e g;. Pode-se mostrar,
[29], que r; é ortogonal a todos os vetores de Lanczos (qi, ..., g;). Os vetores oyg;
, e Bj_1gj—1 sdo as projecBes ortogonais de Ag; em g; e gj_1- Isto significa que o
préximo vetor de Lanczos é obtido da ortogonalizacdo de Ag; em relacdo & g; e g;_;
e os vetores ¢;, 1 < i < j, formam uma base ortogonal no subespaco de Krylov

K;(A,q) = span{q:, Aq, ..., Aj_lql}. (5.9)

Usando a ortogonalidade dos vetores de Lanczos e a relagdo (5.7),
verifica-se que T; = Q}AQj, isto é, T; é a projecio de A em span(®;). Assim,
no passo 7 do algoritmo 5.5, os valores de Ritz sdo calculados como os autovalores
de Tj

T;g" =10¢?, i=1,2,...,] (5.10)
e os vetores de Ritz sdo definidos por

v =Q;", i=1,2,...,j. (5.11)
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Os teoremas 5.4 e 5.5 mostram que a norma HAyfj) - Ti(j)y(i)H é uma
boa estimativa da precisdo dos valores de Ritz. A principio, é possivel calcular 7;
e y; a partir de T; em cada iteragdo do algoritmo de Lanczos, porém, felizmente, é
possivel calcular ||Ay(’) Ti(j)y(i)” sem calcular y;. Usando (5.7), (5.10), (5.11) e o
fato de ||gj+1]] = 1 tem-se:

IsP] = [|Ag® ”u—nAQgg, — 7 Qggﬂ’u
= nAQ,g"’ Q92| = 189541657 9P| (5.12)
— ﬂ3|e(T) (Ji___ ,sz-

Assim, a convergéncia dos valores de Ritz para os autovalores de A,
pode ser verificada pelos primeiros elementos dos autovetores normalizados de T},
evitando o cdlculo dos vetores de Ritz. Este resultado explica porque alguns valores
de Ritz podem ser precisos, mesmo quando $; ndo é muito pequeno.

Como j4 foi citado anteriormente, em aritmética finita, muitas das
propriedades do procedimento de Lanczos sdo perdidas. Nas primeiras iteragoes, os
resultados ndo diferem muito do processo exato. Até que um novo vetor de Lanczos
é calculado, e este numericamente deixa de ser ortogonal aos anteriores. Algumas
iteracdes mais tarde, (); deixou de ter posto completo, isto é, suas colunas sao linear-
mente dependentes. A partir daif, o método comeca a gerar cdpias de vetores de Ritz
j& calculados, pois os novos vetores de Lanczos possuem componentes nas diregoes
dos vetores de Ritz que j4 convergiram. Paige ([27],[28]) fez uma andlise detalhada
do desempenho do método em aritmética finita, e concluiu que a ortogonalidade
entre os ¢’s é perdida quando surge um f;; muito pequeno. Na prética, o processo
nunca terminard com B; = 0, mas ir4 continuar calculando mais e mais cépias dos
mesmos vetores de Ritz, como conseqiiéncia dos erros de arredondamento. Em re-
sumo, de um lado, a presenca de um f5;; pequeno indica que foi encontrada uma boa
aproximacio de pelo menos um autovalor de A, e de outro lado, isto também indica
que as dificuldades numéricas comecaram.

Uma maneira de resolver este problema é fazer uma reortogonalizacio
completa, isto é, manter cada novo vetor de Lanczos ortogonal aos anteriores. S6
que neste caso, além do trabalho extra para a reortogonalizag3o, é necessirio manter
todos os vetores de Lanczos armazenados. Esta idéia é chamada de Lanczos com
reortogonalizagdo completa. E no outro extremo, tem-se o método de Lanczos sem
reortogonalizagdo, porém, com a exigéncia de uma andlise mais detalhada das aproxi-
macdes obtidas. Entre estes dois estdo os métodos que fazem uma reortogonalizagdo
parcial, ou reortogonalizagio seletiva, isto é , reortogonalizam somente quando hd
necessidade. Nas préximas subsecBes vamos dar mais detalhes sobre alguns destes
métodos.
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5.5.2 Msétodo de Lanczos com Reortogonalizagdo Completa

A maneira mais direta de resolver o problema da perda de ortogonali-
dade, proposta pelo préprio Lanczos, é fazer a reortogonalizagio de cada novo vetor
de Lanczos em relagdo aos anteriores, obtendo assim, o seguinte procedimento

Algoritmo 5.6. Método de Lanczos com Reortogonalizagio Completa (LANCR).
Seja A =H*H. Dados 9 # 0, Bo = ||7oll-

Para j =1,2,... faca:

1. g :=7j-1/Bj1

2. uj = Ag; = H*(Hg;)

3. 1=y~ Bi_1g51

4. o = qjTj

5. 1j =T — oyq;

5.5ri=rj—qlgr;), v=35j-1,...,1
6. Bj = [Ir;ll

7. Se desejar, calcule os valores de Ritz 7; e vetores de Ritz y;. Se a quantidade
desejada de valores e vetores de Ritz convergiu, entdo pare.

A desvantagem da reortogonalizac@o completa é ter que manter ar-
mazenado todos os vetores de Lanczos, uma vez que r; é explicitamente ortogona-
lizado em relagdo & g; e g;—;. Por outro lado, este algdritmo tem a vantagem de nao
calcular nenhum vetor de Ritz redundante, ou seja, ndo calcula mais de uma vez o
mesmo vetor de Ritz. E como vetores de Ritz redundantes requerem um nimero
maior de iteragbes para convergir, o algoritmo 5.6 requer um nimero minimo de
iteragOes para convergir.

Quando sdo desejados somente alguns dos maiores autovalores, as des-
vantagens deste algoritmo nido sdo tdo sérias. Normalmente os valores de Ritz cor-
respondentes a estes autovalores convergem primeiro, e nao sdo necessarias muitas
iteragOes. Isto depende naturalmente do espectro em questao.

Como cita Parlett, [29, pdg. 303), a reortogonalizagdo nio pode por si
s6 garantir a ortogonalidade numérica dos vetores de Lanczos. Quando o corrente
vetor de Lanczos tem uma componente considerdvel na direcdo de um dos outros
vetores, entdo pode haver algum tipo de cancelamento no passo 5.5. Segundo Par-
lett, um passo extra de reortogonalizagdo é suficiente para tornar estes dois vetores
numericamente ortogonais.
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Na préxima subsegdo, é visto que a reortogonalizagido completa é mais
do que € necessério, e para diminuir a quantidade de trabalho, a reortogonalizagio
serd feita somente quando for preciso.

5.5.3 Lanczos com Semiortogonalizacao

As desvantagens da reortogonalizacdo completa com relagdo ao trabalho extra e ar-
mazenamento, podem diminuir a eficiéncia quando os vetores de Lanczos possuem
muitas componentes, ou quando o problema requer um grande nimero de iteragoes.
Isto levou muitas pessoas a estudarem uma forma de transformar o método de Lanc-
zos Bésico, em um método mais estdvel que o LANCR, veja Paige [27, 28].

Uma idéia é reortogonalizar somente quando for necessério, e somente
em relagdo aqueles autovetores que perderam a ortogonalidade. O primeiro algoritmo
deste tipo, foi feito em 1979 por Parlett e Scott [30]. Eles publicaram um trabalho
com um método chamado: Lanczos com Ortogonalizacdo Seletiva (LANSQO), no qual
a ortogonalidade é mantida através da ortogonalizacao dos novos vetores de Lanczos
em relagdo aos vetores de Ritz que j& convergiram. Em 1984, Simon [32] escreveu
um artigo, no qual mostrou que, mantendo os vetores num nivel de ortogonalidade
de Vu, isto é, |gfgj+1] < vu, 1 <@ < j, é suficiente para obter boas aproximagoes
dos autovalores e autovetores, onde u denota a precisao da méaquina. Ele usou a
nocdo de semiortogonalidade, quando os vetores dé Lanczos satisfazem este nivel
de ortogonalidade. Esta anélise levou a um novo algoritmo chamado Lanczos com
Reortogonalizagdo Parcial (LANPR).

5.5.4 Meétodo de Lanczos com Recomecgos Implicitos

Em problemas onde ndo existe um gap distinto entre os autovalores
desejados e os ndo desejados, normalmente sdo necessarios muitos passos de Lanczos
para convergir. Assim a reortogonalizacdo completa, apresenta uma desvantagem,
pois ela exige o armazenamento de todos os vetores de Lanczos. Uma forma de
contornar este problema é recomecar as iteracdoes ap6s um numero finito de passos
de Lanczos, mantendo assim, a quantidade de vetores a ser armazenada fixa, e a
reortogonalizagdo feita somente quando for necessdrio. Calvetti, Reichel e Sorensen
desenvolveram um método de Lanczos com recomegos implicitos (IRL), [10], o qual
é uma adaptagio do método de Arnoldi com recomegos implicitos, [25], para o caso
Hermitiano. Este método forca o vetor inicial a estar num subespaco invariante da
matriz, por meio de repetidas filtragens do vetor inicial, usando um filtro polinomial,
e recomecando as iteragdes implicitamente.

Este estudo est4 baseado no artigo de Calvetti, Reichel e Sorensen, [10],
porém, estd restrito ao clculo dos d maiores autovalores. Inicialmente, é discutido
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como o vetor inicial deve ser escolhido, para que o método convirja em d iteragoes,
e produza um subespago invariante correspondente aos d autovetores desejados. A
seguir, é descrito o algoritmo (IRL), como uma mistura do método de Lanczos, com
o Algoritmo QR com deslocamento implicito.

O Vetor Inicial

Quando se deseja aproximar d autovalores e autovetores, usando o método de Lanc-
zos, a situacdo ideal é encontrar um subespaco invariante apds exatamente d it-
eragdes, isto é, quando r; da equagdo (5.7), se anula. Como ja foi visto no inicio
da se¢do 5.5.1, a iteracdo de Lanczos fica completamente definida pelo seu vetor
inicial, assim, ¢, determina se a iteracio ird convergir em d iteragdes. Surge entdo
uma pergunta: Quais condigdes o vetor inicial deve satisfazer, para que se obtenha
um subespago invariante apds d iteragoes? O teorema abaixo afirma que se g; for
uma combinagdo linear de d autovetores, entdo a recursdo terminard em d passos,
com rg = 0. Além disto, a equagdo (5.8), forga os vetores de Lanczos a estarem no
subespago gerado por estes d autovetores. Assim, uma boa escolha de vetor inicial,
¢ como tal combinagao.

Teorema 5.6. Seja Ayxn uma matriz simétrica, e seja AQq — QqTy = rqek, com
T simétrica nao reduzida, o passo d da fatoracdo de Lanczos de A. Entdo rg = 0 se
e somente se q, = Vyx, onde

AV =ViA4 (5.13)
com V;Vy = I; e Ag uma matriz diagonal de ordem d.

Demonstracao: : _

(=) Suponha que 74 = 0, entdo, AQq = QuTy. Seja TuGy = Gghg a
decomposicdo autovalor-autovetor de 7y, G3G4 = I3, chamando V; = Q;G,, entéo
AQde = QdeAd, isto é, AVd = VdAd, além diSSO, pOStO(Vd) = d, eq = Qd€1 =
QaiGaGher = Vyz, com z = Gje;.

(<) Suponha agora que AV; = VjAq4, posto(Vy) = d, e ¢ = Vyz.
Entdo, para qualquer inteiro m > 0, A™V,; = V;AT e assim, para todo m,

Conseqiientemente, dim(K%+!(4,q,)) < posto(Vy) = d. Como T, é ndo reduzida,
usando uma pequena modificagdo do Teorema 7.4.3 de Golub e Van Loan [15], tem-
se que, dim(K%t1 (A4, q)) = d, e entdo 14 = 0. O
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O Algoritmo IRL

Sejam d e p, numeros pré-especificados fixos, onde, d é o niimero de autovalores
desejados, e p o nimero de passos extras que serao realizados. Apés d + p passos de
Lanczos, tem-se uma matriz (d + p) x (d + p), hermitiana e tridiagonal Ty,,, € uma
matriz Qg., € CV*4P) com colunas ortonormais, tais que

AQuarp = QatpTarp + Td+pe’£+p ' (5.14)

onde T4ip = Bitpld+p+1- Por simplicidade, vamos chamar Q@ = Qayp, T = Tyyp
e T = T44p, € aplicar o algoritmo QR com shift, a esta fatoracdo truncada de A.
Seja p; um shift, calcule a decomposicao QR de T' — pi I, T — Il = X1 R,, onde
X., Ry € C@tx(d+p) X, X+ = [ e R, é uma matriz triangular superior.

Ent3o somando e subtraindo x;Q na equagao (5.14), e usando o fato
de T — pul = X;R;, obtém-se:

AQ - Q- QT +mQ = rék,,
(A - }J,lI)Q —_ Q(T — /J'l-[) = Te’(li—'—kp
(A-ml)Q - QX1Ry = reg,, (5.15)

multiplicando a equagdo (5.15) por X; e rearranjahdo os termos

(A - mD(QX) — (R@X)(RiX1) = reg X
A(QX1) — (@X1) (R Xy + )

T
T€d+pX1 .

Seja QT =QX,eTH =R X, + ] =X;TX,. Entdo T é simétrica,
e como T é tridiagonal, X, é Hessenberg superior, assim, 7" também é tridiagonal.
Explicitando a primeira coluna de ambos os lados da equagdo (5.15) tem-se

(A - ulf)th = QX Rie; = Q+61P11 = QfLPn

onde q; = Qey, p11 = eleel e qf = Q%e;. Tem-se assim, uma relagio entre ¢; e qi.

Aplicando p shifts e usando a equagdo (5.15), obtém-se:
AQt = QT +rel X

= (@7 qarpn1) ( - ; ) (5.16)

T
ﬁd+p€d+pX
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onde quipr1 = 7/Baip, @t = QX, Tt = X*TX e X = X, X,... X, X; é a matriz
ortogonal associada ao shift s.

Observe que, como T+ permanece tridiagonal a cada shift, as matrizes
X;, sdo Hessenberg superiores, e os primeiros d — 1 elementos da linha d + p em X
serdo iguais a zero, o que significa que:

ﬁd+pe£+pX = (07 07 sy Bd-}-p) b*): onde Bd+p = egﬁd—i—p- .

Particionando as matrizes,

Qr=(e5 ¢;) 17= ( T e ) ,

Baereqa T

com f§ = el .. T"eq e substituindo em (5.16), tem-se:

. . T;— BdedG’{
A (QI, Q;) = (Q;, , Dy Qd+p+1) Baerea T, : (5.17)
ﬂd+pe£ b*

Igualando as primeiras d colunas da equagao 5.17, obtém-se:
+ +t o 4 ,T + o+ TS
» AQy = QT  +eje5 = (Qd’ qd+1) < 5363* >,

onde ¢, ; = E‘ltf'f';, ri= (QApelﬂAd + Qd+p+15d+p) e By = [Ir7ll. Como (Q7)*Q; = Lu
e (QF)*q},; = 0, entdo esta é outra decomposigdo de Lanczos de A. O novo vetor
inicial pode ser escrito como gt = ¥,(A)q, onde ¥, é um polinémio mdnico de grau
D, cujas raizes sdo os p shifts, p1, 1e,- .., p. Recomegando a partir desta fatoracao,
podemos calcular p passos extras de Lanczos, o que nos remete & equagdo (5.14).
Entdo, aplicando alternadamente p passos de Lanczos e p shifts, obtém-se o método
de Lanczos com Recomegos Implicitos. A cada iteracdo obtém-se aproximacdes dos
autovetores, a partir de um subespago de Krylov, de dimensao d + p, com um custo
_ de p multiplicagdes do tipo matriz-vetor, ao invés de d + p.

A escolha dos shifts

Os p passos QR aplicados desempenham um papel de filtragem do vetor inicial,
fazendo com que este esteja num subespago invariante apropriado, span(Vy). O lema
abaixo, extraido de [10], sugere que para eliminar o conjunto de autovalores nao
desejados de Ty,,, deve-se escolher os p shifts y; como sendo os autovalores que
estdo na parte nao desejada do espectro. Segundo Calvetti [10], estes shifts sdo
chamados de shifts ezatos.
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Lema 5.7. Seja MTyyp) = {71, .., 7a} U{ti1,- -, 1p} uma particdo disjunta do es-
pectro de Ty, e seja

Tf, = X Ty X (5.18)

onde X = X1 X,.. . X,, e X; € implicitamente determinado pelo shift ;. Seja B; o
elemento da posi¢io (j+1) da subdiagonal de T;Srp. Se B; #0 para 1 < j < d, entdo

,Bd=06
T 0
TLﬁ(o ff;,)’

onde NTF) = {r,...,7a} e \(Tp) = {t1, .-, pp}. Além disso,
) d
g = QuepXer =Y ni,
j=1

onde n; € C e y; € o vetor de Ritz associado ao valor de Ritz 75, 1sto €, y; = Quipy;
com Tyipg; = g;7] para 1 < j < d.

Demonstracao:
Para simplificar a demonstragao, vamos chamar T' = Ty p e Q) = Qgtp-

Seja a:(li) =X X5...Xje; ¢ p(lil) = ef'. Quando o primeiro shift é aplicado, obtém-se

T — umI = X, R;. Explicitando a primeira coluna tem-se: ﬁ(T —ml) = xgl).
11

Similarmente, aplicando p shifts chega-se a:

A 1
n=Xei = —+——=(T —ppl) ... (T — ml)es = (T )ey,
(1) ()
P11 - - - P11

“onde p(A) = LTI (A — ) e v =pfY) ... pf7). |
: Seja T = GAG* a decomposi¢io autovalor - autovetor de T, onde
G*G=1eA=diag(m,...,Ta, i1, -, Mp). Assim,

(T-,Ulf) = G(A —[J,lj)G*, ceey (T —IJ‘PI) = G(A —/JPI)G*,

logo

(T = mI)(T = pal)... (T = pp]) = GA—mI)(A—pol) ... (A= )G =

= GAG".
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Suponha que e; = Zj__f’l’ ©;9; = G@, onde ¢ = [, ..., Pasp]T. Entdo

21 = %(T)er = GAG*GP = GAP = Gay, com Gy = [g1,...,94), iy 1 <i<d
sdo autovetores associados & parte desejada do espectro, e g4 = [¢1,...,pq4]7. Isto
mostra que as componentes de e; na direcdo dos autovetores associados a p;, 1 <
1 < p sdo anuladas, entdao z; pode ser escrito como z; = Z;.l:l n;9;- Equacionando as
primeiras j colunas da relagdo (5.18), tem-se uma decomposicdo de Lanczos para a
matriz 7', com vetor inicial z;. Usando uma pequena modificagao do Teorema 7.4.3

T+
de Golub e Van Loan [15], segue que fg = 0, portanto T, = ( Od % ) . Além
p

disso,
d d
G =QXei=Qz =) n;Q9= >y

O
O lema 5.7 mostra que a escolha dos shifts exatos é matematicamente
" equivalente a recomecar as iteragdes de Lanczos com um vetor inicial que seja uma,
combinagdo linear dos vetores de Ritz de A, correspondentes aos d autovalores dese-
jados, isto é, como uma aproximag¢do de uma combinacao linear dos d autovetores. O
método IRL pode ser usado para aproximar qualquer parte do espectro de A. Con-
tudo, o lema 5.7 ndo apresenta nenhuma informagao sobre a razdo de convergéncia, e
infelizmente sob certas condigGes, esta pode ser muito lenta. Por exemplo, o cilculo
dos menores autovalores, requer muitas iteragdes até convergir, pois o método precisa
trabalhar muito até vencer a influéncia dos maiores autovalores, os quais aparecem
como shifts em muitas iteragdes. Em [10], encontra-se uma discussdo sobre outros
tipos de shifts. 4
~A seguir, é apresentado um esbogo do algoritmo IRL, para aproximar
os d maiores autovalores. E assumido que

TL2T22 " 2 Tdtp

Algoritmo 5.7. Método de Lanczos com Recomegos Implicitos e Shifts Ezatos (IRL-
ES).
Seja A= H*H. Dados ro # 0, fo = ||roll.

1. Faga d+ p passos usando o algoritmo 5.5 (reortogonalizando quando for neces-
sdrio)

Repita

2. Calcule a decomposicio autovalor-autovetor de Ty p, e teste a convergéncia de

,3(d+p) i
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3. Se a quantidade desejada de pares de Ritz convergiu, calcule os vetores de Ritz
e pare.

4. Apligue o algoritmo QR com shifts uy=1;, j=d+1,...,d+p
5 Faga p passos de Lanczos, comegando de (5.18), e volte para o passo 2 acima.

- Como os pares de Ritz possuem diferentes razdes de convergéncia, uma
forma de aumentar a convergéncia do método seria remover os vetores de Ritz que ja
convergiram, armazenar os de interesse e, manter os vetores de Lanczos ortogonais
a estes. Com isso, a dimensdo do espaco de Krylov usado é reduzida, e como este
espago é ortogonal aos vetores de Ritz que ja convergiram, as préximas iteragées do
método irdo estimar a parte restante desejada do espectro.

O problema de remover aproximagcoes de autovalores e autovetores que
j& convergiram, é muito estudado, e existem muitas técnicas de deflagdo. Lehoucq
e Sorensen [26], desenvolveram regras de deflagdo para o método IRL, baseadas em
técnicas do método QQR. Basicamente tem-se dois tipos de deflagdo. Se o valor de
Ritz pertence & parte desejada do espectro, é necessario manter o correspondente
vetor de Ritz na préxima fatoragdo de Lanczos. Este tipo de deflagdo é chamado
Locking. E se o valor de Ritz pertence a parte ndo desejada do espectro, é preciso
remové-lo das préximas iteragoes, e este é chamado de Purging.

Convergéncia

Ser4 feita agora uma andlise da convergéncia do IRL-ES, considerando
0 caso em que se deseja aproximar apenas os d maiores autovalores. A discussao estd
baseada no trabalho de Sorensen [37], onde primeiramente é mostrado que & medida
~ que ocorrem as iteracdes, os autovalores.de T, convergem para certos limites. Entao
é mostrado que estes limites sdo os autovalores de A e, finalmente, que sio os d

maiores.
Inicialmente sdo apresentados dois lemas, que serdo usados posterior-
mente.
. k T ,Bed . T .. ~
Lema 5.8. Seja M = BT o , uma matriz simétrica tridiagonal. Entdo as
d
raizes da equacdo
Bl (T — M) teg=a— A (5.19)

s@o autovalores de M.

Demonstragao:
A demonstracdo segue do célculo do polinémio caracteristico de M. [
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Seja T' = GAG™, a decomposi¢ao autovalor-autovetor de T, como (7" —
M)t = G(A — AI)~*G*, substituindo na equagdo (5.19) tem-se:

g2 Z (T] 5 /\) ~ A | (5.20)

onde (n1,7, +*,7a) = €5G e A = diag(r, -+ ,74). Da equagdo (5.20), pode-se
concluir que nenhum autovalor de M é igual a 7;, 1 <3 < d. Usando a proprledade
do interlacing, veja Glolub [15, pdg. 396], tem-se:

BL<Tg<Tg<Tg1 < - <11 <7 (5.21)

onde {7,..., 7, 1} sdo autovalores de M.

Observe também que, se os elementos da subdiagonal de T sdo todos
ndo nulos, entdo pela discussdo que segue o algoritmo 5.5, os 7; sdao distintos, e
nenhum dos 7; € zero.

O préximo lema aﬁrma que se ¢; estd em um subespago de dimensio
menor do que d, entdo algum S; deve ser zero, e deve ocorrer a deflagao.

Lema 5.9. Suponha que AQ = QT + rel é uma decomposicdo de Lanczos de A, e
seja B; o j-ésimo elemento da subdiagonal de T. Se i = vy +w(, com * +(* =1,
vl = Jlw]] =1, v*w =0 ev = Zj.zl'ngj, Av; = A\jvj, onde {)\;} € um conjunto
arbitrdrio de i autovalores de A, entdo

[18 <ci]Ta- 2Dl (5.22)

Demonstragao:
- A demonstra¢do pode ser encontrada em (37}
Com estes dois lemas em maos, é possivel comegar a mostrar que o
IRL-ES converge. Serdo escolhidos os p menores autovalores de 7Ty.,,.
Seja [ o numero da iteracdo. Entao qy) representa o vetor inicial na

iteragdo [, e apds p passos de Lanczos tem-se:

ON0) M
AQd+p ~ Quiplaty = rd+ped+p

' T(l) (l)e e
Seja Tﬂp = ( ﬂgl)ele?; thl) 41 1| com autovalores 7y 4y > +c >

Tdi41 > M1+l > o0 > Hp 1
Aplicando p shifts tem-se:

_ . (+1) I
xorpOg0 = [ Ta 0 ) gl W) g0y ( 0 ) )
o 1
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onde X® = x¥ ... XY sso construidos aplicando os shifts 141, . -, lpsi1-
O préximo lema mostra que os autovalores 7;; de H, dl) convergem.

Lema 5.10. Cada {7, = 1,2,...} € uma segiéncia convergente para cada j =
1,2,...,d.

Demonstracao:
Como Té) é obtida através de p abordagens sucessivas de Té”, segue
ap6s p aplicagdes do lema 5.9 que

*

Tj1 < Tjg41 para j=1,...,d.

Como cada 7;; é um quociente de Rayleigh com relagdo a A, segue que
An < 751 < Ay, para todo j, I (veja Strang [36, pdg. 266]). Ou seja, a seqiiéncia {7;;}
é limitada, e como é crescente, entdo converge. O

A seguir, é mostrado que o limite para o qual as seqiiéncias {7;;}{2,
convergem, siao autovalores de A.

Lema 5.11. Seja Tél) = GUABLGOT ¢ (g nh,...,nY) = eEGY. Assuma que 7; sdo
disjuntos, onde 7;; — 7. entdo

ﬂén}—)O, quando { — o0, j=1,...,d
e em conseqiiéncia
14QVg — QU r1f = 67| - 0,
onde gt = GYe; para j =1,...d.

HDemonstragao
' Considere a submatriz (d + ) (d + 1) prlnmpal de T

d+p
= (T, A
per o

Do lema 5.8 segue que os d maiores autovalores 7;; de M) satisfazem
Tt < Tj1 < Tju+t,

onde a dltima desigualdade surge de p — 1 aplicagdes adicionais do lema 5.8.
Além disso, por manipulagdes algébricas da equagdo (5.20) obtém-se:

d n?
(a=A) - 22'—j+1(_{]—,\7
1n(T
1+Zz 1 n; (‘rJ—/\)

(Bn;)* = (1 = A) (5.23)
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para qualquer raiz A. Substituindo da matriz Tél) as quantidades apropriadas inde-
xadas por [, e fazendo A = 7;; tem-se:

o2

d
n;
BPPY < (i1 = 7)1 (@ = #51) — B —d.
d '3 J J 7 igj;l (7_” _ le)
Observe que, como 7;; > 7;; > 7;; para i = 1,2,...,7 — 1, entdo o denominador na

equacdo 5.23 é maior do que 1.
A hipdétese de que o os limites 7; sdo distintos implica que

d (H2
" 2 U
(@ — ) - BY y o —L

i=j+1 (7t = 731)

tem limites finitos para cada j. Assim, para [ suficientemente grande, existe uma
constante positiva K, tal que

B < K|(r50— #1)| < K|(1j1 = Tj41)] = 0, quando | — oo,

pois cada seqﬁéncia {rj,1 =1,2,---} é uma seqﬁéncia'crescente convergente, para

cada j =1,2,---,d. |
Uma vez mostrado que os 7;; convergem para os autovalores de A4, 0

préximo passo é mostrar que estes sdo os d maiores. Observe que o vetor inicial q1

pode ser escrito como:
o _ Wi(A)a

T Al
onde %;(\) = v; [Tocy (X — p ), Wi(A) = [T:2, %i()) e 1 é o vetor inicial original.

Teorema 5.12. Suponha que o vetor inicial q satisfaz viqu = v; # 0 para j =
1,...,d, onde v; € o autovetor de A associado ao autovalor \;, com os autovalores
de A lzstados em ordem decrescente. Seja ﬁ() o elemento da posicdo i da subdiagonal -
de Td), € assuma que ﬂi( > € > 0 para todo i,l. Entdo as seqiéncias

Tj1 — Tj = Aj quando | — oo

Demonstracao:

A hipétese de ﬂ,-(l) > ¢ > 0 assegura que a separacdo dos 7;; é uniforme
para todo [, de forma que os limites 7; sdo distintos. Isto implica que cada 7; € um
autovalor de A. Além disso, essa hip6tese implica uma limitagdo inferior uniforme
de |n§l)| e entdo, [3 @ _ 0. Estas observacdes seguem do lema 5.8.

Seja p(l)()\) [TZ,(A — 75;) o polindmio caracteristico de T e seja
pa(A) =JI%, () = 1) o polinémio limite de ﬁg). Ent3o:

l l
159 qJn—Hﬁd)w

j=1
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e entao
2PN = 38y (A)g” = 0
Assim,
Pa(A;) =0 ou ’y]) -0
para todo j = 1,...,n. Isto significa que n — d dos coeficientes da expansdo de
fyj(l), tendem para 0, quando | — co. Além disso, como cada seqiiéncia {7;;,! =
1,2,...} é convergente para j =1,---,d, tem-se que os d coeficientes da expansio,
correspondentes aos autovalores 7;, devem ser todos limitados inferiormente por 0,
pela hipétese ﬁi(l) >e>0paratodoj=1,2,...,d—1el.
Suponha agora que Aj; = 73 < A;. Entdo o coeficiente da expansdo

FO =y q(z) _ Ui(A)g Yi(r)viige Y (Tl)
JrT s JIH‘I’z(A)‘h” I W A)ull /S 7202(N)

onde v;; representa o autovetor de A associado ao autovalor 71, e ¢, = Z:;l Vi
o .,
com v}v; = 0 quando i # j.
Assim,

(v0)2 = (151 %(n) /T (M))?

7l

< (11 %(n)
Y+ 2 VP[P (AL) T (M)

onde os 7; sdo os coeficientes da expansao de ¢q;. Agora, as raizes ;; dos polinémios
filtros satisfazem, A, < p;; < 111 < A1, de forma que:

wn) _ 111 ( — ti ) ( - A)
= < — 0,
\III(AI) kH:l H )‘1 Hik - )‘l - )‘n
pois, (11 — An)/(A1 — M) < 1. O que é uma contradigdo. Concluimos entdo que
h = /\1.

Um argumento similar pode ser feito para cada j, nos casos T; < Aj, €
isso conclui a demonstragao. O

Até este ponto, foi analisada a convergéncia do IRL, porém nao foi
dito nada a respeito da taxa de convergéncia. A seguir, sdo apresentados alguns
resultados que descrevem condic¢oes sob as quais obtém-se convergéncia rapida.

Lema 5.13. Seja A = B+7I uma matriz hermitiana M X M, onde B € hermitiana
semipositiva definida, posto(B) =d, e T > 0. Assuma que os d maiores autovalores
de B sdo distintos. Se gy € nio ortogonal aos d autovetores associados aos d maiores
autovalores, e ndo ortogonal a no minimo um autovetor associado a um autovalor
néo desejado, entio dim(K4 (A, go)) = d+1, ou seja, 0 método de Lanczos converge
em no mdrimo d + 1 passos.
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Demonstracgao:

A prova deste lema decorre da propriedade: K™(4,q,) = K™(A —
71,q,) = K™(B,q,) e dim(K™(B, q,) = d + 1, para todo m > d [46]. a

Outro resultado importante em relagdo & convergéncia do método de
Lanczos, aplicado ao célculo dos d maiores valores singulares, é que a taxa de con-
vergéncia depende da separacio entre o4 € 0441, (ver Teorema 6.4.1 em [16]. Quanto
maior a separagdo, maior é a taxa de convergéncia. Considerando que no problema
H = H + E e posto(H) = d, a teoria de perturbagio de valores singulares, garante
que Ggp1(H) < ||E||. Assim, uma melhor separacio entre G4(H) e G441(H) ocorrera
quando ||E|| < o4(H) [15]. Isto mostra que o tamanho de g4(H), como uma fungdo
da dimensdo do problema e das caracteristicas do sinal, desempenha um papel im-
portante na convergéncia do método. O seguinte teorema fornece uma estimativa
para 04(H), no caso em que sdo utilizadas matrizes quadradas.

Teorema 5.14. Seja H a matriz de Hankel M x M, descrita em (2.6) com j = 0.
Defina 6 como no Teorema 4.6. Entdo um limitante inferior para o4(H) satisfaz

D2 1-d
os(H)> K [1 + __(d _%52] (1-— e—2aAtM) (5.24)
onde
1 1 . ;
K= ey @=mineal(s)l, p=minjr|

onde D2, é dada no teorema 4.6.

Demonstracao:
Observe primeiramente que a matriz de Hankel pode ser rescrita como
" (veja a decomposicdo (2.8)) ‘

H = VyRVE,
onde Vjs é uma matriz de Vandermonde M X d, descrita como em (2.9), e R =
diag(ry,...,7q4). A seguir, usando propriedades de valores singulares segue que
oa(H) > aa(R)aa(Var)?. (5.25)
A demonstragio termina aplicando o Teorema 4.6. O

Como j4 foi visto anteriormente, no lema 4.7, D3, ~ 0 quando M
é suficientemente grande e |z| = 1, o que é muito freqiiente em aplicagbes envol-
vendo processamento de sinais. Além disso, em [4], é analisado o comportamento
do limitante dado em (5.25), para matrizes de Hankel retangulares, e a conclusdo
apresentada é que a estimativa serd melhor quando a matriz de Hankel for quadrada.
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O teorema 5.14 sugere ainda que o4(H) deve crescer com a dimensao
de H, e que a estimativa melhora quando os z; ficam pertd do circulo unitdrio no
plano complexo, porém, ndo muito préximos uns dos outros. Portanto, deve-se
utilizar matrizes de Hankel quadradas, com a maior dimensao possivel, a fim de que
o4(H) possa vencer o tamanho da perturbagdo ||F||, possibilitando assim, uma boa,
separacdo entre 34(H) e Ga.1(H).

Dos resultados obtidos do Lema 5.13 e Teorema 5.14, deduz-se que
para obter convergéncia ripida do método de Lanczos, no cdlculo dos d maiores
valores singulares da matriz de Hankel He correspondente subespaco invariante,
deve-se ter ||E|| < 04(H), a dimensdo da matriz de Hankel deve ser a maior possivel,
e o vetor inicial gy deve ter fortes componentes no subespaco de interesse. Quando
isto é satisfeito, pode-se esperar que a convergéncia seja rapida. Na sec¢do seguinte
é apresentado um exemplo numérico que mostra que se |E|| < o4(H), entdo o
método de Lanczos converge em pouco mais de d iteracoes, desde que vetor inicial
seja escolhido adequadamente.

Finalizando esta secao, é apresentada uma escolha de vetor inicial para
o método de Lanczos, a qual mostra resultados melhores em relacdo a velocidade de
convergéncia, comparada com uma escolha aleatéria. O vetor

g0 = H'b, (5.26)

onde b = [71]-_1, TL]- ey ﬁjJrM]*, € proposto como vetor inicial. Para justificar esta
escolha, considere a decomposi¢do em valores singulares (SVD) de H :

H= UEV* = 5161”!7; + 5262”17; +---+ 51\;61\;’6}‘\,

Usando esta decomposicdo, segue imediatamente que

Este resultado mostra que, se ||E|| < oq e |[b—b|| < ||b]l, onde b = [hj_1, ..., hjsal*,
entdo as componentes mais fortes do vetor gy estdo associadas com os d primeiros
vetores singulares, os quais deseja-se aproximar.

5.6 Experiéncias Numeéricas

Para observar o desempenho do IRL em relagdo a escolha do vetor
inicial gy, & escolha de p e ao uso da multiplicago rdpida, sdo apresentados resultados
de alguns experimentos numeéricos realizados com um sinal proveniente de simulagoes
em Ressonancia Magnética Nuclear, [39]. Para contar o nimero de operagdes de
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ponto flutuante, foi usada a fungdo flops do Matlab. O sinal foi construido pela
seguinte modelagem:

h; = T4_ rpeitrelortionidt e 5 =19 ... 512,

onde os pardmetros 1, oq, w; € ¢ representam a amplitude real, o fator
de decaimento, a freqiiéncia angular e a fase, respectivamente. Os ¢; correspondem
ao ruido, o qual, em nossos testes foi gerado usando o comando randn do Matlab
com diferentes valores de desvio padrdo (¢ = 5,10,15). O sinal mostrado possui 11
exponenciais, € os pardmetros 7, oq, w; € ¢ sdo dados na tabela 5.1.

l 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 | 11
Ty 75 1 150 | 75 | 150 | 150 | 150 | 150 | 150 | 1400 | 60 | 500
oy -50 | -50 | -50 | -50 | -50 | -50 | -50 | -25 | -286 | -25 | -200

wi\(2m) | -86 | -70 | -54 | 152 | 168 { 292 | 308 | 360 | 440 | 490 | 530
o 135 135 | 135 | 135 | 135 | 135 | 135 | 135 | 135 | 135 | 135

Tabela 5.1: Parametros do sinal, onde r; é dada em unidades arbitrdrias, g e w; em
Hz e ¢; em graus.

A partir do sinal, foram geradas matrizes de Hankel de ordem 256 x 256,
de acordo com (2.6). Na figura 5.1, mostramos os 15 maiores valores singulares de H ,
para dois niveis de ruido correspondentes a 0 = 5 e o = 15, bem como os 11 valores
singulares ndo nulos da matriz de Hankel H. Observe que para o = 5, existe um gap
bem notério entre g1; e 012. Quando o nivel de ruido é aumentado para o = 15, este
gap diminui, tornando o problema de calcular os 11 maiores valores e correspondentes
vetores singulares mais complicado. Além disso, se o ruido introduzido for muito alto,
ou seja se ||E|| > o011, este dltimo valor singular pode ndo ser recuperado. '

o | p | Recomegos | Recomecos razdol | razao2
qo aleatdrio | gqo = H*b

5| 5 3 0 3.2476 | 4.5251
101 7 3] 0 5.6751 | 4.2278
15110 8 8 1.0057 | 2.2862
15|11 7 0 9.7371 | 3.6875

Tabela 5.2: Comparacio do nimero de operagdes de ponto flutuante para o IRL-ES,
p denota o Numero de passos Lanczos adicionais.

Para observar o desempenho do método em relacdo & escolha do vetor
inicial, foram realizados testes numéricos com gy aleatério e com gy = H *3, para
vérios valores de p. Os resultados dos experimentos sdo mostrados na Tabela 5.2,
onde razdol denota o quociente entre o nimero de flops gastos quando o método é
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10000 T T

sooo} ®
000}
7000}
6000} @

5000 "
4000} —
3000}F B
2000}

1000+ 3y 1

Figura 5.1: Em ’o’ os 11 valores singulares ndo nulos de H, em 'x’ e '+’ 0s 15 maiores
valores singulares de H para o = 5 e 0 = 15, respectivamente.

inicializado com gp aleatdrio e o numero de flops gastos quando ¢y = H*b. Analisando
os resultados numéricos dessa tabela, concluimos que se o nivel de ruido ¢ alto, o
valor de p deve ser tomado um pouco maior do que d, caso contrario, o valor de
p é em geral menor do que d. Além disso, verificamos que a convergéncia é mais
rapida quando o vetor inicial é escolhido como ¢y = H*b. Os valores apresentados
nas duas ultimas colunas, representam a razdo entre o numero de flops do IRL-ES
sem o uso da multiplicacio rdpida, e com o uso da multiplicacdo rdpida, a coluna
razdol refere-se ao IRL-ES com escolha inicial aleatéria, e a coluna razdo2 refere-se
ao IRL-ES com escolha inicial gy = H*b. Foram realizados os mesmos testes para
outros sinais, e os resultados obtidos foram similares.
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Capitulo 6

Experimentos Numéricos

- Neste capitulo, sdo apresentados os resultados numéricos da estimativa
dos pardmetros o e w;. Séo ilustrados os resultados do uso de dois métodos, o método
de Kung e o método HTLS, os quais foram descritos na secdo 3.2. Para isto, os dois
primeiros sinais utilizados foram perturbados com ruido Gaussiano, e a partir destes
sinais perturbados, foram construidas matrizes de Hankel, com dimensao 256 x 256,
este processo foi repetido 100 vezes para cada sinal. O terceiro sinal é um sinal
real, e provém de experimentos praticos, para este sinal sao apresentadas somente
estimativas dos pardmetros o e wy.

Para facilitar a compreensao das tabelas, foi criada a seguinte notacao:

e Nsr: Relagdo entre o ruido e o sinal, definida por

el

Nsr = -———
[|All

e E,: Erro relativo para o fator de decaimento estimado, definido por

—~

o — &
o]

E, =

)

e F,: Erro relativo das freqiiéncias estimadas, dado por
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6.1 Sinal com 5 exponenciais proveniente de NMR

O primeiro sinal utilizado possui 5 exponenciais, ¢ um sinal complexo
tipico de ressondncia magnética nuclear, foi extraido de [21] e seus pardmetros sio
dados na tabela 4.1. Na figura 6.1, pode-se observar que a separacio entre os 5
maiores valores singulares e os demais, é bastante notéria, com isto a identificagao
nio é tdo complicada. Na mesma figura, é apresentado o espectro de Fourier do
sinal exato e do sinal perturbado. Nas tabelas 6.1 e 6.2, tém-se as estimativas
para oq e w; respectivamente, bem como, a medida do erro relativo das estimativas
correspondentes aos 100 experimentos. Pode-se perceber que o método HTLS produz
melhores estimativas, porém as diferengas nio siao tao acentuadas.

450 T T — T - T 450

4001 . g 400}

350F e 3s0p

50 ¥— 1 501 .Ww M\’k
¥ M
yghentgepel Hha e syt
o . . . 0 ; L . . "
300 400 500 600 o 100 200 300 400 500 600
200 —
o
+

. 180 b

160F 4 200F o

+
@
140}
2o
120 4 tsoF @ q
o

100

BDL 4 100F

60 J

®
aof g sof [
20
° .
a ©00c000o00
Cooo 00000000000 QCOOC
o . 0000999000900 00009Q9 o . X . .

L
0 5 10 15 20 25 30 [ 5 10 15 20 25 30

(c) (d)

Figura 6.1: (a): Espectro de Fourier do primeiro sinal exato, (b): Espectro de Fourier
do primeiro sinal perturbado, Nsr = 10%. Trinta primeiros valores singulares de H
(em ’+') e de H (em ’o’), para o primeiro sinal - (c): Nsr = 10%. (c): Nsr = 20%.
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[ [ Kung [ HTLS l

Nsr
10

(87] 541 Ea dl Ea
208 | 209.43 0.0069 | 209.24 0.0060
256 | 256.76 0.0030 | 256.67 0.0026
197 | 197.53 0.0027 | 197.39 0.0020
117 | 118.86 0.0159 | 118.07 0.0092
808 | 804.22 0.0047 | 801.92 0.0075

Q) 641 Ea 541 Ea
208 | 213.00 0.0254 | 212.26 0.0216
256 | 257.62 0.0139 | 257.23 0.0106
197 1 196.25 0.0029 | 195.60 0.0055
117 | 125.25 0.0397 | 121.71 0.0227
808 | 802.59 0.0067 | 792.94 0.0186

Nsr
20

WO N R e O B O N | e~

ot

Tabela 6.1: Estimativas dos fatores de decaimento para o primeiro sinal: Nsr = 10%
e 20%.

] | Kung I HTLS |
Nsr | 1 wy W E, o E,
10 | 1|-1379 | -1378.38 0.0004 | -1378.37 0.0005
2| -685 | -685.55 0.0008 | -685.54 0.0008
31 -271 | -270.58 0.0015 | -270.57 0.0016
4| 353 354.06  0.0030 | 354.22 0.0035
5| 478 475.47 0.0053 | 475.30 0.0056
Nsr |1 Wi (:)l Ew (:)l Ew
20 | 1]-1379 | -1377.87 0.0008 | -1377.85 0.0008
2| -685 | - 686.13 0.0017 | -686.11 0.0016
31 -271 | -270.27 0.0027 | -270.23 0.0028
4| 353 | 355.10 0.0060.{ 355.88 0.0082
5| 478 474.68 0.0069 | 473.84 0.0087

Tabela 6.2: Estimativas das freqiiéncias para o primeiro sinal: Nsr = 10% e 20%.

6.2 Sinal com 11 exponenciais proveniente de MRS

O segundo sinal apresentado foi derivado a partir do espectro de um
sinal 317 in vivo do tecido de um cérebro humano [39]. Seus paridmetros sido dados
na tabela 5.1. Este é um sinal mais sensivel do que o primeiro, pois seu espectro
apresenta picos muito préximos, veja Figura 6.3. Em termos da matriz de observaco
H, isto significa que 0 a norma do ruido || E|| = | H — H||, torna-se muito préxima do
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( Kung [ HTLS —|
Nsr { (67 &[ Ea &g Ea
3 1 50 50.38 0.0077 | 50.76 0.0152
2 50 50.36 0.0073 | 50.90 0.0182
3 50 50.43 0.0086 | 50.68 0.0138
4 50 50.96 0.0193 | 49.57 0.0085
) 50 49.19 0.0161 | 49.65 0.0069
6 30 50.70 = 0.0141 | 49.10 0.0180
7 50 49.88 0.0023 | 49.70 0.0039
8 25 2488 0.0045 | 2491 0.0033
9 | 285.7 | 284.95 " 0.0026 | 284.87 0.0029
10| 25 24.76  0.0094 | 25.18 0.0073
11| 200 |201.31 0.0066 | 199.76 0.0012

Tabela 6.3: Estimativas dos fatores de decaimento para o segundo sinal: Nsr = 3%.

menor valor singular exato o;;(H), ainda para baixos niveis de ruido, o que impede
que exista uma boa separagdo entre os valores singulares ¢;, veja Figura 6.2.

Sao apresentadas as estimativas dos pardmetros o; e w; para dois niveis
de ruidos Nsr = 3% e Nsr = 6%, tabelas 6.3, 6.4 e 6.5,6.6, respectivamente.
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—— —r
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L
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(b)

Figura 6.2: 30 primeiros valores singulares de H (em ’+’) e de H (em ’0’), para o
segundo sinal - (a): Nsr = 3%. (b): Nsr = 6%.
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[ | Kung [ HTLS ]
Nsr

wy (:Jl Ew C:)l Ew

-86 | -85.96 0.0004 | -85.94 0.0006
-70 | -69.92 0.0010 | -69.93 0.0009
-54 | -54.02 0.0005 | -54.04 0.0008
152 | 151.99 0.0000 | 152.00 0.0001
168 | 168.00 0.0000 | 167.99 0.0001
292 | 291.74 0.0009 | 291.75 0.0008
308 | 308.17 0.0006 | 308.16 0.0005
512 | 440.06 0.1405 | 360.01 0.0000
440 | 490.00 0.1136 | 440.17 0.0004
490 | 512.02 0.0450 | 490.02 0.0001
530 | 529.48 0.0010 | 529.50 0.0009

WO 00~ O Ui W N =~

— et
—_ O

Tabela 6.4: Estimativas das freqiiéncias para o segundo sinal: Nsr = 3%.

| [ Kung | HTLS —]
Nsr l (67 541 Ea 541 Ea
6 1 90 52.42 0.0485 93.01 0.0603
2 50 | 52.26 0.0452 52.01 0.0402
3 a0 51.40 0.0281 51.60 0.0321
4 50 51.87 0.0376 48.66 0.0267
5] 50 49.73 0.0052 46.56 0.0687
6 50 48.68 0.0264 48.30 0.0339
7 50 48.64 0.0271 48.25 0.0349
8 25 25.12 0.0051 24.80 0.0077
9 | 285.7 | 283.12 0.0090 | 282.57 0.0109
10 25 24.74 0.0104 25.72 0.0292
11| 200 | 202.89 0.0145 | 199.0991 0.0045

Tabela 6.5: Estimativas dos fatores de decaimento para o segundo sinal: Nsr = 6%.
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| [ Kung | HTLS |
Nsr wr . Wy Ew wy Ew

-86 | -86.02 0.0003 | -85.96 0.0004
-70 | -70.07 0.0011 | -70.03 0.0005
-4 | -53.92 0.0014 | -54.01 0.0003
152 | 151.90 0.0006 | 151.93 0.0004
168 | 168.12 0.0008 | 168.08 0.0005
292 | 291.39 0.0021 | 291.44 0.0019
308 | 308.49 0.0016 | 308.42 0.0014
512 | 440.32 0.1400 | 360.03 0.0001
440 | 490.03 0.1137 | 440.62 0.0014
490 | 512.07 0.0451 | 490.07 0.0001
530 | 528.89 0.0021 | 528.76 0.0023

O 00~ O C b W N |~

— e
= O

Tabela 6.6: Estimativas das freqiiéncias para o segundo sinal: Nsr = 6%.
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(b)
Figura 6.3: (a): Espectro de Fourier do segundo sinal exato (b): Espectro de Fourier
do segundo sinal perturbado, Nsr = 3%. : -

6.3 Sinal da Anilise Modal experimental

O sinal analisado é um sinal real, composto por exponenciais com-
plexas que vém em- pares conjugados. Ele foi obtido no Laboratério de Vibragoes
e Actstica da UFSC, e corresponde & resposta ao impulso de um protétipo de um
prédio de trés andares [1]. So disponiveis 1024 amostras, com At = 1/512. Como
o numero de componentes do sinal nao pode ser detectado através do espectro sin-
gular da matriz de observagéo, veja Tabela 6.7, 0 método HTLS foi aplicado usando
dimensdes do “subespaco sinal” d = 8,10, e 12. Os resultados do experimento sdo
mostrados na Tabela 6.8. Nessa tabela, o simbolo # indica a presenca de autovalores
reais, os quais foram descartados, pois ndo apresentam nenhuma contribui¢do no sis-
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tema vibratério. Os & = oy /|si| sio os fatores de amortecimento modal, enquanto
que 0s fi sdo as freqiiéncias naturais de vibragdo, medidas em Hertz. Os resultados
obtidos concordam com resultados publicados em [1], onde foram apresentados resul-
tados da analise modal global da mesma estrutura, obtidos através de uma técnica
do tipo multi-input multi-output. A qualidade dos pardmetros obtidos é ilustrada
na Figura 6.4, onde sdo apresentados o sinal original e o reconstruido usando 10

componentes.
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Figura 6.4: (a): Sinal Experimental. (b): Espectro de Fourier do sinal. (c): Recons-
trucdo do sinal usando os pardmetros calculados.
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Tabela 6.7: Valores singulares da matriz de observagdo para N = 360

Lk |

O

]

x| k|

O Ol W N R

2.2822 || 8
2227 | 9
1.4403 || 10
1.4117 || 11
0.7036 || 12
0.4643 | 13
0.4600 || 14

0.4241
0.4208
0.2343
0.2340
0.2163
0.2142
0.1564

K| HTLS (d=8) | HTLS (d=10) | HILS (d=12)
& fx Hz) | &  fi (Hz) | & fe (Hz) |

110.0358 4.6876 | 0.0543 4.6802 | 0.0500 4.6412
2 # 0 # 0 # 0

3 0.0007 11.4961
4 10.0186 13.4313 | 0.0193 13.4007 | 0.0194 13.4166
5 0.0144 18.5458 | 0.0139 18.5663
6 1 0.0105 24.2784 | 0.0101 24.2915 | 0.0101 24.2940

Tabela 6.8: Pardmetros obtidos a partir do sinal experimental
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Conclusoes

O problema estudado é um problema dificil em diversas situagoes, como
jé foi comentado, principalmente devido a dificuldade em separar as contribuigoes
do sinal, daquelas associadas ao ruido.

Através dos limitantes obtidos para o condicionamento do problema
de autovalor associado, e da teoria cldssica de perturbacao de autovalores, pode-se
concluir que a andlise da sensibilidade do problema de autovalor associado a métodos
de recuperagao de exponenciais, baseados em técnicas de subespaco, mostrou con-
digbes sob as quais as exponenciais tornam-se insensiveis a pequenas perturbagoes
nos dados de entrada. Em todas as aplicacbes nas quais sao analisados sinais pouco
amortecidos, as exponenciais envolvidas tornam-se pouco sensiveis a perturbacoes
nos dados, sempre que a dimensdo das matrizes utilizadas na anélise seja suficiente-
mente grande.

A transformagdo do problema de valores singulares num problema de
autovalores, permitiu um cdlculo parcial dos valores singulares, o que é muito rele-
vante nos problemas apresentados neste trabalho, pois os métodos tradicionais para
o calculo de valores singulares calculam todos os valores singulares e ndo levam em
conta a estrutura da matriz H. O uso da multiplicagdo rdpida permitiu explorar
a estrutura da matriz H, tornando mais rdpida a multiplicacdo matriz-vetor. Por
outro lado, foi proposta uma escolha inicial para o proc_esSO de Lanczos, que aumenta
a taxa de convergéncia, em relagdo a escolha aleatdria, isto foi verificado através de
exemplos.

Um problema que deve ser estudado é a determinacgdo do numero de
exponenciais a partir do sinal perturbado. Foram feitas algumas tentativas a partir
da anélise dos coeficientes do vetor H *Z, escrito como uma combinacgio dos vetores
singulares & direita da matriz de Hankel (veja (5.26)), e observou-se em vérios testes
que o nimero de componentes do sinal podia ser detectado observando-se o niimero
de coeficientes destacados em mddulo. Porém, acredita-se que este assunto necessita
de uma andlise mais cuidadosa, o que poderd ser abordado futuramente.
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