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Resumo

Este trabalho apresenta uma prova geral do conhecido Teorema de Equivalén-
cia que relaciona o Método de Ponto Proximal e o Método Lagrangeano Aumentado,
a qual inclui quase todos os casos existentes na literatura. '

Seguindo um caminho 16gico, fazemos primeiramente um estudo detalhado

‘do Método de Ponto Proximal e sua evolugdo desde sua introdugio em 1970 até a
atualidade, aplicado ao problema especffico de minimizar uma fungéo convexa prépria
fechada. Dentro deste tema que se encontra bastante disperso, pomos ordem e sim-
plicidade ao dar condigdes suficientes para a boa definicdo do algoritmo de Ponto
Proximal.

| Em seguida, descrevemos o Método Lagrangeano Aumentado incluindo pe-
nalidades nio estritamente éonvexas e provamos a boa defini¢do do algoritmo corres-
pondente. Sem precisar fazer uso da relagéo existente entre os Métodos Lagrangeano

Aumentado e os de Ponto Proximal, obtemoé novos resultados de unicidade a respeito
da seqiiéncia de multiplicadores (seqiiéncia dual) gerada pelo algoritmo Lagrangeano
Aumentado.

Para provar o Teorerha de Equivaléncia, definimos o nicleo a ser utilizado
no Método de Ponto Proximal como o somatério das conjugadas das penalidades

- usadas no Método Lagrangeano Aumentado e provamds a boa defini¢ao do algoritmo
de Ponto Proximal respectivo, aplicado ao problema dual. Este niicleo pode ndo ser

coercivo na fronteira. Finalmente, provamos que as seqiiéncias {y*} geradas por cada

um dos métodos sdo realmente as mesmas.



Abstract

We present here a general proof of the well known Equivalence Theorem
which relates the Proximal Point and the Augmented Lagrangian methods. This
proof includes almost all the cases existent in the literature.

Following a logical path we first do a detailed study of the Proximal Point
method and its evolution since its introduction in 1970 until now when applied to
the specific problem of minimizing a closed proper convex function. This subjet is
very dispersed and so we have attempted to put order and simplicity in it by giving
sufficient conditions for the Proximal Point algbrithm to be well defined.

Next we have described the Generalized Augmented Lagrangian method and
we have proved the well-definiteness of fhe corresponding algorithm. Without making
use of the relationship between the Proximal Point and the Augmented Lagrangian
methods we have obtained new uniqueness results on the sequence of multipliers (dual
sequence) generated by the Augmented. Lagrangian algorithm.

In order to prove the Theorem of Equivalence we defined the kernel to be used
in the Proximal Point method as the summation of the conjugates of the penalties
of the Augmented La,grangié,n method and then we proved the well-definiteness of
the associated Proximal Point algorithm when applied to the dual problem. Finally
we proved that the sequences {u*} generated by each of the methods are indeed the

same.
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Capitulo 1

Introducao

Problemas ndo lineares de otimizagdo surgem espontaneamente em muitos campos

de aplicacdo. O primeiro destes problemas que estudaremos é o seguinte:

minimizar f(x) (1)

sa. €S

onde f:IR" — JRU {+oco} é convexa prépria fechada, S é aberto e convexo e S é
sua aderéncia.

Um método, muito elegante do ponto de vista téorico, para resolver este
problema é o chamado Método de Ponto Proximal introduzido por Martinet [17] 14
pelos anos 70, o qual consiste em substituir o problema inicial (I} por uma segiiéncia
de problemas regularizados (ou seja, com solugéo tnica). E deste método que nos
ocupamos nos Capftulos 2 e 3 apresentando os diferentes nicleos existentes na lite- -
ratura tais como o quadratico, as distincias de Bregman [2], as p—divergéncias [23]
e os nicleos estritamente convexos [11], assim como seus respectivos resultados de
convergéncia, analisando, por separado, o caso irrestrito (onde S = IR") e depois o

problema, restrito.



J4 para o problema seguinte:

minimizar f(z) (I1)
sa gi(z) <0 , i=1,...,m
z € IR"
onde f:IR" - IR,g :R*"— Rparai=1,...,m sdo funcles convexas, existe

um método de otimizagdo muito utilizado devido 3 sua facilidade de implementacao,
estamos-nos referindo ao Método Lagrangeano Aumentade (ou também chamado de
multiplicadores), introduzido por Hestenes [10] e Powell [19] em 1969. No Capitulo 4
nos ocupamos deste método. As penalidades que definimos incluem as usadas neste
método por diversos pesquisadores tais como Rockafellar [22], Bertsekas [1], Polyak-
Teboulle [18] e Gonzaga-Castillo [7]. Analisamos a seqiiéncia de multiplicadores e
mostramos um interessante resultado de unicidade a seu respeito.

Com relacio a estes métodos, Polyak-Teboulle [18] mostraram um caso no
qual o M.L.A. (aplicado ao problema II) e o de P.P. (aplicado ao dual de II) po-
dem ser vistos como equivalentes. Qutras provas desta equivaléncia, para o caso do
Lagrangeano Aumentado Cléssico e distincias de Bregman separéveis encontram-se
em [12]. A prova do Teorema de equivaléncia que apresentamos inclui todos estes
casos. Nés definimos o niicleo do método de P.P. como o somatério das conjugadas
das penalidades usadas no M.L.A. A maior parte do desenvolvimento teérico que

realizamos baseia-se nos textos de Lemaréchal-Hiriart-Urruty (8] e [9].



Capitulo 2

Estudo do Método de Ponto Proximal

para o problema irrestrito

Definicao 2.1 Diz-se que a fungdo f : R" — IR U {400} € conveza se para todos
z,z' € IR® e todo a € (0,1) temos: f(oz + (1-a)') < af(z)+ (1 - a)f(z),
considerando esta desigualdade em IR U {+o0}.

Se além disso, f ndo € identicamente +0o, diz-se que f é conveza prépria.

Esta classe de fungdes serd denotada por ConvIR".

Definicao 2.2 O dominio (ou dominio efetivo) de f € ConvIR"™ € o conjunio ndo

vazio sequinte: domf = {z € R": f(z) < +o0}.

Definicéo 2.3 A fungio f: IR® — IR U {+o0} se diz fechada, se para cada z € R"

verifica-se liminf, ., f(y) > f(z).
Se f € ConvIR™ e além disso f é fechada, denotaremos f € ConvIR".

O problema, que estamos interessados em resolver neste capitulo é o seguinte:

minimizar f(z) (P)

s.a. ¢ € IR"

onde f : R®* — IR U {+oc} é uma fun¢io convexa prépria e fechada.



Hipétese 2.4 Suponhamos que o problema (P) tem solugdo, ou seja, o minimo de

f existe; isto é, 3 z* € IR™ tal que f(z*) < f(z) Vz € R".

2.1 Descricao do Método do Ponto Proximal

Antes definimos algumas ferramentas que usaremos para descrevé-lo.

Definicao 2.5 Seja A um subconjunto de IR*. Uma fungdo D : Ax A— IR é uma

quase-distdncia em A se:
i) D(z,y) 20 Vaz,ye A

i) D(z,y) =0 see somentese T=y

Seja {\x} uma seqiiéncia limitada de niimeros reais positivos ¢ N : IR" x

IR" — IR uma quase-distancia em IR", conhecida como niicleo.
O método éproxima uma solugio z* do problema de otimizagio convexa (P) mediante
‘a seqiiéncia {z*} c R gerada ao resolver iterativamente partindo de algum z° € R"

dado, problemas do tipo:

minimizar {f(z) + \N{z,z*)} (P)
s.a. ¢ € R"

onde, para cada k € IN, o problema (P;) devera ter solugdo tinica, a qual denotaremos

$k+1.

Para conseguir este objetivo e também para obter os resultados de con-
vergéncia que completariam o método (convergéncia da seqiiéncia {z*} ou pelo menos
de uma subsegiiéncia dela a uma solugio do problema (P)), a quase-distdncia N de-
ver$ adquirir certas caracteristicas que dardo origem a nticleos particulares os quais

serdo estudados posteriormente (nas secdes (2.3), (2.4) e (2.5)).



Antes, ocupar-nos-emos de conseguir o primeiro objetivo, para isso, lem-
bramos resultados que serdo de utilidade, colocamos uma hipétese sobre o niicleo N

e provamos a afirmacdo que aparece a seguir.

Teorema 2.6 Sejam (M,d) ﬁm espaco métrico, A um subconjuntode Mef: A — R
uma fungdo continua. Se K C A €é compacto, entdo f € limitada em K, isto € :
B = {f(z) : z € K} C IR € limitado. Portanto, ezistem z°,z' € IR tais que
f(z°) = inf(B) e f(z') = sup(B). Observamos que sup (B) é o mdzimo de f em K
e inf (B) é o minimo de f em K.

Prova:
Ver Teorema 4.4.1, pag. 189 em [16].

Para f : IR® = IR U {+00}, denotemos por S.(f), para algum r € IR aos
conjuntos de nivel de f dado por: S.(f) = {z € R": f(z) < r}.

Seja h: R" — IRU {+oc} uma fungdo convexa prépria fechada, lembremos sua fungéo
de recessdo hl (d):

h(z + Ad) — h(z)
A H

de R"+ hl (d) = Jim para z € dombh.
—00

Proposi¢ao 2.7 Para f € Conv IR", 0s seguintes itens sio equivalentes:
i) eziste r € R para o qual S,(f) € ndo vazio e compacto,
it) todos os conjuntos de nivel de f sdo compactos,

ii) foo(d) > 0 para todo d # 0 em IR™.

Prova:

Ver Proposiciio 3.2.5, pag. 180 em [8].
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2.2 Condicoes Suficientes para a boa defini¢ao do

Algoritmo de P.P. com quase-distdncias como

nucleo

Hipé6tese 2.8 Seja D : R"xIR" — IR uma quase-distdncia. Suponhamos que D(.,y)

é estritamente conveza Vy € IR".

Afirmacédo 2.9 Seja D : R* x IR® — IR uma quase-disténcia que verifica a Hipdtese
2.8. Entdo limjgeo D(z,y) = +00 para caday € R*. Ou seja, D(.,y) € 0-

coerciva.

Prova:
Por contradicdo. Suponhamos que para y € R" fixo, D(.,y) ndo é O-coerciva, entdo
existe uma seqiiéncia {z*¥} C IR" tal que ||z*|| = oo e D(z*,y) < M para algum

M € R. Isto quer dizer que o conjunto de nivel
I'(y,M) = {z € B": D(z,y) < M} é ilimitado.

Pela Proposicio 2.7, I'(y,0) = {z € R" : D(z,y) < 0} também o ser4, o que é uma
contradicdo, pois I'(y,0) = {y}, j4 que D é uma quase-disténcia.
Portanto, limyz|—. D(z,y) = +00 para cada y € R".
0
Consideremos o problema (P) sob a Hipétese 2.4. Seja {z*} C R" uma

seqiiéncia gerada por:

® € R"
gt = argmin {f(z) + \N(z,2¥)}, VkeN
z € R"

onde o nicleo N verifica a Hipétese 2.8 e {A\s} CRétal que Vk € IN,0 < A £ A
para algum real fixo A>0.



Afirmacio 2.10 {z*} C R esid bem definida.

Prova

Vejamos que para cada k € IN o problema (F;) tem solugdo tinica.

Para T € IR™ arbitrério. Da Hip6tese 2.8 e a Afirmacio 2.9 obtemos que N(.,Z)
é 0-coerciva. Usando além disto a Hipétese 2.4 temos que para qualquer A > 0,
f()+AN(., T) também seré O-coerciva o que reduz o problema de minimizar a fungio
continua fz(.) = f(.) + AN(,,%), a um conjunto compacto da forma Q = {z €
domf : (f + AN;z)(z) < r} onde r é algum real tal que r > f(Z). Assim, pelo

Teorema 2.6, temos garantida a existéncia de # € domf, soluQé,o do problema:

minimizar {f(z)+ AN(z,z)} (Pz)
sa. z € R

Finalmente, da Hipétese 2.8 e do fato de f ser convexa obtemos a convexidade estrita
de f; a qual, acabamos de ver, tem minimo. Portanto, o minimizador de fz é tnico.
Ou seja, a solu¢do Z do problema (P;) é tinica.

Fazendo z¥ = % e A\¥ = ), para cada k € IN, teremos z*+! = &. Logo a afirmagdo

estard provada.
O

A seguir ocupar-nos-emos dos principais niicleos usados no método de P.P.,

de seus algoritmos e dos respectivos resultados de convergéncia .

2.3 Nicleo quadratico

O algoritmo de ponto proximal com niicleo quadratico
, 1
T,y € R" — N(.’B, y.) = '2'"‘7; '—'yuz
gera a partir de z° € IR" dado, a seqiiéncia {z*} mediante a regra:

! = argmin{f(z) + %Hx - zF|?}, Vke N
zeR"



onde {)\x} é uma seqiiéncia limitada de ndmeros reais positivos.

Observemos que z,y € R" — ||z — y||* é uma quase-distancia que verifica
a Hipétese 2.8, portanto, considerando o problema (P) sob a Hipdtese 2.4, pela
Afirmagdo 2.10, a seqiiéncia {z*} gerada pelo algoritmo de ponto proximal com niicleo

quadrético estd bem definida.

2.3.1 Nocgoes relativas a convergéncia

Definicdo 2.11 Seja H um espaco de Hilbert. V : H — H é um operador firmemente

nao erpansivo se

V@) - V@I S le~yl? = 1T - V)@ -~ T-V)@IE Yoyl

onde I: H — H é o operador identidade.

Definiciio 2.12 Seja {y*} uma segiéncia em R" e U C IR® um conjunto. Diz-se

que {y*} € Fejér convergente a U com respesto & distincia Euclideana se:
ly*+! = ul| < |ly* - ull, VkeN,Vuel.
Defini¢ado 2.13 Seja T : R™ — P(IR") um operador. T é mondtono se:
(z—y,u—v)20 Vz,ye R uecT(z),veT(y).

T é mondtono mazimal se além disso para todo operador mondtono T' tal que Vz €

R T(z) C T'(z), tem-se T(z) = T'(z).

Dado que o ntcleo quadraitico representa um caso particular das distén-
cias de Bregman (o niicleo que veremos na seguinte se¢do), a prova da convergéncia
da seqiiéncia {z*} a uma solu¢do do problema (P) serd omitida nesta. Fazendo
um pouco de histéria, podemos dizer que os primeros resultados de convergéncia
do algoritmo de P.P. com niicleo quadritico foram obtidos por Martinet [17] no
contexto dos operadores firmemente ndo expansivos em espacos de Hilbert e para o

caso particular Ay = 1, Vk € IN, onde c é algum real positivo fixo.



Outra abordagem para provar a convergéncia deste algoritmo é mediante a
nocéo de convergéncia Fejér, mais fraca do que a firme ndo expansividade. Esta foi

realizada por Iusem [12] no 4mbito dos operadores monétonos maximais.

2.4 Distancias de Bregman

Foi em 1992 que Censor e Zenios [2] propuseram substituir o nicleo quadratico por

uma quase-distdncia, conhecida como distancia de Bregman.

Para f: R" — IR U {+0}, uma fung¢do convexa prépria, dado z € domf,
definamos o conjunto 8f(z) = {s € R": f(y) = f(z)+(s,y—z) Yy € IR"} chamado

o subdiferencial de f em z.

Proposicao 2.14 Seja f : IR* — IR uma fungdo conveza. Se f é diferencidvel em z,

entdo seu unico subgradiente em z € seu gradiente V f(x).

Prova
Ver Coroldrio 2.1.4, pag. 251 em [8].

Teorema 2.15 Seja f uma funcgdo diferencidvel num aberto Q@ C IR" e seja C C
Q. Logo, f é estritamente conveza em C se e s6 se f(z) > f(z°) + (Vf(2?),z —
7%, Y(z,12°% € C x C tal que z # z°.

Prova:

Ver Teorema 4.1.1, pag. 183 em [8]

Apesar de estar tratando o problema irrestrito, definiremos a seguir a distan-
cia de Bregman sobre o conjunto §x S, onde S C IR™ é um conjunto aberto e convexo.

Faremos isto simplesmente para evitar repeti-la no préximo capitulo.

Seja S C IR™ aberto e convexo, (S a aderéncia de S). Para ¢ : S — IR uma fungéo
estritamente convexa em S e diferencidvel em S, usando a definicdo de subdiferencial,

a Proposicdo 2.14 e o fato de ¢ ser diferencidvel em S, temos:

o(z) 2 oly) + (Ve(y),z—y) Vzebl Vyes.
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Ou seja, ¢ induz uma quase-distancia D, : § x S — IR dada pela regra:
{

Dy(z,y) = ¢(z) ~ ¢(y) — (z— v, Vo(y)) (2.1)

Quando ¢ adquire certas caracteristicas adicionais (e torna-se uma fungio de Breg-
man 1) induzird uma disténcia de Bregman.

Vejamos que na relagio (2.1) temos realmente uma quase-distancia.

Com efeito:

De antes: Dy(z,y) = ¢(z) - p(y) — (z -4, Vp(y)) 20, VzeS VyeS.

Para z =y, Dy(z,y) = ¢(z) — ¢(y) — (& -9, Vo(y)) = 0.

Sejam z,y € S. Se D,(z,y) = 0 entdo z = y, pois se T # y, como ¢ é estritamente
convexa em S, usando o Teorema 2.15 teriamos D,(z,y) > 0 o que é uma contradicao.

Assim D, é mesmo uma quase-distancia em S x S.

2.4.1 Definicao. A boa definicaio do Algoritmo de Ponto

Proximal com distancias de Bregman

Seja S € IR® um conjunto aberto e convexo. A funcdo 9 : S —+ IR é chamada uma

funcio de Bregman se verifica:
i) % é continuamente diferencidvel em S,
ii) 4 é estritamente convexa e continua em S,

iii) paratodoa € R:  Li(y,a) = {z € S: Dy(z,y) < a},

Ly(z,a) = {y € S : Dy(z,y) < o} sio limitados Vy € S e V z € S, respectiva-

mente;
iv) se {y*} C S converge a y* entdo D(y*,y*) — 0
v) se {zF} € § e {y*} C S sdo seqiiéncias tais que {z*} é limitada,

limg_,00 ¥ = y* € limgooDy(aF, y*) = 0, entdo limy_o zF = y*.
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Assim, Dy : § x § — IR definida como em (2.1):

Dy(z,y) = ¥(z) = ¥(y) — (z — y, Vi(y)),

onde 1 é uma funcio de Bregman, é chamada distincia de Bregman induzida por 2.

Como mencionamos antes para a funciio quadritica ¥(z) = ||z||> (que é
uma funcio de Bregman) temos Dy(z,y) = ||z — y||* sua distancia de Bregman
correspondente.

Com efeito:

Dy(z,y) = 2|12 =yl — (= — v, 29) = |l=]* + ly|* - 2v'z = ||z — y||>.
0

Para o caso que estamos estudando, no qual S = IR", basta assumir (i)-(iii)
j4 que (iv) e (v) se verifica trivialmente. Entdo, o algoritmo de Ponto Proximal com
distancias de Bregman Dy : IR® x IR* — IR, gerar4 a segiiéncia {z*} da seguinte

maneira:

2 € R
k41 = argmin{f(z) + MDy(z,7*)} Vke N

zelR"

onde {)\;} é uma seqiiéncia limitada de niimeros reais positivos.

Afirmacdo 2.16 A distincia de Bregman Dy verifica a Hipdtese 2.8. Logo, con-
siderando o problema (P) sob a Hipétese 2.4 e pela Afirmagio 2.10, a defini¢do da
seqiiéncia {z*} gerada pelo algoritmo de P.P. com disténcias de Bregman (P.P.D.B.)

estd garantida.

Prova:
Por (ii) da defini¢do de fun¢do de Bregman, ¢ ¢ estritamente convexa em S = IR",

entdo para r,y € IR" e A € (0,1) temos para todo 2z € IR™
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Dy(az +(1-a)y,2) = #loz + (1~ a)y)—¥(2)
—({az+ (1 — @)y — z, Vi(2)) paratodo z € R"
Dy(az+ (1 — a)y,2) < ap(z)+ (1~ a)¥(y) — ad(z) — alz — 2, Vi(2))
~(1 - a)y(z) = (1 - a)(y — 2, Vi(2))
Dy(az+ (1 — a)y,2) < aDy(z,y)+ (1 — a)Dy(y, 2)

A 1ltima passagem é obtida reagrupando os termos da direita. Logo Dy(.,2) é

estritamente convexa, Vz € IR".

2.4.2 Resultados preliminares

Lema 2.17 Seja 9 : S — R uma funcdo de Bregman. Para quaisquer irés pontos

a,b€ S ec €8 a seguinte identidade se verifica:
Dy(c,a) + Dy(a,b) — Dy(c,b) = (Vip(b) — Vei(a),c — a).

Prova

Da defini¢do de Dy, temos:

D.;,(c, a) = ¢(C) - ")b(a) - (C - a, V'tﬁ(a))
D!P‘(a, b) = "b(a’) - "/}(b) - (a — b, V"p(b»
Dy(c,b) = 9(c) — 9(b) — {c— b, Vi(b)).

Logo
Dy(c,a) + Dy(a,b) — Dy(c,b) = —(c—a,Vi(a)) - (a—b, V(b))
+{c — b, V(b))

= —(c— a,Vi)(a)) ~ {c — a, ViH(b))
= (Vy(b) — Vi(a),c—a)



Proposicgio 2.18 Seja ¢ : S — IR uma funcio de Bregman. Entio:

V.Dy(z,9) = Vi(s) - Vi(y), Vz,y€S

Prova:

Direta, da definicdo de Dy.

Proposicao 2.19 Para f € ConvIR", tem-se:
z € IR" minimiza f se e s6 se 0 € 3f(x).
Prova:
Consequéncia do Corolério 1.4.4, pag. 48 dado em [9].
Teorema 2.20 Seja f € ConvIR". Logo
0f(z) # 0 para todo z € ridomf
onde ridomf denota o intersor relativo do dominio de f.

Prova:

Ver Teorema 1.4.2, pag. 47 em [9].

13

Coroldrio 2.21 Sejam fi, fo, duas funcées em ConvIR®. Assumamos que ridomfiN

ridomfs # 0. Logo

O(f1 + f2)(z) = 8f1(x) + Ofa(z) para todo z € dom fr N dom f,.

Prova;

Ver Corolério 3.1.2, pag. 114 em [9].
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2.4.3 Convergéncia

Teorema 2.22 Consideremos o problema (P) sob a Hipélese 2.4, entdo a seqiéncia

{z*} gerada pelo algoritmo P.P.D.B. converge a uma solugdo do problema (P).
Prova:
a) {z*} estd bem definida (ver Afirmagdo 2.16).
b) {z*} é Fejér convergente ao conjunto de solugies do problema (P) com respeito
¢ distincia de Bregman Dy.

Seja # uma solugdo do problema (P), arbitrdria. Usando o Lema 2.17, com

S = IR*, para a = zFt!, b = zF, ¢ = %, pontos em R™ com k € IN também

arbitrario, temos:

Dy(z,2¥*1) + Dy (2", 2%) — Dy(z,2%) = (Vi(2*) — Vip(a*H), 2 — o)

(2.2)

Da Proposicio 2.19: 0 € 9[f + AeDy(.,z*)}(z*+!), pelo Corolario 2.21, o Teo-

rema 2.20 e a Proposicdo 2.18:

0 € df(z*") + MVDy(a**,s%)
Me(Vep(z*HY) — Vep(z))

ou seja:

o € 0f(z**!) onde y* = M(Vy(zF) — Vip(zFt)) (2.3)
Da definicdo de subdiferencial, temos:

",z - 2" < f(2) - F(=*) (2.4)
Usando (2.3) e (2.4) em (2.2):
Dy(z,2*") + Dy(a**,2*) — Dy(z,2*"") = (Vi(z*) — Vip(z**), 2" - z)
= (\'yh, 2 - 7)
Lipn-g

() - £(2) (25)
k

1

\Y
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Além disso, f(Z) < f(z**!) pois Z é solugdo do problema (P), logo:
Dy(z,2%) — Dy(z*+,2¥) — Dy(z,2*") > 0 (2.6)
e finalmente,

Dy(Z,2F*) < Dy(z,2%), Vke IN.

c) {z*} € limitada. Além disso, se limy oz = T pare {z7*} uma sub-

seqiiéncia de {z*} entdo limp oo z9*t! = 7.

Para Z uma solucdo arbitrdria do problema (P) e k € IN também arbitrério,
temos por b que {Dg(Z,z*)} é decrescente e ndo negativa (pois Dy é uma

quase-distancia). Logo

A€ R tal que Dy(Z,2*) » A quando k — oo (2.7)

Tomando limite em (2.6), quando k£ — oo obtemos:
T E+1 kY _ ‘ T _—
A klggo Dy(z"+',2*) -~ A >0, onde A klggo Dy(z,z"%)
entdo
. k+1 kY _
,‘;ILIE’IO Dy(z**,2") =0 (2.8)
Como {Dy(Z,z*)} é decrescente, de b:
.D.p(."f, xk) < D,/,(:?,:Eo) =6 Vke N (2.9

onde z° é o ponto inicial dado.

De (2.9) temos que {z*} C L.(%,0) = {y € R™ : Dy(%,y) < 0} como L;(Z,9)
é limitado. Logo {z*} também o ser4.

Dado que toda seqiiéncia limitada possui uma subseqiiéncia convergente (tem
pontos limites), existird {27} C {z*} tal que z7* — Z, para algum i € R.

Usando (2.8) em (v) da definicdo de %, com a subseqiiéncia {z7*'} como a
seqiiéncia limitada e {z7*} como a seqiiéncia convergente, concluimos

que limg_,oo 9! = £,
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d) Os pontos limites da segiiéncia {z*} sdo soluges do problema (P).
Seja £ um ponto limite de {z*}, ou seja, limy_,oo 2% = . Para Z solucdo do

problema (P), de (2.5) para k = j; temos:

0<

< -Al_—(f (2%} — f(Z)) < Dy(Z, 2%*) — Dy(a%*, 29%) — Dy(Z, 27+).
Ik

Usando o limitante superior de A; (A) e tomando limite quando k — oo:
0< 5(f(8) - @) < Dy(@,4) ~ 0 - Dy(z,3) =0.

Logo f(:i) = f(Z) onde Z é a solugio do problema (P) e também f(%) <
flz), VzeR"

e) {z*} tem um s6 ponto limite.

Seja £ o ponto limite da seqiiéncia, {z*}, entdo limp_,0 2% = %, por (iv) da

definigdo de ¥, temos:
Dy(%,z%) =0 (2.10)
De (2.7) e (2.10) temos que

Dy(&,z*) — 0 quando k — oo. (2.11)

Suponhamos que existe outro ponto limite de {z*} além de # e denotemos este
de z, entdo existird {z%*} C {z*} tal que limy o0 % = 2.

Usando (v) da definigio de 1 com {y* = 2z} como a seqiiéncia limitada, {7}
como a seqiiéncia convergente e tendo em consideragio (2.11) (Dy(z,2%) — 0)

temos limy_, 2 = I, ou seja, z = £ o que é uma contradicao.

Finalmente, como {z*} ¢ limitada (foi provado no item c) e tem um tnico pontb

limite, ela serd convergente e convergird (por d) a uma solugio do problema (P).

O
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2.5 Nriicleos estritamente convexos ¢(.)

Hipétese 2.23 Seja ¢ : R" — IR uma fungdo estritamente conveza que salisfaz o

segquinte:
a) tem o vetor zero como tunico subgradiente na origem e
b) ¢(0) = 0.

O algoritmo de Ponto Proximal com fungGes estritamente convexas ¢(.) como

niicleo gera a seqiiéncia {z*} C IR™ da seguinte maneira:

2 € R"
o = argmin{f(z) + \o(z — 7*)}
z€eR"

onde f é a funcdo objetivo do problema (P) e {\;} é uma seqiiéncia limitada de

numeros reais positivos.

2.5.1 A boa definicao do algoritmo

Proposicao 2.24 Uma condic@o necessdria e suficiente para que f : IR® — IR con-
veza, seja estritamente convera num convero C C IR"® , é que para todos z, z e€C

comz#z, f(x')> f(z) + (s, — z) para todo s € 8f(z)

Prova:

Ver Proposi¢io 6.1.3 , pag 281 em [8].

Afirmacdo 2.25 Dado z,y € R", a fungio D(z,y) = ¢(z — y) é uma quase-
distincia.

Prova:
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i) Como o vetor zero é o tinico subgradiente da fun¢éo convexa ¢ em z = 0, entdo

da definicdo de subgradiente
0(z —0) + #(0) < ¢(2) Vze R"
Da Hipétese 2.23 b e fazendo z = z — y; para z,y € IR" temos:

0<d(z—y)=D(z—y) para z,y€ R".

ii) Se z = y entdo D(z,y) = D(y,y) = ¢(0) e novamente pela Hipdtese 2.23 b
temos D(z,y) = 0.

Se D(z,y) = 0 (também ¢(z — y) = 0) logo z —y = 0, pois se £ — y # 0, da
Proposicdo 2.24 obtemos: @(z — y) > #(0) + (0,2 — y — 0) = 0, o que é uma

contradigdo. Assim z =y.

O

Afirmacdo 2.26 Para z € R", D(.,2) = ¢(.,2) € estritamente convea. Portanto,
considerando o problema (P) sob a Hipdtese 2.4, da Afirmagdo 2.10 o segiiéncia
{z*} gerada pelo algoritmo de P.P. com fungdes estritamente convezas ¢(.) estd bem

definida.

Prova:

Para quaisquer z,y € R" e o € (0,1)
D(az+ (1 - @)y,2) =¢(az+ (1 —a)y—2z) para z € IR" fixo.
Fazendoz =a+ 2z e y=>b+ 2, para a,b € IR® quaisquer temos:

D(az+(1-a)y,2) = ¢(e(a+z)+(1-0a)b+2)-2)
= ¢(aa+ (1 - a)b) < od(a) + (1 — a)¢(b)

dado que ¢ é estritamente convexa. Voltando aos vetores iniciais:
D(az + (1 — @)y, 2) < ad(z — 2) + (1 — a)é(y — 2).
Finalmente,

D(az + (1 — o)y, 2) < aD(z,2) + (1 — a)D(y, 2)
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para todo z,y € IR*, Yo € (0,1), z € R™.

Recentemente Humes-Silva [11] apresentaram uma prova de convergéncia a
respeito usando a nocéo de separadores. Diversamente dos casos anteriores, nao se
consegue provar que a seqiiéncia gerada pelo algoritmo de P. P. correspondente seja
limitada.

Teorema 2.27 Consideremos o problema (P) sob a Hipdtese 2.4. Logo, todo ponto
de acumulacdo da seqiiéncia gerada pelo algoritmo de P.P. com nicleo estritamente

convezo serd solugdo do problema (P).

Prova:

Ver Teorema 2 em [11].



Capitulo 3

Estudo do Método de Ponto Proximal

para o problema restrito

Sejam f : IR® — IR U {+oc} uma funcio convexa prépria fechada e S C IR" um

conjunto ndo vazio, aberto e convexo.
Hipétese 3.1 Assumamos que ridomfn S #0.

O problema que estamos interessados em resolver agora é o seguinte:

minimizar f(z) ’ (P1)
sa. T €S

onde S é a aderéncia de S, a qual é convexa e fechada.

Hipétese 3.2 Suponhamos que o problema (P1) tem solucio. Ou seja, ezistez* € S
tal que f(z*) < f(z), para todo z € S.

Para resolver este problema, mais geral do que o problema (P), também
podemos usar o método de Ponto Proximal. Os nicleos que usaremos serdo umas

distancias de Bregman particulares e as chamadas ¢-divergéncias.
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3.1 Distidncias de Bregman induzidas por fungoes

de Bregman coercivas na fronteira

Resultados prévios:

Definicéo 3.3 Uma fungdo de Bregman v : S — IR se diz coerciva na fronieira se:
Para {y*} C S tal que y* — y € 8S temos que para todo x € S,

lim Vi(y*) (@ - ") = —o0 (3.1)
onde 0S € a fronteira de S.

Observagéo 3.4 Seja f : R* — IRU {+oc0} uma fungdo conveza prdpria fechada
ey : 8 = IR, uma fungdo de Bregman coerciva na fronteira. Enido para todo
z €domfNaosS :

8(f + M)(z) = 0. (3.2)

Prova:

Por contradicio. Suponhamos que existe y € IR" tal que
v € 8(f + M)(z), para z €domfNnasS (3.3)
Tomando z € S e {7} C S tal que 27 — z, definimos
W =(1—¢)7’ +¢ej2, onde 0<¢g;<1 VjeN e jlirgsj =0. (3.9)

Logo, pela convexidade de S temos que 3 € S e limj_, 3’ = z. Assim, usando (3.3)
e (3.4):

g7’ (2 — 2%)

i

7' (ejz — €ia?) = ¥ (y’ — o)
< fOF) - F@) + M) - 9(2))

Da convexidade de 3 obtemos

e1'(2 — 2¥) < () — F(&) + AVY() (Y - o)
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Usando (3.4) e a convexidade de f:

e —a9) < (1-e)f(@) +ei(2) - 1) + AV (W - o)
< &) = F@) + A2V - ¥)

Finalmente, essa desigualdade poderé-se exprimir

(1 _Aej) [£(2) = £(2) +7(z = )] < Vo) (= ~ )

Fazendo tender j — oo, como % é coerciva na fronteira, temos 3[f(z) — f(2) +
7*(z — )] = —o0 0 que nio é uma verdade, pois este é um valor real. Portanto, (3.2)

verifica-se.

O

Retomando a defini¢cdo de distancia de Bregman dada na subsecdo (2.4.1) o
algoritmo de P.P. com distancias de Bregman Dy : Sx S — IR induzidas por funcdes

de Bregman i-coercivas na fronteira, gerard a seqiiéncia {z*} C IR™ da seguinte

forma:
2 € Sndomf (3.5)
2 = argmin{f(z) + MDy(z,2%)} (3.6)
RS 5'

onde {\;} é uma seqiiéncia limitada de nimeros reais positivos.

3.1.1 A boa definigao

Como se pode observar em (3.6) agora devemos garantir um detalhe adicional. De-
vemos provar que z¥*! € S, Yk € IN (j4 que se z**! € S, ndo poderfamos avaliar no
passo seguinte Dy, naquele ponto, pois ela estd definida sobre S x 8). A coercividade
na fronteira nos permitira garantir isto.

Consequentemente na minimizagdo da relacio (3.6) bem se pode escrever S em lugar

S.

Consideremos como de costume o problema (P1) sob as hip6teses 3.1 e 3.2.



23

Afirmacao 3.5 A segiéncia {zF} C R" gerdda por (3.5) e (3.6) estd bem definida,

ou sejo, para cada k € IN o problema de minimizar,cz{f(z) + MDy(z,2*)} tem

solugdo tnica e ' € S Vk e IN.

Prova:
Para y € SNdomf arbitrario e A > 0, escolhemos M € IR tal que M > f(y) e
definamos Q = {z € SNdomf : f(z) + ADy(z,y) < M}

O conjunto  é ndo vazio j4 que y € Q. (Dy é uma quase-distancia em S x S).
Q é limitado. Seja z € Q arbitrério, entdo f,(z) = f(z) + ADy(z,y) < M, logo

Dy(z,y) < (M — f(z))/\. (3.7)

Como se considera a Hip6tese 3.2, f serd limitada inferiormente em S, logo em

SNdomf. Seja B € IR aquele limitante e usando-o em (3.7) teremos:

Dy(z,y) < (M = B)/ A

Ou seja, z € Li(y,(M — §)/A). Como aquel conjunto de nivel é limitado (ver a

definicdo na subsegdo 2.4.1), conclui-se que {2 também o seré.

Q é fechado. Pois f é continua em S e D,, também & continua com respeito & primeira

variivel dado que 1 é continua em S (ver subsecdo. 2.4.1(ii)).

Portanto, o problema de minimizar,z{f(z) + ADy(z,z*)} pode se reduzir a um
compacto, logo existird Z € S tal que £,(Z) < f,(z) YV z € 5. Além disso, f,(.)
é estritamente convexa em S e para todo y € S entdo Z € S, o minimo de f,(.), é

tinico.

Provemos que T € S:

O problema dado em (3.6) é equivalente ao problema irrestrito

minimizar f,(z) + I5(z),

sa. z€IR"
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onde I3 denota a funcéo indicador de f sobre S.
Usando agora a Proposicdo 2.19, o Corolario 2.21 e a Hipétese 3.1 temos que: 0 €
O(f + ADy,y) (%) + 15(Z), ou seja,

AVY(y) - v € 8(f + M)(2) (3.8)

onde v € OI3(Z).

Suponhamos que Z € 35, entdo de (3.8) e da Observagdo 3.4 temos que AVy(y) — v
ndo existird, o que é uma contradi¢do pois 9 é diferencidvel em S e 9I3(x) # 0 para
r€ 8. Logo Z € S.

Fazendo zF = y e A\; = A, para cada k € IV, teremos z*+! = Z. Logo a afirmagdo

estard provada.

3.1.2 Convergéncia

Teorema 3.6 Consideremos o problema (P1 ) sob as hipéteses (8.1) e (3.2), logo
a segiiéncia {zF} C S gerada pelo algoritmo de P.P com distincias de Bregman

induzidas por funcdes de Bregman coercivas na fronteira converge a uma solugdo do

problema (P1).

Prova: |

A boa definigio da seqiiéncia {z*} est4 garantida pela Afirmagdo 3.5.

As provas dos itens b, c, d, e e sdo feitas de maneira similar as realizadas no Teorema
2.22, usando o Lema 2.17 e a Proposi¢do 2.18, além dos itens iv e v da definigdo de

funcdo de Bregman . Portanto, a convergéncia est4 garantida.
O

Um caso relevantede S é: S=R? ={z€ R":2;>0,Vi=1,.,n},0
octante positivo de R, no qual trabalharemos o resto do capitulo.
Assim

S=R,={zeR':2,20,Vi=1,.,n}.



25

O problema correspondente a resolver sera :

minimizar f(z) (P2)

s.a. T € IR}

onde f : R" - R U {+00} é uma fungdo convexa prépria e fechada.
Hipétese 3.7 Assumamos que ridomf N IRY # 0.

Este problema pode ser resolvido, como acabamos de ver, mediante a aplicagio
do Método de P.P. com distancias de Bregman induzidas por fungdes de Bregman co-
ercivas na fronteira, mas também pode ser abordado substituindo no método aquela

distancia de Bregman por uma certa y-divergéncia.

3.2 -divergéncias

Introduzidas conjuntamente com as distdncias de Bregman em Teboulle [23], seus
resultados de convergéncia foram obtidos por Tusem, Svaiter e Teboulle [13].

Enfatizamos que nesta secio S=IR"_ ,logo S= IR_':_;

Definicdo 3.8 Seja ¢ : R, — R (ou ¢ : R,y — IR), uma funcgdo estritamente

conveza e de classe C? que satisfaz:
i) p(1) =0
i) ¢'(1)=0

i) "(1) > 0.
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A fungdo dy: R% x RY, — R (oudyp: R%, x R}, — IR) definida por:

dy(z,y) = i: yip(zi/y:)

=1

e induzida por @, é chamada p-divergéncia.

Exemplo. Para ¢(t) = tlogt —t+ 1, uma funcio estritamente convexa e de classe

C? em IR, que satisfaz (i)-(iii) obtemos:

do(z,y) = > zilog(z;/u;) + vj — z;

=1

a p-divergéncia de Kullback-Leibler.
Resultados Preliminares

Proposicido 3.9 Seja ¢ : R, — IR uma fungdo que satisfaz as condicbes acima,

logo:
i) d, € uma quase-distincia em IR} X IR},
i) Li(y,a) = {z € R} : dy(z,y) < o} sdo limitados Yy € IR}, e todo o >0

Prova:
Similar & prova da Proposigio 2.1 dada em [13], considerando z € IR} em lugar de

z€R,,.
a

Hipétese 3.10 Seja ¢ : R, — IR uma fungdo dade pela Definigdo 3.8. Supon-
hamos que limy_ o' (t) = —o.

Se esta hipdtese verifica-se, para {z*} C R, tal que z* - z € H(RY,) ey € R,
temos

Ui 00 Vg (%) (T — z*) = —00 para todo z € RY,.
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Observagio 3.11 Sejam f : R" - RU{+00} uma fungdo conveza propria fechada

e d, uma p-divergéncia induzida por ¢ que verifica a Hipdtese 3.10, entdo
O(f + dyy)(z) para todo z € domf NO(RY,).

Prova:
Similar & feita na Observagéo 3.4, usando na prova d,, em lugar da fungio de Breg-

man .
O

Seja dyp, uma @-divergéncia induzida por ¢ dada pela Definigdo 3.8. Supon-
hamos que ¢ verifica a Hipétese 3.10. O algoritmo de ponto proximal com ¢-

divergéncias para o problema, (P2) gerar4 a seqiiéncia {z*} da seguinte maneira:

z* € RY, Ndomf (3.9)
! = argmin{f(z) + Md,(z,z*)} (3.10)
z € R}

onde {\;} é uma seqiiéncia limitada de niimeros reais positivos.

3.2.1 A boa definicao

Consideremos o problema (P2) sob as hipéteses (3.2), com S = R% e (3.7).
Afirmacdo 3.12 {z*} C R" estd bem definida e para todo k € IN, z*€ S=R" .

Prova:

Para y € IR}, Ndomf e A > 0, escolhamos M > 0 tal que M > f(y) e definamos
Q={ze R} Ndom] : f(z) + Mp(z,y) < M}

O conjunto €2 é ndo vazio j& que y € ). (d,, é uma quase-distancia em R} x R} ).
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Q ¢ limitado. Seja z € Q arbitrério, entdo f,(z) = f(z) + Mdy(z,y) < M, logo

dip(z,y) < (M — f(z))/. (3.11)

Como se considera a Hipétese 3.2, f serd limitada inferiormente em IR}, logo em

R Ndomf. Seja B € IR aquele limitante e usando-o em (3.11) teremos:

do(z,y) < (M - B)/A

Ou seja, z € L1 (y, (M — 3)/A), logo pela Proposicio 3.9 (i), 2 é limitado.

Q) ¢ fechado. Pois f, é continua em R} Ndomf.

Portanto, o problema de minimizarzemn {f(z) + Adp(z,y)} pode se reduzir a um
compacto, logo existird Z € IR? tal que f,(Z) < f,(z) V z € R}. Além disso, f,(.)

é estritamente convexa em IR", entdo T € IR", é o tinico minimizador de f,(.).

- E n
Provemos que T € IR} ,

O problema dado em (3.10) é equivalente ao problema irrestrito

minimizar fy(z) + Iry (2)

s.a. T € R®

usando agora a Proposicio 2.19, o Corolario 2.21 e a Hipdtese 3.7 temos que: 0 €
O(f + A0dyy)(Z) + OIgr (Z), ou seja,

—v € O(f + My ) () (3.12)

onde v € Ol (Z).

Suponhamos que Z € dIR" ., logo pela Hipotese 3.10 temos 8(f + Ad,,)(Z) =0, o
que contradiz a relacéo (3.12) pois dIgn (z) # @ para todo z€RY. AssimT € RY ..
Fazendo z¥ = y e Ay = A, para cada k € IN, teremos z**! = z. Logo a afirmacéo

estard provada.
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3.2.2 Convergéncia

Para conseguir provar a convergéncia, consideram-se funcdes ¢ ainda mais particu-

lares. Elas devem verificar a seguinte condicao:

i) ¢ (#)/¢"(1) < log(t) para todo t > 0

Teorema 3.13 Consideremos o problema (P2) sob as hipdteses (3.7), com S = IR} |
e (3.2) e a seqiiéncia {z*} gerada pelo algoritmo de P.P. com ¢-divergéncias , onde
¢ dada pela Definigio 3.8 verifica a Hipdtese 8.10. Se a condigdo (i) ¢ satisfeita,

entio dita seqiiéncia convergird a uma solugdo do problema (P2).

Prova:

Ver Coroldrio 4.4 em [13].



Capitulo 4

O Método Lagrangeano Aumentado

Consideremos o seguinte problema de otimizacao convexa:

minimizar f(z) (P3)
s.a. gi(r) <0, i=1,...,m
z e R
onde f:IR* > IR,gq;: R"— Rparai=1,...,m sdo fungdes convexas.

Hipétese 4.1: Suponhamos que o conjunto de solugdes dtimas do problema (P3) é

ndo vazio e limitado.

Hipétese 4.2 ( Condigdo de Qualificagdo de Slater). Suponhamos que existe T €
R tal que g;(Z) <0 VYi=1,...,m.

Definicio 4.3 Dado b > 0 (possivelmente +o00), denotemos por P a familia de
fungdes P : IR x R.H.' — IR ou P:IRXx R, — IR que satisfazem o seguinte:
Se b= +o0o (respectivamente 0 < b < +00)

1.- P(-,u) é continuamente diferencidvel em IR, estritamente conveza em [—b, +00)

e constante em (—oo, —b]

oP

2- PO,u) =0, —-(0,u)=u
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3.- lim éf(t u)=0e

t—+—o00 Of
oP
b B )=

para qualquer u > 0 e V t € R, (respectivamente para qualquer u>0e Vi€ R).

, oP
Por comodidade daqui em diante escreveremos P (.,u) em lugar de —6—t~—(., u), para

qualquer u > 0.

4.1 As funcoes Lagrangeano e Lagrangeano Au-

mentado

A func¢io Lagrangeano associada ao problema (P3) é definida por

zelR", u€ R™ - l(z,pn) = f(z) + Zu,:gi(z),
i=1

aparece na teoria da otimizac¢do ao tratar das condi¢des necessérias e suficientes que
uma solugio do problema (P3) verifica. Como veremos mais adiante, estas condicdes
(e a funcdo lagrangeano cléssico) serdo parte fundamental na construgdo do método
Lagrangeano Aumentado em estudo. De maneira similar definimos, associada ao
problema (P3), L, a funcdo Lagra,ngeanb aumentado (com penalidades P; € P) dada

por:

A
onde as m funcdes P, : R x R;, — IR (ou as m fungdes P, : R x R, — IR)

g€ R pe R™\>0— L(z,p ) = f( z)+)\ZP (9‘("") u,) (4.1)

i=1

chamadas penalidades pertencerdo a familia P definida antes.

A primeira fungdo Lagrangeano aumentado introduzida tinha aplicagdo a problemas
com restrigdes de igualdade (ver [10] e [19]). Rockafellar [22] generalizou a metodolo-
gia para o caso onde as restrigdes sdo de desigualdade. Esta primeira fungio L.A. é
dada por:

m : ' 2
z€ R pue R",A>0— L{z,pu,A) = f(:c)+)\z [(mé.x{(),u,- + 9—3—(/—\:—1:—)}> - lJ/iz] .

i=1
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4.2 Resultados preliminares a descricao do método

Teorema 4.4 Seja f uma funcio diferencidvel num aberto Q C IR" e seja C C Q
convero. Logo f é conveza (respectivamente estritamente conveza) em C se e 86 se

Vf é mondtono (respectivamente estritamente mondtono) em C.

Prova:

Ver Teorema, 4.1.4, pag 185 em |8].

Observaciao 4.5 Seja f: IR — IR conveza (resp. estritamente conveza) e difer-
encidvel. Para p > 0 (resp. p > 0), se f'(0) = p e limy,_o f'(t) = 0, entdo
f'(t) >0 (resp. f'(t) > 0) para todo t € IR.

Prova:
a) Para f convexa. Dado que f'(t) = p > 0 para t = 0, analisaremos dois casos.

i) Se t > 0 entdo pelo Teorema 4.4 f'(t) > f'(0). Assim, f'(t) > p > 0.

ii) Caso t < 0. Suponhamos que existe ¢ < 0 tal que f' () < 0, entdo, para
todo t < £ temos f'(t) < f'(f ) < 0 pelo mesmo teorema. Fazendo tender
t — —oo obtemos
: 7 : t g
Jim f'(8) < f'(£) <0

o que contradiz a hipétese. Logo, para todo ¢ < 0, f'(t) > 0. Portanto,
)20 Vte R. (4.2)

b) Para f estritamente convexa. Suponhamos que existe ¢ € IR tal que f’ (t)=0.
Entio para todo ¢ < #, novamente pelo Teorema 4.4, temos f'(t) < f'(f ).
Assim, f'(t) < f'(t) = 0.

Pelo resultado anterior (caso f convexa) sabemos que f'(t) >0 Vi € IR. Logo,
0 < f'(t) < 0, o que é uma contradi¢do. Portanto, nio existe ¢ € IR tal que
f'(t) = 0, ou seja, tiramos a igualdade em (4.2).
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Proposigio 4.6 Seja f € ConvR"™ (resp. ConvIR") e seja g € ConvIR (resp.
Conv R) crescente. Suponhamos gue egiste z° € IR" tal que f(z°) € dom g e que
g(4+00) = +00. Logo, a funcdo composta = —> g(f(z)) estd em ConvIR™ (resp.
Comv ™).

Prova:
Ver Proposicio 2.1.8, pag 160, em [8].
Quando f e g sdo convexas e tomam valores finitos em IR", a Proposicéo 4.6 se segue

sem precisar assumir que g(+o00) = +00.

Observacao 4.7 Para cada u > 0 e A > 0 fizos. Considere P € P eg: R" - IR

uma funcdo conveza. Entdo:
N P ' o
i) ?)t—(t,u) = P/(t) >0 Vt¢te€ R. Ou seja, P, € crescente.

i) P(g(-)/A,u) = Py o g/ é conveza.

Além disso, se P € P é tal que para qualquer u > 0, P(.,u) é estritamente conveza
(0 caso em que b = +o0), entdo P,(t) > 0,Y¢t € R. Ou seja, P, serd estritamente

crescente.
Prova:

i) Como P € P, para u > 0 fixo P(-,u) = P,(-) é convexa e diferencidvel em IR.
Além disso P, verifica as condigbes da Observagio 4.5 entdo P,(t) > 0 Vi € RR.

Logo, P, sera crescente.

ii) Dado que g é convexa em IR", para A > 0 fixo, g/A também o serd. Como, para
u > 0 fixo. P, é convexa e crescente, temos pela Proposigcao 4.6 que a composta

P, o g/) também serd convexa em IR".

A 1ltima afirmacdo obtém-se do caso alternativo na Observagio 4.5.
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Observacao 4.8 Para y > 0 em IR™ e A > 0 fizos, consideremos a fun¢do La-
grangeano aumentado com penalidades P, € P definida em (4.1). Entdo,

v € B Lo, i) = L, (@) = f@) + 23 RED, )

i=1

é conveza.

Prova:

Para p > 0 em IR™ fixo, temos y; > 0Vi=1,... ,m. Entdo como cada P, € P e g;
sao convexas, pela Observagio 4.7 (i), Pi,, o g;/) serd convexa em IR", para A > 0
fixo.

Finalmente, como L, ) é uma combinagao positiva de fungdes convexas, L, y também

serd, convexa em IR".
0
Teorema 4.9 Sejam fi,... fm funcdes convezas de IR® em IR. Definamos F por:
z € R" > F(z) = (fi(z),... fm(z)) € R™.
vSeja g: IR™ — IR conveza e crescente componente a componente, isto é,
Y > 2 para 1= 1, ;m = g(y) > g(z).

Logo, para todo z € IR",

d(go F)(z) = {Zp.-si : (piy- .- 1 Pm) € Bg(F(z)), 8" € Bfi(x) porai=1,... m} :

=1

Se além disso g € diferencidvel em F(z) a relagdo anterior pode-se exprimir por:
m ag
dgo F)(z) = ; 5?;(1*" (z))0fi(z) onde y; = fi(z)

Prova:

Ver Teorema 4.3.1, pag 264 e 265, em [8].
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Observagéo 4.10 Consideremos as m penalidades P; € P da relagio (4.1) e as m

restrigdes g; do problema (P2). Dados T € R™, e p > 0 entio

P{(g:(Z)/A 1), - - , P (gm(Z) /A, thm)

sdo ndo negativos pare qualquer A > 0 fizo.
Além disso, se as m penalidades P; € P sdo tais que, para qualquer u > 0, FP(., p)
é estritamente conveza, entdo P!{g:(Z)/A\,m) > 0 Vi =1,...,m e para quaisquer

Z € R™ e A > 0 fizos.

Prova:

Se 4 > 0 em IR™ temos que p; > 0 Vi =1,...,m. Consideremos as penalidades
P, € P e associemos para cada ¢ = 1,... ,m fixo, P; com ;. Logo, pela Observagio
4.7 (i), P!(t, u;) > 0 para todo t € IR.

Finalmente, considerando as m restri¢es g; do problema (P,) e avaliando cada
P!(., ;) em t; = g;(Z)/ A (para Z € IR™ dado e A > 0 fixo), obtemos:

P(q1(Z)/ A\ ) 2 0,..., Po(gm(Z)/ A, ) = 0
A tltima afirmacio obtém-se do caso alternativo na Observagio 4.7.
O

Deﬁnigﬁo 4.11 Um ponto T € IR™ é chamado um ponto de Karush-Kuhn-Tucker
(K.K.T) se eziste algum ponto & € IR™ tal que se verificam

a) 0 € 0f(z) + Y-, 4:0g:(Z) = 0 I(Z, ©)
b) >0

c) () <0 Vi=1,...,m

d) %;g;(z)=0 Vi=1,...,m.

Se se verifica apenas a) diremos que (I, @) cumprem a condi¢io de Lagrange.

Definicdo 4.12 Uma funcdo definida da seguinte maneira: x € IR" — (s,z) + k,
para algum s € R™ e algum k € IR, é chamada fungdo afim .
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Seja X = {z € IR®: g;(x) < 0} o conjunto de pontos vidveis para o problema

(P3). Denotemos por J, o conjunto de indices correspondentes s restrigdes g; afins:
Jo={i=1,...,m: g¢; é uma funcio afim}

Definicao 4.13 Dizemos que X satisfaz a hipdtese fraca de Slater se existe um ponto

z° € R"® no qual acontece:
i) gi(z°) <0 pare i€ J,
i) gi(2°) <0 para i ¢ J,

Ao assumir a Hipdtese 4.2, estar-se-d satisfazendo a hipdtese fraca de Slater.

Teorema 4.14 Suponhamos que se verifica o hipdtese fraca de Slater. Entdo, para
qualquer T € IR, o fato de T ser um ponto de KKT ¢ suficiente e necessdrio para que

I seja uma solugdo do problema (P3).

Prova:

Ver Teorema, 2.2.5, pag 310, em [8]

4.3 Descricao do Método Lagrangeano Aumentado

Consideremos a funcio Lagrangeano Aumentado com penalidades P; € P associada

ao problema (P3) e {\¢} C IR uma segiiéncia limitada de nimeros reais positivos.

O método Lagrangeano aumentado para a otimizagdo convexa tenta aproxi-.
mar um ponto de KKT (que sob a hip6tese (4.1), (4.2) e pelo Teorema 4.14, serd
também uma soluciio do problema (P3)) mediante a segiiéncia {z*¥} C IR" gerada
ao resolver iterativamente, partindo de algum ponto u° € RZ‘_,. dado, problemas do

tipo:
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A

minimizar  L(z, px, Ax) = f(z) + Ak Z:ll Pi(Ma I‘z) _ (Px)
ze R

onde a atualizacdo de p* se realiza pela férmula:

21 gi(=z"h) . '
/4“'1: 6y ( k+1,/j,z), yf+1 T,Vz=1,...,m | (43)

(z*+! denota uma solugéio do problema (Px))

A idéia é procurar verificar as condicoes dadas'-pela Defini¢do 4.11.
Primeiro impomos a verificacdo da condigio de Lagrange para todos os iterados.
Expliquemos isto. ‘

k+1

Para zF*1, uma solugdo do problema (P) (qué por enquanto suporemos que existe),

temos pela Observacdo 4.8 e a Proposi¢do 2.19
0 € L, 5, (z1) (4.4)

Avaliando a‘relagio (4.1) em (ug, Ax) obtemos:

Loan(®) = 1@+ 3 Piy (m))

i=1 k

usando agora o Corolério 2.21:

AL, 5, () = Of (z) + M Z a|P [ (g’;:) >] (4.5)
z._
Como Pix € crescente (Observagio 4.7) e diferencidvel em IR, pelo Teorema 4.9,
. gi(z )) 9 p; (ys(x) 9gi(z)  _ gi(z)
6(qu{»‘ ( )"" AL M y Y= At
Substituindo isto em (4.5), avaliando em z**1 & retomando (4.4)
k+1y _ k+1 i gi(z*h) k
0e 6L“k,,\k(a: + ) Bf + )+ ; a (——/\—k—— ag,(a: +1) (46)

k 1
uft

Assim, (z**1, uF+!) verificam a condicdo de Lagrange, o que garante que um ponto

limite da sequéncia {z*,u*} (se existir) também satisfard dita condigdo.
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Por outro lado, usando a Observagio 4.10 (com = p* >0, =X >0e I = zhtl,
para um dado k € IN) e a férmula (4.3) obtemos p*+! > 0 (resp. u**! > 0 para todo
k € IN, para penalidades P;(., u¥) estritamente convexas).

Logo, a viabilidade dual se verifica para um ponto limite # da sequéncia {u*}.

Viabilidade primal e complementaridade (itens ¢ e d da Defini¢do 4.11 respecti{ra—
mente), ndo se satisfazem ao longo dos iterados. No entanto deverdo verificar-se num
ponto limite (Z,%) (isto acontece por exemplo no caso das penalidades de Polyak-
Teboulle [18]).

Para conseguir esses objetivos, assim como‘ para garantir a existéncia de
solugdes do problema (Py) e a convergéncia das sequéncias {z*} e {u*}, deveremos
assumir algumas hipéteses, mas isto ndo seré tratado neste trabalho. Nés estamos in-
teressados especificamente em prova.r a relacdo entre o método L.A. (aplicado ao prob-
lema (P3)) e o método do Ponto Proximal (aplicado ao problema dual). O teorema
de equivaléncia que apresentaremos inclui quase todos os resultados.de equivaléncia
anslogos, existentes na literatura, como os que se encontram em [12] e [18].
Comecaremos analisando a boa defini¢do do algoritmo L.A. com penalidades P; € P.
Para isso primeiramente apresentamos algumas definicdes e resultados que seréo de
utilidade.

4.4 Definicoes e Resultados Preliminares

Definiciio 4.15 Uma direcdo d # 0 em IR" € uma direcdo de recessdo de h se
K _(d) <0, onde hly(.), denota a fungdo de recessdo de h definida na secdo 2.1.

Observagio 4.16 Se o conjunto de solugies dtimas do problema (P8) é ndo vazio
e limitado (Hipdtese {.1), entdo as fungdes f,g1,...,gm ndo tém nenhuma diregéo

de recess@o comum.
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Prova:

Por contradi¢io. Suponhamos que h é direcdo de recessdo comum. Entdo, para z*,
uma solucio 6tima, temos que V X > 0, z* + Ah serd vidvel e f(z* + Ah) < f(z*),
o que é uma contradicio, pois o conjunto 6timo é limitado. Logo, ndo existe direcio

de recessdo comum.

O
Proposicao 4.17 Sejam fi,... , fm m fungées em ConvlR" e ty,... i, m nimeros
positivos. Assumamos que eziste ° € IR™ no qual f; € finitoV j = 1,... ,m. Logo,

Cpara f=Y00 4GS temos foo =3 tifj-

Prova:

Ver Proposicdo 3.2.9, pag 182 em [8].

Observacao 4.18 Seja f: R® — IR uma fungdo conveza. Logo para T € IR" e
Y h € R" tal que h # 0,

/ BT 1o
foo(h) - ,\lggof (23 + Ah, h)
onde f'(z,h) denota a derivada direcional de f em z, na direcdo h.

Prova:
Para todo z € IR" e para qualquer h € IR" tal que h # 0, pela defini¢io de f'(z, h)
temos f(z + Ah) > f(z) + Af'(z, h) para todo A > 0. Entdo

i $E+20) ~ £(2)

A—+00 A

> f'(z,h)

Ou seja, f' (k) > f'(z,h). Fazendo z = Z 4+ Ah para T € IR" fixo e para todo A > 0
temos:

Fl(h) > f'(E+ Ah,B) Y A>0.

Tomando limite quando A — oo
foolh) 2 lim f'(z+ Xh,h) Y A>0

Paray =%+ Ah € R* YA > 0entdo f(Z) > f(y) + Af'(y, —h). Substituindo y,
f(&) > f(Z + Ah) + Af'(y, —h). Mas por ser f convexa verifica-se também f'(y, h) >
_f,(y7 _h)



40

Substituindo isso na relacio anterior: f(Z + Ah) — f(Z) < Af'(Z + Ah,h) VA > 0.

Tomando limite quando A — oo:

i 1@+ = @)

A0 A

. 1 { —
< Al_l_)rgo ['(Z +Ah, h)
ou seja,
! . P
| flo(h) < Jim '(z+ Ah, h)
Logo temos provada a igualdade.

O

Observacao 4.19 Sejam f: R® — IR uma funcdo conveza, h € R e z € R".
Entéo

"(z,h) = h
f(z,h) = max {<sh>}
onde Of(x) é ndo vazio compacto e convezo.

Prova:

Ver resultado (0.1), pag 236 em [8].

Observacao 4.20 Pare P: IR — IR uma fungdo conveza e diferencidvel e g: IR™ —
IR uwma fungdo conveza, definamos a composta z € R" — f(z) = P(g(z)).
Se P'(t) > 0V t € R entio f'(z,h) = P'(g(z))g'(z,h) Vh€ R", z € R".

Prova:

Para z € IR", arbitréario, h € IR" fixo, da Observagdo 4.19 temos:

f(z,h) = max{<s,h>,s€df(z)}
= max{s’h: s = P'(g(z))v, 7 € 0g(z)}
= max{P'(g(z))y"h: v € g(z)}
= P'(g(z)) max{y"h: v € dg(z)}

usando novamente a Observacgio 4.19 agora com g: f'(z,h) = P'(9(z))d'(z, h), que

é 0 que queriamos provar.
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4.5 A boa definicao do Algoritmo Lagrangeano Au-

mentado com penalidades P, € P

Consideremos o problema (P3) sob a Hipétese 4.1. Seja {z*} C IR™ uma seqiiéncia

gerada pelo algoritmo Lagrangeano Aumentado com penalidades F; € P seguinte:

©* € RY, (4.7)
"' = argming p.{L(z, 1F, M)} (4.8)
: OPi .
M1 = %(yf“,uf) Vi=1,..., mVke N (4.9)
]

onde {\;} é uma sequéncia limitada de nimeros reais positivos, L é a fungdo La-
grangeano Aumentado com penalidades P, € P e yf*! = g;(z%¥*)/\ para i =

1,...,m.
Afirmacdo 4.21 A sequéncia {z*} estd bem definida.

Prova:
Dados A\;, > 0 e u* > 0 (k € IV arbitrério), provaremos que L, ndo tem direcio
de recessiao (o que segundo a Proposigdo 2.7 serd equivalente a afirmar que os sub-
conjuntos de nivel de L, ,, sdo compactos. Logo L, ,, alcan¢a seu minimo em
R%).
Da definicdo de Ly ,, como f e Piy o gi/ A estdo em Conv IR™, pela Proposigéo
4.17 temos: o

L, 1%, M) = fao(2) + M ) _hitg(2) V2 € B®

=1

onde h;(z) = Pi(gi(x)/ e, uf) Vi=1,...,m ou também usando a Observagdo 4.18:

. m
Jim Ly, (24 Xz,2) = lim f(z+Xz,2) + X > Jim hi(z+Xz,2)  (4.10)

=1
Por outro lado, para z # 0 em IR", temos duas alternativas para uma restri¢io g;

arbitraria: z é direc@o de recessdao de g; ou nio é.
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i) Suponhamos que g;/,(2) < 0. Entdo para Z um ponto viével do problema (P3) e

A > 0 temos, pela Observacio 4.20,
K@ + Mz, 2) = Pl(gi(& + A2) /Ny i) GH(E + A2, 2)]/ M
Quando A — oo temos duas alternativas:
i) gi(Z + Xz) = —oo. Entdo P (gi(Z + Az)/ Ak, pF) .—-) 0 e gi(Z + Xz,2) é

limitada, ou

ii) ¢i(Z + A\2) é limitada. Logo P,' (g:(Z + A2)/ A, u¥) é limitada e como g; é
convexa ¢i(Z + Az) = 0.

Em ambos os casos,
hi(Z + Az,2) = 0 quando A — oco. - (4.11)

ii) Se gi' (2) >0, gi(Z + A2) = 0o e Pl(gi(Z + Az)/ Ak, u¥) — 0o quando A — oo.

Ou seja,
hi(Z + Az, z) — oo. (4.12)
Substituindo estes resultados em (4.10) e usando a Observacdo 4.18, temos:

L (e i M) = f'.(2) se z é diregio de recessdo das fungdes g;, (413)
00 caso contrario.

Finalmente, suponhamos que existe 2° # 0 diregdo de recessdo de L ,,, logo, de

(4.13), f'.(2°) < 0 (ou seja, 2° é diregio de recessdo das g; e da f), o que contradiz

a Observacao 4.16.

Portanto, L (z, u*, A) >0 Vz #0em R".
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4.6 Tipos de penalidades usadas pelo Método La-

grangeano Aumentado

Para fungdes f : IR® — IRU {400}, convexas préprias define-se a funcido conjugada,

denotada f* e expressa por:

se€ R"— f'(s)= sup {(s,2)— f(z)}
zedomf

Dado que, para P, € P eu > 0 fixo, P(.,u) é convexa , entdo podemos

definir P?(-,u), a fungdo conjugada de P;(:,), como

s € R+ P;(s,u) = sup{st — P(t,u)}.
telR

Proposigao 4.22 Para f € ConvIR"™ verifica-se o seguinte:
f@) + f*(8) = (5,2) =0 (ou < 0) <= s € 3f (z) <= z € Of*(s)

Prova:

Ver Corolério 1.4.4 pag. 48 em [9].

Teorema 4.23 Seja f € Conv IR™ uma fungdo estritamente conveza. Logo
i) intdom f* # 0
ii) f* é continuamente diferencidvel no intdom f*

Prova:

Teorema 4.1.1, pag.79 em [9].

Para uma melhor compreensdo das segGes subsequentes, detalharemos os
tipos de penalidades usadas pelo Método Lagrangedno Aumentado com penalidades
P, € P. Asduas poésibilidades com respeito ab>0 (ver Definigdo (4.3)) dardo lugar
a duas familias de penalidades, a primeira das quais pode por sua vez ser subdividida

em dois casos COmMo veremos a seguir.
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4.6.1 Penalidade Tipo I (b= +o0)

P, é uma penalidade Tipo I, se Vu > 0 se satifaz:
1.- P(.,u) é continuamente diferencidvel e estritamente convexa em IR,

2.- a) Pi(.,u) é ilimitada ou

b) Py(.,u) é limitada inferiormente
3- P(0,u) =0, P{(0,u)=u
4. limsy_oo Pi(t,u) =0
5.~ limy, 400 Py (t,u) = +00.

Exemplos deste tipo de Penalidade sdo P(t,u) = uy(t), para u > 0, usadas por

Polyak-Teboulle [18) onde para ilustrar podemos escolher:

P1(t) = exp(t) — 1
para o caso limitado e

exp(t) —1, para t>0,
¥alt) =
—log(1—1t) para t<0

para o caso ilimitado.

Nas Figuras 1 e 2 mostramos as fungdes P;(t,1) = ¢4(t), i=1,2 (comu=1>0)

e suas correspondentes fungdes conjugadas,

Pi(s,1) = {slog(s) —s+1, para s>0.

s—~1+1log(1/s), para 0<s<1,
Pi(s,1) = (1/s),

slog(s)—s+1, para s>1



Funcao

Conjugada

Figura 1 - Fungdo conjugada definida e coerciva na fronteira
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Funcao

Conjugada

Figura 2 - Fungdo conjugada ndo definida, mas coerciva na fronteira
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Propriedades da conjugada P;(.,u), com P, € P, de Tipo L

Caso (a) (Pi(.,u) ilimitada)

1.- dom P}(.,u) = (0, +oc)
Da Observagdo 4.7 sabemos que Pj(t,u) > 0, para todo t € IR. Logo, usando
a Proposigdo 4.22, a imagem de Pj(.,u) : PJ(R,u) C dom P;(.,u). Dado que
P{(.,u) é continua, P{(IR,u) = (0, +o00) C dom P}(.,u). Isto corresponde a
s = P|(t,u) > 0.
Analisemos para § = 0. P}(0,u) = supier{0 — Pi(t,u)} = —infier{Pi(t,u)},
dado que P;(.,u) é ilimitada P;(0,u) = —(—o0) = +00.
Para s < 0. Pf(s,u) = +o0 pois P;(.,u) é crescente.
Assim, dom P}(.,u) = (0, +00).

2.- P;(.,u) é coerciva na fronteira (de seu dominio), ou seja, lim,,oP}'(s,u) =
—00.

Denotemos s = P|(t,u) > 0 parat € IR e u > 0 fixos. Tomando limite quando

t — —oo temos limy,_oo8 = limy, oo Pi(t,u) = 0. Ou seja,
s =0 quando t = —o0 (4.14)

Pela Proposigio 4.22, o Teorema 4.23 e a Proposicdo 2.14 P}'(s,u) = t, pois
Py(.,u) é diferencidvel em (0,+oc0), entdo tomando limite quando ¢ — —oo,
obtemos que lz'mt;_oon"(s, u) = —oo. Finalmente, usando (4.14) para mudar

L4 g . ’
de varidvel obtemos lim,_ 0P} (s, u) = —o0.

Caso (b) (P1(.,u) limitada inferiormente por uma constante ¢ < 0)

1.- dom P}(.,u) = [0,400)

Similar ao caso anterior, com a diferenca de que, para s = 0,P}(0,u) =
supier{0 — Pi(t,u)} = —inficm{P1(t,w)} = —c.

Assim, dom P}(.,u) = [0, +00).
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2.- P}(.,u) é coerciva na fronteira (de seu dominio), ou seja,

limg_, oY (s,u) = —00.

A prova é a mesma, pois intdom Py (.,u) = (0, +00) também.

4.6.2 Penalidade Tipo II (b > 0 finito)

P, é uma penalidade Tipo II, se Yu > 0 se satifaz:

1.- Py(.,u) é continuamente diferenciavel em IR, estritamente convexa em [—b, +-00)

e constante em (—o0, —b]
2- Py(0,u) =0, Py(0,u) = u
3.- limyy oo Pp(t,u) =0

4.~ limy 400 Py(t, u) = +00

Exemplo deste tipo de penalidade sio P(t,u) = 8(t + t,) — 0(t4), para u > 0 intro-
duzidas em Gonzaga-Castillo [7], onde t, é tal que §'(¢,) = u, com t, = —2 para
u=0.

Para, ilustrar, escolhemos:
4
-2/3, para t< -2,

0(t) = ¢ 3/12+ 2 +¢, para —2<t<0,

exp(t) — 1, para t > 0.
\

P3(t,1) = 0(t + t;) — 6(t1) para t; = 0 e sua conjugada sio mostradas na Figura 3.

Propriedades da conjugada P;(.,u), com P, € P, de Tipo II.

1.- dom P;(.,u) = [0,+00)

Similar aos casos anteriores, j4 que para s < 0 Py(s,u) = +oo pois Pp(.,u)

também é crescente.

Assim, dom Pj(.,u) = [0, +00).



Funcao

Conjugada

Figura 3 - Fung¢io conjugada definida e ndo coerciva na fronteira
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2.- Se denotamos A = (—o0, ~b], entdo A = dP;(0,u) para qualquer u > 0.

Por definicio Pj(t,u) é constante V¢ < —b logo Py(t,u) =0 V¢ < —b. Usando
a Proposi¢io 4.22, temos que todo elemento de A = (—o0, ~b] pertencers ao
dP;(0,u). Suponhamos agora que existe ¢ € OF;(0,u) tal que ¢t > —b, logo
0 € OP,(t,u) ou seja, Py(t,u) = 0 para t > —b, o que contradiz a definicio de
P, € P. Portanto, (—oo, —b] = 0P;(0, u).

4.7 Uma andlise da seqiiéncia {1}

A seguir apresentamos um resultado novo sobre a seqiiéncia de multiplicadores {u¥}
gerada pelo Método L.A. com Penalidades P; € P.

Lema 4.24 Consideremos o algoritmo L.A. com penalidades P; € P, dado pelas
equacdes (4.7), (4.8) e (4.9). Em cada iteracio k e para cade i=1,..m,
p¥ ¢ dnico e yf é dnico, no caso das penalidades P; de Tipo I,
pf é dnico e y¥ é tnico ou uf =0 e y¥ < —b, no caso das P; de Tipo II.

Prova:

Para as penalidades de Tipo II:

i) Se o problema dado em (4.8) tem minimo tnico. Obviamente y**! e u¥+! serdo
unicos.
ii) Caso Ly »,(.) no tenha minimizador iinico.

Sejam z!, 2% duas solugdes diferentes do problema dado em (4.8). Denotemos
por y} = gi(z*)/ M, 2 = gi(z?)/Ac para cada i = 1,.,m e comparemos y}

com y?.

Para y} < y?, com i arbitrdrio fixo. Suponhamos que y? > —b. Logo, para

a € (0,1) temos

Pi(oy} + (1 — )2, uf) < aPi(y!, u¥) + (1 - o) Py, pk)
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para aquel i, pois nesse intervalo Pi(., uf) é estritamente convexa. Dado que

Py(., u¥) é convexa para todo i € {1,..,m}, fazendo o somatério para obter L:

Lz, u5 ) < olf(s")+ Y Pyl b)) + (1 - )(F(=?) + D _ Py, uf))

=1 =1

< aL(z, p*, M) + (1 — @) L(z?, p*, M)
< L(xlaﬂkaAk)

onde Z = az' + (1 — @)z?, o que é uma contradicio dado que L(z!, uF, A;) é
valor 6timo. Portanto, y2 < —b, do que se deduz também que pu*+! = 0 pois
P,' (t,u) = 0 para t < —b e u > 0 fixo. Além disso, como ja tinhamos y;} < yZ,
podemos afirmar que y¥*! < —b, do que se deduz também que pf*! = 0.

Se y! = y?, yF*! é tinico. Logo também uf*! serd vinico.

Para as penalidades de Tipo I

i) Se o problema dado em (4.8) tem mfnimo winico. Obviamente y**! e y*+! serso

nicos.
ii) Caso L,k »,(.) ndo tenha minimizador dnico.

Sejam z', 22 duas solugdes diferentes do problema dado em (4.8). Suponhamos

que para i arbitrério, y} # y2. Logo, para a € (0,1) temos
Pay} + (1 - o)y, pf, M) < aPi(y}, uf) + (1 — @) Pi(y}, uf)

pois P;(.,u¥) é estritamente convexa para todo i. Fazendo o somatério para

obter L, temos:

L@, % M) < olf(s")+ Y Pyl u8)) + (1 - a)(f(=*) + ) _ Py}, u¥))

=1 i=1

< aL(mlvll'k’ )‘k) + (1 - CM)L(:L‘z, #k, )‘k) = L(zlv #k,/\k)

onde Z = az! + (1 — a)z?, o que é uma contradi¢do dado que L(z!, u*, \s) é

valor 6timo. Portanto, y? = y} para todo i, do que se deduz que p! = p2, ou

seja, yF*' & dnico, logo uf*! também ¢ tnico.
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Referéncias que apresentam resultados de convergéncia para o método La-
grangeano Aumentado para algum tipo particular de penalidades sdo : Rockafellar
[22], Polyak-Teboulle [18], Iusem [14] ¢ Gonzaga-Castillo [7].

4.8 A relacao entre o Método L.A. com Penali-
dades P, € Peo Método de Ponto Proximal

Associado ao problema inicial (P3) definamos seu problema dual como:

maximizar 6(u) (D)
sa. p=>0

~onde 6(p) = infoemn U(z,u) e U(z,p) = f(z)+ X, tigi(z) , paraz € R, y € R™

é a funcdo Lagrangeano definida na secio (4.1).

Denotemos por S = {u € R™: p; >0, Vi = 1,...,m} ao octante positivo
de IR™ e por S seu fecho; também denotemos por P}(-,u) a conjugada de F;(:,u),
para P, € P e u > 0 fixo. Assim,

s € R~ P}(s,u) = sup{st — Pi(t,u)}.
telR

Lembrando o estudado nos capitulos anteriores, consideremos o método de Ponto
Proximal aplicado neste caso ao problema (D) (que se pode escrever também como
minimizar,cs — 0(1)) esta vez com nicleo N expresso por:

m

N(u, ) = E;Pe*(us,ﬂ.:)

i=
onde p € S, ji € S se as penalidades forem do Tipo I (a), u € S, i € S se forem
do TipoI (b) e p € S, ji € S no caso das de Tipo IL



93

Provaremos a seguir que o algoritmo de Ponto Proximal com nicleo N res-

pectivo estd bem definido.

Antes, alguns resultados a serem usados:

Observacgao 4.25 Suponhamos que f: R™ — IRU {+o0} € conveza prépria. Enido

sua conjugada

seR"— f*(s) = sup {<s,z>—f(z)} satisfaz f* € Conv R.
zedomf

Prova:

Ver Teorema 1.1.2, pag.38 em [9].

Definicido 4.26 Uma fungdo f: R® — R U {+oc} conveza prdpria é 0-coerciva

(respectivamente 1 -coercz'va)' quando

| ) - f@) _
i f(@) = oo (resp. lim Spor=-too).

Proposicao 4.27 Seja f: R" - RU {400} uma fun¢do conveza prépria. Logo,
i) Se z, € intdom f entdo f*— < z,,- > € 0-coerciva.
i) Em particular, se f é finita sobre IR™ entdo f* € 1-coerciva.

Prova:

Ver Proposicio 1.39, pag.46 em [9].

Observacio 4.28 Seja f: R" - RU {+o0} uma fungdo conveza prépria. Se f é

1-coerciva entdo é 0-coerciva.

Prova:
Direta, da definigao de limite.

O

Teorema 4.29 Seja f € Conv IR". Se f ¢ diferencidvel em S) = intdom f entdo f*

é estritamente conveza em cada subconjunto C C V f(£2).
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Prova:

Ver Teorema 4.1.3, pag. 81 em [9)].

Observagao 4.30 O nicleo N expresso por:

N(Il, ﬂ) = Z I)i*(l‘ia /21)

i=1

¢é uma gquase-distincia sobre S x S, se as penalidades forem do Tipo I (a) ou sobre

S x S se forem do Tipo I (b) ou em S x S para as penalidades de Tipo II.

Prova:

Para as penalidades Tipo II (resp. Tipo I (a))

i)

N (s, 1) = 0 para todo u € S (resp. para todo p € S).

Dado p € S (resp. para todo p € S). Da definigdo de P;, temos que cada
fi; € OP;(0, ;) logo pela Proposigio 4.22 (primeira equivalencia),

Pi*(uiaﬂi) = (:u’i;0> - Pz(oﬁﬂz) =0
paracadai=1,...,m.
Fazendo o somatério obtemos N{u, p) =0

Para p, i € § (resp. p, j1 € S). Se u # fi entdo N(u,z) > 0

Sejam p, i € S (resp. g, € S) tais que fi; # p;, para algum i € {1,...,m}.

Logo, como 0 € dP}(4i;, i;) pela defini¢io de subdiferencial temos:

(07 Hi — ﬂi) < -Pi‘(“bﬂi) - })i*(ﬂi)ﬂi)7 Vi=1... y (415)

Por outro lado, como as P}(., i;) séo estritamente convexas em [0, +co) (Teo-
rema 4.29), (resp. estritamente convexas em (0, +00)), fi; # ps e 0 € AP} (i, fi;)

entao
P (i, i) > P (fs, fis) + (0, ps — fis) (4.16)

para algum i € {1,...,m}.

Fazendo o somatério considerando (4.15), (4.16) e o item (i): N{(u, i) > 0.
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Para as penalidades Tipo II (b)
i) N(u, 1) = 0 para todo p € S j4 foi provado.

ii) p€S,h€S. Se u#jientso N(u,j) >0
Ocasop € Sef€S, jifoi provado.
Caso u € S e o € S, fi; # p; para todo %, logo (4.16) vale para todo .

Assim, somando obtemos também N(u, i) > 0.

4.9 A boa defini¢dao do Algoritmo de Ponto Proxi-

mal com nfticleo N

Consideremos o problema (D) sob as Hipéteses (4.1) e (4.2). Se {j1*} é uma seqgiiéncia

gerada por:

p°oe S (4.17)

Y = argminges{—0(u) + MY P (i, i)} Vke IV (4.18)

i=1
onde {\;} é uma seqiiéncia limitada de niimeros reais positivos e as P; € P sdo todas

de um mesmo tipo.
Afirmacao 4.31 A segiiéncia {ji*} estd bem definida.

Prova:
Para as penalidades de Tipo II:
Para ji € S arbitrario e A > 0, escolhamos M € IR tal que M > —6(f1) e definamos

Q={peS: —8(u)+AN(y,p) < M}.

i) © é nao vazio j4 que 2 € Q (pois N é uma quase-distancia).
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i) Q é limitado. Para f; > 0, P(-, ;) é convexa. Como, além disto, Fi(-, i;)
¢ finita, entdo, pela Proposicio 4.27, P?(:, ji;) serd 1-coerciva (logo pela Ob-
servacio 4.25 e a Proposiciio 4.28, O-coerciva).

Agora: P*(u;, ji;) = +o00 quando |u;| — +oo implica N(p, i) = 400 quando
[lull = +00. (Ou seja, N(:, i) é 0-coerciva).

Por outro lado, usando as hipéteses (4.1) e (4.2) temos que o problema (D)
tem solugdo, o que nos permite concluir que —6(-) + AN(:, i) também serd

0O-coerciva, 0 qual a sua vez garante que o conjunto de nivel néo vazio:
Q={peR™: —0(u) +/\N(u,ﬂ) < M}
é compacto (logo limitado).
Por tltimo, como €2 C ) éntdo () também serd limitado.
iii) Dado que —8(-) + AN(, ) é continua em S, Q é fechado.

Assim, pelo Teorema 2.6, 0;(.) = —8(.) + AN(., i) alcanga seu mfnimo em §

Além disso, N(-,fi) é estritamente convexa em S pois as P} (-, i;) sdo estritamente
convexas em [0, +o0o) (Ver Teorema 4.29). Logo () seré estritamente convexa em
S j4 que —6(.) é convexa. Portanto, fi € § o minimizador de ;(-) é tinico.

Fazendo ji* = fie Ay = ) para-cada k € IV, teremos que 3**' = fi. Logo a afirmagdo

estd provada.

Para as penalidades de Tipo I
Tomando ji € S arbitrério , por um desenvolvimento andlogo ao anterior, obtemos

que i € S o minimizador de 8;(-) ¢ tnico.

Vejamos que neste caso fi € S. _
Da Propriedade 2 das penalidades de Tipo I temos que lim,_oP} (s, ) = —o00, para

@ > 0 fixo, o que significa que ON(u, i) =@ para u € 83, logo
00;(p) =0 para todo p € 9S. (4.19)
Como o problema dado em (4.18), equivale a: minimizar,cgm8;(p) + I5(u), temos

0 € 80,(F) + dI5(i), onde DIs(f) # 0 pois G € § (4.20)
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Se fi € 35, por (4.20) —b € 90;(jz) (com b € 8I3(fi)) o que contradiz (4.19). Logo
pes.

Fazendo fi* = ji e Ay = A para cada k € IN, teremos que *t! = fi. Logo jif € §
para todo k£ € IN. |

O

4.10 A equivaléncia entre o Método Lagrangeano

Aumentado e o Méto.db de Ponto Proximal |

Observagao 4.32 Seja Y C IR™, definamos a fungdo
z€ R ye€Y > f(z,y) € R, que verifica:
i) f(z,.) é diferencidvel e convezra Vz € R™
it) f(.,y) € continua Vy € Y.

Paray € Y, definamos ¢(y) = supzem-f(z,y) e I(y) = {z € R", f(z,y) = o(y)}.
Logo,
Vyf(z,y) € 0p(y) para todo z € I(y).

Prova:

 também é convexa.

Dado que f(z,.) é diferencidvel e convexa Vz € IR", pela defini¢io de subgradiente
num ponto dado § € Y temos: f(z,y) > f(z,7) +V,f(z,7)'(y—7) paratodoy € Y
e para qua,lquér z € IR™. Particularizando para z € I(f), temos

f#,y) 2 f(Z,9) + Vyf(2,5)'(y — §) para todoy € Y
Como f(Z,7) = ¢(§) e além disto, da definicdo de ¢ temos que ¢(y) > f(Z,y), entdo
ey) = o(@) + Vyf(Z,9)'(y — §) paratodoy € Y

Portanto, V, f(z,y) € dp(y) para todo z € 1(y).
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Teorema 4.33 (I, de Equivaléncia)

Consideremos o problema (P3) sob as hipéteses (4.1) e (4.2). Seja {u*} C BR™ a
seqiiéncia gerada pelo algoritmo L.A. com penalidades P, € P de Tipo I aplicado a
(P3) e {i*} C IR™ a segiiéncia gerada pelo método de P.P. com nicleo N aplicado
esta vez ao problema dual (D).

Seu® =p° >0, entdo p* = ¥ >0 Vk € IN. Ou seja, as seqiiéncias sdo as

mesmas.

Prova:
Por inducdo. Dados u* > 0 em IR™ e A > 0 (k € IN arbitrério), consideremos z*+!
uma solugio do problema (B,). Entdo 0 € AL(z**1, u¥) = Ol(zF+!, ub+1) onde ph+!

é dada pela férmula (4.3). Ou seja,
O(urt) = I(z**1, uht) (4.21)
Da definicdo de 6 podemos ter:

—8(u) = sup —I(z, p)
z€lR?

a qual é uma funcdo convexa.
Por outro lado —I(., u) é continua para todo u € IR™, além disso, —I(z,-) é convexa

e diferencidvel, para cada z € IR" logo pelo Observacgio 4.32:

Vu(=l(z, n)) € 0(—0(w))

para ¢ = 2" € I(u) = I(u*+1).
Assim, usando (4.21):

(—g1(z"*), ..., —gm(z**1))* € O(—6(uPTT)). (4.22)

Sabemos também que pf*!
gi(z*tY) /M € 0P (uFt, uF). Como P;(.,uF) é diferencidvel em (0,+00) teremos:
(gi(z®t0)/ Ng) = P (ub*, u¥) paracada i =1,...,m.

Substituindo isto em (4.22) obtemos :

= P(gi(z**')/ Ak, #F) > 0, entdo pela Proposicio 4.22,

—Xe(PY (i), . PR (it b)) € 0(—0(uktT))
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ou equivalentemente:
0 € A(—0(iFHY) + MON (Ut uF)). (4.23)

Denotemos por (F;) ao problema dado em (4.18). Seja ji* uma solugio do problema

(Pi-1) e suponhamos que p¥ = ji*. Logo substituindo em (4.23):

v =0 € d(—0(1**)) + MBAN (u*H, o).

Como também verifica-se y = 0, —pf*!

< 0 (propriedade da seqiiéncia de multipli-
cadores do método L.A. com penalidades de Tipo I), e y;(—uf*') = 0, entdo p**1 sers
um ponto de K.K.T. para o problema dado em {4.18). Como todas as restrigéés deste
problema sdo afins, u**! ser4 também uma solugdo de dito problema. Finalmente,

pela Afirmacédo 4.31, pFt! = g¥+1. Portanto, as sequéncias sio equivalentes.

Teorema 4.34 (II, de Equivaléncia)

Consideremos o problema (P3) sob as hipdteses (4.1) e (4.2). Seja {u*¥} C R™ a
seqtiéncia gerada pelo algoritmo L.A. com penalidades P; € P de Tipo II aplicado a
(P3) e {i*} C IR™ a segiiéncia gerada pelo métods de P.P. com nicleo N aplicado
este vez ao problema dual (D).

Se pu° = j° > 0, entdo p*¥ = fi* > 0 Vk € IN. Ou seja, as segiiéncias séo as

mesmas.

Prova:
Por indugdo. Dados u* > 0 em JBR™ e A, > 0 (k € IN arbitrério), consideremos z*+*
uma solugio do problema (£;). Entdo, 0 € dL(z*+!, u¥) = Bl(a*+!, y*+1) onde pk+!

¢ dada pela férmula (4.3). Ou seja,
g(uk+1) = l($k+1,/.tk+1). (424)
Da definicdo de 8 podemos ter:

_0(”) = sup ”l(:v’ll')’
zER"
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a qual é uma fungdo convexa.
Por outro lado, —I(., u) é continua para todo € IR™, além disso, —I(z,-) & convexa

e diferencigvel para cada z € IR", logo, pela Observacio 4.32,

Viu(=l(z, 1)) € 3(-0(n))

para z = ¢+l € I(p) = I(p*+1).
Assim, usando (4.24):

(=g1(*), ..., —gm(2*H))t € B(—O(ub+Y)). (4.25) '

Sabemos também que pf*! = P/(g;(z**1) /M, u¥) > O paratodo i =1,...,m.

Assim a respeito de !, temos duas posibilidades:

i) Seuf+! > 0 entdo Py (., puf) é diferencidvel em pf** e P (uf*, uf) = gi(a*+1) /A >
~b

ii) Se pf*' = 0 entdo P;(gi(z*')/ A, p¥) = 0. Logo gi(z**1)/ M € BP0, uf) e
pela Propriedade 2 das penalidades de tipo II: - g;(z**+!) /A < ~b.

Tomando isto em consideragdo, existird v € IR™ tal que
i) % = —gi(z*1) + Me(gi(z* /M) = 0 se pbti >0
i) % = —gi(z*) + Me(~D) > 0 se pf*! =0.
Como —b € 3P (0,uf) e PY(uit', pk) = gi(a*+1) /2 para ptt > 0, entdo
v € (—gi(z*),..., -—g,é(:v’““))t + MON (uFtL, ub). (4.26)

Suponhamos que p* = ji¥, onde ji* é uma solugéio do problema (P;_,) e substituindo
em (4.26) teremos:

7 € O(=0(™*)) + MON (u**, ).

Como também verifica-se v > 0, —puf*! < 0 e y(—pf*') = 0 e como antes, as
restrigdes do problema (P;) séo afins, 4*+! serd também uma solugo de (P;). Final-
mente, pela Afirmacdo 4.31, p*t+! = k!,
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