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RESUMO

A presente dissertacdao aborda o papel heuristico das figuras na
resolugdo de problemas, a fim de levantar aspectos ligados a visualizagao.
Realiza-se um estudo sobre a organizagdo perceptiva das figuras tendo-se,
como referencial tedrico, os principios da organizacdo da percepg¢ao
estabelecidos pela Psicologia da Gestalt. A partir desta premissa e junto a
teoria das apreensdes de R. Duval, opera-se um tratamento puramente figural
de reconfiguracdo pela analise de problemas que envolvem célculo de areas.
Contudo, tal analise fica envolta por diferentes fatores que interferem na
visibilidade e na aplicagao desta operagao figural.

Esta discussdo é fruto da aplicagdo de uma seqiéncia didatica
desenvolvida junto a trés turmas de alunos de 5° série do 1° grau, nos anos
letivos de 1996 e 1997, numa média de 12 aulas por turma. Servindo-se
daqueles fatores, propuseram-se diferentes problemas que envolvessem o
uso de figuras para chegar a solugéo pela operagédo de reconfiguracao.

A realizacéo desta seqliéncia didatica nos deu condigdes para mostrar,
a propésito de uma aprendizagem da operagdo de reconfiguracdo, a
necessidade de levar ém conta a importancia e a complexidade das

habilidades visuais na aprendizagem da Matematica.



RESUME

Cette dissertation a pour but d'aborder le role heuristique des figures dans la
résolution de problémes, afin d'y faire déterminer les aspects qui sont en
rapport avec la visualisation. On fait une étude portant sur l'organisation
perceptive des figures et qui a pour référentiel théorique les principes de
l'organisation de la perception établis par la Psychologie de la Gestalt. A partir
de cette prémisse-la et avec la théorie des appréhensions de R. DUVAL, il se
produit, au moyen d'une analyse de problémes qui impliduent le calcul d'aires,
un traitement purement figuratif de la reconfiguration. Cependant, telle analyse
se trouve entourée de différents facteurs qui vont influer sur la visibilité et sur
I'application de cette opération-ia.

Ce débat est le fruit de Il'application d'une séquence didactique
développée auprées de trois classes d'éléves de la 5éme série du 1er degré,
pendant les années scolaires de 1996 et 1997. Cela signifie, en moyenne, 12
legons par classe d'éléves. En se servant de ces facteurs-la, on a proposé de
différents problémes dont la solution demandait I'emploi de figures au moyen
d'une opération de reconfiguration.

La réalisation de cette séquence didactique nous a donné des
conditions de montrer - a propos de l'apprentissage de l'opération de
reconfiguration -, le besoin de prendre en considération l'importance et la

complexité des habilités visuelles dans I'apprentissage de la Mathémathique.



INTRODUGAO

No ensino da geometria se reconhece que as figuras sdo um suporte intuitivo
e que desempenham um papel heuristico. Mas a intuicdo heuristica que traz uma
figura levanta percepcbes distintas e envolve outros tantos fatores que podem
auxiliar ou dificultar este papel heuristico.

Muito mais importante do que esta fungdo heuristica das figuras é realizar
estudos que tragam a tona procedimentos cognitivos que permitam as figuras
realmente desempenharem este papel.

A visualizag&o de uma figura ndo ocorre num simples olhar. Ela é muito mais
complexa, pois todo objeto visivel pode ndo sé ter diferentes maneiras de ser
descrito, mas de ser visto.

A organizac&o perceptiva que possibilita a identificacao e a associagao deste
objeto com algo significativo vai depender das leis gestlticas da percepgao.
Contudo, estas leis ndo bastam para explicar o porqué de nossos alunos verem ou
nao, imediatamente, numa figura, um caminho heuristico que possa conduzir &
solugdo de um problema. E preciso identificar as diferentes operagdes puramente
figurais, que estdo associadas a tratamentos matematicos pertinentes, para, entdo,
analisar o poder heuristico da figura e definir as possibilidades de uma
aprendizagem de leitura de figuras.

A busca de uma aquisigéo de tratamentos figurais, conduzindo nossos alunos
a um caminho heuristico na resolugéo de problemas e, levando-os a adquirir um

crescimento em suas habilidades visuais, se faz o ponto primordial desta pesquisa.

4/__



As figuras geometricas constituem um registro semidtico de representacéo,
que lidam com tratamentos especificos. Para analisar o funcionamento das figuras,
R. Duval distinguiu diferentes apreensées de uma mesma figura. Este trabalho de
dissertacdo deter-se-a sobre a “apreensdo operatoria” das figuras, pois & esta

apreensao que permite as figuras desempenharem seu papel heuristico.

Esta apreenséo se faz em fungdo de modificagdes que podem ser realizadas
na figura. Ha varias familias de operagdes de modificagGes figurais. O estudo de
uma, entre tantas, particularmente tomou nossa atencdo: a operacdo de

reconfiguracgéo.

A escolha desta operacdo se deu porquanto, historicamente, esta foi a
primeira operag&o figural a ser mobilizada, permitindo a resolugéo de problemas de
calculos de areas. Além disso, um trabalho desenvolvido a partir desta operagéo
nos permite ver que esta modificagdo funciona sobre configuracdes
perceptivamente bastante diferentes, sendo imediatamente mais visivel em alguns
problemas do que em outros.

Tarefa importante a ser realizada é a determinagao de fatores que interferem
na visibilidade e na aplicagdo desta operagéo figural. Esta determinagéo é essencial
por dois aspectos:

1) permite uma exploracgéo sistematica de todas as configuragdes possiveis;
2) permite uma analise do poder heuristico de uma figura para um problema bem
determinado.

Para encaminhar esta pesquisa fez-se necessaéria a realizagio dos seguintes

procedimentos:

- Buscar respostas as seguintes questdes:
- como uma figura é organizada perceptivamente?

- como uma figura adquire um estatuto de figura geométrica?



- como uma figura pode funcionar de maneira heuristica?
- por que, nem sempre, uma figura tem um papel heuristico?

- Desenvolver uma sequéncia didatica com alunos de 52 série de 1° grau, a fim de
colher dados para uma anadlise da aquisicdo de tratamentos puramente figurais.
Esta sequéncia € desenvolvida com exercicios que envolvem problemas com figuras
que permitem a realizag&o da operagdo de reconfiguragéo, sendo que estas figuras
s&o escolhidas com base nos fatores que foram determinados anteriormente.

Mas estes encaminhamentos sé sdo uma andlise inicial para conduzir aquilo
que € essencial nesta pesquisa: mostrar, a propésito de uma aprendizagem da
operacdo de reconfiguragéo, a necessidade de levar em conta a importancia e a
complexidade, tanto cognitiva como semidtica, dos tratamentos figurais na

aprendizagem da Matematica.



CAPITULO |

DEFININDO O PROBLEMA

INTRODUGAO

Esta pesquisa tem a finalidade de resgatar o uso de figuras geométricas,
valorizando o papel intuitivo que elas oferecem, a fim de desenvolver no aluno
habitos heuristicos.

Para alcangar esta finalidade, uma sequéncia de atividades sera
desenvolvida, em que figuras sdo analisadas quanto a sua produtividade heuristica.
Desta forma, procuraremos encontrar e classificar variaveis que auxiliam ou que
inibem a resolugdo de um exercicio de geometria, tendo como procedimento o
tratamento figural.

A utilizagéo de uma figura, ou seja, o auxilio de uma figura na compreensao
de um problema dado e na resolugdo deste, exige muito mais que ler o enunciado
do problema e olhar a figura para chegar a solugéo. E por isto que nossa pesquisa
se apdia nos estudos realizados sobre a Percepcéo e sobre a Psicologia da Gestalt
e, além disso, nos estudos realizados por R. Duval, a respeito das varias
apreensdes que uma mesma figura oferece. |

Contudo, o que pretendemos explorar aqui nesta pesquisa é basicamente o
papel heuristico! de uma figura na resolugdo de um problema de geometria, donde
fatores ligados as leis gestalticas e ao proprio funcionamento da figura poder&o ser

explicitados e analisados, sendo desta forma o nosso objeto de estudo.

1 Heuristico é entendido aqui como o conjunto de regras e meétodos que conduzem a
descoberta, a invengdo e 3 resolugdo de problemas, pelo qual, eventualmente compiementado
com os procedimentos didaticos do professor, tenta-se levar o aluno a descobrir por si mesmo
a verdade.



Entendemos que tal pesquisa s6 podera ser realizada a partir da observacao
e da analise do comportamento do aluno diante de cada exercicio dado contendo
uma figura. Pretendemos analisar, a partir desta observagao, como as variaveis que
interferem na visualizaggdo de um tratamento puramente figural possibilita a
compreensao e a solugéo do problema proposto.

Acreditamos ainda que, ao valorizar as figuras no ensino de geometria,
oferecendo ao aluno a oportunidade de buscar e encontrar na prépria figura a
solug&o do problema dado, teremos alunos com uma maior competéncia heuristica.

Neste primeiro capitulo buscamos uma delimitagdo para as questdes que
eventualmente queremos responder a fim de dar conta daquilo que é o objetivo mais

amplo de nosso trabalho: a visualizagao?.

2Visualizagio neste trabalho se refere a habilidade de representar, transformar, gerar,
comunicar, documentar e refletir sobre informagao visual.



1.1 GEOMETRIA : DA ANTIGUIDADE AO ENSINO E APRENDIZAGEM

E comumente admitido que a geometria deve ter iniciado provavelmente na
antiguidade, a partir de origens muito modestas.
Ao fazer a histdria dos egipcios, Herédoto - historiador grego - refere-se as

origens da geometria, no seu livro Il (Euterpe), do seguinte modo:

“Disseram-me que este rei (Seséstris) tinha repartido todo o Egito entre os
egipcios, e que tinha dado a cada um uma porgdo igual e retangular de
terra, com a obrigagdo de pagar por ano certo tributo. Que se a porgdo de
algum fosse diminuida pelo rio (Nilo), ele fosse procurar o rei e lhe
expusesse o que tinha acontecido a sua terra. Que ao mesmo tempo o rei
enviava medidores ao local e fazia medir a terra, a fim de saber de quanto
ela estava diminuida e de so fazer pagar o tributo conforme o que tivesée
ficado de terra. Eu creio que foi dai que nasceu a Geometria e que depois
ela passou aos gregos” (Apud CARACA, p. 3).

De fato, as primeiras consideragcbes que o homem fez a respeito da
geometria, parecem ter se originado de simples observagbes que surgem da
capacidade humana de reconhecer configuracbes fisicas, comparar formas e
tamanhos. O proprio fato de ter-se tido a necessidade de delimitar a terra levou a
nogdo de figuras geométricas simples, tais como retangulos, quadrados e
triangulos.

Por terem sido, estas figuras elementares, fruto de uma geometria de
observagao ou melhor, como foi caracterizada, “geometria do subconsciente”, é que
elas foram consideradas n&o s pelo seu valor pratico, utilitario, ou por seu valor
estético, mas também pelo seu papel heuristico. Poderiamos, aqui, ilustrar esta
questdo com as muitas demonstragdes do Teorema de Pitagoras, mas vamos

ressaltar uma delas, por se tratar de uma demonstragdo unicamente representada _



no registro figural : a demonstracdo hindu® do teorema de Pitagoras, que é

representada pela figura seguinte:

FIG.1- Figura Hindu

Este € um belo exemplo de demonstragdo, o qual se justifica apenas através
do registro figurativo, sem qualquer apelo ao registro discursivo. Naturalmente
transformagdes s&o feitas na figura: translagdes, rotagdes e simetrias, que servem
para justificar matematicamente os reagrupamentos operados nela. Sendo assim, o
importante nesta atividade de demonstracdo é reconhecer aquilo. que a figura
oferece, ou seja, é o papel heuristico da figura que estd sendo levado em
consideragéo. '

A geometria &, entdo, considerada como um instrumento para compreender,
descrever e interagir com o espaco no qual vivemos, mas cresceu gradualmente até
alcancar a dimensdo enorme que tem hoje, podendo assim, também ser
considerada como parte da Mateméatica, a mais intuitiva, concreta e ligada a

realidade. Mas n&o ¢ s0 isso que comporta a ela, para Weeler (1981, p. 352),

‘melhor do que o estudo do espaco, a geometria é a investigagcdo do
‘espaco intelectual” ja que, embora comece com a visdo, ela caminha em
diregdo ao pensamento, vai do que pode ser percebido para o que pode
ser concebido.” (Apud MACHADO, 1995, p. 53).

Desta forma, pode-se destacar dois aspectos principais do ensino e
aprendizagem da geometria: a visdo da geometria como ciéncia do espago e a visgo
da geometria como uma estrutura légica.

3 No capitulo 11l faremos uma maior analise desta demonstragéo.



A geometria, enquanto ciéncia do espago €, muitas vezes, desenvolvida nas
quatro seéries iniciais da escola, trabalhando-se mais a observacédo e a
representagéo. Por outro lado, para as séries mais avancadas é reservado o ensino
da geometria enguanto estrutura ldgica, raciocinio e sistematizacdo do
conhecimento geométrico. Porém, hd um consenso de que estes dois aspectos
estdo ligados, pois alguns niveis apreendidos na geometria do espaco sdo
essenciais & aprendizagem da geometria enquanto estrutura légica.

Mas, se encararmos a geometria como a ciéncia do espago em geral, muitas
questdes surgem, e de imediato, nesta pesquisa a respeito da visualizacéo.

Esta quest&o nos remete a pensar de que forma a visualizagcdo, considerada
como uma habilidade, pode ser desenvolvida, a fim de que auxilie no processo
ensino-aprendizagem da geometria. E, é claro, sera este o fio condutor de nossa

pesquisa.



1.2 A REAL SITUAGAO DO ENSINO DA GEOMETRIA

A geometria foi considerada, durante séculos, como indispensavel a
formagé&o intelectual dos individuos e ao desenvolvimento da capacidade de habitos
de raciocinios. Desde a antiguidade, desempenha um papel fundamental na
conquista de conhecimentos artisticos, cientificos e mateméticos, pela grande
importancia das imagens e sobretudo das figuras. Estas ndo eram consideradas sé
pelo seu valor pratico, utilitario, ou por seu valor estético, mas também pelo seu
papel heuristico.

Nos ultimos tempos, no Brasil, verificou-se um abandono do ensinoc da
geometria, cujas consequéncias vém se constituindo numa preocupagdo para os
educadores matematicos. Afinal, a auséncia do ensino de geometria pode estar
prejudicando a formagdo dos alunos, por priva-los da possibilidade do
desenvolvimento integral dos processos de pensamento necessarios a resolugéo de
problemas matematicos.

Um projeto de pesquisa esté sendo desenvolvido no Brasil, em cooperagéao
com a Franga, visando levantar questdes relativas ao ensino da Matematica de 1% e
2° graus. Este projeto, que tem como titulo “Programa de Pesquisa sobre o Ensino
da Matematica”, envolve professores do Departamento de Matematica da
Universidade Federal de Santa Catarina, bem como, professores de algumas
universidades da Franga, estabelecendo-se um verdadeiro intercambio de estudos
ligados ao ensino da Matematica.

Um dos objetivos deste projeto € o ensino de geometria. A primeira etapa,
dentro deste objetivo, € detectar a real situagéo do ensino de geometria. Para isto,
um questionario foi aplicado a 392 alunos em 18 classes. Também, foram realizadés
entrevistas com professores a fim de encontrar justificativas para os resultados

obtidos neste questionario. Este questionario foi organizado de maneira que os



alunos pudessem ser confrontados com alguns tipos de atividades. Estas atividades
foram planejadas em fungdo de dois critérios: que os conhecimentos mobilizados
déem relevancia a nogdes matematicas comuns e elementares, e que 0s
conhecimentos implicados pelas questdes déem relevancia a competéncias
heuristicas gerais, cuja aquisicéo parece indispensavel para a formacéo dos alunos.

Entdo, o que se pedia no questionario era, na verdade, distinguir formas
sobre uma figura e encontrar algumas relagbes entre elas. Desta maneira as
questbes ndo exigiam conhecimentos particulares ou especializados, e sim,
questbes habituais, sobre assuntos previstos no programa oficial de matematica do
12 e 2% graus.

Um dos problemas proposto neste questionario é o seguinte:

“Observe bem o desenho abaixo:

Complete cada frase escolhendo na lista seguinte a palavra que mais
convem: quadrado, cubo, retangulo, trapézio, paralelogramo,

paralelas, perpendiculares, tridngulo.
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a) Afigura ACDE @ um ........cccooeeeeeveeeiaeaann,
b)AsretasDCeEBSE0 ..........cccovveeveevca,
C)Asretas FDeDC S0 .............cccoeeeeeeeaaaan
d) A figura DCBE € UM .....ovooveeeeoreeee. “

Esta foi a primeira questdo proposta no questionario, com o interesse de
proporcionar aos alunos um aquecimento e esperando uma taxa de acerto de 90%,
ja que consistia apenas numa simples atividade de identificagéo de algumas figuras
planas. Mas, que ingenuidade a nossa!

Como esta atividade de identificagcdo de figuras planas elementares se faz
num. nivel de simples reconhecimento perceptivo ou de discriminagdo de
propriedades caracteristicas, é evidente que o erro de um unico item coloca em
duvida o valor de acerto, isoladamente, dos demais itens.

Isto é claro, poié reconhecer um trapézio e n&o reconhecer um parelogramo
nao pode significar a aquisicdo de um conhecimento matematico. De um ponto de
vista cognitivo, a identificagdoe de uma figura implica na sua discriminagédo em
relacdo a outras figuras e o seu reconhecimento em contextos variados.

Desta forma, parece razoavel considerar como aceitavel, para esta questao,
apenas o acerto aos quatro itens. Neste sentido, somente 149 alunos do 12 ano do
2° grau, Ou seja um pouco mais que a terca parte da amostragem testada,
significando uma taxa de 38%, estédo em condic,",c")es de identificar figuras planas.

Um outro problema* proposto neste questionario aos alunos, e que exigia

apenas a utilizagao da figura para resolvé-lo, é o seguinte :

4 Este problema, juntamente com a figura, foi retirado da tese de Ana MESQUITA,
1989, p. 39, para ser utilizado neste questionario que o projeto se prop6s realizar.

11



“Na figura, Al é a diagonal do retangulo ASIE.

Comparar as areas dos dois retangulos hachurados OURS e LUNE.
Assinale a resposta correta :
( ) OURS tem a maior area

( ) As duas areas sdo iguais
( ) LUNE tem a maior érea

Justifique sua resposta: “

Os resultados obtidos foram :

OURS =LUNE OURS > LUNE  LUNE > OURS auséncia de
resposta

212 (54%) 35 (9%) 57 (15%) 88 (22%)

Com estes resultados, constatou-se que a maioria dos alunos que optaram
pela alternativa “OURS = LUNE”, justificaram esta igualdade de areas fazendo
apenas uma operac¢do de recorte de um dos dois pedagos obtidos, recobrindo o
outro pedaco. Nas palavras de um aluno : “o retdngulo LUNE se dividido certo pode
formar o OURS e vice-versa’.

Este procedimento adotado pelos alunos é previlegiado pelo fato de que a
relacdo dos lados dos triangulos AIE e AIS, obtidos a partir da diagonal Al, estao
relacionados com a metade ou o dobro do retangulo considerado, LUNE ou OURS.
Porém, este ndo € uma procedimento interessante, mostrando apenas a pouca
produtividade que a figura tem para o nosso aluno.

Os Unicos procedimentos de resolugdo interessantes deste problema sao
aqueles que encontram sub-figuras na figura inicial, e utilizam estas sub-figuras sem
recorte, movimentando-as, a fim de encontrar a solugédo do problema a partir da
visualizacdo desta figura como um todo. Isto, sim, mostraria a competéncia

heuristica do aluno diante do problema proposto.
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Numa anélise geral dos resultados obtidos de todas as questdes propostas
no questionario, verificou-se haver um predominio da auséncia de respostas (mais
de 50%) sobre as respostas dadas (corretas ou erradas). Este predominio pode
indicar que parte da geometria ndo é ensinada nestas classes, ou talvez ensinada .
de forma inadequada, j4 que o que se revela ndo é tanto a auséncia dos
conhecimentos que s&o julgados indispensaveis num curriculo de matematica, mas,

sim, a ndo aquisi¢do do sentido destes conhecimentos.

A segunda etapa do projeto diz respeito & formagdo de professores. Desta
forma se faz necessario repensarmos o papel da geometria nos curriculos atuais e
entdo pesquisarmos meios que possam resgata-la de forma adequada para a

formagao do futuro cidaddo.
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1.3 O REGISTRO FIGURATIVO: OBJETO DE AUXILIO, MAS TAMBEM DE
ESTUDO

Na nossa realidade escolar, o ensino de geometria ndo tem sido considerado
como um forte aliado para o desenvolvimento das nogdes espaciais, tao pouco para
o desenvolvimento das estruturas logicas do pensamento. Em geral, em nossas
escolas, 0 ensino de geometria fica limitado ao aprendizado de nomes de figuras,
férmulas, notacées e, raramente, algumas demonstragées .

MESQUITA, (1989, p. 3), focaliza a geometria da seguinte maneira:

“A geometria é um dominio da matematica  no qual fazemos
permanentemente um apelo a trés registros:

- registro figurativo, ligado ao sistema perceptivo visual, com leis de
organizagdo préprias a este sistema;

- registro da lingua natural, com possibilidades de descricdo e de
explicagdo do estatuto dos enunciados;

- registro da lingua simbdlica, com possibilidades préprias de escrita e

de recurso a formulas.”

Mas o professor, que de alguma forma procura ensinar a geometria, n&o tem
muito interesse em oferecer ao seu aluno a possibilidade de raciocinar nos varios
registros®, talvez por ele mesmo desconhecer estes varios registros que envolvem a
geometria. Na maior parte, trabalha-se somente no registro da lingua natural ou no

registro da linguagem simbélica, n&o se dando o devido valor ao registro figurativo.

5Registro aqui é usado para designar os diferentes sistemas semidticos que podem ser
utilizados para apresentar uma informagdo ou para objetivar uma representagdo mental.
Assim, toda troca de registro compreende uma reorganizagdo completa da forma como um
conhecimento é apresentado ou objetivado num registro; ou seja, n3o sd0 0S Mesmos
aspectos que aparecem e que devem ser levados em consideragao.
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Porém, as informacdes retiradas de um registro figurativo nos permitem
apreender com mais facilidade a situagdo do que o simples enunciado,
possibilitando-nos analisar a situagdo em conjunto, explorar diferentes aspectos e
até antecipar o resultado de um problema geometrico.

E neste sentido que POLYA, 1994, p. 83 a 55, em seu livro “A Arte de
resolver problemas”, chama a ateng@o para a utilizagéo de figuras na resolucao de
problemas, considerando-as ndo como objetos sem “vida” e, sim, como importante

auxilio para problemas de todos os tipos. Isto ele explica porque:

- uma figura pode estar na nossa imaginagdo ou pode ser desenhada;
dependendo da situagdo, & mais facil imagina-la, mas se tivermos que examinar

muitos detalhes, é preferivel desenha-la;

- as figuras planas sdao faceis de desenhar, podem ser construidas

cuidadosamente a mao livre e com rapidez;

- podemos tratar, separar e recombinar todos os detalhes oferecidos no
problema com o uso de uma figura; através da figura € muito mais facil analisar
todos os detalhes oferecidos pelo problema, uma vez que é muito mais dificil

imaginar todos os detalhes simultaneamente.

Mesmo sendo as figuras consideradas como um auxilio, poucos séo 0s
professores que buscam em seus alunos, e de modo consciente, a capacidade de
representar. Em sua maioria, aqueles que utilizam alguma representagcdo em
geometria na resolugdo de problemas (as figuras geométricas por exemplo),
consideram natural para o aluno a visualizagéo espacial e mais, a visualizagéo da

solucdo do problema naquela figura.
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Bem, as figuras planas nos sdo particularmente familiares e os problemas de
Geometria Plana, especialmente acessiveis; contudo, analisar a situagdo e
encontrar a solugcdo do problema, nem sempre é percebido pelos alunos.

Para compreender claramente o problema n&o basta olhar simplesmente
uma figura; é preciso considerar cada parte, cada dado da figura, olha-los
separadamente, em seguida reunir 0 que convém, considerando-o como um todo,
procurando ver simultaneamente as varias conexdes exigidas no problema. Quer
dizer, a exploragéo visual de uma figura exige muito mais do que a identificagéo de
sub-figuras que parecem ser impostas imediatamente ao primeiro olhar, € preciso
focalizar o olhar sobre outros dados que ndo séo vistos imediatamente.

Na verdade uma figura geométrica pode ser interpretada de véarias maneiras,
ea percep¢éo intervém na construcdo de uma destas interpretagdes, principalmente
quando o leitor (da figura) ndo dispbe de outros conhecimentos que lhe permitam
ultrapassar esta primeira leitura perceptiva da figura. Assim, pode-se mostrar que 0s
aspectos perceptivos da figura podem favorecer ou, ao contrario, dificultar a leitura
geométrica de uma figura pelos alunos (Duval, 1988). |

O papel da percepgao deveria entdo ser analisado, no ensino de geometria;

“é preciso, pois, distinguir ao lado da percepgdo pura e essencialmente
receptiva, tal como a que resulta de uma centralizagdo dada, uma
“atividade perceptiva” que comega com as mudangas de centralizagéo (ou
descentralizacdo) e que consiste em comparagdes, transposigses,

antecipagbes, etc.” (PIAGET & INHELDER, 1993, p. 31).

Isto introduz, naturalmente, a idéia que a apreensdo de uma figura
geométrica ndo pode ser pura e simplesmente uma apreensao perceptiva. De fato, a
utilizacdo de uma figura em geometria envolve trés outras apreensdes diferentes,

cada uma reorganizando, de uma maneira especifica, a gestalt percebida: a
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apreensio discursiva, a apreensdo seqiiencial e a apreensao operatoria
(DUVAL, 1994).

Assim, o papel das figuras no ensino de geometria, bem como O
funcionamento de uma figura geométrica, deve ser motivo de atengdo e de estudo,
pois, na realidade, para muitos alunos, a figura assume um papel insignificante nas

resolucdes matematicas, elas nao tém funcionado como uma ferramenta heuristica.
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1.4 AS PESQUISAS DESENVOLVIDAS SOBRE O REGISTRO FIGURAL

No ensino de geometria se reconhece que as figuras tém um suporte intuitivo
e desempenham um papel heuristico. Mas a intuicdo heuristica que da uma figura
geometrica depende de percepcdes distintas, as quais sdo motivos para estudos e
pesquisas, no sentido de que “pode-se melhor aprender a ler uma figura como
pode-se aprender a ler um texto, ou mais sutimente uma radiografia”. (Mesquita,
1989. p.168).

Dentro desta perspectiva, destacamos, basicamente, duas pesquisas:

Ana Maria JORGE LOBO DE MESQUITA, 1989 - O aspecto central de seu
trabalho esta destinado & importancia dos aspectos figurativos e a sua influéncia
nos comportamentos heuristicos e argumentativos dos alunos. Trabalha com a
geometria ligada a trés registros: figurativo, linguagem natural e linguagem
simbélica, os quais, as vezes interagem ou se opdem. Propde uma sequéncia de
atividades a alunos, em que ocorre a confrontagdo destes registros, por um lado, e,
por outro a pregnancia do registro figurativo. Conclui que a maneira como o aluno
resolve o exercicio esta ligada a fatores tais como: o tipo de questéo, a existéncia
ou nao de obstaculos heuristicos, o tipo de apreensao que a figura exige, o estatuto‘
da figura. Diz mais, que a forma de discurso pode ser mais facil se algumas destas
caracteristicas, o obstaculo heuristico por exemplo, ndo estiverem presentes.

Tudo isto nos sugere que uma continuidade destes estudos se faz
necesséria, principalmente quanto a produtividade heuristica desempenhada por

uma figura, a qual exige muito mais que o esfor¢o perceptivo do aluno.

Virginia PADILLA SANCHEZ, 1992 - Revalorizou o uso das figuras no ensino
de Geometria, mostrando, em sua pesquisa, a importancia de uma aprendizagem

dos diferentes tratamentos figurais que dao as figuras o seu papel heuristico. Tal
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aprendizagem fica envolta num estudo sobre os fatores que influenciam a
visibilidade de uma operacgéo figural (a reconfiguragéo). |

A visualizacdo em sua pesquisa, é considerada como fundamental para a
cognicdo humana, além de ser uma questdo de muita complexidade e que deveria

ser mais bem estudada. Conforme suas palavras,

“Existem diferentes pesquisas que experimentam fazer utilizar as
possibilidades heuristicas do registro figural. Elas insistem na importancia
da ” visualizagdo “ - Mas elas ndo apresentam analises precisas sobre a
especificidade dos diferentes tratamentos figurais subjacentes a
“visualizacd0” e sobre os fatores que, ou os favorecem ou oS inibem,

segundo as situagdes” (PADILLA, 1992, p. 42).

Existe mesmo uma concordancia entre os educadores matematicos e
pesquisadores de que a visualizagdo & importante porque ela amplia uma viséo
intuitiva e global e a compreensao de muitas areas da Matematica.

Como a geometria inclui muitos elementos visuais, muito tem sido escrito e
realizado em teoria e pesquisas sobre a interrelagcdo entre a visualizagdo e a
aprendizagem da geometria. Mas, poucos sdo os estudos que consideram a
visualizagdo como uma habilidade que pode ser desenvolvida, e ainda, o qué ou

quais atividades conduziriam a um tal desenvolvimento.
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1.5 ENTENDENDO MELHOR O PROBLEMA

A partir dos resultados encontrados com a realizagéo do projeto “Programa
- de Pesquisa sobre o Ensino de Matematica’”, numa parceria com CAPES/
COFECUB, envolvendo Brasil e Franga, podemos confirmar o pouco caso que €
dado ao ensino de geometria em nossas escolas.

Os problemas que foram propostos aos alunos, e principalmente aqueles que
podiam ter solugo utilizando-se unicamente os dados que a figura oferece, mostrou
que, para nossos alunos, e alunos de 2° grau, a figura assume um papel
insignificante nas resolugdes mateméticas, ou seja, ela ndo tem funcionado como
uma ferramenta heuristica. Na verdade, para eles, as figuras ndo passam de objetos
“mortos”, os quais nada realmente podem contribuir na resolugéo de problemas.
Mas é necessario, entdo, fazer algo, tornar “vivas” estas imagens que decorrem de
um texto, para que elas assim estimulem o aluno, e este por sua vez consiga chegar
a resolugdo do problema dado.

Na realidade, precisamos é tomar consciéncia da importancia do papel da
figura no ensino da geometria, e além disso entender que o registro figurativo
levanta muitas outras questdes, que ndo sé o aspecto perceptivo. Nas palavras de

Duval (1994)

“H4, de fato, um tratamento figural heuristico que é independente das
atividades de construcdo e que independente de toda atividade de
raciocinio, sem 0 que o recurso ao registro das figuras seria somente
uma astlicia para apresentar o desenvolvimento de um raciocinio sob
uma forma supostamente mais imediatamente acessivel. Ora, o
tratamento figural se revela pouco evidente e muito dificil para enganar

muitos alunos. “Vé-se ou ndo vé-se”, como dizem, em um tom
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debochado, os alunos que se saem bem e, em um tom resignado,

aqueles que ndo se saem bem.” (DUVAL, 1994, p. 136 ).

Existem pesquisas que tém valorizado o registro figurativo em geometria,
trazendo contribuicbes para o ensino, e principalmente abrindo caminhos e
mostrando que utilizar uma figura exige muito mais que uma simples olhada, a
olhada panoréamica, e que ao contrério, exige, sim, uma aprendizagem de leitura da
figura. Mas elas ndo tém direcionado seus esforgos e nem se aprofundado para a

questao da visualizagao, e em particular como a propria PADILLA SANCHEZ diz:

*O que chamamos de visualizagéo, e cujo papel é fundamental para a
cognicdo humana, ndo é uma questdo constante e evidente. E sobretudo
uma questdo de tratamento, cuja complexidade escondida deve ser

descrita” (PADILLA SANCHEZ, 1992, p. 189).

Virginia Padilla Sanchez, que em sua tese evidenciou a importancia de uma
aquisicéo de tratamentos puramente figurais para a aprendizagem de calculo de

areas de figuras planas, diz ainda que

“E preciso também, e este ponto é essencial, empreender estudos mais
precisos para determinar a influéncia de cada um dos fatores de
visibilidade e de complexidade que nés distinguimos” (PADILLA

SANCHEZ, 1992, p. 189).

Neste sentido, como professores e como pesquisadores, buscamos encontrar
atividades que auxiliem o efetivo amadurecimento destas questdes, levando-se em
consideracdo a possibilidade de um desenvolvimento das habilidades visuais,

através de uma aprendizagem efetiva de leitura de figuras geométricas.
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O objetivo desta pesquisa &, entéo, desenvolver uma seqléncia didatica, em
que serdo trabalhadas atividades de geometria elementar que podem ser resolvidas
através de figuras geométricas. Estas figuras seréo escolhidas de maneira que
oferecam uma variabilidade de fatores que auxiliem ou que inibam a resolug&o do
problema dado, além de possibilitarem que a figura seja modificada de varias
maneiras.

Porém & bom esclarecer que a finalidade desta seqiiéncia ndo é trabalhar
um conhecimento matematico especifico, como unidades de medidas,
perimetro ou calculo de area, mas através de um conhecimento matematico
levar o aluno a adquirir uma capacidade de visualiza¢ao.

Contudo, surgem algumas indagagdes a respeito da utilizagdo de uma figura,
que, alias, sdo problemas paradoxais do ensino de geometria elementar.

Uma delas é que utilizamos figuras como um objeto de ajuda para
compreender melhor a linguagem empregada no enunciado de um problema dado,
mas isto se faz com a idéia de que basta olhar simplesmente para a figura e, assim,
encontrar a solugdo do problema. Neste caso a figura é considerada como sendo
um dado intuitivo que se basta por ela mesma.

Outra é que, permanecer na primeira olhada de uma figura impede, muitas
vezes, que focalizemos nossa atengdo em outras partes dela, tornando-nos
incapazes de discernir elementos de solugdo possiveis para o problema dado.

Mas a verdade é que a grande maioria dos alunos tem dificuldade em utilizar
figuras como um auxilio na resolugdo de problemas, principaimente no sentido de
olha-las com uma maior profundidade, ou seja, com um olhar matematico.

Além disso, existe uma outra questao que envolve a utilizagao de figuras na
resolucdo de problemas, e esta pode ser colocada da seguinte maneira: mesmo

sabendo que as figuras auxiliam na resolucdo de um problema, porque, as vezes,

elas ndo tém realmente desempenhado este papel?
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Para resolver todas estas indagagbes é preciso responder trés tipos de

questdes:

1) quais sdo as operagdes especificas ao registro das figuras e que permitem

as figuras ser uma ajuda heuristica?

2) porque as figuras nio funcionam sempre como uma ajuda heuristica?

3) a organizagao de seqiiéncias didaticas permitem aos alunos compreender

o funcionamento das figuras n3o s6 em uma dada situa¢do matematica, mas

em situagdes matematicas diferentes?
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1.6 TENTANDO RESOLVER NOSSO PROBLEMA

A fim de responder as questdes levantadas anteriormente e buscar solugdes
para nosso problema, nés nos apoiamos em nosso referencial teério, bem como na
propria relagdo teoria/pratica. Esta relacdo sera possivel, uma vez que este trabalho
de pesquisa tem por objetivo o desenvolvimento de uma sequéncia didatica.

A resposta para a primeira questdo, nés vamos buscar na Psicologia ‘da
Gestalt e na Teoria das Apreensdes de DUVAL, sobretudo na apreens&o
operatéria.

Para a questdo dois, buscamos auxilio nos trabalhos de tese de Ana Maria
Jorge Lobo de MESQUITA e Virginia Padilla SANCHEZ. Reservando-se, aqui, 0
direito ao pesquisador de analisar junto aos seus alunos as causas desta
problematica.

Este trabalho, se apoiando no estudo das respostas das questées um e dois,
ird se concentrar na questdo trés. Entdo, proporemos tarefas a alunos sobre
algumas situagdes matematicas variando as figuras colocando e os fatores que

facilitam ou que inibem o tratamento puramente figural.
Surge, entdo, nossa hipotese:

Um trabalho que leva em conta os diferentes fatores que influenciam na
visibilidade de tratamentos puramente figurais deve capacitar os alunos a
utilizar heuristicamente as figuras dentro de diferentes situagdes matematicas.
E, ainda, auxilid-los a melhor compreender a matematica com o auxilio das

figuras.
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CAPITULO I

O FUNCIONAMENTO DE UMA FIGURA GEOMETRICA

INTRODUGAO

E comum ressaltar o papel intuitivo ou heuristico que as figuras tém na
representagcdo geométrica. Varios sdo os motivos que nos levam a crer que as
figuras s&o, de fato, um auxilio na resolugdo de problemas. Mesmo sendo as figuras
consideradas como um objeto de auxilio, porque, as vezes, elas nio passam de
objetos “mortos” sem nada contribuir ao nosso aluno na solugdo de um problema?

Porque a abordagem exclusivamente psicolégica da percepgdo das figuras,
aquela imediata, ndo da condicbes ao aluno de olhar a figura num nivel mais
profundo, com um olhar matematico.

Isto introduz, naturaimente, a idéia de que a apreensdo de uma figura
geométrica ndo pode ser pura e simplesmente uma apreenséo perceptiva. De fato,
Duval, 1988, distinguiu trés outras formas, autdnomas, de interpretacdo para uma
mesma figura: a apreens@o operatéria, a apreensio discursiva e a apreensao
seqiiéncial.

A explorag&o visual de uma figura exige muito mais que a percepgao isolada
de formas elementares, como um trago, um quadrado ou um circulo. E preciso
focalizar o olhar sobre outros dados que nao s&o impostos imediatamente ao olhar,
se apoiar na correspondéncia entre a visdo de uma sequéncia de sub-figuras
pertinentes e a organizaggo do discurso, possibilitando uma real exploragéo
heuristica da figura.

Entéo, neste capitulo, pretendemos analisar como uma figura pode
funcionar de maneira heuristica ¢ como analisa-la em relacado as suas

possibilidades heuristicas.
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Além disso, fatores ligados a produtividade heuristica da figura interferem na
visibilidade de um tratamento puramente figural. Assim, outra tarefa € responder
porque nem sempre uma figura tem um papel heuristico.

Todas estas questdes nos confirmam que “ver’ sobre uma figura requer um
aprendizado. Mesmo porque, quando vemos alguma coisa, algum objeto fisico,
pode-se ndo somente ter diferentes maneiras de dizer o que vemos, mas, este
objeto pode, também, ser visto de diferentes maneiras, ser visto diversamente.

( AUSTIN, 1971, p. 125 e 126).

O fato é que, dado um objeto, este pode ser organizado, perceptivamente, de
muitas maneiras. Portanto, € necessario também, um estudo que possibilite a
compreensdo de como acontece a organizagao perceptiva das figuras.

Através deste estudo poderemos notar que a leitura de uma figura geométrica
ndo advém de uma atividade matematica. Os tratamentos figurais parecem levantar
leis de organizagéo da percepcao visual, as quais merecem uma analise semidtica®
concernente a determinagao de unidades de base que constituem o registro figural,
a possibilidade de articulagdo destas unidades na figura e, ainda, a modificagéo de

uma figura inicial numa outra figura para fins heuristicos.

¢ Semantica relativa ao estudo das relagdes entre sinais e simbolos, e daquilo que eles
representam.

26



2.1- A ORGANIZAGAO PERCEPTIVA DAS FIGURAS

A teoria da Gestalt” é, por um lado, uma filosofia e, por outro, uma psicologia.
De um lado ela introduz as nogdes de forma ou de estrutura na interpretagéo do
mundo fisico, assim como do mundo biolégico e mental. Por outro, ela aplica estas
mesmas nogdes no dominio especial da psicologia, em problemas precisos e
concretos. Ela € dedicada, sobretudo, ao estudo da percepcdo, da aprendizagem e
solucdo de problemas, vendo estes elementos como algo determinado pela
realidade do campo visto como um todo.

O que nos interessa, aqui neste trabalho, é a investigacdo dos fatores
perceptivos e intelectuais que tém intervencéo nas situagbes de organizagéo® da
percepgdo visual, ou melhor, dos principios que regem os modos como os olhos
percebem os objetos no espago. De fato, encontramos estes fatores nos trabalhos
com que a Escola Gestaltiana renovou os estudos sobre a percepgdo e sobre o

pensamento.
Os principios da organizag¢ao da percepgao

Uma figura é uma organizagdo de elementos®, de um campo perceptivo nao

homogéneo, que constitui um todo que se destaca do conjunto deste campo.

O fato de podermos distinguir uma figura depende da existéncia de um

contorno'® que separa a figura de um fundo.

TA palavra Gestalt é traduzida como “configuragéo” ou “forma”, porém é preciso entender que estas
palavras nao expressam o sentido verdadeiro que os fundadores da teoria quiseram dar-lhe. Neste
sentido, é bom deixar claro que ndo é que um objeto tenha uma forma, mas que ele é uma forma, e
mais, a palavra Gestalt ndo é somente aplicada a configuragées geomeétricas, ela também & sinénimo
de estrutura, organizagéo.

8 0 termo “organizag@o” é usado tanto para designar o processo de organizar o padrdo de estimulo
quanto para indicar o resultado desse processo, isto €, o percepto especifico que se obtem.

9 Estes elementos podem ser pontos, tragos ou zonas. Os pontos e os tragos caracterizam-se
respectivamente, por seu aspecto discreto ou continuo. As zonas caracterizam-se por sua forma, ou
seja, seu contorno.

10 0 contorno tem a fungdo de dar & figura a forma distintiva. Ele é percebido como “pertencente” a
figura, e ndo ao fundo. Neste trabalho, o contorno desempenha um papel importante por apresentar a
caracteristica de mutabilidade, quer dizer, na inversao figura-fundo, o contorno passa de uma figura
para outra, e a aparéncia deste se transforma acentuadamente. E esta caracteristica que, as vezes,
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Quando olhamos para as partes de um campo diferenciado, o contorno divide
o estimulo no olho em duas regides. A forma de ambas as regides n&o pode ser
simultaneamente observada: s uma ou outra sera vista. O lado cuja forma ¢é visivel,
ou seja, que se salienta do resto, € chamado de figura.

Como a maioria das percepgdes é de padrdes complexos de estimulos e n&o
de figuras unicas em fundos homogéneos, a analise do agrupamento perceptual, ou
seja, a organizagdo perceptual de uma figura, € parte importante neste nosso
estudo.

Todos os padrdes de estimulos podem provocar um numero muito grande de
organizacdes perceptuais. Os estimulos sdo organizados a fim de satisfazerem ao
critério da boa figura'!.

A Psicologia da Gestalt apresentou certo numero de importantes “principios
da organizacdo perceptual’, baseados no estudo experimental da natureza
organizada da percépgéo, e que foram demonstrados com desenhos de pontos e
linhas semelhantes, conforme apresentamos a seguir: |

Agrupamento por proximidade: elementos proximos no tempo € no espago
tendem a ser percebidos juntos.

faz com que a reunido de partes seja dificil, tal como ocorre com as pecgas de um quebra-cabegas de
armar, que parecem muito diferentes e ndo sdo facilmente encaixadas, embora tenham contornos
iguais.

Para saber mais sobre a funcionabilidade do contorno de uma figura, leia KRECH e CRUTCHFIELD,
1971, p. 102 e103.

11 "Boa figura” é aquela que tende a ser mais continua, mais simétrica, mais fechada, mais
unificada.Porém, o que pode ser uma boa figura para um individuo, pode nédo ser para outro. E isto
pode refletir o importante papel da aprendizagem e da experiéncia passada, na génese da boa figura.
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Agrupamento por semelhanga: elementos que tenham caracteristicas em comum,

quer dizer, maior semelhancga, seja pela cor, tamanho,efc., tendem a se agrupar.

o ® 08
O ® 0@
O 8 0e
0O ® 0 e

Agrupamento por boa continuidade: a tendéncia dos elementos para acompanhar
outros, de maneira a permitir a continuidade de uma linha, de uma curva, de um

movimento, numa dire¢do ja estabelecida.

m

~ Agrupamento por fechamento: a fendéncia dos elementos de se agrupar de

maneira a constituir uma figura total mais fechada ou mais completa.

Agrupamento por simetria: a preferéncia pelo agrupamento que leve a todos

simétricos ou equilibrados, e ndo a todos assimétricos.

A série seguinte de figuras'? ilustra como estes principios interferem na

visualizagao de figuras que utilizamos em geometria.

12 Estas figuras foram retiradas do artigo de Duval, p. 123, 1994.
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FIG. 2 - A série das figuras de a1-a3 ilustra o papel da lei de
simetria na organizagdo de uma forma em 2D ou em 3D.
Quanto mais simétrica é a figura, mais dificil sera a
identificagdo desta em 3D.

A série das figuras b1-b3 ilustra o papel da lei de fechamento

e a importéncia do contorno na identificagdo de uma forma.
Basta notar como é mais dificil identificar b2 do que b1 na
figura b3, principalmente se elas ndo so vistas em conjunto e
ndo podem ser comparadas.

Estes principios, que determinam o estabelecimento da organizagéo
perceptual, conduzem a formagéo de todos constituidos de partes.
Segundo GUILLAUME, 1937:

“A figura se destaca do fundo indiferenciado que a envolve, mas ela
possui também uma organizagédo interior. Esta pode ser extremamente
simples, um circulo de cor homogénea e diferente daquela do fundo nédo
tem verdadeiras partes distintas. Quando a figura é mais complicada, ela’
fica uma unidade, um todo, mas um todo articulado, composto de partes
ou membros que s&o unidades secundarias, tendo, mesmo numa .

percepcdo global, ndo analitica, uma existéncia psicoldgica real; séo



fragmentos divididos arbitrariamente, mas sua existéncia e seus limites
naturais sdo dados como aqueles do todo e com eles”
(GUILLAUME, 1937, p.67).

Esses todos e essas partes possuem qualidades perceptuais, de maneira
que, “as propriedades de um todo ndo podem ser consideradas apenas como uma
soma das propriedades separadas” (KRECH e CRUTCHFIELD, 1971, p. 108). E
ainda, “as propriedades dos todos dependem, até certo ponto, da natureza de seus
elementos constituintes, também as propriedades das partes dependem da natureza
do todo” ( Idem, p. 108).

Tudo isto explica a tendéncia que temos, ao olhar uma figura, de identificar
ou reconhecer imediatamente uma forma em 2D ou 3D, seja no espago ou no plano,
_pois este reconhecimento imediato se faz em funcdo das leis gestalticas de

organizagéo da percepgéo.

Trata-se da apreenséao imediata e espontanea, a apreensé&o perceptiva.

Esta forma de apreensdo esta ligada diretamente as leis gestalticas da
organizagdo da percepgdo e, em particular, as figuras geométricas, a lei de
fechamento e continuidade. “Esta lei de fechamento e de continuidade tem grande
importancia nas figuras que habitualmente s&o apresentadas aos alunos. Por um
Jado ela provoca uma certa resisténcia ao esquecimento da forma que aparece em
favor dos tragos organizados em uma forma percebida (ou somente de alguns
tracos); por outro, ela exclui outras reorganizagcbes menos simples e impede assim
ver outras formas” ( Duval, 1988, p. 59).

Assim, ao considerarmos as figuras geometricas na resolugdo de problemas,
nao basta esta apreensdo imediata, pois esta depende somente das constatagdes
vistas de uma forma mais geral, panoramica, 0 que nao permite levar em conta o0s
diferentes funcionamentos da figura. Para que realmente a figura desempenhe o

seu papel heuristico é preciso olha-la com um olhar mais profundo.
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2.2- FIGURA GEOMETRICA: como uma figura adquire um estatuto de figura

geomeétrica.
Uma figura adquire um estatuto de figura geométrica quando:

1°) é olhada em relagdo a uma denominacao (seja um...) ou em relagcdo a uma
hipétese (as retas s&o paralelas...).

Neste caso trata-se de uma apreensao discursiva.

Segundo Duval, 1994, a apreensao discursiva de uma figura “corresponde a
uma explicitagdo de outras propriedades mateméticas de uma figura como aquelas
indicadas pela legenda ou pelas hipoteses” ( DUVAL, 1994, p. 124).

Na verdade, as propriedades matematicas que garantem as figuras o seu
estatuto de figura geométrica estio explicitadas, de alguma forma, no enunciado do
problema e ndo vistas simplesmente na figura. Assim, a figura é olhada a partir
daquilo que é dado no enunciado.

Isto supde uma subordinacdo da apreensao perceptiva & apreensio
discursiva, pois uma mesma figura do ponto de vista perceptivo pode ser uma figura

geomeétrica diferente se as hipéteses dadas no enunciado forem modificadas.
2°) é construida a partir das ordens de construcao.
Trata-se da apreensao seqiiencial.

Numa tarefa de construgdo as figuras possuem uma certa autonomia em
relagéo ao discurso, quer dizer, aquilo que € dito no enunciado, as hipéteses, nao
tem interferéncia nesta atividade, tornando a figura de certa forma independente.

A fung&o da apreensio sequiencial de uma figura &, portanto, de reprodugao
da figura e, neste caso, a apreensio perceptiva funciona apenas como um controle,
um termometro, para determinar se a construgéo da figura é coerente.
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Mas a atividade de construgéo de uma figura imp&e certas limitagbes que sdo
proprias a cada figura e que sé mudam em fungéo do instrumento utilizado, tais
como a régua ou o compasso... . Estas limitagdes ndo séo sempre contornaveis por
aproximagdes sucessivas de um tracado, mas isto ndo modifica radicalmente a
figura, nem impede a realizagdo da construcdo da mesma. E, mesmo que a figura
seja uma figura inexata, segundo Polya 1994, p. 84, “ndo havers nenhum perigo se
nos concentrarmos nas conexdes Idgicas e percebermos que a figura é um objeto
de auxilio...”.
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2.3- O PAPEL HEURISTICO DE UMA FIGURA GEOMETRICA: como uma figura

pode funcionar de maneira heuristica.

O papel intuitivo e heuristico que as figuras tém na representagio geométrica
€ uma opinido comumente admitida. As figuras “permitem analisar uma situacdo em
conjunto, sdo um meio mais direto para explorar os diferentes aspectos, antecipar os
resultados e selecionar uma solugdo para o problema” (Duval, 1994, p. 121).

De fato, as figuras representam um auxilio na resolugédo de problemas. Mas,
para a maioria de nossos alunos elas n&o tem cumprido este papel. Confunde-se a
percep¢ao de formas elementares isoladas como um trago, um quadrado ou um
circulo com a percepgéo de figuras que ilustram situagbes geométricas e que, por
sua vez, sdo combinagdes destas formas elementares. Isto porque se trabalha com
as figuras somente numa abordagem exclusivamente psicolégica da percepcgéo,
aquela imediata, a qual n&o da condi¢des ao aluno de olhar a figura num nivel mais
profundo, com um olhar matematico.

E preciso, portanto, focalizar o olhar sobre outros dados que ndo sdo
impostos imediatamente ao olhar, € preciso se apoiar na correspondéncia entre a
visdo de uma sequéncia de sub-figuras pertinentes e a organizagdo do discurso,
possibilitando uma real exploragéo heuristica da figura.

A percepcdo das formas elementares da lugar a um reconhecimento
imediato: vé-se imediatamente. Mas, a percepgdo do conjunto destas formas nos .
leva a realizar muitas reconfiguragdes possiveis, de que nem sempre vemos todas,

e nem imediatamente.
Trata-se da apreensao operatdria da figura.

Segundo Duval, 1988, p. 62, esta forma de apreensao “é centrada sobre as |
modificagbes possiveis de uma figura inicial, e em seguida, sobre as reorganizagbes
perceptivas que estas modificagbes acarretam”. Ela permite dar um sentido
dindmico as caracteristicas da figura, podendo-se, assim, fazer manipulagdes, fisica

ou mental, sobre todo ou parte da figura.
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Como toda figura pode ser modificada de muitas maneiras, Duval, 1988,
distinguiu trés grandes tipos de modificagdo : a modificagdo meroldgica, otica e
posicional.

2.3.1- AS MODIFICAGOES DE UMA FIGURA

a) Modificacdo Merologica:

A modificagdo merologica consiste na divisdo de uma figura em partes, para
em seguida combina-las em uma outra figura. E uma modificagdo que mostra a
figura como um todo fracionado, ou seja, “ela se faz em fungdo da relagdo entre
parte e todo” ( Duval, 1988, p. 62).
Este fracionamento pode ser homogéneo ou heterogéneo.
No caso em que as partes obtidas tém a mesma forma que o todo, o
fracionamento € dito homogéneo, se nao, fala-se de um fracionamento néo-
homogéneo ( Duval, 1988, p. 62).

homogeneo heterogéneo homogéneo e heterogéneo

FIG. 3 - Note que na primeira figura as partes obtidas pelo
fracionamento tém a mesma forma que o todo: quadrados. Na
segunda figura, tém-se formas diferentes que aquela do todo:
triangulos. Ja, na terceira figura, podemos notar formas iguais
a do todo e formas diferentes: retangulos e quadrado.
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O fracionamento de uma figura, ou o exame desta a partir de suas partes
elementares permite a aplicag&o da operacgéo de reconfiguragao intermediaria.

Esta operag&o consiste na complementariedade de formas, ou seja, as partes
obtidas pelo fracionamento podem ser reagrupadas em sub-figuras incluidas na
figura inicial.

Assim, € esta operagdo que constitui a produtividade heuristica da figura.

A modificagdo meroldgica de uma figura nao ¢ Unica', além disso, ela pode
ser global ou analitica “global se ela é centrada sobre a divisdo de toda a figura
inicial, analitica se é centrada sobre as partes elementares desta figura® (Mesquita,
1989 a, p.11).

Por estar presente na iniciagdo do raciocinio geométrico, assim como na
ilustragdo de numerosos tratamentos matemaéticos relativos & comparagédo e ao
calculo de superficies, este tipo de modificagdo desempenha um papel importante

neste trabalho. E sobre este tipo de modificagcdo que iremos nos apoiar.

b) Modificacéo Otica :

Este tipo de modificagdo consiste em aumentar, diminuir ou deformar uma

figura. Ela transforma a figura em outra.
Utiliza-se este tipo de modificagdo para os problemas relativos a homotetia
ou a perspectiva. ’

c) Modificacao Posicional:

Consiste no deslocamento da figura no plano ou no deslocamento do plano
em relagdo ao plano fronto-paralelo. Trata-se, na maior parte das vezes, na
realizacgo de translagdes ou de rotagbes das figuras em relagdo aos eixos do
campo do qual a figura se destaca

Todas estas modificacGes apresentam duas caracteristicas essenciais, as

quais Duval, 1994, p. 127, definiu assim:

13 Mesquita, 1989 b, mostrou haver, sobre uma mesma figura, caminhos diferentes de modifica-la
para chegar a solugéo do problema.



1) Toda modificagdo de uma figura dada pode ser realizada sem recorrer a

teoremas ou a definicdes, nem mesmo a técnicas de construgao.

2) A modificagdo de uma figura dada s6 envolve as leis e os parametros que
determinam a organizacdo de uma figura. Pois toda figura & essencialmente
organizada por muitos elementos, estimulos, tracos... E, por um mesmo conjunto de

elementos, pode-se ter organizagdes diferentes, logo figuras visualmente diferentes.

Estas duas caracteristicas nos mostram a independéncia da apreensao
operatéria em relagdo a apreenséo discursiva e sequencial.

Por outro lado vé-se a proximidade entre a apreensdo operatoria e a
apreensao perceptiva. Mesmo se esta mobilizagdo néo se faz nos mesmos niveis de
tratamento, pois, num caso, o tratamento é automatico, isto é, imediato na escala do
controle consciente, no outro, o tratamento consiste em operagbes efetuadas
conscientemente, de maneira tateante, tomando um tempo que pode variar
consideravelmente. Contudo, todas as duas mobilizam as mesmas leis e os
mesmos parametros de organizagdo de elementos de uma figura que permitem
reconhecer um objeto em 2D ou em 3D.

A importancia de considerarmos estas modificagdes em nosso estudo, bem
como no processo ensino-aprendizagem, é que ao utilizar uma figura na resolugéo
de problemas, seja ela dada com o problema, ou que deve ser construida a partir
do enunciado do problema, “hé geralmente uma das modificagdes figurais possiveis
que mostra a idéia da solugdo ou da demonstragéo. E a modificagdo figural
heuristicamente pertinente”.

Isto nos explica como uma figura pode funcionar de maneira heuristica.
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2.3.2- OS CIRCUITOS DAS APREENSOES DE UMA FIGURA GEOMETRICA.

A complexidade cognitiva da geometria depende muito das figuras que
utilizamos na resolucdo dos problemas ( mesmo se elas s&o vistas mentalmente).
Como vimos anteriormente ndao ha uma, mas quatro apreensdes possiveis de
uma figura.

O esquema que vamos apresentar abaixo € um esquema proposto por
DUVAL, 1997, e que tem a finalidade de nos mostrar as articulagées e os circuitos

entre estas quatro apreensdes da figura.

FIGURA: ¢ uma organiza¢io ndo seqiiencial de elementos que se destaca de um campo.

E nesta organizagdo que funciona os elementos como um todo,
que adquire valor de forma ou de articulagio de muitas formas,
equeé interpretivel segundo as dimensdes 1,2 ¢ 3
i N\
Apreensdo  perceptiva \
fungdo identificagdio
k M

*

Apreensao  discursiva
funcdo: prova

)
/ FIGURA GEOMETRICA v,

Apreensdo  seqiiencial Apreensdo operatdria
fungdo:  modelo fungdo : heuristica

VAR

operagoes de operagbes  operagdes
modificagdo de modificagdo de modificagdo
meroldgica dptica de posi¢iio
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Deste esquema podemos observar que nenhuma apreensdo funciona
isoladamente, mas sim uma em fun¢&o da outra.

Para a aprendizagem da geometria o importante s&o as articulagbées e 0s
circuitos que se podem estabelecer entre estas apreensdes, assim sendo, 0 ensino
deveria dar condigées de diferencia-las, bem como proporcionar as seguintes
articulagdes entre elas:

1. a articulagdo entre apreensdo perceptiva e apreenséo discursiva
( para ter aquilo que chamamos de figura geometrica)

2. a articulagdo entre apreenséo discursiva e apreensdo sequencial

3. a articulagdo entre apreensdo perceptiva e apreensdo operatoria
( 0 que corresponde a visualizagdo, sendo que para visualizagdo ndo €é precisa a
mobilizacdo de teoremas ou proposigoes)

4. a articulagdo entre apreensdo operatdria e apreensdo discursiva
(esta articulagdo permite unir a heuristica e a prova)

Permanecer sem a aprendizagem destas articulagcdes é permanecer numa
aprendizagem de reprodug@o de passos, de aplicagdo de conhecimentos somente
em contextos particulares e locais, ndo possibilitando uma verdadeira compreensao
da geometria. _

Este trabalho se fixa na apreens&o operatéria por ter ela a fungéo heuristica,

dando-nos condigdes de explorar a visualizagao.
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2.4- A EXPLORAGAO DE UMA FIGURA GEOMETRICA: como analisar uma

figura em relagao as suas possibilidades heuristicas.

Para analisarmos uma figura geométrica quanto a suas possibilidades
heuristicas é preciso entender e determinar as unidades figurais elementares que
semioticamente constituem uma figura, bem como as sub-figuras que a compdem. E
sobre estas unidades figurais que realizamos tratamentos especificos, ou seja,
tratamentos figurais, e sobre elas é que podemos analisar as figuras.

E bem importante ndo confundirmos unidade figural com sub-figura:

- unidade figural é cada uma das formas de base nas quais toda figura pode ser
analisada,

- sub-figura é o resultado de uma divisdo da figura, que depende das necessidades
do problema dado. Elas podem constituir uma unidade figural ou uma combinag&o
de unidades figurais.

As unidades figuraisbelementares sao formas identificaveis que ndo podem
ser decompostas em formas mais simples, a menos que mudemos de dimensé&o,
nem podem ser distinguidas por critérios de tamanho. Baseando-se nestas
condicbes e, a fim de determinar as unidades figurais que, semioticamente,
constituem uma figura geométrica, Duval,1995, p. 175, reagrupou nossas variagdes

visuais em dois grandes grupos. O quadro seguinte tem 0 objetivo de mostrar como

ele fez isto:
12 grupo 2% grupo
Variacdes ligadas ao numero de Variagdes qualitativas
dimens&o
dimensdo | dimensado | dimens&o forma tamanho ou cor
Zero um dois orientacéo
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O cruzamento dos valores da variavel visual qualitativa com a variavel de
dimens&o permite, entdo, determinarmos os elementos constitutivos de uma figura:
as unidades figurais.

A fim de mostrar a heterogeneidade destas unidades figurais, e ainda
aquelas que s&o pertinentes ao registro das figuras geométricas, Duval , 1995, p.

177, faz a seguinte classificagdo e mostra como no quadro seguinte:

OBJETO VISIVEL
dimenséo 0 dimensao 1 dimenséo 2
(linha) (zona)
VAR /
forma forma forma forma
retilinea curva retilinea curva
/ \ aberta fechada aberta fechada
- — = o0
ponto reta, ou arco, angulo guadrado,
segmento de reta  curva triangulo

Analisando as figuras geométricas a partir destas unidades figurais que foram

classificadas, Duval, 1995, faz as seguintes constatagdes :

- “Uma figura geométrica & sempre uma configuragdo de pelo menos duas .
destas unidades figurais elementares” ( Duval, 1995, p. 178). 1

Quer dizer, entdo, que um quadrado com suas diagonais, uma reta € um

ponto marcado sobre esta reta ou ao redor desta reta, um circulo e seu centro, s&o
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configuragdes de duas unidades figurais elementares, formando, assim, uma figura
geométrica.

- “As unidades figurais elementares de dimens&o 2 (contorno fechado de uma
zona) sdo estudadas, em geometria, como configuragbes de unidades figurais de
dimensdo 1 ( forma “linha”)” ( ibid., p. 178).

Isto porque, quando se passa da representagéo figural ao discurso da lingua
natural, faz-se, automaticamente, uma mudanca de dimensao, pois “no registro das
figuras hé predominéncia perceptiva das unidades de dimenséo 2, enquanto que no
registro do discurso em lingua natural, onde sdo definidos os objetos representados
pela figura, hd predominancia das unidades de dimensdo 1 e 0”. ( ibid., p. 178 e
179).

- “Um mesmo “objeto” matemdético pode ser representado por unidades
figurais diferentes” (ibid., p. 179).

Por exemplo, o ponto. Ele pode ser representado por trés unidades figurais
diferentes : a comum, de dimens&o O, ou seja, um ponto simplesmente e as de
dimensé&o 2, como no caso da interseccéo de duas retas, ou semi-retas.

Estas constatacdes clareiam nosso pensamento a respeito de algumas das
dificuldades encontradas na aprendizagem da geometria, principalmente aquelas
encontradas na articulagdo do registro do discurso matematico com o das figuras
geometricas.

Contudo, esta questio nos remeteria a um outro trabalho, exigindo um maior
aprofundamento. Neste momento cabe-nos, somente, a compreens&o do
funcionamento e das possibilidades heuristicas do registro figurativo.

Mas, a exploragdo de uma figura geométrica, em fungdo de suas
possibilidades heuristicas, nos remete a uma sequéncia de sub-figuras, que deve |
ser mais bem compreendida.

A apreens&o operatdria, como ja vimos anteriormente, nos permite ver uma:
variedade de sub-figuras que n&o séo vistas imediatamente ao primeiro olhar. Estas
sub-figuras séo diferentes reorganizagbes que representam algumas ou todas as

unidades figurais elementares da figura inicial. Mas, mesmo que sejam diferentes,
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elas tém em comum as unidades figurais de dimensao 0, 1 ou 2, da figura inicial, por

isso pode-se formar sequéncias diferentes de sub-figuras.

Surge entdao um questionamento:

Como uma das seqiéncias de sub-figuras pode ser o caminho heuristico para a
resolugcdo do problema dado?

A resposta depende de dois pontos:
1) de fatores que permitem ver imediatamente a configuracdo pertinente ao

problema, ou, ao contrério, que tornam dificil a visibilidade desta configuracao.

2) da possibilidade de mudanga de registro.

Neste Ultimo caso o que ocorre é uma correspondéncia entre a figura e o
enunciado.

Devido & heterogeneidade dimensional das unidades figurais, “um vai e vem
constante entre unidades figurais de dimensées diferentes implica em saltos na
percepgdo da figura” ( Duval, 1995, p. 191), pois, a exploragéo heuristica das figuras
privilegia as unidades de dimens&o 2, sobre aquelas de dimens&o inferior; ja a
aplicagédo de definicbes ou teoremas, na sub-figura selecionada, privilegia as
unidades de dimensédo 1 e 0. '

Na resoluc&o de um problema de geometria, a articulagéo entre o discurso e
figura se faz necessario, e esta realiza-se em dois niveis de funcionamento: global e
local.

A articulagdo local se efetua no limite de um raciocinio, ela se apdia nas
unidades figurais de dimensdo 0 ou 1. Ja a articulagéo global é aquela que diz
respeito ao processo de resolugo de problemas: ela se apdia na correspondéncia
entre a visao de uma sequéncia de sub-figuras pertinentes a modificag&o da figura e
que conduz a solugdo do problema, e a organizacdo do discurso. Esta articulagdo
global & que constitui a esséncia da atividade geométrica possibilitando uma real

exploracéo heuristica da figura.

43



25- OS FATORES DE VISIBILIDADE DOS TRATAMENTOS PURAMENTE

FIGURAIS: porque uma figura nem sempre tem um papel heuristico.

Como vimos anteriormente, para uma figura dada num problema
determinado, ha muitas maneiras de modifica-la a fim de encontrar um caminho
heuristicamente pertinente que mostre a idéia da solugéo do problema. A cada um
destes tipos de modificagdes correspondem tratamentos especificos e operagdes
figurais especificas. Por exemplo: para a modificagdo merolégica, uma operacdo
que pode ser realizada € a operagdo de reconfiguracéo; para a modificagdo Optica,
a deformacé&o; para modificagdo posicional, a rotagéo. ‘

E a possibilidade da realizagdo destas operagdes figurais que garante a
produtividade heuristica das figuras. v .

Mas, nem sempre pode-se perceber, numa figura, a operacdo
heuristicamente pertinente. A visibilidade desta operagdo vai depender de
diferentes fatores que podem facilitar ou, ao contrario, dificultar a apreensdo
operatoria da figuras que conduz & solugéo do problema dado.

Sé&o estes fatores os responsaveis pelo fato de que nossos alunos véem ou
n&o véem a operagao figural que sugere a solugdo do problema.

Como esta pesquisa se limita ao estudo da operago de reconfiguragédo, uma
tarefa importante € levantar os fatores que intervém sobre esta operacéo, avaliando
o0 papel intuitivo das figura e analisando as dificuldades que eles podem acarretar
sobre estas figuras.

No capitulo seguinte faremos um estudo mais aprofundado sobre esta

operagao figural.
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CAPITULO Il

UMA OPERAGAO DE TRATAMENTO PURAMENTE FIGURAL: A OPERAGAO DE
RECONFIGURAGAO

INTRODUGAO

Devido as circunstancias de vida do homem que o levaram a reconhecer
configuragdes fisicas, comparar formas e tamanhos, a geometria deve mesmo ter se
iniciado em tempos muito remotos, na antiguidade, como relatam os autores que
escrevem sobre a histéria da Matematica.

A necessidade de delimitar a terra levou & nogao de figuras geométricas
simples, tais como retangulos, quadrados e triangulos. Mas, antes mesmo de
aparecerem 0s primeiros homens que colecionaram tais figuras e tentaram formular
principios fundamentais das artes construtivas, era o tragado na areia o Unico
metodo resolutivo dos problemas geométricos, levando o homem a desenvolver um
habito de ver e buscar nas imagens a solugcdo dos problemas. Desta forma, as
figuras eram consideradas sobretudo por seu valor heuristico.

Parece que as mais velhas demonstragcdes matemaéticas consistiam em dar
uma certeza apoiada no visivel, seria necessario ver concretamente, entdao os
antigos matematicos preocupavam-se apenas com as relagdes que podiam obter
geometricamente.

A seguinte ilustragao, retirada do livro Maravilhas da Matematica, Lancelot
Hogben , 1970, p. 70, nos comprova que meio milénio antes dos gregos, os

chineses ja haviam descoberto regras gerais importantissimas relativas as figuras,
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e que, talvez, a concepcdo de uma das proposi¢cdes mais importantes de todo o

campo da geometria, o teorema “pitagérico’, ndo tenha sido totalmente ocidental.

C

Fe. 19

O Lirro d¢ Chou Pes Suan King, er=ritc providvelmente cdrea de 40 4. C.. & st
¢28dg, pe.a tracugao oral, & uma fonts mz:le mais anugs que 8 descoberta, pelo geimstrs
g7tgs, do chamado Teorema de Pitigorze. isi0 &, que o quadrado de hipotezzia de
imingulo retingule é igual A& soms dos Ggz2irados dos cawetos. Este anlignissimo exesm.-
Far dé mosaico, de uwma velna ed:¢ao o Chou Pei, — reproduzido pa 1listéris éa
A3wmitics de Smith — demonstra s verztidade do teorema. Com um tridngulo ks
€im, como o eBf da figura, e trés ou:r iazgulos retingulos que ke 5,313 iguais
»odess formar o quadrade. Em s£guica, tracam-se dois retangulos iguzis a ea!lB, cals
€2 constitaido de dois tridnguios igusir a /%, Quando lermos o Capituio 4, apren
deremos & armar éste Quebra-cabecas ehizis, muile meros complicado, slis, que o do
Enciides. Para isto besia verificar que;

1 1
O tridngulo efB = — retingulo !B = —— Bf- eB.
2 2

Quadredo ABCD = quadrado efgh -~ 4 wizes o triangulo efB = e + 2Bf .3
Também o quadrads ABCD = Ef 4 e 4 2 BB,

Portanto: ef' 4+ 2Bf:eB = B + €B! + 2 Bf-¢B,

Logo: ef* = Bf1 4 B2,

Os chineses usavam um principio que era enunciado como “dada uma figura
geométrica, pode-se sempre fragmenta-la em varios pedacos, e se dispusermos os
pedagos de outra maneira diferente daquela que estava no inicio, obter-se-a, entao,

uma nova figura que tera sempre a mesma superficie que a primeira’. Na verdade,
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os matematicos chineses utilizavam um principio de invaridncia das areas e dos
volumes, e utilizavam as figuras como se fossem um quebra-cabega, onde as pegas
deste podiam ser manipuladas concretamente.

Tambéem a geometria de “Os Elementos” de Euclides é uma geometria das
figuras, onde as figuras planas séo encaradas segundo a forma e a grandeza, e
estas podem ser somadas, subtraidas, divididas ou até comparadas. Neste livro
encontram-se demonstracdes, apresentadas por Euclides, mas que ja eram
conhecidas por egipcios e sumerianos ha dois mil anos. Trata-se de demonstragdes
referentes a medicao de terras.

Ainda, em “Os Elementos”, mostra-se como se calcula a area de um
retdngulo, pela soma de uma trama de quadrados e, também, que qualquer
triangulo pode ser subdividido em dois tridngulos reténgulos, permitindo-se calcular
a area de qualquer triangulo. Esta técnica de Euclides é, na verdade, o método do
agrimensor. “Qualquer figura limitada por lados retos pode ser subdividida em
tridngulos” (Hogben,1970, p. 140).

\
A

AN

Yie. 3%
Sabendo caleu'ar & frea ds um i:idzpule qual : H
leutar .. tridngul quer, podemos medir a supsrficie de
tasiquer terrono, desde qQue limitajo per linbas reias. )

Em “A divisdo de figuras”, significativa obra de Euclides, ha uma colegéo de
proposigoes relativas a divisdo de configuragdes planas.

Tudo isto nos leva a crer que a possibilidade de raciocinios através do
registro figural é tarefa muito antiga. Uma figura era decomposta em muitas outras
sub-figuras e naturalmente transformagées eram realizadas, tais como translagdes,

rotacdes e simetrias, que permitiam a comparagao de areas e a transposi¢io de
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elementos. Esta atividade, denominada operagdo de reconfiguracdo, € uma
operagdo que pode ser efetuada visivelmente, pois ela pode sempre ser
materializada ou expressa num registro das representagdes figurais, conservando a
area da superficie onde ela se aplica, isto &, a drea € um invariante sob a operagéo
de reconfiguracdo. Esta propriedade permitiu a opera¢do de reconfiguracéo
desempenhar um papel heuristico importante através da histéria da Matematica; ela
foi um suporte intuitivo na demonstragcéo de teoremas e na resolugdo de problemas.

Atualmente, nosso ensino deixa de lado esta fabulosa tarefa, apesar de que
no inicio da aprendizagem da geometria, os problemas que podem ser propostos
aos alunos, aqueles cuja resolugéo nao requer a utilizagdo de um corpus explicito
de definigbes de teoremas, repousa sobretudo no papel intuitivo de uma figura, ou

seja sobre a operagao de reconfiguragao.
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3.1- A OPERAGAO DE RECONFIGURAGAO

Toda figura pode ser modificada de muitas maneiras. Pode-se dividir as
unidades figurais elementares de dimens&o 2, que comp&em a figura, em outras
unidades figurais, homogéneas ou heterogéneas, igualmente de dimenséo 2. Num
fracionamento homogéneo, as partes obtidas tém a mesma forma que O todo,
enquanto que num fracionamento heterogéneo as partes obtidas nao tém. Estas
partes elementares, obtidas pelo fracionamento, podem ser recombinadas em
muitas sub-figuras, todas incluidas na figura inicial, modificando o contorno global
da figura, ou ndo (Duval, 1988, p. 64).

Pode-se também aumentar a figura ou diminui-la, desloca-la por translacéo
ou por rotagdo, etc. Estas modificagbes, que n&o s&o de mesma natureza,
levantam, cada uma delas, operagbes especificas que constituem a produtividade
heuristica das figuras (Duval, 1988, p. 62-63).

Aqui, examinaremos melhor a operagdo de reconfiguragéo, que € uma
operagdo de tratamento puramente figural e que diz respeito as modificagbes
merologicas. |

A reconfiguragio é a operagdo que consiste em reorganizar uma ou muitas
sub-figuras'4, diferentes de uma figura dada, em uma outra figura. Uma sub-figura
pode ser uma unidade figural elementar de dimensdo 2 ou um reagrupamento de
unidades figurais elementares, igualmente de dimensdo 2. Naturalmente, se for o
caso, pode-se aumentar o numero das partes da figura, fazendo um fracionamento
de suas unidades elementares de dimens&o 2. Desta forma a “ reconfiguragdo € um
tratamento que consiste na divisdo de uma figura em ‘sub-figuras, na sua
comparagdo, e no seu reagrupamento eventual em uma figura de um contorno
global diferente” (Duval, 1995, p. 185).

14 E importante n3o confundir “unidade figural elementar” e “sub-figura”. As unidades
figurais elementares sdo as unidades de base representativas que semiéticamente constituem
uma figura geométrica. As sub-figuras séo o resultado de uma divisdo da figura que depende
das necessidades de um problema proposto: elas podem ser uma unidade figural ou uma
combinagdo de unidades figurais.

Também é importante ndo confundir a figura inicial e a transformagao desta figura, a qual
é realizada pela aplicagdo de tratamentos figurais, através de um dos trés tipos de
modificagdes, para fins heuristicos. A figura inicial é a figura que se pode construir segundo 0s
dados do enunciado de um problema.

49



As modificagbes realizadas na figura, para fins heuristicos, podem ser feitas
graficamente, quando acrescentamos um ou mais tracos na figura inicial, ou
fisicamente, quando recortamos ou dobramos a figura inicial, ou até mesmo
mentalmente. O interesse no fracionamento de uma figura € que se tem a
possibilidade de realizar a operagao de reconfiguragdo.

Assim, a operacdo de reconfiguragdo € uma operagdo que pode ser
“apresentada na percepgao visivel’, pois ela pode sempre ser materializada ou
expressa num registro das repreéentac;ées figurais, conservando a area da
superficie sobre a qual ela se aplica: isto €, a area € um invariante sob a operagéo
de reconfiguragdo. Esta propriedade permitiu & operacdo de reconfiguracéo,
desempenhar um papel heuristico importante ao longo da histéria da Matematica;
ela foi um suporte intuitivo na demonstracdo de teoremas e nas resolugdes de
problemas (PADILLA, 1992, p. 12).

Portanto, esta operagdo permite engajar, imediatamente, tratamentos tais
como:

- a medida de areas por soma ou por subtracdo de partes elementares.
- colocar em evidéncia a equivaléncia de dois reagrupamentos intermediarios.

- a reconstituicdo da figura inicial em uma outra figura por deslocamento de
elementos (Padilla, 1992, p.9).

O recurso a operagdo de reconfiguragdo pode ser bem ilustrado num
exemplo. Seja uma figura formada por vinte quadradinhos. Pode-se decompd-la em
quatro pedagos superponiveis?
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Este problema pede explicitamente uma reconfiguracdo por conjunto. O
fracionamento da figura ja foi dado, podendo ser este um fator que auxilia na
execucdo do exercicio. Porém o reagrupamento pertinente das partes elementares
forma sub-figuras que ndo sdo convexas, e este pode ser um fator inibidor para
encontrar a reconfiguragdo pertinente.

De fato, este problema foi proposto por Padilla, a alunos de 11-13 anos, e
este fator, a ndo convexidade das sub-figuras, foi considerado como um obstaculo.
Além disso, foi constatado que os alunos gastam de 3 min a 10 min para resolvé-lo
(Padilla, 1990, p. 236-238).

Faz-se necessario, entéo, realizar um estudo sobre quais variaveis auxiliam
ou inibem a realizagéo da operagéo de reconfiguracdo, uma vez que a possibilidade
de uma aprendizagem de tratamentos puramente figurais tem permitido uma melhor
desenvoltura dos alunos em geometria (Padilla, 1990, p.188).

Consideramos entdo, que a operagdo de reconfiguragdo é importante, pois
através da pratica dos movimentos realizados na figura, aprimora-se a percepgéo e,

ainda, propicia-se um desenvolvimento de habilidades tais como a visualizag&o.
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3.2. AS VARIAVEIS QUE INTERFEREM NA VISUALIZAGAO DA OPERAGAO DE
RECONFIGURAGAO

O papel intuitivo de uma figura geométrica depende de muitos fatores. Estes
fatores podem desempenhar um papel facilitador, ou ao contrario, podem ocultar a
apreensdo operatéria que conduz a solucao do problema proposto. O fato de que os
alunos “véem’ rapidamente ou, “ndo véem’ a operagao figural que sugere um
tratamento matematico pertinente, depende destes fatores.

Para o caso especifico da operagdo de reconfiguragdo, levantamos quatro
grupos de variaveis que influenciam a visibilidade e a complexidade da aplicagéo da

operagao de reconfiguracéo.

1. Variaveis relativas a uma partigdo suporte, extrinseca as figuras ou as sub-

figuras a reconfigurar.
Para este grupo de variaveis, consideram-se as seguintes situagdes :

a)_um fundo constituido por um quadriculado regular de quadrados.

E o caso do seguinte exemplo:

Observe a figura hachurada.
Calcule sua area. Explique como voc€ a encontrou
Obs.: A 4rea de cada quadradinho do fundo quadriculado € 1 cm®.
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Neste exemplo o fundo deve ser projetado, pois as sub-figuras visualmente
percebidas se inscrevem num fundo regular de quadriculado.

Observamos que o suporte quadriculado é uma ajuda para a aplicacdo da
operagao de reconfiguragdo. De fato, como bem caracteriza Padilla, 1990, p. 243-
248, o fundo quadriculado leva o aluno a dois tipos de procedimentos: a
reconfiguracéo de pequenos quadrados e a reconfiguragéo da forma global em uma
outra forma global.

Mas, por outro lado, a existéncia de um fundo quadriculado pode ter um
efeito perturbador; ele pode induzir & leitura da figura em partes, apegando o leitor
a pontos muito particulares e levando-o a procedimentos de contagem para chegar
a solucéo do problema.

Ainda, este suporte pode viciar o leitor, que procura materializar um fundo
quadriculado em figuras que sdo apresentadas sem este, na tentativa de encontrar
a solugdo do problema através de procedimentos de contagem. No entanto, este
procedimento n&o é dos mais interessantes, ele leva o leitor numa busca incessante
da solugédo do problema.

b) um fundo constituido por faixas requlares de retangulos.

Este caso pode ser ilustrado com o seguinte exemplo:

ABCD € um quadrado dividido em partes iguais. Mostre que as areas
AMED, MEF e MBCF s3o iguais.

Podemos levantar as seguintes observagdes referentes a este primeiro grupo
de variaveis:



1) Elas favorecem a operacéo de reconfiguracdo.

2) Pode-se supor que um fundo regular quadriculado constitui um fator mais forte
para favorecer a reconfiguragdo que um fundo regular de faixas.

3) O fundo & dado ou, ao contrério, ele ndo é dado e deve ser projetado, pois as
sub-figuras visualmente percebidas se inscrevem num fundo regular de

quadriculado.

2. Variaveis relativas as unidades figurais elementares ou as sub-figuras a

considerar.

Para este grupo de variaveis sdo levantados os seguintes casos:

a)_As unidades figurais, ou as sub-figuras, a considerar para a reconfiguracio sio

dadas ou, ao contrario, deve-se efetuar uma particio.

Neste caso, tratamentos auxiliares sdo realizados na figura, ou seja, tracos
suplementares s&o acrescentados nela, a fim de identicar as sub-figuras que sao

pertinentes a reconfiguragéo. E o que podemos observar no exemplo seguinte:

A figura sombreada ¢ constituida de semi-circunferéncias e de
segmentos. Calcule sua area.
Explique como vocé a obteve:

Este € um fator que pode aumentar o grau de complexidade de visibilidade

quando se aplica a reconfiguragdo. Vai depender do numero de tragos que sera
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necessario acrescentar na figura, bem como das caracteristicas do contorno, pois,
fazer na figura tais tratamentos auxiliares e discernir quais sub-figuras sé&o
pertinentes para a reconfiguragdo exige que o aluno ja tenha percebido qual o

caminho a tomar para chegar a solugdo do problema.

b) As unidades figurais a considerar sdo pedacos de unidades figurais de dimensao

dois: quartos de circulo, semi-circulos, tridnqulos retanguios... .

Neste caso ha uma complementaridade das formas das unidades figurais, e

isto favorece a reconfiguracdo. Pode-se observar este caso no seguinte exemplo:

Observe a figura hachurada. Calcule sua area.

O contorno da figura representa uma ajuda para a aplicagéo da operagéo de
reconfiguracdo. A figura € ndo convexa, faltam-lhe metades de circulos, mas a
olhada gestaltica sobre a figura nos mostra onde se encontram as outras metades
para regularizar a figura.

A complementaridade de formas € um fator que auxilia na visibilidade da
operacao de reconfiguragdo, isto porque se tem uma tendéncia geral de, em certas
figuras, organiza-las de maneira que as vejamos completas ou fechadas, e néo
incompletas.

Mas, no problema apresentado a seguir, as caracteristicas do contorno néo
sdo uma ajuda para a aplicagdo da operagcao de reconfiguragdo por
complementaridade de formas.
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A figura representa um quadrado ABCD. M e N sio os meios dos
lados AB e AD, respectivamente. Qual a fragdo que representa a parte

hachurada do quadrado?

¢1) Um deslocamento no plano basta para ajustar entre elas as unidades figurais.

Neste caso modificagbes posicionais (rotagbes ou translagdes) sdo
realizadas com as sub-figuras, a fim de coloca-las no lugar pertinente para ter
solug&o do problema.

Dependendo do ndmero de modificagbes posicionais que devem ser
realizadas, este pode ser um fator que interfere na complexidade da aplicacéo da
operagao de reconfiguracgao.

c2) Deve-se sair do plano, por exemplo, para efetuar uma rotacao.

Eo que acontece na figura do problema anterior. Para resolver este
problema, através de passos heuristicos, pode-se fazer tranformagdes na parte
hachurada, ou na parte branca.

Como, neste momento nos interessa ilustrar o fator acima mencionado,
importam as transformacdes realizadas na parte branca da figura, pois neste caso
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necessitamos efetuar trés modificagdes posicionais das partes elementares: uma
rotag&o, uma translagdo e uma simetria axial.

Reconfigurando (1+2) e 3 em um retangulo, tem-se a metade de um
quadrado. Mas 4 e 5 ndo se reconfiguram em um retdngulo. E preciso, portanto,

deslocar (1+2) colocando-o em cima de (2+4).

d) Nao ha, ou ao contrério, ha duplo emprego de uma unidade fiqural.

Neste caso temos um emprego de uma unidade figural nas duas
reconfiguragdes que devem ser comparadas.

E o0 que R. Duval chama de obstaculo do “desdobramento” de objetos, e, na
verdade, constitui mesmo um obstaculo para muitos alunos, pois é necessaria a
identificagdo de um mesmo objeto sob pontos de vista diferentes.

Este fato pode ser bem observado no exemplo que ilustra a situacdo c2. Note
que ao deslocar o tridngulo DCN uma porgéo da parte hachurada AMCN aparece
simultaneamente em AMCN e no tridngulo deslocado.

3. Variaveis relativas a (ou as) reconfiguragio (6es) a obter:
Para este grupo de varidveis consideram-se os casos em que a

reconfiguragdo é convexa ou ndo convexa.

Esta convexidade deve ser analisada em dois niveis: local e global.
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Em nivel global, quando a solugdo do problema exige que se olhe uma

reconfiguragdo completa da figura inicial. E o que pode ser notadc no exemplo
seguinte:

Dividimos um retangulo ABCD em partes iguais. Qual é a fra¢do da

area do retingulo que representa a area do triangulo BED?

Neste caso a figura inicial tem uma forma convexa. Ela nao tem aquela
complementaridade de formas. Isto torna o tratamento figural mais complexo.
No local as sub-figuras pertinentes a reconfiguracdo sdo ndo convexas.

Podemos ver esta situagcdo no exemplo seguinte:

Esta figura ¢ formada por vinte quadradinhos. Divida-a em quatro

pedagos, de mesma area e mesma forma.

O reagrupamento pertinente das partes elementares forma sub-figuras que
n&o sdo convexas. Uma sub-figura ndo convexa é mais dificil de se destacar da
figura do que uma sub-figura convexa.

Isto ocorre por causa da tendéncia que temos em ver figuras que sejam mais
continuas, mais simétricas, mais unificadas, quer dizer, é a lei gestaltica da

simplicidade do contorno que esta em jogo na organizagéo da percepcao.
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Este é um fator que desempenha um papel importante para discernir, entre as
varias reconfiguragées possiveis, aquela que é matematicamente pertinente.

4. Variaveis relativas 3 complexidade da (ou das) reconfiguragio (Oes) a
efetuar:

Levanta-se, para este grupo de variaveis, os tipos de deslocamentos que
devem ser efetuados com as sub-figuras pertinentes. Estes tipos de deslocamentos
tém uma ligagdo com o contorno da figura.

a)_A reconfiguracdo pode ser realizada no quadro da figura de inicio.

Neste caso as sub-figuras sdo deslocadas do proprio interior da figura
Ou, ao contrario, algumas sub-figuras devem sair do contorno da figura de

inicio. Pode-se observar este caso no seguinte exemplo:

ABCD ¢ m quadrado dividido em partes iguais. Mostre que as areas
AMED, MEF e MBCF sio iguais.

b) A reconfiguracdo pode ser realizada No quadro de uma Unica sub-fiqura.

Eo que acontece quando se aplica a reconfiguracdo na figura do problema
seguinte:

59



Observe a figura. Calcule a 4rea da parte hachurada.

c) A reconfiguracdo deve ser efetuada de maneira independente das duas sub-

figuras.
Para esta situag&o trés possibilidades podem ocorrer:

- as reconfiguragbes obtidas d&o lugar a uma Unica operag&o (reunido de duas
configuragdes, Ex. 1)

- contagem das zonas hachuradas e nédo hachuradas (Ex. 2)

- Ou, ainda, a realiza¢do de vérias operacdes.

Exemplo 1:

Dividimos um retingulo ABCD em partes iguais. Qual ¢ a fragdo da
area do retangulo que representa a area do tdAnglﬂo BED?

60



Exemplo 2:

ABC ¢ um tridngulo equilatero e L, J, K séo os meios dos seus lados.
P, Q, R sdo os meios dos lados do tridngulo IJK.

Compare a drea da regifio hachurada e da regido ndo hachurada.

() aregido hachurada tem a maior 4rea.
() aregido ndo hachurada tem a maior 4rea.

() as duas regides tem areas iguais.

Todos estes fatores que foram classificados, em cada grupo de variaveis que
levantamos, permitem avaliar o grau de visibilidade da reconfiguracao pertinente
(pois varias reconfiguracbes sédo sempre possiveis sobre uma mesma figura) e
analisar com preciso o grau de complexidade da aplicagdo da operacdo de

reconfiguracgéo.
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3.3 - ALGUNS EXEMPLOS DE RECONFIGURAGAO NA ANTIGUIDADE.
Demonstragdes do Teorema de Pitégorés

O teorema de Pitagoras, assim atribuido devido & forte tradicdo grega que
associa 0 nome de Pitdgoras & afirmagéo de que “a 4rea do quadrado sobre a
hipotenusa de um tridngulo retangulo é igual @ soma das areas dos quadrados
sobre os catetos” , é uma das proposi¢ées mais importantes de todo o campo da
geometria, e que apresenta uma variedade de demonstracdes algébricas e
geométricas.

A seguir iremos mostrar, em carater de ilustragdo, algumas demonstragbes
deste teorema, aquelas que s&o resolvidas com o uso da operagédo de
reconfiguracéo e, sobretudo, aquelas que consideramos serem acessiveis ao uso
em sala de aula.

Exemplo 1: A demonstragdo de Euclides

A seguinte demonstragéo é considerada uma das mais antigas e se encontra
na Proposicéo 47, | do livro Os Elementos de Euclides. Vamos apresenta-la de
forma um tanto abreviada, conforme Howard Eves, 1992, nos apresenta, para uso

em sala de aula, em Topicos de Histéria da Matemética, p. 55 e 56.

H

D L E
FIGURA [9] - 2. — Demonstracdo de Euclides
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Suponhamos que o dngulo BAC da Figura{9] - 2 seja o angulo '
reto do tridingulo ABC. Os quadrados BG, BE ¢ CH sio construidos
sobre os respectivos lados, e AL & tracada paralela a BD (ou CE).
Mostra-se que os pontos G, A, G assim come os pontos B, A, H sio
colineares. Entéo se prova que o tridngulo ABD é congruente ao trian-
gulo FBC (Euclides dizia-os “iguais™) pela Proposicio 4, I, que é a -
afirmagio de Euclides do caso L.A.L. de congruéncia. O paralelogra-
mo BL ¢ o dobro do tridngulo ABD e o quadrado BG é o dobro do |
triangulo FBC, portanto o paralelogramo BL é igual ao quadrado BG.
- Analogamente, pode-se provar que o paralelogramo CL é igual

ao quadrado CH. Por conseguinte o quadrado BDEC, formado pelos
i_dco(izs l1;:31':«1lelogramos BL e CL, é igual aos dois quadrados BG e CH. -

Esta € uma demonstracdo baseada na equivaléncia de areas que exige, para
a aplicagao da operagdo de reconfiguragdo, a identificacdo de partes elementares,
além de tragos que devem ser realizados sobre a figura. Além disso, o contorno da
figura impede, de certa forma, a visibilidade da aplicacdo da operagdo de
reconfigurag&o. Também, como o obstéculo do desdobramento esta presente, pode
aumentar o grau de complexidade e diminuir assim, o grau de visibilidade desta

operagao.

Exemplo 2: A demonstragéo de Pitagoras

Com a mesma figura usada na demonstracdo anterior, porém vista de forma
diferente, Oscar Guelli em Contando a Histéria da Matematica: A invencdo dos
numeroé, p. 39 a 41, explora de maneira bastante agradavel uma demonstragdo que

é atribuida a Pitagoras.
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Para que o quadrado aplicado sobre
o menor lado do tridngulo caiba no

quadrado maior, basta dispor os quadra-
dinhos de outro modo. Veja:

Portanto, 32 + 4% = 5.
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Esta demonstracdo se baseia na transposicdo de elementos. Ai, tracos
complementares sdo necessarios para a identificagcéo de partes elementares. Uma
reconfiguracdo por conjunto de formas é exigido, e neste caso, obtém-se uma sub-
figura n&o convexa que pode dificultar a visibilidade da operacéo de reconfiguracéo.
Porém, como as partes elementares, obtidas pelo fracionamento, constituem sub-
figuras convexas, o grau de visibilidade pode aumentar.

Contudo € uma maneira bastante interessante de levar nossos alunos a

demonstrarem o teorema de Pitagoras, e a terem o contato com o mesmo.

Exemplo 3: A figura hindu
Esta € uma demonstragdo de origem hindu, que é realizada por transposicéo
de elementos a partir de quatro exemplares de triangulos retangulos dispostos num

quadrado.

Com os quatro tridngulos retangulos, dispostos de maneira conveniente,
forma-se um grande quadrado de lado igual @ soma dos catetos dos tridngulos
retdngulos (fig. a). A complementaridade dos quatro triangulos neste grande
quadrado é o quadrado da hipotenusa, quer dizer, a area da regido formada quando
se tiram os quatro tridngulos retangulos é igual ao quadrado da hipotenusa.

A reconfiguracéo dos quatro tridangulos, obtendo-se assim a figura, exige trés
modificagbes posicionais: trés rota¢cdes e, como o reagrupamento destes quatro
tridngulos forma uma sub-figura n&o convexa, temos ai uma dificuldade em

visualizar a aplicagao da operagéo de reconfiguragao.
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Reconfigurando de outra maneira os quatro tridngulos (fig.b), vé-se que a
complementaridade destes quatro tridngulos no grande quadrado é, agora, a soma
dos quadrados dos catetos dos tridngulos retangulos, quer dizer, a area da regido
formada quando se tiram os quatro tridngulos retédngulos é igual a soma dos
quadrados dos catetos dos tridngulos retangulos.

A figura b é formada pelos quatro tridngulos retangulos que sé&o
reconfigurados a partir de trés modificagdes posicionais: trés translagdes. Desta
forma obtém-se um reagrupamento ndo convexo de duas figuras convexas: os dois
retangulos, formados cada um por dois tridngulos. Estes dois fatores tornam dificil a
visibilidade da aplicagdo da operagdo de reconfiguracdo. De fato, encontrar o
reconfigurag@o pertinente dos quatro triangulos retangulos entre aquelas que s&o
possiveis, ndo é uma tarefa imediatamente visivel aos olhos.

Ainda, na figura b, sdo necessérios tratamentos auxiliares para se obter os
dois quadrados que complementam esta figura, ou seja, as sub-figuras. Deve-se,
entdo, efetuar quatro tragos suplementares que determinam os dois quadrados, os
quais podem ser facilmente encontrados, pois as caracteristicas do contorno ajudam
a encontra-los no grande quadrado.

O fato de ter seis modificagdes posicionais, quatro tragos suplementares,
sub-figuras ndo convexas, torna dificil a visibilidade da aplicagdo da operagéo de
reconfiguragdo. Mas o fato de ter um contorno que ajuda na aplicagdo desta
operacao, e ainda, de nao ter o obstaculo doA desdobramento, aumenta o grau de
visibilidade para a aplicagao desta operagao.

Este € um exemplo de figura bastante interessante para ser utilizado junto
aos alunos.

Ele ainda permite demonstrar um produto notavel: (a + b)’ = a’+ 2ab + b®.
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CAPITULO IV
DESCRIGAO DA EXPERIENCIA

INTRODUGAO

Neste capitulo nosso objetivo é relatar a experiéncia realizada com alunos de
5% série do 12 grau, a fim de verificar se nossa hipétese, apresentada no capitulo |,
faz sentido, levando em conta o referencial teérico construido.

Para tentar dar uma resposta as questdes levantadas anteriormente e
verificar a validade de nossa hipbtese, trabalhamos com aproximadamente noventa
alunos de 5% série do 1° grau, compondo 3 turmas, de duas escolas distintas.

A sequéncia didatica foi desenvolvida durante o ano letivo de 1996 (com
duas turmas), e durante o ano letivo de 1997 (com uma turma), realizando, em cada
turma, dez se¢des de 45 min. Estas se¢des foram divididas em etapas. Na primeira
etapa, foi realizado um trabalho com o geoplano'>, com o objetivo de dar nogdes
sobre o célculo de areas.

Na segunda etapa, foi aplicado um questionario contendo seis problemas a
serem resolvidos com o uso de figuras, com o proposito de uma futura anélise.

Na terceira etapa, foi desenvolvido uma série de atividades. Estas atividades
eram compostas por exercicios de caculos de areas e que podiam ser solucionados
com o uso da figura dada em cada um deles. Este era um momento rico no qual
buscava-se criar nos alunos uma capacidade de encontrar na figura a solugéo do
problema dado, além de, verificar junto a eles seu comportamento diante de cada

atividade.

15 O geoplano é um material concreto que serve de auxilio para o professor desenvolver, entre
outros, conhecimentos matematicos, tais como cdlcuio de areas e perimetros de figuras
elementares simples. Este material € um quadro (de madeira), num tamanho suficiente que o
aluno possa ter em suas maos, onde sao dispostos pregos numa mesma distdncia um do outro.
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E, finalmente, na quarta etapa, um questionario foi aplicado contendo seis
problemas a serem resolvidos por meio de figuras, a fim de verificar os resultados
obtidos com o trabalho realizado.

O objetivo da sequéncia didatica, desenvolvida neste trabalho de dissertacao,
ndo & trabalhar um conhecimento matematico especifico (o célculo de area por
exemplo), mas trabalhando com um conhecimento matematico especifico (neste
caso com o calculo de area), levar os alunos a adquirir uma capacidade de

visualizaggo.

68



4.1- PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

a) Revisdo bibliogréfica e delimitagdo tedrica

Um levantamento da bibliografia existente sobre o assunto que desejamos
desenvolver nesta pesquisa foi realizado, bem como uma andlise da situacéo
quanto ao estudo da geometria. Da leitura dos trabalhos existentes, procuramos
clarear teoricamente nosso objeto de pesquisa e, também, extrair problemas
interessantes a serem explorados com os alunos. Esta escolha dos problemas se
deu com base na andlise da situagdo, nos varios fatores que interferem na
visualizacdo da aplicagdo da operagdo de reconfiguragao, assim como no
referencial tedrico trabalhado.

A revisdo bibliografica nos confirmou o pouco caso que o ensino tem dado a
aprendizagem da geometria no Brasil. Em trabalhos voltados ao papel heuristico de
uma figura e a aprendizagem de leitura destas, basicamente, o que encontramos
foram os trabalhos realizados por R. DUVAL e as pesquisas desenvolvidas por
Virginia PADILLA SANCHEZ e Ana MESQUITA, realizadas na Franga. Além do
estudo destes trabalhos, um estudo sobre a Psicologia da GESTALT fez-se
necessario por trazer contribuicdo a nosso trabalho de pesquisa.

Com esta revisdo bibliografica feita, e definido nosso referencial tedrico,
estabelecemos a hipotese e o problema da pesquisa, possibilitando o inicio do

trabalho efetivo com os alunos nas escolas.

b) Delimitagdo do local e turmas para realizagdo da pesquisa
Por ser nosso assunto de pesquisa o desenvolvimento de competéncias
heuristicas, e este, lidar com a percepg&o, achamos que um trabalho em 5% série do

12 grau seria bastante produtivo.
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Também, com a finalidade de verificar a mesma validade deste trabalho com
alunos de idades e séries diferentes, buscamos a realizagdo do mesmo, em turmas
de 12 ano do 2° grau. Contudo, a receptividade de professores e escola em dar
disponibilidade ao desenvolvimento do trabalho na 5% série do 1° grau ndo foi a
mesma encontrada para o efetivo desenvolvimento do trabalho no 1° ano do 2°
grau. Isto ocorreu basicamente por dois motivos: um, porque diziam que os alunos
nada tinham visto de geometria nas séries anteriores (ndo teriam capacidade em
realizar as atividades); e o outro, porque diziam precisar cumprir com O programa
(pois j& o consideravam atrasado) e, portanto, ndo podiam ceder o periodo de que
necessitdvamos para desenvolver nossa pesquisa.

Mesmo assim, aplicamos uma sequéncia didatica numa turma de 1° ano do
2° grau. Esta amostra, que foi bastante reduzida, em torno de 16 alunos, pois era
uma turma do curso noturno, ndo sera considerada em nossa pesquisa para fins de
andlise, nem sera objeto de um estudo mais aprofundado. Apenas mostraremos os
questionérios que foram utilizados, que se encontram no Anexo |.

Para de fato efetivar nossa pesquisa, trabalhamos, entéo, em duas escolas:
uma particular e outra publica estadual. Na escola particular trabalhamos com duas
turmas de 5° série, e na publica, com uma turma, num total de aproximadamente
noventa alunos. Em ambas as escolas, o interesse e a participagéo pelo trabalho foi

bastante positiva.

c) As hipGteses e os objetivos perseguidos
Para a organizagdo de nosso trabalho nds nos apoiamos em algumas

hipéteses cognitivas e didaticas. S&o elas:

- Se apresentarmos ao aluno uma figura, sua capacidade de leitura lhe permitira

reconhecer as formas elementares, ou sub-figuras, contidas na figura inicial.
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- Se propormos aos alunos exercicios apropriados para a exploragdo de
possibilidades heuristicas que uma figura oferece, em particular, pela aplicagéo da
operacgéo de reconfiguracéo, eles melhorardo seus desempenhos e encontraréo a

solucéo para o problema proposto.

- Se dermos a oportunidade de os alunos confrontarem e analisarem entre si as
produgdes realizadas por eles, eles terdo mais condicdes de explorar todas as

possibilidades heuristicas das figuras.

O objetivo geral, para o desenvolvimento desta sequéncia didatica, nas trés
turmas, €:
desenvolver, a partir de um conhecimento matematico especifico, o célculo de
areas, a capacidade de visualizagao.

Os objetivos especificos sao:

- Trabalhar, junto com os alunos, na execugao de exercicios apropriados para a

exploragéo das possibilidades heuristicas que uma figura oferece.

_ Classificar os diferentes fatores que interferem na visualizagéo da operagéo de

reconfiguragao.

- Confrontar as possibilidades heuristicas de uma figura, a partir das produgdes

realizadas pelos proprios alunos, trabalhando a quest&o do erro.
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d) Os problemas propostos

Procuramos propor aos alunos problemas acessiveis, e que nao requerem
explicitamente, para a resolugdo, definicbes ou teoremas particulares, mas que
sejam sobretudo ‘ricos” para a aplicaggo da apreensao operatéria das figuras.
Nestes problemas, a figura que ilustra o enunciado proposto pode ser reconfigurada
de muitas maneiras, de forma que todas permitem a aplicagdo da operagao de
reconfiguracdo. Além disso, as figuras que foram escolhidas para compor o
enunciado dos problemas propostos apresentam uma variedade de fatores que
interferem na visualizacdo da aplicagdo da reconfiguragéo, tanto auxiliando-a
quanto inibindo-a.

Foram utlizados vinte e dois problemas; destes, seis foram usados no
questionario inicial, seis no questionario final e dez durante as atividades. Eles

seréo apresentados no decorrer desta dissertagao.

e) As etapas da seqiiéncia didatica
Quatro etapas diferentes foram realizadas neste trabalho com os alunos de 52

série do 1° grau. Séo elas:

Primeira etapa: atividade inicial - nocéo de calculo de area.

Como os problemas propostos aos alunos requerem o conhecimento sobre
calculo de drea, e a maioria n&o trabalhou este conhecimento na escola, se fez
necessaria a realizacao de um breve trabalho para a exploragéo da nog&o intuitiva
dos alunos a respeito de calculo de areas. Como esta etapa refere-se a uma
parte introdutéria da sequéncia didatica, utilizamos apenas duas, das dez segdes.
Construimos junto aos alunos e com o auxilio de um unico material didatico a nogéo
de calculo de area.

A atividade foi procedida da seguinte forma: cada dupla de alunos
recebeu um quadro de pregos (geoplano) e elasticos. O pesquisador orientou

algumas atividades que levassem os alunos a construgdo de figuras simples tais
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como, quadrado e retangulo. Cada lado da figura surgia da contagem de pregos e
esta era delimitada por um elastico. A partir delas exploravam-se varios
conhecimentos matematicos, tais como: potenciagéo, unidades de medidas,
calculos de perimetros, calculos de areas, e até a visualizacdo de figuras, de
mesma area, em posi¢des diferentes. Na sequiéncia, passava-se a constru¢éo de
figuras de formas diferentes mas com mesma area. Era ai que surgia a grande
oportunidade de concretizar a nogao de calculo de areas.

Sequnda etapa: aplicacdo do questionario inicial.

Nesta etapa um questionario, chamado questionario inicial (A), Anexo I, foi
aplicado aos alunos, no qual deveriam responder os problemas propostos,
explicitando sua forma de raciocinio.

Apds esta aplicagdo do questionario, o pesquisador voltou em uma outra
secdo e entdo, neste espago, foram mostrados os problemas que resolveram no
questionario inicial.

Alguns dos problemas resolvidos pelos proprios alunos foram selecionados e,
com o auxilio do retro-projetor foram mostrados. A finalidade desta exposicéo é,
partindo dos erros, levar os alunos a descobrir na figura um caminho que conduza a
solugdo do problema e, ainda, indicar as varias 'maneiras de se solucionar um

mesmo exercicio.

Terceira etapa: sequéncia de atividades.

Diferentes exercicios foram propostos, a partir de situagdes que apresentam
uma variacdo sistematica de figuras em fungdo dos fatores que influenciam na
visualizagdo quando se aplica a operagédo de reconfiguragao.

Aqui, os alunos trabalharam em dupla e puderam contar com o auxilio do
pesquisador para o desenrolar das atividades.

O pesquisador voltou com estas atividades numa outra segcdo com a
finalidade de corrigi-las em classe, junto com os alunos, explorando as diferentes
solugbes propostas. Nesta fase, foram colocados em evidéncia os diferentes tipos
de reconfiguragdo que foram utilizados. Partindo de resolugbes feitas por eles

mesmos, 0s proprios alunos iam descobrindo o que havia de errado em algumas
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resolugbes e iam encontrando a maneira correta e, até mesmo, outras varias
maneiras de chegar a solugdo do problema proposto. Este tipo de trabalho foi
realizado com o retroprojetor e, usando canetas especificas para transparéncias, os

proprios alunos se propunham a manusear as figuras que ficavam estampadas na
tela branca para todos olharem.

Quarta etapa: Aplicacéo do questiondrio final.

Nesta etapa foi aplicado o questionario final (A*) para uma futura

avaliagdo, mediante as atividades realizadas.

f) Os instrumentos de anélise

Os instrumentos de andlise para a sequéncia didatica levaram em
consideragdo a apreensdo operatéria de figuras e a produtividade heuristica
dos alunos diante dos fatores que interferem na visualizagéo da operagéo de
reconfiguragao.

Estes instrumentos para analise ser&o:

1) questionario inicial (A)
2) questionario final (A*)

A analise foi feita com base na criagdo de categorias, levando-se em
conta os fatores que auxiliam ou que inibem a aplicagdo da operagdo de
reconfiguragdo. A partir destas categorias, uma analise quantitativa com base
em percentuais de acertos e erros, foi realizada, levando-se em conta também,

uma analise qualitativa.
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4.2- AS ATIVIDADES DA SEQUENCIA DIDATICA

Entre o questionério inicial e o questionario final uma série de atividades foi
trabalhada com os alunos das 5% séries.

A finalidade da realizacdo destas atividades era, de fato, levar os alunos a se
aperceberem do papel heuristico da figura na resolucdo de um problema,
possibilitando o desenvolvimento da visualizagdo.

Durante a realizac&o destas atividades os alunos trabalharam em duplas para
oportunizar a troca de idéias e procedimentos realizados. Para indicar suas idéias e
procedimentos partiu deles a utilizagdo de tratamentos, na figura, tais como: cores,
flechas, numeros ou letras e simbolos variados que criavam.

Como orientador das duplas os alunos contaram apenas com o auxilio do
pesquisador, que 0s provocava na busca de caminhos para a realizacdo de
tratamentos puramente figurais, levando-os a uma visualizacdo global da situacdo
proposta. |

As figuras contidas nas atividades admitfam aplicar a operagdo de
reconfiguragéo, assim o pesquisador orientava as duplas a encontrar na figura um
meio de modifica-la a fim de encontrar uma nova forma na figura, mais conhecida, e
que eles saberiam calcular sua érea e, portanto, responder a quest&o proposta.

Estas atividades foram realizadas em 4 aulas de 45 min, sendo que duas
foram para os alunos trabatharem nas atividades propostas e as outras duas para
corregao, conforme ja mencionamos.

A seguir mostraremos estas atividades com alguns exemplos resolvidos pelos

proprios alunos.
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Atividade n® 1

Compare as areas das Hguras 1, 2 ¢ 30 Assinale a aliernativa correspondente
 )as rés figuras (Cm arcas iguais.
¢ yastros figuras @m areas diferentes.

Recorte ¢ monte as suas Nguras.
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Atividade n® 2

Compare as arcas das figuras 120 Assinale a alternativa que corresponde a sua resposta.
¢ ) as duas liguras t&m areas diterentes.
¢ yas duas figuras 1I8m areas 1iguals.

Recorte ¢ monte agora a sua figura
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Analise a priori das figuras

A reconfiguragdo é facilmente visivel devido a alguns fatores que interferem

sobre ela, sdo eles:

- O fracionamento da figura em partes elementares era dado na figura de inicio.
Além deste fracionamento ja estar presente nas figuras de inicio, as sub-

figuras obtidas por este fracionamento sdo pedagos de unidades figurais de

dimensdo 2 (tridangulos retdngulos), e neste caso hd uma complementaridade de

formas o que facilita a aplicabilidade da operag&o de reconfiguragéo.

- Um deslocamento no plano basta para ajustar as unidades figurais.

E preciso encontrar o movimento adequado a fim de completar as formas.
Este movimento significa ter que “girar’ uma das sub-figuras para coloca-la no lugar
certo (teria que colocar a pega de cabega para baixo), completando assim a forma

da figura.
- As sub -figuras sdo convexas.
As caracteristicas do contorno das sub-figuras pertinentes para a

reconfiguragao constituem sub-figuras convexas.

A seguir mostraremos algumas destas atividades resolvidas pelos alunos:
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Compuare as areas das tiguras 1, 2 ¢ 3. Assinale a alternativa correspondente

N as rés figuras 1&m dreas [PITHYES
¢ yas trés Neuras i8m arcas diferentes

Reeorte ¢ monte as suas figuras.

e e,

f
i

(3]
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Compare as arcas das figuras 1, 2. Assinale a alternativa que corresponde a sua resposta.
{ ) as duas figuras tém areas difcrentes.
{3 as duas figuras {€m areas iguais.

Recorte e monte agora a sua figura
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Atividaden°3 e 4

Qual ¢ a area desta superficie? Explique sua resposta.
(A drea de cada quadradinho do fundo quadriculado ¢ 1 cm?).

NI

Qual € a area desta superficie? Explique.
(A area de cada quadrado do fundo quadriculado ¢ 1 cm?.
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Analise a priori das figuras:

Os fatores que basicamente interferiram nas figuras desta atividade foram:

- As figuras sdo desenhadas sobre um fundo quadriculado.

O fundo quadriculado possibilita tratamentos na figura. Pode-se realizar um
procedimento de reconfigurag&o de pequenos quadrados, contando aqueles que
s@o completos e, por complementaridade de formas, procurar aqueles que podem
ser completados. Ou, realiza-se um procedimento de reconfiguracdo global, neste
caso busca-se as sub-figuras que devem preencher as formas da figura inicial,
obtendo uma nova figura. Para as duas figuras obtem-se um retangulo apés a

reconfiguragao

- O fracionamento da figura em partes elementares ndo é dado.

Para a aplicagdo da operagdo de reconfiguracdo é necessario efetuar
tratamentos auxiliares para obter as partes elementares na figura. Tragos
suplementares s&o efetuados sobre ela, os quais s&o facilmente percebidos devido
a existéncia do fundo quadriculado. Estes tragos possibilitam a identificacdo das
sub-figuras pertinentes para a aplicagdo da operagdo de reconfiguraco,

proporcionando, assim, uma complementaridade de formas.

- As sub-figuras s&o convexas e ndo convexas.
As partes obtidas pelo fracionamento da figura da atividade n® 3 sdo sub-
figuras convexas. Uma olhada gestaltica faz perceber facilmente estas sub-figuras,

identificando-se logo onde estéo os espagos que devem ser preenchidos.

82



Na figura da atividade n® 4, se fixarmos o olhar sobre a parte debaixo dela,
nos deteremos em sub-figuras n&o convexas, 0 que torna um pouco menos visivel a

reconfigurago.

A seguir alguns exemplos de procedimentos realizados pelos alunos para

estas duas atividades:

Qual ¢ a drea desta superficie? Explique sua resposta.
. . . . 2
A drea de cada quadradinho do fundo quadriculado € | cm’).

M Dem oy aom % oHem s
c[zu l&pm’vdﬂ A0y

7 TN\

/

1d n2

83



- Qual ¢ adrea desta superficie? I:xplique sua resposta.
(A arca de cada quadradinho do fundo quadriculado é 1 cm?).

L N)’s._') PO WD pentan e qu [N
Y

SOy g Jaws & o o.{.w:‘ EE RS 2

Qual ¢ a arca desta superficic? Explique sua resposta.
(A drea de cada quadradinho do fuiidoquadriculado ¢ 1 cm?),

| R QG oo do e
:\ . ~&5\1W%
ARG 1SS T mm L X

T
N’
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Qual ¢ a drea desta superficie? Explique.

~ . : . 2
(A drea de cada quadrado do fundo quadriculado ¢ 1 em?.

N = 0- W e
w%w
R God 2 (8 o

Qual ¢ a drea desta su

perficie? Explique.
A drea de cad

. - , 2
a quadrado do fundo quadriculado ¢ | cme,
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Atividaden°5e 6

Qual € a area da figura hachurada?
Explique como vocé a conseguiu.

(A érea de cada quadrado do fundo quadriculado ¢ 1 cm?).

7mE
s

Calcule a 4rea da figura hachurada.
Explique como vocé a encontrou.

Obs.: A area de cada quadradinho do fundo quadriculado é 1 cm?.

............................
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Analise a priori das figuras:

Os fatores que interferem na visibilidade e complexidade quando se aplica a
operagao de reconfiguracéo sdo diversos, entre eles destacamos os seguintes para

estas duas atividades:

- As duas figuras sdo desenhadas sob um fundo quadriculado.

O fundo quadriculado é um fator de ajuda para a reconfiguragcdo. Ele pode
induzir a um procedimento de reconfiguragcido de pequenos quadrados, pode-se
contar aqueles que sdo completos e, por complementaridade de formas, procurar
aqueles que ndo sdo. Neste caso € uma reconfiguragéo local, em que se privilegia
o quadriculado do fundo e ndo a forma global da figura dada.

Pode-se, também, desenvolver um procedimento de reconfiguragao global.
Assim a figura da atividade n® 5 torna-se um reténgulo e a da atividade n® 6 um
guadrado. Neste caso privilegia-se a forma global da figura, garantindo uma

visualiza¢do da situagdo num todo.

- Os fracionamentos das figuras em partes e/ementéres néo é dado.

Realmente ele deve ser encontrado. E necessario efetuar, sobre a figura,
tracos suplementares para a identificagdo das sub-figuras pertinentes para a
reconfigurac@o. Neste caso, para a figura da gtividade n®6, a complexidade quando
se aplica a operagéo de reconfiguragcdo aumenta, pois o contorno da figura € mais

complexo, tendo-se mais partes a completar.

- Ha uma complementaridade de formas.

Para as duas figuras, as unidades figurais a levar em conta para a
reconfiguracdo sdo pedacgos de unidades figurais de dimensdo 2. Neste caso a
complementaridade de formas é facilitada devido a olhada gestaltica que nos faz ver

onde estdo os “buracos”’ que devem ser preenchidos para tornar a figura numa “boa
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forma”. Porém, para a figura da atividade n® 6, mais deslocamentos no plano seréao

necessarios a fim de obter a figura numa forma global, e isto aumenta a

complexidade da reconfiguragao.

A seguir s&o apresentados exemplos de procedimentos realizados por alunos

a fim de chegar a solugéo destas atividades:

Qual € a area da figura hachurada?
Explique como vocé a conseguiu.
(A area de cada quadrado do fundo quadriculado é 1 cm?).

Tt Q’&m d’/dL 6(J“\’\S\'.
'lf J'}‘

iany b o G ﬁi&‘“n% S

T~
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Qual ¢ a arca da figura hachurada?
xpligue como voed a consegui,
(+\ arca de cada quadrado do fundo quadriculado ¢ | ¢cm?).

e

, N

] aede rmtacle . fa
LS TK il & Ron C%Q%O@

T
L

\
Y

Qual € a area da figura hachurada?
Explique como vocé a conseguiu.
(A drea de cada quadrado do fundo quadriculado é 1 cm?).

.. e Y
J\:fm s@; o nq Yo q.ucv;&mdah\

e e Q,u )

ol

! 9 CQ%CJ)J\ F&SY,L.EP.LCOQ .Dcn‘d(normﬁ Sl
/J S S ﬂj.és'n%u_ﬂo .

(«l C;_S\_SZO\ 2 d&

P

(’) e 7L

90



Qual ¢ a area da figura hachurada?
Explique como vocé a conseguiu. .
(A drea de cada quadrado do fundo quadriculado é 1 em”).

B druoe £ 6 o?

—\\ H W& QD Qﬂ%ﬁb Q/ -
NN Eﬂ@mlm%?w@moa@

/

v e coledonnes

Calcule a area da figura hachurada,
Explique como vocé a encontrou. :
Qbs.: A area de cada quadradinho do fundo quadriculado ¢ 1 ¢m?,

Qv"D‘Q;\‘Ul Lth.% Uné".
mmgﬁ o polis G rg
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Calcule a drea da figura hachurada.
Explique como vocé a encontrou.
Obs.: A érea de cada quadradinho do fundo quadriculado ¢ | c¢m?.

R: ormcortiasme, Mw
7 R

O \\\ 0 o D

..........................

.......................................... Rl anea, & 36 om?

Calcule a area da figura hachurada.
Explique como vocé a encontrou.
Obs.: A area de cada quadradinho do fundo quadriculado é | cm?.

R Rarbs  cowo 3:% bra abrgas
VOOC VY\OV)%O'- um ?\QAYZD ({q, écM Xé

qua do” 3¢ ome
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Atividade n° 7

Descubra como € possivel cortar a fi

gura | em duas pegas iguais, de modo que elas possam recobrir
completamente a figura 2. :

fig. 1
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Anallise a priori da figura:

Este problema necessita, explicitamente, uma reconfiguragdo por conjunto de
quadrados, a partir de um fracionamento ja dado, que é o fundo quadriculado. Esta
reconfiguragéo € a solugdo para o problema, mas alguns fatores interferem na
visibilidade deste procedimento:

- O reagrupamento pertinente das partes elementares forma sub - figuras que s&o
nao convexas.

Este € um fator que desempenha um papel importante para encontrar a
reconfigurag&o pertinente entre aquelas que sio possiveis.

- As sub-figuras devem ser deslocadas do interior da prépria figura.

O fato de que a reconfiguracdo deve ser efetuada no quadro da figura de
inicio € um fator que aumenta o grau de complexidade na visibilidade da operagao
de reconfiguracgao.

A seguir alguns exemplos de solugdo deste problema realizados pelos

alunos:
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Descubra como ¢ possivel cortar a figura | em duas pegas 1guas, de modo que clas possam recobrir
completamente a ligura 2.

3 N : .

g?_‘ . Y

» v sl ®¢

AL L[] S IRTRR

s ’QQ QO.SGLP
_g.rgeggqg?(;b§§$~ §
39y 40 ool T = )
i R I LR R 1 N AR S D
I
fip. 1
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Atividade n° 8

Dl ¢l . . P « T
vidir o quadrado (fig. 1) em duas partes de maneira a reconstruir a figura 2 com estes pedagos.

fig. 1 fig. 2

Analise a priori da figura:

A aplicagdo da operagdo de reconfiguragéo é pouco visivel nesta figura pois,
além de diferentes fatores que intervém sobre ela, é necesséria a identificag&o de
duas sub-figuras distintas que sao pertinentes para a reconfiguragéo.

Os fatores que intervém na reconfiguracao s&o:
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- A figura ndo é desenhada sobre um fundo quadriculado.
Se a figura estivesse desenhada sobre um fundo quadriculado, as sub-figuras
pertinentes para a reconfiguragéo seriam mais bem visiveis. Poder-se-ia tentar uma

reconfigurac&o por conjunto de formas.

- O fracionamento da figura ndo é dado.
Ele deve ser efetuado sobre a figura, a fim de encontrar as partes

elementares.

- A reconfiguragdo é convexa e ndo convexa.

As sub-figuras pertinentes para a reconfiguragéo resultam em uma forma que
é convexa e outra que € ndo convexa. A unido destas duas é que vai formar a
figura que deve ser reconstruida e que, por sua vez, € uma figura ndo convexa. Isto
dificulta o grau de visibilidade da operagao de reconfiguracio, pois a simplicidade

de contorno, segunda as leis da Gestalt, ndo é mais respeitada.

A seguir s&o apresentadas algumas destas atividades resolvidas pelos

alunos:
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< . ] i 3 . » W » . \()S'
Dividir o quadrado (fig. 1) em duas partes de maneira a reconstruir a figura 2 com estes pedag

fig. 1 fig. 2

Responda: As arcas das figuras | ¢ 2 sdo iguais ou diferentes? Explique sua resposta.
SR x;;a)\m \’m/%)*i Ne e maw O~ ‘%W ~f/}l(21'fl{u fz&oé
+ colscar mo Ml 4 .4, N

Dividir o quadrado (fig. 1) em duas partes de maneira a reconstruir a figura 2 com cestes pedagos.

fig. 1 fig. 2

Responda: As dreas das figuras | ¢ 2 sdo iguais ou diferentes? Lxpligue sua resposta.

> .‘NIP A l’n-\()d o Wn 1 (‘::\’ "“’”\/&9 5 ’)’3"5 the Floa,
{3@:\\'6‘
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Atividade n°9e 10

I. Afigura abaixo foi obtida dividindo o retangulo a partir do meio de um lado.

Determine a fragdo que representa a parte hachurada do retdngulo. Explique como vocé a
encontrou.

—
———
1
el
el
el

2. No quadrado ABCD

abaixo, compare as areas das regides hachuradas e da regido nio
hachurada.

A o}

pi

| ~
D c

Assinale com X a resposta que vocé achar correta:

() A regifo hachurada tem a maior area.

() As duas areas sdo iguais.

() A regido ndo hachurada tem a maior 4rea.

Justifique sua resposta.
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Analise a priori das figuras:

Para as duas figuras envolvidas nestas duas atividades, os fatores que
intervém na visibilidade ou na complexidade da aplicagdo da operagdo de

reconfiguragéo sdo:
- As figuras ndo sdo desenhadas sobre um fundo quadriculado.

- O fracionamento das figuras em partes elementares nédo é dado no inicio.
De fato, tratamentos auxiliares sdo necessarios nas duas figuras, a fim de
identificar as sub-figuras pertinentes para a reconfiguragéo; contudo, com apenas

um traco é possivel a identificagdo destas partes.

- Um deslocamento no plano basta para ajustar as unidades figurais.

Na figura da atividade n® 9 uma rotagéo é suficiente para ajustar as partes e
obter a figura inicial dividida em dois retangulos, mas, neste caso, o obstaculo do
desdobramento se faz presente, pois a parte hachurada que deve ser deslocada
deve ser vista preenchendo o espago em branco, e onde ela estava deve ser visto o
espaco em branco. Também, para esta mesma figura, um outro procedimento pode
ser feito, e neste caso se faz necessario sair do quadro da prépria figura para
determinar as sub-figuras que seréo, desta vez, dois triangulos.

Ja na figura da atividade n® 10 os dois deslocamentos possiveis se fazem
dentro do quadro da propria figura.

A seguir exemplos de como os alunos encontraram a solugdo para estas

duas atividades:
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Afligura abaixo foi obtida dividindo o retangulo a partir do meio de um lado

Determine a fragdo que representa a parte hachurada do ret

angulo. Explique como vocé a
encontrou.

Afigura abaixo foi obtida dividindo o retdngulo a partir do meio de um lado.
Determine a traglio que representa a parte hachurada do retangulo. Explique como vocé a
cneontrou. ] e l 0 : Q .
— Id
R a {d—@;z,:oﬁ Lo
2
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- No quadrado  ABCD  abaixo, compare as  dreas _das regides hachuradas ¢ da regiio ndo
hachurada. : :

Yl
|

N/
Assinale com X a resposta que vocé achar correta:
() A regido hachurada tem a maior drea,
0 As duas areas sdo iguais.-
()Y A regido ndo hachurada tem a maior drea.

Justifique sua resposta. )
Gﬁ%w o {)kaﬁ-ﬂ QAI\\MMZ\[LD B &Q&PM D

Gk&&n fmn/ﬁu, M Eac®N m‘tﬁmvgr\()&
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4.3- ALGUMAS CONSIDERACOES SOBRE AS ATIVIDADES REALIZADAS.

A experiéncia de ensino que realizamos ocupou um periodo breve no ano
letivo dos alunos que foram envolvidos. Seria necessario uma continuidade no
trabalho, com os alunos, para dar-lhes mais condigées de aplicar a reconfiguracéo,
mesmo quando ela n&o era totaimente visivel. Apesar disso, esta experiéncia serviu,
pelo menos, para nos mostrar que os fatores de visibilidade e de complexidade
desempenham um papel importante na visualizagdo das figuras, e que merecem
uma atengao maior no ensino.

As reconfiguragGes por complementaridade de formas foram as que mais
tiveram sucesso. Isto'é claro, pois para realizar este tipo de procedimento, a figura
traz consigo mais fatores que possibilitam a visibilidade da aplicagdo da
reconfiguragao. |

As atividades que permitiam a manipulagdo das sub-figuras, utilizando-se
recorte e colagem, foram consideradas como faceis pelos alunos. O fato deles
poderem manipular as sub-figuras como se elas fossem pegas de um quebra-
cabega auxiliou bastante na execucdo destas atividades e os fez crescer na
maneira de olhar esta e as outras atividades que prosseguiram.

Quando as figuras apresentadas traziam um fundo suporte, o fundo
quadriculado por exemplo, a reagdo dos alunos era privilegiar este fundo, fixando
seu olhar em pequenas partes da figura e aos poucos ir completando a figura inicial
a fim de obter uma nova forma para a figura. Para dar o resultado do exercicio, eles
usavam um procedimento de contagem. Porém, este procedimento torna-se um
pouco mais complicado e cansativo para determinadas figuras (a da atividade n® 4,
por exemplo), n&o oportunizando a visdo global da figura. Entretanto, a medida que
as atividades foram sendo trabalhadas, este fato, aos poucos, foi sendo
neutralizado.

De certa forma, os alunoé aprenderam a explorar a figura dada para a
resolugdo de um problema, descobrindo caminhos, reconfigurando de varias
maneiras. Nos seus procedimentos, preferiram representar as transformacoes feitas

por desenhos, com a utilizagdo de cores, flechas ou simbolos. Tudo isto partiu da
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iniciativa deles. O pesquisador apenas encaminhava as atividades e tornava publico
os diferentes procedimentos realizados.

Percebeu-se que um entusiasmo, bastante grande, com as atividades tomou
conta das turmas. A principio, 0 que lhes parecia um assunto totalmente
desconhecido, aos poucos foi influenciando suas idéias, lhes proporcionando um
maior crescimento, se ndo em aprendizagem constatavel objetivamente, mas em
maneiras de pensar.

Muitas foram as dificuldades no encaminhamento destas atividades. Uma
delas, e que mais nos causou transtornos, é a falta do ensino, que nossos alunos
tém, de geometria em nossas escolas. E importante colocarmos que nao relatamos,
detalhadamente, o trabalho desenvolvido com alguns conceitos da geometria, tais
como sistema de medidas, calculo de area, perimetro, identificacdo de figuras
elementares, pois nosso objeto, neste trabalho de dissertagdo, ndo era a construgéo
de um conhecimento matematico especifico. Até mesmo, verificou-se, a grande
dificuldade que alunos tém em representagées fracionarias.

Também a compreensao do enunciado de problema nos deteve a atengao em
alguns momentos. Transferir a idéia do enunciado para a figura ndo é tarefa tdo
simples e imediata, merece um estudo maior ¢ mais aprofundado. Nesta pesquisa
nos detivemos apenas em auxilia-los naquelas atividades especificas.

E claro que, para uma melhor aprendizagem de tratamentos figurais, a fim de
desenvolver competéncias heuristicas, nossos alunos necessitam que o ensino
volte a valorizar a heuristica, as figuras na resolugdo de problemas e sua
interpretagdo. Através desta sequéncia podemos observar que é possivel esta
aprendizagem, mas que € necessario uma conscientizagdo de nossos professores,
de que este ndo é um trabalho realizado num periodo estanque do ano letivo e, sim,
um habito que deve ser criado junto aos nossos alunos durante todo o periodo de
aprendizagem, tornando-se um habito constante no ensino, pois acreditamos que sé

assim estaremos permitindo aos nossos alunos ampliar seu espaco de visualizacgao.
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CAPITULO V

ANALISE DOS DADOS

INTRODUGAO

Neste capitulo sdo apresentados os principais resultados da pesquisa,
procurando-se fazer uma analise e discuss&o dos dados obtidos.

Estes dados sdo provenientes dos questiondrios inicial e final aplicados
durante a sequéncia didatica. Eles envolveram uma populag&o total de 188 alunos
de 2 escolas de Floriandpolis, sendo uma privada e uma publica.

Para maior clareza de como se deu a andlise destes questionarios,
apresenta-se, logo no inicio, uma visdo geral do que ocorreu. |

A seguir sdo analisados os dados recolhidos de cada destes questionarios,
inicial e final , fazendo-se uma confrontacdo de seus resultados.

Através desta confrontacdo pretendemos avaliar a ocorréncia de uma
mudanca de comportamento assim como, um aumento na produtividade heuristica
dos alunos envolvidos.
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5.1- APRESENTAGAO DOS QUESTIONARIOS

Os questionarios foram elaborados com o objetivo de apresentar ao aluno
problemas que pudessem ser resolvidos a partir de uma figura.

Estas figuras eram, sobretudo, ‘ricas” para a aplicagdo da operagao de
reconfiguracdo. Elas podiam ser reconfiguradas de muitas maneiras, o que
possibilitava um enriquecimento de estratégias entre os alunos.

A escolha destas figuras objetivou, também, permitir uma variagcéo na gama
de fatores que intervém na aplicagdo da operagdo de reconfiguragéo, tornando esta
mais ou menos complexa.

O questionério dito A é o questiondrio que foi aplicado na parte inicial da
sequéncia didatica, e o questionario dito A* é aquele que foi aplicado no final da
sequéncia didatica. Estes questionarios encontram-se no Anexo Il.

O quadro a seguir é uma radiografia tedrica da analise dos problemas
envolvidos nestes questionérios. Ele tem a finalidade de mostrar as variagdes que

serdo pertinentes para a nossa analise de dados.
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figura inicial fundo suporte tratamento possivel fatores que intervem na reconfigurag¢do | complexidade
+ do
reconfiguragdo gquadriculado / outro contagem /reconfiguragao auxiliam / inibem tratamento
possivel figural
7 fracionamento dado
‘dk complementaridade
N L X de formas
1-A
o nio convexidade
N MO X das sub-figuras
IR
complementaridade
X de formas
X
complementaridade
de formas
X X
complementaridade
de formas
X X
fundo em faixas reconfiguragéo
X retangulares interna a figura
inicial
6-A

107



figura inicial fundo suporte tratamento possivel fatores que intervem na reconfiguragao complexidade
+ do tratamento
reconfiguragdo quadriculado / outro |contagem /reconfiguragdo auxiliam / inibem figural
possivel
B> fracionamento dado
= complementaridade de
< or
X X formas
1
| nao convexidade das
T sub-figuras
m X X
complementaridade de | a figura inicial € ndo
formas convexa
X
fundo quadriculado
complementaridade de
X X X formas
complementariade de | fracionamento nao é
formas dado
X
5-A*
= fundo em faixas
o X X retangulares
X
6-A*
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5.2- APRESENTAGAO E ANALISE DOS DADOS

Para analisar os resultados obtidos a partir dos questionarios
utilizados em nossa pesquisa, levantamos alguns fatores que desempenham
o papel de facilitador ou, ao contrario, de inibidor sobre a visibilidade,
quando se aplica a operagdo de reconfiguracdo, interferindo de forma
decisiva na produtividade do aluno.

Os questionarios foram aplicados em trés turmas, designadas, para
fim de referenciagéo rapida, como A, B e C.

A tabela seguinte mostra o niumero de alunos envolvidos, em cada
turma, tanto na aplicagdo do questionario inicial como do final.

turma | questionario { questionario | total
inicial final

30 31 62

B 29 32 61

C 33 32 65

92 95 188

Fazendo uma analise proporcional dos resultados destas turmas que
se encontram no quadro de dados no Anexo lll, pode-se caracterizar as
turmas A e B como quase que homogéneas, por apresentarem resultados
bem proximos para quase todos os problemas envolvidos nos questionarios,
levando-nos a engloba-las numa unica, doravante referida como D.

Ja a turma C apresenta resultados numericamente inferiores aos das
outras, fazendo-nos analisa-la separadamente das outras duas, apesar de a
variagdo numérica de acertos ser praticamente a mesma na turma D.

Sendo assim, daqui para a frente, para efeito de anélises, falaremos
em duas turmas: a D com um total de 59 alunos envolvidos no questionario A
e 63 no questionario A* ; e a turma C, com 33 alunos envolvidos no

guestionario A e 32 no questionario A*.
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O quadro seguinte mostra o numero de acertos e erros para cada

problema do questionario inicial; mostra, também, o fator predominante que

interfere na visibilidade da aplica¢éo da operagéo de reconfiguragéo e, o tipo

de erro predominante. Ambos podem justificar o éxito ou o fracasso dos

alunos diante dos problemas.

Primeiro quadro: Dados do questionario inicial

Populagao envolvida:

Turma D = 59 alunos

Turma C = 33 alunos

Problema Acertos Erros Tipo de erro Fator predominante
predominante
D C D C
1-A 52 24 7 9 - complementaridade
(88%) | (73%) | (12%) | (27%) de formas
- fracionamento dado
4-A 29 (°] 24 15 procedimento - complementaridade de
(49%) | (27%) | (40%) | (45%) de contagem formas
- fundo quadriculado
3-A 21 7 31 15 procedimento - complementaridade de
(35%) | (21%) | (52%) | (45%) de contagem formas
- fundo qudricuiado
5-A 12 4 39 13 procedimento - complementaridade de
(20%) | (12%) | (66%) | (39%) de contagem formas
- fundo quadriculado
6-A 19 3 16 5 - reconfiguragdo intema a
(32%) | (9%) | (27%) | (15%) figura inicial
2-A 10 2 45 26 manipulagéo das |- ndo-convexidade das sub-
(1 6%) (60/0) (760/0) (780/0) SUb—ﬂguraS nao ﬁguras
convexas
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Deste primeiro quadro constatamos:

1) para ambas as turmas ocorre uma variagdo numérica dos acertos aos
varios problemas, que é mais acentuada na turma D.

Isto mostra que, mesmo para uma turma aparentemente “fraca’, a
utilizacdo de figuras na resolugdo de problemas levanta as mesmas
probleméticas que s&o consideradas naguela turma possivelmente mais
“forte”.

Na verdade, a visibilidade de uma figura € intrinseca ao individuo. Ela
esta relacionada as leis gestalticas da organizagdo da percepgdo. E os
fatores que afetam esta visibilidade, seja para auxiliar ou para inibir o
tratamento figural, se comportam de maneira idéntica para grupos de alunos
diferentes, ou seja, aquela figura que parece facil para um grupo de alunos
continua sendo facil para um outro grupo de alunos com caracteristicas

diferentes do outro.

2) existem fatores que sdo predominantes e que interferem de forma
decisiva no tratamento figural.

De fato, para cada problema, ha varios fatores que interferem na sua
resolucdo, mas ha aqueles que se sobressaem, agindo de forma
predominante e sendo, quase sempre, responsaveis pelo acerto ou erro do
aluno.

Ligados a estes fatores, outros podem desempenhar papel importante,
tanto para facilitar como para inibir a aplicagdo da operagdo de

reconfiguragao.
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DETERMINAGAO DOS FATORES FECHADOS A VARIAGAO DOS
RESULTADOS

O quadro apresentado também nos sugere uma classificacdo dos
problemas de acordo com o numero de acertos e os fatores que facilitam, ou,
ao contrario, dificultam a aplicagéo da operagéo de reconfiguragéo.

A seguir faremos uma analise dos problemas que estédo envolvidos,
caracterizando esta classificacdo e procurando justificar a organizagéo do

quadro acima apresentado.

Problema 1-A

Este é o problema que apresentou o maior numero de acertos, tanto
na turma D (com 52 acertos), como na turma C (com 24).

Isto se justifica porque as propriedades do contorno s&o uma ajuda
para a aplicag@o da operagéo de reconfiguragéo por complementaridade de
formas, permitindo obter uma forma global familiar. Além disso, a
reconfiguracéo pode ser realizada de outras formas, ela n&o é Unica neste
problema. O aluno pode escolher qualquer uma das sub-figuras dadas na
figura inicial para deslocar e modificar a figura de outras maneiras, que nao
sejam necessariamente para obter a figura inicial num retangulo, por
exemplo.

Mas este ndo é o Unico fator que auxilia o aluno; outros também
participam para que ele consiga resolver o problema faciimente. Os tragos
suplementares sdo dados na figura inicial dispensando tratamentos
auxiliares; tampouco é requerido um fundo suporte para ajudar a encontrar
as sub-figuras pertinentes a reconfiguragdo. As sub-figuras estéo dadas na
figural inicial.

Como as sub-figuras sdo dadas na figura inicial, um outro
procedimento que pode ser feito € a contagem de “pegas’ que cada figura
tem. E como a figura é visivelmente simples, ja trazendo as sub-figuras que

devem ser contadas, a contagem & iguaimente simples.
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Problemas 4-A e 3-A

Os dois problemas tém um fundo quadriculado e um contorno que
facilita a complementaridade de formas.

Para obter as sub-figuras pertinentes a reconfiguragéo sao requeridos
tratamentos auxiliares que vao permitir a identificacdo destas sub-figuras.
Mas o fato de ter um fundo quadriculado e um contorno que ajuda torna facil
a execucdo destes tratamentos auxiliares. Basta prolongar as linhas do
fundo quadriculado sob a figura e faciimente as sub-figuras ser&o vistas.

A reconfiguracdo para estas duas questdes pode ser realizada de
maneira local (completando os pequenos quadradinhos) ou global
(transformando a figura inicial numa outra figura, um retangulo neste caso).

A reconfiguragdo local fica muito fragil, uma vez que ela privilegia o

fundo quadriculado e o procedimento adotado sera de contagem dos.

pequenos quadradinhos. Isto ndo quer dizer que aqueles que chegaram na
forma global destas figuras, o retangulo, ndo tenham usado o procedimento
de contagem, pelo contrario, usaram, mas tiveram maior possibilidade de
acerto.

Nota-se, entdo, que o erro predominante depende deste fundo
quadriculado que parece induzir a contagem dos pequends quadrados como
um procedimento Unico de resolucgao. | |

As tabelas abaixo mostram esta situagcdo. Da quantidade de erros
para cada uma destas questdes, separamos aqueles que usaram a

contagem como procedimento Unico, que nos parece um numero bastante

significativo.
3-A 4-A
turma | procedimento outros total de turma | procedimento outros total de
contagem procedimentos erros contagem procedimentos | efros
D 19 12 31 D 17 7 24
C 13 2 15 C 11 4 15
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Este fato explica o porque do grande numero de acertos para o
problema A-1 e ndo para estes dois; afinal eles apresentam o mesmo fator
visual predominante.

Ainda, para o problema 3-A o acerto foi menor. Isso se d& devido ao
contorno desta figura. Sua forma arredondada torna-se visualmente mais
dificil para a aplicag@o da reconfiguragao .

Parece mesmo que a aprendizagem fica muito condicionada aos
fotores que influenciam na visibilidade de um tratamento figural. Aquele fator

visual que pode ora facilitar, pode também dificultar.

Problema 5-A

Este problema tem um fundo quadriculado e um contorno que auxilia
na complementaridade de formas.

As sub-ffiguras pertinentes a reconfiguragéo sdo facilimente
identificadas devido a este fundo quadriculado, que sugere onde elas se
encontram e para onde devem ser deslocadas a fim de regularizar a figura.

Porém, da mesma forma que nos problemas 3-A e 4-A, este fundo
quadriculado parece induzir ao procedimento de contagem, levando muitos
alunos ao fracasso. Mesmo assim, o nimero de acertos, 12 para a turma De
4 para a turma C, caiu bastante em relagao a estas outras duas questdes.

Nesta questdo & preciso, entdo, ver trés aspectos: O acerto
matematico, o acerto visual e o erro.

O acerto mateméatico se da quando o aluno conclui 0 exercicio
corretamente. O acerto visual se d& quando o aluno faz uma boa
reconfiguracdo, mas utiliza o procedimento de contagem dos quadrados
para dar a resposta matematica, que neste caso sera errada. E o erro se da
quando o aluno de fato erra toda a questao.

A tabela a seguir mostra a situagéo das turmas analisadas, a partir

dos erros nesta questdo e segundo os critérios que definimos acima.
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turma | acerto | acerto visual | erro
com erro mat.
D 12 23 16
C 4 4 9

-

E claro que em nossa apresentacado de dados, exposta no primeiro
quadro, consideramos como erro para esta questdo tanto quando o aluno
errou totalmente, como também quando acertou visualmente mas errou
matematicamente.

Mas convém olhar que dos 39 erros da turma D, 23 alunos fizeram
uma boa reconfiguracao, ou seja, visualmente estaria correto, mas usaram a
contagem de quadrados para dar a resposta matematica, chegando assim
ao erro. O mesmo verifica-se para a turma C, s6 que em quantidades
menores.

Isto explica a queda de acertos para esta questdo, uma vez que 0
fator visual predominante € o mesmo que nbs problemas anteriores.

E claro que para o acerto total deste problema (12 na turma D e 4 na
turma C), era preciso ousar mais, era preciso estabelecer uma relagéo entre
figura e enunciado.

Problema 6-A

Apesar da figura deste problema trazer as faixas retangulares que é
um auxilio para a aplicacdo da operagdo de reconfiguragcdo, ele nao se
mostrou facil para a resolugéo. Poucos foram os que acertaram, 19 da turma
D e 3 da turma C. Houve mais respostas em branco do que propriamente
erradas. Assim, ndo podemos selecionar um erro predominante. O aluno
errou porque realmente ndo sabia o que fazer diante deste problema.

O que levou a queda de acertos neste problema é o fato da
reconfiguragdo ser interna a figura inicial. Além disso, tem-se que fazer

tratamentos sobre oito unidades figurais perceptivamente organizadas em
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torno de uma simetria axial. De qualquer forma € um tratamento um pouco

menos custoso pois a figura é simétrica.

Problema 2-A

A resolugdo deste problema pede, explicitamente, uma
reconfiguragao por conjunto de formas.

Este conjunto de formas € um reagrupamento pertinente de partes
elementares que deve ser construido e ndo simplesmente destacado da
figuré. Mas, de toda forma, ele constitui uma sub-figura que deve sair do
interior da propria figura.

E um tanto dificil encontrar este reagrupamento pertinente a
reconfiguragdo, uma vez que o resultado dele é a obtencdo de sub-figuras
nao convexas.

‘E preciso mais para chegar a solugéo deste problema, deve-se efetuar
modificacbes posicionais das sub-figuras. O nimero de operagbes e
manipula¢des que deve ser realizado para descobrir e colocar corretamente
as sub-figuras no lugar torna ainda mais dificil a resolug&o deste problema.

Tudo isto justifica a queda enorme de acertos e o alto numero de
erros. A resolugdo deste problema, alias, exige, muitoc mais que um olhar
atento. E preciso recorrer & experiéncia, & memoria; é preciso, sobretudo,
recorrer a construgdo que garanta as sub-figuras pertinentes a soluggo do
problema.

Outro fato que marca a solugdo destes problemas e que causou
grande parte do fracasso dos alunos frente a eles, é a compreensdo do
enunciado e a relacdo dele com a figura. De fato, a coordenacdo entre
figura e discurso nao € tarefa téo simples. Ela envolve outros elementos que

merecem uma atencgdo maior, exigindo mesmo um estudo mais especifico.
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ANALISE DE ALGUNS ERROS EM FUNGAO DOS FATORES

Para o problema 2-A
Os dois exemplos seguintes mostram a interferéncia da nao

convexidade das sub-figuras na realizagéo da operagéo de reconfiguragao.

Este & um fator predominante que levou muitos alunos ao erro. Eles
descobrem as sub-figuras pertinentes & solugdo do problema, mas nao
conseguem manipula-las a fim de ter a real solug&o do problema.

Probleman®l- A
Um i2rrenc em o ‘e L con n Fotire Al . o
l onma de L. como mostra a figura abaixo, deve ser dividide 2in

cualro lctes de mesina drea © de mecmin i
; ©> Gc llisiMa area ¢ de mesma ionma. Descubra como s2130 esses
. e - e o

Soed

ZXpogue come vocé fez,
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Probleman®2- A

Um terreno em forma de L, como mostra a figura abaixo, deve ser dividido em
quatro lotes de mesma drea ¢ de mesma forma. Descubra como serio €SSES
lotes.

Explique como vocé fez.
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Para o problema 3-A e 4-A
Os exemplos seguintes mostram o predominio do fundo quadriculado

levando os alunos ao procedimento de contagem que geraram a maior parte

dos erros.

Probleman®3 - A
Qual € a area desta superficie? Explique sua resposta.

( A area de cada quadradinho do fundo quadriculado é 1 cm?)

uedrod e,
Pauomes (videch) «Qmmmcis& W}a&o
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Probleman®d - A
Calcule a arca da figura hachurada, Explique como vocé a obteve

Obs.: A area de cada quadradinho do fundo quadriculado € | cm?,

Q. . o] g .
é}@ oS %M. )Luu_L nb ;n&’hj@b 2 '7490 $Gandn 69@“{,,\

b

L

I
|
|

{
t
f
Il
]
1

~ﬂ,,_\*) /(,

S

Os exemplos acima mostram que o aluno vé uma reconfiguragdo local,
predominando o fundo quadrado e utilizando o procedimento de contagem de

area de cada quadradinho para dar a solugdo do problema
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A seguir um exemplo tipico onde o aluno faz uma boa reconfiguracao,
mas, n&o acredita no tratamento figural e utiliza o procedimento de contagem

para dar a solugéo do problema que levara ao seu erro.

Probleman"3 - A

Qual ¢ a arca desta superficie? Explique sua resposta.

( A arca de cada quadradinho do fundo quadriculado é 1 cm?))
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Para o problema 5-A

Os dois exemplos seguintes caracterizam a situag&o em que o aluno faz
uma boa reconfiguragdo na figura deste problema, mas nao realiza uma
coordenacéo entre a figura e o que diz no enunciado, deixando, mais uma vez,
que o fundo quadriculado dirija sua solucdo. Desta forma ele faz um

procedimento de contagem dos quadrados.

Probieman"5-A

ABCD ¢ um quadrado de lado 4 cmi. Calcule a area da superficie hachurada.
Expiique como vocé a encontrou.

A /"\ E
{ ER . : . / . A
3 P \\/ Cose a

Problemin n” S - A

ABCI ¢ um quadrado de lado 4 e Calcule a area de superficic hachurada,
Explique como vocé a enconirou.
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Segundo quadro: Dados do questionario final

Populagéo envolvida:

Turma D = 63 alunos

Turma C = 32 alunos

Problema Acertos Erros Fator predominante
D C D C

1-A* 61 29 2 3 |fracionamento dado
(97%) | (90%) | (3%) | (9%) |complementaridade de formas

5-A* 53 6 3 6 |complementaridade de formas
(84%) | (19%) | (4%) | (19%)

3-A* 49 10 10 4 |complementaridade de formas
(78%) | (31%) | (16%) | (12%)

4-A* 43 | 1 7 4 |complementaridade de formas
(76%) | (34%) | (11%) | (12%) |fundo quadriculado

2-A* 37 9 24 16 |n&o convexidade das sub-figuras
(59%) | (28%) } (38%) | (50%)

6-A* 15 1 25 11 | maior complexidade de tratamento
(24%) | (3%) | (39%) | (34%)

Comparando os resultados apresentados no primeiro quadro com 0s

resultados deste segundo quadro, constatamos que ocorreu:

1) um aumento nas taxas de acerto;

2) uma homogeneizagao nas taxas de acertos.

Concernente ao primeiro ponto pode-se verlﬂcar claramente esta

conclusdo fazendo as seguintes comparagdes:

- para a questdo 1, passa-se de uma margem de acertos de 88% para 97% na

turma D, e de 73% para 90% na turma C;
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- para as questdes 3, 4 e 5, passa-se de uma margem de acertos
compreendida entre 20% e 49% para uma margem de acertos compreendida
entre 76% e 84% na turma D, e uma margem compreendida entre 12% e 27%

para 19% e 34% na turma C;

- para a quest&o 2, passa-se de uma margem de acertos de 16% para 59% na

turma D e, de 6% para 28% na turma C.

Para a turma D estes dados representam um ganho de 20 a 30 alunos.
Para a turma C o ganho ja é menor. Mas, de qualquer forma, observa-se este
ganho para todas as questoes.

E claro que se houve aumento nas taxas de acerto, a aprendizagem
ocorreu, mas € muito mais importante ressaltarmos o segundo ponto. Esta
aproximacéo das taxas de acerto nos mostra que ndo é aleatorio o acerto de
uma ou de outra questdo, ele acontece porque O aluno sabe resolver. Além
disso verifica-se que ndo ha diferenca sensivel entre a maior parte das
questdes, apesar das variagdes de acerto passarem de 20% e 80% para 76%
e 97%, excluindo-se, é claro, a questdo 6, pois para esta questdo ha um salto
brutal na complexidade do tratamento figural.

Esta aproximagdo nos resultados pode, também, ser caracterizada
analisando a situagdo dos problemas 4-A e 3-A (questionario inicial - primeiro
quadro), em que se observa que ndo sio0 os mesmos alunos, ou pelo menos
ndo a grande parte, que resolve 3-A e também 4-A ( ver cruzamento de dados
no Anexo V).

Situacdo diferente podemos verificar neste Ultimo quadro. A
aproximagao dos resultados é visivel e grande entre as questoes 5-A* 3-A* e
4-A*, podendo ainda considerarmos proximos destes os resultados de 1-A* e
2-A* conforme as marcagbes em negrito e pontilhados que colocamos no
quadro acima (ver cruzamento de dados destas questdes no Anexo IV).

A queda no acerto da questao 6-A* & devida ao grande custo de
tratamento figural qUe o problema exige. A figura apresenta, praticamente, 0s

mesmos fatores que a figura da questéo 6-A. Mas, sendo até mesmo surpresa
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para nés, o fator que predominou e que fatamente levou ao resuitado da
questéo 6-A* é a maior complexidade de tratamentos exigidos nesta figura em
relagdo a figura do problema 6-A.

Na figura do problema 6-A* temos que realizar tratamentos sobre 14

unidades figurais perceptivamente ndo organizadas em torno de uma simetria

axial. Isto torna o tratamento figural bastante custoso e nao seria numa curta
aprendizagem que nossos alunos conseguiriam resolvé-lo.
Observem-se os procedimentos que este aluno fez para chegar a

solucéo deste problema.

Problema n’ 6 - A*

Dividimos um retangulo ABCD em partes iguais. Qual ¢ a fragdo da area do
retangulo que representa a area do triangulo BED?

Explique como vocé a encontrou.

A B
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5.3- ALGUMAS CONSIDERAGOES FINAIS

O proposito de recolher e analisar os dados obtidos através de nossa
sequiéncia didatica é confirmar se houve uma aquisicdo de tratamentos
figurais. Para isso € preciso olhar e verificar do primeiro para o segundo
quadro de dados, trés constatagdes:

1) aumento na taxa de acertos;

2) estabilidade na taxa de acertos;

3) ftransferéncia da aprendizagem para outras questées radicaimente
diferentes.

A primeira constatacdo € visiveimente observada comparando os
resultados de acertos do primeiro quadro com os do segundo quadro.

Também pode ser visivelmente notada no ultimo quadro a segunda
constatagdo. Constata-se que os resultados de acertos ocorrem com uma certa
estabilidéde de uma questéo para outra. Consideramos esta constatagdo como
sendo mais importante, pois uma boa aprendizagem deve atenuar ou apagar
a variagao de acertos.

 Estes dois fatos ocorridos e constatados na andlise dos dados nos
mostram que os fatores que interferem na visualizagdo da operagao figural, e
que introduzem a diferenga nos resultados foram neutralizados, ocorrendo
aquilo que nos garante a aquisicdo da aprendizagem: uma homogeneizacéo
seguida de um aumento nos resultados de acertos.

A terceira constatacdo, € o que consideramos mais fragil de confirmar
em nossa pesquisa, uma vez que a sequéncia didatica desenvolvida ocupou
um prazo curto no periodo escolar. Para, de fato, garantir esta questéo, seria
necessaria uma continuidade na pesquisa, ja que este fato so poderia ser mais
bem observado ao longo do tempo.

Desta forma, os resultados adquiridos e analisados a partir da
aprendizagem realizada durante a seqUéncia didatica, nos mostra uma
aquisicéo de tratamentos figurais para a resolugdo de problemas. Mas mostra,

também, que, um tratamento figural aparentemente simples pode tornar-se
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longo e complicado, exigindo do aluno habilidade e desenvoltura, assim como
um grande calculo matematico.

A turma C caracterizou-se por apresentar resultados menores, porém
relativamente proporcionais as outras turmas analisadas. Talvez fosse preciso
um tempo de trabalho um pouco mais longo ou a realizagido de tarefas com
mais explicacdes verbais para facilitar a conscientizagdo e aumentar

aprendizagem desta populagao de alunos.
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CONCLUSAO

A geometria € um campo da Mateméatica que lida com atividades
cognitivas bastante diferenciadas. Tomar consciéncia desta heterogeneidade
abre caminhos para a descoberta de uma aprendizagem especifica destas
atividades.

Aqui, nesta pesquisa, transcorremos por aquilo que chamamos de
visualizag@o de figuras geométricas. Para isto dirigimos nossa atengdo sobre
Os tratamentos ligados & “apreensdo operatdria” das figuras, oportunizando
uma aprendizagem da operagdo de reconfiguragdo, buscando a neutralidade
dos fatores que inibem a aplicagdo desta operacao, a fim de obter alunos com
uma maior desenvoltura no tratamento com figuras.

Assim, os alunos s&o introduzidos ao registro das figuras, registro de
representacdo que tem suas operagdes e seus tratamentos proprios, e que é
independente de toda e qualquer subordinacdo tedrica. E é esta
particularidade que torna as figuras um objeto de explorac&o heuristica.

Uma aprendizagem de tratamentos figurais deve conduzir os alunos a
uma conscientizagdo das possibilidades heuristicas do registro figurativo,
levando-os a um crescimento visual e a uma desenvoltura na sua capacidade
interpretativa da Matemética como um todo, bem como do mundo que Ihes
rodeia. '

Mas isto que chamamos “aprender a ler uma figura” no é tarefa tao

simples e imediata. Este trabalho de pesquisa desenvolvido reencontra
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resultados que foram encontrados na Franga ha alguns anos atras, com a
pesquisa realizada por Virginia Padilla Sanchez, em 1992.

Estes resultados comprovam que a apreensdo visual é, de fato,
ignorada em nosso ensino, ou que, nem mesmo & considerada como uma
atividade que exige muito mais que olhar simplesmente. Todavia, um
tratamento figural € uma atividade bastante complexa, que pode tornar-se
longa e complicada como um grande célculo, mesmo quando, aparentemente,
parece ser muito simples.

Portanto, no Brasil, em situagSes diferentes daquelas que Padilia
encontrou na Franga, nds nos deparamos com resultados semelhantes. Que
as dificuldades na visualizag&o ndo estéo ligadas ao ensino, mas sim, que elas
sdo intrinsecas ao individuo, que estdo diretamente ligadas ao funcionamento
cognitivo de cada ser.

A partir dos resultados encontrados em nossa pesquisa podemos, de
fato, concluir que a dificuldade na visualizacdo esta centrada basicamente em

dois pontos:

1) em ver a figura, ver como se vé uma radiografia, vé-la a partir de todas as

possibilidades que ela pode oferecer;

2) em se apropriar desta leitura, ter apreendido a capacidade de leitura de

figuras, neutralizando fatores que possam interferir na busca errada da
solugdo do problema.

Este trabalho que acabamos de concluir é apenas uma pequena
contribuicdo para o desenvolvimento daquilo que chamamos de aprender a
ver. E isto ndo é o suficiente para ajudar nossos alunos a utilizar figuras de
maneira heuristica na resolucdo de problemas, pois se observou que, mesmo

sendo neutralizados os fatores que ocultam a visibilidade da aplicacdo da
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operagéo de reconfiguracdo, mesmo ocorrendo uma homogeneizagao seguida
de um aumento nos resultados de acertos encontrados a partir da sequéncia
didética realizada, ha problemas com figuras que exigem um custo de
tratamento figural muito maior, tornando esta atividade bastante complexa. E
isto porque? Porque eles n&o sdo capazes de ver corretamente a figura inicial,

aquela que ¢ ligada a situacao do problema.

Aprender a ver ndo é somente dispor de figuras isoladas de um contexto
as quais se aplicardo tratamentos figurais. E, sim, utilizar as figuras iniciais
realizando uma mudanga de registro, a correspondéncia entre figura e
enunciado, possibilitando assim as transformagdes na figura inicial, que a
levarao a uma figura que mostra a solugéo do problema. Sé assim as figuras

funcionardo de maneira heuristica.

Todas estas constatagSes colocam em evidéncia a necessidade e a
importancia de diferentes tratamentos figurais que possibilitem as figuras

desempenharem seu papel heuristico.

Isto que chamamos de ver uma figura é portanto fundamental em
geometria, e néo é, de forma alguma, uma atividade constante e evidente. E
sobretudo uma questdo de tratamento, cuja complexidade deve ser
considerada e analisada na aprendizagem da geometria.
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ANEXO |

QUESTIONARIOS UTILIZADOS NO 12 ANO DO 22 GRAU

Escola: Série:
Nome: Idade:

Questionario B

Probleman®1-B

ABCD ¢é um quadrado e P, Q, R, S sdo os meios dos lados.
Compare a area da regido hachurada e da regido ndo hachurada.
Marque com um X a alternativa correspondente a sua resposta:

A p B

( ) aregido hachurada tem a mator area.
( ) aregido ndo hachurada tem a maior 4rea.
( ) as duas regides tem 4reas iguais.

Justifique sua resposta:
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Probleman’2-B
Observe a figura hachurada.

Calcule sua area. Explique como vocé€ a encontrou.

Obs.: A area de cada quadradinho do fundo quadriculado € 1 cm?.

Problema n°3 - B
A figura é constituida de semi - circunferéncia de 1 cm de raio e de

segmentos. Calcule sua area. Explique como vocé a obteve.

4
v

Sem
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Probleman®°4-B

Um terreno em forma de L, como mostra a figura abaixo, deve ser dividido
em quatro lotes de mesma area e de mesma forma. Descubra como serdo

esses lotes. Explique como vocé fez.

Probleman’5-B

ABCD é um quadrado e P, Q, R, S s#o os meios dos lados.Qual a fragdo
que representa a parte hachurada do quadrado?
Explique sua resposta.

A P B
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Probleman’ 6 - B
ABCD ¢ um quadrado dividido em partes iguais. Mostre que as areas

AMED, MEF ¢ MBCF sdo iguais.
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Escola: Série:

Nome: Idade:

Questionario B*

Problema n° 1 - B*

ABC é um tridngulo equilatero e I, J, K sdo os meios dos seus lados. P, Q, R
sdo os meios dos lados do tridngulo 1JK.
Compare a area da regifio hachurada e da regido ndo hachurada.

Marque com um X a alternativa correspondente a sua resposta:
( ) aregifio hachurada tem a maior area.

( ) aregido ndo hachurada tem a maior area.

( ) as duas regides tem 4reas iguais.

Justifique sua resposta:
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Problema n° 2 - B*
A figura representa um quadrado ABCD. M, N, O ¢ P sdo os metos dos
lados do quadrado.

Calcule a area da parte hachurada. Explique como vocé a obteve.

»&

A
\é
A
v

2cm 2cm

Problema n° 3 - B*

A figura sombreada é contituida de semi-circunferéncias e de segmentos.
Calcule sua area.

Explique como vocé a obteve.
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Problema n° 4 - B*
Esta figura é formada por cinco quadrados. Divida-a em quatro pedagos, de
mesma area e mesma forma.

Marque sobre a figura os tragos da divisdo, explicando seu procedimento.

Problema n° 5 - B*

A figura abaixo representa um quadrado ABCD. M e N sdo os meios dos
lados AB e AD, respectivamente. Qual a fragdo que representa a parte
hachurada do quadrado? '

Explique como vocé a encontrou.
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Problema n° 6 - B*
Dividimos um retingulo ABCD em partes iguais. Qual ¢ a fragdo da area do

retdngulo que representa a area do tridngulo BED?

Explique como vocé a encontrou.
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ANEXO II

QUESTIONARIOS UTILIZADOS NA COLETA DE DADOS

Escola: Série:

Nome: Idade:

Questionario A

Probleman®1-A
Compare as éreas das figuras 1, 2 e 3. Assinale a alternativa correspondente

a sua resposta.

( ) afigura 1 tem a maior area.
( ) afigura 2 tem a maior area.
( ) afigura 3 tem a maior area.

( ) as trés figuras tem areas iguais.

Justifique sua reposta:
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Problema n®°2 - A

Um terreno em forma de L, como mostra a figura abaixo, deve ser dividido
em quatro lotes de mesma area e de mesma forma. Descubra como serdo

esses lotes. Explique como vocé fez.

Problema n°3 - A
Qual ¢ a area desta superficie? Explique sua resposta.

( A 4rea de cada quadradinho do fundo quadriculado é 1 cm?.)

144



Problema n° 4 - A
Calcule a area da figura hachurada. Explique como vocé a obteve.

Obs.: A area de cada quadradinho do fundo quadriculado é 1 cm?.

Probleman®’5-A

ABCD ¢ um quadrado de lado 4 cm. Calcule a area da superficie
hachurada. Explique como vocé a encontrou.

A B
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Problema n® 6 - A
ABCD ¢ um quadrado dividido em partes iguais. Mostre que as areas
AMED, MEF ¢ MBCF sio iguais.
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Escola: Série:

Nome: Idade:

Questionario A*

Probleman®1 - A*

Compare as areas das figuras seguintes. Assinale com um X a resposta que

vocé achar correta:

( ) afigura 1 tem a maior area.
( ) afigura 2 tem a maior area.

( ) as duas figuras tem 4reas iguais.

Justifique sua reposta:
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Problema n° 2 - A*
Esta figura é formada por vinte quadradinhos. Divida-a em quatro pedagos,
de mesma area e mesma forma.

Marque sobre a figura os tragos da divisdo, explicando seu procedimento. -

Problema n°3 - A*

Observe a figura hachurada. Calcule sua area. Explique como vocé a

obteve.

2 cm

8 cm
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Problema n° 4 - A*
Calcule a area da figura hachurada. Explique como vocé€ a obteve.

Obs.: A é4rea de cada quadradinho do fundo quadriculado é 1 cm?®.

Problema n° 5 - A*

Observe a figura abaixo. Calcule a area da superficie hachurada. Explique
como vocé a encontrou.

4 cm

4 cm
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Problema n® 6 - A*
Dividimos um retingulo ABCD em partes iguais. Qual ¢ a fragdo da area do

retingulo que representa a area do tridngulo BED?

Explique como vocé a encontrou.
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ANEXO III

TABELA DE DADOS

Questionario Inicial

Turmas: A=30alunos B=29alunos C =233 alunos
1-A 2-A 3-A
turma | acerto |erro |branco turma | acerto |erro {branco turma | acerto | erro | branco
A 26 4 - A 5 25 - A 10 16 4
B 26 3 - B 5 20 4 B 11 15 3
C 24 9 - C 2 26 5 C 7 15 11
4-A 5-A 6-A
turma | acerto | erro | branco turma | acerto |erro | branco turma | acerto {erro |branco
A | 18 10 2 A 7 18 5 A 9 7 14
B 11 14 4 B 5 21 3 B 10 9 10
C 9 15 9 C 4 13 16 C 3 5 25
Questionario Final
Turmas : A = 31 alunos B = 32 alunes C = 32 alunos
1-A* 2-A* 3-A*
turma | acerto | erro | branco turma | acerto | erro | branco turma | acerto {erro |branco
A 30 1 - A 19 12 - A 24 5 2
B 31 1 - B 18 12 2 B 25 5 2
C 29 3 - C 9 16 6 C 10 4 18
4-A* 5-A* 6-A*
turma | acerto |erro |branco turma | acerto |erro |branco turma { acerto |erro | branco
A 28 - 3 A 26 2 3 A 12 12 7
B 20 7 5 B 27 1 4 B 3 13 16
C 11 4 17 C 6 6 10 C 1 11 10
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ANEXO IV

CRUZAMENTO DE DADOS
Resultados efetivos Resultados tedricos
3-A
acerto erro
4-A |acerto| 16 12 {28 11 17
erTo 3 17 120 8 12
19 29 48

Para as questdes 4-A e 3-A o teste de independéncia da significativo.

Para as proximas questdes a aplicagdo do teste néo se faz necessaria.

3-A*

acerto | erro

4-A* [acerto | 40 | 7

erro 6 1
4-A*
acerto | erro

5-A* | acerto | 44 6

erro 1 0
3-A%*
acerto | erro

5-A%* { acerto | 44 8
erro 0 2
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