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Nesta dissertação realizamos um estudo dou efeitos provocados pela deformação uas 

transições de fase apresentadas pelos modelos de Lipkin e de Moszkowski. Utilizamos 

o método varÍ£w:ional, via estados coerentes, e discutimos a validade e conveniência da 

utilização destes no contexto das álgebras quânticas.

Utilizando o Princípio Variacional Dependente do Tempo (TDVP) obtivemos as equa

ções de movimento para o modelo de Moszkowski q-deformado e, utilizando estas equações, 

procuramos analisar os efeitos provocados pela deformação na dinâmica deste modelo.
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IV



A BSTR A C T

In tliis work we analyse the effects of the q-deformation in the phase transitions of the 

Lipkin model and the Moszkowski model. We use the variational method, via q-deformed 

coherent states, and we discuss the validity and the convenience of this approach.

By using the time dependent variational principle (TDVP) we obtain the equations 

of motion for the Moszkowski model and, with the help of these equations, we study the 

changes introduced by the deformation in the dynamics of this model.



Nesta dissertação realizamos ura estudo dos efeitos provocados pela deformação nas 

transições de fase apresentadas pelos modelos de Lipkin e de Moszkowski. Utilizamos 

o método variax:ional, via estados coerentes, e discutimos a validade e conveniência da 

utilização destes no contexto das algebras quânticas.

Utilizando o Princípio Variacional Dependente do Tempo (TDVP) obtivemos as equa

ções de movimento para o modelo de Moszkowski q-deformado e, iitilizando estas equações, 

procuramos analisar os efeitos provocados pela deformação na dinâmica deste modelo.
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CAPÍTULO I

IN TR O D U Ç Ã O

1.1 O bjetivos

As álgebras quânticas têm sido objeto de diversos artigos na literatura recente. Nesta 

dissertação prociuramos analisar os efeitos da deformação em modelos exatamentes solúveis 

e, principalmente, discutir a validade e conveniência de se utilizar os estados coerentes 

como funções de teste quando aplicamos o método variacional, no contexto das álgebras 

quânticas. Também faz parte desta dissertação um estudo sobre a dinâmica do modelo de 

Moszkowski q-deformado^’̂ .

Mais especificamente, no capítvilo II realizamos um estudo variacional do modelo 

de Lipkin q-deformado, via estados coerentes, como o realizado na ref.^. Um estudo 

semelhante é apresentado no capítxilo III, só que agora para o modelo de Moszkowski 

q-deformado. O capítulo IV é dedicado ao estudo da dinâmica do modelo de Moszkowski 

q-deformado, utilizando o Princípio Variacional Dependente do Tempo (TDVP), como já  

realizado para o modelo de Lipkin q-deformado"*.

Nas seções seguintes deste capítulo faremos uma breve discussão sobre o princípio 

variacional, estados coerentes e álgebras quânticas, topicos que serão abordados e utilizados 

diversas vezes nos capítulos seguintes.



1.2 o  Princípio Variacional Geral

De acordo com o Princípio Variacional Geral a resolução da equação variacional

SE[xß] = 0 , (1 .1)

onde

PI,,,, (-M í f  U )

é equi\^ente a  resolução da equação de Schrödinger H  \ = E  \

Este método, entretanto, normalmente produz resultaxlos aproximados pois, ao solu

cionarmos a equação (1.1), nós restringimos | xß) a tun conjunto de funções de teste. Se as 

auto-funções do operador H estiverem contidas no nosso conjunto de funções de teste, os 

resultados obtidos serão exatos. Porém, quanto mais distantes do nosso conjunto estiverem 

as auto-funções, mais distantes dos resultados exatos serão os resultados obtidos.

Se decompusermos a nossa função de teste em termos de auto-estados do operador H, 

ou seja,

n=0n=

com H  \ tßn) =  En I V’n)? podemos escrever:

_  ^n,n* ^n'^nEn^nn' X)n 1̂ "!^ ^0 _

L n K I  E n  «nl

assim

É[^] >Eo.  (1 .2)



Como podemos ver pela equação (1.2), Eo c ura limite inferior para o valor de E[il>]. 

Portanto quanto menor o resultado obtido pela equação (1.1) mais próximo de Eq.

Quando minimizamos E[tp] sobre o nosso conjunto de funções de teste, obtemos 

primeiramente o estado fundamental (ou um valor aproximado para o estado fundamental). 

Para obter o primeiro estado excitado é necessário obter o mínimo E[xl>] sobre um conjunto 

de funções que seja òrtogonal a | V*o)- Ou seja, impomos a condição {rpi | t/>o) = 0 . Seguindo 

este raciocínio vemos que para calcular o segundo estado excitado precisaremos de duas 

condições ( ( V » 2  I V ’ i )  =  0 e (V > 2  | V’o) =  0), e assim por diante. A imposição dessas condições 

complica bastante os cálculos o que faz com que este método seja utilizado principalmente 

para obter o estado fundamental.

1.3 Estados Coerentes

Um conjtmto de estados coerentes foi usado pela primeira vez por Schrödinger em 1926, 

no estudo do limite semiclássico do oscilador harmônico. O conceito de estado coerente, 

entretanto, só foi introduzido por Glauber® em 1963, para o grupo de Heisenberg-Weyl 

(W l). Este conceito foi posteriormente generalizado por Perelomov® para qualquer grupo 

de Lie.

Na álgebra w l temos como geradores que satisfazem as relações :



Defiiiindo-se o operador N  =  a^a, em uma base de auto-estados do operador N  temos :

iV I n) =  n I n) ,

a.̂  I n) =  y/n +  1 | "> +  1) , (1-4)

a 1 n) =  \ /n  ] n — 1) .

O estado coerente | z) da álgebra w l foi definido :

U ) =  í ” ’ |0 ) =  f ; - ^ | n )  . (1.5)

É fácil observar utilizando (1.4) que

a \ z )  =  z \ z )  , a t I z ) = ^ ^ \ z )  . (1.6)

A partir das equações (1.6) podemos deduzir a ação dos operadores a,a^ no espaço de 

Bargmann^ (espaço cuja base é composta por estados coerentes). As funções de onda 

nessa representação são dadas por

^{z)  = {z\xj>)

temos então

aV (^) = {z \a^  \ip) = z{z I V>) =  zip(z),

(1.7)

e, portanto

a} = z , a =  (1 .8)
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A representação no espaço de Bargmann tainbém pode ser usada em conexão com 

outras álgebras de Lie. No caso da álgebra su(2) temos os operíuiores J_ e J ,  que 

satisfazem as relações de comutação

; [J .,J± ] =  ± J±  . (1.9)

A ação desses operadores em tuna base | jm ) é:

IJm ) =  m I jm )
(1.10)

J±  I jm ) =  y/(J T m)(j  ±  m +  1) \ j m  ±  1) .

O estado coerente | z) da álgebra 5u(2) é definido®’®

\ z )  =e'^J+ \ j - j )  _ j )  . (1 .11)
n=0

De forma análoga a que fizemos anteriormente pode-se deduzir a ação dos operadores 

J+, J_ , no espaço de Bargmann.

É importajttte notar que os estados coerentes, devido ao fato de serem um somatório 

de todos os estados da base, são convenientes na descrição de propriedades coletivas.

1.4 Álgebras Q uânticas

As álgebras quânticas®’*“ são generalizações das álgebras de Lie usuais, pela introdução 

de um certo parâmetro g. Quando fazemos o limite ç —+ 1, retomamos às álgebras de Lie 

usuais. Em correspondência com a álgebra sw(2), nós temos a álgebra quântica s«,(2)®, 

cujos geradores (J4., J_  e Jg) obedecem as seguintes relações de comutação :

[J+,J.] = [2J,] ; [J .,J± ] =  ± J±  (L12)



onde

X 9^ -  
g - 9-1

Obviamente, se escrevermos g =  e , teremos

e se escrevermos g =  e‘̂ , teremos

sen{T)

Nas equações (1.13), (1.14) e (1.15), é fácil observar que

limfx] =  X .ç-»l

A ação dos operadores J+ , J -  e Jz em uma base | j m )  passa a ser: 

J z \ j m )  = ^ m \ j m )

J± 1 jm )  =  V b  t H I Í  ±7« +  1] I j m  ±  1).

(1.13)

.]  =  , (1.U )
senh{T)

(1.16)

De maneira análoga à utilizada para definir os estados coerentes das álgebras de Lie 

usuais pode-se também definir os estados coerentes das álgebras quânticas^^’*̂ . Na álgebra 

quântica suq(2) a definição é a seguinte:

\^) = ‘" * \ Í - j )  = ' Z ^ \ 3 - Í )  (1-17)
n = 0  ^

onde

n]! =  [n][n — 1]....[1]. (1-18)



o  interesse no estudo das álgebras quânticas em correlação com problemas físia)s 

aumentou consideravelmente desde o estudo do oscilador harmônico q-defonnado®, e a- 

plicações dessEis álgebras têm sido desenvolvidas em diversas áreas da física. Modelos 

exatamente solúveis, em sua versão deformada, têm sido estudados com o objetivo de se 

tentar compreender o efeito que a deformação provoca nas propriedades dos sistemas, e 

sobre a possibilidade de se relacionar o parâmetro q com aJguma grandeza física. Como 

exemplo, podemos citar os estudos sobre a influência da deformação na transição de fase 

do regime-vibracional para o regime rotacional no modelo de Lipkin e no modelo

de Moszkowski suq{2) ® suq{2y.



CAPÍTULO  II 

M ODELO D E  LIPK IN - M ESHKOV - GLICK (LM G) 

2.1 O M odelo LMG

0  modelo LMG^® representa um sistema de N férmions distribuídos em dois níveis 

N-vezes degenerados, separados por uma energia e. A Hamiltoniana pode ser escrita:

H  =  (2.1)
ptr PP'<f

onde V especifica a intensidade da interação entre as partículas, o número quântico <r indica 

o mvel de energia e pode assimair os valores +1 (para o nível superior) e — 1 (para o nível 

inferior), e p é  o número quântico que especifica o estado de ima férmion no mvel a.

Como cada partícula pode ocupar dois estados, para N partícidas teremos um total 

de 2 ^  estados. A resolução do problema envolveria, portanto, a  diagonalização de uma 

matriz 2^ x 2^ . Contudo a simetria do problema permite uma considerável redução nesse 

número. Se o estado de tuna partícula for especificado por um vetor de spin, o operador de 

transição de um estado para outro pode ser descrito por imia matriz de Pauli. Podemos 

formular todo o problema em termos de operadores de pseudo-spin a  partir das segtdntes 

definições :

=  =  ^ a j _ i a p + i  Jz = \Y^cra\„ap>T , (2.2)
P P po

onde

=  (2.3)
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[J„ J± ]  =  ± J±  . (2.4)

Os operadores (2.2) satisfazem as mesmas regras de comutação do momento angular 

(álgebra su(2)) e a Hamiltoniana (2.1) pode ser expressa em termos desses operadores ;

í í  =  eJ, +  l y (  J2 +  ) . (2.5)

O operador Jz dá a meta<le da diferença entre o número de férmions dos dois níveis. Assim 

o valor máximo de Jz e, consequentemente, de J  é y .  A solução do problema envolve, 

portanto, a diagonalização de uma matriz de ordem iV +  1 (—y < J 2 < y ) .

2.2 O M odelo LMG q-Deform ado

O modelo LMG q-deformado^^ pode ser obtido se considerarmos que os operadores 

de pseudo-spin (7+, J_ , Jz) são geradores da álgebra s u g ( 2 ) ,  ao invés da álgebra su(2). As 

relações de comutação entre os geradores dessa álgebra são:

[J+ ,J_] =  [2J,] [J .,J± ] =  ± J±  (2.6)

onde [x] está definido pela equação (1.13).

A ação desses operadores em um vetor de uma base | jm )  é dada pela equação (1.16). 

A resolução exata do problema é análoga a resolução para o caso não deformado.

2.3 Solução Variacional do M odelo LMG q-Deform ado

O cálculo do estado fundamental do modelo LMG q-deformado pode ser feito utili

zando-se um método variacional^. Para isso utilizamos o estado coerente de s u q ( 2 ) ,  dado

9
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por11.

(2.7)

onde ej =  YI Z .0 ^  e [n)! =  |n)|n -  1)...|1].

Assim

2j

n=0

1 [2]

W  ..........  [2;]!

2j]\[j + m]\=  V  ( _____!MÜÍL±i=li_____V i i „ ) .
_  ■ \ \ J  -  ”*]-b +  +  "*]Vm = - j

(2.8)

Definindo :

n [n]!
fcJ [n — fc]![fc]! ’ (2.9)

obtemos

')= E
m = - j

2j 
j  — m

i
(2.10)

cuja norma e:

j j
{ ^ U ) =  S  I

m = —j  m ' = —j

2j Zi+ra' 2j
12 ^J+m

j  — m'_ J  —

= E
m = - j

2j 
j  — m

(2Z)'+"- (2.11)



ou seja

2 j - l

( z l z )  = ÎH + ) z z f i  =  n  (1 +  .
k=0

onde a q-binomial é dada por

11

(2.12)

/=o

n
i l (2.13)

-O estado de mínima energia é obtido a partir da expressão: 

Eo

min Í { z \ J , \  z) Y _ (  I \

z € C \  { z \ z )  - ^ 2 e \  ( z \ z )  {z \ z) ) ] ' (2.14)

A ação dos operadores de pseudospin da álgebra suq{2) no espaço de Bargmaim é dada

por 11,12

( 2  I J ,  I <(>) =  - i )  ( 2  I V ’ )

{ z \ J - \ ^ ) =  D . ( z  I 0)

{2 I J+  I ÿ )  =  ( - q - ^ ’ z ^ D ,  +  [ 2 j ] 2 i , - . ) ( 2  I

(2.16)

(2.16)

(2.17)

onde I tf)) é um estaxio arbitrário,

Lq-r f iz )  = f (q - ^ z )  , (2.18)

(2.19)



é a q-derivada.

Para obtermos o mínimo da expressão (2.14), calculamos primeiro ’

{ z \ J z

12

U> _  1

{ z \ J . \ z )  _____  1_______

((4 -i)nV+,— - ))

/ f f  ? ,“ -«+■ n ' ( i
k=0 k'=ofcV* /

( ^ U )  1 + ^ ^

Antes de calcular é conveniente obtermos o resultado da aplicação da q-derivada

em tuna q-binomial

2 j - l

£ > . ( i ( + > íp = B . n  (1
Jk=0

Aplicando a definição da q-derivada, dada em (2.19), temos

2^(9-9“ ^) z { q - q - ^ )

Dz[ l{+)zz f i  =^z[2j][\{+)zzf^-\  (2.21)

Em sequência C£dculamos—|^~|^" e :

{ z \ J l \  z) ^  Dz { D, { z \ z ) )
{ z \ z )  { z \ z )

t;2z -  2j ] [2j  -  ll[l(+)^f]^^-^



-z^2j][2j -  1]
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z ^ 2 j ] [ 2 j  -  1](1 +  q-^j-^^2z)il +  q -^ i+ ^ z z ) .......... (1 +  q^^-^zz)
(1 +  q~'^i+^zz){l + q-^i+^zz)..........(1 +  q^i-^zz)

( z \ J Í \ z )  z ‘‘ [ 2 j \ [ 2 j - l
{z \z )  (1 +  q-^j+^zz){í +  q'^^~^zz)

(2.22)

(H 4 1̂ ) _ I I z ) '  _  z H 2 j ] l 2 j - l ]  23)
( íU ) ^  { z \ z )  i l  + r ^ i + ' z z ) ( l + g V - H z )  •

Para obtenção do mínimo da expressão (2.14) parametrizamos o número complexo z da 

seguinte forma :

z = i g ^ *  (2.24)

onde í? 6 [0, 7t] e (/> € [0,27t].

Substituindo (2.24) na expressão (2.20), e lembrando que i  =  y  obtemos

(2 I z) 2 I _|.̂ e„2| 2

De forma análoga temos

(z \ J l \ z )  sen^ fcos^ f  tJV][ÍV -
{z I z) (cos2 I  + q-^+^serí^~){cos‘̂ |  +  q^-^sen"^^)

{ z \ J \ \ z )  se«^|cos^ -  l]e^'^
(z I z) (cos^ I  +  g~^+^sen2|)(cos2 |  +  q^~^sen^j)

(2.26)

(2.27)
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Somando as exi^ressões (2.26) e (2.27) temos

(z I 4  +  I z ) ____________ scn^e[N][N -  1]co82<I>

c

(2.28)

(2.29)

{z \ z) 2(cos2 I  -f- g~^+^sen2|)(cos2 |  +  ç^ -^aen^f)

A expressão (2.14) pode, então ser reescrita na forma

^  ~  |sen^^Biv(^) ~  ~2 jsen^Ocoa2^Cn (6)

onde

è  +  (2:30)

 ̂ 2{cos^ I  +  g“ ^+^5en^|)(cos^ I  +  9^ "^ 5c n ^ |)   ̂ ^

No que se refere a variável <f>, o mínimo é facilmente obtido a partir das equações :

d(&i)

Estas equações implicam que

sen2(j) =  0 e cos 2<j> < 0 (2.33)

cuja solução é <̂ =  f . O mínimo na variável 6 foi obtido numericamente.



2.4 R esu ltad o s e Conclusões

Com 08 resultaxios obtidos foram traçados gráficos para N  = 16 partículas (pag. 16) e 

N  = 100 partículas (pag. 17). Observando esses gráficos notamos que o método variacional 

(linha tracejada no gráfico) produz resultados que se aproximam dos resultados exatos à 

medida que aumenta o número de partículas. Inversamente, quanto maior a deformação 

piores os resultaxlos obtidos por este método.

Também notamos que a deform aç^ tende a tom ar menos acentuada a transição de 

fase que possivelmente ocorre. Pode-se concluir, a partir da observação do gráfico da página 

17, que esta transição tende a ser suprimida para valores altos de deformarão .



IG

N = 1 6

X

Modelo de Lipkin com N  = 16 partículas. Os resultados exatos são representados por 

linha cheia e os resultados variacionais por linha tracejada.
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N = 1 0 0

X

Modelo de Lipkin com N  =  100 partículas. Os resultados exatos são representados por 

linha cheia e os resultados variacionais por linha tracejada.



C A PÍTULO  III 

MODELO D E M OSZKOW SKI 

3.1 O M odelo de Moszkowski

0  modelo de Moszkowski^ descreve imi sistema composto por dois tipos de partículeis 

(Na partículas do tipo o e iVt partículas do tipo b), distribuídas, cada tipo, em dois mVeis de 

energia N-vezes degenerados. Assim temos Na partículas do tipo a ocupando dois níveis de 

energia e Nb partículas do tipo b ocupando outros dois níveis. A Hamiltoniana do modelo 

pode ser escrita ;

H  = e ( J , ( , a ) - J , ( b ) ) + V ( J l  + J l )  (3.1)

18

onde

J .  =  | ( j + ( « )  +  J - (o )  +  J+(b)+ J .(b ) )

j ,  =  - | ( j + ( » )  -  J - ( “) +  M b )  -

(3.2)

V é a intensidade da interação entre as partículas, e e é a diferença de energia entre os dois

mveis.

Os operadores de pseudospin ( J^., J_ , Jz) podem ser definidos em termos dos opera



dores de criação e aniquilação q :

ptT

«^+(«) =  X ^ « í+ i« P -i (3.3)
V 

p

onde o número quântico a especifica o nível de energia da partícula (+1 para o mVel 

superior e — 1 para o mVei inferior), p é  o número quântico que especifica o estado de uma 

partícula no nível a, e o; =  a ou fe.

Esses operadores obedecem as seguintes relações de comutação :

[J+ (a),J_ (^ )] =  2J,(a)áe,^
(3.4)

Jz (a) ,J±{ /3)]  =  ±J±{a)SQ0.

Reescrevemos a Hamiltoniana em termos desses operadores substituindo (3.2) na ex

pressão (3.1):

H  =  e (J , (a )  -  J ,(6 ))  -h J + (a )J _ (a )  -F J _ (« )J + (a )  +  J+(fe)J_(6) +  J-{b)J+{b)

19

-F 2 J + ( a ) J - ( 6 ) - l - 2 J + ( 6 ) J _ ( a ) | .  (3.5)

O operador Jz{o) dá a metade da diferença entre o número de partículas do tipo a nos 

dois níveis. O %'alor máximo para Jz(a) ,e consequentemente para J(a), será ^  (todas as 

partículas do tipo a em um mesmo mVel). Analogamente, o valor máximo para Jz{b) , e 

para J(b) ,  será



A Hamiltoniana do modelo de Moszkowski pode ser exatameiite diagoiializada em uma 

base I jm )  dada por:

20

^ab) =1 - y " ía )  1 - 2 ^ ^ )

onde

Na Na
Tïln --

7715 =  —  -

2 ’  2 

N b  N b

+ 15 ' 

+ 1, -

3.2 o  M odelo de M oszkowski q-Deform ado

Podemos introduzir uma deformação quântica no modelo de Moszkowski^ se conside

rarmos que os operadores J ^ ( a ) ,  J - ( a ) ,  J z { a )  são geradores da álgebra s u g { 2 )  ®  5 i tg (2 ) ,  

obedecendo as seguintes relações de comutação :

(3.6)

onde [x] é dada por (1.13) e 9 é o parâmetro de deformação da álgebra. Quando q 1 

retornamos às relações de comutação da álgebra su(2) 0  su(2).

A Hamiltoniana do modelo de Moszkowski q-deformado pode ser exatamente diago-



nalizaxla em uma base | jm) ,  onde a aplicação dos operadores J^{a), J-(a) , Jz(a) resulta:
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_ / V I N a  , I N b  .
• / + ( « )  I I

'\Na
2 2 + + 1

Na

2

Na

2 m,) =  ^
[ 2 [ 2  +

, Na 
1 2

Nb .
2 mb) =  ma

Na . 
2 1 2

N b  . (3.7)

Para J+{b), J-(b), Jz{b) os resultados são análogos e, quando q —y l, retornamos aos resul

tados usuais da álgebra su{2) ® su{2) .

3.3 Solução Variacional do M odelo de Moszkowski q-Deformado

Assim como no caso do modelo de Lipkin, o estado fundamental do modelo de 

Moszkowski pode ser calculado por método variacional. Utilizamos para isso o estado 

coerente da álgebra j(2) (g) sug{2) dado por^

I z) =1 Za)® I zt) =1 Z,ZI,) = e’- | -  >„) | j ,  -  j») (3.8)

A norma do estado coerente | z) é

I 2) =  {z. I z M z t  I Zj) =  ll( +  )2. 2a]'’'- ( l(  +  )z»íi]"'*

fc=0 Jfc=0
(3.9)

O estado fundamental é obtido a partir da expressão:

Eo _  min  í  {z \ Y  \ z)
€ ~  z e c \  ( z l z )
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min f  jz I J .(q ) \ z) (z \ J,jb) \z )  V  [  jz \ M a ) J - { a )  \ z) 
z e c \  { z \ z )  { z \ z )  - ^ 26^  ( z \ z )

^  jz I J-(a)J■^(a) I z) ^  {z I U(b)J-(b)  I z) ^  {z | J _ (6)J+(6) | z)
{ z \ z ) I z)

2{z I J+ (a )J_ (6) I z) 2(.  ̂ 1 J^{h)J-{a) \ z) 
H----------- ------- í------------h

1 I (3.10)

A ação dos operadores de pseudospin no espaço de Bargmann é dada por^^’̂ ;̂

\ J , { a ) \ f )  =  ( z \ <p)

{z I J - (a )  I i>) = D , , ( z  I i/>)

(z I I !/■) =  z lD .^  + [ijahc.L,; '  ){z I 'W

(3.11)

(3.12)

(3.13)

onde I V’) é um estado arbitrário, L ^-i/(z„) =  /(g  ^^a) ? é a q-derivada e a  =  a ou 6.

Iniciaremos o cálculo da expressão (3.10) calculando .<̂1 . Pqj. conveniência

vamos considerar Na = Nb = N, o que implica que ja =  jb — j-

{z I J+{o.)J_(a) \z)  ^  { -q  +  [2j]zaLg-i) {z \ \ z)
{z I z){z I z)

i -q -^^z lD ,^  +  [2j]z,Lg-l)D,Al{+)ZaZa?^
m)ZaZa]^^

-q-^hlz l[2j][2j  -  l ] [ l ( + ) z ^ z ^  | ^ 2̂ „Z„[1( +  )9-^~„Z„]2í -1

{z  I J + ( q ) J - ( g )  I z) _

l{^-)ZaZaY^

-<l-^^zlzl[2j][23 -  1]

[l(-t-)z„z„]2j

+ [2j “̂ZaZa (3.14)
{z I z) (1 +  ^  q^j-izaZa) (1 +  g2j-lz„z„)‘

Para obtermos basta que troquemos os índices a por b na expressão (3.14).
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Antes de calcularmos ^ conveniente calcularmos o resiiltado da aj>li-

cação da q-derivada em um produto de funções :

Dz {f{z)g{z)} =
f ( q z ) g ( q z ) - f ( q   ̂z )g(q  ̂z)  

z { q - q ~ ^ )

f ( q z ) g i q z )  -  f ( q - ^  z)g(q~^ z )  +  { f iqz)g(q- ' ^  z)  -  f{qz)g{q~'^ z ) }
z ( g - ç - i )

{ f ( q z )  -  f ( q ~ ^ z ) ]  g ( q - ^ z )  + f ( q z )  {g(qz )  -  g(q~'^z)}

z { q - q - ^ )

Dz  { f { z ) g { z ) ]  =  D ,  { / ( z ) }  g{q ^z)  -F f ( q z ) D ,  {g{z ) ]  . (3.15)

Podemos agora calcular ® •

{z I J-{a)J+{a) I z) _  D z S ~ g  ^^zlDz^ +  [2j]zaL^-\){zg | Zg) 
{ z \ z )  ~  {Za I Za)

{ z l D M + ) z a Z a r ^ )  , Z)z„( 2j>a[l(-|-)ç ^ZgZg
l{-\r)ZaZaY^ [l{ +  )ZaZg 2j

-Q ^^Dz. {zlZa[2j][l{ + )ZaZgf^ ^)  ̂ ([l( +  )g  ̂Z g Z g ] ^ j [ 2 j ] Z g )

[\{-\-)ZgZgYÍ

Aplicando (3.15) temos

{z I J - { a ) J + { a )  1 z)  /  ([2 j]g -2  -  q-^^[2]) 2 r„z„[l(+ )g“ ^ 2 „ 2 a P “ ^
{ z \ z )  - 1 2 , J | 1 +  Í Í ( T K Í 3 ^ Í

q - W [ 2 j  -

[ l (  +  ) ZaZg] ' ^ j )
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I .....

( 1 - i - g - W  z^Z^Xl + q2jk í l j ) '

TVocando os índices a por b na equação (3.16) obtemos *’.).]£) ̂  Palta calcularmos

{z I M a ) M b )  I Z)
( z \ z )

{Za 1 J+{a) I Za){zb I J - ( 6) I Zb) I 1 ^ “ ) )  I I ^»)

i ^ \ z )

(DzA^a i ^a)) D.^Zb I Zb)

(^U>

(z I M a ) J - { b )  I z) 
{z I z)

{ z \ z )

[2j]^ZbZa[l(+)ZaZa]^^~^[l(+)zbh?^~^
[ l { + ) Z a Z a Y ^ [ í (  +  )zbZbY^

(3.17)

A expressão para ^ obtida trocando a por b na expressão (3.17).

O cálculo de foi realizado no capítulo II (equação (2.20)) e resulta em:

(2 | 2 ) = ^ IJt=0
+  Ç2*-2J+12„2^ -  3 (3.18)

onde a  = a ou b.

Para o cálculo do mínimo da expressão (3.10) é conveniente parametrizarmos os 

números complexos Za e Zb :

, ^ i<f> za=tg-e<^ Zb = (3.19)



onde 7 € [0, tt] e </>, ^ € [0, 2tt .

Vamos ,então obter a expressão (3.10) em fnnçâo de ^,^,70  /?. Iniciamos substituindo 

(3.19) na expressão (3.14) :
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{z  I M a ) J - ( a )  I z) - q - ^ t g \ l ) [ N ] [ N  -  1
{z  I z) (1 +  q - ^ + H g ^ i l ) )  (1 +  q ^ - H g ^ D )  ^  ( l  +  q ^ - H g ^ H ) )  

______________- g - ^ W ( f ) [ i V ] [ 7 V - l ] ______________

(cos2( f ) +  ç -^ + ^ sm 2( f )) (cos2( f  ) +  ç ^ - i.sm 2(D )

imwa)

+
[7V]̂ sen̂ (f)

(cos2(f) + g ^ -iW (f)) ' (3.20)

Para obtermos basta trocarmos 6 e  (j> por 7 e /?, respectivamente. Em

sequência, utilizando (3.19), vamos reescrever (3.16), (3.17) e (3.18):

I

ou seja,

jz  I J - { a ) J + { a )  I z)
{ z \ z ) (cos^d) -1-

-^ [2])W (f)

[N][N -  l]q-^+^sen*(l)

{z I J+ (g )J - (6) I z)  

{ z \ z )

I ’ JL Ja \ 2 /
(cos2( | )  +  q-^+^sen'^{~)) (cos2( | )  +  q ^ s e n “̂(^))

OT^í í (^ ) í 9 ( |K '^ “ ' ’ x

f n£~ô  (1 + V ( f )) (1 + V( ») )  1 
I n£o' (1 + 9“ -"+'í9“(|)) (1 + /

(3.21)



isto é,
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(z I J+(a)J (b) I z) ^
{ z \ z )  4

Í  ni?Lo^ (<-03^(1) +  9^  ̂ )) (cos^(j) +  )) 1
I níL~0̂ (cos2(|) -f ç2fc-N+l5en2(|)) (cos2(|) -f ç2i-N+i_se„2( 2 )j j ’

e finalmente,

1 ^  ,3 23,
( z |z )  '■2> ^ ^ q ^ - ’- ^ t c o s m )  + s e n \ l )  2 '

Trocando os índices 6 e <f) por 7  e /3, e vice-versa ,nas expressões (3.21),(3.22) e (3.23), 

teremos < ^ | e Assim, a expressão (3.10) pode ser

reescrita na seguinte forma :

onde
N - l

A ( a )  =  s e n 2 ( - )  g  ç A ^ - i - 2 f c  ^ o s ^ d ) -h W ( f  ) 

([A^-2] +  [A T ])W (f)
B(a) =  1 +

(cos2(^) +  ç A ' - iW ( f ) )

________________ [ iV- l ]9  ^ ( l  + g ^ ) W ( f ) _____________  ,

(cos2(f ) -h ç -^ + i5 e n 2 (f)) (cos2(f ) -f çA'-i5en2(f ))

r(rv^ = n^To^ (cos^(f ) +  g^*~^+^^en2( f  ))
nL'oM cos2( f )  +  9 2 ^ - ^ + W ( f ) )  ’ ^

e no cálculo de B{a)  utilizamos que [x — y] =  [x]ç~^ — q~^{y\-



O mínimo da expressão (3.10), no que se refere as variáveis e /?, é obtido analitica

mente e resulta em (<̂  — ^ )  =  Para a obtenção da mínimo nas variáveis â c y  foram 

utilizados métodos numéricos.

3.4 R esultados e Conclusões

Com 08 resultados calculados foram traçados gráficos para Na = Nb = 20 partículas 

(pag. 28) e Na = Nb = òO partículas (pag. 29). As conclusões que podemos tirar da 

observação desses gráficos são semelhantes às conclusões obtidas no capítulo II para o 

modelo de Lipkin. Os resultados obtidos a partir do método variacional (linha tracejada 

nos gráficos) se aproximam dos resultados exatos à medida que aumenta o número de 

partículas. A transição de fase que possivelmente ocorre no modelo de Moszkowski (em 

torno de X =  1 nos gráficos), toma-se menos acentuada com a introdução da deformação 

e tende a ser suprimida para valores altos de q.
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N a = N b = 2 0

Modelo de Moszkowski com ÍVq = ÍV5 =  20 partículas. Os resultados exatos são represen

tados por linha cheia e os resultados variacionais por linha tracejada.
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N a = N b = 5 0

X

Modelo de Moszkowski com Na = Nb =  50 partículas. Os resultados exatos são represen

tados por linha cheia e os resultados variacionais por linha tracejada.



C A P ÍT U L O  IV  

D IN Â M IC A  DO M O D ELO  D E  M O SZ K O W SK I q -D E F O R M A D O

4.1 O Princípio Variacional D ependente do Tem po (T D V P )

Até o momento muitos trabalhos foram feitos sobre a  influência da deformação nos 

níveis de energia e nas transições de fase verificadas em algims sistemas. Muito pouco foi 

estudado sobre a influência da deformação na dinâmica desses sistemas. Um estudo deste 

tipo é feito na referência 4, onde é enfocada a dinâmica do modelo de Lipkin q-deformado. 

Seguindo os mesmos passos vamos, neste capítulo, realizar um estudo sobre a dinâmica do 

modelo de Moszkowski q-deformado.

Com o objetivo de obter as equções de movimento para o modelo aplicamos o TDVP, 

ou seja,

rt2
ÓS = 6 Cdt ^ 0  (4.1)

Jti

onde a densidade lagrangeana é definida em termos de estados coerentes^^:

30

com

e o estado coerente | z) =\ Za) | zt) =] Za{t)) \ Zb{t)) é, neste caso, uma função do tempo.
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Aplicando as equações de Euler-Lagrange à expressão (4.2), obtemos:

— ^ + Z b ^ — ^ ] l n { z  z ) -  —  = 0
\  OZaOZa OZaUZb J OZa

. í . d ^  .
Í Za-;̂ —íír- +  26dzadza dzbdz,

_ j  u )  + —  = 0

dn
dzbdzadzb dzbdzb J

■ í ■ A  7 /  I s

V d z b d z b j  dz,
dn 

b

(4.4)

A norma do estado coerente da álgebra sUg(2)  0  s u g ( 2 )  é  dada pela expressão (3.9). Com 

isso podemos calcular os coeficientes que aparecem nas equações (4.4):

dZadZa I >̂ = J :  í -)) = ^  (  E  i

_  q 2 k - 2 j . + l

k=0

dzbdzb

2k-2j i+l

■ ^ - ^ ^ l n ( z  I l n ( z  I z )  =  0.
OZaOZb OZaOZb

(4.5)

(4.6)

(4.7)

Substituindo (4.5), (4.6) e (4.7) nas equações (4.4), estas podem ser reescritas da seguinte 

forma:

m
Zn =

Zb =

g{Za-,Za) dZa

i dn
g(zb, Zb) dzb

- i  dn
g{z^,za)dza^

- i  dn
g(zb,zb) dzb'

Zn. --

Zb =
(4.8)
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onde

2̂ 2jo(—1 2k—2ja~\-l
E (1+ ’ (4-9)

e a = a,b. Definindo o parênteses generalizado de Poisson^®;

{ { A ,B } )( ,„ i .)=  (4.10)

onde {A,B}(^Za,za) ® °  parênteses de Poisson usual

, f  , f d A d B  d A d B \  ' ^

podemos reescrever as equações (4.8), obtendo:

Za — 5 — {{^a? }(z„ ,5„),

■2J =  {{■2̂6î ^}}(zfc,2(,) 5 ■̂6 — { ”̂ }}(2(,,2J,)-
(4.12)

É conveniente utilizarmos a mesma parametrização dos capítulos anteriores para Za e 

26, ou seja

Za=tg^e' '^  ; zi, = (4.13)

onde ^ ,7  e  [0, tt] e (j>,l3 e  [0,27r]. Com a parametrização vamos, então, reescrever as 

equações (4.12). Partindo das equações (4.8) podemos escrever:

z ^ m a e   ̂ dndcf>]
dS d(f> g{Za,Za} \  dd dza dza)  ( • )

 ̂ I á de dHd4>\ (Â K\
de d<j> ^ g{Za,Za) 1 de dza d<i> dza j ■  ̂ ^



Caiculamos, então, os coeficientes das equações (4.14) e (4.15):

dza
de \ d d  )  2

dzg (  dz,
dcj)

(dz^X e 
= l ã ^ j  =* '^ 2 '

i4> (4.16)

de í  de d
dZg \ d Z g  J  dZg=  -^(2arctgy/zaZa)  =

sec^ I  ’ (4.17)

d(f> (  d<j) Y  d i j Za i e
(4.18)

Substituindo (4.16), (4.17) e (4.18) nas equações (4.14) e (4.15) obtemos:

2 ^2 ^ g{Za,Za) sec2 | dO ' 2 ^2 dcj>
dH , i  ̂ 0 ^̂ dU --- +  õcotg-c^^- (4.19)

sec^ I  
—- ^ e

’ ~  g { z . ] z , )  1 sec^ I  d» -  2 -“‘“ 2-
— ~ c o tg —e (4.20)

Estas equações implicam que

è =
-  cos^ f  cotgf 1

5(̂ a,̂ a) (̂̂ ) d(f)

(f> --  fco^gf dH _  - 1  aw

(4.21)

(4.22)

onde

m  =
- 1 2j-l

E
,2fc-2i+l

COtg^COS^^ ^  (1 +  g2fc-2i+l;f^2|)2 (4.23)

Reescrevemos as equações (4.12) da seguinte forma:

^ =  {W, « ) ) ( „ ) (4.24)



onde

{{■̂ 1 B}}(6,4>)
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(4.25)

De maneira análoga temos

(4.26)

4.2 A plicação ao M odeio de M oszkowski q-D eform ado

0  modelo de Moszkowski foi discutido no capítulo anterior, sua Hamiltoniana é dada 

pela equação (3.5). A densidade Hamiltoniana é

( H f  U)n  = {z 1 z)

{z I M a )  1 z) {z I U b )  \z) V  {z\ J^ (g )J _ (« )  | z) 
{z I z) {z \z)  2e I {z\ z)

^  {z I J - (a )J + (g )  I z) ^  { z \ M b ) J . { b )  \z) {z | J_(6)J+(6) | z)

{z \ z ) {z 1 z)

^  2 { z \ M a ) J - { b )  \ z )  ^  2{z I J + (6 )J - (a )  | z)
{z I z) {z \ z ) (4.27)

Após a parametrização dos números complexos Za e zj temos como resultado

H = A{6) -  A(7 ) + I  (b (« ) +  B(7) +  IA1 cos(0 -  f íC ( i )C (e ) )  (4.28)

onde X =  ^ ^ '(q) ,onde a  =  ^ ,7 , são dados, respectivamente pelas

equações (3.25), (3.26) e (3.27). Substituindo a Hamiltoniana do modelo de Moszkowski
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q-deformado nas equações (4.24) e (4.26) v'amos, enfim, obter as equações de movimento:

e = ^ ^ se n (< ^  -  p)C('r)C{e)
m  2

1 X[ N.

K l )  2
sen{<l> -  l3)C{j)C(d)

(4.29)

onde

dA{0)
ds

6 6
=  cotg- A{e) -  0.5 sen^-  send J N - i - 2 k---- m ----- ^

^ ^ W  cos^-^ + sen^^y

dB{e)
de

senO

I '
[N] + [î  -  2]

2(cos2 I  +  ^sen'^^y

0.5[JV -  l]q^{l + q^)sen‘̂ e + [2N -  2]q~^{l +  q'^)sen^

dC{6)
ae = cotgd C{6) + sen6 C{9)

(cos^ I  + q~^+^sen'^^y !

N - i

— sen6C{0)
fe=0 f  ç2/-N+ 2̂ g „ | ’

e ^ 4 ^ ,  e são análogos.
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4.3 Cálculo d a  F lu tu ação  do O p erad o r

A influência do parâmetro de deformação q sobre o número de partículas excitadas 

pode ser analizada calculando-se a flutuação do operador J^, que é definido:

A J , = (z 1J . z)
{z z ) 0 (4.30)

onde

(4.31)

Iniciamos calculando e De (3.11) tiramos que{Â )

{z I J^(g)  ̂ I z) ^  1
{z 1 z) {Za I Za) \  “

isto é,

I M a f  I ^  , ,  _  „ , / f
{^U)  ^  (1 + í «-2Í+ Iz„2,)!

/ 2i - l

\k=í) (1 + ZaZa)
(4.32)

Trocando os índices a por b na equação (4.32) temos • Em seguida vamos, então

e^eulax :

{z 12 j j a ) U b )  I z) ^  2 _  í / a  I i _  I  r a _ . \  I

(2 I (^o Za)  y  9^,0. /  J (-í-fe I y  d ^b  J  j

„  z.z.q^^-^í+' \  T f ; '
^  (l-t- q^^-^Í+'^ZaZa) y (1 +

((1  +°«2l’- y + lz . í . )  ^ (1 + g»-^>+'z th) )

2fe -2 j+ l



O cálculo de foi feito utilizando a equação (2.20), do capítulo II.
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2

í i J A M V  -  f v  +  V  ... _ sA  (4 34)

Substituindo (4.32), (4.33) e (4.34) nas equação (4.30) obtemos, finalmente, a flutuação do 

operador J^:

z^zbq‘̂ k-2j+i

Parametrizando os números Za e 25 de acordo com a equação (4.13), a equação (4.35) fica 

da seguinte forma:

A J . = \ ^ ( l + j 2 <,-ÍV+liy2|)2 +  ^ ^ ( l  +  j2 t-N  + ,<y22)2 '

4.4 R esultados e Conclusões

Utilizando os estados coerentes da álgebra sug(2) <g) sUq{2), obtemos uma dinâmica 

generalizada^®’̂  análoga ao caso não deformado. Isto aplicado ao modelo de Moszkowski 

q-deformado nos permitiu obter as equações da evolução temporal do modelo, dadas em

(4.29). Estas equações permitem obter curvas da energia em função dos ângulos 6 , j  e 

(j) — /3. Com auxílio destas equações obtivemos a evolução no tempo da flutuação do ope

rador Jz , que como vimos no capítulo III, está relacionado com a diferença entre o número 

de partículas nos dois níveis.



Foram traçados três gráficos. No primeiro deles (pag. 39) A é traçado em função 

do tempo para N  = S, N  — 30, e N  = 5 0  partículas com a energia por partícula man

tida constante ( E / N  = —0.5 MeV). Como se pode ver, o comportamento do sistema é 

qualitativamente o mesmo, independente do número de partículas. Em seguida (pag. 40) 

traçamos um gráfico para N  =  30 partículas, x =  2 e, ç =  1.0, 1.05, 1.2, e 1.5. Neste 

gráfico pode-se notar que, com o atiménto da deformação , A oscila para Aflores mais 

baixos e, para valores altos de q, tende a se estabilizar em torno de mn valor constante, ou 

seja, o sistema tende a ficar estacionário. Isto também pode ser visto no terceiro gráfico 

(pag. 41), onde traçámos A /z em função de 6.
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39

tempo

Evolução temporal da flutuação do operador Jz para diferentes números de partículas, com 

ç =  1 e a energia por partícula igual a —0.5 MeV.
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0.0 2.0 4 . 0 6.0 8.0 

tempo

Evolução temporal da flutuação do operador com Na = Nb =30  partículas, x =  2.
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9

Flutuação do operador Jr em função de 9, com Na =  Nb = 50 partículas.



C A P ÍT U L O  V 

C O N C LU SÃ O

0  objetivo desta dissertação foi descrever e analisar os efeitos introduzidos pela de

formação nas propriedades de dois modelos exatamente solúveis, o modelo de Lipkin e 

o modelo de Moszkowski. Também foi objeto de estudo nesta dissertação a utilização 

de estados coerentes q-deformados como funções de teste, quando utilizamos o método 

variacional.

Observamos os efeitos provocados pela deformação nas transições de fase apresen

tadas pelos modelos de Lipkin e de Moszkowski (capítulos II e III). Com a introdução da 

deformação a transição de fase torna-se menos acentuada, tendendo a desaparecer com 

o aumento da deformação . Neste estudo utilizamos estados coerentes e comparamos os 

resultados obtidos através do método variacional com os resultados exatos. Esta com

paração nos mostrou que o método variacional com estados coerentes produz resultados 

que se aproximam dos resultados exatos a medida que aumentamos o número de partículas. 

Outra conveniência de utilizarmos estados coerentes no estudo de transições de fase é que 

estes nos dão um parâmetro de ordem natural na caracterização dessas transições

Sobre a dinâmica do modelo de Moszkowski (capítulo IV), foi possível observar, a par

tir do cálculo da flutuação do operador Jz (relacionado com a diferença entre o número de 

partículas nos dois níveis) e da evolução temporal desse operador, utilizando as equações 

de movimento obtidas, que o sistema tende a um estado estacionário a medida que aumen

tamos o parâmetro de deformação . E importante ressaltar que nesse capítulo obtivemos
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uma dinâmica generalizada análoga ao caso não deformado^®’̂  e, a partir disso, fizemos o 

cálculo das equações de moAamento para o modelo de Moszkowski q-deformado.

Enfim, concluímos com a constatação de que, tendo em vista os objetivos propostos 

para esta dissertação , estes foram plenamente atingidos.
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