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Resumo

Um controlador € dito robusto se ele for capaz de garantir um certo padrao minimo de
desempenho para o sistema global em malha fechada, mesmo em presenca de incertezas sobre o
modelo matematico deste sistema, de perturbagdes externas atuando sobre ele ou de dindmicas

parasitas nele presentes.

Com o intuito de tornar claro o posicionamento do problema de controle robusto,
primeiramente é feito um estudo aprofundado dos principais resultados tedricos obtidos na
literatura durante os anos sessenta e setenta, tais como LQR, LQG, e a teoria de controle H,.
Também sao comentados aspectos de insensibilidade frente a variagdes no processo apresentados
por tais métodos de sintese de controladores. Tais esquemas utilizavam um modelo matematico

considerado perfeitamente conhecido e invariante.

Ao final dos anos setenta a teoria de controle evoluiu no sentido de considerar, a
priori, o modelo matematico como sendo um conjunto ou familia de modelos para a sintese de
controladores. Introduz-se entao, o conceito de robustez de controladores em presenca deste
conjunto de modelos. Em decorréncia disto, torna-se necessario o estudo das diferentes maneiras
de representacao destes conjuntos de modelos caracterizando-se assim as incertezas que afetam

o modelo nominal do sistema.

Uma vez definido o conjunto de modelos utilizado para a representagio do sistema
fisico, diversos métodos de sintese de controladores robustos sio abordados. Também suas
relagdes com os esquemas classicos de controle sio comentadas, estabelecendo-se assim uma

seqiiéncia légica da evolugdo do projeto de sistemas de controle no sentido da robustez.

Finalmente, a aplicabilidade de tais métodos de controle robusto é ilustrada por meio de
estudos de caso em areas diversificadas da engenharia, como por exemplo sistemas de estrutura
flexivel e sistemas de poténcia. No caso particular da aplicacdo de controle robusto a sistemas

de poténcia, a abordagem utilizada, segundo o conhecimento do autor, € original.



Abstract

A controller is considered robust if it guarantees a minimum degree of performance for
the closed-loop system even in the presence of mathematical modelling uncertainties, exogenous

signals or neglected dynamics.

In order to facilitate the statement of the robust control problem, a detailed study of
the main results in control theory during the 60’s and 70’s such as is LQR, LQG and H,, control
theory is developed. Furthermore, insensibility characteristics of these control techniques are
also analyzed. These methods work with a model of the system thought of as being perfectly

known and time-invariant.

At the end of the 70’s, the developments in control theory caused the mathematical
model of the system to be considered as a family or set of models still in the design phase of
the controller. Then, the concept of robustness of a controller is naturally introduced. At this
point, it becomes necessary to study some different ways of representing these set of models as

well as the uncertainties that affect them.

Once defined the set of models under consideration, various robust control synthesis
methods are developed. Also their relationships with classical control theory methods are
overviewed and, by doing this, a chronological evolution of the control design methods in the

sense of robustness is established.

Finally, the applicability of these methods is ilustrated by means of some case studies
among different engineering areas such as flexible structure systems and power systems. In the
particular case of power systems, the applied approach and the obtained results, in the author’s

knowledge, are original.
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Introducao Geral

Os sistemas de controle sempre atrairam a atengao de matematicos e filésofos ao longo
da histéria. Um dos primeiros sistemas de controle foi, provavelmente, o0 mecanismo utilizado
na abertura das portas do templo de Hero, no século I, sem a visivel participacio humana.
Com certeza, naquela época, este sistema foi um dos responsaveis pelo ar de misticismo que

simbolizava a forca dos deuses do Olimpo.

Ao longo dos séculos, com a evolugao das sociedades, também os sistemas de controle
evoluiram, surgindo entdao a necessidade de um modelamento matematico que descrevesse as
relagoes entre os estimulos aplicados ao sistema e as respostas por ele fornecidas. Com o advento
da Revolugao Industrial, no século XVIII, ocorreu a introdugéao de maquinas e motores, a vapor e
elétricos, no processo produtivo, o que fez com que esta necessidade atingisse um estagio tal que
o modelo matematico destes equipamentos se constituiu uma pega fundamental no crescimento
da produtividade. Neste ponto da histéria, com o surgimento das linhas de montagem e da
fabricacao em massa de bens de consumo, houve uma gradual substitui¢io do homem pela
maquina, o que gerou uma outra necessidade: a de que os estimulos utilizados como entrada
para estas maquinas fossem obtidos automaticamente, sem a participagdo do homem, a partir
de informagdes obtidas das proprias maquinas. A esta caracteristica dos sistemas de controle

da-se o nome de realimentagdo.

Uma data importante na histéria dos sistemas de controle realimentados foi 1934,
quando da publicagao do artigo de Hazen intitulado ”Teoria de Servomecanismos”. A palavra
servomecanismo tem sua origem baseada na observagao de que se um sistema funciona sem a
intervencao do homem, e segundo a vontade deste, entao este sistema age como um servo. De
1a para cd, a Teoria de Controle de Sistemas Realimentados tem avangado rapidamente, sempre
com o objetivo de adequar o funcionamento natural de determinado dispositivo as exigéncias
de desempenho descritas nas especificagoes do mesmo. De outra forma, a Teoria de Controle se
ocupa do problema de obter leis de controle (estimulos) que, quando aplicados ao sistema, facam
com que este fornega resultados consoante as especificagdes. Devido a estes avangos, a Teoria

de Controle tem sofrido varias modificagdes, seja no aspecto do modelamento matematico dos



sistemas, seja no aspecto da metodologia utilizada para abordar o problema.

Durante a primeira metade do nosso século, apesar da existéncia de ferramentas ma-
tematicas adequadas como a Transformada de Laplace e o conceito de Fungao de Transferéncia,
“grande parte dos projetos de controle eram feitos valendo-se da tentativa e erro e de uma grande
dose de empirismo na elaboragdo dos controladores. Além disso, durante este periodo, a quase
totalidade dos projetos era monovariavel, ou seja, os sistemas tratados possuiam somente uma

entrada e uma saida.

‘Ao final dos anos cinqtienta, com os trabalhos de Kalman, houve o surgimento da
abordagem temporal para solu¢do dos problemas de controle. Neste momento, os sistemas
passaram a ser modelados por Equagdes de Estado, com a utilizagao da Algebra, Matricial e da
Teoria de Equagdes Diferenciais como ferramentas matematicas basicas. Paralelamente, surgiu
a consciéncia de que os projetos de controle necessitavam de um maior rigor na sua forma, e
também de que era conveniente a criagio de indices de desempenho como critérios de avaliagao
dos controladores obtidos. Seguindo estas tendéncias, nasceu a Teoria de Controle Otimo.
Até entdo, os esforgos dos matematicos e engenheiros de controle concentravam-se em modelar
matematicamente de forma precisa os sistemas fisicos e posteriormente no desenvolvimento de
algoritmos eficazes para obtencio de controladores que apresentassem caracteristicas desejaveis
de desempenho e robustez frente a variagoes no modelo. Nesta época iniciou-se também o

projeto de controle multivaridvel.

Sabendo-se que, por mais acurado que seja um modelo matematico, este nao passa
de uma aproximacio do respectivo sistema fisico, e também que as incertezas e variagoes sao
inerentes a todo tipo de aproximagéo, ao final dos anos setenta ocorreu uma pequena mudanca
no enfoque das pesquisas na Teoria de Controle. Surgiu entdo a idéia de modelar-se um sistema
fisico ndo mais como um unico modelo matemaético fixo e inflexivel, mas sim como um modelo
"pouco conhecido”, ou em outras palavras, como um conjunto ou familia de modelos admissiveis

para este sistema fisico. Aparece entdo a chamada Teoria de Controle Robusto.

Na Lingua Portuguesa, a palavra robusto tem diversos significados, como por exemplo:
resistente, vigoroso, sélido, poderoso, influente, etc. No contexto de controle, robusto significa
insensivel ou pouco sensivel a variagoes de qualquer natureza no projeto, seja no sistema, seja no
préprio controlador. Dito de outra forma, o controle robusto é aquele que garante caracteristicas
importantes como estabilidade, desacoplamento, rejeigao de perturbagdes, ou indices minimos

de desempenho para o sistema frente as incertezas e variagdes que possam oCOIrer com o mesmo.

Antes do surgimento da Teoria de Controle Robusto, a analise da robustez dos con-

troladores obtidos era feita a posteriori, ou seja, apds o projeto do mesmo. Em contrapartida,



a Teoria de Controle Robusto trata o problema levando em conta as incertezas de modela-
_mento a priori, ou seja, na fase de projeto, garantindo assim patamares minimos aceitaveis de

desempenho para o sistema apesar do parco conhecimento sobre ele.

O presente trabalho tem por objetivo servir como um arcabougo tedrico na area de
Controle Robusto, bem como posiciona-lo no contexto global da Teoria de Controle, de forma

clara, didatica e acessivel. Assim, esta dissertagado esta dividida em capitulos da seguinte forma:

O capitulo 1 é dedicado a desenvolver um apanhado dos principais resultados existentes
na literatura de controle "moderno” no que concerne a sintese de controladores, bem como
a analise das caracteristicas de insensibilidade destes controladores a variagbes de qualquer

natureza no modelo matematico do sistema.

No capitulo 2 é feita uma analise das formas pelas quais pode-se definir o conjunto de
sistemas a ser controlado, bem como da caracterizagdo e modelagem das incertezas em cada

uma destas formas.

Feito isso, no capitulo 3, sao apresentados alguns algoritmos de obtencao de contro-
ladores robustos levando-se em conta os conjuntos de sistemas incertos definidos no capitulo

anterior.

Finalmente, no capitulo 4, é demonstrada a aplicabilidade de tais métodos de sintese a
sisternas dinamicos de naturezas bem diferentes, como é caso de sistemas flexiveis e de sistemas

de poténcia.



Capitulo 1

Robustez de Controladores Cléssicos

1.1 Introdugao

No inicio dos anos sessenta com o surgimento da abordagem temporal para o tratamento
de problemas de controle, criou-se também uma tendéncia de generalizar e formalizar os projetos
que eram feitos até entio de forma extremamente particular e com base no conhecimento

pratico.

Devido a este formalismo e & maneira genérica com que os sistemas de controle passaram
a ser projetados, houve a necessidade da criagio de indices de desempenho e medidas de robustez
que justificassem tais procedimentos. Com isto surge a teoria de Controle Otimo. Tal teoria
tem por objetivo a obtencio de um controlador que quando aplicado ao sistema minimize
determinado indice de desempenho, ou em outras palavras, seja 6timo com relagao a este
indice. Tal indice constitui uma medida de quao ajustado estd o sistema em malha fechada
a um conjunto de especificagées. No contexto de controle 6timo, a andlise de robustez dos
sistemas de controle obtidos é feita a posteriori, e geralmente utiliza conceitos de estabilidade

emprestados da teoria de Controle Cldssico, como margens de ganho e de fase.

Este capitulo tem por objetivo desenvolver brevemente os fundamentos tedricos dos
controladores consagrados na literatura de controle no que diz respeito ao formalismo de projeto

e também de robustez dos mesmos, utilizando a abordagem temporal.

Na préxima segio, serd introduzido o problema do regulador linear quadratico, também
conhecido como problema de controle étimo, e sera também detalhada a obtengio da equagio

de Riccati, bem como as propriedades de robustez inerentes a estes controladores.

Posteriormente, sera abordado o problema de controle 6timo quando nao se tem acesso

a todos os estados do sistema, ou seja, controle 6timo com realimentacao de estado estimado.



A introducio de um observador 6timo de estados e as conseqiiéncias desta inclusio no projeto
do controlador LQR serao discutidas. Também sera detalhado o procedimento conhecido como
LTR! para o resgate das propriedades de robustez perdidas devido a falta do estado real do

sistema para retroagao.

-Por fim, sera estudado o problema de controle abordado pela Teoria H, para rejei¢io
de perturbagdes. A teoria de controle H,, se ocupa da busca de um controlador qué minimize
a nbrma H_, de uma fungio de transferéncia garantindo a estabilidade interna do sistema em
malha fechada. Condigdes necessarias e suficientes para a existéncia e um élgoﬁtmo para a
obtencao de controladores H,, serao apresentados, bem como suas prépried‘é,des de robustez

serao comentadas.

1.2 O problema do regulador linear quadratico

O problema do regulador linear quadratico consiste na minimizagao de um certo indice
de desempenho que pode ser encarado como sendo um funcional de custo para este sistema.
A solucao deste problema de minimizacdo gera uma lei de controle que, quando aplicada ao

sistema, minimiza este indice de desempenho.

‘Normalmente, um compromisso entre a qualidade de resposta e a energia ou o esforgo
de co‘ntrole necessario para tal fica expresso neste funcional de custo que envolve o sinal de
controle u(t) e um sinal que representa a resposta do sistema y(t). O sinal y(t) pode simbolizar
diferentes grandezas, de acordo com o problema que esta sendo tratado. No caso de desejar-
se seguimento de referéncias, y(t) representara o sinal de erro entre esta referéncia e a saida
do sistema. Por outro lado quando o objetivo for somente a estabilizacio do sistema, entio
y(t) pode representar simplesmente a saida do sistema, neste caso o controlador obtido atuara
como regulador. Ainda se o problema considerado for o de rejeicao de perturbagéoes, entdo y(t)
representara o erro na saida devido a estas perturbagdes. Em todos estes casos deseja-se que o

sinal que representa a resposta do sistema tenda para zero em regime permanente. .

O funcional de custo normalmente utilizado neste tipo de problema ¢é da forma:

Ju(®) £ [T Oy + v (OREu()d

onde y(t) € R? é o vetor de saidas, u(t) € R™ é o vetor de entradas de controle, t; é o
tempo inicial e Q(t) > 0 e R(t) > 0 sio matrizes de dimensbes apropriadas que ponderam,
respectivamente, as contribui¢des das saidas e das entradas de controle no computo do indice

de desempenho. A minimizagio do funcional J(u(t)) implica:

ldo inglés Loop Transfer Recovery. As vezes € preferivel uma nomenclatura estrangeira a uma ma tradugao.



1. Minimizagao do efeito das condigdes iniciais sobre a saida e também da energia dispendida

no controle, de forma otima.

2. Uma vez que qualquer condigio inicial z(to) pode ser posta na forma zo6(t), onde 6(t)
-representa a fungdo delta de. Dirac, entdo a minimiza¢io de J(u(t)) implica também
a nﬁhimiza.gé.o_ do efeito de qualquer perturbagdo do tipo impulsional sobre a saida do

sisterna.

3. Uma vez que o critério a ser minimizado é uma fungio quadratica de y(t) e u(t) até tempo |

infinito, entao ambos os sinais forgosamente se anulam em regime permanente.

4. Das implicagdes anteriores, depreende-se que a estabilidade do sistema também é garan-
tida.

Na préxima subsegdo sera tratado o problema da minimizagdo do critério J(u(t)), com
a obtencao da lei de controle que realiza tal tarefa. A abordagem a ser seguida nesta se¢ido nao
utiliza a formulagao classica baseada no principio do minimo de Pontryagin [2]. Ao invés disso,
adotou-se a metodologia usada por Kwakernaak-Sivan [35] por esta tratar o problema de uma

maaneira mais condensada.

1.2.1 Minimizagao de J(u(t))

Seja o sistema dinamico:

z(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t)
y(t) = C(t)z(¢) | (1.1)
com: z(to) = zo ; z(ty) = z5
onde A(t) € R"*" ¢é a matriz dinimica do modelo, B(t) € R**™ e C(t) € R™*" sdo respectiva-
mente as matrizes de entrada e de saida do modelo, u(t) é o vetor de entradas, z(t) éo vetor
de estados e y(t) é o vetor de saidas. Assume-se que A(t), B(t) e C(t) sdo matrizes limitadas,

com elementos no corpo dos complexos e que estes elementos sdo fungdes continuas de t.

Observacgao 1.1 A escolha de matrizes dependentes do tempo tem o intuito apenas de chamar
a atengdo do leitor para a forma mais geral do método sabendo-se, entretanto, que no seguimento

apenas sistemas invariantes no tempo serdo tratados.

Deseja-se encontrar uma entrada de controle u(tg, s} que minimize o funcional:

Ja(®) 2 [ OO + w(ORE(OId: + ) Pras (12)



com as seguintes condigoes:

(Q(t) =Q'(t) 20 VtE€ [to, /]
R(t)=R'(t)>0 Vi€ [to,ty]
Py=P, 20
A equagio de estados de 1.1 é controlivel Vit € [to, f]
A equagdo dinamica 1.1 com a matriz de saida dada por:

| L QYV?(t)C(t) é observavel Vit € [to, 5]

(1.3)'

Cabe ressaltar aqui que a escolha das matrizes de ponderagio Q(t), R(t) e Py é fungéo,
respectivamente, das exigéncias de desempenho com relagio & saida do sistema, das limitages
fisicas de amplitudes de sinais de entrada e da exigéncia de um erro terminal quadratico pe-

queno.

O seguinte resultado ajudard na obtengao da lei de controle procurada.

Lema 1.1 [61] Seja K’(t) = K(t) diferencidvel em [to,ts], entdo:

/t; [ u(t) ] [ 0 . B'(t)K(t) ] [ u(t) ] i
w | 2(t) | | K®B@) K(t)+ AQ)K(@) + KA | | =(t)
=z} K(tg)zs — 25K (to)Zo - (1.4)

Demonstragio:
HOKW0) [= [ LEOKO(l
- tt’ [ (K ()z(t) + ' (1)K (D)2(2) + 2 (t) K ()£()]dt
= [MEOAOK0 + v OBOKO= +
(

+2' () K (t)z(t) + ' () K () A(t)z(t) +
/ +2' () K (t) B(t)u(t))dt

/ [:m [ K(t;JB(t) K(t)+A'}(3t,)(1t<)(It{)(2 K(t)A(t) ] [Zg; ] #

Fazendo uso deste lema, a solugio do problema de regulacdo 6tima se resume ao

proximo \teorema.

Teorema 1.1 [61] Eziste uma tnica solugdo ao problema colocado anteriormente e ela € dada

por:

u'(t) = —F()z() (1.5)



com:

- - -~ F(t)= R'(t)B'(t)P(t) ' (1.6)
sendo P(t) a solugdo da equagdo diferencial de Riccati: |

| P(t) + A'(t)P(t) + P(t)A(t) — P(t)B(t)Rl'"(t)B'(t)P(t)+
+C'H)QEC({) =0 - ' . , - (L7
com: P(t;) = Py , . ' »

Demonstragdo: Somando-se e subtraindo-se ;K (t;)z; d expressio do lema anterior,

tem-se:
J(t)) = <Py~ Kt +

e R B'(H)K(t) | u(t) |
+ /,o [x(t)] [K(t)B(t) D(t)+K(t)B(t)R“B’(t)K(t)][a:(t)]dt+
+ 2K (to)zo | |

com D(t) dada por:

D(t) 2 B(t) + A(t)P(t) + P(t)A(t) — P(t)B()R-\(t)B'(£) P(t) +

+C'(1)QE)C(Y)

e sendo esta uma forma quadrdtica positiva semi-definida, @ minimizagdo pode ser feita termo

a termo:

Ju®) = P - K+
o+ [+ B OBOK @ B + R OBOK (a(0)dt +

+ Y 2 () D()z(t)dt +

0

+ xaK(to)l'o

Para as condigées dadas, a_eqdag:do (1.7) tem uma tinica solug:dé [85] € esta € a que anula o
segundo termo da expressdo acima. Fazendo-se K(t) = P(t) solugdo da equagdo (1.7), observa-
se. qué o primeiro e o terceiro termo desta éxpressdo se anulam automaticamente, e nota-se
também que u®(t) dada por (1.5) € a solugdo que minimiza J(u(t)), e que o valor minimo deste
. funcional €, entdo dado por:

- J((1)) = TP(to)zo -

Com relagao a este resultado € conveniente tecerem-se alguns comentarios:



. i(_t)-=4<t>z(t>+3(t>u(t) o0

—R"(t)B’(lt)P(t) |

Figufa 1.1: Caracteristica de malha fechada da solugdo do problema do fegulador linear
quadratico. : - -

e Nio obstante o problema de regulagio étima nio ter sido colocado em termos de um
sistema realimentado, percebe-se a natureza de um sinal de realimentagdo na solugao

obtida, como mostra a figura 1.1.

e Se a hipétese de que R(t) > 0 tivesse sido assumida, entdo poderia existir uma entrada de
controle u*(t) para a qual R(t)u*(t) = 0 de tal forma que poderia se admitir entradas com
normas infinitas sem que isto fosse computado no indice de desempenho. Exatamente por

isto é que exige-se que R(t) seja estritamente positiva definida, ou seja, R(t) > 0.

Voltando-se as atengdes para o caso de um sistema invariante no tempo, pode-se resumir

"as conclusdes anteriores em um tnico teorema :

‘Teorema 1.2 [35] Considere o problema do regulador linear quadrdtico invariante no tempo:
tf ! , ! ’

I 2 [y OQu() + v () Ru(t)ldt + ) Pz, (1.8)
0

sujeito a."
’ #(t) = Az(t) + Bu(t) _
y(t) = Ca(t) (1.9)

‘ com: z(to) = Zo
com@Q@=Q >0, R=R'>0eP;=P; 20

A equagdo diferencial de Riccati associada a este problema ¢ dada por:
—P(t) = A'P(t) + P(t)A— P(t)BR'B'P(t) + C'QC (1.10)
com condigdo de contorno: P(ty) = Py '
1. Assumindo-se que P; = 0. Entdo a medida que t; — oo a solugdo da equagio de Riccati

(1.10) tende a um valor constante de regime permanente P se e somente se o sistema ndo

possuir nenhum polo que, simultaneamente, seja instdvel, ndo-controldvel e observdvel.
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9. Se o sistema (1.9) for estabilizdvel e detetdvel entdo a solugdo da equagio de Riccati

(1.10) tende a um dnico valor P para qualquer Py = P; > 0 a medida que t; — oo.

3. Se P ezistir, € uma solugdo simétrica ndo-negativa definida da equagdo algébrica de Ric-
cati: '

A)P;FPA—PBR,‘IB'P-kC'QC =0 : (l.li)
Se o sistema (1.9) for estabilizdvel e detetdvel entdo P é a tnica solugdo simétrica ndo-
negativa definida de (111) ’ ’
4. Se P ezistir, ela sercf pésitiva definida se e sofnente se 0 j»)(lir‘ (C, A) for observduvel.
5. Se P ezistir entdo a lei de éontmle: o

u(t)=—\7—m(t) B (1.12)

com. .

F=R'BP | (113

¢ assintoticamente estdvel se e somente se o sistema (1.9) for estabilizdvel e detetdvel.

6. Se o sistema (1.9) for estabilizdvel e detetdvel entdo a lei de controle (1.12) minimiza:
.y , .
Jim ([ (00 + w (O Ru(tldt + 4Py} (114)
0

para qualquer Py = P; > 0. Com esta lei de controle, o valor dtimo do critério (1.14) €

dado por:

Demonstracio: A demonstragcio de todos os itens deste teorema estd feita em [35]

Visando a clareza no entendimento, particulariza-se o resultado anterior para o caso de
maior interesse, qual seja, onde t; — 00, e onde arbitra-se to = 0 sem perda de generalidade,
pois em um sistema invariante no tempo isto sempre é possivel mediante uma mudanca na

variavel temporal.

Enuncia-se entio o resultado simplificado. Dado o sistema:

(&(t) = Az(t) + Bu(t)

y(t) = Cz(t) - | (1.15)

com: z(0) = zo
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eo i'ndice de desempenho:
/°° (1)Qy(t) + w'(t)Ru(t))dt (1.16)
comQ=Q" >0, R= R’ > 0 e supondo-se (A, B) estabilizavel e (C, A) observavel. Entéo:
- u(t) = ~Fa(t) S (1.17)
minimiza J, com a realimentagio de estados F da,d_a por: | |
| F=R'BP
onde P é‘ a unica soluééo simétrica positiva deﬁni»da;&e |
A'P+ PA—- PBR'B'P+ C"QC =0 (1.18)

Ademais, submetendo-se o sistema (1.15) a esta lei de controle, o valor do indice de

desempenho obtido é:

J® = 24Pz

1.2.2 Propriedades de robustez dos controladores LQR

O procedimento de projeto descrito na subsecio anterior é conhecido na literatura como
o problema do regulador linear quadratico (LQR) e suas propriedades de robustez sdo bastante

conhecidas [35, 2, 38]. Algumas destas propriedades serao brevemente apresentadas aqui.

Supondo-se que R = pl, com p sendo uma constante estritamente positiva, entdo

tem-se:

o Estabilidade assintdtica do sistema em malha fechada.

e Margem de ganho entre 0.5 e co para variagdes no ganho da fungio de transferéncia

T(jw) = —F(jwl — A)~1B.

e Margem de fase de no minimo 60° para varia¢des na fase de T'(jw) definida acima.

Os conceitos de margem de ganho e margem de fase sdao bem conhecidos para sistemas
monovaridveis. A generalizacao destes conceitos para o caso multivariavel é feita simplesmente
considerando-se que estas margens de estabilidade sao validas para qualquer par entrada-saida
escolhido. Além disso, estas variacoes devem ser toleradas mesmo se ocorrerem simultaneamente
em todos os canais entrada-saida do sistema. E oportuno ressaltar que a funcio de transferéncia
T(s) tem como entradas as variaveis de controle (u(s)) e como saidas os estados do sistema

(z(8)), como ilustra a figura 1.2.
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Figura ‘1.2: Estrutura do controlador LQR.
1.2.3 Alocacao de espéci:to em uma dada regiéio

A despeito‘ das propriedades de robustez apresentadas pelos controladores ditos "L@QR”,
uma questdo ainda fica pendente. Qual o melhor compromisso entre o desempenho do sistema
+. em malha fechada e o esforgo de controle necessario para tal? Apesar da dificuldade de vincular-
se exigéncias de desempénho para o sistema com escolhas adequadas das matrizes de ponderagio

"~ @ e R, muito trabalho tem sido realizado neste sentido.

Normalmente quando se pensa em desempefiho de um sistema logo se deseja posi-
cionamento de pdlos para o mesmo. Porém sabe-se que freqientemente é suficiente alocar-se
os autovalores deste sistema em uma dada regidgo do plano complexo para que se tenha as
exigéncias de projeto atendidas. Devido a isto existem resultados na literatura que sugerem
métodos de escolha para as matrizes de ponderacao a serem utilizadas na resolu¢io do problema
de regulacdo 6tima para as quais obtem-se posicionamento dos autovalores do sistema em malha
fechada em determinadas regides do plano complexo [30, 63, 64, 14]. Contudo, a determinagao
das matrizes de ponderacio em fungio das exigéncias de d&eempenho para o sistema ainda é

um problema em aberto.

Um procedimento simples para obter-se posicionamento de pélos em uma dada regido

do plano complexo é apresentado a seguir [2].

Considere-se uma modificagao no critério (1.16) como abaixo:

1.2 [7 ety )@yt + (O Ru(Dldr (119)



com «a escalar, estritamente positivo. Entdo, definindo:

13

T(t) £ etz (t)
a(t) £ etu(t) (1.20)
7(1) £ Cx(t) |
tem-se: - ' _
Jo= [ W@ + T Ra(D)at (1:21)
Aplicando-se a transformacio de varidveis (1.20) as equagoes (1.15):
T=(A+al)T+ Bu (1.22)
Sabendo-se que:
(A, B) estabilizavel & (A + al, B) estabilizivel
(C, A) observavel & (C, A + al) observavel
entao existe uma lei de controle:
’ a(t) = —F,z(t) (1.23)
que minimiza o indice de desempenho (1.21). Além disso, F, é dada por:
F,=R'B'P, (1.24)
o_nrde P, é a solugdo simétrica positiva definida de:
- (A+al)Py+ Ps(A+al)— P,BR'B'P,+C'QC =0 (1.25)
A aplicagao da lei de controle u(t) = —Fpz(t) ao sistema (1.15) faz com que seu estado

convirja para a origem com uma taxa de decaimento exponencial de no minimo a, em outras

palavras, todos os autovalores do sistema:

& = (A— BF,)x(t)

estao posicionados & esquerda de uma reta vertical que passa pelo ponto (—a,0) no plano

complexo, como mostra a figura 1.3.

Isto pode ser visualizado lembrando-se que:
Z(t) = e*z(t)
e que com u(t) = —F,Z(t) aplicada ao sistema (1.22), tem-se:

Z(t) = 0 quando t — oo
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Figura 1.3: Regido para posicionarnénto de autovalores com a técnica de deslocamento a.
entio quando aplica-se a lei de controle u(t) = —F,z(t) ao sistema (1.15) verifica-se que:
z(t) - 0 quando t — oo

.~ no minimo com a mesma taxa de decaimento que e~°*, donde depreende-se que todos os auto-
™ b

valores do sistema em malha fechada estio alocados na regido hachurada da figura 1.3.

E interessante notar que o sistema em malha fechada obtido desta forma possui as
mesmas propriedades de robustez obtidas na segdo anterior, com a propriedade adicional de
que todos os autovalores do mesmo estao situados na regiio citada. Isto é facilmente verificavel
observando-se que a equagio (1.25) é similar & equcdo (1.18) considerando-se como nova matriz
de ponderagio de estados: C'QC + 2aP,.

Estes procedimentos para alocacio de espectro de sistemas dinimicos apresentam defi-
_ciéncias tais como: surgimento de ganhos elevados no controlador em situacdes de fraca contro-
labilidade do sistema, além da hipdtese restritiva de que todo o estado do sistema é disponivel

para o controlador.

Na préxima subsecdo o problema do regulador linear quadratico com realimentacao de

estado estimado sera abordado, 'originando desta forma o projeto LQG;

1.3 O problema de controle 6timo com realimentacgao
de estado estimado |

O problema de regulacdo 6tima visto na segao anterior (LQR) pressupde que os estados
do sistema sdo mensuraveis de forma direta. Genericamente porém, isto ndo ocorre, sendo entio

necessario obter-se uma estimativa deste estado com base em medigoes de variaveis do sistema.
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Este é o problema de observagio de estados que produz uma aproximagao do estado original,

| a qual denomina—;e Z(t), a partir de informagdes sobre a entrada e a saida. Esta estimativa do
estado real do sistema pode ser obtida utilizando-se um observador 6timo denominado Filtro
de Kalman-Bucy (FKB). |

_ Uma solugdo possivel para o problema de controle 6timo com realimentacao de estado -
estimado seria, portanto, utilizar o regulador 6timo LQR retroagindo, ao invés do estado real
do sistema, uma estimativa do mesmo obtida pelo observador étimo FKB. Esta metodologia
de controle é conhecida como controle étimo Linear Qua,drético e Gaussiano e apresenta a
" denominada propriedade da separagdo que garante que a combinagio de um regulador 6timo
(LQR) com um observador étimo (FKB) produz um controlador étimo que utiliza a saida e a

entrada do sistema e minimiza um funcional de custo semelhante ao da segao anterior.

Este procedimento é denominado Gaussiano porque além de medir a saida e a entrada
‘do sistema, este ainda supde que estas sdo afetadas por processos estocdsticos de ruido branco

(gaussiano). Desta forma, pode-se representar, de maneira simbdlica, a solucao proposta por:
+ [FKB] = [LQG]

1.3.1 Metodologia LQG

Seja o modelo de um sistema linear, invariante no tempo, dado por:

{ #(t) = Az(t) + Bu(t) + Tw

y(t) =Cz(t) +v (1.26)

onde z(t), y(t), A, B e C sao definidos como na segdo anterior w e v sdo vetores, de dimensdes
apropriadas, que representam ”ruidos brancos”, isto é, processos estocasticos com média zero

e nao correlacionados no tempo, com covariancias:
E{ww'}=W >0, E{vW'}=V>0 (1.27)

- e I' é uma matriz constante, também de dimensao apropriada, que define a maneira pela qual
o vetor de ruidos w afeta a equagiao de estados. Assume-se que estes sinais de ruido também

nio sio correlacionados entre si, isto €,
E{w'} =0
O problema LQG consiste em obter uma lei de controle que minimize o "custo”:

7= tim B{[ WQu(t) + w(ORu(0)d) Cas)
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P 4 > . .
R=R >0 - (1.29)

matrizes de ponderacio da saida e da entrada, respectivamente.

A solugio para o problema LQG é dada, como ja foi visto, pelo principio da separagio

~ que diz que o resultado Gtimo é obtido adotando-se o seguinte procedimento:

1. Obter uma estimativa otima #(t) do estado z(t). Esta otimalidade é no sentido de que

E{(=(t) - #(t))'(=(t) — £(t))} é minimizado.

2. Usar esta estimativa como se esta fosse uma medida exata do estado real e resolver o

~ problema do regulador linear quadratico.

1.3.2 Solucao do problema LQG

A solucao do primeiro sub-problema definido na subsegio anterior é obtida implemen-
tando-se um filtro de Kalman que tem uma estrutura semelhante & de um observador de estados
pois possui como entradas a entrada e a saida do sistema e como saida o estado observado &(t).

A estrutura do filtro de Kalman-Bucy é mostrada na figura 1.4.

y(s)

‘L C <
+ : z(s)
u(s), B 2 .
oy
A

Figura 1.4: Estrutura do filtro de Kalman.

Nesta implementacao, as matrizes A, B e C sao idénticas as do sistema, as quais sdo

supostas conhecidas, e a matriz L, que € o ganho do filtro de Kalman, é dada por:

L=SCV! | (1.30)
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onde S satisfaz a seguinte equagao do tipo Riccati.algébrica.:
SA'+AS——SC'V'ICS+FWF':O . (1.31)
com S = S’ > 0 sendo a tinica solu¢io da equagio acima, supondo-se (A, TW1/?) controlivel e
(C, A) detetévél. | | '

O segundo sub-problema a ser resolvido é o de encontrar um sinal de controle que

minimize o custo da forma:

. 00 .
[y + v () Ru(v)at

supondo-se realimentagio do verdadeiro estado do sistema e também que a equagdo de estado

“deste seja dada simplesmente por:

z(t) = Az(t) + Bu(t)

A solugdo deste problema foi obtida navsegéo anterior e consiste em aplicar ao sistema

uma lei de controle dada por:

u(t) = —Fz(t)

com: _
F=R71'BP (1.32)
onde P é a tnica solugao simétrica positiva definida da seguinte equacio de Riccati algébrica

dual a anterior:

A'P + PA - PBR'BP+C'QC=0 (1.33)
~com o sistema (4, B) estabilizavel e (C, A) observavel.

A estrutura do compensador LQG obtido compondo-se as duas solugdes apresentadas

é exposta na figura 1.5.

Na préxima subsegio serdo analisadas as propriedades de robustez que se obtém quando

se agregam as duas solugdes anteriores.

1.3.3 O procedimento LTR

Relembrando a estrutura do regulador LQR mostrada na figura 1.2 e comparando-a
com a do observador 6timo da figura 1.4, percebe-se que existem algumas semelhangas entre

elas. Visualiza-se nestas figuras dois lagos de realimentacio quais sejam:

H.(s) = —F(sI — A)"'B (1.34)
CHy(s)=-C(sI-A)'L (1.35)
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E Compensador
vOK(s) B
: E Planta
OO +§) e AP
! L : —F oLio— G(3) >
_ ; :+n _ 3! % ( :

Figura 1.5: Estrutura do compensador LQG.

onde a fungdo de transferéncia H.(s) é obtida abrindo-se o lago da figura 1.2 no ponto (¢')
| enquanto que H/(s) obtém-se abrindo-se o lago da figura 1.4 no ponto (#'). Na secio anterior,
exploraram-se as propriedades de estabilidade e de margens de ganho e de fase apresentadas
pela funcio de transferéncia H.(s). Devido ao fato destas duas fungdes de transferéncia de lago
serem obtidas como solugdes de dois problemas duais, quais sejam LQR e FKB, elas possuem

as mesmas propriedades de robustez.

Seria esperado entao, que os compensadores LQG exibissem boas caracteristicas de
desempenho e de robustez frente a variagbes de ganho e de fase no sistema. VInfelizmente, isto
- nao é verdade no caso geral. Sabe-se [22] que reguladores LQG podem apresentar péssimas
margens de estabilid&de. ‘Um dos procedimentos classicos quando do projeto de sistemas de
controle baseados em realimentacido/observacido de estados é tornar a dinamica da observagao
destes estados arbitrariamente rapida. Estd demonstrado em [23] que este procedimento pode,
em alguns casos, reduzir as margens de estabilidade do sistema em malha fechada a medida

que estas dindmicas tornam-se mais rapidas.

- Existe, porém, uma maneira de se obter o ganho do filtro de Kalman utilizado no
projeto LQG de tal forma a recuperar as propriedades de robustez na entrada da planta. O
que se deve fazer é posicionar alguns dos autovalores do observador sobre os zeros do sistema,
e os demais serem escolhidos com uma dindmica arbitrariamente rapida. Uma vez que este

procedimento implica cancelamento pSlos/zeros, a condigdo de que a planta seja de fase minima?

2trabalhos recentes ja relaxaram esta condigdo [72].
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é exigida.

O procedimento LTR tem como objetivo justamente recuperar as mesmas propriedades
de robustez exibidas por (1.34), para a fungdo de transferéncia obtida abrindo-se o lago de
realimentacio da figura 1.5 no ponto (2), ou seja, na entrada da planta. Para isto, deve-se fazer
com que esta funcio de transferéncia tenda aquela obtida quando da abertura da malha de

realimentagao no ponto (i') que é igual a H(s)?. Tal procedimento é descrito a éeguir'.

Abrindo-se o lago de realimentagdo no ponto (), obtém-se a seguinte funcio de trans-

feréncia: . _ , ‘
 K(s)G(s) = —F(sI — A+ BF + LC)"'LC(sI — A)"'B -~ (1.36)
Definindo-se: B(s) = (o] — A)-! »
s) = (sI - A)~ -

{ ¥(s) = (sI — A+ BF)! - (137)

e reescrevendo (1.36) suprimindo o argumento s, tem-se:
KG = —F[9™'+LC|" LC®B | (1.38)
= —F[¥ - VL(CYL+I)"'CY|LCOB - (1.39)
= —FVL[I-(CYL+I1)"'CVYL|IC®B (1.40)
= —FVUL[I+CVYL]"'C®B (1.41)

Nas manipulagdes acima, foi utilizado o lema da inversdo matricial.*

Supondo que L tenha sido obtido escolhendo a matriz de covariancia W, em (1.31),

. como sendo:

W =W, +q¢X _ (1.42)
onde £ = ¥’ > 0, e ¢ é um parametro real positivo. Para obter-se LTR aumenta-se indefinida-
mente este escalar q. Substituindo (1.42) em Y(1.31):

SA + iS_' B SC'v-ICcSs +V Wl

, +TE=0 (1.43)
q q q q

Sabe-se [35] que se C(sI — A)~*TW*'? nio tiver zeros de transmissio no semiplano

direito e tiver no minimo r saidas, onde r é o posto de ¥, entao:

lim 5 =0 (1.44)

‘A partir de (1.43) e (1.44), tem-se:

lim (¢I'SIY)Y/? = SC'V 1/

g—o0

3supondo-se casamento perfeito entre as matrizes do sistema e do observador.
4(A+ BCD) ' = A~ —A"'B(DA-'B+C~')"1DA!
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L=SCv!

entao:
L - ¢/’reY?v-1? 3 medida que ¢ — o

Em‘particular, fazendo:

I'=sB, YX=I

e supondo que C(s] — A)~1B nio tem zeros no semi-plano direito, ent3o:
L — ¢*?BV~Y? 3 medida que: ¢ — oo
‘Substituindo novamente em (1.41), conclui-se® que: : -

lim KG = -F®B

900 "

a qual é a prépria fungao de transferéncia obtida abrindo-se o lago da figura 1.5 no ponto (%),

como desejado.

1.3.4 Propriedades de robustez dos controladores LQG

O procedimento descrito acima é conhecido como LTR assintético padrao devido a
existéncia do limite infinito para q. Na vprética,, fazendo-se ¢ — oo, faz-se também com que
L — oo o que, obviamente, nao é implementavel. O projeto LQR é entdo levado a cabo
fazendo-se ¢ assumir valores grandes, mas finitos, fazendo com que as propriedades de robustez
na entrada da planta se aprbximem daquelas do reguladbr LQR. E interessante notar que tal
técnica visa o resgafe da robustez na entrada da planta. De forma similar, se pode projetar
um controlador LQG que tenha como objetivo melhorar o desempenho e a insensibilidade a
perturbaces na saida da planta através de um desenvolvimento inteiramente anilogo®. Neste

caso, modifica-se o projeto do regulador linear quadratico de forma semelhante.

Usualmente, a melhoria das caracteristicas de robustez na entrada do sistema deteriora
estas na saida do mesmo, e vice-versa, estabelecendo-se assim um compromisso entre desempe-

nho na entrada e na saida da planta [59]. Recentes trabalhos [67] relacionam o projeto LQG

5a hipdtese de que o nimero de saidas é maior do que o de entradas é assumida.
Sneste caso assume-se que a planta tem mais entradas do que saidas.
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com a Teoria da Passividade e conseguem estabelecer um compromisso bastante aceitavel entre
as propriedades de robustez na entrada e na saida da planta. Ademais, estes resultados permi-
tem a inclusao de incertezas paramétricas no modelo sem que isto prejudique a estabilidade do

sistema global.

~Na préxima segdo serd abordado o problema estudado pela teoria de controle H,,, o
qual apresenta alguns pontos em comum com o projeto LQG/LTR. Além disso, a apresentacio
deste problema visa introduzir alguns conceitos de fundamental importancia para os capitulos

posteriores.

1.4 O problema de controle H,

Normalmente, quando do projeto de um sistema de controle, trabalha-se com plantas
sujeitas a perturbagdes externas. Portanto, um dos objetivos do controle deve ser, também, o
de reduzir a um nivel aceitavel o efeito destas perturbagdes na saida. Por exemplo, em [70], o
problema de rejei¢do total de perturbagdes utilizando realimentagao de estados é abordado e
résolvido, isto é, mediante determinada lei de controle, as perturbages na entrada nao seriam
detetaveis na saida. Este procedimento porém, assume hipiteses bastante restritivas quanto ao

sistema, o que limita a sua aplicabilidade a problemas reais.

Ao invés de eliminar-se completamente o efeito de tais perturbacoes externas na saida,
uma idéia interessante é vislumbrar a redugdo deste efeito ao seu patamar minimo, segundo as

limitacgoes praticas de projeto.

Uma possivel ab‘ordagem para a solu¢io deste problema é o de minimizar a norma H,
da funcio de transferéncia destas entradas de perturbagdo para as saidas controladas. Esta
norma esta, de certa forma, associada ao maior ganho que pode existir de alguma das entradas
para alguma das saidas, ao lo.ngo de todo o espectro de freqiiéncia. Logo, a minimizacao da
norma H., de uma fun¢io de transferéncia consiste em abordar o problema de rejeicao de

perturba¢des analisando-se o pior caso possivel de ganho entrada/saida para este sistema.

A nc_n‘ma,‘Hoo de uma fungao de transferéncia G(s) é denotada || G(jw) || €¢ calculada

como sendo o maximo valor singular de G(jw) para todos os valores reais de w, isto é:
: A vy T ) :
| Gw) [l maxa(G(w)) = max NG/ (~jw)G(jw))

onde &(-) e A(-) denotam, respectivamente, o maximo valor singular € o maximo autovalor do

-argumento.

" Desde a publicagio do artigo pioneiro de Zames [71], a teoria de controle Gtimo H,
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constitui-se num importante campo de pesquisa. A teoria original é inteiramente baseada
em métodos no dominio frequencial, porém a obtengao das solugoes é realizada utilizando-se

modelos e algoritmos fundamentados na abordagem por equagdes de estado.

Nesta se¢ao sera apresentado um resultado que possibilita a resolugdo do problema de
controle H., mediante o calculo da solugao de uma equagao de Riccati modificada. Percebe-se
que novamente, como no caso LQG/LTR, a equagiao de Riccati tem um papel importante na

busca de solugdes para problemas tipicos da teoria de controle.

1.4.1 Norma H, e equacgao de Riccati

Seja o sistema:
#(t) = Az(t) + Dw(t
i (149

onde z(t) é o vetor de estados, z(t) é o vetor de saidas controladas e w(t) é o vetor de per-
turbacdes. A, D e E sio matrizes constantes, de dimensoes apropriadas, com elementos no
~ corpo dos nimeros complexos. Supde-se também que o par (A, D) é controlivel e (E, A) é

observavel.

E importante salientar que o interesse aqui € o de analisar o efeito das perturbacdes na
saida do sistema. Devido a isto, as entradas de controle ndo aparecem no sistema (1.45). Na
préxima subsecdo, métodos para minimizar este efeito indesejavel das perturbagdes na saida

via realimentacio de estados serdo estudados.
O sistema (1.45) possui func¢éo de transferéncia da perturbagao para a saida dada por:

H(s)=E(sI-A)™'D

Assumindo-se que o sistema seja estavel, ele apresenta uma norma H,, como definida
anteriormente. Suponha que deseja-se verificar se esta norma € menor do que um valor cons-
tante pré-especificado 4. Este problema est4 diretamente ligado a existéncia de solugio para a
seguinte equacgao algébrica de Riccati:

' PDD'P ,
A’P+PA+——7——+EE'+Q—0 (1.46)
Para ilustrar a relagdo entre a equagio (1.46) e a norma H,, de H(s), enuncia-se o seguinte

resultado:

Teorema 1.3 [56] A equagdo de Riccati algébrica (1.46) associada ao sistema (1.45) possui
uma solu¢do P = P’ positiva definida para alguma Q@ = Q' > 0 se e somente se as sequintes

condigoes verificarem-se:
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(1) A matriz A possui todos os seus auto-valores no semi-plano esquerdo aberto do

- plano s.

(2) I H(s) lloo< 7-

Demonstragdo:

- Suficiéncia: Se , ‘
| E(sI = A)™'D [lo< v

entdo: E(sI — A)'D
o] — A)-
| — [lo< 1
Y
tsto & D'(—=sI - A)'E'E(sI — A)~'D
I- (sl = )72 (s7=4) >0; Vs=jw

Seja € > 0 suficientemente pequeno, tal que:

D'(=sI — A)"YWE'E + eQ)(s] — A)7'D
- =
Tem-se que o par (A, (E'E + €Q)'/?) € observdvel e que o par (A, g) € controldvel. Entdo, pelo

I >0;Vs=jw ;Q=Q >0

teorema A.l1, existe uma matriz P simétrica, real, tal que:

PDD'P

72

AP+ PA+ +EE+eQ=0

Uma vez que o sistema em malha aberta é assumido estdvel, e:

PDD'P
42

+E'E+eQ >0
entdo, pela teoria de estabilidade de Lyapunov, tem-se que:

P=P >0

Necessidade: Se

PDD'P

A'P 4 PA+ ——;
v

+EE+Q=0; Q=Q >0 ;P=P >0

entdo todos os autovalores de A tém parte real estritamente negativa. Além disso, pelo teorema
A.1, tem-se: .
D'(—jwl — A 'E'E(jwl — A)~'D
2
7 — D'(—jwl — A)'E'E(jwl — A)"'D>0 Ywe R
o1 = H(~juw) H(jw) 2 0

I— >0 Vwe R
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Donde”:
| BT = 4)7D [l 7

1.4.2 O problema de controle H,, e realimentacao de estados

Na subsegdo anterior foram analisadas as relagdes entre a norma H,, de uma fungao
de transferéncia e uma certa equagio de Riccati algébrica do tipo (1.46). Suponha que agora
deseja-se reduzir esta norma H,,, utilizando-se para isto realimentacdo de estados. O sistema

linear invariante no tempo tratado é escrito sob a forma mais geral:

#(t) = Az(t) + Bu(t) + Dw(t)
{ 2(3 = Ex(t) | (1.47)

onde u(t) é o vetor de entradas de controle. Ddeeja-se entao que o sistema (1.47) em malha

fechada, da figura 1.6, apresente norma H,, menor do que uma constante v pré-especificada.

W(t)— L z(%)
z(t) = Az(t) + Bu(t) + Dw(t)
| z(t) = Ez(t)

u(t) z(t)

Figura 1.6: Esquema de controle H,.

O teorema enunciado a seguir é fundamental para a resolugido do problema de controle

otimo H,, utilizando-se a analise temporal.

Teorema 1.4 [56] Considerando-se o sistema (1.47) e dada a constante ¥ > 0. Entdo eziste
um ganho estdtico de realimentagdo de estados Ko tal que A + BK,, € estdvel e tal que a

fungdo de transferéncia do sistema em malha fechada satisfaz a condicédo:

| E(sI = A= BK&)™'D o< 7

estd demonstrado em [32] que a desigualdade estrita pode ser inferida.
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se e somente se, para algum € > 0 constante, existir uma solugdo simétrica positiva definida P,

pard a sequinte equagdo algébrica de Riccati:

1 1
A'P+PA - ZPBB'P + ;;PDD'P +el=0 (1.48)
e neste caso o ganho de realimentagdo de estados necessdrio € dado por:
, 1, '
Ko = —EEBP _ (1.49)

com a lei de controle dada por u(t) = K z(t).

Demonstragdo:

Suficiéncia: Se (1.48) se verifica, entdo aplicando a lei de controle u(t) = K ,z(t), ao sistema

(1.47), tem-se:
2

. 1
A=A- —BB'P ' .
e (1.50)
e a equagdo de Riccati (1.48) fica:
. .1 .
A'P + PA+ -7—2PDD'P +el=0 /
Utilizando-se o ieorema anterior, tem-se que o sistema em malha fechada € estdvel e que sua

- norma H, satisfaz a condigdo:

| E(s] = A)7'D |loo< v

Necessidade: Supondo-se que A possui todos os seus autovalores com parte real negativa e

que:
| E(sI = A)™'D Jlw< v
entdo: oy
E(sI — A)~'D
I floo< 1
Y
isto é:

D'(—jwl — A)E'E(jwl — A)™'D
~2
Seja € > 0 suficientemente pequeno, tal que:

I— >0; VweR

D'(—jwl — A YE'E + el)(jwl — A)~1D

I- "

>0; Vwe R
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Tem-se que o par‘(A,(E’E + €I)'/?) € observdvel e que o par (A, —,YQ) € controldvel. Entdo, pelo

teorema A.l, existe uma matriz P simétrica, real, tal que:

.. _~ PDDP
A’P+PA+——D712)—P+E’E+61=0

com P =P > 0. Substituindo-se Ko por sua ezpressio e utilizando o teorema A.2, tem-se:
A'P+ PA- %PBB'P + %PDD'P +el=0

) ] . D

Enuncia-se agora, um teorema fundamental na elaboragio de um algoritmo para a

minimizacao da norma H,, de uma funcdo de transferéncia.

Teorema 1.5 [51] Suponha que a equagdo (1.48) possui uma solugdo P = P’ > 0 para algum
€ = € > 0 entdo esta equagdo apresenta solucdo simétrica positiva definida para qualquer

e € (0,¢].

Demonstracdo: a demonstracdo estd detalhada em [51].

Conhecendo-se este resultado, pode-se proceder da seguinte maneira para verificar se
um sistema pode ser estabilizado com constante de atenuagao 7, isto ¢, se a norma H,, da

respectiva fungio de transferéncia pode ser limitada em 7:

Algoritmo para minimizagao da norma H,

1. Escolhe-se v > 0.
2. Arbitra-se € > 0.

3. Se a equacio (1.48) possui uma solugdo P = P’ > 0, entdo diminui-se v e volta-se ao

passo 2. Sendo, se € > €nin° entdo € = § e volta-se ao passo 3.

8¢ in deve ser escothido de acordo com as restrigdes na norma do ganho de realimentagao de estados e
também de acordo com a precisdo da maquina utilizada para os célculos.
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4. A minima norma H, para o sistema em questao é dada pelo tltimo valor de v para o qual
a equacao (1.48) apresentou solugdo P = P’ > 0. Neste caso o ganho de realimentagao

de estados requerido para esta minimizagio é dado pela expressao (1.49).

E interessante notar que o teorema 1.4 fornece condigGes necessarias e suficientes para
a existéncia de um controlador que garante que a norma H,, que se deseja minimizar fique
limitada a um patamar supefior v. Ora, aplicando-se este resultado para valores cada vez
menores deste parametro v, na verdade, esta sendo alcangada a minimizagio desta norma H,

para o sistema considerado.

A minimizag3o de tal norma conforme descrita acima é, de fato, a maior possivel. Esta

afirmacao é procedente gracas-ao resultado detalhado a seguir.

Teorema 1.6 [31] O infimo da norma H,, de uma fun¢do de transferéncia em malha fechada
obtida por retroagdo linear estdtica de estados € igual ao infimo desta norma obtido por meio
de qualquer controlador que garanta a estabilidade do sistema, mesmo sendo este controlador

ndo-linear e variante no tempo.

Demonstragdo: ver [81].

1.4.3 Propriedades de robustez dos controladores H,,

Considerando-se que estes controladores sdo obtidos utilizando-se a solucao de uma
equacio de Riccati modificada, parece natural que eles apresentem as mesmas propriedades de

robustez dos controladores LQR.

Com efeito, considerando-se a equagio (1.48) reproduzida abaixo:
1 1
A'P+ PA - ZPBB'P + ?PDD'P +el=0

nota-se que, uma vez encontrada uma solugio P = P’ > 0, ela pode ser vista como uma equagio
de Riccati padrao:
AP+ PA—PBR'BP+(Q=0

com:

N 1 R
Qé:ﬁPDD'PJreI ; Rl
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Portanto, os controladores H,,, como no caso LQR, apresentam as seguintes proprie-

dades:

e Garantem a estabilidade assintdtica do sistema em malha fechada.

e Apresentam mé.rgern de ganho entre 0.5 e oo para variagoes no ganho da fungao de
transferéncia To, (jw) = Koo(jwl — A)™'B.

e Também margem de fase de no minimo 602 para variagdes na fase de Too (jw).

Ademais, sabe-se que é possivel representar-se incertezas no modelo como perturbagdes
externas atuando na planta [60]. Uma vez que o controlador H,, é calculado de modo a
minimizar a influéncia de perturbagdes na saida do sistema, é de se esperar que este controlador
apresente boas propriedades de robustez também frente a incertezas atuando no sistema. Este

tépico sera abordado nos préximos capitulos.

1.5 Conclusao

Neste capitulo foram apresentados os principios basicos e algoritmos de calculo de
controladores consagrados na bibliografia de controle, bem como algumas de suas propriedades

de robustez.

Foram expostos os principais resultados relacionados a teoria de controle étimo su-
pondo-se retroacio de estados (LQR) e de estado estimado (LQG). Também foram abordados
aspectos do problema de rejeigio de perturbagdes, estudando-se os principais resultados da
teoria de controle H, oo, com abordagem temporal. Uma verificacdo que merece destaque é a de
que a equagao algébrica de Riccati desempenha um papel assaz importante na resolucao de

problemas clssicos da teoria de controle.

Estas metodologias de controle sio de fundamental importancia para a boa compre-
enééo dos conceitos que serdo expostos no capitulo dedicado a sintese de controladores robus-
tos. Em especial, a familiarizagdo com técnicas de minimizagao de indices de desempenho e
de rejeicao de perturbagdes sdo de grande valia para o bom desenvolvimento do trabalho nos

capitulos seguintes. -

Até o presente momento, o enfoque principal foi direcionado para a sintese de leis de
controle que consideravam os modelos sob analise perfeitamente conhecidos e invariantes no
tempo. Além disso, no contexto da teoria cldssica de controle, estes modelos matematicos eram

tomados como fiéis representantes do desempenho real do sistema fisico.



Capitulo 2

Mod’elagém do Sistema Fisico e
Incertezas

2.1 Introdugao

Quando da concepgio de um sistema de controle, a etapa inicial consiste, em geral,
na obtencio de um modelo matemitico que represente adequadamente, de acordo com as
exigéncias de projeto, o sistema fisico em questido. Esta fase inicial de sintese de controladores

tem evoluido sensivelmente nas ultimas décadas.

 Com efeito, contrariamente ao periodo 1960-1970, durante o qual os esforgos concentra-
vam-se essencialmente na elaboracio de controladores que agissem sobre sistemas considerados
perfeitamente conhecidos, no final dos anos 70 a teoria de controle evoluiu no sentido de consi-

derar, a priori, o efeito das incertezas da modelagem matematica no projeto dos controladores.

Um modelo matemdtico, por mais acurado que este seja, trata-se somente de uma
simplificagio do sistema fisico estudado, visando descrever, através de equagdes, o comporta-
mento deste sistema. Em decorréncia disto, é normal que este modelo matematico apresente
imprecisoes, em geral denominadas incertezas, que sio decorrentes das simplificacdes realiza-
das ou do fato de que alguns dos pardmetros do sistema nio sao perfeitamente conhecidos.
Desta forma, a teoria de controle moderno encaminhou-se para uma metodologia de projeto de

sistemas realimentados no sentido de introduzir o conceito de robustez.

Na préxima secdo, sera feita a distingdo entre os conceitos de robustez e de insensibi-
“ lidade, o que é fundamental para o seguimento do trabalho. De posse destas nogdes, a secao
seguinte sera dedicada A caracterizagdo das incertezas, suas classificagGes e suas origens. A se-
guir, sdo analisadas as maneiras pelas quais estas incertezas podem ser representadas quando da

utilizagio das abordagens fregiiencial e temporal para o modelamento do sistema, explicitando

29
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assim a definicio do conjunto de modelos a ser tratado pelo controle nestas duas abordagens.

2.2 Robustez X InSensibilidade

O termo robustez é frequentemente utilizado de maneira imprecisa e, as vezes, até

mesmo confundido com a nogao de fraca sensibilidade aos erros de modelagem.

No capitulo anterior, justamente com a intengéo de conservar a nomenclatura utilizada
pelos autores citados, utilizou-se a nogéo de robustez com o sentido de insensibilidade a possiveis

variagdes no sistema fisico considerado.

A partir deste momento é importante que se faca a clara distingdo entre estas duas

nogoes:

e robustez.

e insensibilidade.

Considerando-se o sistema a ser controlado nio mais como sendo representado por um
tinico modelo matematico fixo, mas sim por uma familia ou conjunto de modelos que inclui

todas as possiveis incertezas sobre o mesmo, define-se:

Definicio 2.1 Um controlador € dito robusto com relagdo a um conjunto de modelos especi-
ficado a priori se este garante um certo nivel minimo de desempenho para qualquer um dos

‘possiveis modelos pertencentes a tal conjunto.

Por outro lado, o conceito de insensibilidade estd vinculado a uma analise a posteriori

da influéncia das incertezas sobre o sistema, como na definicdo seguinte:

Definigdo 2.2 Um sistema de controle € dito insensivel se o mesmo € projetado de forma
a minimizar a sensibilidade do sistema nominal' frente das possiveis incertezas presentes no

sistema fisico.

Inota-se que nesta defini¢io faz-se necessério o conceito de modelo nominal.
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Nota-se que na nogao de insensibilidade nao se esta diante da modelagem do sistema
fisico por um conjunto de modelos, mas sim por um tnico modelo considerado nominal. Por-
tanto, insensibilidade é um conceito local no sentido de que partindo-se do sistema nominal,
verifica-se, a posteriori, qual o efeito das incertezas atuando sobre este sistema. Desta forma,
agregam-se modelos ao modelo nominal para os quais as caracteristicas de desempenho deseja-
das s3o garantidas obtendo-se assim, a posteriori, um conjunto de modelos aceitaveis, em torno

do nominal, para determinado controlador.

Em contrapartida, robustez é um conceito de conjunto onde o modelo matematico
juntamente com as incertezas que o afetam definem um dominio. Dai, o sistema a ser controlado

" deve ser visto como um conjunto de modelos definido por este dominio.

Para uma defini¢io inequivoca de robustez, faz-se necessério.ainda a defini¢do do modo
pelo qual serdo descritas as tais incertezas, bem como da natureza do desempenho exigido para

o dominio de modelos gerado por estas incertezas.

Uma caracteristica fundamental exigida para todo sistema de controle é, sem duvida,
a estabilidade assintética em malha fechada do mesmo e, para 0 momento sera este o critério

de desempenho escolhido para o conjunto de modelos.

2.3 Caracterizagao das incertezas

As incertezas que afetam o modelo de um sistema fisico podem ter varias origens, das

quais destacam-se:

1. variacbes paramétricas lentas e continuas ou bruscas devidas a mudangas em certas

condigdes de funcionamento.
2. imprecisio na estimagio dos valores reais dos parametros do modelo.

3. aproximagbes de modelagem tais como linearizagio de um sistema em torno de um ponto
de operagio, ou mesmo eliminagao de dindmicas elevadas visando a redugao da ordem do

modelo matematico.

De acordo com suas origens, e também segundo a maneira pela qual estas incertezas

afetam o modelo do sistema, elas sao usualmente classificadas em:

o Incertezas Paramétricas / Nao-Paramétricas.

e Incertezas Estruturadas / Nao-Estruturadas.
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Incertezas Paramétricas sao as incertezas que podem ser atribuidas a variagdes ou a falta
de conhecimento dos valores exatos de determinados parametros fisicos do sistema, tais como:

densidades, temperaturas, coeficientes de amortecimento, constantes de tempo, etc. -

Incertezas Nao-Paramétricas sio geralmente oriundas de dinamicas negligenciadas do pro-

cesso, nao podendo, assim, ser atribuidas a nenhum parametro ou coeficiente fisico incerto.

Incertezas Estruturadas sio aquelas incertezas das quais tem-se alguma informagao sobre
a maneira pela qual elas afetam os elementos sejam da matriz funcdo de transferéncia, sejam

das matrizes A, B, e C do sistema modelado por variaveis de estado.

Incertezas Nao-Estruturadas quando nido se tem nenhuma informagdo adicional sobre
a maneira pela qual estas incertezas atuam no modelo, além do fato delas serem de norma

limitada.

Apesar de nao serem consensuais na literatura de controle robusto, estas definigoes
sio bem aceitas no contexto de sistemas incertos e também serdo de grande importancia no
decorrer deste trabalho. Estes conceitos ficardo mais claros a seguir, quando da defini¢io mais

formal das incertezas utilizando-se as modelagens freqiiencial e temporal.

2.4 Definigao do conjunto de modelos

Esta secdo tem por objetivo definir claramente o conjunto de modelos a ser conside-
rado quando do projeto de controladores robustos definidos anteriormente. A definigdo deste
conjunto depende da modelagem matematica que se adota para o sistema fisico. Nas préximas
subsecdes serao detalhadas estas defini¢ées quando utilizam-se as abordagens freqiiencial e tem-

poral.

2.4.1 Modelagem por fungao de transferéncia

Quando da adogio deste tipo de abordagem, a ferramenta matematica basica utilizada

é a Transformada de Laplace. Assim, o sistema linear considerado pode ser modelado como:

y(s) = G(s)uls) | (2.)

onde u(s) e y(s) sio, respectivamente, as transformadas de Laplace dos vetores de entradas

e saidas u(t) e y(t), e G(s) representa um conjunto onde cada elemento é uma matriz de
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transferéncia com elementos no corpo das fungoes racionais da variavel complexa s:

g11(s) gi2(s) -+ gim(s)
CG(s) = 921(3)

gri(s) _ grm(8)

onde o elemento g;; representa a fun¢o de transferéncia da entrada j para a saida ¢ do sistema.

Utilizando-se este tipo de modelagem, as incertezas sio também caracterizadas no

dominio freqiiencial.

Considerando-se Go(s) como sendo a matriz de transferéncia nominal do sistema, as

incertezas que agem sobre o sistema podem ser caracterizadas conforme a figura 2.1.

»  Go(s)

»  AG(s)

VU(S)_. Go(s) I+As(s) L y(s) (%)

A 4

) 4

u(s) —l T+ Al(s)

Go(s) = y(s) ()

Figura 2.1: Conjunto de modelos definidos no dominio frequencial.

Sendo assim, em cada um dos trés casos citados acima, G(s) pode ser representado

como segue:

(i) G(s) = Go(s) + AG(s)
(i2) G(s) = [ + As(s)]Go(s) (2.2)
(i11) G(s) = Go(s)I + Ac(s)]

Visto desta forma, o sistema fisico é encarado como um conjunto de modelos, .que

sio compostos de uma parte fixa, conhecida, Go(s) (modelo nominal) e de uma parte variavel
AG(s), Ay(s) ou A(s) (incertezas). '

Utilizando-se a modelagem freqliencial, normalmente define-se o conjunto de modelos a

ser tratado limitando-se somente a norma da matriz que representa as incertezas neste sistema.
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Desta forma, define-se uma vizinhanga em torno do sistema nominal Go(s), na qual consiste o

conjunto de modelos considerado.

Adotando-se a notagao:
A _
| L||=7[L)= VAmar[L‘L]

| AG(w) IS la(w) VY >0 |
| As(jw) < ln(w) Vw20 | (2.3)
" Ae(jw) "S lm(w) yw >0

 tem-se:

As incertezas deste tipo sao chamadas de incertezas ndo-paramétricas néo-estruturadas,
sendo a do tipo (i) denominada aditiva e a dos tipos (it) e (iii) denominadas maultiplicativas,
re‘spectivamentenna; safda e na entrada do sistema, segundo definem as equagdes (2.2) e a figura
2.1.

A denominac¢io nao-paramétrica é devido ao fato destas incertezas nao serem caracte-
 rizadas como variagdes em parametros determinados do sistema, mas sim como uma medida do
fraco conhecimento da resposta em freqiiencia do mesmo, o que pode ser causado, por exemplo,

por dindmicas ndo-modeladas do processo.

A representagio fregiiencial é utilizada, sobretudo, quando se estd diante da presenca
de incertezas deste tipo. Neste contexto, o conjunto de modelos é obtido, geralmente, por
‘meio de ensaios do sistema fisico e da verificacio de que a sua resposta em frequéncia admite
variagdes no formato das curvas de médulo e de fase. Com o arbitrio de limites para estas
variagoes, chega-se finalmente ao conjunto de modelos que devem ser considerados admissiveis

para aquele sistema fisico.

Desta forma, para cada freqiiéncia, tem-se um limite sobre a norma da variacdo da
matriz de transferéncia em torno de seu valor nominal, o que define, no plano complexo, uma
vizinhanca em torno do modelo nominal naquela freqiiéncia e cuja magnitude é dada pelo limite

considerado para as incertezas, naquela freqiéncia, conforme mostra a figura 2.2. -

E interessante observar que, quando modela-se o sistema incerto utilizando-se a abor-
dagem freqliencial, supde-se, tacitamente, que o sistema fisico pouco conhecido é fixo, uma vez
que a ferramenta fungio de transferéncia representa adequadamente somente sistemas lineares
invariantes no tempo. Dali, tem-se que o conjunto de modelos citado anteriormente deve ser
encarado como uma colecio de modelos invariantes no tempo que devem ser tratados simulta-

neamente pelo controle.
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wOv

[(w0)

Figura 2.2: Incertezas nio-estruturadas, nao-paramétricas no plano complexo.

2.4.2 Modelagem por equagoes de estado

Nesta abordagem, faz-se uso da teoria de Equagdes Diferenciais e também de Algebra
Matricial para o desenvolvimento de modelos e anélise de resultados. Dado que um sistema
possa ter suas relagdes entradas-saidas descritas por meio de equagdes diferenciais lineares, entao
o mesmo pode ser representado por um sistema de equagdes diferenciais lineares de primeira

ordem. A estas equacdes da-se o nome de equagées de estado. Dai surge o modelo:

{j:CA;-{'Bu (2.4)

~onde z € R é o vetor de estados, y € R™ € o vetor de saidas, u € R™ é o vetor de entradas, e

onde A, B e C sio conjuntos compactos que englobam, respectivamente, matrizes A, B, e C,

de dimensdes apropriadas e com elementos no corpo dos nimeros complexos.

Desta maneira, as equagoes acima definem uma familia de modelos ao invés de um |
tinico. Nesta familia ou conjunto de modelos, as incertezas sio consideradas a partir do mo-
mento em que admite-se que as matrizes do modelo matematico assumam quaisquer valores
dentro dos seus respectivos conjuntos compactos especificados a priori representados por letras

caligraficas, conforme mostra a figura 2.3.

Estes conjuntos compactos apresentam-se, geralmente, sob a forma de hiperesferas ou
de outros poliedros convexos no espago de matrizes. Este espago de matrizes é de dimensao

igual ao nimero de elementos incertos em cada uma destas matrizes.

A representagio de estados fornece informagoes adicionais sobre a dinamica interna do
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u(t)——-—-f B f > C -—————> y(t)

Figura 2.3: Conjunto de modelos no espago de estados.

sisterna, e ndo somente sobre as suas relagdes entradas-saidas, como no caso da representagao
freqiiencial. Portanto, esta representacio permite um conhecimento mais aprofundado sobre
a estrutura interna deste sistema, permitindo assim um tratamento mais especifico para as

incertezas que o afetam.

De acordo com as estruturas dos conjuntos compactos A, B e C definidos em (2.4),
tem-se que a caracterizagao das incertezas que formam o conjunto de modelos a ser tratado
pelo controle pode ser feita de varias maneiras. Segundo a estrutura desta caracterizagao, as

incertezas podem ser classificadas em diversos tipos, dentre eles:

Definigio 2.3 Incerteza do tipo Linear Conveza: as incertezas do sistema (2.4) sdo do tipo

linear conveza se A, B, e C possuirem as seguintes estruturas:

AL {a: A=§}j(t)A,-} |
B £ {BV: B:isk(t)Bk}
k=1
¢c2ic:o=3alC)
: =1

com:
ri(t)>0;55=1,...,nr e mi(t)+--+ra(t)=1
se(t)>05k=1,...,ns e si(t)+ -+ 5n(t) =1
q,(t)zo;lzl,...,n? e @a(t)+ -+ gn(t) =1

Nesta defini¢io, as matrizes A;, By e C; definem os vértices dos politopos, respectiva-

mente, para as incertezas nas matrizes A, B e C, e os escalares r;(t), sk(t) e qi(t) permitem
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a combinacdo linear convexa destes vértices para a representagao dos pontos internos a estes
politopos. Estes pontos internos representam valores numéricos admissiveis, respectivamente,

para as matrizes A, B e C do modelo.

‘' Definindo-se:

A, . : .
na = numero de elementos incertos'na matriz A
A, R . ' ]
nb = nimero de elementos incertos na matriz B

A, . ' .
nc = ntmero de elementos incertos na matriz C
tem-se que: : : - -
nr = 2™ = nimero de vértices de A.

A s , .
ns = 2™ = nidmero de vértices de B.

A ’ - , .
ng = 2" = nidmero de vértices de C.

entio pode-se associar um espago no qual cada ponto P; representa uma tripla de matrizes da
forma (A;, B;, C;), tem-se entdo que a familia de modelos definida por (2.4) forma, neste espago,

um unico politopo convexo. Os vértices deste politopo sdo pontos do tipo:

Py = (A}, Bx,Ci), com: j=1,...,nr
k=1,...,ns
I=1,...,nq

Os pontos internos a este politopo representam modelos admissiveis para o sistema, e
sio obtidos a partir de combinagdes lineares convexas dos vértices Py. O nimero de vértices

deste politopo é fungao do nimero total de elementos incertos nas matrizes A, B e C do sistema:

ny = 2na+nb+nc

Além disso, a dimenséo do espago no qual tal politopo pode ser representado ¢ dada -
por na+nb+nc. A figura 2.4 ilustra a representagao de um sistema. incerto de ordem qualquer
com na + nb + nc = 3. Neste caso, adotou-se a mesma magnitude de variagdo para todos os

parametros.

‘Incertezas modeladas desta maneira sio consideradas estruturadas pois pode-se facil-
mente perceber os limites de variagio permitidos para cada um dos elementos das matrizes que
definem o modelo. Além disso, geralmente estas incertezas sao consideradas paramétricas, pois
estao associadas a variacdes em coeficientes de equagdes diferenciais os quais, por sua vez sao,

via de regra, relacionados intimamente com parametros fisicos do sistema.
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6

Py,

Pu.¢f Py,

Figura 2.4: Politopo convexo no espago de sistemas representando um modelo com 3 elementos
incertos no total

Utilizando-se a definicio acima, nota-se que nao ha nenhuma referéncia explicita quanto

4 existéncia de um modelo nominal para o sistema tratado.

" No caso de definir-se um modelo dentre os possiveis como sendo o nominal, supde-se

que o sistema (2.4) pode ser escrito como:

{ & = (Ao + AA(t))z + (Bo + AB(t))u |

y = (Co+ AC(D)z (25)

o AA(t) & DAA(t)E”
AB(t) & FAg(t)G (2.6)
AC(t) & HAc()W

Nesta formulacao, Ag, Bg € Cp representam as matrizes que formam o modelo nominal,
D, E, F, G, H, W sio matrizes constantes que determinam como as incertezas afetam os
elementos das matrizes Ay, Bo € Co, € Aa(t), Ap(t) e Ac(t), sdo matrizes desconhecidas,
somente limitadas em norma, que representam as fontes de incertezas, respectivamente, nas
matrizes A, Be C. E interessante notar que sempre é possivel, através de um escalonamento
adequado das matrizes D, E, F, G, H e W, normalizar o limite sobre a norma de variagao das

matrizes de incertezas.

Dai, pode-se definir outros tipos de estrutura para os conjuntos compactos que formam

o conjunto de modelos.
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Definicao 2.4 Incerteza Limitada em Norma: as incertezas do sistema (2.4) sdo do tipo limi-

tadas em norma se A, B e C possuirem as sequintes estruturas:

AL {A: A=As+DAL)E ; || Aalt)[I<1VE)
B 2 (B: B=By+FAs(t)G ; | Ap(t)|<1Ve)
C 2 (C:C=Co+HAW ; | Ac(t)|<1VE}

Dado o interesse em obter-se um controlador linear invariante no tempo, utilizando-se

retroagao de estados, pode-se reescrever (2.5), em malha fechada, como:

z = (Ao + AA(t))z + (Bo + AB(t))Kz (2.7)
onde K representa o controlador estatico considerado.

Com as equagbes (2.6), tem-se:

& = (Ao + BoK + DavmBaum(t)Eaum)z (2.8)

DamE[DF)
Ewu = [E' (GK))
Aaum(t) S diag{Aa(t) Ap(t)]

onde “ AAUFIW(t)H‘S 1.

Definindo-se os seguintes vetores auxiliares:

A
v= FEsumz

A .
w = AAUM'U

as incertezas sobre o modelo podem ser encaradas como um bloco de realimentagdo incerto,
limitado em norma, bloco-diagonal, como ilustrado na figura 2.5.

As incertezas Limitadas em Norma sao consideradas nao-estruturadas, uma vez que,
sendo as matrizes que as representam somente limitadas em norma, pouco se sabe sobre a

maneira pela qual estas variagbes afetam os elementos das matrizes nominais do sistema. Nor-

malmente este tipo de incerteza possui uma natureza nao-paramétrica, podendo ser ocasionada,

por exemplo por dindmicas ndo modeladas do sistema.
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Aavm(t)
w i = (Ao + BoK)z + Daumw 0
v = Ejumz

Figura 2.5: Incertezas sobre o modelo, limitadas em norma, vistas como um bloco de reali-
mentacgao incerto.

O propésito do modelamento deste tipo de incertezas como um bloco de realimentacao
incerto consiste em proporcionar uma nova forma de visualizagdo para as mesmas, e possivel-

mente iapontar diregdes para trata-las posteriormente.

Retomando-se o sistema (2.5), pode-se explorar um pouco mais as estruturas das ma-

trizes Aa(t), Ap(t) e Ac(t) para obter, a seguir, uma nova classificagao para tais incertezas.

Dada a defini¢ao 2.4, tem-se:

{ 3(t) = (Ao + DAA(R)E)z + (Bo + FAp(t)G)u
y = (Co+ HAc(t)W)z

Neste modelo, as matrizes de incerteza sio limitadas somente em norma, podendo seus

elementos variarem de forma arbitraria, assegurando-se que:

I Aa(t) <1Vt
I As(?) |< 1 Ve
I Ac(t) i< 1Vt

Supondo-se que restrigéés adicionais sao impostas sobre a forma de variagao dos elemen-
tos destas matrizes, por exemplo, assumindo-se que as mesmas sdo bloco-diagonais, caminha-se
na dire¢io de um maior conhecimento da maneira pela qual as variagbes em determinados
parametros fisicos do sistema geram incertezas nos elementos das matrizes nominais do mo-

delo, logo um maior grau de estrutura se estabelece. Entdo, assumindo-se que:
Au(t) = diag[Aa,(t)) 7=1,...,nd
Apg(t) = diag[ABk'(t)] k=1,...,nb
Ac(t) = dzag[AC,(t)] l= 1, cee ,nc'
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define-se que cada bloco de variagio Ay, (t), A, (t) e Ac,(t) associado a incertezas em determi-

nadas caracteristicas do sistema , causa variacdes nos elementos das matrizes Ay, determinadas

pbr D e E, By, determinadas por F e G,e Co, determinadas por H e W.

Definigio 2.5 Incerteza Diagonal: as incertezas do sistema (2.4) sdo do tipo diagonal se A,

B e C possuirem as sequintes estruturas:

AL {A: A=A+ DAss()E ; A4p(t)Aas(t) < I}
B2 (B: B=By+FAps(t)G ; Ape(t)Ase(t)<I}
C 2 {C:C=Co+tHAOce®)W ; Acp(t)Acs(t)< I}
com.
AAE = dz'ag[AAl AA2 e AAM,]
Apg = diag[Ap, Ap, -+ Ap,,]
ACE = diag[Ac1 A02 cee Acnc,] '
e, também:

D=[DiD; - Duw| ; E =I|E, E) - E.)
F=[RF - Fy] i G=[GGy - Gyl
H= [Hl H2 an’] 3 W' = [Wll Wé r’u:’]

~ No caso em que na’, nb' e ncd’ sdo iguais a na, nb e nc respectivamente, tem-se a
situagio na qual é disponivel a méxima informagdo sobre a maneira pela qual as incertezas
geram variagdes nos elementos das matrizes nominais do modelo. Também as dimensdes dos
blocos de geradores de incertezas Ay;, Ap, e A, sdo todas iguais a 1. Sendo assim, cada um
destes blocos de incertezas passa-a ser considerado como um escalar que pode variar no tempo,
porém sempre pertencendo ao intervalo [—1,1]. Dai, as matrizes D, E, F, G, He W definem
qual elemento das matrizes nominais do modelo ¢é afetado por cada bloco de incertezas. Caso
isto aconteca, existe uma equivaléncia entre as defini¢oes 2.3 e 2.5, pois ambos os conjuntos de

modelos gerados pelas duas defini¢des tém a mesma forma.

Neste caso, pode-se definir uma nova maneira de caracterizar-se as incertezas de mo-

delamento. De acordo com a defini¢io acima, se os blocos geradores de incertezas Ay;, Ap,
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e Ac, forem escalares, entdo as matrizes D;, E;, F, G:, H; e W; tornam-se vetores linha ou
coluna, sendo assim representados por letras mintsculas. Também os blocos A, , Ap, e Ac,

sao substituidos por ry, s; e ¢, réspectivamente. Dai tem-se a seguinte definigdo.

Definigio 2.6 Incertezas Posto 1: as incertezas do sistema (2.4) sdo do tipo posto 1 se A, B

e C possuirem as sequintes estruturas:

A2 (A A=Ao+§re(t)A-'}
] =1
nb

B 2 {B: B=By+3 si(t)B;}
5=

C 2 {(C: C=Cot Y a(t)C)

=1

com:

’ . '.—
A;=d,-e,- 3 z—l,...,na

B;=fig: ; j=1,...,nb

Ci=hw ; l=1,...,nc

As restrigies sobre o limite das variagdes dos escalares r;, s; e q, definem os conjuntos com-

pactos abaia:o."

R={r(t); r(t) € [-1,1] i=1,...,na}
SE{s@t); s;(t)e[-1,1] j=1,...,nb}
Q={q(t); a(t)e[-1,1] I=1,...,nc}

Estas incertezas sio denominadas posto 1 devido ao fato de que elas sdo formadas
por uma soma de matrizes A;, B; e C; que sao decorrentes de um produto de dois vetores, o
qual sempre gera matrizes com posto unitario. Estas incertezas sao altamente estruturadas,
uma vez que especifica-se exatamente, através dos vetores d, ¢, f, g, h e w qual elemento das
matrizes do modelo nominal esta variando em conseqiiéncia da incerteza sobre cada elemento
dos vetores r(t), s(t) e ¢(t). Também pode-se esperar que estas incertezas com posto 1 tenham
uma natureza paramétrica se associar-se os escalar 7, s; e ¢; a valores de parametros fisicos

variantes ou cujos valores nao sejam perfeitamente conhecidos.
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Observacgao 2.1 Utilizando-se a abordagem temporal para a modelagem do sistema incerto, a
hipdtese de que o mesmo € variante no tempo, no interior do conjunto convezo que o define, €

plenamente vidvel. Este problema serd tratado com mais detalhes nos capitulos subsequentes.

2.5 Conclusao

Existem basicamente dois métodos para o modelamento de um sistema fisico. O pri-
meiro deles é a identificagao das relagdes entre as suas entradas e as suas saidas. Neste caso, o
caminho para representar o comportamento deste sistema é através da ferramenta matematica
denominada funcio de transferéncia. O outro é usando as leis da fisicas para determinar as

equagdes diferenciais que descrevem o comportamento dindmico do sistema.

Em ambos os casos, o modelo pode ter sua qualidade ou mesmo a sua validade com-
prometida em decorréncia de perturbagdes externas agindo sobre o sistema ou de variagdes nos
parametros deste. Dentro deste contexto, faz-se necessario considerar a influéncia das variagoes

a que o sistemna fisico pode estar sujeito.

A modelagem por matrizes de transferéncia é mais adequada ao tratamento das incerte-
zas de natureza nio-paramétrica do sistema, estando estas associadas a um parco conhecimento

das relagdes entradas-saidas do sistema.

Estas incertezas normalmente sio detectadas através de ensaios do sistema fisico e da

verificacio de que a sua resposta em freqiéncia admite variagdes nas curvas de médulo e de
fase. Estipulando-se limites para estas possiveis variagdes, chega-se & delimitagdo do conjunto

de modelos a ser tratado pelo controle.

Modelar um sistema fisico utilizando a abordagem por variaveis de estado, consiste em
escrever explicitamente as equagdes diferenciais que representam as dinamicas presentes neste
sistema. Normalmente, a obtengdo de tais equagdes diferenciais passa por uma analise fisica
aprofundada do funcionamento do sistema em questdo. Quando desta anilise, tem-se grande
interesse na determinacgio de grandezas fisicas ligadas ao processo tais como: massas, volumes,
temperaturas, angulos, etc. entram em cena. Estas grandezas, direta ou indiretamente, sao

utilizadas na obtencao dos coeficientes destas equagbes dinamicas.

Supondo-se que, por algum motivo qualquer, ndo se tenha um conhecimento satisfatorio
do valor numérico real de tais grandezas fisicas, entao, esta falta de conhecimento implicara,
obviamenté, falta de conhecimento também sobre os coeficientes que determinam as dinamicas
inerentes a este sistema. Quando transforma-se tais equagoes diferenciais nas assim chamadas,

equagdes de estado, esta incerteza sobre o valor exato de tais grandezas fisicas é representada
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por incertezas bem definidas sobre determinados elementos das matrizes dindmica, de entrada

e de saida do modelo.

Definindo-se limites para as variagoes das grandezas fisicas envolvidas no processo,
também definem-se limites para as variagdes dos réspectivos elementos das matrizes do sistema
que dependem destes parametros. As incertezas sobre um modelo matemaético que representa
um sistema fisico, quando encaradas deéta. maneira, sao denominadas incertezas paramétricas

estruturadas.

Uma vez definido o conjunto de modelos a ser tratado, o problema que se coloca é o
de sintetizar uma lei de controle que assegure caracteristicas como estabilidade, ou mesmo um
grau de estabilidade pré-especificado para todo este conjunto de modelos, valendo-se funda-
mentalmente de controladores lineares, invariantes no tempo e utilizando-se retroaééo estatica
de estados. Em outras palavras, busca-se a sintese de controladores robustos com relagdo ao

conjunto de modelos especificado.



Capitulo 3

Sintese de Controladores Robustos

3.1 Introducao

A partir do momento em que, para a obtengdo de leis de controle, consideram-se
modelos que englobam termos relativos a incertezas, verifica-se que os controladores assim
obtidos sio denominados robustos. Para o projeto de controladores robustos é preciso tratar
um conjunto de modelos de uma tnica vez e garantir um nivel minimo de desempenho para

todos eles.

Com este intuito, na se¢do a seguir, introduz-se a nogao de estabilidade quadratica.
Este conceito é fundamental, pois a0 mesmo tempo em que garante a estabilidade de um sistema
considerado sem incertezas, permite também a inclusdo de outros critérios de desempenho para
o mesmo tais como ”deslocamento a”, além de ser de facil generalizagdo para o caso de sistemas

incertos (conjunto de modelos).

No transcorrer do capitulo, serdo expostos algoritmos de sintese de controladores ro-
bustos baseados no conceito de estabilizabilidade quadratica. Estes algoritmos, via de regra,
estio relacionados com estratégias e métodos classicos da teoria de controle, tais como Con-
trole a Custo Garantido, Controle Otimo, Controle Ho,, entre outros, estendidos para o caso

de sistemas lineares com incertezas.

3.2 Estabilizabilidad‘e Quadratica

Como veremos no capitulo 4, as aplicagdes mais significativas desta dissertagao utilizam
o conceito de Estabilizabilidade Quadrdtica aplicado a sistemas lineares incertos. Desta forma,

faz-se necessiria uma exposicao detalhada dos resultados ligados a este conceito.

45.
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Define-se estabilidade quadratica.

Definicao 3.1 Um sistema auténomo, linear, invariante no tempo
T = Az.

¢ dito quadraticamente estdvel se ezistir uma fungdo de Lyapunov quadrdtiéa V = z'Pz com

P =P >0 tal que a sua derivada seja uma fungdo de = escalar definida negativa, ou seja:

'[AP + PAjJz <0 Vze®R"

Considerando-sé a relevancia dos trabalhos de Lyapunov como ferramentas de anélise
e de sintese da teoria de estabilidade de sistemas com modelos matematicos perfeitamente

conhecidos, torna-se natural, a extensdo destes conceitos ao contexto de sisternas incertos.

O conceito de estabilizabilidade caracteriza a propriedade que determinado sistema
apresenta de tornar-se estavel quando submetido a uma lei de controle. No caso de sistemas
lineares conhecidos e invariantes no tempo tem-se que o conceito de estabilizabilidade quadratica
é equivalente ao de estabilizabilidade do sistema em questio. Quando da extensao de tal
conceito ao caso de sistemas lineares incértos, pode-se pensar que, em presenga de um dominio.
de incertezas reduzido, as condigdes para estabilizabilidade quadratica, que agora sao suficientes

para a estabilizabilidade do sistema, ndo sio fortemente conservativas.
Enuncia-se agora o conceito de estabilizabilidade quadratica para um sistema linear

conhecido e invariante no tempo.

Definigio 3.2 Um sistema linear invariante no tempo € dito quadraticamente estabilizdvel se
ezistir uma fun¢do de Lyapunov quadrdtica V = z'Pz, com P = P' > 0, uma constante a > 0

e uma lei de controle u = p(x) tais que:
T'[A'P + PA]:r +22'PBp(z) < ~a || z|*; Vz £0

onde || - || denota a norma euclideana do vetor de estados z.

Hollot e Barmish em [29] apresentam condigdes necessarias e suficientes para a esta-
bilizabilidade quadratica de sistemas com incertezas na matriz dindmica do sistema. Expde-se

agora o referido teorema.



Teorema 3.1 [29] O sistema linear incerto:
t = A(r(t))z + Bu

é quadraticamente estabilizdvel se e somente se existe, para qualquer A(r(t)) € A, uma matriz

definida positiva W tal que:
' [A(r())W + WA(r(t))]s <0 ; VzeN

onde A representa o cohjunto de todas as matrizes A(r(t)) admissiveis e N 2 {£#0 : B'z=

0}.

- Demonstragio: em [29].

0

Sob a condicio do teorema acima, garante-se que existe uma fungao de Lyapunov
quadratica tal que sua derivada é negativa para todo A(r(t)) € Ae paratodo z € R". Ademais.
encontrando-se W = W’ > 0 que satisfaga tal condi¢do, uma lei de controle que estabiliza o
sistema, incerto é dado por:

u(t) = —eB'W™lz

com ¢ > 0 suficientemente grande.

Considerando-se agora sistemas lineares com incertezas nas matrizes dinamica e de

entrada, tem-se:

& = A(r(t))z + B(s(t))u (3.1)

onde r(t) e s(t) sdo vetores de incertezas pertencentes, respectivamente, aos conjuntos compac-
tosReS.

Barmish em 1983 [8] introduziu o conceito de sistema dinadmico aumentado, qual seja:’
it = AY(rt)z*t + Btut ' (3.2)

onde: oo { A(:)(t)) B(;(t))] Bt A [onxm ]

com zt € RM+™ yt € R™ e rt € R+ definidos como:

x+é[ﬂ - r+g[r(t)}
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onde na e nb sio, respectivamente, as dimensdes dos vetores r(t) e s(t).

Este artificio permite o tratamento de sistemas com incertezas em ambas as matrizes
do sistema (A e B), como se somente a matriz dinimica fosse afetada por incertezas. Esta
demonstrado em [8] que para a andlise da estabilizabilidade quadratica utilizando-se retroagao

linear de estados o sistema (3.2) é equivalente ao sistema 3.1.

Qutro resultado apresentado na mesma publicagdo é o de que se existir uma lei de
controle u = p(z(t)) € C'! que estabilize quadraticamente (3.1) entdo existird também uma lei

de controle do tipo u = —Kz capaz de realizar a mesma tarefa.

Observacgio 3.1 Petersen em [{9], através de um contra-ezemplo, mostra que ezistem sistemas
incertos do tipo (3.1) para os quais a estabilizabilidade quadrdtica por meio de controle néo-

continuo ndo implica estabilizabilidade quadrdtica utilizando-se controle linear.

Finalmente, Barmish em 1985 enuncia as condigdes necessarias e suficientes para es-
tabilizabilidade quadrética de sistemas do tipo (3.1) utilizando-se leis de controle continuas

(u(t) € C'). Primeiramente, outra definicao.

Definicio 3.3 O sistema (3.1) € dito quadraticamente estabilizdvel se ezistir uma fungdo de
Lyapunov quadrdtica V = z'Px, com P = P' > 0, uma constante a > 0 e uma lei de controle

continua u = p(zx) tais que para quaisquer r(t) € R e s(t) € S, tenha-se:
A (r(1))P + PAG-(t))z + 26/ PB(s(t))p(a) < —a |l = |75 Va # 0

onde || - || denota a norma euclideana do vetor de estados z.

Enuncia-se agora o resultado obtido por Barmish em 1985.

Teorema 3.2 [9] O sistema dindmico incerto (8.1) é quadraticamente estabilizdvel se e so-.

mente se ezistir uma matriz W = W' > 0 tal que:
Z[A(r()W + WA(r(t))]z < 0
Vr(t) € R e Vz € Ns, com:

Ns = {zeR", #0 : B(s(t))r=0 para algum s(t)eS }

1C! representa a classe das fungdes continuamente diferencidveis com p(0) = 0.
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Demonstragdo: esta demonstragdo € bastante técnica e por isso ndo serd apresentada

aqui. A mesma estd desenvolvida detalhadamente em [9]

Nesta segao foram introduzidos os principais conceitos relacionados a estabilizabilidade
quadratica. Entretanto, da forma como foram apresentados, os teoremas 3.1 e 3.2 servem
_quase que exclusivamente a anélise da estabilidade de um dado sistema incerto, sem fornecer
mecanismos para a sintese de um controlador robusto para este sistema. Na préxima secao
abordar-se-a a busca de controladores que quando aplicados ao sistema incerto garantam sua

estabilidade quadratica.

3.3 Algoritmos de Sintese

Nesta secio serdo apresentados alguns resultados relativos & sintese de controladores

robustos utilizando-se a modelagem temporal para a representagao do conjunto de modelos.

3.3.1 Abordagem por Custo Garantido

Na literatura de controle étimo é pratica comum a escolha de um funcional de custo
quadratico como indice de desempenho para o sistema, conforme visto no primeiro capitulo.
A lei de controle entdo obtida garante a minimizagido de tal indice ou custo, para qualquer
condigio inicial da planta, além de garantir também a estabilidade assintética global em malha

fechada para o sistema.

Desta forma, no caso de sistemas sujeitos a incertezas, é pertinente vislumbrar a sintese
de uma lei de controle que garanta a estabilidade? e também um patamar superior para este
indice de desempenho para qualquer condigéo inicial do sistema e também para qualquer modelo

matematico dentre os admissiveis. Esta é a filosofia do controle robusto com custo garantido.

O controle robusto de sistemas lineares incertos com indice de desempenho quadrético
tem sido considerado por vérios autores 33, 34, 16]. Devido ao fato deste problema ser derivado
de uma abordagem de minimizacio®, a sua solugdo também requer a solugdo de uma equagao
de Riccati. Porém, neste caso, tal equagdo possui alguns termos adicionais decorrentes do

modelamento das incertezas.
2

normalmente quadratica.
3controle étimo.



50

Para o modelamento do sistema incerto considera-se que as incertezas do mesmo sdo

do tipo posto 1, conforme definido no capitulo anterior: -
8(2) = [Ao + AA(r(D)]2(t) + [Bo+ AB(s())]u(t) (3.3)

com:

na

| AA(’”(t))—): i(8) A AB(S(t))—ZSJ(t)B

=1 ooI=1

) ER/R={r(t) : Inl<T, z'=1,.§..,na}
s)eS/S={s(t) :|s;1<3, j=1,...,nb}

Percebe-se que é permitido ao sistema variar no tempo, com a restricio de que os

vetores de incertezas r(t) e s(¢) sejam mensuréveis no sentido de Lebesgue.

Sendo as matrizes A; e B; de posto 1, entdo é possivel a decomposi¢io das mesmas

como segue:
A; = die] i-=1,....,na
Bj=fjg;~ j=1,...,nb

com d;, e, f; € R™ e g; € R™. Esta decomposigdo visivelmente ndo € tnica, e constitui um grau

de liberdade do projetista quando da fase de modelamento do sistema incerto.

De acordo com esta decomposigio, definem-se entdo as seguintes matrizes simétricas

positivas semi-definidas:

T2 dd ULFY ee
i=1 i=1
A nb ) A nb
VEsYgg, WESY LS (3.4)
1=1 1=1

Seja também; o seguinte funcional a ser minimizado:

Jw= [ Y1 (8)Qa(t) + ' (8) Ru(t))dt + ='(t;) Pyx(ty) (3.5)

onde as matrizes Py e @) sao simétricas positivas semi-definidas com dimensdes apropriadas e
R é simétrica positiva definida também de dimensao apropriada. Além disso, o par (Ag, Bo) €
suposto controlavel e o par (Q'/2, Ag) observavel. Necessita-se agora de uma definigao formal

do que sejam custo garantido e lei de controle a custo garantido.
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Definigdo 3.4 Para o sistema (3.3) com indice de desempenho (3.5), se ezistir uma lei de

controle continua 0(t), t € [0,t;] por realimentagdo de estados e um nimero V > 0 tais que:

J(@(t),r(#), s(t) < V Vr(t)eR,s(t) €S

entdo V é um custo garantido e i(t), t € [0,t;] € uma lei de controle a custo garantido para
o sistema (3.3). - ' |

A seguir enuncia-se um resultado que possibilita a sintese de uma lei de controle a

custo garantido para. o sistema incerto considerado.

Teorema 3.3 [34] Dado o sistema descrito pélas equagées (8.3) a (3.5). A lei de conirole:

a(t) = ——lR"lB(’,P(t)a:(t)

€

¢ uma lei de controle a custo garantido, e:

V(z,0) = '(0)P(0)z(0)
¢ um custo garantido, se ezistir, para algum escalar € > 0 uma solugdo simétrica positiva
semi-definida P(t) para a seguinte equagdo de Riccati modificada:

P(t) + P(t)Ao + AyP(t) — P(t)[(BoR™ By — BoR"'VR™'By — W) - T|P(t)+
| \ (3.6)
+U+Q=0 Vtel[0,ty]

com a condigdo de contorno:

P(ts) = Py

Demonstragio: pode ser encontrada em [34, 16]
0

Considere-se agora o caso de controle a custo garantido para um intervalo de tempo

infinito, ou seja, t; — oo. Neste caso, o funcional (3.5) assume a forma:
J(u) = /0 ['(£)Qz(t) + () Ru(t)]dt (3.7)

Sob a hipétese de que a solugdo de (3.6) tende para um valor constante P = P’ >0 a

medida que t; — oo, entdo enuncia-se o seguinte teorema.
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Teorema 3.4 [34] Dado o sistema (3.3) e J(u) dado por (3.7). A lei de controle:

u'(t) = kccz(t)

com:

koo = ——%R*‘B{,P

€ uma lei de controle a custo garantido, e:
- J(2(0),u"(t)) < 2'(0)Pz(0)

se existir, para algum escalar € > 0, uma solugdo simétrica positiva semi-definida P para a

sequinte equagdo de Riccati modificada: '

PAo + AYP — P[L(BoR™'By — BoR"\VR™'B} — W) — T|P+
o | o (3-8)
+U+Q=0

Demonstragdo: também pode ser encontrada em (34, 16]

a

Os resultados acima tornam possivel a busca de um controlador que garanta a estabi-
lidade e de certa forma, também, um desempenho minimo para todo o conjunto de sistemas.
A condicdo da existéncia de solugdo para a equagio matricial (3.8) é claramente suficiente para

a existéncia de uma lei de controle a custo garantido para o conjunto de modelos.

Uma condicao necessaria e suficiente para a existéncia de solugao positiva definida para

a equagao (3.8) é dada na seguinte proposicao.

Proposigio 3.1 [34] A equagdo (3.8) apresenta uma solugdo positiva definida para algum

escalar € > 0 se e somente se a matriz Hamiltoniana, H € R2"*?";

go| A —I(BeRTBy— BoRT'WVRTBy— W)~ T]
~U-Q A

ndo possuir nenhum autovalor com parte real nula.
Demonstragdo: ver [34] e [42].
0

Um método simples e eficiente para o calculo desta solugio também esta detalhado em
[42].
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3.3.2 Abordagem por Schmitendorf

Schmitendorf em 1988 obteve um resultado que também aborda o problema da estabi-

lizagio de sistemas lineares incertos mediante a resolu¢ao de uma equagao de Riccati aumentada.

Teorema 3.5 [62] Se ezistir P, simétrice, positivd definida, solugdo, para algum ¢ > 0 , de:

PAo + AP — P{%(23°R—IB° — BoR'WR'B, - W) —T}P +
- | +U+eQ =0 (39
com Q e R simétricas, positivas definidas, pardmetros de projeto, entdo: |
u(t) = kez(t) - O (3.10)
com. |
ky = —-%R“B{,P

¢ um controle estabilizante do sistema (3.3).

Demonstragio: A demonstragdo deste teorema pode ser encontrada em [62]. Entre-
tanto, ela serd apresentada aqui por tratar-se de uma forma padrdo para a determinagdo de

leis de controle robustas baseadas na equagdo de Riccati.

Seja u(t) dada por (3.10), o sistema incerto em malha fechada fica:

#(t) = { Ao + f;r,-(t)A,- - %BOR‘IB{,P - -i-}‘b; sj(t)BjR;‘BoP }z(t) « (3.11)

=1 j=1

Seja;.V £ +'Pz uma fungdo quadrdtica, positiva definida, candidata a funcdo de Lya-
y

punov. Entdo sua derivada sobre a trajetoria € dada por:

6'/\J_ = V(:z:,t) = 2z'PAoz — g:r:'PBoR_le,P::: +
CES ' . na ‘ | 9 nb
= APy X 'Px +22'P Y ri(t)Aiz — za:'Pz s;j(t)B;R™'ByPx (3.12)
©oi=1 =1 )

Tem-se que:

2z’ PAgz = z'(PAo + A P)z (3.13)

20'PY ri(t)Aix = 2z'PY_ridieiz <27 ) | 2'Pdiejz |
=1

1=1 =1
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< i“i(a;'Pd,-)2 + Fi(e;mf
=1

i=1

na na
= 72'PY didiPz + 72')_ eielz
=1 =1

= z'PTPr + 2'Uz ‘ (3.14)

Na obtengdo de (3.14), foi utilizada a desigualdade 2 | ab |< a® + b2, pdra quaisquer

" escalaresa e b .

Também: .
2 nb . 2 nb
—;x’P > si(t)B;R'ByPz = ——.-gx'P > si(t)fig;R™ " ByPx
J=1 : =1

nb
< —3— | Zx’st(t)fjg;-R‘lB{,P:c |
=1 : .

nb
< %Z | z'Ps;(t)fig; R~ By Pz |

=1
9 nb
< -e—'s‘z | z'Pf;g;R™'ByPz |
=1
1— nb ’ 2 1— o -1/ 2
< -3 Y ('Pf;)? + =3 Y (9;R™'ByPx)
=1 j=1

= %z'PWPz + %x’PBoR‘IVR‘lB{,P:c (3.15)

Usando (8.13),(3.14) € (3.15) em (8.12), temos:
V(.’L‘,t) S :B,(PA()-*- AOP - gPBoR_1B6P+ |
€
+PTP+U + -1€-PWP + %PBoR-IVR—lB(’)P)x

1 |
= @/{PAo+ AP — P{-(2BoR™ By — BoR'VR™' By~ W)~ T}P + U}z

Usando (3.9), e denotando-se por Ap,in[Q] o menor autovalor de Q, tem-se:

V(z,t) < —ea’Qx < —eAminlQ] || z |I?

Portanto, se fizermos a = €\, [Q)], entdo:

V< —alz|?

e a estabilidade assintética estd assegurada pelo teorema de Lyapunov.
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Propde-se agora uma maneira de prover um tipo particular de alocagao de autovalores

para o conjunto de modelos.

Alocagao de autovalores por deslocamento «

Desejando-se também que o sistema incerto em malha fechada apresente boas carac-
teristicas de resposta transitéria, pode-se incluir esta exigéncia nos métodos de sintese acima

expostos.

A técnica de alocagio de autovalores denonﬁnada deslocamento a, descrita em detalhes
no primeiro capitulo, pode ser facilmente levada a efeito para todo o conjunto de modelos

considerado.
Supondo-se que o sistema a ser controlado é do tipo:
#(t) = (Ao + ol + AA(t))z(t) + (Bo + AB(t))u(t) (3.16)
e considerando-se a seguinte equagio de Riccati 'modiﬁ‘cada: |

P,(Ao + aI) + (Ao + aI) Py — Pa{%(ZBOR'lBo — BoR-'VR-'B,— W) —T}P, +
+U+eQ=0 (3.17)

Tem-se que, se houver solugao simétrica, bositiva definida P, de (3.17), entao:
k, = —%R'IB(',PQ.
us(t) = kaz(t) (3.18)

é um controle estabilizante do sistema para o sistema (3.16). Isto é equivalente a afirmagao de

que todos os autovalores de
i(t) = (Ao + ol + AA(t) + (Bo + AB(t))ka)z(t)
estio situados no semi-plano esquerdo aberto do plano complexo.

Portanto, verifica-se que a aplicagao da lei de controle us(t) ao sistema incerto real
(3.3) garante que todos os autovalores do mesmo estejam alocados a esquerda de uma reta
vertical que passa pelo ponto (—a,0) do plano complexo, conforme figura 1.3, no capitulo 1.
Isto assegura um amortecimento minimo pré-estabelecido « para o sistema, uma vez que todos

os seus autovalores de malha fechada terdo partes reais no maximo iguais a —a.

E interessante notar-se que o desenvolvimento acima foi exposto levando-se em conta
o resultado de Schmitendorf (teorema 3.5), porém o mesmo é valido também para o teorema

3.4 (custo garantido), procedendo-se de forma andloga.
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Observacgio 3.2 Este esquema de posicionamento de autovalores re.étringe o conjunto de mo-
delos que podem ser ”estabilizados”, uma vez que a ezisténcia de solugdo para a equagdo de Ric-
cati (8.17) se verifica para um conjunto de modelos certamente menor do que para a equagdo de
Riccati do teorema 3.5. Além disso, verifica-se que com a ezigéncia adicional de deslocamento
'a, o0s ganhos de realimentagdo obtidos podem. aumentar de forma indesejdvel em condigoes de
fraca controlabilidade do par V(Ab,Bo ). . '

Na préxima subsegdo serd abordado o problema de estabilizacdo de sistemas lineares

incertos utilizando-se uma abordagem derivada da teoria de controle H,.

3.3.3 Abordagem pela Teoria de Controle H,,

Como foi visto no capitulo 1, a teoria de controle Hy, tem por objetivo a minimizacao
da norma de uma matriz funcio de transferéncia de um sistema multivariavel, qual seja, das
entradas de perturbacio para as saidas controladas. Portanto, nota-se que tal teoria utiliza
conceitos, fundamentalmente, do dominio freqiiencial apesar do fato de que para a obtengao de
controladores sejam utilizados métodos temporais. Em particular, uma equagao do tipo Riccati

¢ utilizada para a execugio dos cilculos necessarios, conforme detalhado também no capitulo 1.

Durante o periodo 1983-1987 uma nova abordagem para a obtengao de controladores
robustos foi desenvolvida independentemente da teoria H. Esta abordagem fundamenta-
se na estabilizabilidade quadratica para sistemas incertos e tem sua origem nos trabalhos de
Leitmann [39, 40]. Muitos trabalhos seguiram este caminho de pesquisa [46, 10, 8, 12, 9, 57, 73],
supondo retroagio de estados e culminando também com o uso de equagdes de Riccati para
a‘estabilizagéo de sistemas incertos, de forma similar & abordagem por custo garantido e por

Schmitendorf apresentadas nas subsegbes anteriores.

Nesta subsecio sera explorada a ligacio entre as duas linhas de pesquisa expostas

acima, de acordo com os trabalhos de Petersen, Zhou, Khargoneka.r and Rotea [56, 60, 32].

Para a estabilizacio quadratica do sistema linear incerto utilizando-se a abordagem
H., apresentada neste trabalho, as incertezas no seu modelo matematico devem ser do tipo

limitadas em norma, ou seja:
(1) = (Ao + AA(1))z(2) + (Bo + AB(t))u(t) | (3.19)

onde:

lAA@) ISl 5 AB@) (Isis 5 W

com || - || denota a norma matricial induzida e onde l4 € I sao escalares positivos.
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Primeiramente considera-se sistemas com incertezas somentes na matriz dinamica.

Além disso, a variagdo na matriz A é assumida, sem perda de generalidade, ser da forma:

AA(t) = DF($)E
| F(t) 1< pa 5 Wt

onde p4 é um escalar positivo. Entédo, o sistema incerto auténomo fica da forma:

i(t) = dox(t) + DF(E2(t) (3.20)

O resultado a seguir relaciona a estabilidade quadratica do sistema incerto acima com
o problema de minimizacdo associado a teoria de controle Hy,. Este resultado é um enunciado

modificado do conhecido ” Teorema do Pequeno Ganho” no contexto de estabilidade quadratica.

Teorema 3.6 [56] O sistema (9.20) € quadraticamente estdvel se e somente se as seguintes

condigdes sdo satisfeitas:

(7)Ao possui todos os seus autovalores com parte real estritamente negativa.

(i) | E(sT — A6)™D [loo< —.

Demonstragdo:

Necessidade: Se as condigdes (1) e (1) sdo satisfeitas, entdo pe\lo teorema 1.3, tem-se Que:
AP + PAy+ p4PDD'P+ EE'+ Q=0 |
possut uma solugdo P = P’ > 0 para alguma Q = Q' > 0. Portanto, conclui-se que:
ALP + PAy+ p4PDD'P + EE' <0
o que conduz a seguinte desigualdade4.' |

AP + PAy+ E'F(t))D'P + PDF(t)E <0
(Ao + DF(t)E)YP + P(Ag4 DF(t)E) < 0.

e a estabilidade quadrdtica de (3.20) estd provada.

4aqui foi utilizado o fato de que p4 PDD'P + E'E > E'F(tYD'P + PDF(t)E.
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. T(s)= E(sI — A)"'D :
: :
v | #=Acz+Duw :
i v=Ez ‘ . .
w ] [ v
: i
F(t) e

Figura 3.1: Teorema do pequeno Ganho x Estabilidade Quadratica.

Suficiéncia: para a demonstragdo da suficiéncia, diversos fatos e lemas relacionados a teoria

matricial sdo necessdrios e devido a isto ela serd omitida aqui. Para a prova completa, ver

[32].

O

A correlacio entre estabilidade quadratica, Teorema do Pequeno Ganho e a resolugao de
um problema da teoria H,, no resultado acima, pode ser visualizada na figura 3.1. Modelando-
_ se as incertezas paramétricas como um bloco de realimentagao incerto, pode-se visualizar cla-
ramente a conexio, em realimentagio, de dois blocos que originam um ganho de lago que
jamais atinge o valor unitario, sob as hipéteses do teorema 3.6, o que satisfaz a condigdo para

estabilidade do sistema realimentado do teorema do pequeno ganho [4].

Aplicagio a Estabilizagao de Sistemas Incertos

Trata-se agora do problema da estabilizagdo de um sistema incerto do tipo (3.20)
utilizando-se retroacio linear, estatica de estados®, portanto considera-se o seguinte sistema:

{ #(t) = (Ao + DF(t)E)z(t) + Bu(t)

| F(2) II< pa ; V¢ (3.21)

Teorema 3.7 [56] O sistema incerto (3.21) € quadraticamente estabilizdvel se e somente se

existir uma solucdo P = P' > 0, para algum escalar € > 0, para a seguinte equagdo algébrica
¢ p q g

Sesta restrigao é feita sem prejuizo para a existéncia de um controlador que realize esta tarefa (60].
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de -Riccatz;: ) _
o AgP + PAo — ZPBB’P +pAPDD'P+E'E+el =0 (3.22)

Neste caso, o ganho erigido para realizar tal tarefa € dado por:

1, - |
Koo = ~5-B'P .  (3.23)

Demonstragao:

Necéssidade:v Se o sistema (3.21) € quadraticamente estabilizdvel, entdo eziste Ko, tal que:

{ i(t) = (Ao + DF(t)E + BK,)z(t)
L F(t) < pa ; Vi

¢ quddraticamente estdvel.

Dat, pelo teorema 3.6 tem-se:

(1) Ao + BK o possui todos os seus autovalores com parte real estritamente negativa.

.. 1
(#1) || E(sI — Ao — BKoo) ™' D || < ox
A

Entdo, aplicando-se o teorema 1.4, resulta:
1
ALP + PAy — —C-PBB'P + p4PDD'P + el =0

e utilizando-se o teorema A.2, tem-se:
AP + PAy - %PBB'P + p4PDD'P+ E'E + el =0
Suficiéncia: Fdzendo Ap 2 Ao + BK,, com:
Ko = : B'P
T %

em (3.22), tem-se: _
Ao P+ PAy+ pAPDD'P+ E'E + ¢l =0

Agora utilizando-se o teorema 1.3 do capitulo 1, entdo:
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i)Ag + BK, possui todos os seus autovalores com parte real estritamente negativa.
p g

(i3) || E(sI — Ao — BKoo) ' D f|oo< ;}—.
"

e aplicando-se o teorema 3.6 tem-se que o sistema:
#(t) = (Ao + BKo + DF(t)E)z(t)
¢ quadraticamente estdvel, sendo entdo o sistema (9.21) quadraticamente estabilizdvel.

a

Este resultado é de grande relevancia, pois estabelece condigbes necessarias e suficientes

para a estabilizabilidade quadratica do sistema (3.21).

Assume-se agora, que existem incertezas tanto na matriz dindmica quanto na matriz de
entradas do sistema e que ambas sao consideradas limitadas em norma. O sistema de interesse

é descrito por:

#(t) = (Ao + AA())z(t) + (Bo + AB(t))u(t) - (3.24)

Assume-se que as incertezas AA e AB, sem perda de generalidade, obedegam a seguinte
equagao: _ o

[ aA@) aB®)|=DF®)| B E ] (3.25)

parav alguma tripla de matrizes D, E; e E;, de dimensoes apropriadas, que representam a

maneira com que as incertezas afetam o modelo nominal e onde F(t) representa as incertezas

limitadas em norma:
| Ft)I<1 5 Vt

Definindo-se o sistema incerto desta maneira, pode-se encarar o problema de esta-
bilizagdo deste como um problema de controle Hy, utilizando-se uma planta nao estritamente
prépria, ou seja, onde ha transferéncia direta das entradas para as saidas. Isto ¢ feito levando-se

em conta que o sistema (3.24) pode, de acordo com (3.25), ser escrito como:
&(t) = Aoz(t) + Bou(t) + DF(t)Eyz(t) + DF(t)Equ(?)
e d_eﬁnindb—se os vetores auxiliares:

o(t) £ Erz(t) + Epu(t)
w(t) & F(t)v(t)



61

i‘=A01:+Bou+Dw
v=E1:l:+E2u

F(t)

[

Figura 3.2: Representagio do problema de estabilizagao do sistema incerto como um problema
de minimizacao H,.

o sistema tratado fica da forma representada na figura 3.2.

Para a resolucao deste problema, serd exposto aqui um resultado encontrado em [56,

32]. Faz-se necessiria uma série de definigdes preliminares. Considera-se inicialmente que:

D € gk
F(t) € R
E, € ®Ix"
E; € RI*™

onde n e m sio os nimeros de estados e de entradas, respectivamente e k e j sio nimeros

inteiros positivos quaisquer. Agora, supoe-se que:
p(Eq) =1
logicamente i < j. Define-se £; € ®*" tal que:
p(X3) =1t e EjFE, =X3%,
" Define-se também ® € R(m=Ixm ta] que:
Y, =0 e ¥ =1 (P=0se:=m)

Seja, ainda, = € R™*™ tal que:
N

—
L)

Ty(E2X5) "5,

Com estas defini¢des pode-se enunciar o seguinte teorema:
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Teorema 3.8 [32] O sistema incerto (3.24) € quadraticamente estabilizdvel via controle linear
se, para algum escalar € > 0, ezistir uma solu¢do simétrica, positiva definida P para a equagdo

de Riccati algébrica:

Ao — Bo=ELE\'P + P[A¢ — Bo=E,Ey) + P[DD' — Bo=Bl) — 1 By®'®d B} P
2 € ¥ Dol

(3.26)
+E{[I — E;ZE)E, +el =0
neste caso urﬁa lei de contfole estabilizante é dada por: |

u(t) = —kooz(t) (3.27)

com: )
koo = [ézd)’(l? + Z)|BoP + ZEL B,
Por outro lado, se o sistema (3.24) € quadraticamente estabilizdvel via controle linear, entdo

existe um escalar € > 0 tal que para todo ¢ € [0,¢*] a referida equagdo de Riccati possm' ao

menos uma solucdo simétrica, positiva definida P.

Demonstragdo: para uma demonstragio detalhada, consultar [32] e suas referéncias.

g

Cabe salientar-se aqui, que o método de posicionamento de autovalores ”deslocamento
a” que ja foi exposto anteriormente é aplicivel também neste contexto. Sua implementagao é
feita de forma idéntica & detalhada na subsegio anterior. Valem também os mesmos comentarios
sobre o aumento indesejivel do ganho de realimentagao em situagbes de fraca controlabilidade

do sistema.

Observacao 3.3 A técnica ezposta nesta subsegdo € oriunda da resolugdo de um problema de
minimizacdo da influéncia de perturbagédes externas atuando no sistema. Dado que as incertezas
paramétricas podem ser representadas como tais perturbagdes, € de se esperar que a lei de
controle obtida por tal algoritmo minimize a sensibilidade da resposta do sistema a estimulos,

com relagdo a estas variagdes paramétricas.

Na préxima subsecdo, serd analisado um resultado que mostra como obter leis de
controle robustas valendo-se apenas do conceito de estabilizabilidade quadratica e de técnicas

de programagao linear.
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3.3.4 Abordagem por Programacao Linear

0 algbritmo de sintese descrito nesta secao utiliza conceitos de programagio linear
no seu desenvolvimento. O mesmo esti baseado no resultado obtido por Barmish em [9] e
exposto no inicio deste capitulo (teorema 3.2). Tal resultado fornece condigdes necessarias e
suficientes para a estabilizabilidade de um sistema linear com incertezas do tipo linear convexa

nas matrizes dinamica e de entradas via leis de controle continuas.

O objetivo continua sendo a obtengio de uma lei de controle linear e invariante no

tempo que estabilize o sistema incerto descrito pela equagéao:

& = A(r(t))z + B(s(t))u . (3.28)

A seguir, uma definicdo de estabilizabilidade quadratica:

Definigao 3.5 O sistema (3.28) € dito quadraticamente estabilizdvel via retroagdo linear de
estados se existir uma fun¢do de Lyapunov quadrdtica V = z'Pz, com P = P' > 0, uma
constante o« > 0 e uma lei de controle u = —Kx tais que para quaisquer r(t) € R e s(t) € S,

tenha-se: . S _
Z'[A(r(t)) + PA(r(t))]z + 22'PB(s(t)) Kz < —a ||z ||* ; V2 # 0
onde || - || denota norma euclideana.

Expde-se, agora um resultado que fornece condigbes necessarias e suficientes para a

estabilizabilidade quadratica do sistema incerto (3.28).

Teorema 3.9 [4'7] O sistema descrito por (8.28) é quadraticamente estabilizdvel via retroagdo
linear de estados se e somente se existirem uma matriz definida positiva W = W' € R™*" e
uma matriz R € R™" tais que:

Vi=1,...,nr

Vi=1,...,ns (3.29)

AW+ WA: < BJR + R,B; {

Além disso, se esta condigdo € satisfeita entdo um ganho de realimentagdo de estados robusto
€ dado por: .
kpp = RW™! (3.30)

Demonstragao:
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' Necessidade: A estabilidade quadrdtica do par (A, B) definido em (8.28) por retroagdo linear
de estados € equivalente a existéncia de matrizes P = P' >0, P € R™ " ¢ K € R™%" tais que,

para quaisquer A € A ¢ B € B € valida a desigualdade:
(A — Bkpr)'P + P(A— Bkpr) <0 | (3.31)

Isto implica que tal desigualdade deve ser vdlida para todos os vértices dos poliedros A e B,

entdo: v : _ y : v
i=1,...,nr .
(A.‘ — BjkPL)’P + P(A' —_ BjkPL) < 0 { V] _ 1, ... ns (332)
Dai: . v
- 1=1,...,nr
AP + PA; < kpB;P + PB;kpy, { Vi=1,...,ns (3.33)

Pré e pds multiplicando-se a inequagdo acima por W = P~ ¢ fazendo-se R = kp W chega-se
a: ' ’
Vi=1,...,nr

AW + WA. < B;R+ R'B, {ijl "

(3.34)

Suficiéncia: A partir de (3.29), pré e pés multiplicando-se por P = W-1 >0, tem-se:

: Vi=1,...,nr
. - 7 . a4 ’ )
PA;+ AP < P[BiR+ R BJ]P { Vi=1,....ns (3.35)
Entio, fazendo-se kpp, = RW~! = RP:
(A; — B;jkpL) P + P(A; — BjkpL) <0 Vi=1,....nr (3.36)
¢ T IRPL i PhPL Vj=1,...,ns :

Se a desigualdade acima € vdlida para todos os vértices dos politopos A e B, pode-se mostrar
facilmente que a mesma também € vdlida para todas as possiveis combinagdes lineares convezas

destes vértices, o que dd origem a:

(i T.'(t)A,' — is: Sj(t)Bjka)’P + P(i T,'(t)A,‘ — is: Sj(t)Bjka) <0

i=1 3= i=1 i=1
o que significa que VA€ A e VB € B ¢ vdlida a desigualdade:
(A - kaL)IP + P(A - ka[,) <0
isto €, o sistema incerto (3.28) € quadraticamente estdvel mediante a lei de controle u = —kppz.

O
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O resultado acima é extremamente importante pois transforma a desigualdade (3.31)
que apresenta uma relagio nao-linear em P e kpy, na desigualdade (3.29) que é linear em R e

W.

O cilculo da lei de controle robusta pode ser feito através da solugao do seguinte

problema de otimizagao:

mno +6 (3.37)

Sob as restrigoes:

1. wpp <o :

2. —6<rp<ép=1...,n;¢=1,....m
3. W 2 Inxn :

4, AW + WA! -~ B;R— RB; < —el,xn Vi,j

onde :

w,, 530 os elementos da diagonal de W.
rqp 530 0s elementos de R.
o e & sio variaveis escalares artificiais de otimizagao.

€ é um parametro livre de ajuste.

Este problema de minimizagao é resolvido utilizando técnicas de programagao linear®.

Apesar do mesmo parecer um pouco artificial, pode-se identificar, neste problema, varios as-

pectos intuitivos. -

Em primeiro lugar, verifica-se que caso exista um par de matrizes (W, R) que satisfaga
a desigualdade (3.29) entio, é facilmente demonstravel, que as restrigoes 3 e 4 do problema de

minimizag3o sio atendidas e portanto o mesmo apresenta uma solugao.

Nota-se também que incluindo-se ¢ na fung¢do custo a ser minimizada, através da
restrigio 1, evita-se que os elementos da diagonal de W crescam indefinidamente. O mesmo

pode ser afirmado sobre § com relagdo aos elementos de R na restrigao 2.

Com o objetivo de limitar a norma do ganho de realimentagado robusto, impde-se a
restricio 3, uma vez que na expressdo deste ganho aparece W-1 logo deseja-se que a matriz

W seja mantida longe da singularidade’.

6ver [41] para uma analise aprofundada da teoria de programacao linear.
7isto quer dizer que estipula-se um limite inferior maior do que zero para o seu menor valor singular.
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Em [48] estd proposto um algoritmo numérico do tipo Plano de Corte cuja convergéncia
é garantida caso exista solugao ao problema de minimizagao considerado. Porém, este algoritmo
_apresenta problemas relacionados a quahtidade de memoria necessaria para o armazenamento
de "arrays” que sao necessirios para a inclusio das restrigoes. Uma possivel diminui¢do no
efeito deste aciimulo de restri¢des existente neste algoritmo poderia ser obtida eliminando-se as

restri¢cbes redundantes que sido incorporadas a cada iteragio do mesmo.

Finalmente, é valido observar que, novamente, neste algoritmo, é possivel englobar
a exigéncia de "deslocamento a” no projeto do controlador simplesmente substituindo-se na

equagao (3.29), A; por A; + al.

'Ressalta-se, neste instante, a importancia tedrica deste resultado que fornece condigoes
necessarias e suficientes para a estabilizabilidade quadratica de sistemas com incertezas do tipo
linear convexa. Além disso, em caso de existéncia de solugdo para este problema, a mesma é
imediatamente obtida como resultado da execugio do algori/tmo. Resta somente nao comple-

;

tamente resolvido o problema numérico associado ao algoritmo de Plano de Corte utilizado.

3.4 Conclusao

Neste capitulo foram analisados algoritmos capazes de sintetizar leis de controle ro-
bustas. Primeiramente foi apresentado o conceito de estabilizabilidade quadratica e alguns
resultados importantes relacionados a esta nogao. Dai, algoritmos de sintese de controladores
robustos foram desenvolvidos relacionando-os com metodologias de projeto bem conhecidas da

-teoria de controle "moderno”, tais como Controle Otimo, Controle H,, entre outras.

A nocio de estabilizabilidade quadratica constitui condi¢io necesséria e suficiente para
a estabilizabilidade de um sistema linear invariante no tempo. Quando da extensao deste con-
ceito para um sistema linear incerto variante no tempo, estas condi¢bes tornam-se somente
suficientes originando assim, caracteristicas de conservatividade nos métodos de sintese propos-
tos. Assume-se a hipdtese de que estas caracteristicas nao sejam demasiadamente restritivas,

de tal maneira que nao fiquem inviabilizadas as suas aplicacbes a exemplos reais.

Com o objetivo de ilustrar algumas das possiveis aplicagbes dos algoritmos de sintese
de controle robusto, o préximo capitulo é dedicado exclusivamente a resolugao de problemas de

controle, via estes algoritmos, em 4reas diversificadas da engenharia.



Capitulo 4
‘Aplicagoes v

Dentre as diferentes areas da engenharia, é comum o surgimento de sistemas dinamicos
sujeitos a variagdes e incertezas em suas caracteristicas de funcionamento. Nos capitulos an-
teriores foi exposto um desenvolvimento tedrico que culminou com a obtengdo de métodos de
sintese de controladores capazes de tratar este tipo de sistemas fisicos que muitas vezes sio

pouco conhecidos.

Este capitulo visa, por um lado, verificar a aplicabilidade de tais métodos a exemplos
“concretos e, por outro lado, contribuir para a solugido de problemas de controle até entdo
~ tratados usando-se métodos cldssicos e que neste capitulo serdo estudados utilizando-se os

métodos anteriormente apresentados.

Com este propésito, na préxima secdo sera abordado o problema de estabilizacdo de
sistemas de estrutura flexivel sujeitos a incertezas paramétricas, em particular o de uma barra

flexivel engastada em uma das suas extremidades.

A seguir o problema de projeto de estabilizadores de sistemas de poténcia (ESP’s)
robustos sera estudado. Neste contexto, um sistema altamente néo-linear como é o caso dos
sistemas de poténcia sera modelado como um sistema linear incerto variante no tempo, tornando

- assim viivel o seu tratamento valendo-se dos métodos estudados.

4.1 Sistemas de Estrutura Flexivel

O controle por realimentagido de estados de vibragées mecanicas em sistema,s de es-
trutura flexivel tem sido estudado por diversos autores [6, 10, 5, 28, 44, 19] e tem aplicagéeé
em variadas areas, sobretudo em astrondutica. Sistemas como satélites flexiveis, espagonaves.

antenas espaciais etc. enquadram-se nesta classificagao.

67
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Teoricamente, este tipo de sistemas requer um nimero infinito de modos de vibracao
para uma representagio exata do seu comportamento. Na pratica, apenas alguns destes modos
sa0 retidos no modelo matematico. Estes modos sao geralmente escolhidos utilizando-se um

critério energético e também segundo exigéncias de desempenho para o sistema real.

4.1.1 Modélagem matematica

Os sistemas de estrutura flexivel sao exemplos de sistemas lineares de dimensao infinita!
e, de uma maneira geral, estes necessitam de equagdes diferenciais parciais para a sua modela-

gem e podem ser descritos por uma equagio de onda generalizada do tipo:

m(h)ii(h,t) + 2(A‘/2u(h, t) + Au(h,t) = F(h,t) (4.1)

onde:

u(h t) = deslocamento da posigao de equilibrio em dada. posicao.
F(h,t) = distribuicdo de forga aplicada.

m(h) = densidade de massa.
¢ = coeficiente de amortecimento geralmente muito pequeno (= 0.005).
A = operador simétrico diferencial nao-negativo e de dominio denso no
espaco de Hilbert.

\

A densidade de massa, m(h), é uma func¢do positiva da posigao ao longo da estrutura e, através

‘de uma mudanga na varidvel u(h,t), pode ser considerada invariante ao longo do corpo. Logo,

assume-se que m(h) = 1.

Assume-se que o espectro do operador A contém somente autovalores isolados A\; com
respectivas autofungdes ortogonais @x(h) e pertercentes ao dominio de A formando uma base

" para o espago de Hilbert, H.
A =Mide , AVg=X0"% ; 0SS <Ah<h<

Estas autofuncdes ¢x(h) constituem as chamadas formas préprias da estrutura e as freqiiéncias

préprias da mesma sao dadas por wy = /\}:/2

A distribui¢do de forga, a qual constitui o controle, é modelada como sendo originada

por m atuadores ao longo da estrutura:

F(h0) = 3 bW (4.2)

lpara maiores detalhes sobre a teoria de sistemas lineares de dimens3o infinita, ver [19].
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‘com fi(t) representando a amplitude da for¢a aplicada pelo atuador i. Sendo os atuadores
considerados puntuais, entdo as fungdes b;(h), pertencentes ao espago de Hilbert H, sao apro-
‘ximadas por fungdes de Dirac do tipo é(h — h;), onde h; representa a posi¢io do atuador i na

estrutura. Ou, alternativamente:
(bi(h), $x(h)) = ¢u(hi)

As variagdes nos deslocamentos ao longo da estrutura sao medidos por p sensores de

velocidade pontuais:
y(t) = u(h,t)
onde: 7
yi(t) = u(s;,t) j=1,...,p o (4.3)
com s; sendo a posicio do sensor j, ao longo da estrutura. |

Dado que as formas préprias geram uma base para o espago de Hilbert H, entao a

solucio da equagao diferencial parcial (4.1) pode ser representada como:

1) = gjuk(tm(h) "

‘onde u(t) representam as denominadas amplitudes modais.

Em teoria, 7 deveria ser infinito para a validade da expressdo acima. Contudo, devido -
a restricdes na banda de passagem de atuadores e sensores é comum assumir-se que apenas
um nimero razoavel de modos de vibragio devam ser considerados na obtencao de um modelo

realista.

A partir de (4.1), (4.2) e (4.4), tem-se que as amplitudes modais ux(t) satisfazem:
a(t) + 20AY2a(t) + Au(t) = Bf(t) | (4.5)

- com AY? € R7%" sendo uma matriz diagonal cujos elementos sdo as freqliéncias préprias w; , ¢ =

1,...,7. A matriz B € R7*™ possui o elemento genérico b;; da forma:

bi; = di(a;) i=1,...,n ;7=1,...,m
onde ¢;(+) é a forma prépria associada ao modo i e aj. é a localizacdo do atuador 7.

A equagao de saida (4.3) fica da forma:

n

y;(t) = u(s;,t) Z ()i ( 31)
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Agora, definindo-se:

= | vt e u(t) = f(t)

[ ty(t) ]
Tem-se: _ o
{ #(t) = As(t) + Bu(?)
y(t) = Cz(t)
com .
(A, 0O 0 O
A= 0 A:2 0 O Ai_—_[—(‘:? _214(‘)]
0 0 - 4,
0 0 . |
¢1(0a1) ¢1(gm) : 0 #(s1) O ¢o(s1) -+ 0 én(51)
6 0 0 .¢1(sr) 0 ¢a(s,) -+ 0 Byls,)
| ofar) - dalam)

com A € R272 B € R¥1x™ ¢ C € R™*?, onde 1 representa o nimero de modos de vibragao
- retidos no modelo reduzido, m, o nimero de atuadores e r, o nimero de sensores localizados

sobre a estrutura.

Desta forma, os estados do sistema sdo as amplitudes modais e as suas respectivas

derivadas. As saidas y; representam as variagoes nos deslocamentos nas posigoes s; da estrutura.

Na préxima secdo, o modelo para sistemas de estrutura flexivel obtido acima sera

particularizado com o intuito de resolver-se um problema de controle robusto.

4.1.2 Estudo de caso

O exemplo escolhido- trata-se de uma barra fina, flexivel, engastada em uma de suas
extremidades, conforme mostrado na figura 4.1, de cuja extremidade deseja-se suprimir as
oscilacdes. Este exemplo é classico na literatura de estruturas flexiveis e foi tomado aqui com
o objetivo de ilustrar a viabilidade da aplicagdo de técnicas de controle robusto a este tipo de

sistema.
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Considera-se que os atuadores foram posicionados de forma a maximizar determinado
critério de controlabilidade. Para este sistema fisico, as freqiéncias e as formas proprias tém

as seguintes expressoes analiticas:

JQ(L(.U,) =0 o . '
8:(h) = lL gJ(IzL_,:l-;’il 1=1,...,7 (4.6)

onde L é o comprimento da barra, h é a posigio ao longo da mesma e Jo(-) e J1(-) sdo fungdes

de Bessel, respectivamente de ordem zero e um, ambas sendo do primeiro tipo.

Figura 4.1: Barra engastada.

Observacao 4.1 E importante lembrar que, na maioria dos casos, a obtengdo das freqiéncias
e formas proprias sé é possivel numericamente. Nestes casos, o método cldssico a ser utilizado

para este intuito € o método dos elementos finitos.

" No exemplo numérico considerado, L = 10 um (unidades de medida) e as posiges dos

atuadores e sensores sao dadas por:

Atuador 1 (ay): h=52um
Atuador 2 (az): h =T um
Sensor 1 (s1): h =10 um

Admitindo-se que:

e Existem aproximagdes mateméticas na obtencio de (4.6) [15];

e Alguns dos parametros fisicos da barra tais como: densidade, coeficiente de amorteci-
mento, entre outros, podem ser conhecidos de forma imprecisa, € portanto podem ocorrer

variagGes em alguns pardmetros implicitos nas equagoes (4.6);
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e Podem existir incertezas sobre o real posicionamento dos atuadores e sensores;

entao, faz-se necessaria a obtengdo de um conjunto de modelos que agrupe todas as possibili-

dades para estas incertezas.

Neste exemplo, assume-se que ndo hd amortecimento natural para o sistema (¢ =0).

Isto & plenamente justificivel, uma vez que este amortecimento, no caso de estruturas flexiveis, é
4 b} ) . b

geralmente muito pequeno. Além disso, a inser¢io de uma pequena incerteza diagonal negativa

genericamente aumentara a sua estabilidade e o seu desempenho.

Para a representagio da dindmica da barra foram retidos apenas dois modos de vi-
bragio, pois este par de modos englobam a quase totalidade da energia distribuida ao longo do
espectro de freqiiéncia. As freqiiéncias proprias sao supostas conhecidas a menos de um erro
de £10% e as posicdes dos atuadores sao assumidas incertas com uma amplitude de variacao

de Ah = 0.05 um.

Apés todas estas consideragdes, formaliza-se o conjunto de modelos a ser tratado:

-0 1 0 0 F 0 0 0 0
0058 0 0 0 | 0.0116m(t) 0 0 0
Ao = o o o 1| 2AB= 0 0 0 0
| 0 0 —0.3078 0 0 0 0.0609r;(t) 0
N T | 0 0 @7
B 0.5(1)16.7 0.4313 AB(H) = 0.042§sl(t) 0.012332@)'
| _0.4462 0.1339 | 0.072255(t) 0.1569s4(t)

C = [_0 0.6091 0 —0.9294 ]

Neste contexto, o conjunto de sistemas a ser estudado é obtido combinando-se as

" matrizes nominais com as matrizes de incertezas.

Agora, serio aplicados os métodos de estabilizagao vistos no capitulo anterior ao modelo

derivado acima.

Abordagem por Schmitendorf

Inicialmente procede-se & uma particular decomposi¢io em posto-1 das incertezas,

obtendo-se as seguintes matrizes:
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0 0 0 0 00116 0 0 -0
: 0 00116 0 0 0 0 0 .0
T=19 0o o o0 U= 0 0 0.0609 0
[0 0 0 0.0609 L o 0o o o

_ 0 0 0 0
0.1149 0 0 0.0550 0 O

V= 0 0.1693] W=1lo 0o 0o o
. 0 0 0 0221

e escolhendo-se as matrizes de ponderagio Q e R como sendo identidades de ordem 4 e 2,
respectivamente e com € = 0.5314 a equagio (3.9) apresentou solugao simétrica positiva definida

e a lei de controle robusta ¢ dada por u = k,z, com:

k= 0.3793  2.2218 0.5558 7.4564
7| —1.7068 —6.7758 0.9962 —12.6865

cuja norma euclideana é 16.3931. O sistema nominal submetido a esta lei de controle apresenta

os seguintes autovalores:

Q, = {-—0.1491‘, —0.471540.6478: , —5.6416}

Aplicando-se um impulso unitrio na posigao h = 6,7 um da barra, visualiza-se na
figura 4.2 a resposta do sistema para algums dos possiveis sistemas tratados. Admitiu-se que

as incertezas assumem 4 de seus possiveis valores maximos nestas simulagdes.

Abordagem por controle H,

Nesta abordagem, considera-se que as incertezas sobre o modelo sao do tipo limitadas
em norma. Portanto, para a aplicacdo do teorema 3.8 ao sistema (4.7), € necessdria a definicao

das matrizes D, E; e E; de forma a obter-se:

[ AA() AB(t)]:DF(t)[EI E, | - (4.8)

Com este intuito, arbitra-se F(t) como sendo uma matriz diagonal de dimenséo igual
ao niumero total de elementos incertos em A e B e que seus elementos podem variar no tempo

estando somente confinados ao intervalo [—1,1]. Desta forma, garante-se que:

| F@) <1 vt
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v(10,1) 0.6 — T T T —

<

=~
1
1

° o
Pt (]
T T
1 1

0 2 4 6 8 10 12

t(s)
Figura 4.2: Simulagio da barra submetida a lei de controle u = k,z.

Uma escolha de matrizes D, E; e E, que satisfaz (4.8) é a seguinte:

~ 100116 0 0 0] 00
000000 0 0 0.0609 0 0o 0
101100 0 0 0 0 0.0426 0
P=lgogoo000| &= 0o o o o 5| o oo2a| (9
010011 0 0 0 0 00722 0
. L0 0 0 0 0 0.1569 |

Seja a matriz £, dada por:

5 - 0.0839 0 v
L 0 0.1574

de forma que: 2522 = ETE,. Entdo, tem-se que:

s [00]  Z_[u221e 0
“loo] =7 0  40.3679

-Com estas matrizes represent‘ando o sistema (4.7), com € = 0.6461, a equagdo (3.26) do
teorema 3.8 apresentou solugdo definida positiva e o ganho de realimentagéo de estados obtido

¢ dado por:
k= —6.1642 —6.4820 7.2126  9.5722
© 71 —4.9521 —7.6775 —4.1532 -—8.4427

com norma euclideana 15.4202. Com a lei de controle u = ky,z, o sistema nominal em malha

fechada possui como autovalores:

Qo = {—0.7331, —1.0079, —3.5303, —6.9860}
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A resposta deste sistema a mesma excitagdo aplicada no resultado anterior e para incertezas

assumindo seus valores maximos é mostrada na figura 4.3.

v(10,1) 0.6 L T T - T T

05 } " s
0.4{ o ]

0.3 H | | | i
02 F . | -

0.1 | -

t(s)

Figura 4.3: Simulagio da barra submetida a lei de controle u = koo z.

Nota-se que, com uma norma de ganho préxima a da abordagem por Schmitendorf
obteve-se um conjunto de autovalores que conduzem a um tempo de estabilizacdo bem me-
nor e sem oscilagdes. Vale salientar que estes resultados dependem diretamente das escolhas
das matrizes de ponderagio e de decomposi¢ao de ambos os métodos e que estas, por serem

arbitririas, podem levar 3 solugdes completamente distintas desta.

' Abordagem por programagao linear

Para este tipo de abordagem, o modelo utilizado para o sistema incerto deve apresentar
incertezas do fipo linear convexa. Dai a necessidade de definir-se os vértices do poliedro convexo
definido pelo sistema (4.7) no espago de sistemas, que é de dimensao 6 pois existem 6 elementos
incertos no modelo. Estes vértices sio em nimero de 64 e sio determinados procedendo-
se 3 todas as combinacdes possiveis de matrizes nominais com os elementos das matrizes de

incertezas assumindo ora seus valores minimos, ora seus valores maximos, independentemente.

Utilizando-se uma rotina compativel com o pacote PC-MATLAB que resolve o pro-

blema de programacao linear detalhado no capitulo anterior, obteve-se, apés 204 iteragbes o
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seguinte par de matrizes que satisfazem a equagao (3.29):

8.1682 —2.1904  2.0349 —1.2542
-2.1904  3.0925 2.0114 -0.4579
2.0349 2.0114 7.1196 -—1.0340
—1.2542 —0.4579 —-1.0340  2.7436

W =

g [ 05743 23507 —0.1672 -3.5711
= | —0.2053 26601 1.6009  2.1590

o que da origem a um ganho de realimentagao de estados robusto dado por:

o [ 01437 1.0241 —0.5380 —1.2678
PL =1 0.6897 1.7183 —0.2708 1.2869

. cuja norma euclideana é 2.2846. Submetido a lei de controle v = —kprz, 0 modelo nominal

apresenta os seguintes autovalores:
Qpr = {—0.2918 £ 0.5070¢ , —0.7278 + 0.3920:}

Novamente, aplicando-se a mesma entrada impulsional no sistema incerto (4.7) com as incer-
tezas assumindo seus valores maximos, visualiza-se na figura 4.4 o desempenho obtido para o

sistema em malha fechada.

v(lO,t) 0.6 T T T T | R L T

0.5_" . | -

0.4
0.3

1
1

I
1

- 0.2

T
1

0.1

0

T

-0.1

-0.2 i 1 | 1 i | 1 1 1

Figura 4.4: Simulagdo da barra submetida a lei de controle u = —kprz.

A tabela 4.1 contém um resumo dos resultados extraidos das aplicagdes dos métodos

de sintese estudados ao exemplo de estrutura flexivel proposto.



Abordagem Norma do Ganho Autovalores do Modelo Nominal
Custo Garantido - -
Schmitendorf 16.3931 —-0.1491 , —0.4715 £ 0.6478: , —5.6416
- Controle H,, .15.4202 -0.7331, —-1.0079, —3.5303 , —6.9860
Programacao Linear 2.2846 —0.2918 £ 0.50712 , —0.7278 % 0.3920:

Tabela 4.1: Tabela comparativa dos métodos de sintese para o exemplo da barra engastada.

Observagao 4.2 Com a abordagem por custo garantido ndo foi possivel obter um ganho es-
tabilizante para o exemplo escolhido. Isto ilustra o cardter de suficiéncia que tal abordagem

possui, assim como a abordagem por Schmitendorf.

Analisando-se a tabela 4.1 e os graficos das figuras 4.2, 4.3 e 4.4, pode-se tecer os

seguintes comentarios:

1. A natureza de otimalidade com relagao a determinado indice de desempenho das solugées
obtidas com as abordagens por Schmitendorf e Controle H, explica o melhor desempenho
apresentado pelo sistema nominal quando submetido a estas leis de controle. Por outro
lado, este melhor desempenho é alcangado as custas de normas de ganho maiores, o que

acarreta um malor esforco de controle.

2. A abordagem por Programagdo Linear, por estar fundamentada somente na exigéncia
de estabilidade quadratica do conjunto de modelos, apresenta uma norma de ganho bem
menor do que as demais abordagens. O desempenho transitério do sistema em malha

fechada, logicamente, é bastante degradado por esta diminui¢éo de ganho.

3. .Quando da utilizacdo da abordagem por Controle H,, o conjunto de sistemas a ser
tratado contém o conjunto definido pela equagdo 4.7. Na realidade, tal modelo constitui
um conjunto compacto no espago de sistemas que engloba o poliedro definido pela equagao
4.7.

4.1.3 Consideragoes adicionais

‘Sistemas de estrutura flexivel sio sistemas passivos e portanto sao intrinsicamente
amortecidos em malha aberta, mesmo em presencga de incertezas sobre alguns de seus parame-
tros fisicos. Porém, vale lembrar que quando em malha fechada, incertezas paramétricas podem

degradar consideravelmente a resposta de tais sistemas inclusive levando-os a instabilidade.
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Isto é ilustrado por meio de um simples exemplo. Suponha-se que é desejado, para o
sistema nominal, o conjunto de autovalores ), e que para isto utiliza-se algum dos algoritmos |
ordinérios para alocagao dos mesmos. A titulo de ilustracdo, com esta finalidade utilizou-se
a rotina "PLACE” do pacote PC-MATLAB para tal alocagio. O ganho de realimentagio de
estados obtldo é dado por:

by oo | —0-5488 —1.4157 ~0.3979  0.5464
PLACE = | 10.0333 —5.5265 —4.6304 —24.8881

cuja norma euchdeana é 27.7882, muito maior do que a respectiva norma obtlda com o resultado
do teorema 3.5. Além disso, quando todas as componentes dos vetores de incertezas r e s
assumem o valor —1, o sistema global em malha fechada fica instavel com o seguinte conjunto .

de autovalores: '
Qprace = {—0.5588 + 1.4083: , —1.6482 , 0.0266}

No caso particular do exemplo considerado, a fonte de incertezas que mais afeta o
comportamento do sistema em malha fechada é o pbsicionamento dos atuadores. Isto é perfei-
tamente compreensivel, uma vez que os elementos da matriz B estio diretamente relacionados
com o valor das formas préprias da estrutura nos pontos de atuagdo. Como conseqiiéncia
disto, os valores numéricos destes elementos podem variar rapidamente com o deslocamento
dos atuadores, caso estes estejam localizados nas vizinhangas de algum dos zeros das formas

proprias.

Torna-se assim bastante razoavel a aplicagio de métodos de sintese de controladores

robustos a sistemas flexiveis.

4.2 Sistemas de Poténcia

Os sistemas de poténcia sdo os sistemas responsaveis pela geragao de energia para os
consumos industrial e doméstico. Com o constante crescimento da demanda e exigéncias cada
~ vez maiores com relagio a qualidade da energia gerada, estes sistemas tornam-se complexos e

de grande porte.

Com o objetivo de tornar a geracido de energia elétrica mais confidvel e econémica
ocorre a interligagdo de sistemas de poténcia. Com.esta interligagdo, o sistema global tem
capacidade de transferir energia rapidamente de uma area a outra do mesmo. Economicamente
esta interconexao é vantajosa, pois permite uma redugao das reservas de geragao sem diminuicao

da confiabilidade no fornecimento de energia elétrica.
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Cada um destes subsistemas é composto, fundamentalmente, por um gerador sincrono
responsavel pela conversdo eletromecanica de energia entre a energia mecanica das quedas de
dgua e a energia elétrica gerada. Além deste, um sistema elétrico elementar € composto também
de uma turbina responsavel pela transmissdo da energia mecanica desde a queda de agua até o
rotor do gerador sincrono. O Gerador Sincrono Trifasico tem provado ser o mais eficiente para
a geracao de energia elétrica em larga escala. Além destes, outros componentes tais como os
reguladores de tensdo e de velocidade tém um efeito consideravel sobre a estabilidade dindmica

dos sistemas de poténcia.

A energia gerada por estes sistemas de poténcia é transmitida até os pontos de consumo,

tais como indistrias e residéncias, por meio de linhas de transmissao.

4.2.1 A Estabilidade Dinamica em Sistemas de Poténcia

Quando do inicio das interconexdes dos sistemas de poténcia, a principal forma de
instabilidade era a perda de sincronismo dos geradores sincronos logo apdés uma falta no sistema
global. A esta caracteristica de instabilidade dos sistemas de poténcia convencionou-se chamar
de instabilidade transitéria. A atuagdo dos reguladores de tensao sobre o sistema de excitacao
do gerador aumenta as margens de estabilidade transitéria. Porém, nota-se que a agio destes
reguladores de tensdo causa efeitos indesejaveis com relagao a estabilidade dinamica do sistema
interligado. Estes efeitos manifestam-se principalmente sob a forma de oscilagées de baixa

freqiiéncia e pouco amortecidas do rotor do gerador sincrono.

Com o intuito de minimizar estes efeitos maléficos, muitos.autores propdem a adigio de
sinais estabilizadores a entrada dos reguladores de tensdo. Estes sinais sao derivados de medigoes
de variaveis do proprio sistema e tem a fﬁngéo de amortecer as oscilagées eletromecanicas do
gerador. Aos controladores que geram estes sinais convencionou-se chamar estabilizadores de
sistemas de poténcia (ESP). A funf;éo bésica de um ESP consiste portanto em aumentar os
limites de estabilidade dinimica do sistema de poténcia modulando a excitagio da maquina

sincrona a qual é aplicado.

4.2.2 Modelagem Matematica dos Sistemas de Poténcia

E usual, no projeto de ESPs, supor-se que cada sistema de poténcia esta conectado a
um barramento infinito por meio de uma linha de transmissdo. O barramento infinito é uma
idealizagdo que apresenta ao restante do sistema de poténcia global uma tensao com magnitude

e freqliiéncia constantes.
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No final dos anos 60, de Mello e Concordia [45] propuseram uma abordagem para analise
da estabilidade dinamica e projeto de ESPs que é largamente utilizada pelas industrias de
geracio de energia até os dias de hoje. Esta abordagem é baseada na analise do comportamento

da malha de torque e angulo do gerador sincrono em um sistema maquina barramento infinito.

Um modelo linearizado para o sistema maquina barramento infinito adequado para

este tipo de analise é apresentado na figura 4.5.

Kl i

1 Y oo 6,

T;8 e s e
K4 I(S

[y
, . -
Eq Ky + | ok + v
1+s7;K3 E; 1+s74

Ko

Figura 4.5: Modelo de Heffron-Phillips.

Uma realizagao para este sistema ¢é apresentada em 4.10. Este é o conhecido modelo

de Heffron-Phillips para a representagdo de um sistema mdquina-barramento infinito.

z(t) = Az(t) + Bu(t) (4.10)
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onde:
E, tensdo transiente no eixo em quadratura
w velocidade angular do rotor
6 angulo de carga
E; tensdo de campo de excitagao
7; = 2H com H sendo a constante de inércia do rotor
Ty _constante de tempo transitéria no eixo direto
Ta " constante de tempo do regulador de tensado
K, ganho do regulador de tensao
K, — K¢ parametros da linearizagdo que dependem do ponto de operagio
T torque mecanico de referéncia
V. tensao de referéncia

Nota-se que este sistema possui 4 variaveis de estado. Destas, trés sao relativas ao
gerador : §, w, E] e uma é relacionada com o sistema de excitagio (regulador de tensdo): E;.
Vale a pena lembrar que como este é um modelo linearizado, os valores destas varidveis de
estado representam as variagbes das mesmas em torno dos seus valores quiescentes no dado

ponto de operagao.

4.2.3 Obtencio do modelo incerto

Condigbes de operagido como fluxo de poténcia na linha de transmissido e diferentes
topologias da malha de transmissdo determinam o ponto de operacdo no qual o sistema se
encontra. Variacdes nestas condigdes de funcionamento alteram o ponto de operacao do sistema,
portanto quando da[linearizagéo_ do mesmo em torno destes pontos de operagdo, variagoes
ocorrem nos parametros K; a Kg do modelo de Heffron-Phillips. Desta forma, arbitrando-
se um dominio para tais condigSes de funcionamento do sistema, pode-sé modelar o sistema
propriamente dito, nao linear, por um conjunto de modelos linearizados com cada um destes

‘modelos representando o sistema ndo linear em um ponto de operagao.

A cada ponto de operacdo é relacionado um par de matrizes (A, B). Se é permitido
ao ponto de operagao variar arbitrariamente dentro de um intervalo pré-estabelecido, entao um
conjunto de pares (A, B) é gerado. Este sera o conjunto de modelos que deverao ser estabilizados
pelo "ESP robusto”.

Imaginando-se um espaco S, onde a cada ponto P, est4 relacionado um sistema dinamico
representado vpor uma dupla de matrizes (Ao, Bp), iniciando-se em um dado ponto de operagio
e permitindo que este varie dentro dos limites do intervalo considerado admissivel, entdo as
sucessivas linearizagdes determinarao uma trajetéria finita em S. Desta forma, o conjunto de

sistemas a ser estabilizado pelo ESP projetado é dado por esta trajetoria.
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Por razdes de modelamento das incertezas, o conjunto de modelos é considerado como

sendo o menor poliedro convexo em § que contém inteiramente a referida trajetoria.

Para o sistema maquina barramento infinito escolhido, foram arbitradas as seguintes

condigoes possiveis para funcionamento do mesmo:

1. Fluxo de poténcia real admissivel na linha de transmissdo entre 0.8 pu e 1.2 pu?, ou seja,

variagio de +20% em torno da condigdo nominal.

2. Aumento subito de 100% na reatincia da linha de transmissio devido a alguma variagio
na topologia do sistema interligado. Esta variagdo pode ser causada, por exemplo, pelo

desligamento de alguma linha.

Observagao 4.3 Alguns dos pardmetros acima ndo figuram ezplicitamente nas equagées, porém

estes sdo utilizados no cdlculo dos coeficientes K, a K¢, provenientes da linearizagdo.

A seguir sio dados valores numéricos de algumas constantes importantes do modelo

escolhido.

Reatancia de eixo em quadratura do gerador: z, = 0.66
Reatancia de eixo direto do gerador: z4 = 1.07

Reatancia transitéria de eixo direto do gerador: z; = 0.408
Resisténcia da armadura do gerador: R, = 0.003
Impedancia da linha de transmissao: Z, = 0.02 + 0.4157

H = 6.686
Ty =54
T, = 0.2
K, =25

Considerando estas variagoes, o conjunto de sistemas a ser controlado é dado por:

2sistema por unidade.
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~0.0895 0.1852 ©0.0250r (1)

" -0.3091 0 0 0.0304r5(t) 0
| —22.8184 0 —28.2574 0 | 6.8550m5(t) 0 4.3257r(t) 0
Ao= 01 o o 2AB= 0 o 0 0
| 696318 0 193459 -5 | 12.908675(t) 0 6.0674re(t) O
F 0 "0
0 0
Bo=| | | AB(t) = | 4
125 ] | 0

C=[0 190] )

O sistema nominal a malha aberta, Ay é instavel com autovalores:

| Quma = {0.1872 £5.2117: , —2.8422 £ 3.0913:}

Aplicam-se agora alguns dos métodos de estabilizagdo vistos no capitulo anterior ao .

modelo incerto acima.

Abordagem por custo garantido

Procedendo-se a uma particular decomposigao em posto-1 das incertezas, obtém-se as

‘seguintes matrizes:

00015 0 0 0 3000
r| D mamn o1y fpo
0 0 0 203.4471 0 000
0 000
vofones
0000
- e escolhendo-se as matrizes de ponderagao @ € R como sendo:
0.001 0 0 0
e=| o 5 oo o | ¢ R

0 0 0 0.001
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‘e com ¢ = 0.3874 a equagao (3.8) apresentou solugao simétrica positiva definida e a lei de

controle robusta obtida é da forma u = kcgz, com kg dado por:
kog = [ —~12.8023 2.4231 —6.6912 —0.1877

" cuja norma euclideana é 14.6484. O sistema nominal, quando submetido a esta lei de controle

apresenta os seguintes autovalores:

Qog = {—5.6395 + 5.8558; , —8.7485 % 2.5143:}

As respostas do sistema linear & condigdo inicial:
zo=[0 05 0 0]

para alguns dos valores maximos admissiveis para as incertezas estao mostradas na figura 4.6.
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Figura 4.6: Resposta do sistema linear submetido a lei de controle u = kggz & condigdo inicial
Tg. ‘

Para a verificagio do desempenho do sistema nao linear quando submetido as leis de
controle robustas obtidas, foram escolhidas duas perturbagdes para o sistema. A primeira
delas é uma variacio de poténcia elétrica na linha de transmissdo de 0.95 pu para 1.05 pu.
Isto significa uma mudanga no poﬁto de operagao, dentro da faixa admissivel para o mesmo.
A segunda representa uma variagio brusca na velocidade de 0.5 pu aplicado ao sistema na
condicio nominal de operagio, e é equivalente a um impulso de torque elétrico, situagio que
ocorre, dentre outras situagdes, quando da ocorréncia de um curto. As respostas do sistema a

estas perturbacdes estdo mostradas nas figuras 4.7 e 4.8.
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Figura 4.7: Resposta do sistema nao linear submetido a lei de controle u = kcgz a perturbagao

de poténcia.

Figura 4.8: Resposta do sistema nao linear submetido a lei de controle u

de velocidade.
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E interessante observar-se que estas simulagdes foram obtidas aplicando-se a lei de
controle obtida no sistema nao linear e com saturagbes adicionais nos sinais de atuagdo na
excitacio e no ESP em valores praticos tipicos. Além disso, foram incluidos também os filtros
" wash-out” para eliminagido dos niveis DC das variaveis medidas (estados) uma vez que o

sistema tratado consiste de uma linearizagao.

Observacao 4.4 Nas simulagées ndo lineares, a curva pontilhada representa sempre a resposta
do sistema em malha aberta, e a curva continua representa a resposta em malha fechada é dada

perturbagdo.

Abordagem por Schmitendorf

Com a mesma decomposicao em posto-1 exposta anteriormente, obtém-se as mesmas

matrizes T, U, V e W.

Arbitrando-se as matrizes de ponderagido @@ e R como sendo:

0.1 0 0 0
0 100 0 B
=10 o0 5 o | £=10

0 0 0 01

e com ¢ = 0.0025 a equacgio (3.9) apresentou solugdo simétrica positiva definida e a lei de

controle robusta obtida é da forma u = k,z, com k, dado por:
ko= [ —126436 27365 —2.2062 —0.1366 |

com norma euclideana é 13.1238. Quando submetido a esta lei de controle, o sistema nominal

apresenta os seguintes autovalores:

Q, = {—4.0178 £ 5.0835: , —7.174 + 11.4849:}

As curvas de resposta do sistema linear & mesma condigio inicial, g, citada anterior-
mente, e também sujeito a incertezas assumindo seus valores maximos, sio dadas na figura
4.9.

As respostas do sistema nao linear em malha fechada quando sujeito as perturbagées

ja citadas sdo mostradas nas figuras 4.10 e 4.11.

Abordagem por controle H,

Com o intuito de representar as incertezas sobre o modelo 4.11 como sendo limitadas

em norma visando a aplicagio do teorema 3.8, escolhe-se as matrizes D, E; e E,, que satisfazem
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Figura 4.9: Resposta do sistema linear submetido a lei de controle u = k,z a condigdo inicial
Zo.
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Figura 4.10: Resposta do sistema nao linear submetido a lei de controle u = k,z a perturbagéo
de poténcia.
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Figura 4.11: Resposta do sistema nao linear submetido a lei de controle u = k,z a perturbagao
de velocidade. '

a equacao 4.8, como sendo:

: 0.025 0 0 0 [ 0 ]

110000 0 0 0.0304 0 | 0

001100 6.855 0 0 0] - 0
D=lg00000|B=| o 043810 2270 (4.12)

0 00O0T11 12.9086 0 0 0 0

| 0 0 6.0674 O | | 0

Entéd, arbitra-se a matriz:
2220

Com estas matrizes representando o sistema (4.11), com € = 0.005, a equagao (3.26) do
teorema 3.8 apresentou solugio definida positiva e o ganho de realimentagio de estados obtido

¢ dado por:
ke, = [ —174.58 41.14 —21.63 —0.71 ]

com norma euclideana 180.6627. Com a lei de controle u = k., z, o sistema nominal em malha

fechada possui como autovalores:

Qoo = {—3.0783 £4.4539; , —43.8107 + 40.28701}
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Observagao 4.5 Na formulagdo original [32], a tnica restricdo sobre a matriz F(t) € a de
que || F(t) ||< 1. Verifica-se pois, que a matriz F(t) como definida acima, isto €, sob a forma
diagonal, é somente um caso particular da proposta inicialmente pelos autores. Po1tanto, nota-
 se claramente que o sucesso do presente algoritmo szgnzﬁca a obtengdo de um controlador que
trata um sistema que engloba (4.11). Dai, conclui-se que este procedimento tende a tornar
mais conservativa a busca de um controlador que estabilize o sistema (4.11) e devido a isto, foi
obtida uma norma de ganho muito maior do que aquelas obtidas com as abordagens por custo

garantido e .por Schmitendorf.

A resposta deste sistema 3 mesma excitagdo aplicada no resultado anterior e para

incertezas assumindo seus valores maximos é mostrada na figura 4.12.

Aw 0.5 T T ) T T T T T T

04 : -

0.2 =

Figura 4.12: Resposta do sistema linear submetido a lei de controle u = ko7 a condi¢3o inicial
To.

As simulacdes do sistema nao linear, quando aplicadas as mesmas perturbagoes an-
teriormente detalhadas e quando submetido a lei de controle u = k,z, estdo mostradas nas
figuras 4.13 e 4.14.

Observacgio 4.6 Vé-se claramente que no caso do sistema ndo linear submetido a perturbagdo

de poténcia, o sistema foi conduzido d instabilidade.

~

Isto decorre do fato de que o sinal de atuagdo do controlador estd restrito a valores
prdticos usuais. Da?, novas ndo linearidades, do tipo saturagdo, sio introduzidas, as quats

podem ser modeladas como incertezas na matriz de entrada (B).
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Figura 4.13: Resposta do sistema nao linear submetido a lei de controle u = k., z & perturbacio
de poténcia.
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Figura 4.14: Resposta do sistema nao linear submetido a lei de controle u = ko.z a perturbacio
de velocidade. '
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Nas demais simulagées, estas incertezas nio provocaram a instabilidade do sistema
ndo linear, posto que as normas de ganho entdo utilizadas eram pequenas, e com isso o sistema .
permanecta saturado durante um pequeno periodo de tempo. Como no caso da perturbagdo de
poténcia grande esforgo de controle € exigido, o efeito desta ndo linearidade € mais pronunciado

e conduz o sistema ndo linear a instabilidade.

Abordagem por programagao linear

‘Para a utilizagido desta abordagem, deve-se determinar os vértices do poliedro convexo
que representa o conjunto de modelos (4.11). Para isto, procede-se como para o exemplo da
barra engastada. Definido o referido poliedro, e utilizando-se a ‘mesma rotina compativel com
o pacote PC-MATLAB que no exemplo anterior, obtém-se, apés 335 iteragﬁ&s, o seguinte par
de matrizes que satisfazem (3.29):

2.7608  10.8832 —1.0533 —12.0065
10.8832 161.6064 —3.8769  94.8240

—1.0533 -—-3.8769 6.1948 —42.4118
—12.0065 94.8240 —42.4118 86.4613

W =

R = [ 0.2771 0.9083 3.7356 86.4613 ]

o que origina um ganho de realimentagio de estados robusto dado por:
kpy= [ ~3.7476 0.3386 —2.9167 —0.2758 |

cuja norma euclideana é 4.7689. Submetido a lei de controle u = kp;r, 0 modelo nominal

apresenta os seguintes autovalores:

Opc = {—1.3724 , —0.7502 £+ 5.6067: , —36.9145}

A resposta do sistema linear a condigdo inicial zo e para incertezas assumindo seus

valores maximos é mostrada na figura 4.15.

Aplicando-se as mesmas perturbagdes, e valendo as mesmas consideragoes, as respostas

do sistema submetido a lei de controle u = kppz estao expostas nas figuras 4.16 e 4.17.

A tabela 4.2 contém um resumo dos resultados extraidos das aplicagdes dos métodos

de sintese estudados ao exemplo de sistemas de poténcia.

Apébs a analise dos resultados obtidos nesta seccao, sao pertinentes os seguintes co-

mentarios:
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Figura 4.15: Resposta do sistema linear submetido a lei de controle u = kpyz & condigio inicial
Zo.
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Figura 4.16: Resposta do sistema ndo linear submetido a lei de controle u = kprz a perturbagao
de poténcia.
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Figura 4.17: Resposta do sistema néo linear submetido a lei de controle u = kp.z a perturbagdo
de velocidade.

Abordagem Norma do Ganho Autovalores do Modelo Nominal
Custo Garantido 14.6484 —5.6395 + 5.8558: , —8.7485 £+ 2.5143:
Schmitendorf 13.1238 —4.0178 & 5.08352 , —7.174 +11.4849:
Controle Hy, 180.662 —3.0783 + 4.4539: , —43.810 & 40.28T:
Programacao Linear 4.7689 —-1.3724 , —0.7502 £ 5.6067z , —36.9145

Tabela 4.2: Tabela comparativa dos métodos de sintese para o exemplo de sistemas de poténcia.

1. As abordagens por custo garantido, por Schmitendorf, e por teoria H, sao derivadas de
problemas de minimizagio, logo valem-se da resolugao de uma equacio de Riccati para a
obtencio de resultados. Daf a verificagio de que estas abordagens apresentam um melhor

desempenho transitério para o sistema.

2. A abordagem por programagao linear baseia-se na exigéncia de estabilidade quadratica
para o sistema sem apresentar explicitamente alguma caracteristica de minimjzéLgéo na -
busca de solugdes. Devido a isto, tem-se a maior variagao na resposta do sistema causada
pelas incertezas e também o pior desempenho transitério do sistema em malha fechada.

Esta é a abordagem que obteve o ganho de realimentagao com menor norma euclideana.

3. Enquanto as abordagens por custo garantido, por Schmitendorf e programacio linear
consideram apenas o conjunto de modelos com incertezas do tipo linear convexa, a abor-

dagem pela teoria H,, considera uma classe de sistemas muito mais ampla. Isto deve-se
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ao fato de que considerando-se as incertezas como sendo limitadas em norma assume-se
que o sistema sob analise é representado por um conjunto de modelos no‘espago de sis-
temas que engloba o poliedro convexo considerado pelas outras abordagens. Portanto, a
abordagem utilizando teoria Ho, tende a ser mais conservativa que as outras e, com isso,

a produzir ganhos maiores para a estabilizagdo deste conjunto de modelos.

4.2.4 Consideragée_s adicionais

Sistemas de poténcia sdo sistemas nao-lineares que naturalmente tendem & instabili- .
dade em certos pontos de operagio. O projeto cldssico de ESPs é feito linearizando-se o sistema
em torno do ponto de operagio desejado e mantido invariante em detrimento de variagoes nas
condicbes de operagao do mesmo. Possivelmente, em algumas destas condigdes de funciona-
mento, o sistema em malha fechada seja conduzido a uma situagao instivel. Portanto, faz-se
pertinente a inclusdo de caracteristicas de robustez no projeto de ESP, de tal forma que estas

variagdes no ponto de operagio sejam levadas em conta ja na fase de projeto do mesmo.

No caso particular do exemplo tratado aqui, todos os sistemas pertencentes ao poliedro
considerado eram instdveis em malha aberta. Com a aplicagdo das leis de controle robustas

obtidas, os mesmos apresentaram deéempenho bastante bom frente as perturbagdes aplicadas.

Outro aspecto importante a ressaltar é o de que as simulagées foram realizadas mediante
hipéteses realistas de perturbagoes aplicadas como variagbes na poténcia mecanica, variagoes

" na velocidade, bem como de limitagdes nos sinais de atuagao do campo de excitagdo e do ESP.

Além disso, apesar de ser utilizada retroacao de estados, ndo se faz necessario o uso
de observadores, pois em geral, estas varidveis podem ser medidas diretamente ou calculadas

algébricamente a partir de outras varidveis disponiveis para medigao.

4.3 Conclusoes

Neste capitulo foram apresentadas aplicagoes dos métodos de sintese de controladores
robustos desenvolvidos no capitulo 3. Como possiveis areas de aplicagao foram escolhidas

sistemas de estrutura flexivel e sistemas de poténcia.

Analisando-se os resultados obtidos ao longo do capitulo, alguns comentarios sao per-

tinentes:

1. As abordagens por custo garantido, Schmitendorf e teoria H,, tém em comum o fato de

que a lei de controle é dada pela solugdo de uma equagdo do tipo Riccati aumentada.
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Como visto nos exemplos, o problema maior é encontrar uma solugao simétrica positiva
definida para estas equagdes. A dificuldade reside no fato de que a existéncia ou nao da
solugdo desejada esta intimamente ligada e depende criticamente da forma como foram

feitas as decomposigoes das incertezas.

2. No caso da abordagem por programagao linear, o calculo de um controlador que assegure a
estabilidade do sistema é baseado numa condigao necesséria e suficiente para a existéncia
deste controlador. Entretanto, a ordem do modelo € o nimero de elementos incertos
deste ficam bastantes restritos devido a problemas numéricos do algoritmo utilizado para

a busca da lei de controle robusta.

3. Como ja foi citado anteriormente, dado um sistema, o conjunto de modelos tratado pela
abordagem H,, engloba o poliedro tratado pelas outras abordagens estudadas. O quao
maior sera o conjunto de modelos da abordagem H,, em relacdo ao referido poliedro
depende do formato deste poliedro e das matrizes escolhidas para a representagao das
incertezas limitadas em norma. Como conseqiéncia disto, a abordagem por controle H
pode ser mais ou menos conservativa em relagao as demais e com isto grandes diferengas

nas normas dos ganhos obtidos podem ocorrer.

Depreende-se dos exemplos apresentados a importancia de métodos de controle robusto
para o tratamento de problemas onde o modelo matematico contém incertezas. Claramente os
exemplos mostrados neste capitulo constituem somente uma pequena parcela dos problemas
importantes da drea de controle que podem ser tratados utilizando-se as técnicas apresentadas

no capitulo anterior.

No préximo capitulo serd feito um apanhado do que foi realizado nesta dissertagao,

bem como serao tragadas dire¢des para futuras pesquisas nesta area da teoria de controle.



Conclusao

O problema de controle robusto é um tema de pesquisa de grande interesse atual, como

pode ser constatado pelo volume de artigos e congressos tratando deste assunto.

A presente dissertagio é o resultado de um trabalho de pesquisa no Laboratério de
Controle e Microinformatica a partir de maio de 1992, cujo interesse principal era tratar o

problema de robustez aplicado & sintese de controladores.

Os objetivos deste trabalho consistiram em tratar os seguintes problemas:

e levantamento de métodos cldssicos da teoria de controle 6timo;
e caracterizacio de incertezas em modelos matematicos;
e estudo dos principais métodos de sintese de controladores robustos existentes na literatura;

e aplicagdes destes métodos a diversos tipos de sistemas dentro da engenharia quais sejam:

sistemas de estrutura flexivel e sistemas de poténcia;

Com este intuito, o primeiro capitulo foi dedicado a fornecer um apanhado geral dos
principais métodos de sintese de controladores classicos, sempre tendo em mente o conceito
de insensibilidade dos mesmos frente a variagdes de qualquer natureza no sistema tratado. O
problema do regulador linear quadratico, também conhecido como problema de controle 6timo,
foi analisado. Também procedimentos para alocagao de espectro em dadas regides, bem como as
caracteristicas de robustez neste contexto foram discutidas. O problema de controle 6timo com
‘realimentacio de saida utilizando a metodologia LQG foi exposto e a utilizagao do procedimento
LTR para recuperagio das propriedades de robustez foi comentada. Finalmente o problema
da teoria de controle H, para rejeicao de p‘erturbag()es.foi introduzido e suas propriedades de

robustez foram analisadas.

O segundo capitulo foi dedicado ao desenvolvimento da nogao de conjunto de modelos,
conceito essencial para o bom desenvolvimento do trabalho. Em primeiro lugar, a distingao

entre os conceitos de robustez e de insensibilidade foi detalhada. A seguir a definigado formal do

96
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conjunto de modelos a ser tratado pelo esquema de controle foi detalhada. Neste interim foram
definidas também as maneiras pelas quais as incertezas sobre o modelo matematico podem ser

caracterizadas e tratadas de forma analitica.

Feito isto, o terceiro capitulo constitui o corpo principal da dissertacio onde sao expos-
tos alguns métodos de sintese de controladores robustos utilizando-se a abordagem temporal.
Para isto, inicialmente foi definido um conceito fundamental, base de todas as filosofias de
sintese robustas, o conceito de estabilizabilidade quadratica. A seguir, os algoritmos de sintese
propriamente ditos foram analisados, assim como seus apelos intuitivos e suas ligagdes com as

metodologias classicas de controle foram comentadas.

No ultimo capitulo, foram feitas aplicagbes destes algoritmos de sintese a exemplos
pertencentes a dominios variados da engenharia. A primeira das aplicages atacou o problema
de estabilizacao de sistemas de estrutura flexivel sujeitos a incertezas paramétricas. Um exemplo
académico de uma barra engastada foi utilizado para ilustrar as potencialidades de utilizagio
destes métodos de sintese de leis de controle robustas a este tipo de sistemas. Em um segundo
momento, o problema de estabilizagao de sistemas de poténcia foi abordado utilizando tais
técnicas de controle robusto. Os resultados obtidos mostram a possibilidade de aplicagao destes

algoritmos de sintese de controladores robustos a sistemas de poténcia.

Sem divida, uma contribuicao importante da presente dissertagao foi a aplicacao de
controle robusto a sistemas de poténcia, a qual revela-se uma importante irea para trabalhos

futuros, sobretudo porque, no conhecimento do autor, esta abordagem é original.

Dos resultados obtidos com a presente dissertagao depreende-se algumas dire¢des para

futuras pesquisas:

Uma delas seria um estudo das melhorias que poderiam ser obtidas com a utilizacao de
uma melhor decomposig¢ao das incertezas, nos métodos baseados na resolugio de uma equacao

algébrica de Riccati.

Também o problema de estabilidade quadratica aliado a exigéncias de desempenho
para o sistema incerto constitui uma importante area de pesquisa no contexto da teoria de

controle robusto.

O problema de sintese de controladores robustos utilizando-se retroagao de saida e o
uso de observadores robustos se torna uma importante matéria para pesquisa a medida que

relaxa a hipotese restritiva de retroacido do estado completo do sistema.

Um estudo aprofundado do modelamento de dinamicas neglicenciadas do sistema como

incertezas sobre o modelo reduzido e também a busca de controladores robustos que tratem
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estas incertezas constitui um tema de grande interesse sobretudo no controle de sistemas de
estrutura flexivel. Nestes sistemas, normalmente um grande nimero de modos é desprezado
e no entanto, estes sao excitados pela agao de controle e podem ter efeitos nefastos sobre o

desempenho do sistema.

No caso de sistemas de poténcia, um dos provaveis pontos para pesquisas futuras é a
extensdo dos resultados obtidos a modelos mais realistas, como a modelos de sistemas multi-
maquinas, por exemplo. Além disso, um problema importante a ser analisado é o tratamento
da néo-linearidade do tipo saturagio prow)eniente da limitagido da agao de controle. Isto pode
ser feito admitindo-se variagoes paramétricas na matriz de entradas do sistema linearizado.
Apesar da simplicidade do modelo de sistema de poténcia considerado neste trabalho, os bons

resultados obtidos indicam a viabilidade da extensao destas técnicas a modelos mais completos.
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Apéndice A

Resultados relacionados a Equagao de
Riccati |

Teorema A.1 [69] Assuma que o sistema:
{ ¢ = Az + Bu-
y=Cz
¢ controldvel e observdvel e também que todos os autovalores de A possuem parte real estrita-
mente negativa (positiva). Entdo, existe uma solugdo simétrica real para a equagdo de Riccat:
algébrica:
A'P+ PA—-PBB'P+Q=0
com Q = —C'C tal que todos os autovalores de A— BB'P possuem partevreal negativa (positiva)

se e somente se: v
I - B'(—jwl— A)'C'C(—jwl —A)T'B20 ; YweR
Além disso, esta solugdo € inica e possui a propriedade adicional de que P =P’ < 0.

0

Teorema A.2 [51] Suponha que ezistam matrizes siméltricas positivas definidas Q € RrX" e

R € R™*™ ¢ um escalar positivo €, tais que a equagdo algébrica de Riccati:
A'P+PA-~PBRBP + %PDD’P +ilpE+ Q=0
€ Y

possui uma solugcdo simétrica positiva definida. Entdo, dadas quaisquer matrizes simétricas
positivas definidas Q, € R™" e R, € R™*™, existe um escalar positivo € tal que a equagdo

algébrica de Riccati:
1

€1

AP+ PA-LPBRBP+1PDDP+ }YEE +a@ =0
v

possui uma solugdo simétrica positiva definida para todo €, € (0,€¢"].
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