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RESUMO

Este trabalho propde-se a generalizar a equagéo de Schrddinger-Langevin para
sistemas com memoria. Essa equagdo descreve sistemas quénticos dissipativos em
que a forca dissipativa & proporcional a velocidade de deslocamento da particula. Essa
generalizagao descreve sistemas em que a particula quéntica é linearmente acoplada a
um banho térmico. ’

O problema da particula quéantica acoplada a um banho térmico aparece em
muitos campos da Fisica, como por exemplo: mecanica estatistica, matéria
condensada, 6ptica quantica, fisica atdmica. Para o sistema aqui estudado, considera-
se como potencial externo o potencial do oscilador harménico quéntico. O acopla-
mento do oscilador com o banho térmico leva o sistema a apresentar efeitos de
meméoria. Isto acontece porque o banho, além do sistema, também modifica-se com o
decorrer do tempo. Essa interagdo do sistema com o banho térmico é descrito pela
funcdo memoéria p(t—t’). Assim, a equagéo obtida neste trabalho, é a equagédo de

Schrédinger-Langevin para o sistema com meméria, e dada por:

W, i Tan ey W(0E)
=2V ‘P+V\P+Ey‘l’_£dtu(t t')ln vy L

*

Deve-se destacar que, além de se obter a equacdo de Schrédinger-Langevin
para o sistema com memoria, obtém-se ainda uma fun¢ao de onda ¥ que satisfaz esta
equacéo (para o potencial do oscilador), e permite o calculo dos valores esperados das
variaveis dinamicas posi¢do (X), momento (p) e energia (E) desses sistemas. Os
resultados encontrados para os valores esperados dessas variaveis satisfazem o
teorema de Ehrenfest. Calculam-se, também, as relacbes de dispersdo AX e Ap e a
taxa de variagao E(t) para a energia, obtendo os seguintes resuitados:

(x) = &1) (p) = mé(t)

APAX = (n + %)n - EM=-mp j u(t—t)E(t )t



ABSTRACT

This working proposes to generalize the Schrédinger-Langevin's equation to
systems with memory. This equation describes quantum systems dissipated where the
disipative force is proporcional to velocity of particle. The dissipative force is
proporcional to the displacement’s velocity of particle. This generalation describes when
the quantum particle is coupled linearly to a termic bath.

The problem of the quantum particle coupled to a termic bath appears in many
Phisics fields, for egs.: statistic mechanics, condensed matter, quantum optical, atomic
physics. To the system studied, we consider the external potencial like the same that
the harmonic oscillator quantum potencial. The coupling of the oscillator with the termic
bath takes the system to present effects of memory. This happens because of the bath,
besides the system, changes with passing the time. This interaction of the system with
the termic bath is described by the memory function p(t—t’). .

The equation obted at this work is the Schrddinger-Langevin’s equation to the
system with memory, and gives by:

v R v (rt)
= LRy L yTIdtut t')ln (r’t)—g(t)\P

We should detach that, besides to obtain the Schrédinger-Langevin’'s equation
to system with memory, we also obtain a wave function that satisfies this equation (to
the oscillator's potencial), and permits the calculation of the values expected of the
dinamic variables position (x), moment (p) and energy (E) of these systems. The

results finded to the expected values of these variables satisfies the Ehrenfest's
theorem. We also calcule the dispersion relashion AX and Ap and the variation rate

E(t) to the energy, obtaining the results below:

x)=&t (p) = m¥(t)

APAX = (n + %}l | E(t) = —myt o]u(t — t)E(t)dt!
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CAPITULO | INTRODUGAO

m sistema é dissipativo quando a sua energia ndo se conserva com o decorrer do
U tempo. Se é classico, ou quantico, a energia do sistema n&o & uma constante de
movimento. Isto ocorre, porque o0 sistema ao interagir com a sua vizinhanga, forcas
externas atuam sobre ele de modo a dissipar constantemente sua energia. Essas
forcas sdo de natureza ndo conservativas. Deve-se observar, entretanto, que um
sistema dissipativo ndo viola de nenhum modo um dos principios mais fundamentais da
Fisica: A conservacdo da energia — a energia total de um sistema isolado é sempre
constante. Quando se analisa um sistema isolado, pode acontecer que ele se constitua
 de varios subsistemas, de modo que, dentre eles, ha aqueles que fornecem mais
energia do que recebem de sua vizinhanga, e evidentémente, sdo considerados
sistemas dissipativos.

Este trabalho trata de sistemas quénticos dissipativos. Para caracterizar um
sistema quantico, é preciso que este seja descrito por operadores que representam
observaveis ef/ou uma fungio de onda. Um sistema quéntico que possui um operador
H independente do tempo que é associado a sua energia, € um sistema cionservativo.
A equagdo que descreve a evolugdo temporal desse sistema € a equacdo de
Schrodinger. Um sistema quantico dissipativo, entretanto, € um sistema em que a
energia ndo é conservada. Neste caso, mesmo sendo possivel atribuir um hamiltoniano
a sua energia, este serd uma funcdo do tempo. No entanto, ha sistemas dissipativos
em que nao é possivel fazer essa associa¢ao, de modo que usa-se a definicdo de valor
esperado para o calculo de sua energia. Esse tipo de sistema € caracterizado por uma
forca externa de natureza puramente dissipativa. Os sistemas aqui tratados levam em
consideracao as forcas dissipativas. ‘

O capitulo Il refere-se a um tipo de sistema quantico (analogo a um sistema
classico), em que a forgca dissipativa & proporcional a velocidade de deslocamento da
particula. A equagao que descreve este sistema é a equagdo de Shr()'dinger—l.__angevin1

oY 7 in v

Bt _ 0 gy = — (%
;Ihat 2mV Y+ VY + 27\?'"\}; f(t)¥ | 1.1

PropGe-se um tipo de solugdo’, cujos resultados sdo interessantes a luz da
interpretagéo fisica. Considera-se o potencial do oscilador, visto que inimeros
fendmenos que ocorrem na natureza apresentam caracteristicas oscilatérias. A funcao
de onda proposta como solugcdo da equacao (1.1) € composta de duas fungdes, uma



fungdo real e outra imaginaria; a parte real é solugdo da equagdo de Schrédinger
independente do tempo. O outro resultado obtido é a equagdo de movimento para o
" oscilador harménico classico dissipativo. Isto ndo significa que o sistema aqui descrito
pelo oscilador quéntico tenha um comportamento similar ao seu analogo classico.
Segundo o teorema de Ehrenfest, apenas os valores médios das variaveis dindmicas
que descrevem o sistema quantico tém um comportamento classico.

O capitulo 1ll trata de um sistema quantico em que se consideram os efeitos de
memoéria. De um modo geral, isto significa que a interagdo que caracteriza esse
sistema nao depende do tempo atual em que as medidas sao feitas, mas de tempos
passados. Sera mostrado que a equagdo que descreve este tipo de sistema, é a
equagédo de Schrédinger-Langevin com memoria,

2
Y P grg g 1 y\yjdt' (t—t)in—_:t)
a - 2m

\P(rt)

) -g(t)¥ 1.2

onde u(t-t') caracteriza a funcdo memoria do sistema. Para o caso em que a
igualdade p(t — t') = 8(t — t') for satisfeita, a equagao (1.2) reduz-se a equagéo (1.1).

O procedimento de calculo e a escolha da fungdo de onda para o sistema acima
descrito, foram similares ao sistema sem meméria. Os resultados ainda que,
semelhantes na forma, sdo mais abrangentes que os anteriores, pois levam-se em
conta os efeitos de memdria. _

Deve-se destacar que, nas demonstragGes das equacgdes (1.1) e (1.2), usou-se o
formalismo hidrodinamico® da mecanica quantica, que se caracteriza por introduzir uma
velocidade quantica relacionada ao momento da particula, isto &,

pY¥Y =m(v+iv,)¥

onde V é a componente real e \7i a componente imaginaria da velocidade quéntica, e

Y, a funcao de onda associada a particula. Explica-se essa velocidade, porque ha
sistemas quanticos em que a particula comporta-se de tal maneira que, na sua energ‘ia
cinética p? /2m, o momento p deve levar em consideracdo as duas componentes da
velocidade quantica, ou seja, a energia cinética da particula quéantica pode ser
negativa, ao contrario da energia cinética de qualquer particula descrita pela mecénica
classica. Um exemplo, € 0 caso em que a particula penetra em regiées que,
classicamente, seria proibida.
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No capitulo IV, calculam-se os valores esperados das variaveis dinamicas,
posicdo, momento e energia dos sistemas analisados nos capitulos Il e lll. Como se
justifica nesse capitulo, o uso de consideragdes probabilisticas na mecénica quantica é
fundamental para descrever quantitativamente os sistemas quanticos. Na mecanica
classica, a analise estatistica & apenas uma maneira pratica para tratar sistemas. muito

complicados.
A equacao de Schrédinger-Langevin foi primeiramente derivada por M. D.

Kostin', que a obteve a partir da equagdo de movimento de Langevin (dos operadores
de Heisenberg) para a descrigdo de uma particula browniana interagindo com um
banho térmico. No capitUlo Il deste trabalho, no entanto, deriva-se essa equagéao
usando a representagdo de Schrodinger da fungdo de onda, para a descricdo de uma
particula quantica interagindo com um meio térmico, cuja interagdo ndo apresenta
‘efeitos de meméria. Os resultados encontrados para ambas as representacdes sdo
equivalentes. No capitulo lll, até onde se sabe, os resultados obtidos sao inéditos.
Devido ao fato de que, sistemas quanticos que apresentam efeitos de meméria serem
dissipativos, até o momento ndo era conhecida uma ‘equag¢do de Schrédinger' que
descrevesse esses sistemas. No presente trabalho, generalizou-se 0 método proposto
por Kostin a sistemas em que se consideram esses efeitos.



CAPITULO I FORMULAGCAO HIDRODINAMICA DA MECANICA
QUANTICA E SISTEMAS DISSIPATIVOS SEM
MEMORIA

1 INTRODUCAO

surgimento da teoria quéntica deu-se a partir da divergéncia apresentada pela
O fisica classica, na segunda metade do século XIX e o inicio deste século, frente
aos resultados experimentais, tendo ocorrido na década de vinte o seu desenvol-
vimento matematico a partir dos trabalhos de Schrodinger e Heisenberg®*. Entretanto,
a equacdo de Schrédinger e o formalismo de Heisenberg passam a ter significado
fisico @ medida que as quantidades matematicas usadas tornem possivel uma
interpretacdo que possibilite 0 conhecimento de fenédmenos fisicos. Deste modo, os
trabalhos de Bohr’, Born®, De Broglie’ e Pauli® fornecem o que chamamos de
interpretacao usual da teoria quantica.

A teoria quantica trouxe incontestaveis prbgressos para um conhecimento mais
acurado dos fendmenos microscopicos. No entanto, seria erréneo considera-la como
uma teoria final, capaz de nos legar todas as informagdes possiveis no dominio do
mundo pequeno. Para os sistemas quanticos dissipativos, por exemplo, néo é possivel
(através da teoria quantica) descrevé-los completamente. Isto porque o Principio .da
Correspondéncia ndo conduz a uma relagdo de comutacao que esteja de acordo com
um dos principios mais fundamentais da mecénica quantica, o Principio da Incerteza de
Heisenberg. Além disso, ndo se deve arraigar a idéia de uma unica interpretagao

possivel do formalismo matematico de Schrodinger e, neste seh-tidol, paralelamente ao
| desenvolvimento da mecéanica ondulatéria e sua interpretagdo probabilistica,
desenvoiveu-se também uma interpretagdo alternativa da teoria quéntica. Essa
interpretacdo, em contraste com a usual, levaria a conceber cada sistema individual
como tendo um estado precisamente definido e cujas mudangas no tempo seriam
determinadas por leis definidas de forma analoga (mas nao idéntica) as equacdes
classicas de movimento. Segundo essas idéias, as probabilidades quanto-mecanicas
seriam consideradas como uma necessidade pratica e nao como uma manifestagao de
uma falta inerente na completa determinagao das propriedades da matéria no dominio
quantico®.
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De Broglie’, Madelung® e Rosen'’ sugeriram inicialmente que ao escrever a

funcio de onda no espago de coordenadas como ¥ = p"?e"¥™ (onde tanto p como S

sdo reais), pode-se interpretar p como a densidade de probabilidade de particulas
que possuem velocidade V= VS/m. Mais tarde, Bohm®'*™® desenvolveu de forma

légica e consistente o raciocinio acima, considerando ¥ como um campo atuante na
particula que satisfaca a equacao de Schrédinger e que 0 momento da particula esteja
restrito a p= VS. Era o seu ponto de vista, também, que ndo se pode predizer ou

controlar a localizagéo precisa de uma particula, mas tem-se na pratica um ‘ensemble’

estatistico com densidade de probabilidade p = ]‘Plz Além disso, 0 uso da estatistica

ndo seria inerente & estrutura conceituai, mas uma mera consequéncia da ignorancia
que se tem acerca das condi¢des iniciais da particula, isto €, como conhecer no

instante t=0, o momento e posicdo da particula. Paralelamente aos trabalhos de

415 Epstein'®, e outros, que atacaram o

Bohm, houve autores como Takabayasi
problema de uma reinterpretacdo do formalismo de Schrodinger. Nos ultimos anos com
os trabalhos de Rosen', Berkowitz e Skiff'’, Vigier'®®, Wong®, Kan e Grillin%

h*®*% e colaboradores, Hirschfelder?’ 25233

Bialynicki-Birula®?, de la Pefia-Averbac e
colaboradores e E. Nelson®', delineou-se de forma mais nitida a possibilidade de outras -
interpretacées do formalismo da teoria quantica de modo a atacar problemas quéanticos
- sob outro ponto de vista, como por exemplo, através de uma interpretacdo estocastica
para sistemas markovianos e do formalismo hidrodindmico da mecénica quantica. Esse
formalismo, que sera apresentado no préximo item, foi originalmente desenvolvido por
Madelung’, e os trabalhos mais recentes de sua aplicagdo sdo de C. A. Kuhnen?,
Fernando Cabral* e S. E. Michelin®.

A seguir, usando este formalismo, abordam-se problemas onde a energia ndo &
uma constante de movimento, isto &€, a energia € constantemente dissipada via uma
interagdo com o meio onde se encontra o sistema. Evidentemente este ndo é o Gnico
caso de dissipagédo, ha também dissipagdo devido aos graus internos de liberdade do
préprio sistema. O atrito seria uma forma na qual essa interagdo de um objeto cdm 0
meio, *cujos ‘componentes basicos’ tém dimenstes bem menores que o valor da
energia envolvida no processo, é manifestada macroscopicamente, mas ainda
quanticamente. Embora a concepgdo do atrito seja essencialmente classica e
macroscapica, existem alguns casos no qual ele pode ser tratado microscopicamente.

Como exemplos, tem-se a radiacdo de freamento, penetragdo de barreira,
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espalhamento de ions pesados e na interagio de um objeto quantico com o meio®.
Quando se estudam os problemas acima enumerados, ndo se podem trata-los
classicamente, pois os valores da energia, momento, posi¢éo, etc, sdo muito pequenos
(comparativamente da ordem de 7). Neste caso, a melhor forma de tratar esses
problemas é através de uma abordagem quéntica, mesmo que a resolugdo de
problemas com atrito em sistemas quénticos seja ainda uma questido em aberto. Sabe-
se que, para certos sistemas dissipativos, podem-se obter equagdes de movimento que
contenham termos dissipativos, representando a forca de atrito. Este procedimento tem

40,41, etc.

sido adotado por autores como Denman®’, Bateman®®, Lemos®**, Havas

E notavel o contraste entre a facilidade com que se podem tratar forcas de atrito
em mecanica classica e a complexidade que envolve o seu tratamento quantico. Uma
das razdes para o contraste entre esses trafamentos da friccdo é que a mecanica
quantica é baseada conceitualmente na existéncia de hamiltonianos e, para um
sistema classico, é suficiente medir as for¢cas de atrito e inclui-las nas equagdes de
movimento de Newton. Desde que forgas de atrito ndo possam ser introduzidas de
maneira convencional no formalismo hamiltoniano, apesar de existir tentativas para

isso35,40,42

, & costume estudar os problemas quanticos como um sistema totalmente
fechado. Por exemplo, considerando uma particula dissipando energia em um meio
viscoso, trata-se como sistema fechado a particula mais o0 ‘meio viscoso. Qutra razao
para esse contraste seria a complexidade matematica que envolve as solugdes, nem
sempre se consegue encontrar solugdes analiticas para o problema. Nestes casos,
utilizam-se. o método das tentativas, solugdes que poderiam satisfazerv alguns dos
resultados experimentais, porém nem sempre da bons resultados.

Tendo em vista 0 que argumentou-se, diferentes autores tém procurado um
caminho mais facil e mais pratico para a resolugdo de problemas quanticos
dissipativos. Assim, é que autores como Stoker e Albrecht’, M. Razavy®** e K.
Yasue®, partindo da observagao de que a equagao classica de Hamilton-Jacobi pode
ser generalizada para acomodar forcas de atrito que dependam essencialmente de
uma velocidade arbitraria, tentam solucionar problemas aqui colocados. Embora nédo

40,41
1

seja possivel obter um hamiltoniano convencional que contenha tais forgas a

generalizagdo da equagao de Hamilton-Jacobi ajuda a encontrar uma equagdo de
movimento que descreva o fendmeno observado.

46,47,48,49

Alguns trabalhos tém sido publicados por Caldeira e Leggett , que tratam

da aplicagdo de sistemas dissipativos na mecéanica quéntica.
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Uma equacio linear bastante utilizada em sistemas quanticos dissipativos é a
equacao de Schrodinger-Langevin (11.41). Neste caso, a forga dissipativa que os carac-
teriza & proporcional a velocidade linear da particula quéntica. Como salientou-se no
capitulo |, essa equagao foi primeiramente descoberta por Kostin e foi determinada a
partir das equagbGes de Heisenberg. Posteriormente outros autores, utilizando as
relacées de comutagdo associadas a propria mecénica estocastica de Nelson®', dentre
eles destacamos Yasue®™®', J. Messer®®, M. Razavy***, K. K. Kan e J. J. Griffin*’ e S.

5455 rederivam a equagéo de Schrédinger-Langevin.

Kagerstam
Neste capitulo abordar-se-a esse tipo de sistema quantico dissipativo e, através
da formulagdo hidrodindmica da mecanica quantica, deriva-se a equagdo de

Schrédinger-Langevin.

2 FORMULACAO HIDRODINAMICA DA MECANICA QUANTICA

derivagdo das equagdes, nas quais se baseia o formalismo hidrodindmico da
A mecanica quantica, sera feita seguindo-se os trabalhos de Bohm® e Madelung™ e
as idéias recentes apresentadas por Hirschfelder”’?*?**_ Na representagio de coorde-
nadas da mecéanica quéantica o operador momento de uma particula é definido por

p=-iZV. O formalismo hidrodindmico sugere a introdu¢do de uma velocidade

quantica relacionada ao momento de uma particula de massa m através da equacao
pY = mV¥ =m(V + V,)¥ R

onde V e V, sdo fungdes reais que representam, respectivamente, as componentes

real e imaginaria da velocidade quantica vV, e W a fun¢do de onda que descreve o

comportamento da particula; no caso classico, temos V, =0 e p=mV. Explica-se a
velocidade \7i, porque ha sistemas quénticos em que a particula comporta-se de tal

maneira que, na sua energia cinética p2/2m, o momento P deve levar em

consideragéo as duas componentes da velocidade quantica, ou seja, a energia cinética
da particula quantica pode ser negativa, ao contrario da energia cinética de qualquer
particula descrita pela mecanica classica. Um exemplo, € o caso em que a particula
penetra em regides que, classicamente, seria proibida. Deve-se enfatizar que o forma-
lismo hidrodindmico da mecanica quéntiéa é descrito através de fungbes vetoriais em



vez de operadores. Com isso, pode-se expressar V e \7i em termos da fungdo de

onda, tomando a complexa conjugada da equacgao (ll.1)
\ P Y =m(V-iv,)¥"

e reescrevendo as equagdes (I1.1) e (lI.2) como

VY, = P
Wi =gPn
Vit = p‘\P*
"yt m

1.2

I3

.4

As equacdes (11.3) e (11.4) sao basicas no formalismo hidrodinamico, pois a partir

delas e da equagdo de Schrddinger, obtém-se as equagdes da conservagdo da energia

e da continuidade. Comega-se por escrever, sem perda de generalidade, a funcéo de

onda como

Y= p1/2 eiS/h

.5

onde p e S sdo reais. Note que a fungio de onda assim definida permite separar a

equagao de Schrédinger em uma parte real e outra imaginaria; com esse objetivo,

substitui-se a fun¢do de onda definida em (11.5) na equagao de Schrédinger



obtendo para potenciais independentes da velocidade

) .
1p¥_ S, hoy v 1.6
¥ 2m ot 2¢at

Expandindo o lado esquerdo da equagao acima, vem

1 .
- = ° = oV +Iiv. )W
¥ 2m 2\Pp m 2‘Pp ( ) L7

2

Substituindo a expressao para —\i]— dada na equacdo (Il.7), na equacgéo (ll.6), e

igualando as partes reais e imaginarias de ambos os membros, obtém-se

5, 1mv2 —1mvi2 +V+EVo\7i 1.8
o 2 2 2
e
2P i, - Rvoy 9
2 ¢t 2 ,

. VS
V=—o I1.10
m .
- hv '
Vo=— P .11
2m p

—— ,J{;h._ R,



Inserindo esta Ultima expressao para \7i na equacao (il.9), resulta

% 5 |
at+Vo(pV)—0 12

que é a equagdo de continuidade para um fluido com densidade p e velocidade V. Por
este motivo, o desenvolvimento aqui adotado & chamado de formulagdo hidrodindmica.

56,57

Mas para sistemas quanticos a equagao (I.12) é apresentada como uma equagao

de continuidade para a densidade de probabilidade, ou seja,

op -~
at+VOJ—0

onde p=[¥|° & a densidade de probabilidade e

J=(in/2m)(¥Ve" - ¢ VY)

é o fluxo de densidade de probabilidade. A relagdo entre V e J é dada por V = j/ P
relacio usada inicialmente por Madelung™, Landau® e London® para definicdo de V
na formulag¢ao hidrodinamica. 7

Examina-se agora a equagéo (l1.8) para os estados estacionarios E = —9S/ét,

de modo que

E=1mv2'—-1—mvi2+V+EVovi2 .13
2 2 2

.

Utilizando as definigcbes para Ve \7i dadas nas equacgdes (l.10) e (l.11), pode-se

escrever a equacao (Il.13) como

2 12
v- 2 A
2m 2m p'?

.14

10
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_/
que é uma generalizagdo da equacdo de Hamilton-Jacobi da mecénica classica;

tomando o limite # — 0, S é a solugéo da equagéo de Hamilton-Jacobi®

S (vS)?
—+—+V=0 .15

ot 2m.
Isto implica que a particula descreve uma trajetéria classica, mas existe alem do
potencial externo, a influéncia de um potencial quéntico

12
v n Ap

quantico = _En—q p1/2 .16

que provém da interagdo da particula com seu préprio campo ¥, segundo D. Bohm®'2

Isto explica porque uma particula ndo pode alcangar pontos onde a fungéo de onda &
nula, pois para estes pontos o potencial quantico torna-se infinito. Além do mais,
salienta o. efeito de uma medida sobre o estado quantico de um sistema, pois ao se

efetuar a medida de um observavel, altera-se o campo p levando a uma alteragdo no

potencial quantico e, portanto, na descricao do movimento da particula.
Um limite da equagéo (1.14) que teria algum interesse, corresponde ao caso

das funcoes de onda com parte-espacial real. Neste caso, a velocidade quantica possui

apenas a componente imaginaria, e a equacao (11.13) pode ser escrita como®*®'!

E-V=EVo\7i—1mvf
2 2

017

que é uma equacgao multidimensional de Riccati. Note que a equacgao (Il.17) deveria ser
escrita formalmente como

v=ly.y 1mvi(n,2 .18

E(n) - 2 itn) ~ E

onde E ,, é a energia do n-ésimo auto-estado de H, e V,,, & a componente imaginaria

da velocidade quéntica

11
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Vi = —%v@mm

onde ¥, é a autofungdo correspondente ao n-ésimo estado. A equagao (Il.18) por se

tratar de uma equagao diferencial de primeira ordem, embora nao linear, pode ser
integrada numericamente de forma mais rapida, em alguns casos, do que a equagao
de Schrédinger correspondente®™®!, fomecendo como era de se esperar os mesmos
resultados®. Neste ponto, é importante frizar que o procedimento seguido na
formulagéo hidrodindmica original, € sempre no sentido de que, a partir da equacao de
Schrédinger, pode-se obter a equagao de continuidade (I.12) e de Hamilton-Jacobi
generalizada (l1.14), sendo que esta descreve a conservacdo de energia do sistema
para os casos estacionarios.

I1.3 EQUAQAQ DE SCHRODINGER-LANGEVIN

E m geral, quando se estuda um sistema classico dissipativo, a forca de atrito
possui uma expressao conhecida e, neste caso, pode-se montar uma equacao de
movimento dada pelas leis de Newton. Considere-se, por exemplo, um sistema classico
que consista de uma particula movendo-se em um meio viscoso sujeito a agao de uma
forca resistiva proporcionai a velocidade de deslocamento dessa particula.

A equacao classica de movimento que descreve esse fenémeno é da forma

d’r dr - ,
m— + —=F=-VWV n19
o T at |

onde M é a massa da particula, T o vetor posi¢io, ¥ o coeficiente de atrito e V & um
potencial externo.

A equacgdo (I1.19) ndo pode ser derivada de um lagrangeano convencional
L= mu2/2+V, mas é possivel, através de condigdes adequadas, encontar um

lagrangeano modificado que conduza a essa equagdo. Isto tém sido feito por muitos

33,35,40,62,63,64

autores e ndo interessa mostrar aqui os passos que fornecem esse

lagrangeano. O lagrangeano modificado é da forma

12



J— e T - "“—\-g:\:w-—.-——v-—-.—“.__ -

L= Bmu2 +-V} exp(1t)

Aplicando as equagdes de Euler-Lagrange na equag¢ao acima, nota-se que a
equagado de movimento obtida para o sistema classico dissipativo, é a equagao (11.19).

3537:39.55648887 hara descrever sistemas

Esse lagrangeano é apresentado por autores
classicos dissipativos, onde a forca de atrito & proporcional a velocidade de

deslocamento. O lagrangeano modificado difere do lagrangeano de uma particula, nao
sujeita a for¢cas de atrito, pelo “fator integrante” exp(yt) 3 O interesse neste momento,
€ atacar os problemas quanticos dissipativos. _

Aborda-se o problema do oscilador harménico que, por ser um caso mais
simples, sdo inumeros os fendmenos que ocorrem na natureza que apresentam
comportamento oscilatério.

Para uma particula de massa M sob a agcdo de um potencial (D(F,t), um

lagrangeano que descreve este movimento € da forma
1 . .. \2 - :
L=§m(u+|ui) +@(f,Y) , 1.20

onde CD(F,t) € um potencial quantico que pode ser complexo. Separando o
lagrangeano dado pela expresséo (I1.20) em uma parte real e outra imaginaria, tem-se,
respectivamente '

BRI N z
L, =5 mu*—-—my, +Red(T, 1)

.21
L, =m(lod,)+Ima(F,1)

Aplicando a equacdo de Euler-Lagrange generalizada na parte real do lagrangeano

(.21), obtém-se uma equagao do tipo F = MA que descreve sistemas quanticos®"*

d . d . -
at™a— g M = ~V[Rea(r, )] .22

13



A equacdo de movimento (I.22) deve ser generalizada para incluir forgas
dissipativas que dependam linearmente da velocidade. Forgas dissipativas que nao
dependam linearmente da velocidade como, por ekemplo, aquela em que a
dependéncia se fagca com o quadrado da velocidade®, ndo é de interesse trata-los
nestevtrabalhc.). |

Assim, a equagdo de movimento que descreve o caso de uma particula de

massa M sob a agdo de um potencial externo, deslocando-se com uma velocidade U

em um meio viscoso &,

d . d _ - -
amu—d—timui+myu=—V[Re(IJ(r,t)] - I1.23

onde

—

F...o = Myu .24

representa a forca dissipativa proporcional a velocidade U de deslocamento. A
equacao (l1.23) foi obtida por analogia com o caso -classico, equagao (l1.19). Como a
equacgao (11.23) ndo pode ser derivada da parte real do Lagrangeano (l1.21), pode-se
encontrar um Lagrangeano modificado que conduza aquela equagdo. Do mesmo modo
que anteriormente, nao se mostram os passos que fornecem o seguinte Lagrangeano33

L = B mu? — %muf +Red(r, t)} exp(yt) 11.25

Similarmente, aplicando a equag:éo de Euler-Lagrange generalizada na equa§éo
acima, a equagao de movimento obtida coincide com a equagado (1.23). O fator
integrante exp(yt) nao é ing:luido na parte imaginaria do lagrangeano (1.21), pois
desse lagrangeano obtém-se uma equagdao de continuidade, a qual expressa a
conservagdo da densidade de probabilidade do sistema, e esta densidade de
probabilidade nao se altera, pois a dissipagdo ocorre somente na enérgia.

Como foi visto, o lagrangeano dado pela equagdo (Il.25) fornece a seguinte
equagao de movimento

14



d . d . . -
M- d—timui +myli = ~V[Re d(F, )] | 11.26

e da parte imaginaria do lagrangeano (11.21), obtém-se

d . d _ )
am“i-atjmw—V[‘lmcD(r,t)] . .27

Das equacgbes (I.26) e (11.27) é possivel obter uma equacdo semelhante a
equagdo de Schrodinger que trata de sistemas quanticos dissipativos, cuja forca
dissipativa é dada pela equagao (I.24). Para isso, faz-se as seguintes transposicoes

Ut t,) - V(1)

11.28
a(tt) - V(R
- @ desde que o potencial (IJ(F,t) seja colocado na forma
in_ - ‘
afr,t) = —5 VeV +V(r) 11.29
onde
V= V+iv,

As velocidades G(t,ti) e «fli(t, ti), sao as velocidades real e imaginaria para o

formalismo de particulas e as velocidades \7(X,t) e \7i(x, t) sdo as velocidades real e
imaginaria para o formalismo hidrodinamico, definidas nas equagdes (Il.3) e (Il.4). O
potencial quantico dado pela equagéo (11.29) contém dois termos: um potencial externo
V(r) e um potencial que caracteriza a natureza quéntica do sistema, expresso pela
constante % e pela velocidade quantica V definida na equagao (I1.1).

Fazendo um ligeiro comentario, deve-se ter em mente que, ao introduzir os
parametros t e t,, esta-se tentando tratar o "tempo quantico” como uma grandeza bidi-

mensional, possivel de representagdo em um sistema de coordenadas®® com

15



componentes (t,ti) , tal que, ao se efetuar a transicdo a mecanica classica, este tempo

quantico devera tornar-se o parametro tempo como se conhece usualmente.
Portanto, com o auxilio das transposi¢ées (11.28), do potencial (11.29) e das
derivadas hidrodinamicas

d 0
a VeVt
11.30
d - %,
@ 7 VeVt

a equagcao (I1.26) fornece

N A . 1
m(V o V)V+—=mi - m(V; o V)V, + myv = —V{EV oV +V(r) |
a derivada parcial em t; é nula, pois a fungéo \7i nao possui uma dependéncia explicita

com o tempo t,. A equacgéo anterior torna-se, apos desenvolvé-la,

1va2 - 1vai2 +'—h-—a—(vﬁmlp—) +ﬁyV@mql_ =-V EVo\‘/i +V(r)}
2 2 2 ot ¥ 2 ¥ 2

Integrando de forma conveniente a expressao anterior, tem-se

1, 1, in 6@ Y oin [m‘l’ —[gVoVﬁV(r)}'f(t) 11.31

2 2 TR e T2y

Face a integragao, f(t) é uma fungo somente do tempo.

A equacao (ll.31) é analoga a equacdo de Ricatti para os sistemas sem
dissipagéo, e denomina-se, entdo, equacdo de Ricatti modificada. As velocidades real
e imaginaria definidas nas equacgdes (11.3) e (ll.4) sdo, agora, substituidas na equagéo
(11.31), de modo que,

16



e (V\P*)er(vw)z_zV\P* VY| R (vw*)2+(vw)z+ VY VY
smi\¥" /) \¥ ¥ ¥ | 8m|\ ¥° v vy

hoy ¥ A2 (V‘P*)z vay* (vw)z VY
+—— = = +—- +
2 ot N7 X7 v ¥

—V(r) +(t)

Eliminando e agrupando os termos semeihantes, chega-se a

* * 2
fy_nop ¥ i oy W V‘f’ R v ns2
2ot T 2 ot \P 4m 4

Usando, agora, as mudangas de variaveis (l1.28), o potencial e as derivadas hidrodi-
namicas na equacgao (I1.27), tem-se

- . 0 - - ~ h_ -
m(Vo V)V, + M+ m(V, o V)V = V(—2~V 0 v)

de modo que, pela definicio de V;, a derivada parcial em t; é nula. Apés desenvolver

essa expressao, segue
. hd oo
mv(vov. —--—(V@ LP“\If) = V(—Vov)
(Vo¥) 2\ " 2

E integrando convenientemente a expressao acima, vem

m(Vov)—E—/f o \IJ_ZV v .33

Substituindo a velocidade imaginaria Vi na ultima equacao, e sabendo que p = vy,

obtém-se

17



o que fornece a equagao
0 -
Ep +Vo(pl)=0 1134

que é a equacgéo da continuidade, ja apresentada na se¢ao anterior.
Substituindo na expressdo (1.33) as velocidades real e imaginaria, e depois
eliminando e agrupando os termos, vem

in? | V¢ VY
p* b 4

ou ainda

2 \u* 2
BOf gy | VE V¥ .35
2 am| ¥ R 4
Adicionando as equagdes (11.32) e (11.35), e apds simplificagdo, obtém-se
ag’ 2 » *
mo¥ L vrwve s Mol iy 1.36
2 ot 2m 2 ¥

A ‘constante de integragdo’ f(t) que aparece na equacdo acima pode ser avaliada

usando-se a condi¢ido de que o valor da energia total do sistema E(t) é igual ao valor
esperado da energia cinética (Zm)_1 <p2> mais o valor médio do potencial de interagdo

(V), ou seja,

E(t) = —2—1r-n—<p2> +{V) .37

onde assume-se o0 problema em uma dimensao, isto é,

18



E(t) = in [\¥"(x t)g—tw(x,t)dx

2

(p?) = -n? J“P(x t)aa7\l’(x, t)dx 11.38

= [ (x )VO0¥(x ax

A primeira das equacdes acima é a definicdo de energia total usada por Kostin',

54,55

Skagerstam e outros autores para os sistemas dissipativos. Multiplicando a

equacao (11.36) por \P*(X, t) e integrando, obtém-se

« 0¥

lhI‘P ~—dx= *alP

J“P VWdx + j\P VWdx 1139

onde V, é o potencial n&o linear da forma

V,(xt) = %yﬁm q;(()(xt;) _f(t)

Como este potencial € uma funcdo do tempo, isto mostra que o sistema aqui
descrito é dissipativo. Pode-se ver isto de imediato na equacgéo (11.36), onde os dois

Ultimos termos do lado direito dessa equacao é o potencial VL(x, t) multiplicado pela

funcdo V. Tendo em vista as equacées (I1.37) e (11.38), da equacéo (11.39) tira-se
j YV Ydx = 0

Como o valor esperado de uma constante é ela mesma, obtém-se da udltima expresséo

f(t) = i—;l—y:_[‘l’* (x, t)@m \I;((x),(t;) \¥(x, t)dx| I1.40

19



e a equacao final (11.36) toma a forma

¥ K in v oin
ih= = - g2y vy s Doyl = -2 \yjqf@r
&t 2m 2 y 21T

KIJ*
.Ydr I.4
7 \ .41

A equagso (11.41) foi obtida primeiramente por Kostin' que a derivou a partir das
equagdes movimento de Heisenberg, e recebeu o nome de equagdo de Schrodinger-
Langevin. Esta equacdo também foi derivada por outros autores para descrever
sisterhas dissipativos corh forcas de atrito linear; dentre esses autores pode-se
destacar M. Razavy, que obteve a equagao de Schrédinger-Langevin utilizando-se do

método de Schrédinger, o qual define um funcional [(S) e procura o seu extremo

associado S com a equagao classica de Hamiton-Jacobi.

A equacao (ll.41) possui uma classe de solu¢des nao triviais e essas solugdes
tém a propriedade de serem assintoticamente estacionarias. Devido a este fato, pode
ser demonstrado, mas nao o faremos aqui, que essa propriedade determina uma unica
solucao para aquela equagao.

Kostin, J.Messer, Skagerstan, M.Razavay e outros, propuseram fun¢des de
onda que fossem solugdes da equagdo de Schrédinger-Langevin, e com isso obtiveram

a energia total € a energia dissibada do sistema.

A seguir, & proposta uma fungdo de onda (analogo a fungdo proposta por
Kostin) que satisfaca a equacgao (1.41). Neste trabalho escolhe-se como potencial de
interagéo V, o potencial do oscilador harménico, apresentado em diversos trabalhos da

literatura especifica.

1.4 SOLUCAO DA EQUAGAO DE SCHRODINGER-LANGEVIN

C onhecendo-se a fungdo de onda W que satisfaca a equacdo de Schrédinger-
Langevin, podem-se encontrar as expressdes para as componentes real V e
imaginaria \7i da velocidade quantica e, ainda, obter as energias total e dissipada do

sistema quantico em estudo. O potencial considerado é

V(x) = %mmzx2 .42

20



Para a fungdo de onda ¥, uma solugdo possivel é da forma

g, b |mx§(t)

i

H(x,1) = ¢, (x - &) expL- +ik(t) J .43
A escolha é conveniente por ter um aspecto geral. Como seréa visto adiante, a
fungao ¢,,(x—-é‘,) descreve os varios estados do oscilador harménico quéntico, ao

passo que antes, tinha-se um estudo que descrevia apenas o estado fundamental do
oscilador. Nas demonstragdes recorre-se ao espago de uma dimens3o.
Reescrevendo a equagéo (11.43) em forma mais adequada, tem-se

Y=g e—ient/hfimx&/h-fik : I1.44

Levando as equagbes (1.42) e (ll.44) na equacdo (I.41), e desenvolvendo todos os
calculos, chega-se a

2%, L YT YR I
B b= om o Mo M et
1mmzxz¢n + meé_,d),, - myaid)n

2

Fazendo a troca de varidveis n=X-§&, ou X=n+E&, e desenvolvendo a Gltima

expressao, resulta

-mméd, ~ mmyéd, — Mo &, = ~€,0, — h—a L2 + 1mco n’p, +
m on’ 11.45

hk(bn + mgéd)n +5m®2§2¢n + %mé.,zd)n

Os termos do lado esquerdo da'equagéo (11.45) fomece a equacdo de
movimento do oscilador harmdnico classico dissipativo, onde y é o coeficiente de

atrito, e os trés primeiros termos do lado direito serdo.termos da equacao de
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Schrédinger se, a solugdo ¢, for solugéo desta equacao. Portanto, da equacao (11.45),

tiram-se
5 azd) 1 2
=-—— D4+ —m 11.46
€,0n om ot T2 0",
e ainda
E+yE+0%E=0 I1.47

de modo que K é uma fungio de &(t) e de sua derivada primeira.

A solucdo da equacao (I1.47) é a conhecida solugio da equagdo de movimento

do oscilador harménico classico dissipativo, e tem a forma

2\ 12 '
E(t) = A, exp(—%t) cos{(mz - 14—) t+ 8] I1.49

onde A_ e & sdo constantes. Note, entdo, que a equagdo de Schrédinger-Langevin

possui toda uma gama de validade, desde que &(t) possua a forma da equagéo (11.49)
para o caso linear.

Portanto, a fungéo de onda pesquisada lP(x, t) tem a forma dada pela equacéo
(11.43), onde a fungédo ¢,,(x— &) é solugdo da equacdo de Schrédinger e €, sdo 0s
valores para a energia correspondentes. Este trabalho restringe-se ao oscilador

harménico quéntico, de modo que, €,, s&o os autovalores da energia referente aos

auto-estados ¢, deste oscilador, ou seja,

onde
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é a equacao de autovalores para o oscilador harmdnico quantico.
Deve-se entender que H_ ndo é o operador associado a energia do sistema

quantico aqui considerado. Como este sistema é de natureza dissipativa, com uma
forca de atrito linear, encontrar um hamiltoniano que se associe a sua energia, seria

permitir usar um operador momento da forma P= (h/l) exp(yt)V (como é discutido no

capitulo IV), de modo que esse hamiltoniano nao iria satisfazer as regras de
quantizacdo de Heisenberg, e que conduziria a relagdo de comutagao incorreta para os

operadores p e X. Note que H_ estd associado ao autovalor da energia €, e a

autofuncdo ¢, do oscilador. Isto pode ser confirmado através da equacdo (I1.46), de
onde obteve-se a equacao de autovalores, que & a equagao de Schrédi'nger indepen-

dente do tempo, e a solugdo de ¢, é dado pela equacgao (11.52) em termos dos polind-

mios de Hermite na variavel 1. Portanto, a solugdo que descreve a evolugao temporal

do sistema quantico descrito pela equacgéao (Il.41), é a funcao de onda (11.43); e como
argumentou-se no inicio deste capitulo, nao ha um operador hamiltoniano associado a

essa fungdo e a energia total do sistema fisico. Observe que a fungédo &(t) satisfaz a

solugdo da equacgao de movimento do oscilador harménico classico dissipativo.
Conhecida a fun¢do de onda da equagao de Schrédinger-Langevin, pode-se

calcular os componentes, em uma dimens&o, das velocidades real e imaginaria, V e

\7i . Das equagdes (11.3) e (11.4) obtém-se

Vi =& 11.50

X)

h 129,

Vi =~ 11.51
m ¢, oX

Sendo ¢, solugdo da equagéo de Schrédinger para o potencial harménico, e dada por

¢.(x-&)=C, exp[—%'%(x ~ E,)Z}Hn(x - ) 11.52
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temos, entdo, para a velocidade V,

' n 1 oH
Vi = 0(X— &) - ————"—~ 11.53
mH, &(x-¢)
A constante C é a constante de normalizacéo e H'n(x-— &) sdo os polindmios de
Hermite.
E importante notar que, na literatura académica, ¢, € fungdo apenas da

variavel X quando em uma dimens&o. Aqui, entretanto, ¢, é fungdo da variavel X — &
onde £ é fungdo somente do tempo; foi de grande conveniéncia esta escolha face aos
resultados encontrados, os quais nao diferem aos da literatura especifica.

E facil ainda comprovar a validade da fungéo de onda ‘P(x,t) verificando se

ela é solugio da equagio de continuidade. Sendo p = YW, da equagdo (II‘.34), tem-

se

ou

O (romi\ O funie\

——(W E)+ < (¥w")=0 I1.54
X ot

é a equacgdo de continuidade em uma dimens&o. Substituindo agora a fungédo de onda
‘I’(X,t) e sua complexa conjugada ‘I’*(x,t) na equagio acima, e desenvolvendo-a,
obtém-se uma identidade que comprova a validade da fun¢éo de onda proposta.

Em seu trabalho, Skagerstan55 define as velocidades real V e imaginaria \7.,,

respectivamente, por velocidade de corrente V e velocidade estacionaria i, e estas

guardam a mesma forma das expressoes encontradas para o estado fundamental, isto
é,
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11.55

As equacgdes (I1.50) e (11.53) sdo as expressdes para as velocidades real e
imagindria para os demais estados do oscilador harménico aqui considerado. E
interessante observar que, independente do estado quéantico, a componente real da
velocidade quantica, em uma dimensao tem valor sempre definido por

V(x) = E.»(t)

1.5 ENERGIA

ara alguns casos de sistemas quanticos nao dissipativos, a energia do sistema é
P um valor conhecido, ou pelo menos de facil determinagao, e pbssui niveis
caracteristicos, isto €, a energia de cada estado é conhecida. Porém, quando trata-se
com um problema quantico dissipativo a energia nem sempre possui um operador
definido, ou seja, a energia nao € uma constante de movimento. A energia e o
hamiltoniano diferem justamente devido ao fator que descreve a dissipacdao, ou mais
claramente, a energia total do sistema, neste caso, ndao pode ser colocada como a
soma da energia cinética mais energ'ia potencial.

Entretanto, nada impede de uma tentativa para escrever essa energia total em
termos de valores médios. Utiliza-se, entao, o valor médio da energia cinética mais o
valor meédio da energia potencial para obter a energia total do sistema. Isto pode ser
feito recordando-se da definicao dada pela equacao (l1.37), onde

E(t) —2 5 (E(t) = <§m>+<v) 1156

Na mecénica quantica, o que importa, sdo os valores médios dos observaveis
ou as probabilidades dos autovalores desses observaveis. Assim, a definicdo de
energia neste trabalho sera em termos de valores médios. Porém, parte-se diretamente
da equacgéo de Ricatti modificada obtida na secéo (II.3).

25



A equacdo de Ricatti modificada foi obtida através da equagao de movimento
(11.26) e pode ser escrita como '

LI S P Vv, + Ih@‘ﬂ/\P —Eya@m

+1f(1) .57
onde f(t) & dado por
(t)= | —y _[\If %—— Pdr

Observe que o lado esquerdo da equacéo (I1.57) é composto pela soma das energias
cinética e potencial, enquanto que o lado direito contém os termos responséveis pela
dissipagao da energia do sistema.

Calcula-se agora o valor médio dos termos da equacgao (11.57). Assim,

<—;-mv2> - <%mvi2> + <ZV o \7i> +(V) = —<%67‘u%*> —~

<'h 24, % > (fct)

278ty

[1.58

Entende-se aqui como valor médio a integragio dos termos da Ultima equacao,
com base na definicdo sugerida pela equac;éo (11.56). Rigorosamente, o valor médio na
mecanica ‘quéntica refere-se a operadores. O lado esquerdo da equagdo acima
representa o valor médio da energia cinética mais o valor médio da energia potencial e
 que, pela nossa definicao, nada mais é que o valor da energia total do sistema. Assim,

E(t) = <%mv2> - <%mv,2> <Z Vo > (V) 1.59

Utilizando as equagdes (11.42), (11.50) e (11.51) na equagéo anterior, tem-se, em uma
dimensao,
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__1 'z K’ 18¢ 24,2
E(t)—2m <2m¢n o >+<2mcox>

Tendo em vista a equagdo de Schrédinger para o oscilador harménico quénti'co,
equagdo (11.46), e fazendo a troca de variaveis de X por n+& na ultima equagao,

obtém-se

E(t)=¢, + %méz +%mw2&2 S 11.60

Da equacdo acima, pode-se concluir que os valores iniciais da fungdo £(t) e de sua

derivada é(t) determinam os valores iniciais da energia do sistema.

O lado direito da equacéo (11.58), por razdées obvias, deve também fornecer o
valor da energia total do sistema. Assim,

E(t) = <'h O, F >— <i—2h—y6m%*>‘+ (f(t)) .61

Utilizando a fungdo de onda ‘P(X,t) e a constante de integracdo f(t) na equa§éo

anterior, e desenvolvendo-a, tem-se
E(t) = &, — (mxE) — (myx&) + my&E - ik

Das equagdes (11.47) e (11.48), a equagao acima fornece para E(t)
E(t)=¢, + lmz‘;z + 1mm2§2
"2 2

que € o mesmo valor da equacéo (I1.60). Note que esta equagao deveria ser escrita
formalmente como o
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E(t)=¢, +—mE* +—mo 2’

pois, para cada estado ¢, do oscilador harménico, E_(t) é o valor da energia para o

~ estado correspondente.
Para obter a energia dissipada em fungdo do tempo basta derivar a equagao -
(11.60). Desse modo

E(t) = mEE + mo 288

e recordando a equacio (11.47), obtém-se

E(t) = —myE? .62

A equacgao acima descreve a taxa de variagdo da energia total do sistema em funcéo
do tempo. Note que esta variagdo representa a energia dissipada face ao sinal
negativo, e é proporcional ac coeficiente de atrito. _

E feito agora uma analise da equagao da energia total. Como ela depende da

fungdo E(t) e de sua derivada primeira @(t), sem perda de generalidade, toma-se o

fator de fase nulo, & = 0, de modo que

2\ 12 .
E(t) = A, exp(—%t) COS[(Q)Z ~ YT] t} 11.63

2\ 12
ég(t)————A exp( ét) cos[(m —77) t}—
2\ V2 N\ 12
Ao(m"—%) exp(—%t)sen[(mz—%) t}

Assim, para t << 1, as equagées (I1.63) e (11.64) fomecem

i1.64
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E)so = A
11.65
b0 =~ LA,
Logo, o valor da energia no limite t —> 0, é
1 a2 1 L,
E(t)lm =g, +gM*A +5Me’A” 11.66
e do mesmo modo, para t >> 1, as equagdes (11.63) e (I1.64) fornecem
(t), . =0 |
| ‘?( ) e .67
). =0
Logo, o valor da energia no limite t > o, é
EM). =, | .68

Vé-se que, inicialmente (t = 0), a enérgia possui um valor maximo conhecido que é
especificado em termos da constante A _ em conseqiiéncia da dependéncia da fungéo
E(t) com esta constante. Porém, a energia dissipada em fungdo do tempo, para o
limite t-— o0, possui um valor nulo, isto & o sistema ja encontra-se no estado
estacionario e, conseqﬁentementé, néo sofre mais dissipacio. No limite t —» 0, a taxa
de dissipagio tem um valor maximo dado pelo valor que a constante A_ assumir.

- Assim,

E(t) o = - % my*A 2 11.69

Nemes e Piza® usando operadores, obtiveram uma expressdo para a energia
dissipada que possui a mesma forma da equacao (1.60), ou seja, a energia dissipada
pelo sistema € uma fungdo exponencial dependente do tempo. Kostin', também
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usando operadores (de forma idéntica & primeira das equagées (I1.38)), obteve uma
expressdo mais geral para a energia dissipada, mas ainda guardando a forma
exponencial na dependéncia temporal.

Skagerstam, utilizando uma definigcdo de operador energia na forma

E— (E, )= -§%<;x—22> +{0) 11,70

obtém para a energia total do sistema a mesma equag¢ao aqui encontrada, onde a
energia total do sistema depende dos valores da fungdo £(t), de sua derivada primeira:

e mais a energia do estado estacionario.
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CAPITULO llI SISTEMAS DISSIPATIVOS COM MEMORIA

li.1 INTRODUGAO

o capitulo anterior argumentou-se que, quando se éstuda um sistema classico

dissipativo, pode-se montar uma equag¢do de movimento dada pelas leis de
Newton. Pode-se também, através de certas condi¢des, encontrar um lagrangeano que
conduza aquela equacao. Quando se estuda, porém, um sistema quantico dissipativo,
encontrar um lagrangeano que conduza a uma equagdo que descreva a evolugéio
temporal desse sistema, por exemplo, a equacao (ll.19), surge uma dificuldade
inerente ao problema. A mecanica quantica por ser baseada conceitualmente em
hamiltonianos, forgcas de atrito ndo podem ser incluidas de maneira convencional nesse
formalismo. Entretanto, autores como Kostin!, O'Connell e colaboradores, e outros,
usam a representacdo de Heisemberg e a definicAo de valor esperado para os
operadores, no calculo das equacgdes que descrevem a evolugio temporal de sistemas
quénticos dissipativos. _ '

A equagao (11.26) que representa a equagado de movimento de uma particula de
massa M sob a acdo de um potencial deslocando-se com velocidade V em um meio
viscoso, tem o lagrangeano dado pela equacgao (11.25). Nem sempre, porém, é facil ou
possivel encontrar um lagrangeano que forneca uma equacio de movimento para o

sistema dissipativo, sendo melhor obter uma equacdo do tipo F=ma e tratar o
problema quanticamente. Seguindo a Nelson®', assim é feito neste capitulo para os
sistemas quanticos com memoria, analogo ao desenvolvimento para os sistemas
analisados no Capitulo Il. No trabalho de Nelson, considera-se esse tratamento para
um caso especial. Este examina uma particula sujeita a um movimento browniano, sob
a influéncia de um campo externo expresso pela lei de Newton. Considerando o
sistema sem dissipacdo, a hipétese. leva a equacao de Schédinger, porém, a
interpretacgéo fisica é inteiramente classica.

Um sistema quantico com meméria tem uma peculiaridade em relagdo aos
outros sistemas dissipativos. Suponha que um sistema quéntico isolado interaja com a
sua vizinhanga, por exemplo, um banho térmico. Suponha, ainda, que a interagédo se
deu no tempo t,. Admite-se que, ndo apenas o sistema evolui com o tempo, mas
também o banho. Em um instante depois, no tempo t,, a intéragéo sistema/banho

modifica-se pelo que ocorreu em t,. Do mesmo modo, a interagdo no tempo t,

modifica-se pelo que ocorreu em t,. Portanto, a interagdo do sistema com o banho

térmico apresenta efeitos de memdria. Essencialmente, surgem esses efeitos de
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modifica-se pelo que ocorreu em t,. Portanto, a interagdo do sistema com o banho
térmico apresenta efeitos de memoria. Essencialmente, surgem esses efeitos de
memoria, face ao sistema quantico evoluir de forma intrinseca com a evolugao do
banho térmico, isto &, o sistema n&o s6 depende do tempo atual em que € observado,
mas de tempos passados.

A fungao que descreve os efeitos da interagdo do sistema quéntico com um

dado banho térmico, é a fungcdo memoéria ;,L(t— t’), onde t é o parametro para o tempo

atual e t’ para o tempo passado. Evidentemente, o observador deve ter informagdes

suficientes de como o sistema interage com o banho, para especificar, analiticamante,

a funcdo meméria. Fundamentalmente, as contribuicées deste trabalho sao duas:

¢ No capitulo ll, generalizou-se a fun¢dao de onda para todos estados de energia
do oscilador harménico, a qual é solugéd da equacdo de Schrédinger-Langevin
(11.41). Kostin, obteve esta equag¢io usando a representagcdo de Heisenberg e,
neste tfabalho, utilizou-se a representagao de Schrdodinger;

‘e No capitulo lll, generaliza-se a equac¢ado (ll.41), onde considera-se no termo
dissipativo da equacdo de movimento-(ll.26), os efeitos de memédria que o
sistema fisico apresenta na interagdo com o banho térmico. Isto leva a equag¢édo
de Schrédinger-Langevin com memoéria, equacgio (1ll.8).

A literatutra que trata dos sistemas quanticos que apresentam efeitos de

70,71,72,73,74,

meméria é recente 5 Um dos modelos mais aceito ¢ o de Ford, Lewis e

O'Connell®. Neste modelo, considera-se uma particula quantica de massa m
movendo-se em uma dimens@o com potencial V(X), e linearmente acoplada a um

banho térmico a temperatuta T. A equagdo que descreve a evolugdo temporal do

movimento da particula é a equagéb quéntica de Langevin
t
mX + [ dtrp(t— tx(t) + V7(x) = F(t) .1

Esta € a equagdo de movimento de Heisenberg para o operador X. O
acoplamento com o banho térmico é descrito por dois termos: um operador que

caracteriza a fungéo radémica F(t) com valor esperado nulo, e uma forga significativa

caracterizada pela fungio memoéria p(t—t').
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A equagio quantica de Langevin (lll.1) € uma descricdo "abreviada™ do sistema;
as variaveis dindmicas do banho quente ndo aparecem. Ela também é uma equacgéo
"fenomenolégica”. Com isso, quer se dizer que a interagdo com o banho quente é
unicamente caracterizada por uma distribuicdo espectral, que a principio poderia ser
determinada experimentaimente, contudo, ela é derivada em base de um modelo
microscopico do banho. Como toda descrigdo macroscopica, esta tem.uma dificuldade .
sutil (embora acredite-se que ela é apropriada a descrigdo de uma extensa variedade
de sistemas, por exemplo, uma particula browniana em um fluido denso, ou elétrons
em um metal, ou a jungdo de Josephson), pode-se somente deriva-la por modelos
. microscépicos simples, por exemplo, sistemas de osciladores acoplados. Se esta é
uma descricdo fenomenolégica macroscopica geral, entdo algumas restrigbes gerais
sdo colocadas pela intuicdo em relagdo aos sistemas a que elas se aplicam. Uma
restricdo, & supor que a forca média exercida pelo banho quente (as vezes chamada.
de for¢a de reagéo da radiagdo) € linear no movimento da particula. O que é diferente,
é que essa forga resulta de um movimento "conhecido" da particula e é independente

de como esse movimento aparece. Esta Ultima implica que a fungdo memdria u(t— t')

deve ser independente do potencial de interagdo V(X), e que a particula depende
somente dos pardmetros que descrevem o acoplamento ao banho quente.

O modelo de O'Connell é descrito através dos operadores de Heisenberg. Este
trabalho, porém, utiliza as fungdes de onda, que é a descricdo de Schrddinger. Do
mesmo modo que no trabalho de O'Connell, escolhe-se o reservatorio de calor para ser
o sistema da particula quantica acoplada ao banho quente, caracterizado pelos efeitos
de memoria. '

Il.2 EQUAGCAO DE SCHRODINGER-LANGEVIN COM MEMORIA

N o capitulo Il, féz-se um breve estudo do formalismo hidrodindmico da mecénica
quantica, e dada as consideragdes, aplicou-se esse formalismo para se obter a
equacgdo de Schrodinger-Langevin, a qual descreve sistemas quanticos dissipativos em
que a particula esta sujeita a uma forga dissipativa proporcional a velocidade de
deslocamento dessa particula. Analogo a esse desenvolvimento, propde-se aqui, pela
primeira vez, uma equacao que descreve a evolugdo temporal de um sistema quantico,
que interage com um banho térmico, cuja interagao apresenta efeitos de memoria. Até
0 momento ndo era conhecida uma "equac¢ao de Shrddinger' que os descrevesse. A

33



equacio obtida é denominada de equagdo de Schrédinger-Langevin com memoria,
face ao termo que descreve os efeitos de meméria. '

Ainda do capitulo ll, foi proposta uma fungdo de onda para solugdo da equagédo
de Schrédinger-Langevin, solugdo esta, andlogo a proposta por Kostin. Na proxima
;egéo, entretanto, propde-se aqui uma solugdo para a equacdo de Schrédinger-
Langevin com memoéria semelhante a fungao (11.43), porém mais geral que esta. Deve-
se salientar que, o procedimento dos calculos neste capitulo, é idéntico ao do capitulo
_ anterior, mas os resultados obtidos sdo mais abrangentes, pois descrevem os sistemas
quanticos com meméfia. '

A equacao (I1.26), é a equacao de movimento para uma particula de massa m
sujeita a forca dissipativa (ll.24); introduz-se agora, nesta equagéo, a funcdo memoria
p(t—t). Este novo termo deve, em condigdo particular, reduzir-se a situagdo em que
a for¢ca de atrito é apenas fungéo linear da velocidade. Com efeito, pode-se reescrever
as equacgdes (11.26) e (11.27) como

d 1 d 3 t ’ | ' ’ .
E{mu—ai—mui +my;[dt u(t—t)u(t ) = -V[Red(r. )] .2
d . d .

gfmUi — g mi = ~V[im¢(r, )] .3

onde apenas na equagao (lll.2) féz-se a introdugdo da fungdo meméria. A equagao
(11.3) deve, como no capitulo Il, levar a equag¢ao de continuidade e ao mesmo tempo
verificar a validade da nova fung¢ao de onda, semelhante a equagao (11.43), que sera
solucao da equagédo de Schrédinger-Langevin com memoéria.

A equacgdo (Ill.2) deve reduzir-se a equagdao de movimento em que a for¢ca de
Vatrito é proporcional & velocidade V. Neste caso, a fungao memoéria é simplesmente
uma funcao delta de Dirac, isto &,

tal que
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jdt'u(t— ta(t) = O(t)

A funcdo memoéria pt—t’) tem toda uma gama de aplicabilidade®™, desde que se
conheca as varidveis envolvidas no sistema quantico acoplado ao banho quente.
Utilizando as transposicdes (11.28), o potencial externo (11.29), a definicdo de

velocidade quantica (17 = V+i\7i) e as derivadas hidrodindmicas (l1.30), a equagao

(IN.2) fornece
' t
m(Vo V)V + %m\? —m(V, o V)V, +my J.dt’u(t —t(t') = —VEV oV, + V(r)}

onde a derivada parcial em t; & nula, pois ndo ha uma dependéncia explicita da fungéo

\7i com o tempo t,. Desenvolvendo a equagéo anterior, tem-se

1 1 ) iha( \y) in | o) {h .
—mvvi-—mvv.® +—— V@m—— +—vy {dt'uft=t’ V@m———=—V —Vov. +V(r
2 2 T 2al Y 2@ Wt=t)ving 27 VitV

onde
@ =¥(r,t)

Integrando de forma conveniente a ditima equagao, obtém-se

1 ., 1 Vit ih 0
gmv —-5m 2at£" 72
o [ . 7 n.s
—y;[dt u(t—t)n 3 -13V°Y +V(r)J+g(t) »

Face a integracdo, g(t) & uma fungéo somente do tempo.
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A equacao (lll.5) € uma equagéo integro-diferencial e é semelhante a equagéo

" dé Ricatti modificada para os casos dissipativos sem memoria, € denominada aqui de

equagdo de Ricatti modificada com memoria. E mais abrangente que a equagao (11.31)
devido ao termo de memoria. Substituindo as velocidades real e imaginaria definidas

nas equagdes (I1.3) e (I1.4) na equagao acima, segue

B 7
n? (V‘I" )2 +(V‘I’)2 VY VY
S 8mi\ ¥ ¥ vy

ne | V\P"‘jz (V‘{’)z+ Ve v
“am|lw ) T\ vV

*

Iha@
FU\IJ 2'Y

-
_[dtpt t)n o

" 4m|

5 55 oo

Eliminando e agrupando os termos semelhantes, chega-se a

it 8 @m ®* R VP VY
il /P dt' t t’ =- + +V(r) 1.6
a(t) V I ) @ 4m[ SR )

Como salientou-se, a equacdo (1l.3) deve levar a equagdo de continuidade e ao

mesmo tempo verificar a validade da nova fungdo de onda. Como essa equagao é
idéntica a (11.27), pois nesta nao se incluiu o termo que descreve os efeitos de
memoria, obtém-se aqui 0 mesmo resultado em que se refere a equacgao (lll.3), isto é,

) . . ,
5?+V°(pV)=0 11.34

que é a equagao de continuidade. Substituindo agora, nesta equagao, as componentes

real e imaginaria da velocidade quantica, e tendo em vista que p = ¥*¥, obtém-se
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que é idéntica a equacdo (I1.:35), como era de se esperar. Adicionando as equagGes
(111.6) e (l11.7) resuita, portanto,

¥ A y(rt)
9t V¥ dt'u(t - t)in ——< - g(t)¥
h— == VIV y‘I’I u(t- t)ln > ) o¥| ms

Da mesma forma que na segéo (I1.3), a constante g(t) que aparece na equagéo acima

pode ser avaliada se for usada a condig¢do de que o valor da energia total E(t), é igual
ao valor esperado da energia cinética (2m) ' (p?) mais o valor esperado do potencial
de interaggo (V), isto &, equagdes (11.37) e (II.38). Multiplicando a equagao (III.8) por

lI"‘(x, t), e integrando, em uma dimensao, tem-se

hZ
2m

hf\P —dx— I‘P* Z:f dx + J'\{{*._V‘I{dx+ I‘P'VLu‘de .9

onde VLp. é o potencial nao linear da forma

V,(xt) = jdt' (t- t)@r%—gm

Como este potencial € uma funcio do tempo, isto mostra que o sistema aqui
descrito € dissipativo. Basta observar a equacgao (l11.8), onde os dois ultimos termos do

lado direito dessa equacao € o potencial VLH(X, t) multiplicado pela fun¢do de onda V.
Tendo em vista as equagdes (11.37) e (11.38), da equagao (I".9) tira-se

Jorv, wax = 0

Como o valor esperado de uma constante é ela mesma, obtém-se da ultima expressao
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A proposta essencial deste trabalho era obter um tipo de equag¢éo que fosse
semelhante a equacdo de Schrodinger-Langevin, porém mais geral que esta, na qual
tivesse um termo que relacionaria a dependéncia do sistema em estudo com um deter-
minado banho térmico, onde este termo seria representado pela fungdo meméria. Esta
fungdo seria mais abrangente possivel, onde para um caso particular, teriam-se as
equagdes a priori conhecidas. Com efeito, a equacéo (lIl.8) expressa literalmente este
pensamento. Esta equagao é denominada de equagdo de Schrédinger-Langevin com

memdria, face a integral que contém a fungdo memoria p(t=~t). Note que esta
equagdo reduz-se imediatamente a equag&o de Schrédinger-Langevin, equagéo (11.41),
para o caso em que a fungdo memoria for a funcdo delta de Dirac (l11.4).

Assim como na equagdo de Schriodinger e na equag¢dao de Schrédinger-
Langevin, atribui-se a mesma interpretagdo probabilistica para a fungdo de onda da
equacao (l11.8), sendo |‘I‘(r t)‘2 a densidade de probabilidade. No préximo capitulo,
avaliam-se as quantidades dindmicas posicdo e momento_e, também, a energia, em -
termos de seus valores esperados.

II.3 SOLUCAO DA EQUACAO DE SCHRODINGER-LANGEVIN COM
MEMORIA '

N esta segdo é proposta uma fungido de onda W para solugdo da equagédo de

Schr()'dinger-Langevin com - memédria. Os resultados aqui obtidos sdo seme-
lhantes aos resultados comrespondentes da equagdo de Schrédinger-Langevin sem
memoria, porém mais abrangentes que estes. Similarmente a secao (li.4), tem-se como
potencial de interagdo, o potencial do oscilador harménico quantico, em uma dimensao,
dado por -

1
V(X) = Emmzx2 .11

Deve-se enfatizar que é somente para o potencial do oscilador harménico (até o
momento), que se tem solucdo para a equacdo (lll.8), e a escolha desse potencial, &
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devido a ocorréncia muito frequente de fendmenos fisicos que apresentam oscilagao e,
portanto, muito expressivo na literatura cientifica.

Como tentativa para solugdo da equacgao (iil.8), escolhe-se para ¥ a mesma

forma da equacao (1.43), ou seja,

W(x 1) = @ (x- K1) expL—'St 'm);é(t)ﬂK“(t)} .12

De modo analogo a secao (ll.4), e sem perda de generalidade, nestas
demonstragdes recorre-se ao espago de uma dimensao.
Pondo a equacéo (lll.12) em forma mais adequada, tem-se

t/h+HmxE/h+ik

Y= e .13

Levando a equagao (l1l.13) na equagao (lll.10), obtém-se para a constante g(t)
g(t) = ye, f u(t—t)trdt’ —mye J' u(t— t)E(t)dt’ - ay j u(t—t)k, (t)dt’ 14

Quando a fungdo memoéria for uma fungdo delta, a "constante de integragéo"

g(t) tem como um caso particular a equagio (il.40), isto é, o sistema ndo mais

apresenta os efeitos de memdéria. Levando agora as equagdes (lil.11), (11.13) e (1l.14)
na equacao (Ill.8), vem

7 50,
2m ox?

. 00, . .
lh—a—t— +¢,0, -MxED, — 7K, @, = -

1 . .
EmQ)ZXZCDn +mxyE, @, — myEE @,

onde
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£ 0= [u(t-t)&tat 15

Fazendo a troca de variaveis de X por n+ & de modo anélogb' a segao (ll.4), e

desenvoivendo a expressao acima, obtém-se

BT, +1m N0, +
2m 6r]2 @

~-MmED, — mnyé, @, - Mo d, = —€,®, -
.16

. . 1 1 .
rk @, + MEED, + 2 Mo, + Emgzcbn

Os termos do lado esquerdo da equagéo (111.16) fornecem uma equagao seme-
lhante 4 equacédo de movimento do oscilador harmdnico classico dissipativo, onde y é
o coeficiente de atrito, enquanto os trés primeiros termos do iado direito sdo a equagéo
de Schrédinger. Portanto, da equagao (Ill.16) tiram-se

__Poe, 1 20, .17
€, P, “om o2 + mmn : .
e ainda
E+7vE, +0%=0 .18
Ak = myké e L .19
“ —my§§u+2mm§ —2m§ )

sendo ép dado pela equagéo (lll.15). A fungéo E_,“(t) sera igual a &(t) no caso em que

a funcdo meméria for uma funcdo delta e, neste caso, a equacgdo (lIl.18) reduz-se &
equacao de movimento do oscilador harmdnico classico dissipativo. |
Observe que a equagao integro-diferencial (lIl.18) € mais geral que a equagao
(11.47). Conhec_endo-se a funcdao memdria p.(t— t') para um sistema quéntico que
interage com um dado banho térmico e, admitindo uma solugdo para a fungdo &(t),

resolve-se, portanto, a equagao (lil.18).
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Pode-se colocar a equagao (l11.19) na forma
k = 1 I(mya(t)& (t)+ 1mngz(t) - 1m&z(t))dt | 11.20
Y oh # 2 2 '

ou

k, =k, (&t),&t).&.(t)

Observa-se que a fung¢ao de onda (l1l.12) nao é idéntica a fungﬁéo de onda (I1.43)
para o caso dissipativo sem meméria, apenas tem a mesma forma, diferindo entre si

pelas constantes de integragéo k,(t) e Kk(t), e porque a fungdo &(t) para o sistema
sem memoria é diferente da fungio correspondente &(t) para o sistema com meméria.

Isto é facil de verificar, pois &(t) e suas derivadas estdo relacionadas com a fungéo

memaria como indica a equacao (lll.18). Portanto, a fungao de onda pesquisada para o

sistema quantico dissipativo com meméria tem a mesma forma da fungao de onda para

o sistema sem memoria, porém os resultados obtidos no primeiro caso sdo mais
abrangentes face ao termo que descreve os efeitos de memodria.

Note como é simples e interessante a mesma forma para ‘}’(X, t) para os dois

casos aqui analisados, assim expressos pelos seus resultados. A fungao CI),,(x~ 2;) é
ainda solucdo da equacdo de Schrédinger e €, sdo os valores da energia correspon-
dentes. Como considerou-se o potencial do oscilador quéantico, também, para o sistema
com meméria, €, sdo os autovalores da energia referente aos auto-estados @, deste

oscilador, de modo que
H0®n = 8n®l"l

é a equacdo de autovalores para o oscilador harménico quéntico, onde H, é o

operador hamiltoniano associado, obtido da equacao de Schrddinger independente do
tempo (lI.17), escrita em termos da variavel n, andlogo a seg¢ao (ll.4). Os mesmos

argumentos daquela se¢ao sado validos aqui, pois ndo ha hamiltoniano que se possa
associar ao sistema com memdéria face a sua natureza dissipativa, de modo que
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satisfaca as regras de quantizagdo de Heisenberg, e que leva & relagdo de comutagao
para os operadores momento e posi¢ao. '
As componentes das velocidades real e imaginaria sdo, também, da forma

V=& .21

n 1 oH,
Vi =0(X=8) - mh, 2x-9 .22

onde @, tem a mesma forma da equacéo (11.52). Embora as equagdes acima sejam

semelhantes as equagdes (11.50) e (11.53), observe que elas sao fungdes diferentes de
t. |

Similarmente & secdo (Il.4), é facil comprovar a validade da equagao (ll.12),
verificando se ela é solugdo da equagao de continuidade (11.34).

II.4 ENERGIA

S abe-se que, para um sistema quéantico dissipativo, a sua energia ndo € uma
constante de movimento. Neste trabalho, porém, nao é possivel colocar a energia
total como a soma das energias cinética e potencial. No entanto, é possivel escrever a
energia total do sistema em termos de valores esperados. Deste modo, utiliza-se o
valor esperado da energia cinética mais o valor esperado da energia potencial para
obter a energia total. Na se¢ao (I.5) obteve-se a energia total através da equacgdo de

Ricatti modificada para os sistemas quanticos sem memoéria. Utilizou-se, também, para

o célculo dos potenciais n3o lineares V, e Vw, a definicdo de energia de acordo com

Skagerstan, Kostin e outros autores, em termos de operadores,

ao:ﬁam%;) | .23

que, literalmente, é a primeira das equagdes (11.38). Para o calculo de E(t), a forma

mais conveniente para a fungao (l11.12), é

¥(x, 1) =  (x— g(t))e? 24
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onde

ie, t  imxgt) .
zZ=-— "+ +ik, (t)

Tendo em vista as equacoes (l11.23) e (111.24), segue, apds alguns calculos,

iy %}P = —inED ﬁu e®,” —méd,*n-meid,? - ik @2

- de modo que a equagéo (Ill.23) fornece

E(t) = ¢, —meE— Ak,

ou

1 . 1
E(t)=¢, + Emgz + Emcozgz .25 .

Esta equagdo conserva a mesma forma da equagdo (I.60), onde &(t) e &(t),
para uma solugdo particular, determinam os valores iniciais da energia do sistema.
Como estas fungbes estao relacionadas entre si por equagdes de movimento, o valor
para a energia do sistema sem memoéria € diferente do valor da energia do sistema
com memoria. Isto é visto claramente ao derivar-se a equagao (I1.25) em funcdo do
tempo para obter a energia dissipada do sistema quéantico com meméria, ou seja,

E, (t) = mé€+ mo?EE

e recordando a equagao (lll.18) obtém-se "

E, (t) = -myEE, .26

de modo que a energia dissipada é proporcional ao coeficiente de atrito e depende da
interacdo do sistema com o Vbanho térmico, este representado pela equagao (lll.15).
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Quando a fungdo meméria for uma fungéo delta, a equacéo (11l.26) reduz-se a equagido
(11.62). Note que a equagao (lI.25) deveria ser escrita formalmente como

e+ mE? + A meze? \
En(t)—en+2m§ +5Mo &

pois, para cada estado @, do oscilador harménico, E_(t) é o valor da energia para o

estado correspondente.

I.5 SOLUC}AO PARTICULAR DA EQUACAO DE SCHRODINGER-
LANGEVIN COM MEMORIA

C omo foi dito na segéo (lll.3), é possivel obter solugdes para a equagao (II.18). E
proposta nesta se¢do, uma solu¢ao para esta equagao baseada no trabalho de:
Ford, Lewis e O'Connell”", em que a fungdo meméria é dada por

u(t) = C[3(t) - Qe ] .27

onde a constante C dependente da interagio do sistema com o meio. Neste caso, C

esta relacionada a carga do elétron e a velocidade da luz. QQ é uma freqiéncia definida
como freqgiiéncia de corte (cut-off frequency).

Neste trabalho, & analisado a propagacao da radiagdo eletromagnética através
de um meio, consistindo de um conjunto de osciladores intéragindo nao harmoni-
camente em um banho quente de radiagao de corpo negro. O acoplamento do
oscilador com o campo de radiagao corresponde a dois termos: o termo reagdo de

radiagdo caracterizado pela fungdo meméria u(t) e o termo flutuagdo caracterizado

pela forga raddémica F(t). No presente trabalho, toma-se a equagao (lll.27) para obter
uma solugao particular da equagdo de Schrddinger-Langevin com memoéria.

Colocando a equagao (lIl.27) em forma mais adequada
u(t-=t) = C8(t - t) - CQe™ A+

Faz-se por conveniéncia de calculo e sem perda de generalidade C = 1, de modo que
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u(t—t) = 8(t - t) - Qe+ .28
onde para Q=0 ou Q — o, a fungdo meméria € uma fungdo delta e, obtém-se
assim, os resultados ja conhecidos no capitulo Il.

Como solucdo da fungdo &(t), propbe-se a mesma forma da solugdo do

oscilador quantico dissipativo, isto &,
&(t) = A e™ cos(pt + ) .29

onde A_ e d sdo constantes. Substituindo a equacao (ll1.28) na equagao (lIl.15), vem

£, (1) =E(t)— Qe I et )dt 111.30

—0

Derivando em relagao ao tempo a equacgao (Ill.29), tem-se
Et)= A ae™ cos(Bt+8) - A_pe™ sen(pt+5) 11131

Substituindo agora a equacgao (lI1.31) na equagao (ll1.30), desenvolvendo os termos e
simplificando-os, resuita

E. () =[Aa— A Qa? +0aQ+ p?)] cos(pt + d)

11.32
+[-A.B +A,pQ% e sen(pt + )
Derivando agora a equagao (Il1.31) em relagdo ao tempo, segue
E(t) = (A a2 - A_B2)et cos(pt +5) — 2A ape™ sen(pt + ) .33

Substituindo finalmente as equacdes (111.29), (111.33) e (11.34) na equagdo de movimento
(11.18), e sabendo que as fungdes seno e cosseno sdo linearmente independentes,
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o= ——;—(1 -?) 1134
2 2
2 _ ® _Z_  N2)2 :
B TveR 4(1 Q?) o m3s

Assim a equac¢ao (11.29) se reescreve

| | 2 2 2
Et)=A exq_——1 Q? tJ.cos{LfYQ—YTU—QZ)Z] t+8} .36

de modo que, bara Q=0 ou Q- o, a equagio acima reduz-se a equagao (I1.49).
Observe que, dependendo dos valores de ®, ¥, €2, o parametro |3' pbde_ assumir um
valor complexo, levando a uma forma matematica diferente para a equagéo (lll.36), em
termos de fungdes hiperbdlicas. R

E feito agora uma analise da equacio da energia total do sistema, tendo em
vista a solugdo da equagéo-de movimento escolhida nesta se¢cdo. Sem perda de
generalidade, faz-se o fator de fase nulo nas equagdes (l11.29) e (I1.31), isto é, Q= 0.
Assim, para t << 1, as equagdes (l11.29) e (111.31) fornecem

é(t)lt—)o = AO
.37
{0 =~ LA(1-02)
Logo, o valor da energia no limite t — 0, &
1 2p 2 2)2 1 2p 2
E(t)i,0 = &, +gMrA(1- %) + Smo?A, .38

‘e do mesmo modo, para t << 1, as equagdes (11.29) e (I1.31) fornecem
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) e = O
. | 111.39
{t) i = 0
Logo, o valor da energia no limite t — o0, é
tow = €, 111.40

E(t)

O valor da energia para o limite t — o« possui um valor constante, isto &, o

sistema ja encontra-se no estado estacionario e, consequentemente, ndo sofre mais
dissipagdo, de modo que a energia dissipada em fungdo do tempo é nula. No limite

t — 0 ataxa de dissipagao tem o valor dado por

"0 -| .41
1+ yQJ '

. 1 i
E(D]0 = =M A (1-07) S(1-07)° +

de modo a depender do valor inicialmente definido para a frequéncia de corte Q.
Observe que a taxa de dissipagao da energia para o sistema sem memoria tem sempre
um valor negativo. Basta verificar a equagao (11.62), isto &,

E(t) = -my&* < 0

pois i’;z > 0. Para o sistema com memoria, entretanto, deve-se atentar para a equagao
(.26), pois a principio, ndo se pode garantir que o sistema para t — 0 terd um valor
maximo para a sua energia e, a partir dai, sofrer um decréscimo; se, inicialmente
(t = 0), os valores para as fungdes &(0) e &p (0) forem tais que, E, (0) > 0, o sistema
quéntico estara recebendo neste instante energia do banho térmico. Observe que a
equacao (lil.41), ndo impde que a taxa de dissipacao da energia para o instante inicial
seja maxima, de modo que depende do valor tomado para o parametro Q2.

No trabalho de G. W. Ford, J. T. Lewis e R. F. O'Connell define-se 2 como
frequéncia de corte quando Q=Q, =1,”', onde T, = 810*s, & (2/3) do tempo de
passagem do foton através do "raio classico" do elétron, um tempo extremamente
curto, ainda assim, refletindo em efeitos observaveis, ou seja, de modo que expresse
sucintamente a influéncia dos efeitos de memoéria. Neste trabalho, como a equacéo
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(1.27), trata-se de uma solugdo particular da equagéao (lil.8), o papel relevante do
parametro () é limitar a agcao de tempos anteriores, isto &, o intervalo de tempo em que
é considerado no sistema quéntico os efeitos de memaéria em relagéo ao tempo atual.

Como salientou-se, qualquer sistema quéntico dissipativo que seja descrito pela
equacdo de Schrédinger-Langevin com memoria, a interagao que caracteriza esse
sistema nao sé depende do tempo presente em que as medidas sado feitas, mas de
tempos passados, de modo que a interagcdo é caracterizada pela fungdo meméria

u(-t— t'). Assim, a contribuicdo efetiva deste trabalho, foi generalizar a equagdo de

Schrédinger-Langevin para sistemas quanticos que apresentam efeitos de meméria,

propor uma funcido de onda ‘{'(r, t) que seja solugdo dessa equagio, e considerar uma

solucdo particular para uma dada fungdo memoéria u(t—t).
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CAPITULO IV RELAGOES DE INCERTEZA E EVOLUGAO TEMPORAL

IV.1 INTRODUGAO

os capitulos I e Il foram feitas as demonstracdes e consideragdes a respeito das
N equagbes que descrevem a influéncia de forcas dissipativas em sistemas
quanticos; essas equagbes reduzem-se a equagbes mais simples em situacoes
particulares, a saber:

Y R, iR ¥’ '
in i —-jsz ¥+ V¥ + 2'y‘~PIn. ¥ —f(t)\P_. V.1
o " Rl y'(rt) ”
m_“mﬁvw\w+ 2w [atu(t—t)n Y0 gty
2t 2m 2! I ) ¥(rt) . v

A equacado (IV.2) descreve a evolugdo temporal de um sistema fisico que
apresenta efeitos de memoéria (neste trabalho considera-se o oscilador harménico), e
reduz-se & equacdo (IV.1) quando a fungdo memoéria p((t-— t-')‘ for uma funcgéo delta,
isto &€, obtém-se um sistema em que ndo ha esses efeitos de memoéria; e no caso,
quando o coeficiente de dissipagao for igual a zero (sistemas sem dissipacéo), obtém-
se finalmente a equacgao de Schrédinger.

Nas ultimas trés décadas, diversos trabalhos tém aparecido na literatura em que
sdo feitos tratamentos quanticos de sistemas dissipativos. No capitulo Il deste trabalho
considerou-se a equagdo de Schrédinger-Langevin (IV.2), que tem sido usada para
estudar a difuséo, dissipacdo e outros fendémenos de néo-equilibrib. Este capitulo é

_fundamentalmente baseado nos trabalhos de Kostin', Nelson®' e Michelin®*. No
primeiro, a equacdo de Schrodinger-Langevin & obtida a partir dos operadores de
Heisenberg, e aqui usou-se o formalismo hidrodindmico da mecénica quéantica. No

segundo, partindo de uma equacgéo do tipo F=ma para uma particula sUjeita a um
movimento browniano sem dissipagdo, obtém-se a equag¢do de Schrédinger, e de
modo analogo, utiliza-se aqui 0 mesmo tratamento, e no terceiro, € proposta uma
solugdo para a equagdo de Schrédinger-Langevin, na qual a fungdo de onda descreve
apenas o estado lfundamental do oscilador hammoénico; neste, entretanto, a
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generalizagdo é para todos os estados de energia. No capitulo lll obteve-se uma

equagdo mais geral que a equagdo de Schrodinger-Langevin, onde leva-se em

consideragao o comportamento do sistema quéntico quando acoplado a um banho
térmico, de modo que a interagdo apresenta efeitos de memoria. Nas préximas segoes
calculam-se os valores esperados e as incertezas das ‘variaveis dinamicas dos
sistemas dissipativos aqui tratados.

‘No capitulo |l foi salientado que é possivel, através de certas condigées”, obter
um lagrangeano modificado de modo a descrever sistemas quanticos dissipativos. Uma
das équagées (I.21) e a equagédo (ll.25) sdao as partes imaginaria e real,
respectivamente, desse lagrangeano; a seguir, obtém-se as equagdes de movimento
correspondentes. A partir dessas equacgdes, e usando a formulagédo hidrodindmica da
mecancia quénﬁca, chega-se a equacgdo de Schrédinger-Langevin. A quantidade e™
na parte real do lagrangeano, é que leva aquela equagdo. Esse fator, onde v é o
coeficiente de atrito, acrescenta ao sistema uma forga dissipativa e que é proporcional
a velocidade de deslocamento da particula.

Por razdes a considerar, calcula-se agora o valor do momento p usando a

equagao de Schrédinger. Aplicando p = 6L/8V no lagrangeano (l1.25) e conforme as

transposicdes (I1.28), obtém-se v R
p = (mv)e" | VA

Por simplicidade usa-se o espago de uma dimensdo, isto & V=V, e p=p,.

.Brevemente sdo feitos os comentarios a respeito da equacéo (IV.3). O Iagrangeano

(.25) leva a equagdo de Schrédinger na condicdo de que y=0' e,

consequentemente,

p=mv
Usando-se a definigéo para valor esperado de qualquer fungido de X e t

a0

<F(xt)>= [¥" (X OF(xt)%(x t)dx

—c0
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obtém-se, portanto,

V.4

h o
P=P=T2x

onde P, o momento quéntico, € um operador. De modo analogo, a posi¢ao X tambem é

um operador. Esse resultado e outras consideragdes para os operadores em mecanica
quéntica é largamente encontrado na literatura académica. _
A identidade (IV.4) foi obtida considerando um sistema descrito pela equagéo

de Schrédinger. Pode-se provar que o momento P na forma apresentada, esta comple-
tamente de acordo com o Principio da Incerteza, isto €, p obedece a condi¢cao de que
ApPAX 2 h/2.

A questao vital estd em considerar 0 momento no caso em que 0O sistema
quantico é dissipativo (y #* 0). O momento dado pela equacdo (IV.3) corresponde a
esse sistema. Usando a equacdo de Schrédinger-Langevin para o célculo de p

(dissipativo) e procedendo de maneira semelhante como nos calculos anteriores,
obtém-se

—aat 7 .
P =€ T | V.5

onde o indice ‘d’ significa que 0 momento considerado evidencia os sistemas quéanticos

dissipativos. Este momento, na forma em que é apresentado, leva a uma relagao de
incerteza do tipo AprZ(h/Z)e’“. Para o instante inicial t— 0, a relagdo &

consistente com a relagdo APAX = %/2 e, a medida que o tempo passa, t =, o
produto das incertezas Ap e AX tende ao um valor finito (igual a zero), de modo que
em uma medida simultdnea de ambos contradiz o Principio da Incerteza. Em vista
disso, a escolha da identidade (IV.4) é imediata. Na literatura especifica, p € definido
da mesma maneira.

Como é visto nas préximas seg¢des, nao se perde nenhuma inforniagéo na
obtencdo dos valores esperados das grandezas dinamicas na escolha de P. Os

resultados encontrados além de estarem de acordo com o Principio da Incerteza, pois
retratam o comportamento de sistemas quéanticos, reduzem-se a resultados conhecidos

quando v = 0.
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IV.2 EQUACAO DE SCHRODINGER-LANGEVIN
A solugdo da equagdo de Schrodinger-Langevin proposta no capitulo 1l, € dada pela

seguinte equagao

imxé
h

[ e, t
\P=¢nexr1-—|8;;‘ +

n
+ IkJ _ V.6

W=¥x1), ¢,=0,(x-8, &=¢&b), k=k(&gt).&h) e n=x-¢
¢é a funcido de onda para o oscilador harménico quéntico.

Face aos calculos, aos resultados referentes aos valores esperados e as
incertezas das variaveis dindmicas dos sistemas dissipativos analisados no capitulo Ii

1,31,46,76

serem conhecidos da literatura , & conveniente apenas considerar esses

resultados, de modo que

W=ty | V.7

(p) = mé(t) V.8

dp) _ /av
at -<§> - Y(P>
como o potencial é do oséilador harmbnico, obtém-se

%‘? = — — Mo2(t) — my&(t) V.9

Tendo em vista a equacgao (IV.8), a equacao anterior fornece
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E+yE+0%=0

que é a mesma equagio (I1.47) obtida no capitulo II. Isto ndo significa que a particula
quantica se comporta igual & particula classica, apenas, a fungéo &(t) satisfaz a
equagao classica do oscilador harménico dissipativo; e para o produto das incertezas

AX e Ap tem-se, portanto,

1 .
ApPAX = (ﬂ + —2—)71 V.10

As quantidades (X), <p> e d(p)/ dt apresentam, segundo os resultados acima,

uma descricdo classica na evolugdo temporal dessas grandezas; isto nao quer dizer,
como ja salientou-se, que a particula quantica tenha o seu comportamento semelhante
a uma descricao classica, visto que ndo obteve-se uma descricdo instantanea dessas
grandezas, mas uma média das medidas efetuadas sobre ela, para 0 mesmo instante
t, sobre todo o intervalo em que a particula pode ser encontrada. O que se tem,
portanto, quando se interpreta fisicamente esses resultados, &€ que os mesmos
satisfazem ao teorema de Ehrenfest. Na proxima se¢éo faz-se uma rapida discussao
sobre o operador momento e esses resultados.

IV.3 EQUAGAO DE SCHRODINGER-LANGEVIN COM MEMORIA

A solucdo da equacado de Schrédinger-Langevin com meméria proposta no capitulo
Il é dada pela seguinte equagao

| ig,t imxg |
‘P—cbnex;{— 5 T +|kp} V.11

P=¥(x), © =0,x-9 &=t k, =k(E.ED.E M) e n=x-¢
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/
é a fungdo de onda para o oscilador harménico quantico. Convém frisar mais uma vez
que, embora as fungdes de onda propostas como solugdes das equagbes (IV.1) e

(IV.2), por serem semelhantes entre si, elas sdo fungbes diferentes de t. Vé-se

claramente esta afirmacdo, ao considerar a equacao (Il.47) para o sistema sem
memoéria e a equagdo (lll.18) para o sistema com meméria; as fungbes

&(t), &t), &u(t) e E(t) estio relacionadas entre si com essas equagdes.

Como salientou-se no capitulo Ill, foi obtida pela primeira vez uma equagéo do
tipo de Schrodinger e ainda, proposta uma solugdo para essa equagao, a qual
descreve sistemas quanticos em que a particula é linermente acoplada a um banho
térmico, de modo que a interagdo apresenta efeitos de memoria. Os resultados dos
valores esperados e das incertezas das variaveis dinamicas referentes a esses
sistemas, também séo obtidos pela primeira vez; é essencial que se obtenha esses
resultados, pois na mecéanica quéntica é relevante conhecer como o valor esperado
dessas variaveis evoluem com o tempo. Deve-se salientar que a fungao de onda
considerada nestes calculos, evidentemente, é a fungdo (IV.11), e mais uma vez, tem-
se o0 espago de uma dimensao.

o (dleals do valor espenade  (X) = I‘P*(x,t)x\P(x;t)dx

(X)= [@,"(x-g)xdx= [®,*(n)(n+E)dn

portanto,

(x) = &(t) V.12

o (ileats do valor esperads (p)= I‘I"‘(x,t)p?’(x,t)dx

<p> = fl- JA\{J* ﬁdx = E j((pn ?Efl..i.m(bnz)dx
I oX i oX h
porténto,
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(p) = m¥(t) V.13

o Cdleals do valor espenado <> ~IW (x t)p¥(x t)dx

d(p)

* 2
i o 0 8‘1’) =h j(a‘{’ LY \y]dx

ot ot ax oxot

pois op/ot = 0. Em vez de efetuar as derivadas parciais a partir da equagéo (IV.11),
toma-se a equacéo (IV.2), sua conjugada complexa, e o potencial na forma V = V(X),

de modo que

Eﬁ%: <aa\>:> my<jut t')v (xt)dt>

Como o potencial é do oscilador harménico, obtém-se

dp)

= ~mo(t) - myé, (1) V.14

Considerando a equagéo (IV.13), a equagao anterior leva a

E+ y&u +0%=0

que é a mesma equacao (lil.18) obtida no capitulo Ill. Portanto, nao se pode dizer que
a particula quantica tem um Comportamento segundo uma descricao cléssica,.pode-se
dizer apenas que a fungéo &(t) satisfaz a equagédo do oscilador harménico classico
dissipativo quando a fun¢do memodria for uma fungdo delta. E relevante que se
destaque, que a equagdo acima pode ser obtida calculando-se os valores esperados

dos operadores da equacgao de Langevin (lil.1), de modo que d(p)/dt satisfaz essa

equacao para o caso particular do oscilador harmdnico quéntico.
‘Procede-se agora o calculo do produto AXAp.
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o (dleats da Tucertesa AX = [(xz) - ()’()2]1/2
A equagcao (IV.11) fornece
(x)* =g

O valor esperado de <x2> = I‘P*(x, t)xz‘I’(x, t)dx, é

()= o, (i +2* +2en)in = [, (mym’n +&°

portanto,

(a)° = _[‘Dnz(n)nzdn = ——r—l—(n+1)

mo 2

o Qiledts da Incortesa Ap=[<p2>—<p>2]v2' .

A equacao (IV.13) fornece

O valor esperado de <p2> = I‘P*(x, t)pz\P(x, t)dx, é

WG

2= _p? |W* T dx

<p > J ax?
2 * o & 2¢2
_ ((Dna CIZ,, _2|m(g(pn o0, m 2@ o |dx
J ox h dx h

P o
=-h% |® ——da ®, n+m?g?

n anz

V.15
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portanto,

2 _ .2 o’d, _ ( 1)
(Ap)” =-n ,[(D" o dn—mmh n+3 V.16

Finalmente, em vista dos resultados (IV.15) e (IV.16), a relagao de incerteza para p e X

€ dada por

1
ApAX = (n + 5) V.17

o Qileuts do valor esperade  (E(1)) = (T)+(V)

segundo Kostin', Skagerstan™, entre outros que utilizaram a definicdo de energia total
em termos de operadores. (T) e (V) sao os valores esperados das energias cinética e

potencial.

O valor esperadode (V) =

(V) = %mm2 I@nz(n)nzdn + %mwzéz = (n +%) h7m+%mc02§2

portanto,

(E(t)) = (n + %)m + %m&z + % Ma?E? V.18
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0 que concorda com a equagao (Il1.25) para a definigdo de energia total, onde

“[r3)
e, =N+ Jio

A energia total de sistemas quénticos descritos pela equagao de Schrédinger,

pode ser colocada como a soma da energia cinética e energia potencial, de modo que
ha um operador associado com esta energia, o operador hamiltoniano. Quando se
estuda, porém, sistemas quanticos que sejam dissipativos, para obter um operador
hamiltoniano equivalente, surge uma dificuldade que ¢ intrinseca ao problema. Face a
isto, formulou-se neste trabalho que a energia total do sistema é a soma do valor
esperado da energia cinética e o valor esperado da energia potencial, a mesma
definicdo apresentada comumente na literatura especifica. Note que a energia total
obtida

= _ _1_ 2 _1_ 2¢2
E—sn+2m§ +2mco?;

varia com o tempo conforme as fungdes &(t) e &(t) variam. Isto mostra, sob outro ponto

de vista, que os sistemas aqui estudados sao dissipativos. A taxa de dissipag¢do de
energia, como sabe-se do capitulo lll, tem o valor

dE ..
gt = "MrEs,

de modo que depende da natureza da interagdo do sistema com o banho térmico.

1,69

Quando nao ha efeitos de meméria' ™, a taxa de dissipacdo de energia é dada pela

equagao (l1.62), isto é, §, = &. |

As fungbes de onda escolhidas aqui como solugbes das equagdes que
descrevem sistemas dissipativos, ndo sdo estacionarias. Caso se quisesse propor uma
solugéo para a equagdo de Schrédinger-Langevin com memoéria que fosse estacionaria
(o mesmo raciocinio vale para o sistema sem memoria), ndo se obteriam resultados
matematicamente coerentes e que possuissem alguma interpretag:éo fisica; como
exemplo, cita-se a equacgao (1.16). Considerando que o potencial foi do oscilador
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harménico, essa equagao fornece duas equagdes conhecidas (uma é semelhante a do
oscilador dissipativo e a outra € a de Schrddinger). Se a funcédo de onda utilizada fosse

estacionaria, a equacdo citada resultaria em uma complexa! A autofungdo @, do
oscilador quantico faz com que ‘P(x, t) ndo seja estacionaria, pois @, é fungéo de
(X- &) . Em outras palavras, ndo ha como obter um fator de fase global. -
Para entender porque os valores esperados da posicdo € do momento sdo
diferentes de zero, considere a equagdo de Schrédinger-Langevin com memoria
(também valido para o sistema sem memoria). A solugdo ¥ = @ e* é tal que, @, é

autofungdo da equacio de Schridinger, mas dada em fungdo das varidveis X e t. A

integral de <p) consiste de-uma integral em X, que se anula, e uma integral em t que é

diferente de zero. Como <p> é real, é facil verificar que a integral em t também o é. Sob

o ponto de vista fisico, de imediato ndo se pode escrever p? /2m =E, pois ndo ha
hamiltoniano associado a energia na equagdo de Schrédinger-Langevin com memoria.
A energia total do sistema nao tem um valor constante, ao contrario do hamiltoniano
associado a equacdo de Schrédinger, de modo que decresce com o tempo. Como a
particula muda constantemente o sinal de seu momento, entre as regides em torno de
sua posicdo de equilibrio, e o valor esperado da energia cinética decresce
continuamente nessas regiées, a média das medidas do momento em uma dada regido
nao é, portanto, igual @ média das medidas na regido subsequente. Portanto, o valor
esperado de P ndo € nulo. Um instante de reflexdo deve tornar claro que a média das
medidas da posicdo da particula seja, também, diferente de zero.

As equagdes (IV_1’52), (IV.13) e (IV.14) s3do iguais aos resultados classicos.
Deve-se observar, no entanto, que ndo calculou-se X, p e dp/dt, em analogia a
mecanica classica, mas os valores esperados dessas grandezas, visto que ndo é

possivel determinar quanticamente X € P simultaneamente, ou escrever p em fungao

de t. O valor esperado ndo descreve instantaneamente como uma grandeza evolui,

mas para um mesmo instante, a média das medidas efetuadas sobre ela, de modo
que o resultado é apenas probabilistico, sem o determinismo da mecanica classica.
Finalmente, a relagdo de incerteza (IV.17) é coerente com a relagdo de

incerteza de Heisenberg para X e P, 0 nimero N caracteriza 0 n-ésimo nivel de energia
para o oscilador harménico quéntico; e as quantidades (X), (p) e d(p)/dt, satisfazem

o teorema de Ehrenfest. Os resultados encontrados para essas grandezas, embora
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fossem esperados, ndo sdo Obvios. Isto porque considerou-se nesta e na secgdo

anterior, 0 momento P quantico definido como AV, de modo que leva a relagdo de

comutacao [p, x] = h/i, consistente com o Principio da Incerteza de Heisenberg. Como

é conhecido da literatura, este momento é obtido considerando a equacéo de
Schrodinger, a qual descreve sistemas quanticos que possuem' operadores
hamiltonianos bem definidos. Para os sistemas aqui analisados, 0 momento obtido,

tendo em vista a equacio de Shrédinger-Langevin, tem a forma p = exp(yt_)(h/i)V, e,
de imediato, leva a relagdo de comutagéo [p, X] = exp(—yt)(h/i), onde para t> 0
contradiz o Principio da Incerteza. Rigorosamente, esse seria 0 momento que deveria
ser considerado para o calculo dos valores esperados e das relagdes de incerteza.
Entretanto, em um trabalho recente de E. D. Harris™®, mostra-se claramente que a
relacdo de comutagcdo para 0 momento e a posicdo do oscilador ndo viola esse

Principio. Ele parte das equagé6es classicas de movimento de um oscilador harménico
classico dissipativo,

q=p/m, p=-mQ2q-2yp

com coordenada q(t), momento p(t), coeficiente de friccdo y e frequéncia Q,

acoplado a um campo escalar unidimensional CD(x,t). Apds um calculo tedioso, ele

obtém para a relagdo de comutagado entre p e q
[act). p(t)] = [a(0), pO))(1f; - ££,) - (/L) F[Q, (0), P O)|(F:f, - £..)

onde €? = 4y, L a densidade lagrangiana e f,, f,, f, e f, sdo fungdes do tempo. A

relacdo de comutacgdo anterior leva ao resultado

[a(t), p(t)] = i

é importante que os valores iniciais para Q, e P, devam ser diferentes de zero, para

que a relacao de comutagdo entre o momento e a posi¢ao ndo viole o Principio da
Incerteza. Desses resultados, pode-se concluir que nao ha inconsisténcia na teoria
quantica para sistemas dissipativos em usar o operador momento dado pela identidade
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(IV.4), pois satisfaz a relagdo de comutacdo para o momento e posi¢gdao. Como se
depreende do trabalho de Harris, para os sitemas quanticos em que a particula é o
oscilador harménico, esses sistemas ndo sao mais colocados em uma categoria de
sistemas quanticos em "aberto", de modo que, neste trabalho, as grandezas dindmicas
e momento descrevem consistetemente os sistemas dissipativos considerados.

E feito, a seguir, a analise de alguns graficos, referente aos valores esperados
das grandezas aqui obtidas.

IV.4 GRAFICOS

E conveniente atentar para a notagdo aqui adotada. A variavel t usada no eixo

horizontal de cada grafico, € a evolugdo temporal do sistema em relagdo a fungao

que se esta considerando, por exemplo: E(t) x t; no eixo vertical, coloca-se por

extenso o nome da fungao, isto é, ‘taxa de variagdo da energia’. Para a enumeragao de

cada grafico, usam-se um conjunto de letras e um algarismo separados por um hifen,

por exemplo: TVE - 3; as letras identificam a funcgéo plotada, ‘Taxa de Variagdo da

Energia’ — e o algarismo ‘3’, trata-se do terceiro grafico desta fungdo. Cada funcdo

pode ter um ou rhais graficos plotados.

Observe que adota-se uma escala arbitraria para todos os graficos, e ainda,
embora as unidades das grandezas fisicas e das fungbes éstejam omitidas, considera-
se o Sistema Internacional de Unidades (Sl). Nao se perde qualquer informagéo neste
sentido, haja visto que este trabalho é essencialmente tedrico, e se deseja apenas
conhecer como algumas das equacdes aqui obtidas evoluem com o tempo. Os valores

das constantes nas equagdes de {(x) = &(t), 1‘P(X,t)l2 e E(t) para os sistemas sem e

com memoria séo, também, arbitrarias.

SISTEMAS SEM MEMORIA

Grifiess de E(t) = VEX

Séo construidos a seguir alguns graficos da equacdo E&(t), onde E(t) mede a

‘evolugdo temporal do Valor Esperado da grandeza dinamica X', isto &, {X) = &(t).
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VEXx - 3:
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o
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N
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valor esperado do observavel x
o
N

o

O
N
or
-

Nota : Observe que, com o decorrer do tempo, o valor médio do observavel X vai a

zero, pois para tempos muito grandes o sistema ndo mais evolui, indo ao estado
estacionario. E interessante observar o fator de escala no eixo vertical da fig.

VEx - 2.

. Gdficos de |¥(x1)| = FDP

Constroem-se a seguir graficos da equagao |‘~P(x,t)l2, onde |\P(x,t)|2 é a ‘Funcéo

Densidade de Probabilidade.

Para a coordenada espacial X=0:
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FDP - 3:

densidade de probabilidade
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Nota : A fig. FDP - 1 mostra que o pacote de ondas associado a particula oscila e
decai rapidamente de um valor maximo e essa oscilagdo tende a um valor

constante, como se vé na figs. FDP - 2 e FDP - 3. O pacote de ondas esta
evoluindo para outros pontos da coordenada X. S&o feitos mais alguns gréficos,

agora para a coordenada X = 1.

Para a coordenada espacial X = 1:
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Nota : Da mesma forma que nos trés graficos iniciais, os trés ultimos graficos mostram
que a evolugdo temporal do pacote de ondas associado a particula, oscila e
decai tendendo rapidamente a outro valor constante. Isto € bem razoavel, pois a
‘fungéo densidade de probabilidade’ da a probabilidade de encontrar a particula
em algum ponto do espaco, e essa probabilidade diminui para grandes valores

de X. Graficos similares poderao ser obtidos para outros valores da coordenada

espacial X.

Grdficos de E(t) = TVE

Séo construidos a seguir alguns graficos da equagio E(t), onde E(t) é a ‘Taxa de

Variacdo da Energia’.
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TVE - 3:
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Nota : Para os graficos da taxa de variagdo da energia, observe que a energia do
sistema quéntico para tempos grandes, tende a um valor minimo constante, ou
seja, o sistema vai para o estado estacionario com um valor minimo de energia,
onde nao sofre mais dissipa¢gdo em sua energia.

SISTEMAS COM MEMORIA

(consideragdes para X =0)

Grdfecos de E(t) = VEX

Séo construidos a seguir alguns graficos da equagdo E(t), onde E(t) mede a

‘evolugéo temporal do Valor Esperado da grandeza dinamica X, isto &, (x) = &(t),

para os sistemas dissipativos com meméria. Como, neste caso, tomou-se um exemplo
em particular, dado pela equacao lll. 28, consideram-se, aqui, as seguintes frequéncias

de corte: Q =1/ 2, Q=1e Q=2.0s comentarios sio feitos apés as figuras.
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VEx - 1:
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VEx - 3:

frequéncia de corte=1/2
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VEx - 5:
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Nota : Observam-se nos graficos das figuras VEX - 1 a VEX - 3, com o decorrer do
tempo, que o valor médio do observavel X tende a zero, pois o sistema vai ao

estado estacionario para tempos grandes. O gréafico da figura VEX - 4 mostra
gue o valor esperado desse observavel p'ermance constante. O grafico da fig.

VEX - 5 mostra que o valor esperado diverge para tempos muito grandes;

assim, ndo ha interpretagao fisica para a frequéncia de corte Q= 2.

Grdficoe de [¥(xY)| = FDP

Constroem-se a seguir graficos da equagéo |‘P(X,t)|2, onde “P(x,t)r é a ‘Funcao

Densidade de Probabilidade. Da mesma forma que antes, consideram-se os graficos

para as frequéncias de corte: Q=1/2, Q=1e Q=2. Os comentarios sdo feitos
apos as figuras.
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FDP - 3:
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Nota : O grafico da figura FDP - 1, correspondente a frequéncia de corte Q=1/2,
mostra que o pacote de ondas cresce e oscila tendendo a um valor constante.

Para a fig. FDP - 2, Q =1, mostra que a oscilagdo é peridédica. No caso da fig.

FDP - 3, onde a frequéncia de corte é Q = 2, a densidade de probabilidade
vai a zero, de modo que ndo ha uma interpretacéo fisica para os valores da -

frequéncia Q> 1.

Griféeos de E(t) = TVE

E construido a seguir um gréfico da equagio E(t), onde E(t) é a ‘Taxa de Variagéo

da Energia’, considerando-se a frequéncia de corte Q=1/2.

74



TVE -

taxa de variagdo da energia

Nota :

1:

o ©
N

=
»
)

At frequéncia de corte=1/2 ]

o
R
()]
@

10

O grafico dessa figura mostra a evolugdo temporal da taxa de dissipagdo da

energia do sistema para QQ =1/ 2. Observe, como é razoavel, a taxa oscila e
decresce e tende a zero para tempos muito grandes.
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CAPITULO V CONCLUSOES

s sistemas fisicos que descrevem fendmenos que correm frequentemente na
O natureza, muitas vezes, a energia total desses sistemas nao é conservada. Os
sistemas quanticos estudados nos capitulos 1l e lll tém, assim, a sua energia dissipada
devido a um tipo de atrito considerado. Portanto, os sistemas estudados neste
trabalho, pela natureza destes, sdo sistemas quéanticos mais realistas.

No capitulo I, fez-se um breve estudo do formalismo hidrodindmico da
mecanica quantica’, e no capitulo Il (dada as consideragdes), aplicou-se esse
formalismo para se obter a equacdo de Schrédinger-Langevin com memoria. Essa
equacao, € uma generalizagao da equacao de Schradinger-Langevin', de modo que na
interacao do sistema quantico acoplado a um dado banho térmico, consideram-se os
efeitos de meméria especificado pela fungdo memoéria p(t—t’). Foi proposta uma
funcdo de onda ¥ que satisfaz a essa equacgao, e também a equagao de continuidade,
analoga a solugdo para o sistema sem memobria, e que permite o calculo dos valores
esperados dos observaveis. Os resultados encontrados no capitulo lll, como eram de
se esperar, s80 mais abrangentes que os resultados do capitulo anterior, pois levam
em conta os efeitos de meméria da interagao sistema/banho.

A proposta essencial deste trabalho era obter um tipo de équagéo que fosse
semelhante a equacéo de Schrédinger-Langevin, porém mais geral que esta, na qual
tivesse um termo que relacionaria a dependéncia do sistema em estudo com um deter-
minado banho térmico, onde este termo seria representado pela fungcdo memoria. Esta
funcdo seria mais abrangente possivel, onde para um caso particular, teriam-se as
equagdes a priori conhecidas. Com efeito, a equagdo de Schrédinger-Langevin com
memoria, equacao (lll.8), expressa literalmente este pensamento. Se diz com memoria,
face a integral que contém a fun¢cdo memobria u(t —t). Note que esta equacgao reduz-
- se imediatamente a equagdo de Schrédinger-Langevin, equagao (l.41), para o caso
em que a funcdo meméoria for a fungao delta de Dirac (111.4).

Em resumo, qualquer sistema quantico dissipativo que seja descrito pela
equacdo de Schrédinger-Langevin com memobria, a interagdo que caracteriza esse
sistema nao s6 depende do tempo presente em que as medidas sdo feitas, mas de
tempos passados, de modo que a interacdo é caracterizada pela fungdo memoria
u(t»— t’). Assim, a contribuicdo efetiva deste trabalho, foi generalizar a equagdo de

Schridinger-Langevin para sistemas quanticos que apresentam efeitos de memobria,
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propor uma funcéo de onda \P(r, t) que seja solugdo dessa equagéao, e considerar uma

solucéo particular para uma dada fungio meméria p(t — t').

No Capitulo IV foi calculado os valores esperados dos operadores
momento, posi¢do, energia e a taxa com que evolui o valor esperado do momento.
Fisicamente sao resultados relevantes, pois satisfazem o teorema de Ehrenfest.
Finalmente, a relagdo de comutacdo para 0 momento e a posicdo considerados’
satisfaz o Principio da Incerteza. Este trabalho levou em consideragdo sistemas em
que a dissipagao é proporcional a velocidade linear de deslocamento da particula; para
um trabalho futuro, considere-se, talvez, sistemas quanticos que tenham uma fungéo

mais abrangente para a velocidade, isto €,
t

j u(t—t)F[v(r, t')]dtv' .

-0
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REFLEXOES

e O mundo, visto experimentalmente a nossa escala, € um imenso tenteio, uma
imensa procura, um imenso ataque; seus progressos s6 se podem fazer a custa de
muitos fracassos e ferimentos.

e Um desapego mais apaixonado, uma resignacao mais combativa, uma caridade
mais criadora, uma pureza mais carregada de iniciagdo; uma humildade mais
orgulhosa de sua sujeicdo ao Universo; uma dogura mais animada pelo espirito de
conquista; uma virtude menos semelhante a impoténcia ou a mediocridade; uma
salvacdo mais préxima do sucesso de um esforgo universal do que do escapismo
individual; uma propaga¢do da Fé mais distinta claramente de um proselitismo
sectario — eis 0 que esperamos todos para sentir o Cristianismo, a altura de nossas
necessidades.

e O Homem néo truncou a Natureza ao penetrar nela, (...). Ele era um fruto esperado
e, de alguma forma, implicito desde as origens.

o Deixe-se levar pelos acontecimentos quando eles forem mais fortes que voce (...).
Nao € necessario que compreendamos absolutamente e distintamente nossa vida
para que ela seja bela e bem-sucedida. Muitas vezes uma existéncia é fecunda.
exatamente por aquele lado que tenderiamos a desdenhar.

o A Matéria esta toda carregada de possibilidades sublimes.

e Nao ha, concretamente, Matéria e Espirito, mas existe sé Matéria tornando-se
Espirito. Ndo ha no Mundo, nem Espirito, nem Matéria: o estofo do Universo é o
Espirito-Matéria.

¢ Tudo tentar, até o fim.

e Tudo o que sobe, converge.

» Se eu pudesse mostrar, apenas, por um instante que fosse, aquilo que eu vejo,
acho que valeriam a pena todos os esfor¢cos de uma vida inteira.

. .O Futuro é como as aguas sobre as quais se aventurou o Apéstolo: carrega-nos na
proporcdo de nossa Fé.

Wance - Yosept Piove Tethard de Chardin

padre e filésofo francés: 1881-1955



