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RESUMO

Neste trabalho o problema de transferência de calor 
e umidade em elementos porosos unidimensionais ê abordado. 0 pro 
cesso é descrito usando-se os modelos de Luikov,Philip edeVries.
0 sistema de equações diferenciais representativo do modelo foi 
linearizado utilizando propriedades higro-tirmicas constantes.

As técnicas da transformada de Laplace, do teorema 
da convolução e do teorema dos resíduos de Cauchy são, em seguida, 
utilizadas para a resolução do sistema de equações diferenciais re 
sultante. As distribuições internas de temperatura e conteúdo de 
umidade são obtidas em várias situações distintas simulando-se as 
situações de aquecimento/arrefecimento e umidificação/desumidifi- 
cação a que estão sujeitos os elementos porosos das edificações u 
sando condições simétricas e não simétricas.

Os resultados são, em seguida, analizados de modo 
a se obter o desenvolvimento dos campos de temperatura e de con - 
teúdo de umidade e à influência do desenvolvimento de cada um des; 
ses campos sobre o outro.



xxiii

ABSTRACT

In this research work it is analysed the transfer of 
humidity and heat in porous unidimensional elements, the transfer 
process is described using Luikov and Philip and de Vries models. 
The system of diferential equation which governs the phenomenon 
was linearized using constant hygro-thermal properties. The
differential equation are solved using Laplace transform, convolution 
theorem and Cauchy's residual methods. The temperature field and 
humidity distribution in the porous elements are obtained for 
several heating, cooling, humidification and dessecation simulated 
situations, using symmetrical and asymmetrical conditions. The 
influences of humidity distribuition on temperature field 
development is analysed taking into account the relationship of 
this two fields.



1

C A P l T U L O l

INTRODUÇÃO

O conforto térmico no interior das edificações é 
um requisito indispensável ao bem estar das pessoas.Considerando 
que as edificações estão submetidas às variações das condições 
ambientais, os seus interiores terão condições semelhantes com 
evoluções mais ou menos defasadas e/ou amortecidas dependendo dos 
valores dos parâmetros que caracterizam o envoltório.

As variações das condições ambientais tem, aproxi 
madamente, um comportamento cíclico. As amplitudes destas varia 
ções são, em muitos casos, consideráveis, dependendo da região 
em questão, e as edificações devem ser construídas de forma a 
amortecer ao máximo estas oscilações, de modo que nos seus inte 
riores, as condições térmicas sejam favoráveis do ponto de vista 
de conforto térmico. Os meios que o homem dispõe para se. prote 
ger dessas variações são muitos, compreendendo desde a orienta 
ção da edificação até as características internas dos. comparti 
mentos e, nos casos mais graves, a utilização de sistemas de con 
dicionamento artificiais.

Entre as várias variáveis a serem controladas in 
ternamente âs edificações estão a temperatura e a umidade relati 
va. A temperatura interna é, basicamente, função dos ganhos e/ou 
perdas de energia por parte do ambiente interno.

Usualmente os cálculos da carga térmica são fei 
tos considerando um processo de condução de calor pura pelas pa 
redes. No entanto, sendo as paredes construídas de materiais po
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rosos e, considerando que, geralmente, elas estão úmidas ou sub
metidas a gradientes de umidade, espera-se que ocorra, juntamen
te com o processo de transmissão de calor um processo de trans 
porte de massa.

Philip e de Vries, [18] , [6] colocam que os dois 
processos ocorrem simultaneamente e são interdependentes.Sabe-se 
que a umidade existente no meio poroso pode passar por processos 
de evaporação e condensação sucessivos, migrando por meio de vã 
rios mecanismos e influenciando o processo de transmissão de ca 
lor.

As interdependências existentes entre os proces^ 
sos de transporte de massa e calor ainda não são totalmente co 
nhecidas. Existem muitas dificuldades em caracterizar e formular 
matematicamente esses processos em meios porosos, principalmente 
devido âs irregularidades apresentadas pelos poros dos materi^ 
ais, tanto no que se refere a geometria quanto às suas disposi
ções.

Um dos pioneiros na área foi Luikov,[13] , [14] , 
que, pela primeira vez, conseguiu equacionar o problema interre- 
lacionando os processos de transporte de calor e massa, utilizan 
do a termodinâmica irreversível, obtendo um sistema de equações 
diferenciais parciais de segunda ordem não lineares acopladas nas 
duas variáveis dependentes: a temperatura e o conteúdo de umida 
de do meio poroso. Philip e de Vries, [18], determinaram,também, 
um sistema de equações análogo àquele obtido por Luikov,utilizan 
do a lei de Darcy para o fluxo de líquido, a lei de Fick para a 
difusão do vapor e a lei da conservação da energia.

Muitos trabalhos já foram realizados no sentido de
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resolver o sistema de equações obtido, para as diversas situações 
de interesse. Devido à complexidade do sistema de equações e tam 
bém das condições de contorno, geralmente funções do tempo,vários 
autores tem atacado o problema utilizando métodos numéricos.

Huang, Siang e Best, [10], citam a dificuldade de 
se resolver o sistema de equações analiticamente. Fazem opção pe
lo método implícito das diferenças finitas. Obtém as taxas de flu 
xos e a distribuição do conteúdo de umidade para vários casos de 
interesse.

Glausgunov, [9J, utiliza o método variacional de 
Kantorovich para obter as soluções aproximadas do problema não li 
near combinado de transferência de calor e massa para condiçõesde 
contorno de primeira e segunda espécie, para uma placa infinita.

Eckert e Faghri, f 8], resolvem o problema de 
transferência de calor e massa numa placa infinita mantida à tem 
peratura inicial num dos extremos e submetida a um pulso de tempe 
ratura no outro extremo. A placa é considerada impermeável ao flu 
xo de massa em ambas as laterais. Assume-se que as propriedadesfí 
sicas são constantes e que o processo de transporte de massa não 
influencia o desenvolvimento do campo de temperatura. O sistema 
de equação obtido por Philip et al, [18] é então desacoplado e 
simplificado. Utilizam o' método daS diferenças finitas.

Outra forma de abordar o problema é resolvê-lo 
analiticamente, obtendo soluções exatas. As maiores dificuldades 
encontradas para a aplicação desta alternativa é a não linearida 
de das equações que compõem o sistema e as complexidades das geo 
metrias dos casos práticos.

Luikov e Mikhailov, |15], supõem que as proprieda
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des termo-físicas não dependem da temperatura e do conteúdo de 
umidade, linearizam as equações e, utilizando os recursos da 
transformada de Laplace e do teorema da expansão, resolvem o 
problema para uma placa infinita com condições de simetria no 
centro e com condições de contorno de terceira espécie. Conside 
ram as condições ambientes variando linearmente e exponenciajL 
mente com o tempo.

Souza, [20], em sua dissertação de mestrado, de 
senvolve um método de cálculo dos potenciais e dos fluxos na 
fronteira de uma placa infinita utilizando o método das funções 
de transferência. As condições de contorno são arbitrárias e 
são desenvolvidas em séries de funções pulsos. 0 problema é ana 
lisado na sua fase transiente. Uma deficiência desse método, em 
termos de análise, é que não se sabe o que ocorre no interior da 
placa porosa, os resultados com ele obtidos sendo limitados ape 
nas às fronteiras.

A proposta para o presente trabalho ê resolver 
o problema de transferência de calor e massa numa placa porosa 
infinita não saturada submetida a condições de contorno regidas 
por funções genéricas do tempo. 0 problema deve ser considerado 
com e sem condições de simetria.

0 sistema de equações ê linearizado fazendo a hi 
põtese que as propriedades termo-físicas são independentes da 
temperatura e do conteúdo de umidade.

As ferramentas utilizadas para a solução do sis 
tema de equações são a transformada de Laplace, o teorema dos 
resíduos de Cauchy e teorema da convolução.

0 problema simétrico é resolvido com condições de
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contorno regidas por funções arbitrárias do tempo, enquanto que o 
problema não simétrico é resolvido para condições de contorno de 
primeira espécie regidas por funções também arbitrárias do tempo.

Determina-se soluções genéricas sob formas de in 
tegrais que dependem dessas funções. Para cada caso de interesse 
elas são especificadas, resolve-se as integrais e determina-se as 
distribuições de conteúdo de umidade e de temperatura e também as 
densidades de fluxos de calor e de massa em qualquer posição da 
placa e em qualquer instante. Se as funções são simples as inte 
grais são avaliadas imediatamente. Caso sejam complicadas utiliza 
se um método numérico conveniente. 0 problema de encontrar o cam 
po de temperatura e de conteúdo de umidade numa placa infinita po 
rosa reduz-se a resolver duas integrais.

0 presente trabalho foi desenvolvido de forma que 
o caso simétrico mais complexo, condições de contorno de terceira 
espécie, foi resolvido e a partir destas soluções derivou-se as 
soluções dos casos mais simples por processos limites. Na prime_i 
ra parte do capítulo 3 apresenta-se o desenvolvimento teórico re 
lativo a este parágrafo.

Na segunda parte do capítulo 3 resolveu-se o caso 
não simétrico e derivou-se, por processos limites, todos os sub 
casos de interesse.

A apresentação e a análise dos resultados foram 
efetuadás no capítulo 4 seguidos da solução de um caso particu 
lar, com comparação com as soluções obtidas por Eckert et al [8], 
utilizando o método das diferenças finitas. Finalmente,apresentou 
se as conclusões e sugestões para futuros trabalhos.
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Observa-se que o trabalho se reveste de grande gran 
de importância dentro do contexto científico no sentido que consti
tui uma importante ferramenta para fins comparativos.

Os modelos numéricos, que, na maior parte dos casos, 
são representativos de situações reais, carecem de suportes compara 
tivos tais como modelos analíticos e dados experimentais. Neste sen 
tido, quanto mais complexo for o caso solucionado analiticamente 
mais fácil e confiável se torna o processo de checagem, pois meno - 
res .serão as simplificações requeridas no modelo numérico para tal 
fim.

Os modelos apresentados neste trabalho têm fundamen
tal importância, também, no sentido de confirmar e processar resul
tados experimentais.

De fato,-o presente trabalho se equadra dentro de um 
trabalho maior de simulação do comportamento térmico de edificações 
podendo ser acoplado a outros modelos já existentes que compõem um 
todo.
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C A P l T U L O  2 

FUNDAMENTOS

2.1 - Considerações Básicas

Os processos de transmissão de calor e umidade em 
meios porosos não ocorrem de formas independentes. Os teores de 
umidade do meio em estudo e do meio envolvente podem influenciar de 
forma sianificativa o processo de transmissão de calor.

Se existe umidade no interior e/ou no exterior do 
meio, surgirão gradientes de conteúdo de umidade. Em função do 
campo de temperatura poderá ocorrer evaporação em regiões quentes 
e condensação em regiões frias. Com isso haverá liberação e ab
sorção de energia influenciando o processo de transmissão de ca
lor .

Um estudo dos processos de transmissão de calor e 
massa requer, inicialmente, um equacionamento que seja representa 
tivo dos processos e também da interdependência entre eles. As 
equações são fundadas nos princípios da conservação da energia e
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conservação da massa,

2.2 - Equação para a Migração de Líquido

Representando-se o conteúdo de líquido num meio po 
roso por 0^, m3 de líquido/m3 de meio, o problema de migração de 
líquido pode ser equacionado da seguinte forma:

9 < P , V
= -7-(i*,c+ h , i ) + h  (2-1)

onde c é o fluxo de líquido por convecção, d é o fluxo de 
líquido por difusão, é o termo fonte (condensação ou evapora

çao) e p4 é a densidade do líquido.
De acordo com a Eq. (2.1) a variação do conteúdo 0^ 

com o tempo ê devida à divergência da soma dos fluxos convectivos 
e difusivos adicionada do termo fonte 1^. A divergência represen 
ta a variação do fluxo de líquido num volume de controle elemen 
tar. Se a divergência ê possitiva (sai mais líquido que entra) en 
tão o conteúdo diminui com o tempo. 0 termo fonte 1^ representa 
a geração/consumo de líquido por processos de mudança de fase.

Utilizando a lei de Darcy, Philip and de Vries |18| 
mostraram que os fluxos de líquido por convecção e por difusão 
podem ser representados sob uma forma única, , e expresso em 
termos do potencial capilar, f(Te6^), ou ainda:
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il p£Dt£VT " plü ei7&z ” P£K - (2,2)

onde K é a condutibilidade hidráulica (m/s) , DT^ é a difusibili 

dade mãssica do líquido associada ao VT, (m2/sK)e DQ̂  e a difúsibilidade más-
2sica do líquido (m /s).

O primeiro termo da Eq. (2.2) representa a difusão 
do líquido devida ao gradiente de temperatura, a segunda parcela 
representa a difusão do líquido devida ao gradiente de conteúdo 
de umidade e a terceira representa a migração de líquido devida 
à ação da gravidade, considerada, neste trabalho, atuando na direção z.

Considerando a observação feita para a dedução, da 
Eq. (2.2), pode-se representar as duas formas de transporte de 
líquido, difusão e convecção (ĵ  d e )̂ , da Eq. (2.1) por 
apenas, obtendo uma nova equação a partir de (2.1).

3<P,8 ) SK 3 (p 9.)
3t—  = 7 '(0tD9íVeí+ eíD« 7T'- W  ---32 + ** (2.3)

2.3 - Equação para Migração de Vapor

A densidade de fluxo de vapor em meios porosos é 
proporcional ao gradiente de pressão de vapor e pode ser expressa 
por meio da lei de Fick,
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onde: D ë a difusibilidade do vapor no ar; p é a pressão local;
pv é a pressão de vapor; T é a temperatura absoluta e f é 
caracterizado por Luikov [14] como sendo um fator entre 
0 e 1 que caracteriza a resistência ao fluxo de vapor devi 
da ã presença de líquido reduzindo a secção de passagem 
dos poros da matriz sólida, M é o peso molecular da água e 
R ë a constante dos gases perfeitos.

Geralmente

Pv = Pv (T,0£) (2.5)

e entao
9p 3p

vPv= T T  7T + ãêT 79e (2-6)

substituindo a Eq. (2.6) na Eq. (2.4) obtém-se,

* - n P M 9Py yT - fD P M 9Pv vQ (7 7) 2v p-pv RT 3T VT RT ̂ 0̂  l2*7)

3P
Fazendo as seguintes notações: D. = —  — ^  (difusibilidaOV P _ Pv Kl d —

■FD n Mde mássica de vapor) ; DIv = —  — ~r~ -jpp- (difusibilidade massi
£ vca de vapor associada ao VT) obtém-se a seguinte equação para a 

densidade de fluxo de vapor:
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ív--p*DevVe*- pA v VT (2*8)

A Eq.(2.8) diz que a densidade de fluxo de vapor 
ocorre de duas formas: uma parte ê proporcional ao gradiente de 
conteúdo de líquido e a outra, proporcional ao gradiente de tempe 
ratura.

Uma vez caracterizada a densidade de fluxo do vapor, 
Eq.(2.8), pode-se obter a equação da conservação da massa, para o
vapor, fazendo um balanço em um volume de controle elementar em

- o 3termos do conteúdo volumétrico de vapor , 0y, m de vapor/m de
matriz, obtendo:

3 (p 0 )V V = -V.j + I (2.9)31 ~v v

Todas as equações obtidas até aqui serão utilizadas 
nos próximos itens.

2.4 - Migração Paralela de Líquido e Vapor

As Eqs. (2.1) e (2.9) representam a conservação do 
líquido e do vapor respectivamente, logo tem-se:

3 ( p £ V  + T

3t Tl (2.10)
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a (P„e )V V = -V.j + I (2.11)31 ~v v

Somando as Eqs. (2.10) e (2.11), considerando que 
p 0 << p 0 e que 1« + I = 0, tem-se a seguinte equação:V V Aj A) V  V

3 (P,0,)
— i r -  = -v-le - V*lv (2*12)

Conforme a Eq. (2.2)

e conforme a Eq. (2.8)

iv = -p£D0vV0£ - P£DTVVT (2*14)

Substituindo as Eqs. (2.13) e (2.14) na Eq. (2.12),
obtêm-se:

3 (P.0.)
= V.(p„DQBVe„ + p «D VT)3t "'Z QZ Z *Z Ti

+ 7-(pA v 7V p.eDTv7T>+‘’J f



onde

D0 Dei + D0v

°T Dm» + D„T l Tv

(2.16)

(2.17)

A Eq. (2.15) representa a conservação da nassa em 
meios porosos com migração de vapor e líquido simultaneamente. 0 
primeiro termo do lado direito da Eq. (2.15) representa o fluxo 
da fase liquida pela superfície de controle de um elemen
to infinitesimal, promovido pelos gradientes de temperatura e de 
conteúdo de líquido. 0 segundo termo representa a migração de lí 
quido promovida pelo campo gravitacional.

2.5 - Equação da Conservação da Energia

Os componentes do meio poroso em estudo são: líqui 
do (£), vapor (v), sólido (o) e ar (a).

Fazendo um balanço de energia num volume de contro 
le elementar obtém-se a equação da conservação da energia»
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onde é a entalpia específica do componente i(i= i,v,o,a). A
Eq. (2.18) ê equivalente a dizer que a soma da variação do nível 
energético de cada componente é igual ao recíproco do fluxo líqui 
do de energia pelas fronteiras de um volume de controle elemen 
tar.

Definindo a fração mãssica do componente i como sen
do

_ massa do componente i 
ui massa da matriz solida

observa-se que = P0U£* Sen<̂ ° a conservação da massa, para
o componente i, regida pela equação seguinte:

.3 ( p . e . )
3t

obtém-se uma expressão para V.ĵ, que será utilizada posteriormente:

= “V.*. + I

V. j  . = I . -  -i i
3 ( p . e . )
31

3 <p0ui> 
31 (2.20)

Tomando o primeiro membro da Eq. (2.18) e utilizan 
do o fato que = C^T onde C. ê o calor específico do componen 
te i, e T ê a temperatura absoluta, tem-se:



15

~(p h + p„0,h„ + p 6 h + p 0 h ) = t|Í(p C + Z p u .C.)T| (2.21)3t o o Z Z Z 'v v v a a a dtj. o o . o i i J

Definindo o calor especifico equivalente como
C = C + Z C.u. e substituindo este resultado na Eq. (2.21), tem-0 . 1 1i
se:

_3_ 
91 |(p C + Z p u.C.)T = ~ ( p Cl5' (2.22)L o o £ o i i J 9 t o

Utilizando a Eq. (2.20) e trabalhando com o segun 
do membro da Eq. (2.18), tem-se:

-Vq “ V.(Z h.j.) = -ttq - V*(Z C.T j.) =
** m 1 *'*' 1 ^ « 1 ** X

3 (p u .)
-V<q - Z C.TV.j. - Z j-V(C.T) = -V.q - Z C.T (I.---5?-=-)“ 2 j.V(C.T) (2.23)-  1 ~ 1 . — 1 — . 1  1  dt • ~ 11 1  1 1

Conforme Luikov [l4], p. 239, na ausência do pro
cesso de filtração (migração de liquido por pressão hidrostática) ,
pode-se desprezar a parcela de energia transportada por convec
ção, ou seja, pode-se desconsiderar o termo £ j.V (C.T) .Substituin

1
do as Eqs. (2.22) e (2.23) na Eq. (2.18) tem-se:

3 (p CT)
0 = -V.q- Z C.TI. + Z C.T 0 1* 1 1 13t  T i  i  7 i  3t1 1
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Utilizando a regra da cadeia e rearranjando os ter 
mos convenientemente obtém-se:

fé0 H  - -7-3 - ? V i1

Considerando que 1 ^ = 0  (fonte de ar) e que Î  = -I ,a
então

'im
V  il =A-9 - N 1» - V i  - « v - v 1, —  v-a • L ̂

donde

p C = V.(XVT) - L I  (2.24)o 3t v

Para equacionar o termo fonte I , utiliza-se a 
equação da conservação da massa para o vapor, Eq. (2.11):

3<P 6 )
— sJ-Z- = -V.j + I .3t  ~v v

Considerando que p 0 <<1, obtêm-se: ^ v v

(2.25)
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Substituindo a Eq. (2.25) na Eq. (2.24), tem-se:

P, c |i = V.(XT) + L7.C p ^ T O  + L 7.( P£Dev76£) (2.26)

0 primeiro termo do segundo membro da Eq.(2.26) re
presenta a condução líquida de calor pela superfície de controle 
de um volume elementar. Esta parcela de energia ê proporcional â 
condutibilidade térmica X representativa do material sem migração

total é dado por XVT acrescido de uma parcela transportada com o 
vapor que migra. Para expressar o fluxo de calor total é necessá 
rio definir uma condutividade equivalente que leva em conta 
as duas parcelas de transporte de energia.

As duas últimas parcelas representam o transporte 
de energia com a migração de umidade.

As Eqs. (2.15) e (2.26) são reescritas abaixo dei 
xando evidente um sistema fechado de duas equações e duas incõgni 
tas: T e 0£.

de umidade. Neste ponto deve-se ressaltar que o fluxo de calor

(2.27)

(2.28)
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Os processos físicos de transporte de energia e de 
massa que ocorrem no interior de um meio poroso são interdependen 
tes. A transmissão de calor afeta o transporte de massa e vice- 
versa. 0 sistema de Eqs.(2.27) e (2.28) que representa estes pro 
cessos também são interdependentes. As equações são acopladas. Não 
se consegue encontrar o campo de temperatura de forma independen 
te do campo de conteúdo de umidade, e vice-versa.

Posteriormente ver-se-ã que estas equações serão 
desacopladas com a utilização da transformada de Laplace, porém, 
surgem parâmetros adimensionais, em ambas as soluções que são de 
pendentes das características higro-térmicas, condições iniciais 
e de contorno que ditam o desenvolvimento de ambos os campos man 
tendo a interdependência dos dois.

2.6 - Equações Simplificadas

Para que seja possível encontrar soluções exatas do
problema proposto, as equações deduzidas devem ser simplificadas
mediante as seguintes hipóteses: (a) propriedades higro-térmicas
constantes; (b) problema unidimensional; c) considera-se que não
não há migração de massa na direção z.

Utiliza-se as notações das pelas Eqs. (2.16)e (2.17)

ou seja:
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a:

D0 " D 6 v + üQl (2.29)

DT = DTv + D T£ (2-30)

Com estas hipóteses as Eqs. (2.27) e (2.28)reduzem-se

30o 320o
TtT = D0-- £  + (2.31)
9t 9 3x 3x

S T  ^*P P S T  ^ 0  £fi = (a+j-i D )£-£ + g-i D — ^  (2.32)
3t Cpo T 3x Cpo 0 3x

Estas equações encontram-se nas formas em que serão 
resolvidas no próximo capítulo sob as diversas condições de con 
torno de interesse.

2.7 - Condições de Contorno

O problema de transmissão de calor e massa numa pia 
ca porosa infinita pode ser subdividido em dois casos básicos: (a) 
caso simétrico e (b) caso não simétrico. 0 caso (a) por sua vez 
ê caracterizado pela existência de condições de contorno iguais 
em ambos os lados da placa. 0 caso (b) é caracterizado pela exi£ 
tência de condições de contorno diferentes em ambos os lados da
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placa.
As condições de contorno era ambos os casos podem 

ser subdivididas em: (1) condições de contorno de primeira espé 
cie ou condições de Dirichlet (temperatura e conteúdo prescritos) , 
(2) condições de contorno de segunda espécie ou de Newman (fluxos 
prescritos) e, (3) condições de contorno de terceira espécie ou 
de Robbin (convecção na fronteira). As condições de contorno (1) 
são estabelecidas prescrevendo-se os potenciais nas fronteiras 
do elemento considerado, enquanto que as condições de contorno 
do tipo (2) são estabelecidas prescrevendo-se os fluxos de calor 
e de massa nas fronteiras.

As condições de contorno de terceira espécie são as 
que melhor representam as condições reais do problema que será re 
solvido neste trabalho e são obtidas por meio de balanços de ca 
lor e massa nas fronteiras da placa.

A Fig.(2.1) mostra um diagrama para um balanço de 
energia em um volume de controle envolvendo uma fronteira da pia 
ca a ser estudada.
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Fazendo um balanço de energia no volume de controle 
representado pelas linhas tracejadas tem-se:

q + XVT + L (1 - Ç)j = 0 (2.33)3s -ms

onde qs = h|r (x = l, t) - t J  ; jmg = k^ Ĵ 0£ (x = l,t) - 0£eJ í Ç é o coe

ficiente de mudança de fase que dá o grau de importância do pro
cesso de migração de líquido por mudança de fase em relação ao
processo ae convecção, introduzido por Luikov 14 ; < é o co0 —
eficiente de convecção de massa; 9 corresponde ao conteúdo deXi 6
líquido que o material adquiriria se estivesse em equilíbrio com 
o meio ambiente, 0^e = f (T, <{> ,meio poroso).

O presente trabalho estuda o problema sem levar em 
consideração a migração de líquido, ou seja Ç = 1. Cora isso a Eq. 
(2.33) reduz-se a:

h[T(x = £,t) - T j  + (x=4 ,t) = 0 (2.34)

Com raciocínio análogo encontra-se a condição de 
contorno para o conteúdo de umidade 0^.

u Fg — p n 1 | n 3T (x - Z ,t) 30(x - £,t)
0 |_ £ - ' ' £ej + °T 3 ^ + D0 3x (2.35)
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Nas Eqs. (2.34) e (2.35), e 0£g, geralmente,são 
funções do tempo.

2.8 - Condições iniciais

Para todos os casos que serão estudados serão consi 
deradas as condições iniciais constantes:

T(x,0) = T£ (2.36)

0(x, 0) = 0 (2.37)
I

Dessa forma, ficam colocadas as equações e as condi 
ções de contorno para problemas que envolvem migração simultânea 
de calor e massa unidimensionais. Nos próximos capítulos serão 
apresentados os métodos utilizados e as soluções de casos especí 
ficos. Apresenta-se também resultados sob forma de gráficos e as 
respectivas análises.
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C A P I T U L O  3

TRATAMENTO MATEMÁTICO E OBTENÇÃO DAS EXPRESSÕES PARA OS 
CAMPOS DE TEMPERATURA E CONTEÜDO DE UMIDADE E 

PARA OS FLUXOS DE CALOR E DE MASSA

O processo de transmissão de calor e massa num meio 
poroso não saturado é regido pelas Eqs. (2.31) e (2.32) aqui rees 
critas, eliminando-se o Índice l por conveniência:

i£ = d L ±  + d Í-1 (3 1)

ff = °Sr-T + rDeM  (3-2)3t . 3x 3x

Lp/onde r = -p— ~ e a = a + rD_v*p o e 1

Nos itens seguintes são apresentadas as soluções 
para cada caso específico, caracterizadas pelas condições de con 
torno respectivas.
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3.1 - Campos não Permanentes de Temperatura e de 
Conteúdo de Umidade e Densidades de Fluxos de 
Calor e Massa. Placa Infinita com condição de 
Simetria e Condições de Contorno de ■ Robbin 
ou de Terceira Espécie

A Fig. 3.1 ilustra o problema proposto neste item.

TU,o)=Ti

. TOO r f ( t )  

. 9 e =  g ( t )

e(x,o)=ei
x“"

Figura 3.1

Conforme as Eqs. (2.34) e (2.35) e por 
de simetria, as condições de contorno são dadas por:

questão

h[T(x=£,t)-Tj + X |^(x=4t) = 0 (3.3)

fee[e(x=£,t)- e e ] +  DTf £ ( x = - e  ,t) + De||(x=£,t) = o (3.4)

§l(x=0,t)=0 (3.5)
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||(x=0,t) = 0 (3*6)

onde as condições ambientais e 0g são funções genéricas do 
tempo/

T„ = f(t)

8 = g (t)
6

As condições iniciais são dadas pelas Eqs.(2.36) e
(2.37).

T(x,t=0)=Ti (3.9)

0(x/t=O)=6i (3.10)

O problema proposto é encontrar as soluções exatas 
que satisfaçam ao sistema de equações diferenciais parciais de se 
gunda ordem lineares, obedecendo às condições de contorno e ini 
ciais dadas pelas Eqs.(3.3)a (3.10). Essas soluções serão obtidasuti 
lizando-se a tranformada de Laplace, o teorema da convolução e o 
teorema dos resíduos de Cauchy.

Aplicando a transformada de Laplace às Eqs. (3.1) 
e (3.2) em relação ao tempo e utilizando-se as condições iniciais 
(3.9) e (3.10), obtém-se:

(3.7)

(3.8)
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s 0l = V l + d tt l + ei (3*u)

sT = rD-01' + a t " + T. (3.12)L ü L e L 1

Manipulando estas equações obtém-se:

,(4) ,1 1 °T, " s Tl ” sTi
t l - <3  + 5 r  + r D7 )TL + — ■ 0 ( 3 - 1 3 >

0 0 0

A Eq.(3.13) é uma equação diferencial ordinária li 
near de 4— ordem não homogênea em . Pode-se resolvê-la utilizan 
do a transformada de Laplace e o teorema dos resíduos.

Aplicando a transformada de Laplace na Eq.(3.13) em 
relação a x e ordenando os termos:

• » 3  2Cjp + c2p + c 3p + c,,p + (sT./aD )
Tt (P/S) = — ------------------ ------- ----- §- (3.14)

pfp'-p’fl + ±  + sr-2-) + 4 - 1  L “ aD ' d D je 0-

onde clfc2,c3 e c^ são funções de s, a barra indica a transfor 
mada em relação a x e p é o parâmetro de transformação associa 
do.
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Define-se os seguintes parâmetros adimensionais:

• Número de Luikov 

D flLu = —— (3.15)a

, Número de Federov 

LP» D
= <3,16> 

Dessa forma, o denominador da Eq.(3.14) pode ser 
reescrito na forma:

Y(p,s) =p[p‘f-|(l + Fe + ^ ) p 2+ (|) (3.17)

De modo que:

' 5 L  < 3 -1 8 >

* ♦ 3  2ondé <j)(p,s) = c jP + c2p + c3p + c^p + (sTjyaDg) (3.19)

Utilizando-se o teorema dos resíduos, particulariza 
do para o teorema da expansão por Luikov, [lj, tem-se:
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Y+loo

[Hpfff] = ^ f f . P*dp-S «U.(pj.£(*,p,.)) (3.20)
Y-ioo

<b(p s) ^onde: f(x,p,s) = -J,*'— r e e p. sao os poios do integrando, oui ip / s) j
seja, as raízes de:

¥(p,s) =p(pl* - — (1 + F +íJ-) + (-) r-) = 0 (3.21)^ ^ a e Lu a Lu

ou ainda,
p = 0 ou

' i = H [ , 1 + f f e + è ) 1  /  <1  +  F e  +  è )2- ^ J

Definindo,

2 1 
Vi = 2 (l + Fe + ̂ )+ (-l)X/(l+Fe + ̂-) -^]/i=l/2 (3-22)

tem-se que as raízes que satisfazem à Eq. (3.21) são:

com 1 = 1,2 e j=l,2

Pj “ v± com i = 1,2 e j =3,4
a
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Calculando-se os resíduos correspondentes aos po 
los Pj# j= 1,2,3,4 e substituindo-se na Eq. (3.20):

t. / ! v‘* A ™  - / í ? ' x  ' / l v ! x
T (x,s)-- - = d e + d2e + d3e + dHe

L  S  *

(3.23)

Voltando-se às Eqs.(3.11) e (3.12) encontra-se uma
^  II

relação do tipo 0^=0^(T^,T^) e, utilizando-se a Eq.(3.23), deter 
mina-se na forma seguinte:

e.  ,  2 . 2 Á  v * x  2 - / l v >x
0T- -(1-v,)d e + — (1-v2)d e +-(l-v1)de +L s r 1 x r £ 2 r 3

- / l v=/oX,  2 V a  *
— (1 -v, )d e (3.24)r **

As constantes que aparecem nas Eqs. (3.23) e (3.24) 
podem ser determinadas utilizando as condições de contorno, Eqs. 
(3.3)-(3.6). Aplicando a transformada de Laplace às Eqs. (3.3)- 
(3.6) e fazendo algumas manipulações obtém-se:

r  r~ T -T. (G2cosh/|- Vjx'1- Gjcos h v2x) (f - -— )

V x's) - T “ -----------fTgV - fíG2 " °

(F2cosh / |  v^-Fjeosh v2x)r(g. --^)+ ----------*------- ------- a— ------h— s_ (3>25)
FzGj - F jG2
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0L (x,s)-

onde:

formas

onde

(x,s)

ei _ [(l-'v*)G2cosh /|  vtx - (l-v^^oosh / |  V2x]^ (fL--^) 
¥ '“ ’ F2G l“ F lG2

[(l-v^cosh/| vjX -(l-v2)FiCoshy| V2x] (gL--^)
+ ----------------- -----— -------------------  (3.26)F2G1 “ F1G2

» , ( . ) .  cos h / I  v . £  + 3 ^  / I  V  sen h / f  v , 

G.(s>= ( l - v “) o o s h y |  v . í  + [ F e + < l - v 2.)] / |  v.£ sen h / |  v.£ ;

Biq = M/X (Biot térmico); Bim= hg£/t)g (Biot mãssioo)

e i = 1,2.

As Eqs. (3.25) e (3.26) podem ser reescritas nas 
seguintes:

V í  - s <íi.-T->al + s(9l- ir> bl (3-27)

G2cos h / — ^ x  - GjCosh J — v2x £ (x,s)
" ---------.(f .g . - f .g . ) ---------r  <3-29)
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r [F2cos h /f ViX - Fjcosh/f v2x] ÇR (x,s)
B (x,s) = ----------- :-- — — --- — — — ------------= ----— --  (3.30)k s(F2Gi — F 1 G 2 ) <?(s)

i[(l - Vj) G2oosh/| VjX -(l-v^GjOosh/^ v2x] Ç .C (x s) = - — _________________ -__________________________= -..V. x ' *=*/L' ' ; síFaGi - F jG^) a(s)
(3.31)

£(1 - v 1)F2cos Vix - (1 - v2 ) FjCOs h v2x] ÇD (xrs)
D (X#s) = ------------------- a---------------------------------  = g(s) '
L s(F2G ! - F xG2) 0{S)

(3.32)

A partir das propriedades da transformada de Lapia 
ce, sabe-se que:

sfL (s) = L [f' (t)] + f (0) (3.33)
e que

sgT (s) = L [g' (t)] +g(0) . (3.34)

Substituindo as Eqs. (3.33) e (3.34) nas Eqs.(3.27) 
e (3.28) tem-se:

T.
— — ■ = [f (0) -Tí]al (x,s) + [g(0) - 0j  Bl (x,s) + L[F (t)] AL(x,s) +

+ L [g'(t)]B (x,s) (3.35)
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e.
eL“ = [f (0)-T.,]cl(x,s) + [g(0) - 6.]Dl(x,s) + L [f (t)] CL(x,s) + 

+ L [g' (t)] D (x,s) (3.36)

Utilizando o teorema da convolução e a linearidade 
da transformada de Laplace:

T(x,t)- T. = [f(0)-T.] A(x,t) + [g(0) - 0 ] B (x,t) +

A(x,A)^~ f (t - A) dA + B(x,A)~g(t- A)dA (3.37)

0 (x,t)- 0. = [f (0) - T.]c (x,t) + [g(0) - 0.]D(x,t) +

C(x,A)^f (t - A)dA + D(x,A)-^-g(t-A)dA (3.38)

Para que T(x,t) e 0(x,t) fiquem determinados,
A(x,t), B(x,t), C(x,t) e D(x,t) também devem ser determinadas a 
partir das Eqs. (3.29) - (3.32).

Utilizando o teorema da expansão, conforme a refe 
rência £lj , p.57,
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A(x,t)

C(x,t) ■

D(x,t)

(3.32),

Y+ia»
1 „ts „ ÇA(XfO) a, Ç (x,sje n
*i • -5ÕTO-d» - ÔTBÏ—  - ^ r ^ í —  <3-39)

Y-loo

J+ioo
S_.t

1 ís CB(x,s) ÇB(x,0) 00 4 (x,s )en
2ttí sa(s) a'(0) +nfx ~ a ’ (s*) (3.40)

Y-loo

1
2ttí

Y+ioo
e sçc(x,s) ç (x,0) - ç (x,s )eSttt

sa(s) s o'(0) + E 57(s )---  (3.41)n=l n
Y~loo

1
2ttí

Y+loo s t

Cs ^DÍX/SÍ , Çn(x»0) 00 £n(x,s )e ï ---:—:—  d s = ——--- - a. V _ nsa(s) ds ~o' (0) ^f^ ã ’ (s ) "" <3*42>
Y-Xoo

Conforme identidades estabelecidas pelas Eqs.(3.29)-

(A (X,S>- ^ c o s h / J  v2x - G 2o o s h / J  V,x (3.43)

Çj(x,s)= r ^ c o s h / f v . x -  P , c o s h ^ v 2x] (3.44)
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Ç (x,s) = — [(l-VjJG^sh f \ v2x - (1-Vj )G2oosh v2x (3.45)C 2T I Ot Ol

ÇD (x,s)= (l-v1)F2oosh VjX - (1-VjjFjOOsh v2x (3.46)

o (s) =s(F2Gj -Fj62) (3.47)

Os que aparecem nas Eqs. (3.39) — (3.42) são as 
raizes de a(s)=0 que constituem poios dos integrados destas equa 
ções, ou seja: s0 = 0 e s^, n = l,2,..., raízes de

F2G j - F1G2= 0 (3.48)

Afim de fazer as raízes sn mais precisas utiliza- 
se as relações coshz = cos iz e senh z = i sen iz e a relação

n ct

Assim,

F . (u ) = cos y v. + \i v .seny v. i = 1,2i n n i Biq n i n i

2 2 M v.
G. (u ) = (l-v.)cosu v. + [Efe + (1-v. )]~rj seny v. i« 1,2 i n  i n 1 *■ i J Bim n x
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onde y , 11 = 1,2,..., são as raizes deII

F2 (u )g i (y ) - F j (vi ) G2 (y ) =0 (3.49)z n 1 n 1 ti £ n

Das Egs. (3.43)— (3.46) obtém-se novas expressões em
termos de y : n

CA (X' V  = G i(Vn)COSynV 2l " G 2 (̂ n)COSV i f  (3'50)

ÇB(X,yn)= r[F2(V ° ° SV l f  " Fi(yn)C0SV 2 l ]  (3-51)

r[(1"V2)Gi(yn)cOSV 2 f  " {1"Vi)G2 (yn)OOSV 2 f] (3*52)

x 2Ç (x,y )= (l-vjF-íy )cosy v — - (1-v )F (y )cosy v - (3.53)D n  ̂ n ni£ 2 1 n n 2 .£

Voltando a atenção para as Eqs. (3.39)-(3.42), ne 
cessita-se determinar Ç (x,0), Ç (x,0), Ç (x,0), Ç (x,0), a'(0)eA O O U
a’ (s ). n

Utilizando-se a Eq. (3.47) e as Eqs. (3.50)- (3.53)
obtêm-se:

ÇA (x,0) = v* - v* (3.54)

ÇB (x,0) = 0  (3.55)
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Çc (x,0)=0 (3.56)

Çjj (x,0) = v2 - Vj (3.57)

a' (S) = [s(F2Gl-FlG2)]*= (F2Gj -FjG^ +s(F,2G1 + F ^  - F'jG2 - FjG’) (3.58)

Efetuando as derivadas separadamente e relembrando que 

(FjG2 - f 2G j) = 0, obtém-se:

a' (u ) = \ y t(y ) (3.59)n Z n  n

onde

x(yn)= v1G2(yn)H1 (yj +v2 F1(yn)I2(yn )- (yn>H2 (yn)-ViF2 (yjli (yn) (3.60)

W  = (1 + B ^ >  “ n“ nVi  + * w  COS V i  < 3 - 61 )

2
2 Fe + (1-v.)

I.(y ) =(l-v.)seny v. + --=•:-----  (seny v. + y v.oosy v.) (3.62)i'Kn i n i Bom i n i n i

onde i = 1,2

Da Eq. (3.59), pode-se mostrar que:

a' (0) = v2-v2 (3.63)
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Substituindo as Eqs. (3.54)-(3.63) nas Eqs. (3.39)-
(3.42):

2

00 G  ( u  ) o o s u  v  J  -  G  o o s v  y  J  - U n F O  ■> / . \  ̂ o ' r 2 n n  ̂v *  ̂n a1« / <5  ̂a \ A(x,t) = 1-2 E --------- uYfin-----------  e (3.64)
n=l n n

" rrF2(lin)COSViyn7 “ F1 (yn)OOSV2V1T17l ~ ^ F0 B (x, t) = 2 I -Li-g---- Lüi--- L_ü---- n (3.65)
n-1 Vin T(yn)

00 r [(l-Vj)G (y )oosy v j - (l-v^G (yJoosy v j\ -y FO
C(x,t)= -2 E -i----— -— -----HJLi------2...1 n----L Ü J e n (3.66)

n=l Vin n

“ (l-Vj)F (y )cosy v j - (l-vjjF^yJoosy j ~ynF0D(x,t) = 1+2 £ -----— -— ----- a-1.- -L-n---- ai- e (3.67)
»-1

Desta forma as funções T(x,t) e 0(x,t) dadas pelas 
Eqs. (3.37) — <3.38) ficam completamente determinadas e constituem 
soluções para o problema proposto, com condições ambiente regidas
por funções arbitrárias do tempo, T =f(t) e 0 = g(t).

00 e

Deve-se observar que o teorema da expansão, sendo 
uma particularidade do teorema dos resíduos, sõ pode ser emprega 
do, nesta forma,quando se tratar de poios simples. No caso emques 
táo essa condição fica garantida, considerando que a(s)=s(F2G 1- 
Fĵ GjJ ê uma função par de garantindo a unicidade de o (s) pa
ra cada e consequentemente para cada y^.
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Neste ponto especifica-se as funções f e g a fim de 
obter as distribuições e os fluxos para uma situação especifica.

Supor que a temperatura e o conteúdo de umidade de 
equilíbrio do meio ambiente possam ser representados por funções 
senoidais:

T = f (t) = T + T sen (2Trft) (3.68)oo m a

0 = g(t) = 0 + 0  sen(2irft) (3.69)e m a

onde Tm = temperatura média, 0^= conteúdo de equilíbrio médio,

T = amplitude, 0 = amplitude, f = freqüência
â  Si

Utilizando as Eqs. (3.64)-(3.67) e as especificações 
das condições ambientes, Eqs. (3.68) e (3.69), pode-se avaliar as 
integrais que aparecem nas Eqs. (3.37) e (3.38), e definindo-se 
os seguintes parâmetros adimensionais:

2
F0 = at/t (Número de Fourier)

2

Pd = 27rf£/a (Número de Predvoditelev) , obtêm-se:

a)
t

00 G2 (Ujcosy v £ -G . (y)cosyv j 
sen (R3F0) -2 S 2 n n U  n n 1A(x,A)-̂ -f (t-A)dA = T uc a

2 ^
Pd 2 PdUn ~2(y aos(P FO) + Msen(P,FO))- nu e n l

pd + \  n d d Pd+yn*

n-1

1 (3.70)
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b) B(x,X) g(t-X)dX = 20 E
n̂=l
»  r[Fi (nn)cosV , |  - F .íl^cosn^ |]

v V

Pd Pdy -y FO
_4 H (VçCOS(EtiFO) + Pdsen(BiFO)) - _ 2 ^n e n

Pd + y
n Pd + y

(3 .71)

c) C(x,X)-£r f (t-X)dX = -2T Z 
at a ,

n=l

r [ (1“V|)G2 (un) oospnv.j |  - (1-V2) Gj (yn) cosp v2f
n n

P 2 P^y -y PD
-5— S_^(y cos (BcüFO) + P sen (BdEÜ))----—  e n
M  + u' ” d H f+"‘n

(3.72)

d) D(x,X)-jr- g(t-X)dX = 0 < 
ut a

oo (1-v ) F (y ) cos (y v j )

sen (MED) +2 Z ( ----— -— ----- ■

»-1

(1-V; )F| (l|n)oosMnV2 I '

V (vn>
Pd 2

(y cos (MED) + Edsen(EÜFO))
r! + yH n n

2 2 ■
Pdy -y Fo 

n _ n 
e

pâ + y**
(3.73)

Substituindo as expressões correspondentes a A(x,t), 

B ( x , t ) ,  C (x ,t )  e D ( x , t ) , ou seja, Eqs. (3 .64 )-(3 .67 )  e as inte 

grais dadas pelas Eqs. (3.70 )-(3.73 ) nas Eqs. (3.37 ) - (3.38 ) e rear
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ranjando os termos convenientemente tem-se as distribuições de 
temperatura e de conteúdo de umidade:

T* =
T(x,t)-T. (T - T.)+ T sen (RIFO) i _ m i a
T - - T. max i T - - T.max x

«> 2 j cosy v . J 
- 2 1 Z (-1) n 1 *

n=l i=l n n

r V fO
• T. oos (PdFO) + r. sen (PdFO) + T. e 

L J 1 J2 J 3

(3.74)

e(x,t)-e. (6 -e.)+ e sen(paFo)e* = __ ____ h = - m 1___ a______ . +0 e - -e. 0 - - 0.max í max i

2 ^
00 . 2 j (l-v.)cos(y v. j)

+ 2 Z Z (-1) ---------- n 1 ^
n=l U l  

'j=i

2 .-y FO* * * *nr cos (PdFO) + r. sen (PdFO) + r. e
ji 3 J :

(3.75)

As raizes y , n = l,2,..., daEq.(3.49) são calcu n —
ladas utilizando o método da bipartição que consiste,basicamente, 
eir» andar no eixo das abcissas até localizar a primeira raiz, re 
finar o valor da mesma e buscar a prõxima raiz. 0 risco de pular 
üma raiz ê mantido sob controle andando com incrementos muito pe 
quenos. O comportamento da Eq. (3.49), para condições específi 
cas, ê mostrado no apêndice A.

Os coeficientes que aparecem nas Eqs. (3.74)-(3.75) 
são descritos a seguir:
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Pd y
r . =  w —
11 aPd + V*s-r[Gi V fK0.Fi<|Jn^

n
(3.76)

Pdr .  = w
12 aPd2+y'* n

[G. (y ) + KO F. (y )] L i n a i n J (3.77)

r .
13

Pdy
W [G. (y )+KCLF.(y )]-W — --—  [G. (y) + KO F (y ) ]
mu i n ™  i n J P<| + y ‘t

(3.78)

r‘,=
w Pdy„

— 5----- 2— [G . (y ) + KDF.(y )]KO - 1 n a i n Jmax Pd + yn
(3.79)

*r .  =
w Pd [G.(y )+ KO F.(y )1 (3.80)1 i n a i n J

*
T u

Wm
KO - max

G.(y ) + KO F.(y ) i n m i n
W Pdyn
KOmãx Pd+ y ** n

G. (y ) + KO F i n a i < V ] (3.81)

i = 1,2

Os parâmetros adimensionais que aparecem nas Eqs,
(3.76)-(3.81) são especificados:

W =
? T - T.‘a t . t _  m i e T - = T + T, =a T - - T. m T - - T .  max m amax i max i
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O número de Kossovich, KO, relaciona as diferenças 
entre as condições iniciais e as do ambiente:

6 0.-6 0.- 0 - 
K0a = -rçi , K O ^ r ^  , K0oSx= rçi-JjSL 

a m i max i

Os parâmetros KO e KO - informam se o conteúdo c m max
inicial de umidade no elemento poroso é maior ou menor que as con 
dições médias e/ou máximas do meio ambiente. Se KO for positivo
o problema ê caracterizado por um fluxo de massa da placa para o 
meio ambiente. Este é um processo de aquecimento e desumidifica 
ção, quando a temperatura do meio ê maior que a temperatura da 
placa. Se KO é negativo e a temperatura é maior que a temperatura 
inicial da placa então o processo ê de aquecimento e umidifica 
ção.

Se KO for nulo então a placa está, inicialmente, em 
equilíbrio com o meio, no que se refere ao conteúdo de umidade. 
Esse equilíbrio será alterado quando a placa for submetida a um 
campo de temperatura.

Dependendo dos números de Kossovich, pode-se ter, 
portanto, três situações distintas: (1) Umidificação e aquecirnen 
to, (2) desumidificação e aquecimento e (3) placa inicialmente em 
equilíbrio com o meio. As soluções para estes três casos são apre 
sentadas neste capítulo.
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3.1.1 - Processo de Umidificação e Aquecimento

Com a finalidade de tornar os resultados mais fã 
ceis de serem analisados, serão impostas restrições sobre as con 
dições ambientes (temperatura e conteúdo) e sobre as condições ini 
ciais, de forma a garantir que todos os números de Kossovich se 
jam positivos o que garante que haverá apenas o processo de umid_i 
ficação e aquecimento. É claro que as expressões apresentadas são 
representativas de qualquer processo desde que sejam readimensio 
nalisadas de forma conveniente.

Para que haja aquecimento e umidificação basta ga
rantir que:

T . = T - T > T. (3.8,2)min m a i

0 . = 0 - 0 > 0. (3.83)min m a i

Figura 3.2
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As distribuições de temperatura e de conteúdo de umidade
dadas pelas Eqs. (3.74) e (3.75) ja sao, na forma em que estão,
representativas do processo de umidificação e aquecimento. São
deduzidas, entao, as expressões para os fluxos de calor e de umi
dade.

a) Distribuição de Temperatura;

T(x,t)-T.
T ---------T - -T. 

max i

(T -T.)+T sen(PdPD) 00 2m
T - -T. 
max i

- E S (-1) 
n=l i=l

j cosynv.^ -
r. oos(PdlD) + J1

-y FO
+ r . sen (PdFO) + r . e n 

J? J3
(3.84)

b) Distribuição de Conteúdo de Umidade;

e » e - - e.
max x

X(0 -0.)+ 0 sen(PdFO) « 2,1 j (l-v.)oos(y v. y) 
m i a_____ _ , y v u i  1 -t. ±.

= 0 - - 0. 1*1 ynX(yT,)max i n=l i=l n n

j=2
2

-y FO

r* cos(PdFO) +r* sen(PdFO) + r* e 'n ji J2 J3
(3.85)

Observa-se pelas Eqs. (3.84)-(3.85) que;

T(x,t)=T. e T = 0 para t=0 e
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0 (x,t) = 0 e 0 =0 para t = 0 0^<7s<l

Observa-se, ainda, que T(x,t) não pode ser maior
que T - = T + T , e que 0 (x,t) não pode ser maior que 0 - = max m a max
0 + 0 , logo os potenciais T* e 0* obedecerão as seguintes res m a  —
trições: 0 ̂ T*(j,FO) 1 e 0 0*(£,Fo)-S 1 .

c) Densidade de Fluxo de Calor:

Conforme o tratamento teórico do capítulo 2, tem-se:

q(x,t) = - X 3T
e3x 13.86)

Derivando a Eq. (3.84) e substituindo na Eq. (3.86),
tem-se que:

q (pFO) - x (T _ _T
e max i

T

2 ( 3 £
n=l i“l

ĵ i

+  r . ,  e J3
-y2P0

r. cos(PdFO) +r. semPdFO) JX J2

(3.87)
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d) Densidade de Fluxo de Massa:

Conforme o capítulo 2:

j (X,t) = -p » iâ 03x -
(3.88)

Derivando as Eqs. (3.84)-(3.85) e substituindo na 
Eq.(3.88) tem-se:

* x 00 2.1 J seny v j
j (t /FO)= -2 E I (-1) ~Y~ J) ■ 

4 n=l i=l n
J=2

A., cos (PdFO) + A. . sen(PdFO) +
1 J 1  1 J 2

+ A. .. e1 J 3

2
•y FOI n (3.89)

ijfe j ife KO - J J max
+ (1 - Vj ) I\fe , í = 1,2 ; j = 1,2 e fe =1,2,3,

T., e r., , i=l,2 e k=l,2,3 são dados pelas Eqs. (3.76) a (3.81) ik ik
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3.1.2 - Processo de Desumidificação e Aquecimento

Para que haja processo de desumidificação e aqueci^ 
mento impõe-se as seguintes restrições sobre as condições ambien 
tes:

T . = t -T > T. (3.90)min m a  i

e - = e + 0 < e. (3.9i;max m a 1

As distribuições dos potenciais T* 0g,FO) e 0* (j,FO) 
e das densidades de fluxo são apresentadas a seguir. Observasse 
que as equações representativas deste processo são as mesmas apre 
sentadas no item 3.1.1. No caso do conteúdo de umidade, faz-se 
necessário readimensionalisâr a Eq. (3.85), para obter resultados
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mais fáceis de serem analisados, ou seja, de forma que, quando 
FO=0, obtém-se 0 =1, dizendo com isso que, no inicio do proces 
so, a placa encontra com o potencial máximo e a medida que o tem 
po for passando ela vai se desumidificando e 0* vai decrescendo.

a) Distribuição de Temperatura:

Como a condição inicial é a mesma do item 3.1.1, a 
distribuição de temperatura pode ser dada pela Eq. (3.84).

b) Distribuição do Conteüao de Umidade:

Transcrevendo a Eq. (3.85),

2 x0(x,t)-0. (0 - 0.) + 0 sen(PdFO) °° 2 i (l-v.)cos(n v. T )
/X  _ 1 TQ l  ei I v r  / i v ^ H  1

(r ro) - e - - e . ----- e -  - e.-----------------+ \ ,z, ( ' i r --------------T x õ õmax i max i n*l x=l n
*ĵ i

f 2
-y FO

r* cos(PdFO) + r* sen (PdFO) + r* e n J1 J3

0 - 0 . 0 - 0 . +  0 . - 0 . 0 - 0 .
_________i _  i min mm _  mm ,observando que e. -e. 0.-0.

m m  i m m  i mm i

e substituindo este resultado na equação anterior, tem-se uma no 
va forma para a equação da distribuição do conteúdo de umidade,
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0(x,t)-0 ,
0 (f>FO)=---e-;---e— ;

(6 - 0.) +0 sen(PdFO) min _ ^ Q ___ 2L i a
m m 0 . -0i min x

00 2 j (l-v.)cos(y v. j)
- 2 1  l (-1) --- -— v— ■ -1 - 1  p T pn=l i=l n

2
-y FO

r. cos(MFO) + r . sen(WFO) + T* e n Ji J* j 3
(3.92)

onde
*

ri.
w

KO . -.2 h min Pd + yn
KQ F. (y ) + G. (y ) a i "n i n

T* = 12
w
KO 2 ** min Pd + yn

KO F . (y ) + G. (y ) a i n i n

w * r
ri3 - w ~ [  + < Wmin L

Wa Pdy
^min Pd + y“ n

KO F.(y ) + G a i n i ' v ]

com i = 1,2, KO -r- ; Wa=— ^

c) Densidade de Fluxo de Calor:

Pode ser obtida utilizando a mesma expressão do item 
(3.1.1)/ Eq. (3.87).
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d) Densidade de Fluxo de Massa;

j(x,t) “p£Dxgx " p£Deax

Obtendo as derivadas a partir das Eqs. (3.84) e (3.92):

-i*£ TT))= - j(x,t)
3 ’' ‘W V ' W

« 2 j sen(y v. 7 ) 
= -2 E Z (-1)

n=l i=l T(yn) A. oos (PdFO) + iJ1

+ A. sen(PdPO)+ A. * e iJ2 iJí

2-y FO n (3.93)

onde: A.jfe= r.fe + (l-Vj)r*feJ , i = l,2, j = 1.2; fe-1,2,3

3.1.3 - Placa inicialmente em Equilíbrio com o Meio Ambiente em 
Tarmos de conteúdo de umidade e submetida a uma Diferença 
de Temperatura

As condições ambientes devem obedecer às seguintes
restrições

T . = T - T > T. min m a i (3.94)
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0 = 0 .  e 0 = 0  1 m i a (3.95)

A condição de equilíbrio mãssico cora o meio ambien 
te pode ser informada ao modelo por meio dos números de Kossovich,

KO = -rçft - 0
a

e . - e
KOm = rf ^ T a = 0  m i

0 . -  0 -i max _
^máx rT - - T.max i

= 0

As equações podem ser obtidas a partir das Eqs. 
(3.84) e (3.85), determinando novos coeficientes com processos li 
mites para retirar as indeterminações geradas pelas condições de 
KO' s nulos.



a) Distribuição de Temperatura:

É obtida a partir da Eq. (3.110) com os 
tes modificados.

 ̂ T(x,t)-T. (T - T.) +T sen(MFO) 00 2 j oos(y v. Ç) ,*>_ x m x ci  ̂ t* / i \ n x aL
" T - - T. " T - -T. " \  p t((l )max i max i n=l i=l n n

j/̂i
_ 2 i-y FO

. r., cos(PdPO) + I\ sen(PdPO) + r. e n J1 J2 J3

onde os são redeterminados a partir das Eqs. (3.76) 
fazendo os KO's tenderem a zero.

coeficien

(3.96)

- (3.78),



b) Distribuição do Conteúdo de Umidade:

A distribuição do conteúdo não pode ser dada pela 
Eq.(3.85) diretamente pois KOm-x aparece nos denominadores de to 
dos os seus coeficientes. Ela deve ser reescrita de forma a reti 
rar as indeterminações geradas por R0 = 0 nas equações dos coe 
ficientes (3.79) - (3.81).

Tomando a Eq. (3.85), multiplicando ambos os mem
bros por (0 - - 0.) , multiplicando e dividindo o segundo membromax
por r(T--T.) (r = Lp«/Cp ), tem-se: msx x *

0 - -0. (T - - T.)a Q max i max i
1* T- - -T. r---x----max i

(8 - - 0.)+0 sen (Pd FO) max i a____■
0 -  + 0 . max x

00 2 j (l-V.)oos(y v. j) 
+ E I (-1) —  1 n 1 1 
n=l i=l 

ĵ i
n n

r. cosfti Pd) + r. sen (Pd EO) + r., e n j2 j3
* -^F0* n

(3.97)

Observa-se que r
0 - - 0 . max - =-K0 -max e que

T - - T. Cp _ 1
x--- (T - - T.) ê um grupo adimensional. Passando, então,r Lp  ̂ max i * ^

KO - a multiplicar todos os coeficientes r*'s, retira-se as inde max —
terminações e gera-se novos coeficientes F*'s.
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*6 =
0 - .0... l

Cp0í— -(T - - TJ Lp^ max 0

« 2  j (l-v.)cos(y v .j)
= -2 z Z (-1) ----L _ .

n-1 i-1 VnT(yn)
j^i

* * * ”ynF0r.j cos(Pd.FO) + I\2 sen (Pd.FO) + rj 3 ® (3.98)

onde os novos coeficientes r 's são dados por:

* P d *WT,
T. = W — r— V 0,- (n_) il a_,,2, i+ i n Pd +pn
*

r . = w Pd
u “ " i P d 2 + V  Gi(1,n)n

*
r. = i

Pd y
Wm - Wa íp a + Mn Gi<%>

.com. . i = 1/2.

c) Densidade de Fluxo de Calor;

q(x,t) = -X 3T
e3x

âTobtendo -r— da Eq. (3.94), tem-se:
o X

q*(|,FO) _ q(x,t)
X (T - - T.) e max i

00 2 j v.sen(u v. j )
-2 E Z (-1) — --;■ ■? 1

n-l i-l ’V
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r - U FO
. r c»s(Pd.FO) + r s e n (Pd.FO) + r._. e n Jl J3

i
2 -|

d) D e n s i d a d e  d e  F l u x o  d e  M a s s a ;

A  d e n s i d a d e  d e  f l u x o  d e  m a s s a  é d a d a  por:

e n t ã o ,

A s  d e r i v a d a s  s ã o  o b t i d a s  d a s  E q s .  (3.96) e

po} 3 (*/t)
3 <r'F0) Cp- T  - -T.0 max i

0 L

2 j sen(u v . 7 )
- 2  s z (-1 r — r V 1 *

n-l i-1 1 n

j^i
2

- p  FO
A.. oos(Pd.FO)+  A..„sen(Pd.PO) + A...e n L ljl 1J2 íjfe

o n d e

iiife =  v i[F e r jfe+ ( 1 -v‘)rife] i = 1 , 2 i i = 1 '2 e

(3.99)

(3.100)

( 3 . 9 8 ) , e

(3.1Ó1)



3.1.4 - Casos nos quais as Difusibilidades et e PT são multo maio
res que a Difusibilidade DQ

Este estudo foi motivado para resolver casos para
os quais as soluções até aqui apresentadas podem apresentar indetermi

D D
nações quando Lu = ~  tende a zero e quando Fe = r—  tende a infinito

9

Observando as Eqs. (3.1) e (3.2) e notando que os 
termos que contém DT e a predominam sobre os demais, elas redu 
zem-se a:

2
3T _ 8 T /o
3 t  “ <= 7^  ( 3 - 102)

(3.103)

As condições de contorno e iniciais são dadas pelas 
Eqs. (3.3) a (3.8).

A técnica de solução utilizada para resolver as 
Eqs. (3.102)- (3.103) é a mesma utilizada no inicio do capítulo.
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a) Distribuição de Temperatura;

Aplicando a transformada de Laplace à Eq.(3.102) em 
relação a t tem-se:

r L -  -  i r 1 - 0 < 3 - 1 0 4 )

A equação (3.104) é uma equação diferencial ordinã 
ria linear de 2— ordem não homogênea, cuja solução é:

/s /s/— vx - / — v x T. / a y a
T (x,s) -~^= Cxe +C 2e (3.105)

2 dt onde v = 1/(1 + K) e K = r—

As constantes Cj e C2 são determinadas utilizando
as Eqs. (3.3) e (3.5), e então:

T.
Tx (x,s) - = A(x,s).sf (s) (3.106)

Li S L

onde

00sh ____________ _ . t(x.s)
s [°°sh / ï v-«+ sfe- / F ' ,ísenh/ F uí]
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utilizando a seguinte propriedade da transformada de Laplace: 
s f L (s) = L [f1 (t)] + f(0) , tem-se :

T.
TL (x, s) - —  = (f (0) - T.ÍAj^XjS) + L Cf (t)]AL (x,s) .

Utilizando o teorema da convolução, tem-se:

T (x, t) - T. [f (0)-T.]A(x,t) + A(x, X)^f (t-X)dX at (3.108)

0

A função A(x,t) é determinada da Eq. (3.107) utili 
zando o teorema da expansão, conforme Luikov, [lj.

± t n\ “  <t> ( X , S  ) S _A(x t) = ' V + £ _____2_ ei/,1 (0) , ÿ’(s ) en = l n
(3.109)

onde
<p (x,0) = 1 (3.110)

<J> (x,s ) = cos h / —  vx n y ot

V(0)= 1

« / ? • «
^ (sn’ ~ ~2Blq cos h

Al\/a

(3.111)

v£.
-senh y-v£
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utilizando as relações coshz = cos i z, senhz= -iseniz e

y = i — l , tem-se: n » a

<f> (x, s )= $ (x, y )= cosy (3.1Í2)n n n K,

2

*'(l,n)=' 2 W ° ° S V '  (1 + S 5 )_r  “ “V  (3.113)

onde os y^s são as raízes da equação

V v
cosy v - rrr— sen y v = 0 (3.114)n Biq n

Substituindo as Eqs. (3.110)-(3.114) na Eq. (3.109)
tem-se:

2“ cosy v -y FO
A(X/1) = 1- E --- «— 7--r e n (3.115)„-i (w„v) t (y ) n—1 n n

onde

(u.v) ! ,
T V  = F S 5  “ sV  + (1 + S q 12 “ " V  (3.116)

Uma vez determinada a função A(x,t), Eq.(3.115), a 
solução dada pela Eq.(3.108) fica completamente determinada.

Para resolver a integral que aparece na Eq.(3.108),
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e obter uma distribuição especifica, necessita-se estabelecer a 
função f(t) que rege a variação da temperatura ambiente.

Seja

f(t)=T (t) =T + T sen (2 irft) (3.117)m a

Substituindo a Eq. (3.117) na Eq. (3.108), determi 
nando a integral e rearranjando os termos tem-se:

 ̂ T(x,t)-T. (T -T.)+ T sen(Pd.FO) ~ oosy v t rjx*— ________i _ m i____a____________2 j; n -t

(3.118)

T - - T. T - - T .  -(yv)r(p)max i max i n=l n n
2 ■

-U FO
rjCosíPd.FO) + r2sen(Pd.FO) + r^e n

2 25dy p ,2 Pdy 
onde, r = w  — 5— r = w  - 4 a.-,—  , r = w  - w  —

1 a M 2+u* 2 3 B3 + li m a Pd2+ v ‘n n n

e W&, Wm e Pd são definidos na solução geral do início do capí 
tulo.

b) Distribuição do Conteúdo de Umidade:

Para que a solução do problema fique completa a dis 
tribuição do conteúdo de umidade deve ser determinada.

Derivando a Eq. (3.118) duas vezes em relação a x, 
substituindo o resultado na Eq. (3.103), e integrando em rela
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çao ao tempo, tem-se:

e(x,t)-e. « oosu V J
6 <!'ro>= DT(T----Tr)= 2 E. (•■ V h T|i~)T max i n=l n n

rjoos (Pd.FO)

* * "ynF0 i+ r2 sen (Pd.FO) + r 3 e + rt (3.119)

onde: r = -W
2 2 v Pd y

a Pd2+y

2 *+
V Vn 

_ ,2 i* ' Pd + yn
* 2V = v 3

Pd y
W n
a Pd2+ y

- - Wm
n

* 2 2 1
Th = v ' v =H m . r T> , K = r —  e W , W e Pd obedecem às1 + K ' a a m

definições do início do capítulo.

c) Densidade de Fluxo de Calor:

A densidade de fluxo de calor ê dada por:

3TDeterminando da Eq. (3.118), tem-se:o X

*,* )_ q(x,t) _
q (r/F0) X (T - -T.) . x(y )e max r n=l n

2-y FO
+ r2sen(PdPO) f r3e n .

r̂ cos (PdFO)

(3.120)
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Os coeficientes r., i = 1,2,3, são como definidos

neste item.

d) Densidade de Fluxo de Massa:

A densidade de fluxo de massa é dada por:

• / r, 39 n 3T3 (x,t) “P£D09X" P£ DT 9x

Notando que D_ »  DQ vi-se que o segundo termo do1 U
lado direito da equação predomina sobre o primeiro e então o flu 
xo pode ser obtido da equação seguinte:

3TDeterminando —  a partir da Eq. (3.118) e substioX “
tuindo na Eq. acima, tem-se:

• / 08 seny v Bi*(*Er» = ___1 (xft)____  = _2 ___ n .1
3 P»D (T - -T.) 2 “ t(y )K. T max i n=l n

x r 2 ■r -y FO
r cos(PdPO)+r sen(PdPO)+r e n1 2 o

(3.121)
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3.1.5 Casos nos quais a Difusibilidade Térmica a predomina so-

lor pura e portanto as equações devem se reduzirem a equação da 
difusão simples.

A solução deste caso pode ser determinada a partir 
das soluções do item anterior fazendo os limites necessários.

a) Distribuição de Temperatura:

de temperatura é, então, determinada a partir da Eq.(3.118) fa 
zendo v =1,

bre as Difusibilidades Mássicas D. e D„: _ — -- „ ■ ■ — ■ , - .. . -—----— ü — 1

Este caso é caracterizado por haver difusão de ca

2 TDo item anterior, v = 1/(1 + K) e K = r — .
2Como a >> Dt> tem-se que K+0 e v ->1. A distribuição

. T(x,t)- T.
r — 1

max i
(T -T.) +T sen(Pd.PO)

T - - T. max i

2-y FOnrjCos(PdiPO) + r2sen(Pd.FO) + r3e (3.122)

Os coeficientes I\, i = 1,2,3, são os mesmos especificados para
2a Eq. (3.118), com v = 1.
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b) Distribuição do Conteúdo de Umidade:

Multiplicando ambos os membros da Eq. (3.119) por 

DT (Tm ãx"Ti) °T------------ e observando que —  + 0, tem-se que: 9 (x,t) = 9̂

Este resultado era esperado pois as hipóteses sobre 
as difusibilidades reduzem o problema a condução de calor pura, 
logo o conteúdo deve permanecer constante como mostra a Eq.acima.

c) Densidade de Fluxo de Calor:

Pode ser obtida da Eq. (3.120) fazendo v =1,

*,x q(x,t) _ „ " Siq (pK))- r - g _ — f r r  - 2  2 — —
e max i n=l n

2-y FO
Î cosíPdPO) +r2sen(Pd.PO)+r3e n

(3.123)

onde os coeficientes I\, £ = 1,2,3, são os mesmos da Eq. (3.118).

d) Densidade de Fluxo de Massai

A difusibilidade de calor predomina sobre as duas 
difusibilidades mãssicas DQ e D e  como mostra o item b o conv l
teüdo de umidade permanece constante. Assim, o fluxo de massa de
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ve ser nulo para qualquer tempo e qualquer posição: j(x,t) = 0.

3.2 - Campos não Permanentes de Temperatura e de Con 
teúdo de Umidade e Densidades de Fluxos de Ca 
lor e Massa. Placa Infinita com Condição de 
Simetria e Condições de Contorno de Dirichlet 
ou de Primeira Espécie Variáveis com o Tem

Eo

T(x
e(x

T(*,o)=Ti
e(x,o)= ei

0 i x

Figura 3.5

As equações que regem o fenômeno de transferência de 
calor e massa são as mesmas estabelecidas no item 3.1, Eqs. (3.1) 
e (3.2). As condições de contorno são estabelecidas a seguir:

T(x =l,t)= f (t) (3.124)

0 (x = £,t)=g(t) (3.125)
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3T(x =0,t)_ 0 
3x (3.126)

3 9 (x = 0, t) _ Q 
3x (3.127)

fi interessante notar que as condições de contorno
de primeira espécie dadas pelas Eqs. (3.124) e (3.125) podem ser 
obtidas a partir das condições de contorno de terceira espécie da 
das pelas Eqs. (3.3) e (3.4), fazendo Biq e Bim tenderem a infi_ 
nito.

metido às condições dadas pelas Eqs. (3.124) - (3.127) podem ser 
obtidas a partir das soluções correspondentes ao problema com 
condições de contorno de terceira espécie, fazendo os limites das 
expressões, com Biq e Bim tendendo a infinito. Observa-se que as 
funções f(t) e g(t) devem ser especificadas como nas Eqs. (3.68)e

Para facilidade de raciocínio transcreve-se as solu 
ções gerais e todos os seus coeficientes, Eqs. (3.74) e (3.75).

As condições iniciais são as mesmas dadas pelas Eqs. 
(3.9) e (3.10): T(x,t = 0)=Ti e 6(x,t = O)=0..

As soluções para o sistema de Eqs. (3.1) e (3.2)sub

(3.69) .

(T -T.) + T sen(Pd.FO) ~ 2,1 m i a  _ _ 3 oos(V i I )
máx i

2-y FO
r cos(Pd.PO) + r. sen(Pd.PO) + r. e n 
J 1 J1 J i

(3.128)
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2 X(0 - 0.}+ 0 sen(Pd.FO) 00 2,1 j.(l-v;)cos(p v.j) ,x m i a r r /, i n u
<Z' r o ) =  - - - - - e -  -  e. - - - - - - - - - +  z, U Y ( T 5 - - - - - - -max í n=l i=l n n

j=2

* * * ”WnF0r^cosíPd.FO) + r̂ 2 sen(Pd.FO) + 1\3 e

onde,

t (v ) =v.G2(y )H,(y ) + v2F,(y )I (y ) -  v G. (y )H (y ) -  v,F2(y )I.(y ) n i  ̂ n 1 n  ̂ n  ̂ n  ̂ n  ̂ n * z n 1 n

1 ViynH. (y ) = ( 1 + rrr—  ) seny V . + - COS y V .i n Biq n í Biq n í

22 Fe + (1 - v . )
I . ( y  ) =  ( 1  -  v . ) s e n y  v . + ------ 5——-------— ( s e n  (y v . ) + y  v . c o s y  v .1 n 1 n 1 Bim n 1 n 1 n 1

F . ( y ) =  c o s  (y v . ) +  —  y . v . s e n y  . v .1 n n 1 Biq 1 1  1 1

G. (y ) =  (1 — v . )  COSy v . +  1 n 1 n i Fe + (1 - v
y v . n 1-gT---- sen y v . Bim n 1

00m i = 1,2

Os yn são as raízes da equação

F « ( n J G i  ( v J  - F (y )G- (y ) = 0  ̂ n 1 n i n * n

(3.129)

(3.130)

(3.131)

) (3.132)

(3.133)

(3.134)

(3.135)

Fazendo os limites com Biq e Bim tendendo a infini
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to, tem-se:

tem-se:

F.(y)=cosyv., i = l,2 (3.136)i n n i

G. (y ) = (1 - v?)cosy v. , i = 1,2 (3.137)i n i n i •

Substituindo as Eqs. (3.136) e (3.137) na Eq. (3.135),

2 2(v.- v,)cosy v.cosy v = 0 (3.138)2 1 n i n 2

Assim, cos(yRvx)cos(ynv2)=0, ou ainda,

cos(ynlv1)=0 ou cos(yn2v2)=0

Logo, tem-se a união de dois conjuntos de raízes:

_ (2n-l)i7 „ _ (2n - 1) tt /0y v , = ---=---- -*• y ,— TT—---  (3.139)nl 1 2 ni 2vj

(2n-l)ir _(2n-l)ir 
-----2---- --- <3-140)
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Das Eqs. (3.131) e (3.132), quando Biq e Bim vão a

inifinito,

H. (y ) = seny v.i n n i (3.141)

I. (y ) = (l-v.) seny v .i n i n i (3.142)

Substituindo as Eqs. (3.136), (3.137),(3.141) e (3. 
142), na Eq.(3.71), tem-se:

2 2 r
(y  ) = (v.- v0) v . c o s y  v , s e n y  v .  + v . c o s y  v . s e n y  v, (3.143)n L n  ̂ n *

Considerando a existência de dois conjuntos de raí 
zes, (3.139) e (3.140) e aplicando o principio da superposição na Eq. (3. 
128), tem-se:

T =• m i a
T - - T. max i

•-2 Z n
r l _ 1  |n=ll nl m

r,. (y)cos(Pd.FO) 21 nl

+ r22(ynl)Sen(Pd'FO) + F23(ynl),e
-„nlF° °°S|inlv2 t

“nl T(l,nl)
r (y Jcos (Pd.FO) 11 nl

+ ri2(unl)sen(Pd.FO)+ r13(ynl).e
2-y FO ‘nl °°Stln2Vlf

"nj T(V
r.. (y Jcos (Pd.FO)21 n2

-y2 FO
+  r  (y ) sen (Pd.FO) + r (y Je n222 n2 2 3 n2

°°Syn2V2 I  
yn2 T(Mn2)

r., (y Jcos (Pd.FO)li nz
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-y2 FOI '
+ r12<iin2)sen<pa.ro) + r13(pn2)e 1,2

Substituindo y . e y . na Eq. (3.143) ni n*
do os coeficientes r.̂  a partir das Eqs. (3.76)-(3

n+1 0« 1 , ,. zn-l x(“1) cos--- n-(T - T.)+ T sen(Pd.FO) „
vn) - m 1 a_________1 y _________

{IfF0)~ (T - - T.) tt . (2n-l)max ï n=l
2 l

-aiFO -a2F0
+ T2sen(Pd.F0) + r3e - r̂ e

onde

Pd a.
3 |pd2+ a2

b2 + KOa
Pd a.
,2 2 Pdz+ a2

b, + KO 1 a

r. =

r 2 2 ->
Wa J Pd

b2 + KOa
Pd b9 + KO2 ab, 1 ,2 2 2 2u3 Pd + a, ̂ A Pd + a2 L 'i

W W Pda
r3 = b7(ba + KOJ - E I ^ 7 ^ < V KV '

W W Pd a.
r .  =  ~(b. +KOm)- T~ ~- -(b +  KO ) ; 
*» b3 1 m b3 Pd2+ a2 1 a

(3.144)

, redeterminan 
.78), tem-se:

1cos(Pd.FO)

(3‘. 145)
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os demais parâmetros Wm, KC>m , K0a e Pd permanecem com o defini 
dos nos itens anteriores.

Utilizando as equações simplificadas com os proces 
sos limites, obtém-se, também, a distribuição de conteúdo de umi 
dade com o mesmo raciocínio seguido para determinar a distribui 
ção de temperatura, ou seja:

. (0 - e.) + 0 sen(Pd.FO) , “---s-------- + i E .0 - “ 0. ÏÏ , max 1 n=l

n + 1  <5 1ï __2n-l x( 1) cos—

’ 2r̂ Í
r cos(Pd.PO)

* * "aiF0 * "a2F0 + r2 sen(Pd.PO) + r e -r^e (3.146)

onde

* b w Pd a b.W Pda.
r! - b r r - S d  + V -  — f "  + V3 max Pd + a, b-KO - Pd + a-1 3 max 2

r„ = blWa Pd .. . ■ b2Wa Pd 
b3^mãx Pd2+ a2, 2 ^ m á x  Pd2+ a2

* b W b W Pda
r3 - E35T-®°m + V '  bjSTT 3 í 7 ^ (KDa + b2>3 max 3 max Pd + a1

* b W  b,W Pda,
T‘ = b,KO_-„(KOm + bl)_ b„KO- ^2, _2 (KOa + V3 max 3 max Pd + an
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As Eqs. (3.145) e (3.146) são as soluções do proble 
ma proposto no item 3.2, ou seja, são representativas dos proces 
sos de transmissão de calor e massa simultânea, numa placa infini 
ta de meio poroso não saturado, com condições de simetria, condi 
ções de contorno de primeira espécie e condições ambientes regi 
das por funções senoidais do tempo.

As soluções, T(x,t) e 0(x,t), juntamente com densi 
dades de fluxo são apresentadas nos iténs seguintes de formas dis 
tintas, dependendo do caso a ser estudado.

3.2.1 - Processo de Umidificação e Aquecimento

Os parâmetros adimensionais que controlam a nature
za do processo são os números de Kossovich. Para que haja um pro
cesso de umidificação e aquecimento simultaneamente é necessário
que as condições iniciais sejam próprias, ou seja, que a placa es
teja, inicialmente, menos aquecida e menos úmida que o meio. Isto

0.-0.
pode ser garantido fazendo KO . = r — ---Siü < o.3 min T . - T.mm i

Ê importante que as soluções sejam adimensionaliza- 
das de forma que os resultados permaneçam entre 0 e 1, para faci 
lidade de análise. As Eqs. (3.145) e (3.146), estão adimensionali 
sadas de forma adequada para este processo.
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a) Distribuição de Temperatura:

É dada pela Eq. (3.145).

b) Distribuição de Conteúdo de Umidade:

Ê dada pela Eq. (3.146).

c) Densidade de Fluxo de Calor:

A densidade de fluxo de calor é dada por:

obtendo -r— da Eq. (3.145), tem-se:
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a*j* pó) =_àÍ2VÈL__ = _

q ’ X (T - -T.)e max 1

oo n+i 
■2 E (-1) sen 
n=l

2n-l x
2 71 £ Î oos (Pd.FO)

-a FO "a2F0
+ r2sen(Pd.FO) + r3e - e (3.147)

d) Densidade de Fluxo de Massa:

A densidade de fluxo de massa é dada por:
3 T 3 0j(X/t) =-PpD —  - p»D — . Determinando as derivadas das Eqs.(3.•c T oX -C 6 oX

145) e (3.146), tem-se:

j*(f/F°) j (x,t)
p»d (0 - - e.)'Z 0 max i

oo n
-2 Z (-1) sen 
n=l

2n-l x 
2 vl Â cos (Pd.FO) + A2sen (Pd.FO)

-a FO _a pó
+ A e - A.e z3 ‘t (3.148)

°nde = ^ = r j + r 3 ' KOmSx = r T ^ - T . 5*J max max x

3.2.2 - Processo de Desumidificação e Aquecimento

Neste item, as condições iniciais devem ser estabe 
lecidas de forma que o processo seja de desumidificação e aqueci 
mento. Esta situação é controlada, no modelo, pelos parâmetros de
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Kossovich, no caso, KO's >0, exceto KO que ê sempre negativo.â

Para obter as soluções deste item, basta readimen- 
sionalizar, convenientemente, as Eqs. (3.145) e (3.146).

a) Distribuição de Temperatura;

A Eq. (3.145) representa a distribuição de tempera 
tura para um processo de aquecimento ou seja, a temperatura inî  
ciai ê inferior à temperatura mínima ambiente.

Neste item, o processo continua sendo de aquecimen 
to e portanto a distribuição de temperatura deve ser a mesma.

b) Distribuição do Conteúdo de Umidade:

Como o processo é de desumidificação (ê  > 0m£x  ̂e c2 
mo ê de interesse obter uma^adimensionalização que ofereça facili 
dade nas análises, é interessante que se readimensionalise a Eq.
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(3.146) em relação ao maior valor de referência. No caso,observan 
do a Fig. 3.7, vê-se que o maior valor de referência ê 0. - 0 . .3 * -a x m i n

Dividindo ambos os membros da Eq. (3.146), por
(0.-0 . ), multiplicando ambos os membros da mesma por (0 - - 0.)i min c max i
e fazendo algumas manipulações tem-se:

* 6 -°min , <em- V  + 6aSen(Pâ-P0) .4 :,,„n+1 2n-l X
1 = e. - 6 . ° 1 ------ 6 ". - e . ......  V ' 11

i mm mm i n=l

-a FO “a,F0
r cos (Pd.FO) + r sen (Pd.FO) + r e . - T e  
. 1 2 3 k

(3.149)

onde :

W
r =1 KO• — i

Pda.
min [ ^3 Pd2+ a2

W
r =2 KO . min

b l Pd2

b 3 Pd2+ a2

b - KO b2 Pda2
b, - KO2 a b3 Pd2+ a2 2
1 a

b - KO
b2 Pd2 b. - KO2 a 3 Pd + sl\

1 a

1

> •

W bx Pda,
r ^ + t é -  K  +  b 2 > !min 3 pd + â3 KO. b, 

m m  3

V W* b W b, Pda,
B 7 (bi +  +  b :  ; x - 7 (kd* +  b i>;min 3 --min 3 Pd + a2

0.- 0 . * T
KD_;.»rr--W = a è W =

T - T._ m i
min T . - T. ' a T . - Ti m T . - T.

min i mm mm i
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É importante observar a estrutura da Eq. (3.149).
* ~  ~Nota-se que 0 = 1 -  variações temporais - variações locais.

Se FO = 0 todas as variações se anulam e 0*= 1, ou
X  #seja 0(x,t) =0^ (condição inicial). Se todo o somatório se

anula e 0(x,t) =0 +0 sen(Pd.FO) que é a condição de contorno.m a
Para FO ^ 0 o fator 1 será corroído pelos demais fa 

tores, caracterizando um processo de desumidificação.

c) Densidade de Fluxo de Calor;

Ë dada pela Eq. (3.147).

d) Densidade de Fluxo de Massa;

Ë dada por: j(x,t) = - p ^  - p ^ f i  ,

O U

3 = j (x,t)
p „ D ( 0 .  - 0 . ) •c 0 i min
— z-------------------------

n=l
Â cos(Pd.FO) + A2sen(Pd.FO)

-aiFO -a2F0
+ A,e - ie3 4 (3.150)

onde
f a  *A . = W - 5 7 T -" -  r.-r., i = 1,2 , 3 , 4 ,i max KO . i i m m
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3.2.3 - Placa Inicialmente em Equilíbrio com o Meio Ambiente em 
Termos de Conteúdo de Umidade e submetida a uma Diferença 
de Temperatura

A Fig. 3.8 ilustra o caso simulado em termos das 
condições iniciais e de contorno.

O modelo é informado sobre as condições do processo
0

por meio dos parâmetros de Kossovich: KO = - r —  =0 (0 = 0),a i aa0.-0 0.-0-
KO = r = 0 (0 = 0 .) e KO - = r =r— ^  =0 (0 -  = 0  = 0 . ) .m T - T. m 1 max T - - T. max m 1m max 1

As distribuições de temperatura e de conteúdo de umi 
dade são determinadas a partir das Eqs. (3.145) e (3.146) fazendo 
os limites dos coeficientes e r. quando os parâmetros KO's 
tendem a zero.
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â) Distribuição de Temperatura:

Da Eq. (3.145),

* T(x,t) - T. (T -T.)+ T sen (Pd.PO) . " n+i
T (f.ro). if-— l̂  ^  --------- i r (-!,

max i max i n=l

oos 2n-l xTT —

2n-l

_ -a FO -a FO
lCOs(Pd.F0)+ r sen(Pd.FO) + r e 1 - r e (3.151)

Os coeficientes I\ são determinados a partir dos coe
ficientes da Eq. ('3.145)

W
v  si

Pd a. Pd a.
- b.

2 Pd2+ a2 1 Pd2+ a2

W
V e !

Pd 
Pd2 +

- b. Pd 
Pd2 +

b2 b2 ajPd
r = W r---V/ —---- r----3 mb3 a b3 pd2+ a2

b, b a Pd
f. = M =-Í- W ,-i— | r
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b) Distribuição do Conteúdo de Umidade;

Trabalhando com a'Eq. (3.146) e relembrando que

K0„á,r4 ^ g ”  - t e m - s e !max i

* x e(x,t)-0 
0 (Z/P0)_r(T~ -T.) - i  Îff i n=l

n+1 
(-1) cos 2n-l x--- ir —

. 2 L
2n-l r jcos(Pd.FO)

* -a FO -a FO
+ r2 sen(Pd.FO) + r3 e 1 - e 2 (3.152)

onde:
r = w

b lb 2
1 a b.

Pdaj Pd a.
n J 2 , 2 Pd + a2

b^b2
r = W -t-—  2 a b3

Pd Pd
Pd + a2 Pd + a2

r„=
b b12

3 b-
Pd a.

Wm -W — t---r-
m a Pd2+ a2,

r. =
b b 12

*+ b-
Pd a.

W - wa v 9 m a _,2 2 Pd + a2
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c) Densidade de Fluxo de Calor:

A densidade de flüxo de calor e dada por:
q(x,t) = -X 3T 

e 3x

ou

a V r o i -  q(x,t)___=q V) X (T - -T.)e max 1

“ n+1 -2 E (-1) sen—y-Tr £ 
n=l

rioos(Pd.PO)+ r2sen(Pd.PO)

-ajFO "â2Í*0
+ r3 e - r4 e (3.153)

d) Densidade de Fluxo de Massa:

Determinando as derivadas a partir das Eqs. (3.151) 
e (3.152), tem-se:

•*/* 3(x,t) _
3 (£ /F0) D.Cp T  - - T.0 0 max i

« n+1 r_ no r, / p2n-l x-2 E (-1) sen — 2— itj
n=l *-

AjCOS (Pd.F0)+ A2sen(Pd.P0)

-ajFO -a2F0
+ A„e + A.e3 *+ (3.154)

onde: A.= Fe r. + r. , £ = 1,2,3,4.i i i
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3.2.4 - Casos nos quais as Difusibilidades a e pT são muito maio
res que a Difusibilidade PQ

Dn D_A XSendo os parâmetros Lu = —  e Fe = r =r— , este item é
a  0  _caracterizado por resolver o problema de indeterminações: Lu+0 e 

Fe Este problema já foi resolvido para o caso de condições
cl «de contorno de 3— espécie. Pode-se reduzir a solução daquele caso 

à solução deste caso fazendo o parâmetro Biq tender a infinito.

As Eqs.(3.118) e (3.119) são transcritas para faci 
lidade de análise:

* „ T(x,t)-T. (T -T.)+ T sen(Pd.PO) °° cos(p v -»)
í . l V -------- 2 * n *max i max i „ , (y v)x(y ) n=l n n

Î cos (Pd. PO)

2-y FO
+ r2sen(Pd.FO) + r3e n (3.155)

*,x ̂  6 (x,t) “ 0-
0 (r P0)=D_(T--T) - - - (ynv)T(y~) T max i n=l n n

<*> cosy v ~õ
J t  =  2 l n 1

a
r* cos(Pd.PO)+ r* sen(Pd.PO)

-y FOn + r (3.156)

Onde os coeficientes serão determinados posterior
mente e os fs são as raízes da Eq. (3.114), ou seja, n

W v
cosy v - ç-t— seny v = 0 n Biq n (3.157)



Fazendo Biq tender a infinito, reduz-se a Eq. (3.
157), equação característica do problema com condições de contor
no 3— espécie, a uma equação simplificada, característica do mes
mo problema com condições de contorno de 1— espécie, cosy^v =0 cu

2n-ljas raizes sao: p =-=-- ir.J n 2 v

A função t  ( u n ) que aparece nas Eqs. (3.155) e (3.156)
é dada pela Eq. (3.116). Fazendo o limite com Biq -> », tem-se:
t (p ) = õ senp v. n 2 n

Substituindo estes resultados nas Eqs. (3.155) e(3.
156), tem-se:

a) Distribuição de Temperatura:

/ -t\n+1 _ _/2n-l x,
T(x,t) - T. (T -T.)+ T sen (Pd.PO) , ~ '"JJ oos(' o u o ' /X _________ i _ m i a _________4 ____________  ̂ L

1 \e'*u; T- -T. T- -T. ir \ (2n-l)max i max i n=l

-a.FO
r cos(Pd.FO) + r sen(Pd.FO) + r e. 1 2 3 (3.158)

2 n _  ^
Onde a. = (—=— tt) e os coeficientes r., i = 1,2,3,são 

determinados a partir dos r's relativos a Eq. (3.118), substituin 
do os s que lã aparecem pelas vn's aqui determinados:



b) Distribuição do Conteúdo de Umidade:

n+1
<*,x

T(TmSV"Tí) 11 r,-1 (2n_1)T max i n=l
riCOs(Pd.P0)+ T2sen(Pd.PO)

. “a,FO
+ r e - r*1 3 e i ̂ (3.159)

Onde os coeficientes I\ , i = 1,2,3,4, sao obtidos dos
*  ̂coeficientes I\ , i = l,2,3,4, relativos à Eq. (3.119).

* 2 P d a i ri = "V 1,2. 2Pd + a 1

r" = W v a 2 2 Pd + a,

Pd a.
w
aPd2+ a-!

* 2
r = -v wn m

O parâmetro v que aqui aparece é específico deste



85

c) Densidade de Fluxo de Calor:

q(x,t) = “X 3T 
e 3x

3TObtendo —  da Eq. (3.158), tem-se:o X

* q(x,t)
q X (T - -T.)'e max 1

“  n + l Or\  ̂ v
-2 Z (-1) s e n ( ^ p T r | )  

n=l
r̂ caDS (Pd.PO) +r2sen(Pd.PO)

-a FO 
+ r3e (3.160)

onde os r., £ = 1,2,3 são os mesmos especificados para a Eq. (3.158).

d) Densidade de Fluxo de Massa:

j (x,t) "P£D0 3x “ p£DT 3x

Obtendo, as derivadas a partir das Eqs. (3.158)-(3.159) 
Dee notando que —  -»■ 0, tem-se: ct

i*/£ j (x,t)
3 “ p»D_(T - -T.)JL T max i

------- 1--------

“ n+1 « i 
■2 Z (-1) Sen(^Trf). 

n=l 1 L

* *r cos(Pd.PO)+r2sen(Pd.PO)

* -a,F0 
+ r 3 e (3.161)
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A equação do fluxo de massa j ê idêntica à equação
do fluxo de calor q*. Os fluxos j(x,t) e q(x,t) diferem,então, ape
nas pelos valores de referência. Isso era esperado pois sendo a e
D predominantes sobre D0, o fluxo de massa ê promovido pela mes T 0 —
ma força que o fluxo de calor: o gradiente de temperatura.

3.2.5 - Casos nos quais a Difusibilidade Térmica ot Predomina Sobre
as Difusibilidades Mãssicas Dm e D ---------------------------  T 0

Se hã uma predominância da difusibilidade térmica 
sobre as difusibilidades mãssicas, conclui-se que o problema re 
duz-se ao problema de difusão de cálor simples.

As equações diferenciais representativas do proble 
ma de transporte de massa e calor simultâneo, reduzem-se a:

3T _ n 92 T3t 2 (3.162)3 x

As condições de contorno são:

T(£,t) = T (t) (3.164)

|“ (0,t)=0 (3.165)
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Condição inicial:

T(x,0)'=T. (3.166)

A solução da Eq. (3.162) sujeita âs condições (3.164)-
(3.166), pode ser obtida rapidamente utilizando o método da trans
formada de Laplace. No entanto sua solução será derivada da solu

dtçao do caso anterior, item 3.2.4, fazendo o parametro K = r—  ten 
der a zero, donde o parâmetro \> = 1/(1 + K) tende a 1 e a distri 
buição de temperatura para este item é obtida da Eq.(3.158).

a) Distribuição de Temperatura:

n+1 ,2n-l x.. v T(x,t)-T. (T -T.)+T sen (Pd.PO) , »(-1) œs ( ^ y )m*/X pri\= _______ 1 = m x a___________ 4 ___________ 2 l
1 T - -T. T - -T. ir . 2n-lmax x max x n=l

-ajFO
r cos(Pd.PO) + r sen(Pd.PO) + r e1 V (1.167)

Os coeficientes r., i= 1,2,3 são os mesmos da Eq.1 2 2n_*L(3.158), com a diferença que a ^  (— ^ •

b) Distribuição de conteúdo de ümidade:

Da Eq. (3.163), tem-se:

0(x,t) = C = 6. (3.168)
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Este resultado era previsto pois as duas difusibili
dades D e D são desprezíveis em presença de a.0 T

c) Densidade de Fluxo de Calor;

Pode-se obter a densidade de fluxo de calor da Eq.
2n-1 ^(3.160), fazendo v = l, ou seja, ax= (— ^

oo XI 1* /X q(x,t) 0 „ , ,s 2n-l x
‘j <z'F°>= x (t - - t .)°~ 2 V ' 11 sen- T - ' re max x n=1

r ̂ cos(Pd.FO)
l

+ r2sen(Pd.FO) + r3e
-ajFO

(3.169)

Os coeficientes I\, i =1,2,3, são os mesmos especlfi
cados para a Eq. (3.160).

d) Densidade de Fluxo de Massa:

Como o conteúdo de umidade permanece constante com 
o tempo, o fluxo de massa deve ser nulo:

j(x, t) = 0 (3.170)
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3.3 - Campos nao Permanentes de Temperatura e de 
Conteúdo de Umidade e Densidades de Fluxos de 
Calor e Massa. Placa Infinita com Condições de 
de Simetria e Condições de Contorno de Diri- 
chlet ou de Primeira Espécie Constantes

T(x=
G(x =

T(x,o )= Ti
eu,o)=ei

E i *

Figura 3.9

As equações que regem os processos de transferência 
de calor e massa são as Eqs.(3.1) e (3.2). As condições de contor 
no são dadas pelas Eqs. (3.124) - (3.127), onde f(t)= TQ (constan 
te) e g(t) = 60(constante).

Este problema difere daquele resolvido no item 3.2
apenas pelas condições de contorno. No item 3.2 as condições am
bientes variam com o tempo de acordo com funções senoidais e nes 
te item são mantidas constantes.

As soluções deste caso podem ser obtidas a partir
das Eqs. (3.145) e (3.146), fazendo ás amplitudes e as freqüências
das oscilações nulas, ou seja, Ta = 0, 0& = 0 e f = 0, e com isso
reduz-se as condições ambientes a constantes. Pode-se, então,iden
tificar T e 0 , que lá aparecem, com T. e 0n que representam as m m  o o
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condições de contorno deste item.

Com estas simplificações tem-se: Pd = 0/ W =0,â
T - =T. e 0 - = 0„. A partir das Eqs. (3.145) e (3.146) comos seus max 0 max 0 r ^
respectivos coeficientes tem-se:

a) Distribuição de Temperatura:

T*(£,P0) =•
T(x,t)-T. . » n+1 cos — —-ir y______ L = i _ 1 v  ±___:LT - T. 1 ir V  2n-l 0 i n=l

-a^FO -a2F0
r e - r e 1 2

(3.171)

onde: r. =
b2+ KO0

1 b-
bi+KO0 0 - 0 O

' r2 b~ ® K°0 “ r T -T. * 3 0 x

b) Distribuição de Conteúdo de Umidade:

* 0(x,t)—0.
0 1

. " ,2n-l x N 4 00 (-1) cos (— 2~  £ )
 ̂+ ir n=l 2n-l

* -a.FO
r e 1

* "a2F0 
r2 e

(3.172)

onde :
_ bl(b2 + KO0) 

1 b3
* b2(b!+ KO0)i
2r =  ------------------------------  e K n  = t- 9 Í-~ Q qb3 e KO =r- _ o T0-T±
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c) Densidade de Fluxo de Calor:

q(x,t)=-Xe — , donde

a* q(x,t)
q \£,F0) x (T -T.)e 0 i

= -2 E 
n=l rie

-SjFO
- r

-a2FO

(3.173)

d) Densidade de Fluxo de Massa:

j (x,t) = -p „D_ - p „D , donde J ' í T 3x Z 6 3x

/X j (x,t)
3 (*'ro)= <>Ã < V  V

“ n r̂i-1-2 E (-1) sen(— 2— ir£)‘ 
n=l

-a.FO -a FO
A e 1 - Aoe 2 1 2 (3.174)

onde: Aj r3 + K0 r3 e A2 + KQ^

Com isto encerra-se a parte de formulação do proble 
ma simétrico. No próximo item inicia-se a formulação dos casos não 
simétricos.
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3.4 - Campos não Permanentes de Temperatura e de 
Conteúdo de Umidade e Densidades de Fluxos de 
Calor e Massa. Placa Infinita com Condições 
de contorno Assimétricas de Primeira Espécie 
ou de Dirichlet

Os processos de transferência de calor e massa em 
meios porosos não saturados são regidos pelo sistema de equações 
diferenciais dado pelas Eqs. (2.31) e (2.32) conforme comentários 
tecidos ao longo daquele capítulo. Estas equações são transcritas 
para este capítulo para facilitar os desenvolvimentos.

( 3 -175)

ff =(a + rDT) Í ^ + rD0l!| (3.176)
3x 3x

As equações diferenciais (3.175) e (3.176)regem os 
processos que ocorrem no interior da placa. Deseja-se estudar as 
ocorrências ao longo do tempo e portanto, o estudo deve começar 
em determinado momento quando se conhece as condições iniciais da 
placa. O desenvolvimento dos campos de temperatura e de conteúdo 
de umidade depende também das condições ambientes onde a placa se 
rá estudada. As soluções a serem determinadas devem, então, ser vin 
culadas às condições de contorno além das condições iniciais.

Nos itens 3.1, 3.2 e 3.3 o mesmo problema foi re 
solvido considerando condições de simetria, e condições de contor
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no de terceira e de primeira espécie. Neste item, esse problema 
é resolvido sem considerar condições de simetria e com condições 
de contorno de primeira espécie. Dentre as condições de primeira 
espécie analisadas, considera-se condições variáveis com o tempo 
e constantes.

A Fig. 3.10 ilustra as condições de contorno e ini 
ciais que são escritas a seguir:

T(o,t)=fi(t)

0(o,t)=gi(t)

T(x = í

0(x = £

T(x.0 )rTi

6(x,o)=6i

0 1 *

Figura 3.10

T (x = 0, t) = fi (t) (3.177)

0(x = 0,t) = g1(t) (3.178)

T (x = £,t) = f2(t) (3.179)

0 (x =1 ,t) = g, (t) (3.180)

T (x, t = 0) = T. (3.181)

0 (x,t = 0) = (3.182)
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0 problema proposto é encontrar as soluções analí
ticas do sistema de equações diferenciais parciais lineares, Eqs. 
(3.175) e (3.176) sujeito às condições de contorno e iniciais da 
das pelas Eqs. (3.177) - (3.182).

3.1, utilizando a transformada de Laplace, o teorema dos resíduos
de Cauchy e o teorema da convolução, diferindo apenas pelas condi
ções de contorno. As soluções de ambos são idênticas atê o ponto
no qual tais condições são requeridas no decorrer da solução. Con
forme o item 3.1, as condições de contorno só são requeridas para
determinar as constantes d,,d ,d„ e d das Eqs. (3.23) e (3.24).1 2  3 k ^

capítulo pode partir destas equações que representam as transfor 
madas de Laplace do campo de temperatura e do campo de conteúdo 
de umidade em relação ao tempo. Estas equações são transcritas nes 
te ponto:

0 problema é resolvido, de modo semelhante ao item

Sendo assim, a solução do problema proposto neste

T.
+ d2e + d3e + d e (3.183)

eL(x's)" F  = ? (l-Vjldje
2 2+ (1 - v2)d2e + (l-VjJd^

(3..184)

i = l,2 são dados pela Eq. (3.22) e r = ̂

Para facilitar o desenvolvimento, são adotadas asse 
es: e b. = (.l-v?), i = 1,2.Aplicando a
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transformada de Laplace nas Eqs. (3.177) - (3.180), obtêm-se no 
vas relações envolvendo TL (0,s), T̂ (-£,s) ,6^(0,s) e eL(Z,s) . Subme
tendo as Eqs. (3.183) e (3.184) a estas relações gera-se um siste 
ma de 4 equações a 4 incógnitas: d 1,d2,d3 e d^.

T.
d. + d, + d, + d. = f (s)

1 2 3 4 iL s
(3.185)

a a2t -â Z -a2Z T.
dj e + d2e + d3e + d^e = f2L (s) - (3.186)

dlb l + d2b2 + d3b3 + d»hk = 9lL(S) "it (3.187)

aj£ a2t -a ̂Z -a 2Z 0.
djbje + d2b2e + d3b3e + d ^ e  = g (s) (3.188)

Resolvendo este sistema de equações determina-se as 
constantes. Substituindo-as nas Eqs. (3.183) e (3.184) tem-se as 
transformadas Tt (x,s) e 0_ (x,s).L L

T.
TL(x,s) --^ = s  A 1 l (x ,s )

T.
f!L (S)- T + s A2 L ( x ,s )

+ sA 3L (x,s)
e.' 0.'

9iLts,~ r + s A ^  (x,s) 92L(S)- f (3.189)

0. T. T. ‘
eL (x,s) = sB L(x,s) V s) - T + s B 2L (x,s) f T (s) ~  2L S

+ s B 3 L (x,s) 9iL(S> -
0.11 + sBUL(x,s) 92L(s) (3.190)
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<j>. (x,s) t|». (x,s)
onde: ft.L(x,s) = ■■*p(Bï" • V x's> = s D(s) ; 1=1'2'3-4-

2<j»1 (x,s) = 4[(b1b2 - b2)senh ax (Z- x)senha2£ +

+ (bjb2 - bj)senha2 (£-x)senha2£]/(y^ ) (3.191)

2 2 r 2<|>2(x,s) = 4 [ (b^ - b2)senh a2£senh a ^  + (b^- b^senh a^senh a2x]/(y )
(3.192)

<f>3(x/s) =4r(b2- bj) [senha2£senha1 (Z-x) - senha^senha2 (Z-x)]/(^- ) (3.193)

$ (x,s) = 4r ( b2- bj) [senha2-^senha1x - senha senh a 2x]/(/~ ) (3.194)

4 2ÿ (x,s)= — bx (b^- b2)senha2-csenhaj(£-x)

2
+ b (b b - b2)senha £senha (Z - x) ]/ / — ) (3.195)2 1 2 1  1 2 y V a

4 F 2 2 1 /s 24»2 (x, s) = — bj (b^- b2)senha2̂ senh a j x + b2 (bjb2-bj )senha1£senha2x /y ~)

(3.196)

ip (x,,s) = 4[bj (b2-b1)senha2-Csenha1 (£-x)-b2 (b2-b1)senha1£senha2 (Z-x)]/(J )̂

(3.197)

i|>̂(x,s) = 4 [b^b^b^ senha 2£ senha jX-b2 (b2~b j ) sen hassen ha 2x]/(y|-)

(3.198)
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D(s) = 4 (b2- bi) senha1£senha2£/(/~ ) (3.199)

Observando que: sfL (s) =l[f' (t) ] +f(0), pode-se es 
crever as Eqs. (3.189) e (3.190), nas seguintes formas:

A í l (x , s ) + f2(0)-T. A2L (x , s ) + gi(0)-e. A3l (x,s)

A^x,3) + L AiL(x,s)+ L f'2(t) A2L (x , s )

+ L g'i(t) A 3 L ( x , s )  + L g'2 (t) A4l  (x , s ) (3.200)

0.
V x 's , - T == B jj(x , s ) + f2(0)-T. B2 L (X' S)

g 1(0)-ei B3L(x ,s) + g2 (0) - e. BltL(x,s)+ L f 1 (t) B1L(x,S)

+ L £'2 (t) B2l (x , s ) +  L gx(t) B 3 l ( x ,s )  +  L g’2 (t) B ifL  ( x , s )  ( 3 . 2 0 1 )

Utilizando o teorema da convolução e a linearidade 
da transformada de Laplace, obtém-se as transformadas inversas:

T(x,t)- T.= [f! (0)- T.]A1(x,t)+ [f2(0)-Ti]A2(x,t) + [gj (O)-0.]a 3 (x,t)

+ [g2 (O)— (xrs) + Ai (x'x)HE

A2(x,X)^ f2(t- X)dX +
0

A3 (x,A)^ gx (t-X)dX 4-
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A H(x,X)^ g2(t-X)dX (3.202)

O"

e(x,t)-0i= [fjíO-TjBjtx^) + [f2(O)-Ti]B2(x,t) + [g1(O)-0i]B3(x,s)

+ [g2(0)-e.]B (x,s) + V X,X)2E f j (t-X)dX +
o'

B2 ̂X,x^dtf2̂ t_X d̂X

B3(x ,X)^ gx (t-X)d X + B̂  (x,X)̂ £ g2 (t-X)dX (3.203)

As integrais que compõem as Eqs. (3.202) e (3.203), 
são conhecidas como fórmulas de Duhamel, obtidas neste trabalho 
por meio do teorema da convolução, No apêndice B apresenta-se a 
equivalência entre os dois teoremas..

Cabe observar que as funções A^ e B^ que aparecem 
nas Eqs. (3.202) e (3.203), ainda não são conhecidas, apenas suas 
transformadas o são. Suas transformadas inversas são determinadas 
utilizando o teorema dos resíduos nos tópicos seguintes:

a) Determinação da Transformada inversa de A,„ (x,s):1 1 1  ' 1 1 Lj

A 1L(x,S) SD(S)
$ x (x,s) 4> J (x, s)

T(s) (3.204)



Utilizando o teorema dos resíduos, tem-se que:

<J> (x,0) “ <j>. (x,s ) s t
A 1 ( X / t )  =  t ' (0) +  Z n t 1 (s )n'e n (3 .205)11=1 n

onde os s sao as raízes de t ( s ) = 0 ,  onde x (s) =sD(s) e D(s) é  n
dado pela Eq. (3.198), ou seja, s = 0 ou as raízes de

sen h / — v.lsenh / —
-----IS-i-------_ o (3.206)

< /!>

As raízes da Eq. (3.206) são complexas e por isso
utiliza-se as seguintes relações para determinar as raízes reais
correspondentes: sen h / — v.£ = -i sen i / — v.£, cos h / — v.Z = c V a j / a j ✓ a j

cos v. I e y . = i /— V.l , onde j=l,2 e i é a  unidade v a j  n j / a j
imaginária.

Assim,

senh /—vi£senh /—  r- rr 
---------------- ---- =0 => senh J  — v-£ = 0 ou senh J  — v l -0

/
-2 /a 1 / a 2

donde:



Observa-se que s = 0 não ê uma raiz da Eq.( 
pois, fazendo o limite com s -> 0 encontra-se a unidade.

Utilizando as relações citadas e aplicando 
cípio da superposição, para os dois conjuntos de raizes, 
a Eq. (3.205), tem-se:

(x,0)
^1^/^= x, (0)

Utilizando a Eq. (3.191), para <p1, tem-se:

f,(x,s) 
lim ■, = 1 - r

-u at
nl£2 - ♦ , -

n-1

2 cc_t 
Jn2z2

prin
sobre

.206) ,

(3.209)

(3 . 210 )

2 2 v 2(b b -b )L senrnr (1-j) senmr —  
1-----2---- ;------ 5-------- (3.211)



Substituindo as Eqs. (3.210)-(3.214) na Eq.(3.209),
tem-se:

9 00 i i f1A(x,t) = (l-j)+- z sennir (1-4)
x, ir , n x.n=l

-dg-fro -<^>2foV . V2
P2e 1 + Pj e (3.215)

C( tOnde FO= —  é o número de Fourier que representa o 
Z2

tempo adimensional, e,

2 2 
p i = <b± -  b lb 2 )/ b 3' b 3= b 2 ~ b l' Í = l/2,

b) Determinação da Transformada Inversa de A„T (x,s)
Z Li

$ 2 (x,s) <f> (x,s) 
A 2 L ( X ' S)  =  SD =  t ( S)

Conduzindo a solução com os mesmos passos do item
a, obtém-se:

00 t l

A (x,t) = j + - I senniry2 -c. ir , n -Cn=l
- ( ^ ) 2 fo  - ( ^ ) 2 fo 

P2e i + Pxe 2 (3.216)

c) Transformada Inversa de A,T (x,s): ~ o L
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d) Transformada Inversa de À, T (x,s) :

oo n 

n=l

‘ -(ff -(f)2F0
ê- (e vi - e 2 )
3

(3.218)

e) Transformada Inversa de B,T (x,s):1 X li

n
B. (x,t) = — E senmr(l-y)* ir . n -tn=l

2 2 
,nirx ,mr«bip2 -(f-)FO b2Pl -<^)F0

e V1 + e 2 (3.219)

f) Transformada inversa de B_T (x,s) : “ ’ 2 L

B. (X/t) = —■ E ^  senmr $ 2 tt n=i n i
biP2 -(f ) F0 P2bl -(— ) FO 

e v2 (3.220)

g) Transformada inversa de B„,. (x,s):~~ 3 L

B3 (x  /1 ) = (1 - J)
00 ^

2  r  t _ 1 > /I7 j ! — senn.a-j,
b, -(— )F0 b2 -(— )F0‘ e v, * v2
3 3

h) Transformada Inversa de B^ÍX/S):

(3.221)

oo n
B, (x, t) = j --E i■ senrnryH x, it , n K.n=l

bj -(S1)F0 b -(21) fo
7—  e 1 - —  e 2 
3 3

(3.222)
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Desta forma os campos de temperatura e de conteúdo 
de umidade, Eqs. (3.202) e (3.203), ficam completamente determi 
nados. É importante notar que as transformadas inversas foram de 
terminadas sem a necessidade de se especificar as condições am 
bientes, graças ao teorema da convolução.

Neste ponto especifica-se as funções que represen 
tam as condições de contorno a fim de obter as soluções para um 
caso específico. Supõe-se que tais condições variem de acordo com 
funções senoidais:

f,(t)=T ,+ T sen (2tt ft) (3.223)1 ml a 1

f2(t) =Tn2+ Ta2sen(2lTft> (3.224)

g, (t) = 0 ,+ 0 sen(2irft) (3.225)1 mj a 1

g„(t) = 0 + 0  sen (2irft) (3.226)2 mz az

onde: f = freqüência; m = indica médio; a = indica amplitude;
1 = indica o lado esquerdo da placa e 2 = indica o lado di 

reito da placa.

Com estas especificações pode-se avaliar as inte 
grais que aparecem nas Eqs. (3.202) e (3.203). Para facilitar as 
notações,estas integrais serão denotadas por 1^ quando,no inte 
grando aparecer A^(x,A) e por quando no integrando aparecer 
B^(x,A). As funções A^(x,t) e B^(x,t) são dadas pelas Eqs. (3.215)- 
(3.222).
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I = 1 A 1 *X/X^dt f1 t̂”x d̂x

|)TalSen(PdPO)+Talf £ ti> sennull-flj
n=l

2,1 PdP.
i=l Pd+ a2. 
j=2 1

+ Pdsen (PdFO)
a.p.pd- -a.FO

-  -212
2 2 Pd + a: 1

*2 =
00 n

A,(x^)|:f, (t-X)dX = yT sen (PdFO) + T — I ̂ sennir y 2 dt 2 Je a2 a2 ir . n £n=l

2,1 PdP.
Z ---- 1-
i=l Pd2+ a?• o 1.J=2

â cx)s(PdFO) + Pdsen (PdFO)
a.p.Pd -a.FO
Pd2+ a? l

I3 = A3( x ,x )^ £  g x ( t -x )d x
00 n

-eaif ™ senn’ (1- f > ^ - E :  n=l 2
O'

i+1
E (-1) 
i®!

Pd
«,2 2 Pd + a.

X

a .cos (PdFO) + Pdsen (PdFO)
a.Pd 1___
2 2 Pd + a.

â oos (Pd FO)

(3.227)

(3.228)

\ V

(3.229)
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Ai*(X/X)dt g2 (t"x)dx =
2 ” (-1)" X r

- \ a  n^ —  senn’

i+l
I (-1) 
i=l

«
Pd a^oos(PdFO) + Pd sen (PdFO)

a.Pd -a.FO
- \ c í

Pd2+ a. 1 í Pd + a.1 i m m 1
(3.230)

n
(-1)B l ( x , x ) ^ f i ( t - x ) a x  = T - E

n=l
senn ir ( 1 - 4) .

2,1
E
i=l
j=2

b.P.Pd__ 1 J
r (Pd2+ a?)

a.œs (PdFO) + Pd sen (PdFO)
b.P.a.Ed -a.FO 
-1-■ J2X- -2- e 1 I (3.231) 
r(Pd + â )

t' n
00

- Ta2 f I til senn» I . 
n=l

2,1 b.P.PdE — -----------

i=l r(Pd2+ a2.)
lj-2 1

â cos (PdFO) + Pd sen (PdFO)
b.P.a.Pd -a.FO*)_ 1 J 3- n 1 I (3.232)
r(Pd2+ a!)

XB3(x,X)^-gi(t-X)dX = (1-j) 9alsen(PdF0) -
n

0 — Z senrnr (1-4) al if , n Vn=l

i+l b.
2 (-1) 
i**l

Pd
bo- b. Fcf + a£

a^cos(PdFO) + Pd sen (PdFO)
a.Pd -a.FO 

e 1r^2. 2Pd + ai
>>

(3.233)
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J = ' i+

pt ^ n
V x ' x)â  9 2 ' M >a x  -  I  ea 2 « n ( p a i o )  -  ea2 \  i  f c ü  « * , „ , £n®!

0
2 i+1 b. 
I (-1) ' 1 
i=l b2- bj

Pd
,2 2 Pd + a.i *■

a.cos (PdFO) + Pd sen (PdPO) i
a.Pd -a.FO 

e 12 2 Pd + a. i

(3.234)

Calculando f! (0) , £2 (0), gi(0) e g2(0) por meio das 
Eqs. (3.223) - (3.226) e substituindo os resultados juntamente 
com as integrais dadas pelas Eqs. (3.227) - (3.234) nas Eqs. (3. 
202) e (3.203)/ determina-se as distribuições de temperatura e de 
conteúdo de umidade.

T(x't)-Ti <Tml-'r1)+ TilSen(PdPO> „ x ,, 2 > ! , “........
T <£,ro) - T _ _ - T - T. •£* n . n sennir (1 l1max2 1 max2 1 n=l

cos (PdPO) + sen (PdFO) + r13e
-ajFO -a2F0-

(Tm2- Ti)+Ta2Sen(PaFO> x . 2 : (-1)"
---- t  . - t .------ z + í  E,"ir£enn’ zmax2 1 n=l

r21 cos (Pd FO)

-ajFO -a2FO
+ sen (Pd PO) + r23 e + rilf e (3.235)

* 0(x,t)-0. (6 - 0.)+9 sen (PdFO) 2 ~
f,F0) “T ^ ^ ê T  - ml e - -'e.------max2 1 max2 1 n=l

1t * * “SjFO ^ “ 2̂^
r* oos(PdFO) + ri2 sen (Pd FO) + r l3 e + T ^ e
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(0 - 0.) + 0 sen(PdPO) „ _ “ nm2 i a2 x 2 r (-1)_____x+ ---- t------— r----------sr + — E --- senn tt -s-(6 - - 0.) £ ir . n lmax2 î n°l

‘ * * * “a iF0 * -a.FOr21 oos(PdFO) + r22sen(PdPO) + r23 e + r21+ e

onde:

r., = W .il ai
Pdax KO .

p +
Pda2

.1 KO . 
v al

'

2 2 Pd + aT [ 2 b2 - bl j 2 2 Pd + a2[ 1 b 2 - blj

r. = 12 W .ai
Pd
2 2 Pd + aj

KO .
P + --2 b — b1

Pd
Pd2+ a2

P, -
KO . ai

1 b2 " bl

r., = w  .i3 mi
KO . ni

P2 + b2 - bu
Pda,

- W
ai Pd2+ a?

KO . ai
P2 + b - b 2 1

r.. = W . i*f mi P. -
KO . mi

1 b2 - bl
Pda.

W . — ---- -
31 Pd2 + a2

P, -
KO . ai

* W .r ______ ai_____
il (b - b,)KO - .2 1 max2

Pda2 b2
Pd2+ a2

KO . - P ai i
Pdax bj
Pd + â

KO . + P ai 2

ru -
w .ai

(b„ - b.)KO - 02 1 max2

2
Pd b.
Pd2+ a2 ai

2Pd b.1
2 2 Pd + â

KO . + P„ ai 2 ;

(3.236)



108

*  W .r = ai i3
Pda b ■ 1 i

KOmáx2 Pd2+ a2
KO .--- âi_ 4. pb - b 2 2 1

. .w.. . .r. b.mi i
KO - b - b.max2 2 1

KO .+ P0b mi 2 1

r* --
ib KO -

Pda2b2
Z 2 mãx2 Pd + a„

P, -
KO .ai W .mi

KOmax2
r--KO . + P.b„b„ - b, mi 12

Wai= T T
T .ai
- « “ T. 'max2 i

T . - T.
W .= ^mi T

0 . 9. -0 .
—r —ai- • KO = r 1 ml •T . ' mi T . - T. ' ai mi i

0 . - 0 - „
KO - = rmax2 T - - T.max2 i r=Cp7

De forma semelhante ao que foi feito nos itens anterio 
res, o problema será resolvido de acordo com os processos: (a)Umi 
dificação e aquecimento, (b) desumidificação e aquecimento e (c) 
equilíbrio de conteúdo de umidade com o meio.

3.4.1 - Processos nos quais ocorrem Aquecimento e Umidificação

Esses processos são controlados, no modelo, por meio 
do número de Kossovich que relaciona as condições iniciais com 
as condições ambientes. A Fig. 3.11 ilustra a situação inicial é 
as condições de contorno.
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6maM:
©m*Ômin̂e«n<

6(x.o)=Qi

. 0ma*2
■ Y \ em 
^ -- 0min2

b)

Figura 3.11

As Eqs. (3.235) - (3.236), estão adimensionaliza
das de forma conveniente para este item, pois as maiores diferen
ças de potenciais para referência são (T- -T.) e (6 - - 9.) / co Y max2 i max2 i —
mo ilustra a Fig. 3.11.

As Eqs. (3.235) e (3.236), podem ser simplificadas
rearranjando os termos dos dois somatórios e utilizando a seguin

x n+1 xte identidade: sennn (1 - j)= (-1) senmtj . Cem este procedimento
e manipulando estas equações tem-se:

a) Distribuição de Temperatura:

' T(x,t)-T. (T - T.) + T sen (PdPO) v (T -T ) + T , sen (PdPO)m*/X _ i _ ml 1 al x. . m2 i a2
T (r'ro) T - - T.----- T - V - T.-------  (1 - T> + --- - T - ';-T.-----max2 i max2 i max2 i

x 2 _ 1 x• 7 - - £ “ sennir T
1  ” n =l n 1

r cos (Pd PO) + r sen (Pd PO) + T e1 2  3
-a^O

-a,F0 + e 2 (3.237)
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Os novos coeficientes que aparecem são combinações 
dos coeficientes da Eq. (3.235) e são descritos a seguir.

r = r -(-l) r = z 
1 11 21 i=1 6. - (-1) Ô . 

11 12
W .ai

Pd a, P„ PdP, a„
1 2 1 2

2 2 2 2Pd + a\ Pd + a2

W .RO . ai ai Pda, Pda„1 2
_ , 2 , 2 _ ,2 , 2 Pd + a1 Pd + a2

n
r. = r  -(-1) r = 12 22

2
Z
i=l

n
6il 6i2

1/
w .ai

-* ,

2 2 Pd P„ Pd P, 
2 + 1,2 2 „2 2 Pd + aj Pd + a2

W . KQ .ai ai 2 2 Pd Pd
,2 2 ,2 2 Pd + ax Pd + a2

n w .mi
KO . 

2 b,
Pda

W .
1

aiPd2+ a*

KO . ai

n
r = r»  - ( - 1 )

ro, = E 1=1 Sil  -  < -«  Si 2 w .mi Pí -
KO . mi

1 bí
Pda,

- w .

31Pd2 + a2 2

KD . ai
b3 J



onde 6 . . = ^
1J 0 se î j , 6. . ê conhecido como <5 de Kronecker

1 se î j

e t,3=b2-bi

A Eq. (3.237) representa a distribuição de tempera 
tura para o problema proposto, num processo de aquecimento e umi 
dificação.

b) Distribuição do Conteúdo de Umidade:

Após reagrupar os termos da Eq. (3.236) com o proce 
dimento do item a, tem-se:

9*(^ ,F0) =
e(x,t) - e. (e - e .)  + e ,sen(PdPO)i _ ml i al
6 - o - 9* 0 - 0.max2 i max2 i

+
(0 „ - 0.) + 0 „sen(PdPO) m2 i a2 x — Z — senmr£ r*oos (PdPO)

* n=l n 1 1

* * -a FO
+ r2 sen(PdPO) + r 3 e 1

-a FOl 2 (3.238)

onde os coeficientes são dados por:
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n * 2 n W . ÍKO . Pd2b2 Pd2bj
(-1) r22 = z Si! - W ’ hl

ai ai
KO - b- 2 2 ,2 2i=l max2 3 Pd + a„u 2 Pd + ax

r 2 Pd P b 2 1
2

Pd P b
+ 1 2

Pd2 + ax Pd2 + a2

„* * . ,. * r = r -(-l) r3 13 23
2

= z 
i=l

n
6. -(-1) ô. 

11 12

W . Pd a. b, ai 1 1
[KO - -j2 2> L max2 (Pd + ap

KO . ai + P„

Wmi
KO - max2

KOmi + P„

* * n *
= ri, r2.

2
Z
i=l

5.^-1) i2
W .ai Pd a 2 b2

KO - _,2 . 2 max2 Pd + a2
Pt -

KO . ai
bv

W .mi ,
KO - , 2 max2

KOmi - P.

c) Densidade de Fluxo de Calor:

A densidade de fluxo de calor é dada por:

3T 3Tq(x,t) =- • on^e e obtida da Eq. (3.237)

0* l-.FO) =___q(X/t)q \ £ ' 1 X (T - - T.)
(T - T.)+T -sen(PdFO) (T - T.)+ T sen(PdFO) ml i al m2 i a2

e max2 i T - - T.max2 i T  - „ - T.max2 1

-a FO -a FO
rjCosíPdFO) + r2sen(PdPO) + r3e 1 + r̂ e 2 (3.239)
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Os coeficientes I\ da Eq. (3.239) são os mesmos es 
pecificados para a Eq. (3.237).

d) Densidade de Fluxo de Massa:

A densidade de fluxo de massa é dada por:

8T 3 0j (x,t) = - p «D ---P «D -— • Determinando os gradientes a partir das
aL T oX 6 oX

Eqs. (3.237) e (3.238) e adimensionalizando a densidade de fluxo 
de forma conveniente, tem-se:

i* £  3(x,t) Fe
3 KV  J L p A O  - - e.) KO -Z 0 max2 i max2

(T - T.)+T .sen(PdFO) ml i ai_______
T - - Tmax2 i

(T „ - T.) + T „sen(PdPO) m2 i a2________
T - - T max2 i

(0 - 0.)+ 0 .sen(PdPO) ml i ai_______
0-0-9. max2 i

(0 „ -0.) + 0 „sen(PdPO) m2 i a2
0 - - 0 . max2 i

2 E cos nir j 
n=l

AjCosíPdFO) +A2sen(PdFO)

-a FO -a FO
+ A3e + Â e (3.240)

Fe * onde: A . = ^ ---- r .  - r .  , j=l,2,3,4.
 ̂ max2 J J
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3.4.2 - Processos nos quais ocorrem Aquecimento e Desumidlficação

A Fig. 3.12 ilustra as condições ambientes e inî
ciais para esses tipos de processos. Ilustra também o fato que,
neste capitulo, o referencial máximo para a temperatura permanece
(T - - T.) e para o conteúdo de umidade ele é dado por (e.- 9 . ,). max2 i c i mml
Em função disto, tem-se:

0 max<
6m 1 
0mm<

8(x,o)g0i

— ~ —  0mox2
— 4- \  0m2 wi---Xf•0min2

Figura 3.12

a) Distribuição de Temperatura:

Como o valor de referência T - T̂, permanece o 
mesmo do item 3.4.1, a distribuição de temperatura pode ser repre 
sentada pela Eq. (3.237).
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b) Distribuição de conteúdo de Umidade:

A distribuição de conteúdo de umidade para este caso
pode ser obtida a partir da Eq. (3.238) readimensionalizando-a de
forma conveniente. Para tanto, o valor de referência deve ser o
máximo, ou seja: 6. - 0 .' . x mxnl

Multiplicando ambos os membros da Eq. (3.238) por 
0 - - 0. 0-0. 0 - 0 .
max 1 e notando que ----+ /̂ tem-se a nova ex0 . . - 6.mxnl i
pressão para o conteúdo de umidade:

, * , x „ ,  e(x' t ) - 9,„inl , (em l - 8i , + 9a lSen(PdFO>„  x, ■ (em 2 ' V + V en(MP0) 
6 % <F0>= 8 . - 9  . , = 1 ---------- e '.'7 - " e :-------------- (1~ Z > ------------8 -  e:---------- "i mxnl mxnl x mini i

— Z — senrnr -j I ir , n ln=l
* * * * -a2 ^  r cos(PdPO) + r sen(PdFO) + roe + r  e1 2 3 1*

(3.241)

Os coeficientes ,i = l,2,3,4, assumem novos valo 
res a partir dos antigos, relativos â Eq. (3.238), modificados da 

0 - - 0._ i - max2 x
rela«ao e . ,-e. 'mxnl x

* 2
ri = S 1 • 1

x=l

n fw . KO . Pd b0a. Pdb^j
6ü -(-l) 6^ J _iü ax 2 2

l b3 KO . . mxnl „,2, 2 Pd + a„ u 2 Pd2 + a2

* >W . PdPb a PdP b aax 2 1 1 . 1 2  2
HO . . mxnl ,2 , 2 _ Pd + ax _ .2 , 2 Pd + a2 >



1 1 6

* ^
r = e 
2 i=i

n

fi.-(-l) 6. 11 12
W . KO .ai ai
b, KD , .J mml

2
Pd b„

2
Pd b1

,2 2 Pd + ax

★
w .ai ' Pd2P2bj

2
, M *lb2

KO . ,mini _ ,2 , 2 Pd + a Pd2 + az _

2 2 Pd + a l

r3 =
2
E
i=l li (-1)”

★
W .ai Pd a1b1[KO .

31 + p
*

W .ml h
'KO .miiKO . , mml Pd2 + a2

: + i b3 2 KO . i min 1 b3
+ P

r =
2
E
i=l

n
5il -{1) 6i2

* *
' W . Pda0b„ ai 2 2r KO .'P ai W .mi
KO . , -,,2 2 minj Pd +3-2 . bs

KD . , mml
KD

P - mi

onde: W . =
* T . - T. 6. - 0 .

_ . W = __5U___ • KO = r — i______ rçiP- ,aj T . -T. # mj T . - T. * mini T . -T. ' mini i J mini i mml i
a.l

j - 1/2

A Eq. (3.241) representa a distribuição de conteúdo
de umidade para uma situação na qual a placa está inicialmente com
um conteúdo máximo 0.. Em FO =0 todos os termos se anulam, tendoi
como resultado 0*= 1 ou seja 0(x,O) =0.. Em j = 0  tem-se 0*(j,FO)=l 

(0 - 0.) + 0 sen (Pd FO) 1 
--- — — t“----— ---------, ou seja 0(0,t) = 0 .+ 0 .sen(PdFO) ev • _ mm v • ui <i â •mml i
de forma análoga verifica-se que 0(£,t) =0 „ + 0 .sen(PdFO), mostn2 az —
trando que a expressão fecha com as condições iniciais e de con 
torno.
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c) Densidade de Fluxo de Calor:

Como a distribuição de temperatura não sofreu nenhu 
ma alteração, o mesmo ocorre com o fluxo de calor. A Eq.(3.239)con 
tinua sendo válida.

Cabe observar que, apesar da equação ser a mesma, 
as distribuições são diferentes pois no item 3.2.1 os parâmetros 
de Kossovich eram negativos e neste item eles são positivos.

d) Densidade de Fluxo de Massa:

A densidade de fluxo de massa é dada por:
3T 3 0 —j (x,t) = - p£D 8 ¥ x * A s ^er;*-vac âs sao determinadas a par

tir das Eqs. (3.237) e (3.238), obtendo-se a equação da densidade
de fluxo de massa correspondente a este tipo de simulação: desunú
ficação e aquecimento.

/X•i /— 3 (x,t)______
3 (£,P0) Lp d (e. - e . .)

X, 0 i mini'
Fe

KO . ■ W . , min 1 mm  1
(T - T.)+ T sen(PdFO) ml i al______ _

T - - T.max2 i

(T - T.) +T „sen(PdPO) m<J i az
T - - T. max2 i

(0 , - 0.) + 0 , sen (Pd PO) ml i a l ____
0 . - 0 .min 1 i

(0, -0.) + 0 sen(PdPO) m2 i a2 . „ x+ ------ z--- -------- + 2 1  oosmry0 • i o. - K.mnl i n«!
A jCos (Pd PO) + Azsen (Pd PO)

-aiFO -a2F0
+ A, e + A e 3 <♦ (3.242)
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_±____  p _ r 1 = 1 2 3 4 e W  = mi ___ —KO . j j ' J e mini T - - T.ixnl mmi J J max2 i

3.4.3 ~ Processos para os quais a Placa esta Inicialmente em Equi
líbrio com o Meio Ambiente no que se Refere ao Conteúdo 
de Umidade

A Fig. 3.13 ilustra as condições iniciais e de con 
torno deste item.

Figura 3.13

*
Este tipo de problema é caracterizado pelo fato da 

placa estar, inicialmente, em equilíbrio com o meio, ou seja, to 
dos os parâmetros de Kossovich são nulos. Este fato traz simplif^L 
cações e também indeterminações para os coeficientes t \s . Por is 
so as Eqs. (3.237) e (2.378) precisam ser retrabalhadas a fim de 
que possam representar os processos físicos deste item.
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ai) Distribuição de Temperatura:

A Eq. (3.237) é transcrita e seus coeficientes r\s 
são apenas simplificados, uma vez que os parâmetros de Kossovich 
aparecem nos numeradores não gerando indeterminações.

T(x,t)-T. (T -T.)+T ,sen(PdPO) (T -T.)+T sen(PdPO)i_ ml i' al ,, xx , ' m2 i • a2T (jvFO) --T-  -  . T;-----------T " - ” - T . ------(1 " I)+ ---- T - • - T.-------max2 i max2 i max2 i

x 2 1 xj -senrwj
n=l

-ajFO ~a2F0
Î cos(PdFO) + T2sen(PdFO) + rg e " + r e

(3.243)

onde:

2 n Pd P2 aj Pd P j a2 'II M 6. -(-1) 5. W . -”— "■ + “
1 i = l 11 12 ai 2 2 2 2 Pd + a\ Pd + a2

r = z 
2 i = l Óil Ói2 W .ai

2 2 Pd P2 Pd Px
2 2_ Pd + a1 Pd + a!

r3= . r .1=1
6. -(-1) fi li 12

Pd P, a,
w .P - W . — a----T
mi 2 ai Pd2 + 4  j

2
I
i=l Sil 5i2 W .P. - w .mi 1 ai

PdP a 1 2
2 2 Pd + a2
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A diferença bãsica entre as Eqs.(3.243) e (3.237) 
ê a ausência de parâmetros de Kossovich. Isto significa que as 
condições inicial e de contorno, no que se refere ao conteúdo de 
umidade, não influenciam a distribuição de temperatura, jã que, 
inicialmente, a placa encontra-se em equilíbrio com o meio ambien 
te.

A distribuição de temperatura fica submetida â in
fluência das condições inicial e de contorno referentes à tempera
tura. Esta influência é informada ao modelo por meio dos parâme
tros W e W que aparecem nos coeficientes r. , i = l,2,3,4. a m i

b) Distribuição do conteúdo de Umidade:

A distribuição de conteúdo deste item ê obtida da 
Eq. (3.2 38), mediante algumas manipulações a fim de retirar as in 
determinações dos coeficientes , i = l,2,3,4, gerados por KOm-x2 
tendendo a zero.

Multiplicando ambos os membros da Eq.(3.238) por 

(0mãx2~ V  ' mu^t;’'PÜcanc 0̂ ° segundo membro por i

T - 2“ Tn Cpn Cp=r~ ---TrT—  t-- , notando que ---(T - - T.) é adimensional e
mãx2- T0 0 hn  m“x2 1

relembrando que KO - „= KO = KO =0, tem-se a nova distribuimax2 a m —
ção de conteúdo de umidade:

* x 6(x,t) - 0 2 “ 1 x9 (y,FO) ----------—  - - - E ^ sen (nu 7 )•c Cpn ir . n í
.  , t .) n" 1Lp^ max2- 1

-alF0 * “a2F0 + r3 e + e

r* oos(PdíO)+r*sen(PdPO)

(3.244)
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onde os coeficientes l\ , i = 1,2,3,4 adquirem novas formas:

ri = E 1 i=l
n r Pd P b a PdP b a '

«il-»-1» *12 W .ai
2 1 1 . 1 2  2

2 2 .Pd + a2 ~,2 2 Pd + a2 .

*
r2 =

2
Z
i=l

n
6.2 W .ai

Pd2P2b1 Pd2Px b2
,2 2 ' ,2 2 Pd + aj Pd + a2

n
«ir*-11 8í2

Pd P2
W .P bn - W . -------mi 2 1 al pd2 + a?

2
I
i=l

6 -(-1) 6. ll 12 W .P b mi 1 2 W . ai
Pd Pj a2b2

2 2 Pd + a2

Nota-se, também, que a distribuição de conteúdo de 
umidade só depende das condições inicial e de contorno em termos 
de temperatura por meio dos parâmetros W  ̂e

c) Densidade de fluxo de Calor:

3T 3TSabe-se que: q(x,t) = -X -r— , onde —  é obtida da6 oX 3x
Eq. (3.243) e então



122

T - - T.max2 i
*.X a(x.t) (Tnl ' Ti> +Tal=en<MPO) (T - T.) + T^sen(MPO)

9  (Z 'TO) = A (T -  -  T.) ----------------------------------------------------------------------e max2 i
I :

T - - T. max2 i

+ 2 E cos nu 
n=l

~aj FO -a FO
r cos(PdED) + r.sen(PdFO) + T e + r e1 t w H

(3.245)

os coeficientes r., i = 1,2,3,4 são os mesmos da Eq. (3.243)

d) Densidade de Fluxo de Massa:

9 T 3 0Sabe-se que: j(x,t) = - p ^  ^  - p ^  —

3 T â ADeterminando —  da Eq. (3.243) e -r— da Eq. (3.244),d X dX
substituindo na equação acima e rearranjando os termos tem-se:

j Ç,FO)- Fe
(T - T.)+T sen(PdFO) (T . - T.) + T_ sen (Pd PO) mi___ i a\______  m2___ i a2_______

T - , - T.max2 i T - - T. max2 i

+ 2 . Z cosmj 
n=l

-a FO -a FO'
AjCosíPdPO) + A2sen(PdPO) + A3e + Â e

(3.246)

onde: A. = Fe * r. + r.J J J
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3.5 - Condições de Contorno de Dlrlchlet ou de Pri
meira Espécie Mantidas Constantes e Assimétricas

Este tipo de problema é caracterizado pelo fato que 
tanto a temperatura quanto o conteúdo de umidade são prescritos 
nas fronteiras da placa, como ilustra a Fig. 3.14. As equações di 
ferenciais que regem os fenômenos físicos são as mesmas dos itens 
precedentes e as condições de contorno são colocados a seguir.

T (x = 0, t) = T1 

0 (x = 0,t) = 6 i 

T (x = £, t) = T 2

0 (x = £ , t)  = 0 2

(3.247)

(3.248)

(3.249)

(3.250)
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As condições iniciais são: T(x,t = 0) =T\ e
6 (x, t = 0) = 0 ..i

O problema proposto é encontrar as soluções para as

ciais dadas pelas Eqs. (3.247) - (3.250).

As diferenças entre o problema aqui proposto e o
problema resolvido no item 3.4 são as condições de contorno. Lá,
as condições de contorno eram regidas por funções arbitrárias do
tempo, que, posteriormente, foram especificadas como funções se
noidais. Aqui as condições de contorno são mantidas constantes.Sen
do assim, as soluções para o problema aqui proposto podem ser ob
tidas das soluções obtidas no item 3.4 fazendo a freqüência e as
amplitudes das oscilações nulas e identificando as temperaturas e
conteúdos médios com as condições de contorno deste item, ou se
ja: T = T , T  = T , 0 ,= 0 e 0 = 0 .  Introduzindo estas sim J ml 1 m2 2 ml 1 m2 2 -
plificações nas Eqs. (3.235) e (3.237), obtém-se:

a) Distribuição de Temperatura:

' Eqs. (3.175) e (3.176) sujeitas às condições de contorno e ini

-a,F0
+ r e2

-a2F0

(3.251)
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b) Distribuição de conteúdo de Umidade:

* .0(x,t)-e. 0 - 0. x x  2 * 1  x
6 (!'ro»= " V e -  = ̂ (1 ‘ +f - f £, S2 i 2 i n=l

’ * -a FO * -a2F0
r e + r e 1 2e

onde:

(3.252)

2 n r KO.'
T - I 5 . ,-(-1) 5 W. P, + -r-1-
1 j-i 1 1 J2 J

-  3 .

r2 = E 2 j=l

n
6 . -(-1)6 . jl J 2 W. P 1 "

KO.
b

r j “ "ï 
1 j=l

n W. 'KO.
6 ..-CX) 5 . — b , r—1 + Pj2 KO„ 1 2 _ 3 2.

r2 «-I 
j-1

n W. KO.
6., "(-DJ1 J2 KO~b 22 h"1 - P 1_ 3

T. - T._J___ l
■j t2 - t .

0 . 0. b. - b,b,
yj — —1--- i. . ko = r —----■! • P = —J------w ‘ m m r T -T ' i 2J j i J b

2
b. = (1 -v.) , j = 1 /2. b3 = b2 - bi J 3
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c) Densidade de fluxo de Calor:

3T 3T -Sabe-se que q(x,t)= , onde —  é determinado6 oX dX
a partir da Eq. (3.251).

* x a(x t) Ti'Ti wq (|,F0) - 1) + 2 Z cos n ir
' /m m ' ° ’ n=l

-a jFO -a2FO
r e + r e 1 2

(3.253)

os coeficientes r e são os mesmos especificados para a Eq.
(3.251)

d) Densidade de fluxo de Massa:

Sabe-se que j <x,t> = - p ^  || -p£D0 |1 , onde | j e | i

são obtidos das Eqs.(3.251) e (3.252).

e.-6. T - T.1 i Fe 1 im) = j(xft) __i___- _ _*__ i
3 o,-i^De(e2-0 > -02-6. ko2 t2- t .

— ir—

-2 Z cosnir 
n=l

x
Ale

-a^O

+ A2e
-a FO 2 (3.254)

onde: A . = r. - r. , j = 1,2. J KO2 j j J

No Capítulo 4 apresenta-se os resultados sob forma 
de gráficos e as respectivas análises relativos às equações dedu 
zidas neste capítulo.
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C A P l T U L O  4

APRESENTAÇÃO E ANÃLISE DOS RESULTADOS

No capítulo 3 desenvolveu-se as equações para os po 
tenciais de transporte de calor e de massa e também para os flu 
xos de calor e de massa, para dois tipos básicos de problemas:(a) 
simétrico e (b) não simétrico. Para cada um deles foram determina 
das soluções generalizadas, cujas condições de contorno são reg_i 
das por funções genéricas do tempo. Posteriormente, essas funções 
foram especificadas e também particularizadas, obtendo-se, desta 
forma, uma gama de soluções representativas de diferentes situa 
ções e processos.

Devido â complexidade das equações diferenciais e 
das condições de contorno associadas, as soluções adquiriram for 
mas bastante complexas e longas impedindo uma interpretação físi 
ca imediata das mesmas. Sendo assim, cada caso resolvido foi re 
presentado em um programa de computador, em linguagem FORTRAN IV, 
obtendo-se uma coletânea de dados numéricos que são apresentados, 
neste capítulo, sob forma de gráficos.

A apresentação é feita em ordem crescente de comple 
xidade dos casos.

Todas as informações necessárias para as simulações 
são dadas por meio dos vários parâmetros adimensionais inerentes 
às soluções.
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4.1 - Caso Simétrico - Condições de Contorno de Pri
meira Espécie Constantes

A presente seção tem a finalidade de estudar as dis 
tribuições de temperatura e de conteúdo de umidade numa placa po 
rosa infinita submetida à condições de contorno constantes. Ini 
cialmente, estuda-se o caso em que ocorre aquecimento e desumidi 
ficação e posteriormente analisa-se a influência do parâmetro de 
Luikov sobre os campos de temperatura e de umidade. Na seção 4.5 
este problema ê analisado para o caso no qual as condições de con 
torno são de terceira espécie e funções periódicas do tempo.

As curvas de temperatura e conteúdo de umidade apre 
sentadas na Fig. 4.1 são representativas da situação em que ocor 
re umidificação e aquecimento da placa porosa, relativas âs Eqs. 
(3.171) e (3.172).

Observa-se que a difusão de calor é visivelmente 
predominante, o que pode ser explicado pelo valor do parâmetro Lu 
informando que a difusibilidade térmica a é 10 vezes maior que a 
difusibilidade mãssica DQ.V

A curva de temperatura para FO = 1,0 mostra que T* 
atinge valores superiores a 1,0 ou seja T(x,t) > To, indicando 
que a temperatura da placa atinge valores superiores â temperatu 
ra ambiente. Observa-se que isto ocorre em conseqüência do vapor 
das regiões de maiores conteúdos de líquido migrar para o centro 
da placa, condensando e liberando energia, tornando a placa mais 
aquecida que o meio ambiente. Â medida que o tempo passa, a di£ 
tribuição do conteúdo de líquido tende a uniformizar-se, tendendo a 
1,0 e ao mesmo tempo o perfil de temperatura atinge o estado de
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equilíbrio com o meio ambiente.
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Figura 4.1 - Distribuições de temperatura e de conteúdo de umidade para 

K0q = -2,0 ; Fe = 0,1 e Lu= 0,1.

A Fig. 4.2 mostra as densidades de fluxo de calor 
e de massa. O fluxo de calor é negativo para pequenos FO, indican 
do que existe condução de calor para o interior da placa. Para 
F0=l,0 ocorre um fluxo de calor positivo, da placa para as extre 
midades, concordando com o fato que para esse instante a placa 
encontra-se a uma temperatura superior â dos extremos.
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Figura 4.2 - Densidades de fluxo de calor e de massa para K00 = -2,0, Fe = 0,1 e 

Lu = 0,1.

Inicialmente, observa-se um alto fluxo de massa pa 
ra o interior da placa devido aos altos gradientes de temperatura 
e de conteúdo de umidade. Posteriormente, para F0 = 0,5, ocorre uma 
sensível redução neste fluxo pois a placa jã está entrando em equi 
líbrio térmico, e então o fluxo de massa passa a ser promovido 
apenas pelo gradiente de conteúdo de umidade.

A Fig. 4.3 mostra a influência do parâmetro de Lui
kov, Lu a , sobre o desenvolvimento dos perfis de temperatura e
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do conteúdo de umidade.
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Figura — 4.3 — Distribuições de temperatura e de conteúdo de umidade para
K0q = -2,0 e Fe = 0,1.

Para F0=0,5, por exemplo, nota-se que o perfil de 
conteúdo de umidade para Lu=0,8 atingiu, no centro da placa, o
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valor de 0,52 enquanto que para Lu = 0,1, atingiu apenas 0> 01 . A 
influência sobre o desenvolvimento do perfil de temperatura tam 
bem é visível. Para F0 = 0,5 e Lu =0,8, T atingiu 1,45, o que 
significa que o centro da placa está 45% mais aquecido que a 
superfície . Os valores altos de temperatura são explicados pe
lo fato que, para Lu=0,8, o fluxo de massa é mais intenso, pos 
sibilitando maior condensação e liberação de energia no centro 
da placa.

Assim, fica clara a influência do parâmetro de Lui 
kov no desenvolvimento dos perfis de temperatura e de conteúdo de 
umidade. A influência do parâmetro Federov será analisada no item 
4.4.4.

\

4.2 - Caso não Simétrico - Condições de Contorno de 
Primeira Espécie Constantes

Nesta seção, serão apresentadas as distribuições 
de temperatura e de conteúdo de umidade relativas a um processo 
de aquecimento e umidificação.

Serã feito também um estudo comparativo entre os 
processos de transmissão de calor para com os processos que envol 
vem migração de massa: umidificação e desumidificação.
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4.2.1 - Processo de Aquecimento e Umldificação

Os resultados que são apresentados neste item
relativos âs Eqs. (3.251) e (3.252). As condições ambientes
as seguintes: T. = 50°C, T = 30°C/ T = 60°C, 0.=O,1 m 3/m3,1 - 1 2  1 

3 3 3 3O/2 m / m , 0 = O , 4 m / m .

>4
O

o

*=,

sao
são

9i =

Figura 4.4 - Distribuições de temperatura e conteúdo de umidade para Fe=0,1, 
Lu = 0,1 e KO's < 0.

Nota-se que as linhas de temperatura e de conteúdo 
de umidade sobem com o tempo, caracterizando o processo de aque 
cimento e umidificação. Observa-se que a distribuição de tempera 
tura, para F0=0,5, atinge valores superiores aos da linha corres 
pondente ao regime permanente, ou seja, a reta que une os pontos
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— X Xcorrespondentes as temperaturas dos extremos (—  = 0 e 
to é explicado pelo fato que o vapor migra das regiões aquecidas 
(laterais) para a região menos aquecida (centro) condensando e li 
berando energia, tornando a região central da placa mais aqueci 
da. Observa-se que para F0=l,5, o perfil de conteúdo de umidade 
jã está bem próximo da linha de regime permanente, situação em 
que a taxa de condensação é contrabalanceada, em cada ponto do 
meio poroso, por uma taxa idêntica de evaporação e, de forma coe 
rente, a linha de temperatura se aproxima da linha do regime per 
manente.

Quando o tempo for suficientemente grande, atinge- 
se a situação de regime permanente. Tomando as Eqs. (3.175) e (3. 
176), sob esta condição, tem-se que

» • r l + - o3x 3x

(o+ rD + rDg- | = 0
3x 3x

3 0 3 TResolvendo este sistema em — - e --- tem-se:
3x 3x

2

— = 0  ou T(x)= ax + b e 
3x

2
-— 7 = 0  ou 6 (x)= cx + d. 
3x
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Estas duas equações mostrara que, em regime permanen 
te, as distribuições são duas retas, concordando com a ilustração 
daFig. 4.4.

A Fig. 4.5 ilustra os fluxos de massa e de calor cor 
respondentes às distribuições de temperatura e de conteúdo de umi 
dade da Fig. 4.4. A curva de fluxo de calor correspondente à FO = 0,05 
evidencia o aquecimento inicial da placa com fluxo positivo (da 
esquerda para a direita) e negativo (da -direita para a esquerda). 
As outras curvas de fluxo de calor mostram um fluxo líquido da 
direita para a esquerda.

As curvas de fluxo de massa, Fig. 4.5, mostram que 
para os instantes FO=0,05 ; 0,25 e 0,5 está ocorrendo umidifica

—  — X  —çao da placa, ja que no extremo esquerdo (£= 0) ° fluxo e positi 
vo e no extremo direito o fluxo é negativo, ou seja, em ambos os 
extremos ocorre fluxo de massa do ambiente para o interior da pia 
ca. Para estes mesmos instantes a Fig. 4.4 mostra que o conteúdo 
de umidade da placa está aumentando com o tempo.

A curva de fluxo para FO = l,5 mostra que, neste 
instante, existe fluxo de massa no extremo direito apenas. O flu

- * *■ * xo no extremo esquerdo e nulo pois j = f(V0 , VT ).

I
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Figura 4.5 - Fluxos de massa e de calor para Fe=0,l, Lu=0,l e KO's < 0.

4.2.2 - Comparação entre os Processos de Transmissão de Calor Pu
ra e os Processos de Transmissão de Calor e Massa Simul
tâneos

Na presente seção faz-se um estudo qualitativo da 
influência do transporte de massa sobre o processo de transferên 
cia de calor. Analisa-se o comportamento das distribuições de tem 
peratura em três tipos de processos: (a) transferência de calor

I
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pura, (b) transferência de calor e massa num processo de aqueci 
mento e umidificação e (c) transferência de calor e massa num pro 
cesso de aquecimento e desumidificação. As condições de contorno 
especificadas são as mesmas do item 4.2.1 sendo que no processo 
de desumidificação admitiu-se conteúdo inicial 0  ̂= O,4.

A Fig. 4.6 mostra as distribuições de temperatura 
para os três tipos de processos e para dois instantes: FO=0,05 
e FO = 0,1.

x/X

Figura 4.6 - Distribuições de temperatura para Fe=0,l , Lu=0,l.

Observa-se, na Fig. 4.6, que os perfis de temperatu 
ra relativas ao processo de transmissão de calor e massa-umidifica 
ção se desenvolvem com maior rapidez que os demais. Fixando um
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instante, F0=0,l e uma posição, j=0,5 vê-se que a temperatura 
(T*) no processo de umidificação atinge o valor 0,59 enquanto que, 
no processo de transmissão de calor pura, atinge 0,35. Isto mos 
tra uma diferença de 68% entre os dois processos. Esta diferença 
ê fisicamente coerente pois, no processo de umidificação, ocorre 
condensação no interior da placa liberando energia, contribuindo 
para um desenvolvimento mais rápido do campo de temperatura.

Para este mesmo instante e posição, compara-se o 
processo de transmissão de calor pura e o processo de desumidifi 
cação: a temperatura relativa ao primeiro processo (transmissão 
de calor pura) é 22% superior â temperatura do segundo processo(de 
sumidificação). Este fato também ê coerente, já que, no processo 
de desumidificação ocorre evaporação no interior da placa consu 
mindo energia e retardando o desenvolvimento das distribuições de 
temperatura.

Observa-se que as diferenças entre os processos que 
envolvem transporte de massa e o processo de transmissão de calor 
pura não é a mesma. Ela é inferior quando se compara os processos 
de desumidificação e transmissão de calor pura.

Relembrando que o transporte de massa é promovido
3 0* 3 T *por dois gradientes, — —  e ---—  , e considerando que no pro
3(|) 3 (f)

cesso de aquecimento e umidificação estes gradientes são favorã 
veis e que no processo de aquecimento e desumidificação eles são 
contrários, conclui-se que o transporte de massa no primeiro caso 
deve ser eficiente, e, portanto, sua influência deve ser maior 
sobre o desenvolvimento do campo de temperatura.

A Fig. 4.7 mostra os desenvolvimentos dos perfis 
de temperatura com o tempo para os três processos, na posição

i
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central da placa.

Observa-se que o tempo de desenvolvimento do perfil 
de temperatura no processo de umidificação é FO^ = 0,3,

Figura 4.7 - Desenvolvimento dos perfis de temperatura para os três processos 
em análise - L u = 0 , l e F e = 0 , l .

para o processo de transmissão de calor pura é F0d = 0,5 e para o 
processo de desumidificação é F0d =3,0. As diferenças são conside 
rãveis.

A conclusão desta análise ê que, em regime transien 
te*os perfis de temperatura se desenvolvem mais rapidamente quan
do o processo é de aquecimento e umidificação.



140

4.3 Caso Simétrico - Condições de Contorno de Pri
meira Espécie Funções do Tempo

Nesta seção serão apresentadas as curvas relativas 
aos desenvolvimentos feitos na seção 3.2. Trata-se das soluções 
para os casos nos quais a placa fica submetida a condições de 
contorno que variam com o tempo de acordo com funções senoidais.

Os objetivos da presente análise prendem-se a: i) de 
terminar as distribuições de temperatura e de umidade, quando as 
condições de contorno oscilam . periodicamente (representando
as oscilações diárias e/ou sazonais das condições dos ambientes 
quando estes interagem com elementos porosos das edificações); ii) 
determinar a influência de uma distribuição sobre o desenvolvimen 
to da outra e, consequentemente, sobre os processos de transmis 
são de calor e umidade, em condições de regime transitório periõ 
dico.

A presente seção é dedicada ao caso simétrico. 0 
caso não simétrico será tratado na seção 4.4.

4.3.1 - Processo de Aquecimento e Umidificação

A Fig. 4.8 mostra as distribuições de temperatura e 
de conteúdo de umidade em função da posição para vários valores de
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FO (tempo adimensional), relativas âs Eqs. (3.145) e (3.146). As
características físicas são mantidas constantes por meio dos pa 

D
rãmetros Lu = -r— e Fe = r=-=- . A freqüencia das oscilaçoes sao

Dfl 22 7T fLcontroladas por meio do parâmetro Pd = -----. Para este exemploot
a freqüência ê de l/24h. Os números de Kossovich são negativos e
determinados a partir das seguintes condições ambientes: = 5°C,
T = 30°C/ T =10°C, e. = 0,1, 0 = 0,3 e 0 = 0,1. m a i m a

Observa-se que as curvas de temperatura desenvo.1
vem-se mais rapidamente que as curvas de conteúdo de umidade. Por
exemplo, as curvas de T e 0 para F0=l,0 mostram uma grande
diferença nas velocidades de propagação das ondas de temperatura
e de umidade. A impressão que se tem é que as ondas de umidade
são amortecidas nas primeiras camadas de material.

Pode-se dar duas explicações básicas para este com 
portamento: (a) o processo é de aquecimento e umidificação. O va 
por que migra para o interior da placa logo condensa liberando 
energia no interior da mesma, contribuindo para o seu aquecimen 
to. Por outro lado, o vapor migra devido a dois gradientes: gra 
diente de umidade e de conteúdo. Como a placa se aquece rapi 
damente, logo surgem gradientes de temperatura negativos e contrá 
rios aos gradientes de conteúdo de umidade, influenciando a migra 
çáo de vapor (b). Outro fator que influencia o transporte de mas 
sa é o parâmetro Lu=0,1 utilizado neste exemplo, informando que 
a = 10.Dg, logo o processo de difusão de calor deve ser mais efi 
ciente realmente.
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x__

JL
Figura 4.8 - Distribuições de temperatura e conteúdo de umidade para Fe = 0,1, 

Lu = 0,1 e K0's < 0.

A Fig. 4.9 apresenta as densidades de fluxos de mas 
sa e calor, relativas às Eqs. (3.147) e (3.148).

Um fato que chama a atenção diz respeito à curva 
de fluxo de massa correspondente a F0=l,0. Nas proximidades de 
x■£=0,7 o fluxo diminui em valor absoluto, mesmo com o gradiente 
de conteúdo não tendo mudado de sinal, pois o gradiente de tempe 
ratura negativo aumenta, prejudicando o fluxo de massa. Em segui 
da, a partir de j = 0,8, o fluxo de massa aumenta em valor absolu 
to pois o gradiente contrário de temperatura se anula, permane 
cendo apenas o gradiente de conteúdo de umidade.
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x
i

Figura 4.9 - Densidades de fluxo de massa e de calor para Fe = 0,1, Lu=0,l e 
KO1 < 0.

Para F O = 0 /5 ocorre um comportamento contrário. O
Xfluxo de massa aumenta nas proximidades de j = 0,8 em virtude de 

um aumento no gradiente de 0*, diminuindo para valores maiores de 
j devido â uma redução no gradiente de 0* e também devido à pre 
sença de um pequeno gradiente contrário de T*.



4.3.2 - Processo de Aquecimento e Desumidificação

As distribuições de temperatura e de conteúdo de umi
dade, relativas às Eqs. (3.145) e (3.149), podem ser vistas na
Fig. 4.10. As condições de contorno são as mesmas do item 4.3.1
exceto para o conteúdo de umidade: 0. =0,5, 0 =0,1, 0 =0,3. As c i a m
propriedades físicas são iguais também.

Observando a Fig. 4.10, vê-se que as curvas de tem 
peratura sobem com o tempo até que a condição de contorno começa 
a cair. É possível, neste caso, que a placa fique mais aquecida 
que o meio devido a inércia térmica,(a distribuição de temperatu 
ra para FO = 0,9,apresenta valores superiores â condição de contorno).

O processo de desumidificação fica visivelmente ca 
racterizado quando se observa as curvas de conteúdo caírem com o 
tempo â medida que a condição na superfície limitante cai tam 
bém. Ocorre um fato curioso quando F0=0,l: o conteúdo de umidade 
0*, assume valores maiores que 1 entre ^ = 0,2 e ^=0,65, ou se 
ja, para este instante, o conteúdo de umidade da placa fica supe 
rior ao conteúdo inicial, 0̂ . Isto é fisicamente coerente pois, 
para F0=0,l, o perfil de temperatura da Fig. 4.10 indica que a 
placa estã, nesse momento, aquecida na periferia e fria na região 
central. O líquido evapora na região quente, migrando para o ex 
terior e para o interior da placa. A parcela que migra para o in 
terior encontra uma região mais fria e condensa, aumentando o 
conteúdo de umidade.
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Figura 4.10 - Distribuições de temperatura e de conteúdo de umidade para 

Fe = 0,1, Lu = 0,1 e K0's > 0.

O comportamento das demais curvas são de fácil com 
preensão, caracterizando o aquecimento, a desumidificação e as 
oscilações das condições de contorno.

A Fig. 4.11 apresenta as densidades de fluxos de 
massa e de calor relativas às Eqs. (3.147) e (3.150).

A curva do fluxo de massa correspondente a FO= 0,1 
ilustra o comentário anterior, quando mostra a existência de flu

«• Xxo de massa negativo(para o interior da placa) ate = 0,6 , fican
X **•do positivo para -̂ > 0,6 devido a existencia de gradiente de con 

teúdo entre a placa e a condição de contorno.
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X

SL
Figura 4.11 - Distribuições das densidades de fluxos de massa calor para 

Fe =0,1, Lu =0,1 e KO's > 0.

A curva de fluxo de massa corresponde a FO= 2,6, in 
forma que o fluxo de massa é positivo (do interior para o exte 
rior) ate ^ = 0,75 devido â predominância do grandiente de conteu 
do. A partir de então os gradientes de temperatura e de conteúdo 
são favoráveis à existência de fluxo negativo, justificando o com 
portamento desta curva.
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4.3.3 - Processo para o qual a Placa está, Iji.icialmente, em Equi
líbrio de Conteúdo de Umidade com o Ambiente e ê Submeti
da a uma Diferença de Temperatura

Este tipo de processo é informado ao modelo por 
meio dos parâmetros de Kossovich. Quando KO = 0 significa que exis 
te um estado de equilíbrio inicial entre a placa e as condições 
de contorno em termos de conteúdo de umidade.

A Fig. 4.12 contém as distribuições de temperatura 
e de conteúdo de umidade, relativas às Eqs. (3.151) e (3.152), pa 
ra as mesmas condições dos itens anteriores exceto no que se refe 
re ao conteúdo de umidade:

0. = 0 e 0 = 0 ,  ou seja, KO = 0 e KO =0. i m a  m a

* e(x,t)-e.
Como 0 = — t=---- = e como em •»-1 tem-se uma condir (T - - T.)' & —max i

~  -  *çao de conteúdo prescrito, 0 (x = £,t) = ®m = ®£' tem-se que 0 = 0 
em 1 para qualquer instante, como ilustra a Fig. 4.12. Este 
exemplo pode ser interpretado, também, como sendo o de uma placa 
colocada em contato com um reservatório de umidade (existe sempre 
fluxo de massa na fronteira de modo a manter a condição de fron 
teira inalterada).

A curva de conteúdo para F0=0,l mostra o surgimen 
to de uma onda de conteúdo nas proximidades de £ = 1 em consequên 
cia do aquecimento da placa. Esta onda se propaga com o tempo pa 
ra o interior da placa, uniformizando os perfis de conteúdo, como 
pode ser visto para FO= 0,5 e FO = 0,7.



148

xT
Figura 4.12 - Distribuição de temperatura e de conteúdo de umidade para 

Fe = 0,1, Lu = 0,1 e K0's =0.

Observa-se que o conteúdo de umidade, para F0 = 0,5 
e F0 = 0,7, diminui muito nas proximidades de ^=1,0. Isto ocorre 
devido à temperatura ambiente estar caindo neste intervalo de tem 
po, surgindo, então, um fluxo de massa do interior para o exte 
rior como pode ser visto na Fig. 4.13 (curvas de fluxo de massa).

A Fig. 4.13 contém as curvas das densidades de flu 
xo de calor e de umidade relativas às Eqs. (3.153) e (3.154). As 
curvas de fluxo de massa relativas a FO = 0,5 e FO = 0,7 mostram 
que, nesses instantes, está ocorrendo um fluxo de massa da placa 
para o reservatório. Isto é coerente com o fato que, para esses 
valores de FO, o reservatório está a temperaturas inferiores à 
da placa. Isto explica também a presença do pequeno vale em
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e FO =0,7 mostrando 0 < 0 , ou seja 0(x,t) < 0̂ .
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Figura 4.13 - Distribuições das densidades de fluxo de massa e de calor para 
Fe = 0,1, Lu = 0,1 e K0’s =0.

Na seção 4.5 serão analisados também os casos para 
os quais a >> Dg e DT >> Dg e também o caso de transmissão de
calor pura, ou seja, a >> D. eO a >> Dt.
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4.4 - Caso não Simétrico - Condições de Contorno de 
Primeira Espécie - Funções Senoidais do Tem-

E2

Os resultados que serão apresentados na presente se 
ção são referentes ao desenvolvimento da seção 3.4 serão apresenta 
dos resultados relativos a vários tipos de processos determinados 
pelos parâmetros de Kossovich.

Valores positivos de KO caracterizam um processo de 
desumidificação, valores negativos de KO caracterizam um proces 
so de umidificação, e valores nulos de KO caracterizam um proces^ 
so no qual a placa encontra-se, inicialmente, em equilíbrio de 
conteúdo de umidade com o meio ambiente. Serão apresentados tam 
bém, casos com as condições de contorno oscilando em fase e,alter 
nativamente, defasadas de um extremo da placa para o outro.

4.4.1 - Processo de Aquecimento e Umidificação

Os resultados que são apresentados a seguir são re
ferentes âs Eqs. (3.237) e (3.238). Fixou-se vários dos parãme
tros nelas contidos, permitindo a variação apenas da posição e do
tempo, para que fosse possível obter curvas de análise mais fácil.
Estas curvas podem ser vistas na Fig. 4.14. As condições de con
torno são caracterizadas por: T. = 10°C, T , =25 C, T = 5°C,c i ' m i  ai
T = 30° C, T = 5°C, 9. = 0,1, 0 = 0,3 ,0 = 0,1 ,0 = 0,4 , m2 a2 i ' mi al ' ' m2
0 =0,1, freqüência = (l/24h). Observa-se que as curvas de tempe'
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ratura evoluem mais rapidamente que as curvas de umidade, o que 
pode ser explicado pelo valor do parâmetro de Luikov, Lu=0,1, ou 
seja, a difusibilidade mãssica é muito inferior â difusibilidade 
térmica.

Observa-se também que, sendo o processo de umidifi 
cação, ocorre fluxo de vapor das laterais para o centro da placa, 
condensando e liberando energia e contribuindo para o desenvolvi 
mento dos perfis de temperatura.
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Figura 4.14 - Distribuições de temperatura e de conteúdo de umidade para 
Fe = 2,0, Lu =0,05 e K0's < 0.

Era F0 = 0,3 o perfil de temperatura jã se apresenta 
bastante uniforme, enquanto que o perfil de conteúdo de umidade 
encontra-se em fase de desenvolvimento. Em FO = 3,0 o perfil de con
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teúdo de umidade continua em desenvolvimento e o perfil de tempe 
ratura oscila acompanhando as condições de contorno. QuandoP0= 9,0 
o perfil de conteúdo mostra-se bastante desenvolvido e iniciando 
a oscilar, acompanhando as condições de contorno. Percebe-se, ou 
trossim, o quanto o desenvolvimento do campo de conteúdo de umida 
de é mais lento comparado com o desenvolvimento do campo de tempe 
ratura.

As Figs. 4.15 e 4.16 ilustram as densidades dos flu 
xos de calor e de massa, relativos às Eqs. (3.239) e (3.240), pa 
ra vários valores de FO.

A Fig. 4.15 mostra que para FO= 0,1 ocorre um alto 
fluxo de calor, a partir de ambas as laterais da placa aquecendo- 
a, em conseqüência. Para instantes posteriores, F0=0,3 por exem 
pio, predomina um fluxo de calor negativo evidenciando que existe 
um fluxo líquido atravessando a placa da direita para a esquerda. 
Isso se deve ao fato que a temperatura do extremo direito ê supe 
rior à temperatura do extremo esquerdo.

Observando-se a Fig. 4.16 vê-se que, de forma anã 
Ioga ao processo de transmissão de calor, nos instantes iniciais 
ocorre fluxo de massa para o interior da placa, proveniente de 
ambas as laterais, umidificando-a.

Para valores maiores de FO, por exemplo F0=3,0 a 
placa começa a perder umidade para o ambiente, caracterizando um 
processo de desumidificação temporário.

Os processos de umidificação e desumidificação que 
ocorrem ao longo do tempo tem um comportamento cíclico não periõ 
dico pois o primeiro predomina sobre o segundo atê que a placa 
atinja a condição de umidificação completa. A partir de então o
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processo passa a ter um comportamento transiente periódico.

x
l

Figura 4.15 - Densidade de fluxo de calor para Fe=2,0, Lu=0,05 e KO's < 0.

4.4.2 - Processo de Transmissão de Calor e Massa em Regime Tran
sitório Periódico - Condições de Contorno Defasadas____de
Meio Ciclo

Nesta seção, analisa-se o processo de transmissão 
de calor e massa numa placa porosa, em regime transitório periódi 
co, quando as condições de contorno estão defasadas de meio ci 
cio.

A Fig. 4.17 mostra as distribuições de temperatura
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para o caso em que as condições de contorno estão em fase.No ins

T
Figura 4.16. - Densidade de fluxo de massa para Fe=2,0, Lu=0,05 e KO's < 0.

tante F0=30,l inicia-se um ciclo, quando a temperatura da placa 
começa a subir. A partir deste instante todas as linhas (F0= 30,1,... 
F0=30,6) têm um comportamento semelhante, diferindo entre si por 
uma translação, caracterizando o processo transitório ciclico. Em 
F0 = 30,7 o ciclo começa a inverter e a temperatura começa a cair. 
As linhas tracejadas mostram a continuação do ciclo.

A Fig. 4.18 ilustra o comportamento das distribui 
ções de temperatura para o caso no qual as condições de contorno 
estão defasadas de meio ciclo. Acompanhando as curvas a partir de
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xF0=30, observa-se que em j = 1,0 a placa esta sendo aquecida en 
quanto em £= 0,0 ela está sendo resfriada. Isso ocorre devido às 
condições de contorno estarem defasadas.

x
i

Figura 4.17 - Distribuições de temperatura - regime transiente cíclico
Fe = 2,0, Lu = 0,05, KO's < 0 - T = 25°C, T = 30°C,mi * m2
T = T = 5°C, 0 = 0,3, 0 =0,4,0 =0 =0,1. al a2 mi mz * ax ai ’

Nos instantes F0=30,0 e F0=30,l as duas distri 
buições são muito próximas uma da outra, indicando o início do ci 
cio, quando a variação da temperatura com o tempo é pequena. O ci 
cio se desenvolve até F0=30,6 quando começa a ser invertido. 
As linhas tracejadas, FO=30,7 e F0=30,8 representam a conti 
nuação do ciclo.
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Figura 4.18 - Distribuições de temperatura - regime transiente - 
Lu = 0,05, Fe = 2,0 e K0's < 0.

A Fig. 4.19 ilustra as distribuições de conteúdo de 
umidade relativas ao caso em que as condições de contorno estão 
em fase. Os perfis de conteúdo a partir de F0 = 30,0 sobem com o 
tempo acompanhando as condições de contorno até FO=30,6 quando o 
ciclo começa a inverter. As linhas tracejadas mostram a continui 
dade do ciclo, quando as condições de contorno começam a cair com 
o tempo.

Observa-se que os efeitos das oscilações das condî  
ções de contorno não atingem todo o interior da placa.
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x .

A
Figura 4.19 - Distribuições de conteúdo de umidade - regime transiente-

Lu = 0,05, Fe = 2,0 e K0's < 0.

As oscilações penetram até certo ponto, quando to 
das se reduzem a uma reta. 0 campo de temperatura da Fig. 4.18 mos 
tra que todas as curvas se interseptam num ponto, j =0,5. Estes com 
portamentos são explicados pelo fato qué a difusibilidade mãssica 
ê muito inferior â difusibilidade térmica do material, o que impe 
de que os efeitos das ondas de conteúdo de umidade atinjam a região 
central da placa.

Observa-se, ainda na Fig. 4.19, que o trecho de re 
ta que constitui as interseções de todas as curvas é bastante seme 
lhante â reta correspondente ao regime permanente do caso não simé
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trico com condições de contorno constantes, como pode ser visto 
na Fig. 4.4, para F0 = °°. Infere-se que ao diminuir o número de 
Luikov, diminuindo a difusibilidade mãssica esse trecho de reta 
se estenderá no sentido das laterais até que, no limite, com Lu-*0, 
as distribuições de conteúdo de umidade para os casos de condjl 
ções de contorno variáveis com o tempo se reduzirão as distribui 
ções do caso em que as condições de contorno são constantes.

Figura 4.20 - Distribuições de conteúdo de umidade - 
Lu = 0,05, Fe = 2,0 e K0's <0.

A Fig. 4.20 representa as distribuições de conteúdo
t

de umidade para o caso em que as condições de contorno estão defasa 
das de meio ciclo . O comportamento ê análogo ao comportamento do caso 
cujas condições de contorno-estão em fase. A diferença está no fa 
to que, neste caso, ocorre um aumento de temperatura em ^ = 1 ,0, ao
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mesmo tempo em que ocorre redução de temperatura em £=0,0. Naque 
le caso, em ambos os lados as distribuições sobem e descem em fa 
se.

A Fig. 4.21 mostra os fluxos de calor nas frontei 
ras da placa para os dois casos, a saber: (a) condições de contor 
no em fase (linhas cheias) e (b) condições de contorno defasadas de 
meio ciclo (linhas tracejadas) . Observa-se que no primeiro caso, as tem 
peraturas nos contornos estão em fase, os fluxos permanecem defasa 
dos. No segundo caso, as temperaturas dos extremos da parede es 
tão defasados, os fluxos permanecem em fase e iguais. Estes fatos 
podem ser entendidos observando as derivadas das distribuições de

X Xtemperatura nos extremos da placa, em j=0,0 e j = l,0. Observan

Figura 4.21 - Densidade fluxo de calor para Lu=0,05, Fe= 2,0 e KOfs < 0.



160

do a Fig. 4.21 vê-se que as áreas acima do eixo e abaixo das cur 
vas cheias são iguais e que a ãrea abaixo do eixo e acima da cur 
va tracejada é maior que a ãrea abaixo do eixo e acima das curvas 
cheias ou seja, o fluxo médio de calor ê maior quando as condi 
ções extremas estão defasadas. Por outro lado, a Fig. 4.22 mostra 
que ocorre o contrário em termos de fluxo de massa: o fluxo médio 
de massa é maior para as linhas cheias (condições em fase) em re 
lação às linhas tracejadas (condições defasadas).

Na situação em que ocorre maior fluxo de massa ocor 
re, necessariamente, maior consumo de energia e isto explica por 
que o fluxo médio de calor ê inferior quando as condições extre 
mas estão em fase.

<5■
2o*—>E♦- ©X <DO«X»Cl_l
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Figura 4.22 - Densidade de fluxo de massa para Lu=0,05, Fe=2,0 e K0’s < 0.



161

Observando-se a Fig. 4.22, £=1,0, nota-se uma ano 
malia na curva do fluxo de massa no intervalo de tempo entre FO = 
30,7 e FO=30,8. Com efeito, observa-se,nesse intervalo, uma redu 
ção na variação do fluxo de massa, ou seja o fluxo diminui menos 
rapidamente. Observando as curvas de temperatura na Fig. 4.17 ,vê- 
se que neste intervalo de tempo a temperatura da placa começa a 
cair resfriando as laterais. Por outro lado, observa-se na Fig. 
4.19 que nesse intervalo de tempo os perfis de conteúdo de umida 
de começam a cair também. Os dois efeitos são prejudiciais ao flu 
xo de massa da placa para o meio ambiente, acarretando uma brusca 
redução do mesmo.

Para o extremo j = 0  e neste mesmo intervalo de tem 
po não ocorreu esta anomalia no fluxo pois houve inversão do gra 
diente de conteúdo de umidade apenas. O gradiente de temperatura, 
nesta lateral, se conservou muito próximo de zero durante todo o 
intervalo de tempo pouco influenciando no fluxo de massa.

Observando-se, ainda, a Fig. 4.22, nota-se uma irre 
gularidade semelhante no fluxo de massa, para o caso com condî  
ções de contorno defasadas. Essa irregularidade ê, nesse caso,mais 
acentuada, iniciando em F0=30,4. Este fato pode ser entendido,ob 
servando que nas Figs. 4.18 e 4.20, ambos os gradientes de tempe 
ratura e de conteúdo de umidade são reduzidos a partir de P0= 30,4. 
Estas reduções nos gradientes se prolongam, até o momento no qual 
ocorrem as inversões dos mesmos. O efeito sobre o fluxo de 
massa pode ser visto na Fig. 4.22.

Observa-se, ainda, que os fluxos de calor e massa 
ficam defasados quando as condições de contorno estão em fase 
e ficam em fase quando as condições de contorno estão defasadas .

X
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Estes fatos são facilmente entendidos observando os comportamen 
tos dos gradientes correspondentes a cada caso. No caso em fase, 
Fig. 4.17, por exemplo, os gradientes nos extremos têm sinais con 
trãrios durante todo o tempo, portanto quando numa face o fluxo 
é positivo na outra ele é negativo; quando numa face o gradien 
te muda de positivo para negativo, na outra face ocorre o contrá 
rio e assim sucessivamente.

4.4.3 - Processo de Transmissão de Calor e Massa - Regime Tran
siente - Temperatura e Conteúdo de Umidade Befasados de 
Meio Ciclo de um Extremo da Placa para o outro.

No item anterior analisou-se este problema em regi 
me transiente periódico. Nesta seção, mostra-se os resultados e 
as análises correspondentes ao regime transiente.

A Fig. 4.23 mostra a evolução das distribuições de 
temperatura com o tempo e para algumas posições distintas. Obser 
va-se que a partir de F0=0,6 o campo de temperatura já está em 
regime transiente.

Para os instantes iniciais, já se observa a tendên
~ — Xcia das distribuições. A distribuição relativa a j=0,l, por exem

•** Xpio, desde F0=0,l ja acompanha a distribuição do extremo 
Por outro lado a distribuição para £=0,8 acompanha o outro ex 
tremo, £=1,0. Em £=0,5, desde cedo a distribuição de temperatu 
ra assume um valor constante T*= 0,73. Este comportamento constan

x # „te em £=0,5 e explicado pelas amplitudes e freqüencias iguais em
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ambos os lados da placa.

Figura 4.23 - Distribuição de temperatura para Lu=0,05, Fe=2,0 e KO's < 0.

A Fig. 4.24 mostra as distribuições do conteúdo de 
umidade com o tempo para várias posições. Mostra as condições ex 
tremas, j = 0,0 é j = l , 0, oscilando defasadas e também a evolução

— — -  Xdas distribuições para algumas posiçoes. Na posição £=0,1, que
^ ^ Xé bem próxima do extremo £ = percebe-se um desenvolvimento mais 
rápido do perfil de conteúdo de umidade pois, por ser próximo do 
extremo, recebe as influências das condições de contorno com maior 
rapidez.

Comparando as Figs. 4.23 e 4.24, nota-se o quanto 
o desenvolvimento do campo de umidade é mais lento que o campo 
de temperatura, o que ê coerente com o fato que a difusibilidade
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mãssica é menor que a difusibilidade térmica.

Figura 4.24 - Distribuições de conteúdo de umidade para Lu=0,05, Fe=2,0 e 
KO's <0.

Analisando a Fig. 4.25. observa-se que as ondas de 
calor são ampliadas no interior da placa, quando se compara os 
fluxos nas posições internas com os fluxos nos extremos. Isto ocor 
re em conseqüência do campo de conteúdo de umidade não estar ain 
da desenvolvido. O vapor migra para o interior da placa condensan 
do e liberando energia.

Os fluxos de calor negativos são predominantes resul 
tando um fluxo líquido de calor do lado direito para o lado es 
querdo da placa.
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Figura 4.25 - Densidade de fluxo de calor para Lu=0,05, Fe=2,0 e KO's < 0.

Nota-se na Fig. 4.26 que em ^=0,0 o fluxo de massa 
é predominantemente positivo e em 1,0 ele é predominantemente 
negativo, caracterizando um processo de umidificação com entrada 
de massa pelas duas laterais.

Observa-se ainda na Fig. 4.26 que as ondas de fluxo 
de massa são amortecidas ao penetrarem no material, ao contrário 
das ondas de calor que são ampliadas devido ao processo de mudan 
ça de fase.
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Figura 4.26 - Densidade de fluxo de massa para Lu=0,05, Fe=2,0 e KO's < 0.

4.4.4 - Processo para o qual a Placa Encontra-se, Inicialmente/em 
Equilíbrio de Conteúdo de Umidade com o Meio Ambiente e ê 
Submetida a um Pulso de Temperatura

Os resultados que serão apresentados nesta seção são 
referentes âs Eqs. (3.243) e (3.244) da seção 3.4.3. Este tipo 
de processo ê caracterizado pelo fato que o desenvolvimento dos 
campos de temperatura e de conteúdo de umidade não dependem do 
estado inicial da placa com relação ao conteúdo de umidade. O mo 
delo ê informado deste fato por meio dos parâmetros de Kossovich.
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As condições iniciais e ambientes são iguais aos Itens anteriores
com relação à temperatura. Quanto ao conteúdo de umidade especifi
cou-se que: 0 . = 0 = 0  e 0 =0 =0. Estas condições implicam i mi m2 ai a2
em que todos os KO's sejam nulos.

A Fig. 4.27 contém as distribuições de temperatura 
e de conteúdo de umidade para vários valores do parâmetro FO.

Quando FO é pequeno as distribuições estão próximas 
das situações iniciais. Em FO= 0,1 a distribuição de temperatura 
já se "descolou" da distribuição inicial, ou seja, a placa começa 
a sentir os efeitos das condições ambientes: inicia-se o processo 
de aquecimento.

Ã medida que as ondas de calor se propagam pela pia 
ca porosa, surgem ondas de umidade em conseqüência da alteração 
do estado inicial pela nova distribuição de temperatura. As par 
tes externas da placa se aquecem, o líquido evapora e migra para 
o interior devido à diferença de pressão de vapor. O vapor encon 
tra regiões mais frias e condensa. Observa-se que nas fronteiras 
as condições impostas (0*= O era | = 0  e j = D  s^° mantidas pelas 
distribuições de conteúdo.

Observa-se, ainda, na Fig. 4.27 que as ondas de 
umidade vão se propagando para o interior (região mais fria) da 
placa, atingindo um máximo na região central em FO=0,3. Quando 
a temperatura ambiente cai a placa fica mais aquecida do centro 
para as laterais, e então o processo de migração de umidade é in 
vertido. Em FO = 3,0, por exemplo, o conteúdo de umidade se encon 
tra bastante reduzido na placa evidenciando a ocorrência do proces 
so de desumidificação.
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Figura 4.27 - Distribuições de temperatura e de conteúdo de umidade para 

Lu =0,1, Fe = 0,1 e KO' s = 0.

Apesar da condição de contorno impor 6* = 0 nas fron 
teiras o fluxo de massa é não nulo em qualquer instante. Este ca 
so pode ser interpretado como sendo o de uma placa colocada em 
contato com um reservatório de umidade, pois o fluxo de umidade 
existe de forma a manter o conteúdo de umidade constante nas fron 
teiras da placa.

Na próxima seção apresenta-se um estudo da influên 
cia do número de Fe sobre os campos de umidade e de temperatura , 
para um caso no qual a placa é colocada em contato com um reserva 
tório de umidade.
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Figura 4.28 - Distribuições da densidade de fluxo de massa para Lu=0,l, 
Fe= 0,1 e K0's = 0.

4.4.5 - Verificação da influência do Parâmetro de Federov Sobre 
os Desenvolvimentos dos Campos de Temperatura e de Con
teúdo de Umidade

Os resultados apresentados neste item são relati 
vos às mesmas equações citadas no item 4.4.1 e têm a finalidade 
de verificar a influência do parâmetro Federov sobre os desenvol 
vimentos dos campos de temperatura e de conteúdo de umidade e tam 
bém sobre os fluxos de massa e de calor.
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A Fig. 4.29 apresenta as distribuições de tempera 
tura e de conteúdo de umidade em função da posição e do número 
Federov para um tempo fixo: F0=0,5. Observa-se que o campo de 
temperatura não sofreu nenhuma alteração com a variação do parême 
tro de Federov. Este fato pode ser explicado, analisando a equa 
ção da conservação da energia, Eq. (3.176). Adimensionalisando-a 
obtem-se:

3T* 32 T* ̂  _+ Lu9 (PO) s(x )2 
á ^

82 T* _ 9 T*
X 2 ”  X~23 <f > 3 (£)

Analisando esta equaçao ve-se T e tambem dependente dos parame 
tros Luikov e Kossovich. Como Lu= 0,005, Fe ê moderado e KO =0 ve 
rifica-se que o segundo membro desta equação tem pouca influência 
sobre o desenvolvimento do campo de temperatura explicando a in 
dependência de T* em relação a Fe como mostra a Fig. 4.29.

As curvas de conteúdo de umidade atingem maiores 
valores, para maiores valores do parâmetro de Federov.

De fato, as soluções apresentadas neste trabalho le 
vam em conta dois processos de difusão de massa: (a) difusão de 
massa promovida pelo gradiente de temperatura, cuja difusibilida 
de mássica associada é DT/' (b) difusão de massa promovida pelo 
gradiente de conteúdo de umidade, cuja difusibilidade associada é

De*
O parâmetro de Federov indica o grau de importância 

do processo de difusão de massa devido ao grandiente de temperatu 
ra, em relação ao processo de difusão de massa devido ao gradien 
te de conteúdo de umidade. Dessa forma, valores mais altos de Fe
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indicam uma maior influência do campo de temperatura sobre o cam 
po de conteúdo de umidade.
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Figura 4.29 - Distribuições de temperatura e de conteúdo de umidade para 

Lu= 0.005, K0's = 0  e F0=0.5.

A presente seção refere-se ao caso no qual a placa 
está, inicialmente, em equilíbrio de conteúdo de umidade com o 
reservatório. Sendo assim, o fluxo de massa é promovido, predond 
nantemente, pelos gradientes de temperatura e, para um mesmo ins 
tante, quanto maior o valor de Fe, mais desenvolvidos serão os per 
fis de conteúdo de umidade como ilustra a Fig. 4.29.

A Fig. 4.30 ilustra os fluxosde calor e de massa.
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Observa-se que o fluxo de calor é também invariável com o parâme 
tro de Fe, já que o campo de temperatura não varia com este parâ 
metro.

Esta análise é representativa do instante FO = 0,5, 
quando está ocorrendo desumidificação em conseqüência da placa 
estar mais aquecida que o meio envolvente. Quanto maior o parâme 
tro Fe maiores serão os fluxos e portanto mais eficiente será o 
processo de desumidificação ou umidificação dependendo da tempera 
tura da placa em relação ao contorno.

Dessa forma, quanto maior o valor de Fe mais efi 
ciente é o processo de migração de umidade num meio poroso.

x

Jl

Figura 4.30 - Densidades de fluxo de calor e de massa para Lu= 0,005, 
K0's - 0 e F0° 0,5.
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4.5 - Caso Simétrico - Condições de Contorno de Ter
ceira Espécie - Funções Senoldais do Tempo

Os resultados que serão apresentados e analisâdos 
nesta seção são referentes aos desenvolvimentos da seção 3.1. De 
forma semelhante ao item 4.4 serão analisados diferentes proces 
sos dependendo dos parâmetros de Kossovich e também das magnitu 
des das difusibilidades a, D_ e D_. Ê analisada também a influên1 D
cia do parâmetro de Luikov, do parâmetro de Biot térmico e tam 
bém Biot mãssico.

4.5.1 - Processo de Umidificação e Aquecimento

Os resultados apresentados nesta seção são relati
vos às Eqs. (3.84), (3.85), (3.87) e (3.89) no que diz respeito
aos campos de temperatura, conteúdo de umidade, fluxo de calor e 
fluxo de massa respectivamente.

A Fig. 4.31 apresenta as distribuições de temperatu 
ra e conteúdo de umidade em função da posição normalizada, x/Z, pa 
ra vários parâmetros adimensionais. Devido ao processo ser de aque 
cimento e umidificação observa-se que, inicialmente, as linhas de 
T (temperatura) e 0 (conteúdo de umidade) partem das condiçoes 
iniciais (T* = 0 e 0* = O p/^ < 1) e sobem acompanhando as condi 
ções ambientes.
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Figura 4.31 - Distribuições de temperatura e conteúdo de umidade para 
Lu=0,5, Fe=0,l, Biq=10,0, Bim=2,0 e KOfs < 0,0.

As linhas de temperatura sobem com maior rapidez 
que as linhas de conteúdo de umidade. Esse fato é explicado pelo

Devalor do parâmetro Lu = —  =0,5 indicando que a difusibilidade más 
sica ê apenas 50% da difusibilidade térmica. Por outro lado, o 
processo sendo de umidificação, haverá evaporação de liquido pró 
ximo â fronteira e condensação na região central, liberando ener 
gia nesta região. Este fato fica evidente por meio da comparação, 
estabelecida na Fig. 4.36, entre duas curvas de temperatura para 
as mesmas condições físicas e ambientes e para dois processos dis 
tintos: umidificação e desumidificação.
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A linha de temperatura corresponde a FO = 0,7 mostra 
que a temperatura ambiente estã diminuindo e a placa começa a sen 
tir este fato na sua periferia. No centro, a temperatura permane 
ce maior que a temperatura ambiente por um certo tempo devido à 
inércia térmica do material.

A Fig. 4.32 mostra as densidades de fluxo de calor 
e de massa. Uma primeira observação ê que as densidades de fluxos 
podem atingir valores superiores a 1, o que é explicado pelo fato 
que os gradientes reais podem ser maiores que os gradientes de re

eferência, (T - - T.)/£ max i (0 - - 0 .)/£ . max i

X

h «
X

K

X

X
Figura 4.32 - Distribuições dos fluxos de calor e massa, para Lu=0,5, 

Fe = 0,1, Biq«= 10,0, Bim=2,0 e K0’s < 0,0.
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De fato, os gradientes de referência são as retas T*(j,FO) e
0*(j,FO)que unem os pontos (0,0) e (1,1), Fig. 4.31. Observa-se

3T*pela curva T*(^,FO), para FO=0,1, que o gradiente ^  ê superior 
a (T - - T .)/l para 4 > 0,75, aproximadamente, e a curva da denItlâX X
sidade de fluxo de calor, Fig. 4.21, para F0=0,l, indica valores 
de q* > 1 ,0 .

A curva de j*(^,FO)(densidade de fluxo de massa) cor
respondente a FO =0,1 indica que j * permanece aproximadamente cons

x 3T* 8 0*tante para j- > 0,7. De fato, os gradientes e , Fig. 4.20,
tendem a valores constantes.

A curva de j correspondente a FO = 0,7 indica uma pre
dominância do processo de transporte de massa devido ao gradien
te de conteúdo de umidade pois a Fig. 4.31 mostra que os gradien *gij.* g gtes -r— e v— são contrários e mesmo assim predomina o fluxod X d X

* —de massa para o interior da placa (j < 0) . Este fato e justifica 
do pelo parâmetro Fe = 0,1, que relaciona as difusibilidades D̂, e 
D . Este valor pode ser traduzido no fato que Da é muito maiorü O
que D , ou seja, a migração de umidade ocorre predominantemente 
por ação de gradientes de conteúdo de umidade.

4.5.2 ~ A Influência do Parâmetro de Luikov no Desenvolvimento dos 
Campos de Temperatura e de Conteúdo de Umidade

O parâmetro de Luikov indica a influência do proce^ 
so de transporte de massa em relação ao processo de transferência 

D 0
de calor, Lu = —  . No item 4.1, Fig. 4.3 foi feita uma análise
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de tal influência e neste item serâ feita outra, visando entender 
melhor a influência deste parâmetro.

As condições ambientes utilizadas neste item são 
as seguintes: = 5°C (temperatura inicial), = 30°C (temperatu 
ra média), T = 20°C (amplitude das oscilações), 0. - 0,1 (conteú-â X

— *do inicial), 0 =0,3 (conteúdo medio) e 0 =0,1 (amplitude dasm a
oscilações).

A Fig. 4.33 mostra as distribuições de temperatura
~ Xe conteúdo de umidade em funçao do tempo, para a posição j = 0,5 

e para dois valores do parâmetro Lu (Lu = 0,1 e Lu = 0,5). Obser 
va-se que as distribuições evoluem oscilando, respondendo âs os 
cilações ambientes. Progridem para um valor médio quando o tempo 
for suficientemente grande quando ocorrerá um regime transiente pe 
riódico. Quanto maior o parâmetro Lu mais rápido é o desenvol
vimento das distribuições.

A freqüência de oscilação ê controlada pelo parãme
2tro Pd = 2-rrfL /a (numero de Predivoditelev) ; observa-se que as 

cristas e os vales das distribuições de temperatura e de conteúdo 
coincidem, ou seja, as frequencias são as mesmas, o que é explica 
do pelo fato que as freqüências das condições ambientes são iguais, 
tanto para a temperatura quanto para o conteúdo de umidade.

As amplitudes das ondas de temperatura e de conteú 
do de umidade ambientes são amortecidas pelo material. Esse amor 
tecimento é mais eficiente quando Lu é menor, já que pequenos Lu 
implicam em redução na capacidade de transportar massa. Como no 
processo de umidificação,o transporte de massa implica num aumento 
da condução de calor, as ondas de temperatura são também amorte 
cidas de forma mais eficiente para menores valores de Luikov.
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FO

Figura 4.33 - Distribuição de temperatura e conteúdo de umidade para a posição 
|=0,5, Fe = 0,5, Biq = 10,0, Bim= 2,0, K0’s <0,0.

4.5.3 - As Influências dos Parâmetros Biq (Biot térmico) e____Bim
(Biot mássico) na Transmissão de Calor e Massa entre____a
Placa e o Ambiente

O número de Biot relaciona a eficiência de um pro 
cesso do meio ambiente até a placa com a eficiência do processo no 
interior da placa, seja processo de transmissão de calor ou de 
massa. Neste item analisa-se as influências dos parâmetros Biq e
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Bim.
As Figs. 4.34 e 4.35 mostram as distribuições de 

temperatura e de conteúdo de umidade na posição ^ = 1 , em funçao 
do tempo (FO), para três valores dos números de Biot térmico e 
mãssico respectivamente.

Figura 4.34 - Distribuição de temperatura na posição -£=1,0, para Fe=0,l, 
Lu=0,5, K0's < 0, Bim=2,0, T (temperatura ambiente).

Observa-se que quanto maior for Biot mais rapidamen 
te o material (meio poroso) recebe a informação do meio ambiente 
pois os picos e vales ocorrem para menores FO. Isto está coerente 
pois se a resistência à conveçáo fose zero, ou seja Biot= » a pia 
ca receberia as informações~do ambiente instantaneamente.
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Outro fato importante é que as amplitudes das on 
das de temperatura e de conteúdo de umidade recebidas são maiores 
para maiores Biot. ïsto também está de acordo com o fato que, 
quanto menor a resistência à convecção mais eficaz é o processo 
de transmissão de calor e de massa do meio ambiente para a placa.

1 Lu=0,5, K0*s < 0, Biq=2,0, 0* (conteúdo de umidade de equilí̂  

brio do ambiente).

Observa-se nas Figs. 4.34 e 4.35 que â medida que 
Biq e Bim crescem as curvas de temperatura e de conteúdo de umida 
de se aproximam mostrando que os processos de troca de calor e 
massa entre o ambiente e a placa jã estão aproximando do máximo
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em eficiência (Biq = «° e Bim = °°), ou seja, as distribuições ten 
dem às condições ambientes.

4.5.4 - Processo de Desumidificação e Aquecimento

Os resultados que serão apresentados neste item são 
relativos às Eqs. (3.84), (3.92), (3.87) e (3.93) para os campos 
de temperatura, conteúdo de umidade, densidade de fluxo de calor 
e de massa respectivamente. Será feita uma comparação entre uma 
curva de temperatura do processo de desumidificação e outra do 
processo de umidificação.

A Fig. 4.36 apresenta as distribuições de temperatu
JL ^ra (T ) e de conteúdo de umidade (0 ) para as seguintes condjl

ções: T. = 5°C , T = 30°C , T = 20°C, 0.=O,5, 0 =0,3 e 0 =0,1.Y i m a  i m a
No caso do processo de desumidificação e aquecimen

to os fluxos de massa e de calor ocorrem em sentidos contrários .
De fato, as curvas de T da Fig. 4.36 sobem e as curvas de 0 des
cem com o tempo. Para que haja fluxo de massa do interior da pia
ca para o exterior é necessário que ocorra evaporação no centro
da mesma e necessariamente consumindo a energia que é conduzida
de fora para dentro.

A curva tracejada que aparece na Fig. 4.36, corres 
pondente a F0=0,8, refere-se à distribuição de temperatura do 
processo de umidificação sob as mesmas condições ambientes em 
termos de temperatura. Observa-se que para o mesmo tempo, F0=0,8, 
a curva tracejada (umidificação) está 20% acima da curva corres
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pondente ao processo de desumidificação.Estes argumentos mostram que 
num processodeumidificáção e aquecimento o processo de condução de 
calor fica beneficiado pelo processo de transporte de massa. O 
contrário ocorre num processo de desumidificação e aquecimento.

x
Jl

Figura 4.36 - Distribuições de temperatura e conteúdo de umidade para Fe=0,1, 
Lu = 0*1, Biq =2,0, Bim=2,0 e K0's > 0,0.

A Fig. 4.37 mostra as densidades de fluxos de ca 
lor e de massa. 0 fluxo de massa correspondente a F0 = 0,l apre 
senta valores positivos para j > 0,7, em concordância com a dis 
tribuição de 6*, Fig. 4.36. Para ^ < 0,7 existe fluxo negativo 
de massa, ou seja flui massa para o interior da placa. Isto ocor 
re porque a placa ê aquecida na lateral aumentando a pressão de
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vapor. Como ainda não existe gradiente de conteúdo de umidade o 
vapor migra devido ao gradiente de temperatura. Isto explica por 
que, para FO=0,1, a curva de 0* na Fig. 4.36 apresenta valores

vmaiores que 1, ou seja 0(x,t) > 0^, para £ < 0,5.

*

c

KIK O
i| «X OK

X

JL

Figura 4.37 - Densidades de fluxos de calor e de massa para Fe® 0,1, Lu = 0,l, 
Biq = 2,0, Bim= 0,2 e K0’s > 0,0.

Para F0=0,8 o fluxo de massa é positivo para todo 
X 3Q* ~
f, concordando com o fato que ■»— e -5—  são negativos para todo<£ d X d X
X ~ —£ . As demais curvas de fluxos sao coerentes com as distribuições
de temperatura e conteúdo de umidade.
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4.5.5 - Caso para o qual a Placa está Inicialmente em Equilíbrio 
de Conteúdo de Umidade com o Meio Ambiente e ê Submetida 
a uma Diferença de Temperatura

Os resultados deste item dizem respeito âs Eqs.
(3.96), (3.98), (3.99) e (3.102) relativas âs distribuições de
temperatura, conteúdo de umidade, fluxo de calor e fluxo de umida 
de respectivamente.

_ *A Fig. 4.38 apresenta as distribuições de T , tempe
ratura, e 0*, conteúdo de umidade1 para as condições de temperatu
ra descritas no item 4.5.4 e para as seguintes condições de con
teúdo de umidade: 0 . = 0 e 0 = 0.i m a

Para os instantes iniciais, F0 = 0,l e F0 = 0,5, a la 
teral da placa fica com conteúdo de umidade inferior ao conteúdo 
inicial, ou seja, 0 < 0 .  Isto ê fisicamente coerente pois, ao 
observar os perfis de temperatura correspondentes, vê-se que a 
placa encontra-se mais aquecida na lateral que no centro, o líqui 
do da lateral é evaporado e começa a migrar e a condensar nas re 
giões mais frias. Para FO=0,1, por exemplo, uma crista de conteü 
do se forma em ^=0,7, ilustrando uma "onda" de massa que se pro 
paga da zona aquecida para a zona fria, e em FO= 0,5 esta onda já 
atingiu o centro da placa elevando o nível de conteúdo de umidade 
nesta região.

Para F0 = l,0 e F0 = 3,0 a temperatura da lateral 
da placa cai, ocorrendo condensação de vapor nesta região e, em 
conseqüência, aumentando o conteúdo de umidade como mostram as cur 
vas de 0* para estes instantes.
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je
Figura 4.38 - Distribuições de temperatura e conteúdo de umidade para Fe=0,l, 

Biq = 2,0, Bim = 2,0, Lu = 0,1 e KO s = 0,0.
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A Fig. 4.39 mostra as densidades de fluxo de calor 
e massa correspondentes â Fig. 4.38.

X

Figura 4.39 - Densidades de fluxos de calor e massa para Fe = 0,l, Biq=2,0, 
Bim= 2,0, Lu = 0,1 e K0's = 0,0.

. *A curva de j correspondente ao instante F0=0,l
apresenta um comportamento descendente até j- ~ 0,8, a partir de
onde começa a crescer. Este comportamento está de acordo com as
curvas de T* e 0* que apresentam gradientes positivos até
X *£ ~ 0,8 , a partir de onde o gradiente de 0 muda de sinal, justi 
ficando o decréscimo de j êm termos absolutos.
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Para FO = 0,5 e para > 0,5^ o gradiente de con 
teüdo se acentua bastante e então o fluxo de massa sofre uma redu 
ção em valor absoluto apesar do gradiente de temperatura ser sem 
pre positivo. Ainda para F0=0,5, o fluxo de massa sofre um aumen 
to novamente, devido a uma pequena redução do gradiente do conteu 
do de umidade.

4.5.6 - Caso para o qual as Difusibilidades a e PT são muito maio
res que Dq

Este tipo de problema já foi exposto e resolvido no 
item 3.1.4. Os resultados aqui apresentados são referentes às 
Eqs. (3.118), (3.119), (3.120) e (3.121), relativas às distribui^ 
ções de temperatura, conteúdo de umidade, fluxo de calor e fluxo 
de massa respectivamente.

Observa-se na Fig. 4.40 que as curvas de temperatu 
ra oscilam com o tempo em conseqüência das oscilações ambientes. 
As distribuições do conteúdo de umidade acompanham as distribui 
ções de temperatura já que, pelas hipóteses, a >> Dg e DT »  Dg, 
ou seja, o transporte de massa só acorre devido à difusibilidade 
DT, ficando, portanto, em dependência exclusivamente dos gradien 
tes de temperatura.

A Fig. 4.41 mostra as densidades de fluxo de calor 
e de massa correspondentes à Fig. 4.40. Vê-se que os valores adi 
mensionalisados dos fluxos q* e j* são iguais para qualquer tem 
po e posição. Este fato já era esperado, já que os processos de 
transporte de calor e massa dependem apenas do gradiente de tempe

X
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ratura.
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Figura 4.40 - Distribuições de temperatura e de conteúdo de umidade para
K - r ^ -  1,0.

Os fluxos reais j(x,t) e q(x,t) são diferentes pois 
os fluxos de referência utilizados naadimensionalisação são dis 
tintos.
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J L
l

Figura 4.41 - Densidades dos fluxos de massa e de calor para as condiçoes
Dttemperatura estabelecidas e para K=r— =1,0.
06

de

4.5.7 - Comparação entre o Processo de Transporte de Calor Puro,
Processo de Umidificação e Aquecimento e o Processo____de
Desumidificação e Aquecimento

Os resultados apresentados neste item são relativos 
ao desenvolvimento do item 3.1.5, cujas Eqs. são (3.122) e (3.123), 
relativas a distribuição de temperatura e ao fluxo de calor res 
pectivamente. Apresenta-se também uma comparação entre os três 
tipos de processos colocados no título deste item.
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A Fig. 4.42 apresenta as distribuições de temperatu 
ra referentes aos seguintes itens:

(a) transmissão de calor pura; (b) transmissão de calor e mà£ 
sa num processo de umidificação e aquecimento e (c) trans 
missão de calor e massa num processo de desumidificação 
e aquecimento.

As condições ambientes referentes aos processos são:
(a) T. = 5°C, T = 30°C e T = 20°C; (b) mesmas condições de temperai m —
tura do item a e 0. = 0,1, 0 = 0,3i m e 0 = 0,1 ; (c) mesmas condi a —
çÕes de temperatura do item a e 0 . = O , 5 ,  0 =0,3 e 0 =0,1. 

1,0

H
t

K
H

X

0.9 ■ 

O.B . 

0.7

0.6

0,5

T  - TRANSMISSÃO DE CALOR PURA 

T*- T. CALOR+ MASSA - UMIDIFICAÇÃO 

T*- T. CAL0R+MASSA - DESUMIDIFICAÇÃO

_____ FOSOJ?______

Figura 4.42 -
X

Distribuição de temperatura para tris tipos diferentes de proceis 
sos: Transmissao de calor pura, transmissao de calor e umidade 
simultaneamente: umidificaçao e desumidificaçao, Fe= 0,1,Lu= 0,8.
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No processo de transmissão de calor e massa simultâ 
neos ocorrendo umidificação e aquecimento o vapor flui no mesmo 
sentido do fluxo de calor. Ocorre condensação do vapor nas regiões 
mais frias liberando energia. Este raciocínio explica porque as 
curvas tracejadas (processo de umidificação) evoluem mais rapida 
mente que as curvas cheias (condução de calor pura). Tomando por 
exemplo £ = 0 , 0  e F0=0,5, a relação entre as temperaturas dos 
dois casos ê de 116%, mostrando a influência do processo de trans 
missão de massa no processo de transmissão de calor quando compa 
rados com o processo de transmissão de calor pura.

Por outro lado, num processo de desumidificação o 
liquido tende a evaporar-se na parte central da placa, consumindo 
energia no processo de evaporação. Por esta razão vê-se, na Fig. 
4.42, que o desenvolvimento do campo de temperatura de um proces^ 
so de desumidificação e aquecimento, curvas traço-ponto, é mais 
lento que no caso de transmissão de calor pura.

No próximo capitulo será resolvido um caso especlfi 
co e a solução é comparada com uma solução numérica de outro au 
tor.
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C A P Í T U L O  5

CAMPOS NÃO PERMANENTES DOS POTENCIAIS DE TRANSFERÊNCIA DE 
CALOR E DE MASSA - PLACA INFINITA SEM CONDIÇÕES DE

SIMETRIA

O problema proposto é o seguinte : resolver o proble 
ma de transmissão de calor e massa numa placa infinita de meio poroso 
não saturado, sem considerar simetria, condições de contorno de 
primeira espécie na temperatura e de segunda espécie no conteúdo 
de umidade.

Este problema foi resolvido, por [8j , numericamen
te, utilizando a técnica das diferenças finitas, sob as condições 
comentadas acima. A solução foi utilizada para, juntamente com in 
formações experimentais, determinar as difusibilidades do mate 
rial.

Aqui, o problema é resolvido, analiticamente, utili 
zando a transformada de Laplace e o teorema dos resíduos de Cau 
chy. Os resultados obtidos analiticamente são comparados com os 
resultados obtidos numericamente.

As equações que regem os processos físicos são ob 
tidos das Eqs. (2.33) e (2.34) mediante a hipótese que a >> D̂, e 
a >> D., ou seja o processo de transferência de calor predomina 
sobre o processo de transporte de massa. No entanto o processo de
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transferência de calor permanece influenciado pelo processo de 
mudança de fase. i

As equações representativas do processo são:

3T
5t = a

23 T 
3x2

(5.1)

39
3t

2
3 0

T3 2 0. 2 x 3x
(5.2)

As condições de contorno e iniciais aqui utilizadas 
são as mesmas utilizadas por [8], e ilustradas pela Fig. 5.1.

Í(o,0 = 0
eu,o)= et

T(Ò 4  ) = To

1U.0> = °

0 t

a)

T U ,  t )  = T l

Figura 5.1

Condições de contorno:

T(0,t)=To (5.3)



Condições iniciais:

T(x,0) = T i (5.7)

0(x,0) = 0. ' (5.8)

A Eq. (5.1) independe do conteúdo, o que simplifi 
ca a solução, podendo-se determinar o campo de temperatura inde 
pendentemente do campo de conteúdo de umidade.

A transformada de Laplace da Eq. (5.1) com relação
ao tempo, utilizando a condição inicial 5.7, é, conforme a rotina 
dos itens anteriores, dada por:



195

As constantes C : e C2 são determinadas utilizando as 
condições de contorno dadas pelas Eqs. (5.3) e (5.4). Substituin 
do-se os resultados na Eq. (5.9) obtém-se:

T - /rT (x, s ) ---- senh/-(£-x)
— — ----— ^ -------(5.10)T - T. r

° 1 s»sen h /— t/ a

Utilizando o teorema dos resíduos tem-se que:

T(x,t) -T. . / n\ 00 <J> (x,s ) s t1 - 4> (*,0)+ y V  n c n (5 11)T -T. r(0) \ ip1 (s )o i n=l r n

onde:

sen h (£- x) s-senh/^£
ò (x.s) = — --- — ------ ; U»(s) = -------- —  ; e s são as raízes de

's / s  n
a / a

ip (s) = 0.

Utilizando as relações e senh =
= -i sen i • e ° Pr°cedimento adotado no capítulo 3, obtém-se
o campo de temperatura:

_ 2 
T(x,t) - T. v ? * í-n X
T - T. (1-|)+ f £ • 4 L-«nni.(l- f) e (5.12)o i n=l
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Aplicando a transformada de Laplace em relação ao 
tempo â Eq. (5.2), considerando a condição inicial (5.8), tem-se:

s0L (x,s) - 0 . = D0e'̂ (x,s) + Dtt" (x,s) .

logo

Das Eqs. (5.1) e (5.7) determina-se t"(x ,s ),L

T.
sT (x,s)--^

T (x,s) = — -------- (5.13)L a

D T .
0" - = ^ - ( s e T - e . )  +g- - £ ( t  - - ^ ) = o  (5.14)L Dq L i Dq a s

Aplicando a transformada de Laplace, na Eq. (5.14), 
em relação a_ x tem-se

s

- 5? - c*(s) -iE-r+ c> <s) T^-r - - r 1 t  \  (P's) -P “ d "  p  - —  p  - —
0 U 0 . 0

onde a barra indica a transformada de Laplace em relação a x e 
p e o parâmetro de transformação associado.
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Assim,

As transformadas inversas que aparecem na Eq.(5.15) 
referem-se ao parâmetro p. As duas primeiras inversas são conhe 
cidas em termçs de cosenos e senos hiperbólicos. A 3— inversa ê 
determinada utilizando o teorema da convolução, ou seja:

T.
(T (p,s)---L PS A(x - z,s)B(z,s)dz (5.16)

onde,

A(x,s) = L = sen h / —  x 
u0

(5.17)
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B(x,s) = L
-i r T. -i

V P ' S) = Tl (x ,s ) (5.18)

T.
onde T (x,s) ---  é dada pela Eq. (5.10).

L S

Substituindo as Eqs. (5.10), (5.17) e (5.18) em (5, 
16), efetuando a integração e retornando à Eq. (5.15), tem-se:

0. /=- senh/D x DtT
0 (x,s)- ~  =-Ci cosh J pr— + C2 --------- + -5—  .L s / De ^ 2«

D

sen h /— {Z - x) - senh ' a

0

rITx + 
0

(1 + )//Lu)s-senh l

senh / f u - x ) ] - s e n h [ / f *

(1 - y£ü)-s-senh
(5.19)

Utilizando as condições de contorno (5.5) e (5.6) 
determina-se as constantes Cx e C2 obtendo-se a transformada do 
conteúdo de umidade:



Neste ponto, necessita-se determinar a transforma 
da inversa da Eq. (5.20), que pode ser desmembrada numa soma de 
transformadas inversas.

Seguindo um procedimento análogo ao adotado para 
encontrar a Eq. (4.42), obtém-se:

-i senh
<xlu-

s sen h /— la

= aLu
o 00 t “(nir) FO

(1- f) + ~ l senmT(l-f) eí. tt - n Jin=l

(5.21)

Utilizando.o teorema dos resíduos pode-se determi 
nar a transformada inversa da primeira parcela que aparece na
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-i
t 2-=r~ s sen h
* D 0 ------

-Ia

a

sen h / Jt-£
-------L M

r t f '

Y+loo

2ttí

P(s)ds

y-ioo

2 < 
j ^ O i s l - R t s )

0 0

Z (Res(s ) + E Res(s )+ Pes(0) « n « nn=l n=l

&Z(jL_)
P(sn> oo

+ E P(sJm
n=l s 2 R(s) m=l s Q(s )^)n dsi m m ds>:

+ Res(0)

n m
(5.22)

onde s e s  são as raizes de Q(s) = 0 e R(s) = 0, respectivamen n m —
te, e Q(s) e R(s) são obtidos da identidade estabelecida pela Eq.
(5.22).

Observa-se que s =0 é um polo de ordem 2, logo:

Res (0) = r t { à (s2f(s))lk J s=0
-, onde f (s) = P(s)

s Q(s)R(s)
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Logo,

Res (0) = a{|- - 1
2

Lu
2 (5.23)

Determinando as derivadas de R(s) e de Q(s) e subs 
tituindo na Eq.(5.22) juntamente com a Eq. (5.23), tem-se a tran£ 
formada procurada:

2 sen h sen h Á-Jr-t£ 2 y o- / r
s 0

aD0

í X 1 Lu\ 
■ « l ï - ï - î -

00

- 2a ï 
n=l

(-1) / Lu
(m r)

mr x , ,.n nu », X. 2
003 —  I  - (- 1 )  “ s  - = - ( 1 -  t  -(n u ) F0

---------e +sen mr
/LU

cos mr j - cos nu Æ ü  cos nir (1 - j) -(nir) FO + ------i e
sen nir Æ ü

(5.24)

Onde FO = at é o número de Fourier associado à di
l D t

fusibilidade térmica a e FO = — —  é o número de Fourier associa
m l2

do à difusibilidade mãssica Dg.

Substituindo as Eqs. (5.21) e (5.24) em (5.20)tem-
se:
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0(x,t)-0£
TÇ
^ (To " Ti>

X= í- - ' D 2)+ f iF Isenn,,(1- f ) l ã ín=l

— (nír) FO

(-1)2 °°- I TT . n n=l

n v -(tlTT) FO 
<t>l )e +

-(nír) FO.m (5.25)

onde:

, /X. /Lu
♦*(Z>

nnír x , . x cos—--- -(-1) cos ___
/Lu £ /Lu

-CL- j)

sen- mr
/Lu

/Lu

i
o 0 w n7T JE ~ cos ) co s nTr d ”  j ) "

1 -L u senm r/Lu

A Eq. (5.12) representa o campo de temperatura, en 
quanto a Eq. (5.25) representa o campo de conteúdo de umidade.

A Fig. 5.2 apresenta algumas distribuições do con 
teúdo de umidade para Lu= 0,004 e Lu= 0,1 e para vários FOm e FO. 
Apresenta ainda as curvas da solução numérica de [8]. Estas es 
tão levemente deslocadas para fins de clareza, mas, na realidade, 
as curvas são coincidentes.

Fica, dessa forma, estabelecida uma comparação en 
tre as soluções obtidas por dois métodos diferentes, mostrando uma 
excelente concordância.
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Figura 5.2 - Distribuições do conteúdo de umidade para as soluçoes analítica e 
numérica.

A Fig. 5.2 mostra o parametro adimensional 0 em
 ̂  ̂ xfunçao da posição adimensional j. As linhas cheias referem-se a

D0um processo no qual Lu = —  = 0,004, as linhas traço-ponto refe0t *”
rem-se a Lu=0,1 e as linhas tracejadas são as curvas correspon
dentes obtidas numericamente por Eckert [2]. Cada grupo de curvas

D0t
ê relativo a um tempo adimensional FO ---- . Cabe observar que,na

m L2
Fig. 5.2, FO^ iguais não significa tempos iguais, pois a difusibi 
lidade DQ é variável.

O fluxo de massa é promovido por dois gradientes:
3T 9 0 3 0 —v—  e v-. Inicialmente —̂ =0 e então o fluxo fica proporcionald X d X d X

3T -apenas ao primeiro, . Â medida que o tempo passa o vapor que eO X
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gerado em £ = 0 migra e condensa nas posições seguintes, origi
nando gradientes de conteúdo de umidade de sinal contrário ao gra
diente de temperatura. A parcela do fluxo de massa que é promovi 

â Ada por é também proporcional â difusibilidade D_ . Por isso es
. Deta parcela fica mais relevante à medida que Lu= —  cresce. Como

06

3 0 3 0 - -e ~—  são de sinais contrários surgem dois fluxos contrá
o X  o X

3Trios, sendo que, aquele proporcional a ^  deve ser predominante 
uma vez que os perfis de conteúdo de umidade crescem com o tempo.

Este modelo foi idealizado e resolvido com o objeti
vo básico de determinar a difusibilidade mássica Dg, correlacionan
do os tratamentos teóricos com os resultados experimentais.

a A 0De acordo com a Fig. 5.2, vê-se que p = -1,
~ 07

Dq dT* * —logo, p— =- ^g*-/ em regime permanente. Esta relação foi determi
nada por Eckert impondo a condição de fluxo de massa nulo, ih = 0 ,
ou seja regime permanente. O segundo membro desta equação pode
ser determinado experimentalmente D̂, pode ser determinado em fun
ção da curva de pressão de vapor, conforme comentários apôs a
Eq. (2.7). Enfim, D© pode ser então determinado usando a Eq. aci
ma. Ecket determina Dg para o caso de um cilindro de 30cm de com
primento, preenchido de areia úmida com particulas de 0,2mm. O cî
lindro foi submetido a uma diferença de temperatura de 50°C entre
os extremos por ura período de 5 meses. Apôs este período os con
teúdos locais para várias posições foram determinados. Como resul
tado obteve-se Dg = l,2xl0 9 m2/s para DT = 0,95 x 10 n m2/sK. Deter
minou-se também que o tempo necessário para atingir o regime per
manente seria de aproximadamente 4 meses.
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CONCLUSÕES

A formulação apresentada no capítulo 2 apoia-se em 
algumas hipóteses simplificativas fundamentais que permitiram obter 
um sistema de equações diferenciais parciais lineares de segunda 
ordem acopladas.

Obteve-se um modelo completo para o problema simé - 
trico. Ele é representativo dos sistemas e processos reais, no 
sentido que as condições de contorno são de 3? espécie, ou de Ro
bin, e as funções envolvidas são funções genéricas do tempo. Esse 
modelo apresenta as deficiências relacionadas com as hipóteses sim 
plificativas que as originaram. A hipótese mais forte diz respei
to às propriedades termo-físicas, consideradas constantes.

O modelo é, no entanto, de grande utilidade, no sen 
tido que permite conhecer os campos de temperatura e de conteú 
do de umidade no interior dos materiais, sendo possível analisar 
os regimes transiente e permanente, obtendo-se assim uma com - 
preensão clara das influências entre os processos simultâneos de 
transporte de massa e calor.

Para o problema não simétrico, obteve-se um modelo 
para os processos nos quais as condições de contorno são conside
radas de primeira espécie. Para os objetivos deste trabalho esta 
solução é satisfatória pois constitui uma ferramenta importante à 
análise dos processos internos que ocorrem em meios porosos.

Na parte relativa a análise dos resultados, procu - 
rou-se dar ênfase à compreensão das influências que o processo de 
transmissão de massa exerce sobre o processo de transmissão de ca 
lor e vice-versa. Analisou-se também as diferentes condições de 
contorno, inclusive os casos nos quais essas condições oscilavam

205
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com o tempo, em fase e defasadas.
Analisou-se igualmente as influências dos parâme - 

tros adimensionais que relacionam as propriedades termo-físicas , 
sobre a evolução dos sistemas.

Em todos os tópicos analisados, os modelos mostra - 
ram-se consistentes e os resultados apresentaram coerência físi
ca .

O problema não simétrico foi resolvido apenas com 
condições de contorno de primeira espécie regidas por funções ar
bitrárias do tempo. A solução para este caso(não simétrico) com 
condições de contorno de 3? espécie não foi apresentada neste tra 
balho, devido a sua complexidade. O próximo passo na sequência 
deste trabalho será o aperfeiçoamento desta solução por ser a que 
melhor simularia o processo de transmissão de calor e massa em pa 
redes de edificações onde as condições de contorno são da tercei
ra espécie e, internamente diferentes do lado externo.

Outro ponto fundamental, nesta área de pesquisa, é 
o conhecimento das propriedades físicas dos diversos materiais a- 
plicãveis na construção civil, bem como o levantamento de informa 
ções sobre as variações relacionadas às condições ambientais.

É de grande interesse conhecer o comportamento hi - 
gro-térmico em coletores solares com aplicação em sistemas a adsor 
ção. Sugere-se estudos nesta área, extendendo as equações diferen 
ciais de forma a levar em conta os efeitos de adsorção e de desor 
ção, os efeitos de capilaridade e também de reações químicas.

Enfim, o modelo apresentado neste trabalho é de 
grande importância para a compreensão das interrelações existen - 
tes entre os processos de transporte de calor e massa simultâneos 
e pode ser extendido de forma a tornar-se representativo dos pro
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cessos que ocorrem em meios de geometrias diferentes de uma placa 
infinita, por exemplo uma esfera, um cilindro, etc. Outros efei - 
tos como a migração por capilaridade, o processo de reações quími 
cas podem também ser considerados.
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APÊNDICE A

A - Comportamento da Equação característica q(y) e 
o Método da Bissecção para determinar suas raí
zes

A solução do caso simétrico com condições de contor 
no de terceira espécie foi conseguida por meio da transformada de 
Laplace, teorema da convolução e teorema dos resíduos.

0 teorema dos resíduos foi utilizado para determ^ 
nar as transformadas inversas de Laplace. Para tanto tornou-se ne 
cessãrio calcular as raízes do polinómio característico da solu 
ção, denominado a(y).

Conforme o item 3.1, tem-se:

o(y) = F 2 (y)G1(y) — F x (y ) G2 (y )

onde :

# F. (y) = cosyv. + -y- yv.senyv . i = 1, 2ï i Biq i i

2 r 2 W-
# G. (y) = (1 — v. ) cosyv. + Fe + (1 - v. ) ^7— senyv . i = 1,21 1 1 1  1 cliu 1



A Fig. A.l representa o comportamento de a(y) para 
os seguintes valores dos grupos adimensionais envolvidos: Fe =0,1; 
Lu = 0,1; Biq = 2,0; Bim = 2 , 0 .

As raízes do polinómio a(u) podem ser determinadas 
utilizando o método aproximado da bissecção, que consiste em utili 
zar pequenos passos pelo eixo das abcissas, à procura da primeira 
raiz. Uma vez detectada, refina-se o seu valor e se parte à procu 
ra da próxima. Mantêm-se o controle para não pular nenhuma raiz 
utilizando passos bem pequenos cuja ordem de grandeza é inerente 
ao caso em questão. No caso apresentado na Fig. A.l, um passo de 
0,01 foi julgado suficiente para determinar todas as raízes que se 
fizessem necessárias.
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Figura A.l - Comportamento de cr(y) para uma situação específica.
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APÊNDICE B

B - Relação entre o Teorema da Convolução e o Teo
rema de Duhamel

Os problemas de natureza transiente podem aparecer 
freqüentemente, devido a: geração interna, mudança na temperatura 
do meio que envolve o sistema, etc.

Estas causas podem ser denominadas de distúrbios 
do sistema e representados por D(t) quando são funções do tempo. 
Para resolver estes tipos de problema a transformada de Laplace 
e o teorema de Duhamel constituem importantes ferramentas.

O teorema de Duhamel estabelece que,se a solução 
transiente representativa de um sistema, com condição inicial
constante e submetido a um distúrbio unitário, for conhecida, po 
de-se determinar a solução para o sistema quando o distúrbio for 
uma função genérica do tempo a partir da solução conhecida para 
o distúrbio unitário.

Seja iHx,t) a solução do caso em que D(t) =1, então 
a solução (x,t) correspondente ao caso no qual D(t) é uma fun 
ção genérica do tempo é dada por:

t

<|>(x,t)= D (s) ds

0

(B.l)



217

Esta integral, Eq. B.l, é conhecida como integral 
de Duhamel. A demonstração desta relação encontra-se na referên 
cia [l], p. 306-309.

Utilizando a regra da diferenciação de Leibinitz na 
Eq. B.l, pode-se mostrar que:

<j>(x,t) = JL31 D (s) \l> (x, t-s) ds (B. 2)

Esta equação estabelece que a solução <j>(x,t) para o 
sistema submetido a um distúrbio genérico pode também ser determi
nada pela diferenciação da integral da convolução. Desta forma,fi
ca demonstrada a equivalência entre os dois teoremas quando se tra
ta da solução de um problema transiente.
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C - Solução Alternativa do caso Eckert, utilizando a 
Transformada de Fourier

Este problema foi proposto e resolvido no capitulo 
5, utilizando a transformada de Laplace e o teorema dos resíduos 
de Cauchy. 0 mesmo foi resolvido, originalmente, por Eckert, Refe 
rência [8], utilizando o método numérico das diferenças finitas.

Com o objetivo de ilustrar a aplicabilidade da trans 
formada de Fourier na solução de problemas transientes, apresen 
ta-se outra solução para o mesmo problema utilizando esta técnica.

0 problema proposto é o mesmo resolvido no capitulo 
5: encontrar a solução exata para o problema de transmissão de ca 
lor e massa simultânea numa placa porosa infinita submetida a um 
pulso de temperatura numa lateral, mantida à condição inicial no 
outro lado e isolada ao fluxo de massa em ambos os lados. A Fig. 
C.l ilustra o problema.

É interessante a utilização da transformada de Fou 
rier neste tipo de problema pois esta técnica exige o conhecimen 
to das derivadas das variáveis dependentes ao longo da solução.Co 
mo este é um problema cujas condições de contorno diz respeito a 
um fluxo de massa nulo, vê-se que é viável a sua aplicação.

APÊNDICE C



219

J= o

Figura C.l

Conforme exposto no capítulo 5, as equações diferen 
ciais representativas do sistema são:

3T 3 T (C.l)

| e= D i_r + D l_e
3 t  ax2 ax2

(C.2)

As condições de contorno ilustradas na Fig. C.l são: 
T(0,t)=Tp, T(l,t) = T., De-̂ -(-̂ )- + C|r3T-(°'t>-=0 e

_ 36(l,t) 3T(£,t) 
0 9x T 9x

As condições iniciais são: T(x,0) = e e(x,0)=6.. 

A solução da Eq. C.l pode ser obtida utilizando,
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por exemplo, transformada de Laplace e o teorema dos resíduos de 
Cauchy.

T(x,t)-T. , » , -(nir) FO
—  ■ (1-|) + f E ijjii sennw(l-|)e

0 x n=l
(C.3)

A Eq. (C.2) pode ser integrada utilizando a trans 
formada de Fourier.

Multiplicando ambos os membros da Eq. (C.2) por 
cos m  integrando no intervalo [0,£], utilizando as condiçõesde 
contorno obtém-se uma equação difererencial ordinária linear de 
primeira ordem não homogênea em termos da transformada de Fourier 
em cosseno:

de_(n,t) „ o _ 2
~ k --- + D e(T >  eF (n,t) = - V t - )  TF (n't) (C.4)

onde :
ep (n,t) = 0 (x,t)cos mr £-dx (C.5)

TF (n,t) = T(x,t)cos mr £ dx (C.6)



A solução da Eq.(C.4) é:

- (nu )FQm
0F (n,t) = C e ~ Dt (T } 6

2 - (mr) FOm 2 Dflt (mr). -4 -
T (n,t)e lz dt F

Detonde FOm = — p-(Fourier mássico).

A inversa da transformada de Fourier é dada,
me [l3]f por:

00

e(x,t) = J 0F (0,t) + J Z 0p (n,t)cos niT j
n=l

Utilizando a Eq. (C. 7) determina-se e^í^t)r
uma série de manipulações, chega-se à conclusão que:

e =
e(x,t)-e.
------Dj
' 0 r D

0

x 1 2 : (-db -i -(m,) F0 _____ x
I 2 ï* m=l mz

cosmir-̂

m
, - (_1) _1 1 d -6 ) 1 mn n

m+n 
(-1) -1 ,

n-m 
(-1) -10 Tmn o n-Hn n-mmz

(C.7)

confor

(C.8)

e, após
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Observa-se que esta solução fecha tanto com o re 
sultado analítico do capítulo 5 quanto com o resultado numérico 
de ECKERT, Ref. [8] quando se faz o limite com FO e FOm tendendo

ic X  1  -» —a infinito obtendo como resultado: 9 ~X~~2' Esta e a solução as 
sintética do capítulo 5 e também da solução numérica.


	CPo

	=-7-(i*,c+ h,i)+h	(2-1)

	ív--p*DevVe*- pAvVT	(2*8)

	3(p£V +T

	—ir- = -v-le - V*lv	(2*12)



	+ 7-(pAv7Vp.eDTv7T>+‘’Jf

	3<P 6 )

	30o 320o

	fee[e(x=£,t)- ee]+ DTf£(x=-e ,t) + De||(x=£,t) = o


	'i=H[,1+ffe+è)1 / <1 + Fe + è)2-^J

	t. /!v‘* A™ -/í?'x '/lv!x

	r	r~	T-

	»,(.). cos h /I v.£ + 3^ /I V sen h/f v, G.(s>= (l-v“)ooshy| v.í + [Fe+<l-v2.)] /| v.£ sen h /| v.£ ;


	e.

	F2 (u )gi (y ) - F j (vi ) G2 (y ) =0	(3.49)

	a’ (s ). n



	W = (1 + B^> “n“nVi + *w COS Vi <3-61)

	" rrF2(lin)COSViyn7 “ F1 (yn)OOSV2V1T17l ~^F0 B (x, t) = 2 I -Li-g	Lüi	L_ü	n	(3.65)

	n-1	VinT(yn)
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