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Algebraic Multigrid for Two-Dimensional
Time-Harmonic Magnetic Field Computations

Domenico Lahaye
Departement Computerwetenschappen, K.U.Leuven
Celestijnenlaan 200A, B-3001 Heverlee, Belgié

Abstract

The finite element simulation of electric energy transducers such as ma-
chines and transformers requires solving linear algebraic system with a large
number of unknowns. In practical computations this solution process re-
quires up to 90 percent of the total simulation time. This thesis contributes
to the development of efficient iterative techniques for solving the finite
element linear systems. The algorithms proposed were implemented in a
simulation package in such a way to allow their use in the computation of
industrial models.

The models considered in this thesis are built upon two-dimensional
quasi-stationary approximations of the magnetic field equations. First sta-
tionary and time-harmonic magnetic field models are introduced. After-
wards models are treated in which the time-harmonic magnetic field is
coupled with an external electrical circuit. The discrete variant of these
models is solved using algebraic multigrid methods, possibly accelerated by
an outer Krylov iteration. Algebraic multigrid (AMG) methods allow to
obtain the mesh independent convergence characteristic for multigrid on
models with a complicated geometry. This thesis is based on previously de-
veloped AMG codes. The class of problems for which these are applicable
was extended.

The discretization of stationary problems without anti-periodic boun-
dary conditions results in systems that belong to the class of problems for
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which AMG was originally developed. Compared with the more conven-
tional one-level methods that were used prior to the start of this thesis, the
use of AMG results in a reduction of the required simulation time. The
amount of this gain increases with the problem size. In problems with anti-
periodic boundary conditions, the positive off-diagonal entries need to be
taken correctly into account in the construction of the interpolation if the
AMG code is to converge without Krylov acceleration.

The discretization of time-harmonic problems results in systems with
symmetric, complex-valued coefficient matrices. The AMG algorithm is ex-
tended to these systems by basing the selection of the coarse grid points and
the construction of the interpolation operator on the real part of the matrix.
This extension is such that the Galerkin coarse grid discretization yields a
matrix with similar structure and properties then its fine grid equivalent.

The discretization of field-circuit coupled problems results in two-by-two
block structured systems. The first and second diagonal block represent the
discretized field equations and the electrical circuit respectively. These two
blocks are coupled by the magnetically induced current and voltages in the
electrical conductors of the system. In the AMG algorithm this structure is
exploited by basing the selection of the coarse grid points and the construc-
tion of the interpolation on the discretized field equations. The electrical
circuit and the coupling terms are taken into account in the solve phase
of the algorithm. For the implementation we developed an interface that
allows to call AMG from within a software library for discretized differential
equations. This library was in turn coupled with the finite element package
considered in this thesis. The coupling between these three software com-
ponents has proven to be efficient and robust in practical applications. In
the computation of an induction machine for example the use of the general-
ization of AMG for field-circuit coupled problems results in an acceleration
with a factor of 24 compared with previously implemented solvers.
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Samenvatting

De eindige-elementensimulatie van elektrische energieomzetters zoals ma-
chines en transformatoren vereist het oplossen van algebraische stelsels ver-
gelijkingen met een groot aantal onbekenden. In praktische berekeningen
neemt deze procedure tot 90 procent van de totale simulatietijd in beslag.
Deze thesis levert bijdragen in de ontwikkeling van efficiénte iteratieve me-
thoden voor de oplossing van de eindige-elementenstelsels. De voorgestelde
algoritmen werden geimplementeerd in een simulatiepakket teneinde ze te
kunnen aanwenden in de berekening van industriéle modellen.

De modellen beschouwd in deze thesis zijn gebouwd op basis van twee-
dimensionale quasi-stationaire benaderingen van de magnetische veldverge-
lijkingen. Eerst worden stationaire en tijdsharmonische magnetische veld-
modellen geintroduceerd. Daarna komen komen problemen aan bod waarin
tijdsharmonische magnetische veldmodellen gekoppeld worden met een uit-
wendig elektrisch netwerk. De discrete variant van deze modellen wordt
opgelost aan de hand van de algebraische multiroostermethoden (AMG),
mogelijk versneld door een uitwendige Krylov-deelruimte-iteratie. AMG-
methoden laten toe om de roosteronafhankelijke convergentie, karakteristiek
voor multiroostermethoden, te bekomen in problemen met ingewikkelde ge-
ometrieén. Deze thesis steunt op de reeds eerder ontwikkelde AMG-codes.
De klasse van problemen waarvoor deze codes toepasbaar zijn werd uitge-
breid.
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De discretisatie van stationaire problemen zonder anti-periodieke rand-
voorwaarden resulteert in stelsels die tot de klasse van problemen behoren
waarvoor de AMG methode oorspronkelijk ontwikkeld werd. Vergeleken
met de meer conventionele één-roostermethoden die voér de aanvang van
deze thesis werden gebruikt, leidt het gebruik van AMG tot een reductie van
de vereiste simulatietijd. De grootte van de snelheidswinst neemt toe met
de probleemgrootte. In problemen met anti-periodieke randvoorwaarden
dienen de positieve niet-diagonaalelementen in de fijnroostermatrix correct
in rekening te worden gebracht in de constructie van de interpolatie opdat
het AMG-algoritme zonder Krylov-versnelling zou convergeren.

De discretisatie van tijdsharmonische problemen resulteert in stelsels
met symmetrische matrices van complexe coéfficiénten. Het AMG-algoritme
wordt naar deze stelsels uitgebreid door de selectie van de grofroosterpun-
ten en de constructie van de interpolatie te baseren op het reéel van de
matrix. Deze uitbreiding is danig dat de Galerkin-grof-roosterdiscretisatie
een matrix geeft met dezelfde structuur en eigenschappen als zijn equivalent
op het fijne rooster. Een numerieke validatie van dit algoritme toont een
versnelling van de simulaties die toeneemt met de probleemgrootte net zoals
bij stationaire problemen.

De discretisatie van tijdsharmonische veld-circuit gekoppelde problemen
resulteert in twee-bij-twee blok-gestructureerde systemen. Het eerste en
tweede diagonaalblok stellen respectievelijk de gediscretiseerde veldvergelij-
kingen en het elektrisch circuit voor. Deze twee blokken worden gekoppeld
door de geinduceerde stromen en spanningen in de elektrische geleiders van
het model. In het AMG-algoritme wordt deze blokstructuur uitgebuit door
de selectie van de grofroosterpunten en de constructie van de interpolatie te
baseren op de gediscretiseerde veldvergelijkingen. Het elektrisch circuit en
de koppelingstermen worden in rekening gebracht in de oplossingsfase van
het algoritme. Voor de implementatie hebben we een interface ontwikkeld
die toelaat om de AMG-codes aan te roepen vanuit een softwarebibliotheek
voor het oplossen van gediscretiseerde differentiaalvergelijkingen. Deze bi-
bliotheek werd op zijn beurt gekoppeld met het eindige-elementenpakket
dat beschouwd wordt in deze thesis. De koppeling tussen deze drie soft-
warecomponenten heeft bewezen efficiént en stabiel te zijn in praktische
berekeningen. In de simulatie van een inductiemotor bijvoorbeeld levert de
veralgemening van AMG voor veld-circuit gekoppelde problemen een ver-
snelling op met een factor 24 in vergelijking met voorheen geimplementeerde
solvers.
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1 Inleiding

1.1 Context van het onderzoek

In het ontwerp van elektromagnetische toestellen wordt tegenwoordig het
experimentele werk vaak aangevuld met computersimulaties. De doelstel-
ling op lange termijn bij de ontwikkeling van de hiervoor vereiste software
is het overbodig maken van het bouwen van dure prototypes.
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Deze thesis levert verschillende bijdragen tot de verbetering van een
pakket voor de numerieke simulatie van quasi-stationaire elektromagneti-
sche energie-omzetters door het incorporeren van moderne technologie voor
het oplossen van stelsels van lineaire vergelijkingen. Dit interdisciplinair on-
derzoek kadert in de vruchtbare samenwerking tussen twee vakgroepen van
de Faculteit Toegepaste Wetenschappen van de K.U.Leuven. Deze groepen
zijn de vakgroep Elektrische Energie van het Departement Elektrotechniek
(ESAT/ELEN) enerzijds en de groep Technisch Wetenschappelijk Rekenen
van het Departement Computerwetenschappen (CS/SciComp) anderzijds.
De eerste groep heeft expertise in de studie van elektromagnetische toe-
stellen zoals elektrische motoren en transformatoren [30, 77, 56, 55]. De
tweede groep heeft expertise in het ontwerp, de analyse en de implemen-
tatie van algoritmen voor de snelle oplossing van gediscretiseerde partiéle
differentiaalvergelijkingen (PDEs) [60, 47, 71].

1.2 Het 0lympos-pakket

Het onderzoek in computermodellen voor elektromagnetische energie-omzet-
ters in de ESAT/ELEN-onderzoeksgroep is sinds 1995 geconcentreerd rond
de ontwikkeling van het 01lympos-pakket [86, 76, 35, 27]. Vanwege het belang
van dit pakket in deze thesis, zullen we een korte beschrijving ervan geven.

In Olympos wordt een beperkt aantal van de Maxwell-vergelijkingen
opgelost voor het magnetisch veld. Voor het type van toepassingen die
van belang zijn voor de ESAT/ELEN-groep, is het voldoende om quasi-
stationaire benaderingen te beschouwen. De verplaatsingsstroom kan met
andere woorden verwaarloosd worden. Het pakket laat toe om zowel statio-
naire, tijdsharmonische als transitorische magnetische velden te simuleren.
Uit het berekend magnetisch veld kunnen praktisch relevante grootheden
zoals krachten en koppels afgeleid worden.

De complexe geometrie van praktische toestellen wordt in eerste stap
benaderd door het modelleren van tweedimensionale dwarsdoorsneden of
van axi-symmetrische configuraties. De magnetische vectorpotentiaal wordt
ingevoerd als onbekende. In stationaire formuleringen bestaat het continue
model uit een diffusievergelijking voor de component van de vectorpotentiaal
loodrecht op het beschouwde domein. In tijdsharmonische formuleringen
wordt de variatie van de amplitude van de vectorpotentiaal in de ruimte
beschreven door de Helmholtz-vergelijking met complexe verschuiving. In
praktische toepassingen is de berekening van het magnetisch veld onmogelijk
zonder de eigenschappen en de interconnectie van de elektrisch geleidende
gebieden in het rekendomein in rekening te brengen. In deze gevallen dient
de differentiaalvergelijking voor het magnetisch veld aangevuld te worden
met bijkomende vergelijkingen die het elektrisch circuit modelleren. Dit
resulteert in zogenoemde wveld-circuit gekoppelde formuleringen.
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In Olympos wordt het continue model gediscretiseerd met lineaire ein-
dige elementen. Praktische ervaring met het pakket heeft uitgewezen dat
het oplossen van de eindige-elementenstelsels de flessenhals vormt in be-
rekeningen. Deze flessenhals is danig dat simulaties waarin stelsels van
hoge-resolutiediscretisaties herhaaldelijk dienen opgelost te worden bijzon-
der tijdrovend zijn. Het doel van deze thesis bestaat erin deze flessenhals
weg te werken door gebruik te maken van numerieke algoritmen die snel zijn
in CPU-tijd en die beperkte geheugenvereisten hebben. Het algoritme cen-
traal in dit werk is de algebraische multiroostermethode. In wat volgt geven
we een korte inleiding op deze methode met als doel de nodige terminologie
te introduceren.

1.3 De algebraische multiroostermethode

De eindige-elementendiscretisatie van PDEs resulteert in lineaire stelsels
met ijle matrices van coéfficiénten. Dit motiveert de keuze voor iteratieve
oplossingstechnieken. De klassieke iteratieve methoden gebaseerd op een
splitsing van de matrix zijn conceptueel eenvoudig, maar convergeren on-
aanvaardbaar traag voor problemen met een groot aantal onbekenden. In
multiroosterverbeteringen van deze methoden wordt de convergentie op een
gegeven fijn rooster versneld door berekeningen op een hiérarchie van gro-
vere roosters.

De klassieke multiroostermethoden [111] vormen snelle iteratieve solvers
voor elliptische modelproblemen en werden succesvol toegepast in verschil-
lende onderzoeksdisciplines. Hun implementatie is echter lastig voor pro-
blemen met ingewikkelde geometrieén. Als een alternatief voor de klassieke
multiroostermethoden werden daarom algebraische multiroostermethoden
(AMG) ontwikkeld.

In AMG-methoden wordt de hiérarchie van grof-roosterdiscretisaties au-
tomatisch geconstrueerd. Deze methoden opereren enkel op de fijn-rooster-
matrix. Geen enkele geometrische informatie over het gediscretiseerde pro-
bleem is vereist. Dit maakt AMG bijzonder aantrekkelijk in gebruik. In
deze thesis maken we gebruik van twee AMG-codes. De eerste werd ont-
wikkeld door Ruge en Stiiben [95] en zullen we aanduiden met AMG1R5. De
tweede werd later ontwikkeld door Stiiben [109] en zullen we aanduiden met
SAMG.

1.4 Bijdragen van de thesis

Dit werk heeft bijgedragen tot algoritmische ontwikkelingen voor het ef-
ficiént oplossen van het stationaire, het tijdsharmonische alsook het tijds-
harmonisch veld-circuit gekoppelde probleem. De voorgestelde algoritmen
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werden geincorporeerd in 0lympos om ze op die manier te kunnen aanwen-
den in het oplossen van industrieel relevante problemen.

De discretisatie van stationaire problemen leidt tot symmetrisch posi-
tief definiete M-matrices. Het is voor deze klasse van matrices dat AMG1R5
en SAMG oorspronkelijk ontwikkeld werden. Aan de hand van numerieke
voorbeelden tonen we dat het gebruik van AMG als solver leidt tot een
substantiéle versnelling van simulaties vergeleken met één-rooster geprecon-
ditioneerde Krylov-deelruimtemethoden die voorheen in 0lympos werden
gebruikt. De grootte van de snelheidswinst neemt toe met de probleem-
grootte. We tonen ook dat het gebruik van AMG als preconditioner verder
de snelheid en de robuustheid van de code verhoogt.

De discretisatie van anti-periodieke randvoorwaarden introduceert grote
positieve niet-diagonaalelementen in de matrix. We hebben ontdekt dat
AMG1R5 deze positieve elementen niet correct behandelt, en dat dit de con-
vergentie van de code verhindert als deze gebruikt wordt zonder Krylov-
deelruimteversnelling. Dit probleem werd opgelost in SAMG door de positieve
niet-diagonaalelementen correct in rekening te brengen in de constructie van
de interpolatie.

De discretisatie van tijdsharmonische problemen leidt tot complex sym-
metrische stelsels. Een gepaste Krylov-deelruimtemethode voor deze stelsels
is de Symmetrische Quasi-Minimum-Residu-methode [39]. In problemen
zonder circuitrelaties wordt een algebraische multiroostermethode gecon-
strueerd door de selectie van de grof-roosterpunten en de constructie van de
interpolatie te baseren op het reéel deel van de coéfficiéntenmatrix.

In problemen waarin circuitrelaties aanwezig zijn, leidt de discretisatie
tot 2 x 2 blok-gestructureerde matrices. We ontwikkelden een algoritme dat
deze blokstructuur uitbuit en dat toelaat AMG te hergebruiken voor het
oplossen van veld-circuit gekoppelde problemen.

Voor de implementatie van het veralgemeend AMG-algoritme voor het
gekoppelde probleem hebben we een interface op punt gesteld die toelaat de
AMG-codes op te roepen vanuit de Portable, Extensible Toolkit for Scien-
tific Computations (PETSc) [5]. Dit pakket is een algemene softwarebibli-
otheek voor het oplossen van gediscretiseerde PDEs. De interface tussen
AMG en PETSc werd geincorporeerd in 0lympos. De resulterende solver
is danig dat Olympos de discretisatie en assemblage van het lineaire stel-
sel voor zijn rekening neemt. AMG construeert de hiérarchie van grof-
roosterdiscretisaties en PETSc is verantwoordelijk voor de multiroosterite-
ratie versneld door Krylov-deelruimtesolvers. Bij het berekenen van mo-
dellen met praktische relevantie is gebleken dat de koppeling tussen deze
drie pakketten efficiént en robuust is. Vergeleken met één-rooster gepre-
conditioneerde Krylov-deelruimtesolvers levert het nieuwe algoritme in de
berekening van bijvoorbeeld een inductiemotor een versnelling met een fac-
tor tussen 5 en 24 afhankelijk van de probleemgrootte.
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1.5 Overzicht van de thesis

Deze thesis bestaat uit 9 hoofdstukken. In Hoofdstuk 2 worden continue mo-
dellen voor magnetische veldberekingen in elektromagnetische toestellen af-
geleid, vertrekkende van de Maxwell-vergelijkingen. In Hoofdstuk 3 worden
deze modellen gediscretiseerd, gebruik makend van de eindige-elementenme-
thode, en de eigenschappen van de resulterende stelsels beschreven. In
Hoofdstuk 4 wordt een overzicht van Krylov-deelruimtemethoden gegeven,
en de convergentie-eigenschappen van deze methoden worden besproken.
In Hoofdstuk 5 worden de fundamentele concepten van multiroostermetho-
den in het algemeen en geometrische multiroostermethoden in het bijzonder
geintrodu-ceerd. In een tijdsharmonisch modelprobleem wordt de perfor-
mantie van een geometrische multiroosteralgoritme geanalyseerd. In Hoofd-
stuk 6 worden algebraische multiroostermethoden in detail besproken. De
performantie van de originele Ruge-Stiiben-AMG1R5 en zijn opvolger SAMG
worden gevalideerd aan de hand van een verzameling van testproblemen.
Zowel stationaire als tijdsharmonische problemen worden beschouwd. In
hoofdstuk 7 worden verschillende algoritmen voor veld-circuit gekoppelde
problemen voorgesteld en met elkaar vergeleken. Numerieke resultaten to-
nen dat het veralgemeend AMG-algoritme snel is zowel in aantal iteraties en
als in CPU-tijd. Hoofdstuk 8 is gewijd aan de beschrijving van de interface
tussen de AMG-codes en PETSc. In Hoofdstuk 9 tenslotte wordt deze thesis
afgesloten met enkele besluiten.

2 Magnetische veld modellen

2.1 Quasi-stationaire magnetische velden

In deze thesis worden quasi-stationaire benaderingen voor het magnetisch
veld beschouwd. In deze benaderingen gaat men ervan uit dat de verplaat-
singsstroom verwaarloosbaar klein is ten opzichte van de geleidingsstroom.
Gegeven deze veronderstelling, kan men de wet van Ampere in functie van
de magnetische vectorpotentiaal A schrijven als

Vx(@VxA)=7J, (1)

met v en J respectievelijk de magnetische reluctiviteit en de stroomdicht-
heidsvector. Door integratie van de wet van Faraday, bekomt men de vol-
gende uitdrukking voor het elektrisch veld E

BE=-vp- 2 )

t )
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met ¢ de elektrische potentiaal. Met behulp van deze uitdrukking en van
de wet van Ohm

J=0E, (3)

met o de elektrische geleidbaarheid, kan de vergelijking (1) geschreven wor-
den als

VX(VVXA)+0’68—?:—UV¢. (4)

Voor tweedimensionale geometrieén kiest met het cartesisch assenstelsel da-
nig dat het rekendomein in het wy-vlak ligt. De vectorpotentiaal heeft
slechts één component loodrecht op het rekendomein, en deze component is
enkel van x en y afhankelijk

A = (07 07A2(x7y7t)) . (5)
De vergelijking (4) herleidt zich voor 2D-geometrieén dan tot

0A. 0¢
L(A)+o0o % —05 , (6)

waarbij we de volgende notatie hebben ingevoerd

0 0A, 0 0A,
L(A,) =—— - = . 7
(4:) 5w<yaw> 3@/(”51/) "
Voor stationaire magnetische velden is de beschrijvende vergelijking voor de
vectorpotentiaal dan
09

L(A:) =05 (8)

In tijdsharmonische formuleringen veronderstelt men dat de elektromagne-
tische grootheden sinusoidaal variéren in de tijd met een pulsatie w. Voor
een gegeven elektromagnetische grootheid F'(x,y,t) kan men dan schrijven
dat

~

F(z,y,t) = R[F(z,y) exp(jwi) ], (9)

waarbij R het reéel deel aanduidt en F de amplitude. Voor deze formule-
ringen herleidt vergelijking (4) zich tot de volgende vergelijking voor A,

LA)+jwoA, = —g—. (10)
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2.2 Modellen van elektrische geleiders

Voor de beschrijving van de elektromagnetische wisselwerking worden in
deze thesis, behalve lokale veldgrootheden, ook geintegreerde globale elek-
trische grootheden ingevoerd. Hiertoe beschouwen we een elektrische gelei-
der met lengte £, en dwarsdoorsnede 2. Indien deze geleider een stationaire
stroom voert, zijn de spanningsval AV en de stroom I gerelateerd door de
wet van Ohm in integraalvorm

AV =RI, (11)

met R de ohmse weerstand van de geleider. De grootheid G = 1/R noemt
men de admittantie. De constitutieve relatie (11) dient veralgemeend te
worden naar zowel tijdsathankelijke stromen als naar situaties waarin gelei-
ders met elkaar verbonden zijn in een circuit.

In de veralgemening van de wet van Ohm naar tijdsafhankelijke stromen,
speelt de verhouding tussen de indringdiepte d en de straal van de geleider
een rol. Naargelang deze verhouding groot of klein is, onderscheidt men
respectievelijk wvolle (solid) en gewikkelde (stranded) geleiders. Indices sol
en str zullen worden ingevoerd om de symbolen verbonden met de volle en
gewikkelde geleiders aan te duiden.

Voor een volle geleider veronderstelt men de spanningsval constant over
de dwarsdoorsnede 2g,;. Door het integreren van

=LAV - jwoAd, (12)
L,
over {55, bekomt men de volgende constitutieve relatie
is‘ol = Gsol Avsol -7 UJ/ O'A\z ds2 . (]_3)
Qsol

De tweede term in het rechterlid van deze relatie is de magnetisch geinduceer-
de stroom.

De dwarsdoorsnede van een gewikkelde geleider bestaat uit de vereniging
van dwarsdoorsneden van verschillende geleiders die elk een te kleine straal
hebben om apart gemodelleerd te worden. Over de individuele dwarsdoor-
sneden wordt de stroomdichtheid constant verondersteld. Stelt men het
aantal in serie geschakelde individuele geleiders gelijk aan Vg, dan kan men
de spanningsval AV, over de gewikkelde geleider schrijven als Ny keer de
gemiddelde spanningsval AV,, over Q.. Men bekomt zo als constitutieve
relatie

Nt@’/ A.dQ. (14)
Sstr Q

str

AVstr = Rstr Istr + ] w

De tweede term in het rechterlid van deze vergelijking is de magnetisch
geinduceerde spanning.
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2.3 Stationaire elektrische circuits

De beschrijvende vergelijkingen voor een elektrisch circuit zijn
e de Kirchhoff spanningswet (KVL)
e de Kirchhoff stroomwet (KCL)

e de stroom-spanningrelatie voor elke component in het circuit.

Om een maximaal lineair onafhankelijk stel van deze vergelijkingen te be-
komen, maakt deze thesis gebruik van een topologische methode. Deze
methode associeert een graaf met het circuit. In deze graaf wordt een boom
T getraceerd. Hierbij worden prioriteitsregels in acht genomen die danig
zijn dat spanningsbronnen en volle geleiders in de boom verschijnen, en
stroombronnen en gewikkelde geleiders in het complement L ervan. De tak-
ken van de boom worden opgesplitst in spanningsbronnen (met index v),
volle geleiders en overige takken in de boom Ty

T = {sol} U{rv}uTy. (15)

Analoog worden takken in het complement opgesplitst in stroombronnen
(met index i), gewikkelde geleiders en de overige takken Ly

L={str}U{i}ULyg. (16)

Weerstanden kunnen zowel in de boom als in het complement voorkomen.
Gegeven de boom, kan men een fundamentele kringloopmatrix By en een
fundamentele doorsnedematrix Dy voor het circuit opstellen. Met behulp
van deze matrices en de vectoren van onbekende spanningen AV en stro-
men I kan met een maximaal lineair onafhankelijk stel van KVLs en KCLs
respectievelijk schrijven als

By AV =0, (17)
en
Dy I=0. (18)

Om dit paar stelsels van vergelijkingen samen te smelten tot een vierkant
stelsel, worden de rijen en kolommen van de matrices en vectoren verdeeld
volgens (15) en (16), en worden de spannings- en stroombronnen naar het
rechterlid gebracht. Zo bekomt men de volgende vergelijkingen voor een
stationair circuit

[str Bstr,u AVV
IL BL v AVV

S ° | = o , 19
AVsol _Dsol,ili ( )

AVTO _DTo,i Ii
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waarbij de matrix S gelijk is aan

—diag[Rstr] 0 _Bstr, sol _Bstr, To
0 —diag[Rr,] —Bro,sot —DBrL,, 1
S = 0 - 0, 0,To 20
Dsol, str Dsol, Lo dlag[GSOl] 0 ( )
I)T()7 str I)T()7 Lo 0 dla‘g[GTO]

Ze is symmetrisch en niet-singulier door constructie.

2.4 Veld-circuit koppeling

Voor de formulering van het veld-circuit gekoppelde probleem, veronder-
stelt men dat het rekendomein bestaat uit een elektrisch geleidend en niet-
geleidend deel. Het geleidende deel wordt verder opgedeeld in de unie van
de dwarsdoorsneden van de volle 2, , en gewonden geleiders en Qg .
Als het niet-geleidende deel aangeduid wordt met Q.ore, kan men stellen
dat

Q= (LI-)J Qstr,p) U (E—]J Qsol,q) U Qeore - (2]—)

Het magnetisch veldprobleem op 2 kan dan worden geformuleerd als

~ . ~ o —
’C(AZ) +J wod, = Z AVvsol,q op Qsol,q
~ N, ~
L(A,) = t,p Tatr p op Qstr, p (22)
str,p
’C(A\Z) = 0 op Qcore .

Indien alle spanningsvallen over de volle geleiders en alle stromen over de
gewikkelde geleiders gekend zijn, dan kan dit differentiaalprobleem opge-
lost worden. In het algemeen echter dient het differentiaalprobleem aange-
vuld te worden met elektrische circuitvergelijkingen. Voor tijdsharmonische
stromen bekomt men deze vergelijkingen door de magnetisch geinduceerde
stromen en spanningen op te tellen bij het linkerlid van (19)

j/\ftr _Z‘\/znd BStT, v g/y
1
s | Zko + 0 _ | Brow A‘{J’ (23)
é_‘isol Iind _Dsol7i£i
AVTO 0 —Dry, i I;

In veld-circuit gekoppelde problemen worden het differentiaalprobleem (22)
en het algebraisch stelsel (23) simultaan opgelost voor de vectorpotentiaal,
de spanning over de volle en de stroom door de gewikkelde geleiders.
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3 Eindige-elementendiscretisatie

3.1 Variationele formulering

De eindige-elementendiscretisatie van de PDEs afgeleid in het vorige hoofd-
stuk vertrekt van een variationele formulering. In deze formulering is het
oorspronkelijk differentiaalprobleem, i.e., de differentiaalvergelijking aange-
vuld met randvoorwaarden, equivalent met het oplossen van een probleem
van de vorm

vind u € V' 26 dat Vv € V geldt dat A(u, v) = F(v). (24)

Hierbij is V' voor de stationaire vergelijking (8) een reéle vectorruimte en
zijn A en F respectievelijk een bilineaire en lineaire vorm op V, als volgt
gedefinieerd

Alw, v) = /QVVw -VodQ) (25)
en
F(v):—/go%vdﬂ. (26)

Voor de tijdsharmonische vergelijking (10) is V' een complexe functieruimte
en zijn A en F respectievelijk een sesquilineaire en lineaire vorm als volgt
gedefinieerd

A(w, v):/[l/Vw-Vv+jwowv]dQ (27)
Q
en
93
F(v):—/goa—fvdﬂ. (28)

Voor de differentiaalvergelijking (22) dienen deze definities vervangen te
worden door

Alw, v) = /[V Vw - Vv + Ae wv] dQ (29)
Q
en
F(v) = / TsvdQ, (30)
Q

waarbij A, en Yy respectievelijk de geinduceerde en opgelegde stroomfunc-
ties zijn. Het bestaan en de uniciteit van de oplossing van deze varia-
tionele formuleringen wordt aangetoond aan de hand van de stelling van
Lax-Millgram [90].
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3.2 Discretisatie

In deze thesis worden de oplossingen van de differentiaalvergelijkingen be-
naderd door lineaire veeltermen, stuksgewijs gedefinieerd over driehoeken.
Hiertoe wordt een ongestructureerd rooster dat het rekendomein bedekt ge-
construeerd. Een voorbeeld van zo’n rooster voor een permanent-magneet-
motor wordt getoond in Figuur 1. Een typische maat voor de maaswijdte
noemt men h. Men stelt X" gelijk aan de verzameling eindige-elementen-
basisfuncties en ontwikkelt de discrete benadering in deze basis

up = ch Pk - (31)
k

De discrete variationele formulering
vind up, € X" 26 dat Vv, € X" geldt dat A(up, vg) = F(vp) (32)

vertaalt zich dan naar een stelsel van lineaire vergelijkingen voor de coéffi-
ciénten ¢, in (31)

Ac=f. (33)

De uitdrukkingen voor de elementen van de matrix Age en het rechterlid fj,
bekomt men door de bilineaire (of sesquilineaire) en lineaire vorm van de
variationele formulering te evalueren in de basisfuncties als volgt

Age = Alpr, o) (34)

en

fr =F(er)- (35)

In tijdsharmonische problemen met circuitvergelijkingen dient het stelsel
(33) aangevuld te worden met gediscretiseerde circuitvergelijkingen. Deze
laatste bekomt men door het substitueren van de benadering (31) in de
uitdrukking van de geinduceerde stroom en spanning in (23). Het discreet
veld-circuit gekoppelde systeem kan men dan schrijven als

(-(2)

waarbij we de matrix A hebben ingevoerd

A —F
A - (_FT XS> ) (37)
waarbij de deelmatrices x S en F' en de deelvectoren d en xg respectievelijk

het elektrisch circuit, de koppelingstermen en de onbekende en opgelegde
stromen en spanningen voorstellen.
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Figuur 1: Grof en fijn rooster voor een permanent-magneetmotor.

3.3 Eigenschappen van de coéfficiéntenmatrix

Voor de oordeelkundige keuze van een iteratieve oplossingsprocedure voor
het stelsel (33) baseert men zich op de eigenschappen van de matrix A.

In stationaire problemen is de matrix A ijl symmetrisch positief de-
finiet. Het is een M-matrix als geen anti-periodische randvoorwaarden in
het differentiaalprobleem aanwezig zijn. De verwerking van anti-periodische
randvoorwaarden leidt tot positieve buitendiagonaalelementen van dezelfde
orde van grootte dan de diagonaalelementen. In tijdsharmonische proble-
men is de coéfficiéntenmatrix complex symmetrisch. In problemen zonder
circuitrelaties heeft het reéel deel van de matrix de eigenschappen van een
stationaire matrix. Het spectrum van de matrix ligt in het eerste kwadrant
van het complexe vlak. In problemen met circuitrelaties introduceert de
koppeling van de gediscretiseerde PDE met het elektrisch circuit eigenwaar-
den met mogelijk een negatief reéel of imaginair deel.
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4 Matrixsplitsings- en Krylov-deelruimte-
methoden

4.1 Matrixsplitsingsmethoden

De meest klassieke iteratieve methoden voor het oplossen van het stel-
sel (33) zoals de Jacobi-, Gauss-Seidel- en (Symmetrische-) Successieve-
Overrelaxatie-methoden, zijn gebaseerd op een splitsing van de matrix A
in de vorm

A=M-N. (38)
Deze splitsing geeft aanleiding tot het iteratieve schema
Tmy1 =M ' Nz +M 1. (39)

Deze klassieke schema’s zijn vaak niet efficiént. Ze doen dienst als eenvou-
dige preconditioners voor Krylov-deelruimtemethoden en als bouwstenen
voor meer geavanceerde multiroostermethoden.

4.2 Krylov-deelruimtemethoden

Onder Krylov-deelruimtemethoden classificeert men een familie van niet-
stationaire iteratieve methoden die, gegeven een startoplossing x, en het
hiermee overeenkomstig initieel residu rg, iteranden x,, bepalen danig dat

Tm € xo+ K™(A,10) . (40)
Hierbij is K™(A,ro) de Krylov-deelruimte van dimensie m gedefinieerd als
K™(A,v) =span{v, Av,... , A" v}. (41)

Gegeven de matrix V;, waarvan de kolommen een basis vormen voor de
ruimte K™(A,r) en een vector van coéfficiénten y,, kan de voorwaarde
(41) ook geschreven worden als

Tm =20+ Vi Ym - (42)

Krylov-deelruimtemethoden verschillen in de manier waarop ze de basis
Vin construeren en de coéfficiénten y,, bepalen. In de methode van Ar-
noldi wordt een gegeven basis van K™ (A,rq) uitgebreid tot een basis van
K™Y (A, rg) door het berekenen van de vector AV, (:,m) en de resulte-
rende vector te orthogonaliseren ten opzichte van V,,. Deze orthogonalisatie
leidt tot lange recursiebetrekkingen die rekenintensief zijn. In de bi-Lanczos-
methode worden deze lange recursiebetrekkingen vermeden door AV, (:, m)
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te orthogonaliseren ten opzichte van een basis Wy, van de Krylov-deelruimte
K™(AH ry). Deze zogenoemde bi-orthogonalisatieprocedure kan niet on-
middellijk worden verdergezet indien basisvectoren Vp,(:,m) en W, (:;,m)
worden gegenereerd die orthogonaal zijn. Voor hermitische matrices herlei-
den de Arnoldi- en de bi-Lanczos-methode zich tot het Lanczos-algoritme.
Dit algoritme gebruikt korte recursiebetrekkingen en vereist slechts één
matrix-vectorvermenigvuldiging per iteratie.

Voor het bepalen van de coéfficiénten y,, onderscheidt men algoritmen
gebaseerd op het (benaderend) minimaliseren van de residunorm enerzijds
en op residuprojectiemethoden anderzijds.

Voor complex symmetrische matrices A kan een basis voor K™ (A, rg)
worden geconstrueerd aan de hand van het Lanczos-algoritme indien men
de bilineaire vorm

< Uy, Wapy, S>T= vg; Wy, - (43)

hanteert in plaats van het standaard inwendig product. Indien men dit al-
goritme combineert met een residuprojectiemethode voor het bepalen van
Ym, bekomt men een Krylov-deelruimtesolver waarvan de residunorm mo-
gelijk sterke oscillaties vertoont tijdens het convergentieproces. Met deze
oscillaties gaan numerieke instabiliteiten gepaard. Om deze instabiliteiten
tegen te gaan, verdient het de voorkeur y,, te bepalen met een criterium
waarin de residunorm benaderend geminimaliseerd wordt.

In praktische ingenieurstoepassingen dienen Krylov-deelruimtemethoden
steeds te worden gecombineerd met een preconditioner om efficiénte algorit-
men te bekomen. De convergentiesnelheid van Krylov-deelruimtemethoden
wordt bepaald door de eigenwaardendistributie van de coéfficiéntenmatrix
van het lineaire stelsel. Het idee van preconditioning bestaat erin het ge-
geven spectrum te transformeren in een spectrum dat gunstiger is voor de
convergentie van de Krylov-iteratie. Met de methoden besproken in Sectie
4.1 als preconditioner is de convergentie van Krylov-methoden nog steeds
traag. In de twee volgende hoofstukken worden efficiéntere preconditioners
besproken.

5 Basis van geometrische multirooster-
methoden

5.1 De geometrische multiroostermethode voor het
stationaire probleem

De convergentiegeschiedenis van de basis matrixsplitsingsmethoden bespro-
ken in Sectie 4.1 vertoont typisch initieel een sterke reductie van de resi-
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dunorm. Na deze eerste fase van snelle convergentie, stagneert de conver-
gentie. Dit convergentiegedrag kan verklaard worden door het feit dat deze
methoden efficiént de hoogfrequente componenten van de fout dempen. De
convergentie vertraagt indien de fout is opgebouwd uit enkel laagfrequente
componenten. De fout wordt niet klein, maar wel glad (smooth). In de
context van multiroostermethoden worden deze basis iteratieve methoden
dan ook smoothers genoemd.

Gladde fouten verschijnen opnieuw als hoogfrequent indien ze worden
voorgesteld op een grover rooster. Op deze vaststelling zijn multirooster-
methoden gebaseerd. In deze methoden wordt namelijk de smoother aange-
wend op een hiérarchie van steeds grovere roosters om de foutcomponenten
te dempen overeenkomstig met de frequentie.

Eerst zullen we in deze sectie de multiroostermethode voor het oplossen
van het stationaire probleem formeel uitleggen. De veralgemening voor het
oplossen van het tijdsharmonische probleem zal in de volgende sectie worden
besproken.

In de tweeroostermethode veronderstelt men dat de PDE (8) gediscre-
tiseerd wordt op een fijn rooster met maaswijdte h en op een grof rooster
met maaswijdte H. Deze discretisaties resulteren in respectievelijk een fijn-
en grof-roosterstelsel

Algh = ph (44)
en
A pH —pH (45)

Functies kunnen tussen het fijne en het grove rooster worden getransfereerd
met behulp van de restrictie- en interpolatie-operator I, ,{I en [ Ih{ Gegeven
een benaderende oplossing z" voor de fijn-roostervergelijkingen, worden
eerst de hoogfrequente componenten van de fout e = z" — 2" gedempt

door het toepassen van enkele (typisch één of twee) iteraties van de smoother

ezt met z =2F —(Q") (A" 2t — "), (46)
waarbij de matrix Q" het splitsingsschema voorstelt. Deze matrix is gelijk
aan de gescaleerde diagonaal van A" in het geval van gedempte Jacobi-
smoothing en aan het benedendriehoeksdeel van A" is het geval van Gauss-

Seidel-smoothing. In termen van de fout betekent (46) dat
gh =Sheh  waarbij Sh= (1" — (M")~1Ah). (47)

De laagfrequente componenten van de fout worden gedempt door de grof-
roostercorrectie. Deze correctie bestaat uit het transfereren van het residu
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na smoothing r® = b* — AP Z" naar het grover rooster, het oplossen van
de defectvergelijkingen
A H — [H (48)
op het grover rooster, het interpoleren van de grof-roostercorrectieterm naar
het fijn rooster, en het optellen van deze term op het fijne rooster bij de
bestaande benadering. Voor de opeenvolgende iteranden betekent dit dat
—h —h .. =h _ _p h _h
T, — T, waarbij T, ==, + [ge,,
=zt + I} (AH) e (49)
=z + I (A" I o - AMTh) .

Dit impliceert dat de grofcorrectie kan geschreven worden als
em+1 = Knmen waarbij Ky g = 1" — I} (A®)" [ Al (50)

Omdat het optellen van de correctieterm bij de bestaande benadering mo-
gelijk opnieuw hoogfrequente foutcomponenten introduceert, worden ge-
woonlijk enkele post-smoothing stappen uitgevoerd. De combinatie van de
smoother met de grofroostercorrectie resulteert in de tweeroosteroperator

M,z (v1, v2) = (S5) K, (S1)™, (51)

waarbij onderindices 1 en 2 worden gehanteerd om de pre- en post-smoother
van elkaar te onderscheiden. De indices v en v, duiden het aantal pre- en
post-smoothing stappen aan.

In multiroostermethoden op meer dan twee roosters wordt de grofroos-
tercorrectie (48) opgelost door het recursief toepassen van het tweerooster-
algoritme. Multiroostermethoden zijn optimaal in de zin dat de norm van
de iteratiematrix kan begrensd worden door een constante onafhankelijk van
de fijn-roostermaaswijdte h. Dit impliceert dat de multiroosterconvergentie
onafhankelijk is van h.

5.2 De geometrische multiroostermethode voor het
tijdsharmonische probleem

In de veralgemening van multiroostermethoden voor tijdsharmonische pro-
blemen, wordt de constructie van de interroosteroperatoren gebaseerd op
het reéel deel van de coéfficiéntenmatrix. Deze keuze wordt gemotiveerd
door het feit dat de Galerkin-discretisatie op het grof rooster

AP = H AN TR (52)
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resulteert in een grof-roostermatrix A7 met dezelfde structuur en eigen-
schappen als de fijn-roostermatrix A". De smoother wordt gebaseerd op
het geheel van de coéfficiéntenmatrix en is complex. Een Fourier-analyse
van dit algoritme werd gegeven in [62].

Dit algoritme werd geimplementeerd voor een modelprobleem op een
vierkant. Numerieke resultaten tonen dat voor een gegeven, vaste frequentie
enerzijds, de typische h-onafhankelijke convergentie wordt teruggevonden.
Voor een gegeven, vaste fijn-roosterdiscretisatie anderzijds, neemt de snel-
heid van de multiroosterconvergentie af naarmate de frequentie toeneemt,
totdat de frequentie een zekere drempelwaarde bereikt. Als men de fre-
quentie laat toenemen voorbij deze drempelwaarde, versnelt het algoritme
weer. In het modelprobleem bekomt men een snelle convergentie zelfs bij
de drempelfrequentiewaarde. Deze resultaten zijn in overeenstemming met
de resultaten van Fourier-analyse.

6 De algebraische multiroostermethode

6.1 Componenten van de algebraische multiroosterme-
thoden

Algebraische multiroostermethoden (AMG) werden ontwikkeld als een alter-
natief voor het oplossen van problemen waarin de meer klassieke, geometri-
sche multiroostermethoden niet of nauwelijks toepasbaar zijn. In deze sectie
en de twee volgende zullen we de Brandt-Ruge-Stiiben-aanpak van AMG
voor het oplossen van het stationaire probleem bespreken [18, 67, 108]. De
veralgemening van AMG voor het oplossen van het tijdsharmonische pro-
bleem zal in Sectie 6.4 worden besproken.

In het oplossen van het stelsel vergelijkingen (44) met behulp van AMG
onderscheidt men twee fasen. In de opstartfase wordt een hiérarchie van
grof-roosterdiscretisaties automatisch geconstrueerd. Hiervoor gebruikt AMG
enkel informatie bevat in de fijn-roostermatrix A". In de oplossingsfase
wordt deze hiérarchie gebruikt voor het oplossen van het stelsel door mid-
del van multiroosteriteraties zoals in geometrische multiroostermethoden.

In de opstartfase selecteert AMG een deelverzameling C* van de fijn-
roosterpunten Q. De deelverzameling C” induceert een partitie van Q"
namelijk

QF =chuFh, (53)

die de C'/ F-splitsing van Q" wordt genoemd. Het volgend grove‘ rooster Q.
wordt geidentificeerd met C". Matrixafhankelijke interpolatie- en restrictie-
operatoren I% en I ,{{ worden geconstrueerd. Voor symmetrische problemen
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wordt de restrictie gedefinieerd als de getransponeerde van de interpolatie
Lt = (" (54)

De grof-roostermatrix A# wordt geconstrueerd aan de hand van de Galerkin-
formule (52). Deze constructie van het grof-roosterprobleem wordt recursief
toegepast vertrekkende van de matrix A”. De recursie stopt indien de op-
vulling (fill-in) in de coéfficiéntenmatrix op het grofste rooster te groot, of
het aantal punten van het grofste rooster te klein wordt.

Daar de restrictie-operator en de grof-roosterdiscretisatie vastgelegd wor-
den door (54) en (52), dient enkel de constructie van de C'/F-splitsing en
van de interpolatie nog gedetailleerd te worden om de beschrijving van de
opstartfase te vervolledigen.

In de oplossingsfase wordt steeds een eenvoudige punt-Gauss-Seidel-
smoother aangewend. De foutcomponenten die niet door deze smoother
worden gedempt, dienen wel gedempt te worden door de grof-roostercorrectie.
Hiertoe wordt deze correctie aangepast aan de lokale eigenschappen van de
smoother. Om deze laatste uitspraak te preciseren, worden in wat volgt
gladde fouten algebraisch gekarakteriseerd, i.e., zonder referentie naar een
rooster.

6.2 Algebraisch gladde fouten

In deze sectie en de volgende zullen de indices h en H weggelaten worden
indien de betekenis van de symbolen duidelijk kan worden opgemaakt uit
de context.

Een fout e wordt algebraisch glad genoemd indien de smoother S gede-
finieerd in (47) traag convergeert op de fout, i.e., als

Sexe. (55)

Voor reéle symmetrisch positief definiete M-matrices kan men, door het
vergelijken van de fout in verschillende matrixnormen, tonen dat voor een
algebraisch gladde fout en het hiermee overeenkomstige residu r = Ae geldt
dat

Zr?/aii < Zri e; . (56)
i i

Heuristisch gaat men er dan van uit dat men voor algebraisch gladde fouten
kan verwachten dat
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De omgeving N; van een roosterpunt ¢ wordt gedefinieerd als

N;={j#ilay #0}. (58)

Uit (57) leidt men af dat voor algebraisch gladde fouten, de waarde e; kan
berekend worden als een functie van naburige waarden e;, j € IV;, door het
evalueren van

(’I"i :) @i €; + Z Ajj €5 = 0. (59)
JEN;

Dit is een belangrijke karakterisatie van gladde fouten daar het de basisin-
formatie zal leveren voor de constructie van de interpolatie. Hier zal verder
worden op ingegaan in de volgende sectie.

6.3 Constructie van de interpolatie

Veronderstel dat een C// F—splitsing van de punten in Q" gegeven is. Voor de
interpolatie associeert AMG met elk fijn-roosterpunt i € F" een verzameling
van interpolerende connecties P; C C" en interpolatiegewichten {w;; |j €
P;}. Men zegt dat de interpolatie gebeurt langsheen enkel directe connecties
indien P; C N; N C". In dit geval wordt de interpolatie gedefinieerd door

H e h
h h HY _ €; lf'LEC
ei = (Ime )’_{ Yjep whell ifieF" - (60)

Om een efficiént multiroosteralgoritme te bekomen is het nodig dat men
gladde foutcomponenten nauwkeurig interpoleert. Voor symmetrische M-
matrices kan de convergentie van de tweeroostermethode aangetoond wor-
den indien na interpolatie aan (59) is voldaan Vi € F" [108]. Dit kan worden
verwezenlijkt indien men stelt

Vi € Fh P, =N; en  w;; = —aij/ai,- . (61)

Het stellen van P; = N; is echter in de praktijk een te strenge eis. De
verzameling C" moet immers groot genoeg zijn om alle N; te omvatten.
Het impliceert een trage vergroving (coarsening) van Q" en een grote op-
vulling (fill-in) in de Galerkin-grof-roostermatrices (52). Daar de smoother
gebaseerd is op een splitsing van de Galerkin-matrix, groeit de rekenkost
van de smoothing-operatie. De kost van de multiroostercyclus wordt in
grote mate bepaald door de smoothing-operatie, en de keuze (61) leidt tot
multiroostercycli met een te hoge rekenkost.

De kost van de multiroostercycli kan beperkt worden door een snelle
vergroving toe te staan, i.e., door de grootte van de verzameling C" te be-
perken. Door de vergroving te snel uit te voeren, verliest men echter de
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(snelle) convergentie van de multiroosteriteratie. In het verkleinen van de
verzameling van interpolerende connecties, tracht men de convergentiesnel-
heid en de rekenkost per cyclus met elkaar in evenwicht te brengen.

De convergentie wordt verzekerd door te eisen dat elk fijn-roosterpunt
voldoende gekoppeld is met zijn interpolerende connecties, i.e., door te eisen
dat ) jep, @ij voldoende groot is. Aan deze eis kan gemakkelijk worden vol-
daan door een trage vergroving toe te staan, i.e., door toe te staan dat veel
punten naar het grof rooster gaan. Om de convergentie te versnellen wordt
een maximaal-onathankelijke-verzamelingvoorwaarde opgelegd aan de grof-
roosterpunten. Deze voorwaarde verhindert dat twee grof-roosterpunten
sterk met elkaar gekoppeld zijn. De hoger vermelde eisen op de interpo-
latie en de vergroving werken elkaar tegen en zijn danig dat de vergroving
gebeurt in de richting van sterke koppelingen.

6.4 AMG voor tijdsharmonische problemen

In de uitbreiding van AMG voor tijdsharmonische problemen wordt de con-
structie van de C'/F —splitsing en van de interpolatie-operator gebaseerd op
het reéel deel van de coéfficiéntenmatrix. De Galerkin-grof-roosterdiscretisa-
tie gebeurt met reéle interpolatie- en restrictie-operatoren en met een com-
plexe fijn-roostermatrix. We hebben twee manieren gevonden om dit algo-
ritme te implementeren zonder daarbij bestaande AMG-codes drastisch te
moeten wijzigen.

De eerste manier bestaat erin de complexe differentiaalvergelijking te
schrijven als een stelsel van twee gekoppelde reéle vergelijkingen. Dit stelsel
kan na discretisatie opgelost worden met een AMG-code voor stelsels van
differentiaalvergelijkingen. Door een geschikte keuze te maken van de para-
meters die de stelsel-AMG-code aansturen, bekomt men het algoritme dat
hierboven werd beschreven.

De tweede manier bestaat erin een laag van routines te implementeren
bovenop een AMG-code voor scalaire problemen. Deze toplaag van routi-
nes geeft het reéel deel van de matrix door aan AMG. AMG construeert
de C'/F—splitsing en de interpolatie-operator. Deze operator wordt door
de toplaag van routines gebruikt als invoer voor het berekenen van het
Galerkin-product. Deze procedure kan recursief worden herhaald. Eens de
grof-roosterhiérarchie geconstrueerd is, kan de multiroosteriteratie in com-
plexe variabelen worden uitgevoerd door de toplaag van routines. Dit tweede
alternatief werd gedeeltelijk gerealiseerd door het ontwikkelen van een inter-
face die toelaat de AMG-code aan te roepen vanuit PETSc. Deze interface
zal verder worden beschreven in Hoofdstuk 8.
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6.5 Numerieke resultaten

In deze sectie geven we enkele numerieke resultaten van de toepassing van
AMG voor het oplossen van stationaire en tijdsharmonische problemen.

Numerieke resultaten voor het stationaire probleem

Als voorbeeld van een stationaire berekening, beschouwen we een niet-lineair
model van een permanent-magneetmotor. In dit voorbeeld start men van
een rooster met 1092 knopen en bekomt men na 13 adaptieve verfijningsstap-
pen een rooster met 174.140 knopen. Op elk van deze 13 roosters lost men
een niet-lineair probleem op gebruik makend van een gedempte Newton-
iteratie. In elke Newton-iteratie wordt een stelsel van vergelijkingen met een
Jacobiaan als coéfficiéntenmatrix opgelost. We vergelijken de performantie
van de volgende iteratieve methoden voor het oplossen van deze stelsels: de
Symmetrische Successieve Overrelaxatie-gepreconditioneerde CG-methode
(SSOR/CG), en de AMG-solvers AMG1R5 en SAMG, geintroduceerd in Sec-
tie 1.3. In het gebruik van AMG als solver beschouwen we de V(1,1)-, de
V(2,2)-, alsook de W(1,1)-cyclus. In het gebruik van AMG als preconditio-
ner, beschouwen we enkel de V(1,1)-cyclus.

Figuur 2(a) toont het gemiddeld aantal iteraties van AMG1R5 per Newton-
stap als een functie van de adaptieve verfijning. Figuur 2(b) toont analoge
resultaten voor SAMG. Deze figuren tonen dat het aantal iteraties als functie
van de probleemgrootte begrensd blijft en duiden dus op een multiroos-
tergedrag. Als de AMG-codes gebruikt worden als preconditioner, daalt
het aantal iteraties en is het aantal iteraties minder gevoelig aan de pro-
bleemgrootte. Dit gedrag kan worden verklaard door de convergentie van de
Ritz-waarden naar de eigenwaarden van de iteratiematrix in CG-proces te
analyseren. Een vergelijking van Figuur 2(a) en Figuur 2(b) toont dat voor
elk van de beschouwde cyclussen SAMG minder iteraties vergt dan AMG1R5.
Dit wordt verklaard door de hogere kwaliteit van de interpolatie in SAMG.

In Figuur 3 wordt de CPU-tijd vereist door AMG1R5 als solver en als
preconditioner vergeleken met deze vereist door de SSOR/CG-solver. Deze
figuur toont dat AMG1R5 als solver sneller is dan SSOR/CG en dat de snel-
heidswinst toeneemt met de probleemgrootte. Op het fijnste rooster levert
het gebruik van AMG1R5 een snelheidswinst op met een factor 7,5. Het ge-
bruik van AMG1R5 als preconditioner levert een bijkomende snelheidswinst
op. De extra rekenkost van de uitwendige CG-iteratie is verwaarloosbaar
klein ten opzichte van de winst in het aantal iteraties. Op het fijnste roos-
ter is AMG1R5 als preconditioner twee maal sneller dan AMG1R5 als solver,
i.e.,, 15 maal sneller als de SSOR-gebaseerde solver (die voorheen in de
ESAT/ELEN-code was geimplementeerd).

In Figuur 4 worden de CPU-tijden van AMG1R5 en SAMG met elkaar verge-
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leken. Het gebruik van SAMG als preconditioner levert het snelste algoritme.
Op het fijnste rooster is SAMG 21 maal sneller dan het SSOR/CG-algoritme.

Numerieke resultaten voor het tijdsharmonische probleem

Als voorbeeld van een tijdsharmonische berekening, beschouwen we een li-
neair model van een 400kW-inductiemotor. In dit voorbeeld bestaat het
initiéle rooster uit 1028 knopen en wordt na vier verfijningsstappen een
rooster met 75.951 knopen bekomen. In dit voorbeeld lossen we complexe
stelsels op met een AMG-code voor stelsels differentiaalvergelijkingen die
we gebruiken als een preconditioner voor het BiCGSTAB-algoritme. Dit
algoritme is een Krylov-deelruimtemethode voor niet-hermitische matrices
gebaseerd op korte recursiebetrekkingen en met een zacht convergentiever-
loop. In Figuur 5 wordt de CPU-tijd van deze solver vergeleken met deze
van een ILU-gepreconditioneerde CCG-solver voor complex symmetrische
matrices. Deze figuur toont dat het AMG-algoritme sneller is en dat de
snelheidswinst toeneemt met de probleemgrootte, zoals in het vorige voor-
beeld. Op het fijnste rooster is het AMG-algoritme 6 maal sneller.

7 De oplossing van veld-circuit gekoppelde
systemen

7.1 Het multiroosterschema

Voor de beschrijving van de veralgemening van AMG voor het oplossen van
de discrete veld-circuit gekoppelde stelsels beschreven in Sectie 3.2, veron-
derstellen we dat de fijn-roosterdiscretisatie van het gekoppelde probleem
resulteert in het volgende stelsel van vergelijkingen

“(7)=()- o

De matrix A" is complex symmetrisch en heeft volgende blokstructuur

(i )

In deze notatie komen de deelmatrices A", B" en C overeen met respec-
tievelijk de gediscretiseerde veldvergelijkingen, de koppelingstermen en het
elektrisch circuit. De verzameling van vrijheidsgraden op het fijne rooster
Q" omvat zowel de magnetische variabelen Q% als de elektrische variabelen
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Figuur 2: Aantal iteraties van AMG1R5 en SAMG versus de adaptieve verfij-
ningsstap in de berekening van een permanent-magneetmotor. Het aantal
iteraties dat getoond wordt voor een bepaalde verfijningsstap is het ge-
middelde van het aantal iteraties in de individuele Newton-stappen in die
beschouwde verfijningsstap.
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Figuur 3: Gemiddelde CPU-tijd in elke Newton-stap van AMG1R5 en van
SSOR/CG versus het aantal roosterpunten in de laatste vier adaptieve ver-
fijningsstappen in het voorbeeld van de permanent-magneetmotor. Resulta-
ten voor AMG1R5 aangewend als solver en als preconditioner worden getoond.
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Figuur 4: Gemiddelde CPU-tijd in elke Newton-stap van AMG1R5 en van
SAMG gebruikt als solver en als preconditioner versus het aantal roosterpun-
ten in de laatste vier adaptieve verfijningsstappen in het voorbeeld van de
permanent-magneetmotor.
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Figuur 5: CPU-tijd van SAMG als preconditioner voor het BiCGSTAB-
algoritme en van ILU als preconditioner voor het COCG-algoritme versus
het aantal roosterpunten in het voorbeeld van 400kW-inductiemotor.

Q%, ie.,
o =0l uak. (64)

Elke variabele in %, stemt overeen met een knooppunt in het eindige-
elementenrooster. Het aantal elementen van Q% is gelijk aan het aantal
kringloop- en doorsnedevergelijkingen.

Het vergroven van de verzameling Q" gebeurt op zo'n manier dat de
vrijheidsgraden in Q% tot het grof rooster behoren, i.e.,

ok cof. (65)

De magnetische vrijheidsgraden worden gesplitst in vrijheidsgraden op het
grove en fijne rooster respectievelijk genoteerd als C%; en F¥. AMG con-
strueert deze splitsing en de magnetische interpolatie I gebruik makend
van informatie vervat in het reéel deel van de eerste diagonaalblok van A"
Het volgende grove rooster Q¥ en de interpolatie-operator Zf' voor het ge-
koppelde probleem kunnen dan ingevoerd worden. De verzameling Q is
als volgt gedefinieerd

Qf =it uah. (66)
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Dit impliceert dat de interpolatie-operator Z de volgende blok-diagonaal-
structuur heeft

I 0
(T 7)) (67)

waarbij de tweede diagonaalblok de eenheidsmatrix op (g voorstelt. De
symmetrie van A" motiveert de restrictie Z te definiéren als de getrans-
poneerde van de interpolatie. Het grof-roosterequivalent van A" wordt be-
rekend door het Galerkin-product

(68)

H
AH:L{IAhZh:< Aw B >

(BHT C

waarbij Ag = I Ay, I en BH = [T Bt

In de oplossingsfase wordt de smoothing uitgevoerd op enkel de mag-
netische variabelen. De smoothing laat de elektrische variabelen invariant.
Gegeven een rechterlidvector (f", g) en een startoplossing (zf, yo) voor
het stelsel (62), bestaat de smoothing uit het berekenen van een gewijzigd

. .1 Fh .
magnetisch rechterlid f* = f» — B"y en het toepassen van Gauss-Seidel-

. —h .
relaxatie op het stelsel A" " = f". De grof-roostercorrectie wordt berekend
door het oplossen van een lineair stelsel met (68) als coéfficiéntenmatrix.

7.2 Numerieke resultaten

Als testvoorbeeld voor het veralgemeende AMG-schema voorgesteld in de
vorige sectie, beschouwen we een model van een 45kW-inductiemotor met
148 circuitvergelijkingen. Het finale rooster werd bekomen na 3 adaptieve
verfijningsstappen en bevat in totaal 59.574 knopen. Voor dit model hebben
we de CPU-tijd van drie preconditioners voor de CG-methode voor complex
symmetrische matrices met elkaar vergeleken. Deze drie preconditioners
zijn: de ILU- en blok-Jacobi-methode en het veralgemeende AMG-schema.
In elke stap van de blok-Jacobi-methode worden de discrete veldvergelijkin-
gen benaderend opgelost door toepassing van slechts één AMG-cyclus. De
resultaten zijn weergegeven in Figuur 6 en Figuur 7. Figuur 6 toont dat de
blok-Jacobi-methode sneller is dan de ILU-methode. Op het fijnste rooster
levert de eerstgenoemde een winst op met een factor 8. Figuur 6 toont dat
het veralgemeende AMG-schema nog sneller is dan de blok-Jacobi-methode.
Op het fijnste rooster levert het AMG-schema een winst op met een factor
3. Vergeleken met de ILU-methode, is het veralgemeende AMG-schema dus
sneller met een factor 24.
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Figuur 6: CPU-tijd van de CG-methode voor complex symmetrische ma-
trices met ILU en blok-Jacobi als preconditioner versus het aantal eindige-
elementenroosterpunten in het voorbeeld van een 45kW-inductiemotor.
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Figuur 7: CPU-tijd van de CG-methode voor complex symmetrische matri-
ces met blok-Jacobi en het veralgemeende AMG-schema als preconditioner
versus het aantal eindige-elementenroosterpunten in het voorbeeld van een

45kW-inductiemotor.
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8 De AMG-PETSc interface

PETSc is een vrij beschikbare softwarebibliotheek voor het oplossen van
gediscretiseerde PDEs. Het pakket omvat een breed gamma van Krylov-
deelruimtesolvers en preconditioners. Zo biedt PETSc in het bijzonder een
raamwerk aan voor blokpreconditioners en voor multiroostermethoden.

De uitbreidbaarheid van PETSc is danig dat functionaliteit voorzien is
die de gebruiker toelaat nieuwe Krylov-deelruimtesolvers en preconditio-
ners toe te voegen aan het pakket. Van deze functionaliteit hebben we
gebruik gemaakt om de AMG-codes en PETSc te koppelen. In eerste in-
stantie hebben we ervoor gezorgd dat het mogelijk werd om de opstart- en
oplossingsfase van AMG aan te sturen vanuit PETSc. Deze koppeling noe-
men we de niveau-1 AMG-PETSc koppeling. Ze laat toe om bijvoorbeeld
AMG te versnellen met de Krylov-deelruimtesolvers beschikbaar in PETSc,
om de convergentie van de Ritz-waarden in de Krylov-iteratie te volgen en
om AMG aan te wenden als lokale solver in blokpreconditioneringsstrate-
gieén.

In de niveau-1-koppeling neemt AMG de multiroosteriteratie voor zijn
rekening. Om een flexibele omgeving te bekomen waarin we de multirooste-
riteratie konden aanpassen aan onze noden, hebben we de niveau-1-interface
danig uitgebreid dat PETSc de oplossingsfase van AMG overneemt. Deze
koppeling noemen we de niveau-2 AMG-PETSc koppeling. De niveau-1-
koppeling biedt alle functionaliteit van de niveau-2-koppeling. Daarenboven
laat de niveau-2-koppeling bijvoorbeeld toe om de grof-roostermatrices en
interpolatie-operatoren geconstrueerd door AMG te visualiseren.

De niveau-2-interface bood ons een vertrekpunt voor de implementatie
van het multiroosteralgoritme voor het veld-circuit gekoppelde probleem
beschreven in Hoofdstuk 7. In deze uitbreiding wordt de AMG-opstartfase
opgeroepen met als invoer de diagonaalblok van de coéfficiéntenmatrix die
overeenkomt met de gediscretiseerde veldvergelijkingen. PETSc werd uit-
gebreid met routines voor de multiroosteriteratie voor het gekoppelde pro-
bleem.

9 Besluiten

Deze thesis werd gemotiveerd door de nood aan snelle procedures voor het
oplossen van stelsels van lineaire vergelijkingen in een simulatiepakket voor
elektrische energieomzetters. Door de introductie van algoritmen gebaseerd
op de algebrai‘sche multiroostermethode, zijn we er voor een groot deel in
geslaagd aan deze nood tegemoet te komen.

In deze thesis werden tweedimensionale modellen beschouwd van statio-
naire en van quasi-stationaire tijdsharmonische magnetische velden en van
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tijdsharmonische veld-circuit gekoppelde problemen. Voor de stelsels van
lineaire vergelijkingen die voortvloeien uit de eindige-elementendiscretisatie
van deze modellen, werd zowel het aspect van de multiroosteriteraties als
dat van de Krylov-deelruimteversnelling uitvoerig bestudeerd. De voorge-
stelde algoritmen werden geimplementeerd in het simulatiepakket dat in
deze thesis wordt beschouwd. Op die manier konden de algoritmen uitvoe-
rig getest worden in praktische ingenieursproblemen. Stationaire problemen
werden opgelost met de oorspronkelijke AMG-code AMG1R5 en zijn opvol-
ger SAMG. Voor tijdshamonische problemen werd gebruik gemaakt van de
uitbreiding van SAMG voor stelsels van gekoppelde vergelijkingen. Voor de
veralgemening van AMG voor veld-circuit gekoppelde problemen, hebben
we een interface ontwikkeld tussen de AMG-code en PETSc.

Vergeleken met de methoden waarmee de stelsels werden opgelost voor
de aanvang van deze thesis, levert het gebruik van AMG in de drie klassen
van problemen een snelheidswinst die typisch toeneemt met de probleem-
grootte. In een veld-circuit gekoppelde berekening van een inductiemotor
bijvoorbeeld, reduceert de AMG-gebaseerde solver de CPU-tijd op het fijn-
ste rooster met een factor 24.
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Chapter 1

Introduction

Alors vous imaginez ma surprise, au lever du jour, quand
une drdle de petite voix m’a réveillé. Elle disait:

- S’il vous plait ... dessine-moi un mouton!

- Hein !

- Dessine-moi un mouton ...!

1.1 Context of Research

In the design of electromagnetic devices, experimental work on prototypes is
nowadays complemented with computer simulations. The computer models
used in this context are simplified models based on the partial differen-
tial equations (PDEs) that govern the essential physics of the device under
consideration. These equations are discretized to render an appropriate
numerical solution possible. The computed solution is then compared with
measurements. The original model is replaced by a more sophisticated one if
deemed necessary. The long term goal in modeling electromagnetic devices
is to avoid the need for expensive prototyping. Reaching this goal requires
combining knowledge from different disciplines such as electrical engineer-
ing, applied mathematics and computer science.

This thesis contributes to the improvement of a package for the nu-
merical simulation of quasi-stationary electromagnetic energy transducers
by incorporating state of the art linear solver technology. This interdis-
ciplinary research is part of a collaboration between two research groups
of the Faculty of Applied Sciences of the Katholieke Universiteit Leuven.
These groups are the Electrical Energy group of the Department of Elec-
trical Engineering (ESAT/ELEN) and the Scientific Computing group of

I Antoine de Saint-Exupéry, Le Petit Prince
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the Computer Science Department (CS/SciComp).

The ESAT/ELEN group has expertise in the study of electromagnetic
devices such as electrical machines and transformers [30, 77, 56, 55]. Its ob-
jective is to increase the efficiency of these devices by improving their design
and by minimizing undesired secondary phenomena such as the generation
of heat or sound. This research might result in considerable savings in elec-
trical energy and has as such potentially strong economical implications.

The CS/SciComp group has expertise in the design, analysis and imple-
mentation of algorithms for the fast solution of discretized PDEs [60, 47, 71].
The discretization of these equations yields systems of linear algebraic equa-
tions. The computational cost of solving these systems grows strongly with
the accuracy of the discretization requested. This has stimulated research
into algorithms that exploit properties of the coefficient matrix to obtain
fast solution procedures. One distinguishes between direct and iterative
solution methods. Three important groups of iterative techniques that are
investigated by the SciComp group are: Krylov subspace [21, 64, 49, 100],
multigrid [53, 75, 94, 85, 111] and domain decomposition [23, 104, 91] tech-
niques.

1.2 The Olympos Package

The research in computer models for electromagnetic energy transducers in
the ESAT/ELEN research group has since 1995 been concentrated around
development of the 01ympos package [86, 76, 35, 27]. Because of its impor-
tance in this thesis, we will briefly describe the package.

In Olympos a reduced set of the Maxwell equations is solved for the
magnetic field. For the type of applications of interest to the ESAT/ELEN
group, it is sufficient to consider quasi-stationary approximations, i.e., omit-
ting any displacements currents. The package allows to simulate stationary,
time-harmonic as well as transient magnetic fields. From the computed field,
quantities of practical interest such as forces and torques can be derived.

The complex geometry of practical devices is in a first step approximated
by modeling two-dimensional cross-sections or axisymmetric configurations.
The magnetic vector potential is introduced as unknown. In the stationary
case, the continuous mathematical model consists of a diffusion equation
for the component of the vector potential perpendicular to the domain con-
sidered. This equation has to be supplied with appropriate boundary con-
ditions. In the time-harmonic case, the amplitude of the vector potential
is governed by the Helmholtz equation with a complex shift. In modeling
saturation, the diffusion coefficient in the above PDEs becomes solution de-
pendent and the differential equations are therefore non-linear. In practical
applications, the computation of the magnetic field is impossible without



1.3. ALGEBRAIC MULTIGRID 3

taking the properties and interconnection of the electrically conducting re-
gions in the computational domain into consideration. In such cases, the dif-
ferential equation for the magnetic field is coupled with additional equations
modeling electrical circuit connections. This results in so-called field-circuit
coupled problems.

In Olympos the continuous model is discretized by the finite element
method. An unstructured grid of triangles covering the computational do-
main is constructed. On each triangle the solution is approximated by a
polynomial of the first degree. The coefficients of the expansion of the solu-
tion in terms of the piecewise polynomials are given as the solution of a
system of linear equations. Non-linear models are linearized and treated by
iterating over a sequence of linear models. The meshes of triangles are con-
structed by an adaptive solution dependent refinement process. In linear
problems, each refinement step requires solving a linear system. In non-
linear problems, each refinement step requires solving a sequence of systems
derived from the linearization.

Olympos is a complete finite element software package containing utilities
for pre- and post-processing, mesh generation, assembling and solving the
linear system and for visualizing the results. It has been successfully applied
in numerous industrial and scientific research projects [86, 76, 35, 27].

Practical experience with 01lympos has shown that solving the finite ele-
ment linear systems constitutes the computational bottleneck. This bottle-
neck has made it extremely time-consuming to run computer simulations
in which linear systems of high resolution discretizations have to be solved
repeatedly. Examples of such simulations include optimization problems in
which one studies the dependency of the magnetic field on a set of paramet-
ers and transient computations in which the solution is advanced from one
time-step to the next. The aim of this thesis is to alleviate this bottleneck
by providing numerical algorithms that are fast in CPU time and that have
modest memory requirements. The algorithm central in this work is the
algebraic multigrid (AMG) method. To introduce some terminology used
further on, a brief introduction to this method is given next.

1.3 Algebraic Multigrid

The finite element discretization of PDEs yields systems with sparse coef-
ficient matrices. This motivates looking into iterative solution procedures
that have a computational kernel consisting of matrix-vector multiplica-
tions. One class of such procedures is formed by the classical matrix-
splitting methods such as the Jacobi and Gauss-Seidel methods. These
methods are conceptually simple, but unacceptably slow to converge on
large problems. In multigrid enhancements of these methods, convergence
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on a given fine grid is accelerated by computations on a sequence of coarser
grids.

In a two-grid method, the classical matrix-splitting methods play the role
of smoother. After applying a few steps of the classical method, smooth
error components are restricted to the coarser grid. On the coarse grid,
a correction is computed. This coarse grid correction is interpolated to
the fine grid and added to the available approximation. In true multigrid
methods, the two-grid method is applied recursively in order to compute the
coarse grid correction. The recursion terminates when the cost of solving
the coarsest grid problem by a direct method becomes negligible.

Multigrid algorithms in which the choice for the smoother is adapted to
the coarsening strategy are called geometric multigrid algorithms. These
algorithms constitute fast solvers for model elliptic problems and have been
successfully applied in a variety of engineering disciplines. They are however
cumbersome to implement for the problems with discontinuous coefficients
discretized on unstructured grids that typically arise in the simulation of
quasi-stationary electromagnetic energy transducers. As an alternative to
geometric multigrid techniques, algebraic multigrid methods have therefore
been developed.

In algebraic multigrid, the construction of the coarser grids is adapted
to the local properties of the smoother. In the application of AMG, one
distinguishes two phases. In the set-up phase, AMG exploits information on
the strength of coupling between variables to construct a hierarchy of coarser
level discretizations. This information is coded in the fine level coefficient
matrix. In the solve phase, AMG uses this hierarchy to solve the system by
multigrid cycling as in geometric multigrid. Ruge and Stiiben developed the
first AMG code called AMG1R5 [95]. Stiiben later enhanced AMG1R5 in several
ways, resulting in the successor of AMG1R5 ca