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VOORWOORD 

De theorie van de eindige groepen is - afgezien van de elementaire 

theorie - grofweg te verdelen in drie stromen: 

De lineare representatietheorie, waar de groepen bestudeerd worden via 

alle mogelijke voorsteilingen als groep van matrices; 

de theorie van de permutatiegroepen, waar een groep op verschillende wij

zen gezien wordt als groep van permutaties; 

- de lokale theorie, waar de struktuur van een groep bestudeerd wordt aan 

de hand van bepaalde (de zo geheten lokale) ondergroepen. 

De elementaire groepentheorie wordt in Hoofdstuk 1 opgezet aan de hand 

van permutatievoorstellingen. Struktuur-bewarende afbeeldingen (morfismen) 

worden bestudeerd aan de hand van speciale ondergroepen, de zogenaamde nor

maaldelers. Bovendien worden er in dit hoofdstuk enige voorbeelden ingevoerd. 

De Sylowstellingen vormen het uitgangspunt voor de lokale theorie. Zij 

komen aan bod in Hoofdstuk 2 en worden daar gevolgd door een stelling van 

Burnside die informatie geeft over de struktuur van een groep als bepaalde 

voorwaarden binnen een lokale ondergroep van die groep gelden. De kracht 

van deze stellingen komt naar voren bij de behandeling van de groepen die 

minder dan 24 elementen bezitten. 

In Hoofdstuk 3 wordt wat uitgebreider aandacht besteed aan permutatie

groepen; de voorbeelden spelen hier een belangrijke rol. 

De grondbeginselen van de lineaire representatietheorie worden behan~ 

deld in het vierde hoofdstuk .. Met name dit deel van de groepentheorie is 

van belang voor toepassingen in de chemie en de fysika. Wij gaan daar echter 

niet op in, maar bekijken een enkele toepassing in de groepentheorie zelf. 

Het vijfde en tevens laatste hoofdstuk vormt een aanvulling op de ab

strakte groepentheorie van de eerste twee hoofdstukken. De struktuur van de 

normaaldelers krijgt hier met name wat meer aandacht. 

De benodigde voorkennis voor deze syllabus gaat de beginselen van de 

lineaire algebra en het rekeneri met permutaties niet te boven. Het is ons 

doel om een ieder die gewapend is met qeze voorkennis, een eerste kennis

making met de theorie van de eindige groepen te verschaf fen en om de gein

teresseerde lezer een opstap te geven naar meer geavanceerde leerboeken op 

dit gebied. 



1.V 

Gepoogd is de toegankelijkheid tot deze syllabus te vergroten door mid

del van vraagstukken aansluitend aan iedere paragraaf, een index (d.w.z. een 

lijst van gebruikte termen en begrippen) en een lijst van veel voorkomende 

symbolen. Bovendien is een literatuurlijst toegevoegd, die zowel boeken voor 

verdere studie als boeken voor beter begrip van de hier behandelde stof be

va t. Men wordt aangeraden bij het doorwerken van deze syllabus goed gebruik 

te maken van deze lijsten en de "ga na's", "doe zelf's" etcetera serieus op 

te volgen. De opgaven voorzien van een * worden voor het vervolg van belang 

geacht, in verband veelal met verwijzingen later in de tekst. De stof zal 

waarschijnlijk pas echt gaan leven als men met pen en papier probeert te 

verwerken wat er geschreven staat. 

Deze tekst is tot stand gekomen tijdens een arienterend colloquium voor 

leraren gegeven in het cursusjaar 1979--1980. Vaor hun verbeteringen aange

bracht aan eerdere versies willen we graag nog A.E. Brouwer en G.W. de Vries 

bedanken. 



HOOFDSTUK I 

FUNDAMENTELE BEGRIPPEN 

1.1. Groep en ondergroep. 

In deze paragraaf voeren we de begrippen groep en ondergroep in. Op de 

formele definities volgt een serie voorbeelden die in de verdere verhande

ling herhaaldelijk terugkeren. De lezer doet er dan ook goed aan met de van

af 1.1.6 gegeven eindige groepen goed vertrouwd te raken. 

1.1.1. DEFINITIE. Een groep is een tripel (G,•,e) bestaande uit: 

- een verzameling G; 

- een binaire operatie: G x G + G } , de zogenaamde vermenigvuldiging; 

(g,h) I+ g•h 

- een element e E G (het een-element), 

zodanig dat de volgende drie axioma's gelden: 

(i) de vermenigvuldiging is associatief; 

(ii) voor iedere g E G is 

linksvermenigvuldiging met g: G + G } 

h I+ g•h 

rechtsvermenigvuldiging met g: G + G } 

h I+ h•g 

zowel als 

een bijektie van G op zichzelf; 

(iii) de links- zowel als de rechtsvermenigvuldiging met het een-element e 

is de identiteit op G. 

Als • en e uit de kontekst duidelijk zijn, wordt (G,•,e) vaak tot G 

afgekort (hoewel dit strikt genomen slechts een verzameling aangeeft). De 

vermenigvuldiging g•h zullen we meestal tot gh afkorten. Gebruikmakend van 

deze schrijfwijze formuleren we de axioma's voor de groep (G,•,e) nog eens, 

maar nu met kwantoren: 

(i) Vg,h,k E G (gh)k g (hk); 
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(ii) r·h , G 3k E G gk h 

Vg,h E G 3k E G kg h 

Vg,h,k E G (gh = gk v hg kg) ~ h k; 
(iii) Vg E G ge = eg =g. 

1.1.2. OPMERKINGEN. 

- Omdat de plaats van de haakjes in een produkt van elementen uit G er 
krachtens axioma (i) niet toe doet, worden ze vaak weggelaten. 
Als g E G en n E JN, dan schrijven we gn voor g•g .... g, de n-de macht 

'-----.-----' 
van g. n x 

De axioma's hadden zuiniger gekozen kunnen worden. Gana dat de injekti
viteitseisen in (ii) overvloedig zijn. Sterker nog: we kunnen toe met 
(i), (iii) en (in plaats van (ii)) : 

(ii)' Vg E G 3h E G gh =e. 

Bewijs dit! 

- Als h,g E G met hg = e en k E G met gk = e, dan geldt h = he = h(gk) 
= (hg)k ek = k. Tezamen met (ii)' volgt nu dat er voor gegeven g E G 
precies een h E G is met gh = hg = e. Het element h E G uit deze formule 

-1 heet de inverse van g en wordt doorgaans aangeduid met g Axioma (ii) ' 
kan nu als volgt worden herschreven: 

(ii)" ieder element in G heeft een inverse. 

- De orde van een groep G is het aantal elementen IGI van de onderliggende 
verzameling; als IGI < oo is, spreken we van een eindige groep of een groep 
van eindige orde. 

1.1.3. DEFINITIE. Een groep (H,*,e') heet ondergroep (G,•,e) als 
(i) H ~ G; 

(ii) * = ·JHxH' de beperking van• tot HXH; 
(iii) e' e. 

Als H ondergroep van G is, geven we dat kortweg aan door te schrijven 
H ~ G. Ga na dat G zelf een ondergroep van G is. Als H # G, dan spreken we 
van een echte ondergroep en noteren we H < G. Het is duidelijk dat {e} zelf 
een ondergroep van G is. Een ondergroep H van G heet niet-triviaal als H# {e}. 
Om voor een deelverzameling H van G na te gaan of ze een ondergroep is, moe
ten we onderzoeken of H voorzien van de vermenigvuldiging van G een groep is. 

1.1.4. LEMMA. Gegeven is een groep Gen een niet-lege deelverzameling H van 
die groep. H is een ondergroep van G dan en slechts dan als geldt: 



a) H is gesloten onder de vermenigvuldiging van G, dat wil' zeggen 

(Vhl ,h2 E H) (hl h 2 E H) ; 

b) H is gesloten onder inverteren in G, dat wil zeggen 
-1 

(\>'h E H) (h E H) • 

Als H eindig veel elementen heeft, dan is H een ondergroep dan en slechts 

dan als a) geldt. 

BEWIJS. Gezien de definitie van ondergroep moeten we bewijzen dat 

(H,·IHxH'e) een groep is dan en slechts dan als a) en b) geluen. 

3 

Laat (H,·IHxH'e) een groep zijn. Dan is ·IHxH een afbeelding van H x H naar 

H. Oat wil zeggen dat voor willekeurige h 1 ,h2 EH geldt h 1h 2 EH, waarmee 

a) afgeleid is. b) volgt rechtstreeks uit axioma (ii)" van 1.1.2 voor de 

groep H. Andersom: als a) en b) gelden, dan is het beeld van 

• IHxH' H x H + G bevat in H, zodat • IHxH op te vatten is als een afbeelding 

van H x H naar H. Verder bevat H een element h (want H f 0), dus ook 

e = hh-l EH. 
. \ 

Axioma's (i) en (iii) van 1.1.1 voor (H,·IHxH'e) volgen nu onmiddQllijk uit 

die voor G, terwijl axioma (ii)" van 1.1.2 uit b) verkregen kan worden. 

Aldus blijkt (H,·IHxH'e) een groep te zijn. 

Wat de laatste uitspraak van het lemma betreft: bedenk.dat h-l een macht 

van h meet zijn als H eindig is. Want voor zekere natuurlijk getal n geldt 
n -1 -1 n-1 h = e, dus ook h h •e = h . Daarom volgt in dit geval b) uit a) 

zodat H ondergroep van G is dan en slechts dan als a) geldt. D 

1.1.5. GEVOLGEN. 

(i) Als K :5 G en H :5 K, dan ook H :5 G; 

(ii) als H ~ K, K :5 G en H :5 G, dan ook H :5 K; 

(iii) als H :5 G en K :5 G, dan ook H n K :5 G; 

(iv) als H een kollektie ondergroepen van G is, dan geldt nHEH H :5 G. 

BEWIJS. Doe zelf. 

1.1.6. VOORBEELD. Laat G = lR- {O} zijn. Als •de gewone vermenigvuldiging 

der reele getallen f 0 voorstelt, dan is (G,•,l) een groep; ga zelf de 

axioma's uit 1.1.1 na. Een bijzondere eigenschap van deze groep is de kom

mutativiteit van haar vermenigvuldiging: (Vg,h E G) (gh = hg). Groepen met 

deze eigenschap heten kommutatief of abels. 

Een eindige ondergroep is ~1,-1}. Het is niet moeilijk in te zien'dat dit 

de enige niet-triviale eindige ondergroep van G is. 
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De verzameling H = {2a I a E JN} is gesloten onder vermeni~vuldiging. Omdat 
2 E H en ~ t H, is H geen ondergroep van G. Hieruit blijkt dat in lemma 
1.1.4 eis b) niet overbodig is in het geval dat H oneindige orde heeft. 

1.1.7. VOORBEELD. (lR,+,0) waar +de gewone optelling der reele getallen 
voorstelt, is wederom een groep. Deze groep is kommutatief en bezit geen 
eindige niet-triviale ondergroepen. (26,+,0) is een voorbeeld van een on
eindige ondergroep. 

Het zijn juist de twee groepsstrukturen uit 1.1.6 en 1.1.7 die JR. tot 
een lichaam maken. 

1.1.8. DEFINITIE. Een lichaam is een 5-tupel (K,•,1,+,0) zodanig dat (K,+,0) 
en (K-{0},•,1) abelse groepen zijn en zodat voor alle a,b,c EK geldt 

(a+b) •c (a•c) + (b•c). 

Doorgaans wordt het lichaam ook met K in plaats van met het omslachtige 
5-tupel aangegeven. De bekende voorbeelden zijn ~' JR. , ~ en de eindige li
chamen zz; van de getallen modulo p (priemgetal). Merk op dat voor wille-p 
keurige n E lN - {1} het tripe! (zz; ,+,O) wel een groep is, maar dat n 
(Z6 - {0},•,1) dan en slechts dan een groep is als n een priemgetal is. n 
Vandaar dat ~npas een lichaam is als n een priemgetal is. 

V66r we nog meer voorbeelden geven, volgen enkele definities. De defi
nitie van vektorruimte (of lineaire ruimte) over een lichaam K valt ingeval 
K = JR. samen met de bekende omschrijving. Omdat de algemene versie hier 
rechtstreeks uit af te leiden is door R overal door K te vervangen, wordt 
ze hier achterwege gelaten. 

1.1.9. DEFINITIES. Laat (G,•,e) een gegeven groep zijn. 

Als M ~ G, dan heet H de door M voortgebrachte ondergroep van G als H 
de kleinste ondergroep (met betrekking tot inklusie) is die M omvat. Zo'n 
kleinste ondergroep bestaat altijd. Een manier om dit in te zien is: Laat 
H de kollektie ondergroepen van G zijn die M omvatten; dan is H = nKEH K 
dankzij 1.1.5 (iv) de kleinste ondergroep die M omvat. Een 
in te zien dat H bestaat is een konstruktieve: noteer M-l = 

d f . . H { I lN M M- 1}. en e 1n1eer g 1g2 •.. gn n E ; g 1 , .•• ,gn E u 

andere manier om 

{m- 1 I m E M} 

Dan is H geslo-
ten ender vermenigvuldiging en inverteren, dus een ondergroep (vergelijk 
Lemma 1.1.4). Aan de andere kant bevat iedere groep die M omvat de in H 
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aanwezige elementen. Derhalve is H de kleinste ondergroep die M omvat. Klaar. 

Als G eindig is, dan is het voldoende voor de konstruktie van H om produkten 
-1 

van elementen uit M in plaats van uit M u M te nemen. 

We noteren vaak <M> voor de door M voortgebrachte ondergroep van G. 

Als M {g} voor zekere g E G, dan schrijven we vaak <g> in plaats van <{g}>. 

Onder de orde van g verstaan we de orde van <g>. Een door een enkel element 

voortgebrachte ondergroep heet cyklisch. Cyklische groepen zijn kommutatief; 

ga maar na. 

Als K een lichaam is, dan is de additieve ondergroep van K voortgebracht 

door 1 niet noodzakelijk eindig. De karakteristiek van K (notatie kar(K)) 

is per definitie 0 als deze groep niet eindig is en de orde van deze groep 

als ze wel eindig is. In het laatste geval is de karakteristiek een priem. 

De groep (~-{0},•,1) is kommutatief. We zoeken de eindige ondergroepen 

van deze groep. Als x E ~ - {O} een element van eindige orde is, dan is er 

een n E :N zodat xn 1; bijgevolg is x een n-de machts eenheidswortel. We 

zullen hieruit afleiden: 

1.1.10. STELLING. De enige eindige ondergroepen van G = ~ - {O} zijn de 

cyklische groepen en = <i:;n> waar n E lN en i:;n = exp (211i/n). 

BEWIJS. Laat H een eindige ondergroep van G zijn. Omdat ieder element van H 

eindige orde heeft bestaat H uit louter eenheidswortels. Voor we verder gaan 

bewijzen we een tweetal beweringen: 

BEWERING 1. Als x E ~ - {O} orde m heeft, dan geldt <x> c . 
m 

BEWIJS. Zo'n x is te schrijven als x = exp(211ik/m) voor zekere k E JN. Als 

ggd(k,m) = d > 1, dan is x = exp(211i(k/d)/(m/d)) een (m/d)-de machts wortel, 

in strijd met het gegeven dat x orde m heeft. Dus geldt ggd(k,m) = 1 en zijn 

er a,b E 2Z met ak + bm = 1. De groep <x> bevat derhalve xa exp ( 211iak/m) 

= exp(211i(ak+bm)/m) = exp(211i/m) = i:;m. Er volgt dat Cm 

omdat Cm en <x> gelijke orde hebben, moeten ze samenvallen. 

BEWERING 2. <cm u Cl> = ckgv(m,l). 

BEWIJS. Schrijf r kgv(m,l). Omdat Cm en c 1 uit r-de machts eenheidswortels 

bestaan, geldt cm u c 1 ~er en derhalve <Cm u c 1> s er. Aan de andere kant 

zijn er a,b E 2Z, zodat lm r(al+bm). Vandaar dat i:; = exp(211i(al+bm)/(lm) 
a b r 

i:;mi:;l een element van <Cm u c1 > is. Omdat hieruit volgt dat er = <i:;r> s 

S <Cm u c1 > hebben we ook de andere inklusie voor de twee onderhavige onder

groepen bewezen; klaar. 
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VERVOLG BEWIJS STELLING. Laat x E H een element zijn van de grootst 
mogelijke orde m. Dan geldt vanwege bewering 1 dat <x> = Cm s H. Stel 
y E H - Cm is van orde 1. Dan is y geen m-de machts eenheidswortel, dus 1 
is geen deler van m. Met andere woorden r = kgv(m,l) > m. Maar dan geldt 
dankzij bewering 2 dat <sr> = er = <Cm u c1 > S H. Dus is sr E H van orde 
r > m, tegensprekend dat m zo groot mogelijk gekozen was. We konkluderen 
dat H - C = 0 ofwel H = C . D m m 

1.1.11. VOORBEELD. Gln(lR) de verzameling van alle inverteerbare (= niet 
singuliere) nxn-matrices met koefficienten in R. Vermenigvuldiging is de 
bekende matrix-vermenigvuldiging. De notatie Gln(lR) is afkomstig van de 
vrij algemeen geaksepteerde benaming General linear group. Het een-element 
van de groep is de nxn-matrix In. Als n > 1, dan is de groep niet kommuta
tief (wijs zelf twee niet kommuterende elementen aan). Gl 1 (lR) stelt de groep 
(lR-{0},•,1) uit 1.1.6 voor. Het lichaam lR is in de notatie Gln(lR} opge
nomen, omdat vervanging van lR door andere lichamen op analoge wijze groe
pen van matrices definieert. Gana dat Gln(K) een eindige groep is als K 
een eindig lichaam is en oneindig als K een oneindig lichaam is. In plaats 
van Gln(:;z~ voor p priem schrijft men vaak Gln(p). Bewijs dat IG1 2 (p) I = 
= (p2-1) (p -p). De groep Gln(lR) is een ondergroep van Gln(~). Als Keen 
lichaam is, dan wordt Sln(K) gedefinieerd door Sln(K) 

= {g E Gl (K) det(g) = 1}. Zij is de §pecial linear group. n 
Bewijs zelf met behulp van de eigenschappen van de determinant dat Sln(K) 
een ondergroep van Gln(K) is. 

Voorbeeld van een oneindige abelse ondergroep van s12 (lR) is 

{
( cos a sin a\ I a E lR } 
\-sin a cos a} 

1.1.12. VOORBEELD. Onder de eindige ondergroepen van Gl2 (R) bevinden zich 
weer cyklische groepen van orde n. Ga zelf na dat 

( cos(211/n) 

en= -sin(211/n) 

sin(211/n)) 

cos(211/n) 

voortbrenger van zo'n groep is. Ga na dat en een draaiing over 211/n in het 
platte vlak JR2 voorstelt. In tegenstelling tot de situatie bij Gl 1 (~) zijn 
dit echter niet alle eindige ondergroepen. Orn deze bewering te staven geven 



we een tweede serie eindige groepen Dn' de in vrijwel geen'boek over groe

pentheorie ontbrekende diedergroepen: 

D <c ,a>, 
n n 

waar en als boven en a = (~ -~) . De transformatie a vertegenwoordigt een 

spiegeling in JR2 ten opzichte van de x-as. Zowel c als a la ten de regel-
n 

matige n-hoek Vn met punten (cos (21Tk/n), sin(21Tk/n)) (kEN) invariant. We 
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tonen hier aan dat Dn eindig is door te bewijzen dat er voor ieder element 

x E Dn getallen i E ~ en j E ~ zijn zodat x = aic~ (Hier en in het vervolg 

wordt k voor {1,2, ... ,k} geschreven). Merk om te beginnen op dat c orde n 

heeft, data orde 2 heeft en dat ac a-l = c- 1. De groep Dn. is dus niet abels 
n n 

voor n > 2. Uit de laatste gelijkheid leidt men direkt af dat voor iedere j EN 

geldt 

* 

Met deze formule is snel na te gaan dat de deelverzameling H 

van Dn gesloten is onder de vermenigvuldiging en inverteren. H is dankzij 

Lemma 1.1.4 dus een ondergroep van Dn. Omdat H de elementen a en en bevat, 

moet Dn = H zijn. Dn is dus eindig en bevat ten hoogste 2n verschillende 

elementen. Als we nu kunnen bewijzen dat geen tweetal van de produkten 

aic~ hetzelfde element in Dn vertegenwoordigt, dan weten we dat Dn uit 

precies 2n elementen bestaat. 

Stel dat voor zekere i,k E ~en j,l E ~ geldt dat aicj 
n 

geldt ook ai-k = cl-j dus det ai-k det cl-j = 1, zodat i 
n ' n 

dan 

k mod 2 en 

1 = j mod n. Vanwege i,k E ~en l,j 

ren dat alle 2n elementen aicj met 
n 

E ~ volgt i =ken 1 = j. We konklude-

dat D 
n 

inderdaad orde 2n heeft. 

i E 2 en j E n verschillend zijn, zo-

Een andere manier om in te zien dat Dn eindig is, is na te gaan dat 

elke transformatie van Dn bepaald wordt door de beelden van de twee onaf

hankelijke vectoren (1,0) en (cos(21T/n),sin(21T/n)) in het vlak JR2 . Omdat 

deze beelden tot de eindige verzameling Vn behoren, zijn er slechts eindig 

veel van dergelijke transformaties. In deze redenering vatten we Dn als 

zogenaamde permutatiegroep op. We zullen nu weergeven wat hier precies mee 

bedoeld wordt, om in 1.3.5 op dit voorbeeld terug te komen. 

1.1.13. DEFINITIES. Laat Veen eindige verzameling zijn met Jvl = n < 

elementen. Alle bijekties van V op zichzelf vormen een groep met als 
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vermenigvuldiging de samenstelling van bijekties. Deze groep heet de symme
trische groep op V en wordt genoteerd als Sym(V). De groep is eindig, in 
feite van orde n!, het aantal bijekties van V op V, ook wel permutaties van 
V geheten. Als V = ~, hebben we met Sym(~) van doen, de bekende symmetrische 
groep, ofwel de groep van alle permutaties van 1,2, ... ,n. Een ondergroep van 
Sym(V) heet permutatiegroep op V. 

Omdat de samenstelling van funkties van een verzameling naar die ver
zameling zelf een associatieve binaire operatie is, is aan axioma (i) van 
1.1.1 'moeiteloos' voldaan. Anders is dat wanneer een groep ingevoerd wordt 
zoals in het volgende (voor deze paragraaf laatste) voorbeeld. 

1. 1.14. VOORBEELD. (G, • ,e) ({a,b,c,d,e,f},•,e) met• gegeven door de ver-
menigvuldigingstabel: 

•--> a b c d e f 
t 

a b e f c a d 

b e a d f b c 

c d f e a c b 

d f c b e d a 

e a b c d e f 

f c d a b f e 

Om de associativiteit van de vermenigvuldiging te verifieren moet voor 
iedere x,y,z E G nagegaan worden dat (xy) z = x(yz) geldt; een oms_lachtig 
karwei (op hoeveel gelijkheden komt dit neer?). Het is duidelijk dat voor 
eindige groepen van grote orde het werk zeer veel tijd zal vergen. Gelukkig 
is het mogelijk om iedere eindige groep zonder opschrijving van z'n verme
nigvuldigingstabel te definieren. We zullen in het vervolg bewijzen dat ie
dere eindige groep voorgesteld kan worden als permutatiegroep. 

Ter illustratie: de groep uit onderhavig voorbeeld komt in feite overeen 
met Sym(l_l, de groep n4 uit de inleiding komt overeen met een ondergroep 
van Sym(i_l. V66r we dergelijke uitspraken hard kunnen maken, hebben we ech
ter een adekwate wiskundige formulering nodig voor begrippen als 'overeen
komen met'. 



OPGAVEN BIJ §1.1. 

1. Welke van de volgende deel verzamelingen van z:1 11 vormen een ondergroep 

van (z:1 11 -{0},•,1)? 

(i) {1,3,4,5,9} 

(ii) {1,3,5,7,B} 

(iii) {1,8} 

(iv) {1,10}. 

2. Bewijs dat een groep van orde ~ 4 abels is. 

9 

2 
*3. Bewijs dat een groep (G,•,e), waarin voor alle x E G - {e} geldt x e, 

abels is. 

4. Welke van onderstaande vermenigvuldigingstabellen beschrijven een groep? 

(i) a b c d (ii ) a b c d 

a b d a c a a b c d 

b d c b a b b a d c 

c a b c d c c d a b 

d c a d b d d c b a 

5. Laat Geen groep zijn en H een niet-lege deelverzameling van G. Bewijs 
-1 

dat H een ondergroep van G is dan en slechts dan als (Vx,yEH) (xy EH) . 

* *6. Laat z:ln de deelverzameling van die elementen in z:ln zijn die een inverse 

hebben ten opzichte van de natuurlijke vermenigvuldiging in z:ln . 

* Is (z:l7 , •, 1) cyklisch? Evenzo voor z:18 resp. z:19 in plaats van z:17 

7. Laat Keen lichaam zijn. Bewijs dat de deelverzamelingen Ben N van 

Gln(K), gegeven door 
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B 

all a12 a 
I ln 

a2.Z, 

' ' 
' ' I 

' ,1 

' a 
nn 

a12 aln 

N 
0 

a 
n-1 

ondergroepen van Gln(K) zijn. 

Schrijf in het geval K = lF' 3 en n 

eens uit. 

a .. E K; all •a22 lJ 
.... a f- 0 nn 

a .. E K 
lJ 

2 de elementen van B en die van N 

8. (i) Bewijs: als G een groep is met ondergroep H, dan geldt voor iedere 
x E H dat xH = Hx = H. 

(ii) Laat aan de hand van een voorbeeld zien dat voor x E G - H de drie 
verzamelingen xH, Hx, H onderling kunnen verschillen. 

*9. Beschouw de verzameling Q der 8 matrices 

( 0 1) 
± \-1 0 ' 

± (o 
\1 

(i) Laat zien dat Q een eindige ondergroep van sl2 (~) vormt. 
(ii) Geef alle ondergroepen van Q. 
Q heet wel de quaterniongroep. 

* 10. Bewijs: 

(i) Sym(~ wordt voortgebracht door haar 2-kringen. 
(ii) De identiteit kan niet geschreven worden als produkt van een oneven 

aantal 2-kringen (aanwijzing: Beschouw de positie van de hoogste 
letter voorkomend in een oneven produkt van 2-kringen van minimale 
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lengte dat gelijk aan 1 is). 

(iii) De afbeelding sg: Sym(~) + :?Z2 , gegeven door 

{: 
als cr te schrijven is als produkt van een even 

sg (cr) aantal 2-kringen, 

anders, 

is goed gedefinieerd. 

De permutaties cr met sg(cr) = 0 heten even permutaties, terwijl de permu-

taties cr met sg(cr) 1 oneven heten. 

*11. Bewijs de volgende stelling: Als Keen lichaam en Geen eindige onder

groep van de multiplikatieve groep (K-{0},•,1) van K is, dan is G 

cyklisch. Dit generaliseert Stelling 1.1.10. Hieronder volgen enkele 

hints: 

We zullen Euler's cj>-funktie gebruiken, d. w. z. de funk tie cj>: JN + :N die 

voor d E lN met cj>(d) het aantal x E ~ aangeeft, waarvoor ggd(x,d) = 1 

geldt. Aldus is cj>(d) het aantal elementen in zi:d van orde-d, Bewijs nu 

achtereenvolgens: 

(i) 

(ii) 

Als n E :N, dan geldt n = Idln cj>(d) · 

Voor d E :N is #{g E G I g = 1} ,,; d. (Gebruik dat de veelterm 

xd - 1 0 hoogstens d nulpunten in K heeft.) 

(iii) Als d een deler van JGI is, dan heeft G hetzij O, hetzij cj>(d) ele-

menten van orde d. 

(iv) G bezit een element van orde IGJ. 

*12. Laat (G,•,e) een tripel zijn bestaande uit een verzameling G, een asso

ciatieve vermenigvuldiging • : G x G + G en een element e E G zo dat 

geldt: 

(i) Vg E G 3h E G hg = e 

(ii) Vg E G eg = g 

Bewijs dat (G,•,e) een groep is. 

1.2. Groepsmorfismen 

Afbeeldingen geven een korrespondentie tussen twee verzamelingen aan. 

Zijn twee verzamelingen voorzien van een gegeven struktuur, dan poogt men 

korrespondenties tussen die twee verzamelingen aan te geven door afbeel

dingen die niet alleen de ene verzameling in de andere overvoeren, maar ook 

de bijbehorende struktuur behouden. Zulke speciale afbeeldingen worden dan 

vaak morfismen genoemd. De lineaire afbeeldingen tussen lineaire ruimten 

bijvoorbeeld zijn de morfismen van lineaire ruimten. 
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1.2.1. DEFINITIE. Laat (G,•,e) en (G', 0 ,e') een tweetal groepen zijn. Een 

afbeelding $: G + G' heet (groeps) (homo)morfisme of kortweg morfisme als voor 
alle g,h E G geldt $(g•h) = $(g) 0 $(h). Omdat $(e) = $(e•e) = $(e) 0 $(e), 
geldt in deze situatie dat $(e) = e'. Anders gezegd: 

-1 
e E $ (e'). 

Dit is een speciaal geval van het eerste deel van 

1.2.2. LEMMA. Laat $: G + G' een groepsmorfisme zijn. Er geldt 
-1 (i) als H' $ G', dan $ (H') $ G; 

(ii) als H $ G, dan ook $(HJ $ G'. 

BEWIJS. (i) Als g,h E $- 1 (H'), dan $(g),$(h) EH', dus 

$(g•h) $(g) 0 $(h) EH', 

ofwel 

-1 -1 -1 Verder is e E $ (e') ~ $ (H'), zodat $ (H') I 0. Een en ander is volgens 
Lemma 1.1.4 voldoende opdat $-l(H') een·ondergroep is ingeval G eindig is. 
Maak zelf het bewijs af voor een groep G van willekeurige orde. 

(ii) te bewijzen is niet moeilijker dan (i). D 

1.2.3, DEFINITIES. Het geval H' = {e'} van voorgaand lemma geeft dat 
$-1 (e') een ondergroep van G is. Deze ondergroep heet de kern van het mor

fisme $ en wordt genoteerd als Ker $. 

Het volle beeld $(G) van Gonder$ is krachtens (ii) van hetzelfde 
lemma een ondergroep van G'. Deze ondergroep wordt veelal aangegeven met 

Im $. 

Een (groeps)monomorfisme is een injektief groepsmorfisme. 

Een (groeps)epimorfisme is een surjektief groepsmorfisme. 

Een (groeps)isomorfisme is een bijektief groepsmorfisme. 

Twee groepen G en G' heten isomorf als er een groepsisomorfisme van G 
naar G' is. We schrijven G ~ G'. 

We hebben nu voldoende definities om te formuleren: 



1.2.4. LEMMA. Laat qi: G + G' een groepsmorf isme zijn. Er geldt 

(i) qi is monomorfisme - Ker qi = {e}; 

(ii) qi is epimorfisme - Im qi G'; 

(iii) qi is isomorfisme - (Ker qi {e} en Im qi = G'). 

BEWIJS. (i) .. .,.,.: Stel x E Ker qi. Dan is qi(x) 

fisme is, volgt x = e. 

e' qi(e). Als qi monomer-

"4'=": Laat x,y E G gegeven zijn met qi (x) qi(y). Omdat 

e' qi(e) 
-1 

qi(x •x) 
-1 -1 

qi(x ) oqi(x) = qi(x ) oqi(y) 
-1 

qi (X y) I 

-1 -1 
geldt x y E Ker qi. Uit Ker qi = {e} volgt dus x y = e, ofwel x y. 

(ii) is een direkt gevolg van de definitie van epimorfisme. 

(iii) volgt uit (i) en (ii). D 

13 

1.2.5. VOORBEELD. Laat n E JN. De afbeelding qi: Z1: + Zl:n gedefinieerd door 

qi (z) = z mod n is een groepsepimorfisme van (Zl:,+,O) op (Zl:n,+,0) met 

Ker qi = nZI: , de gehele veelvouden van n. De groep Zl:n is een cyklische groep 

van orde n. In 1.1.10 hebben we ook een cyklische groep van orde n ontmoet, 

namelijk en, maar: 

BEWERING. Iedere cyklische groep van orde n is isomorf met Zl:n 

BEWIJS. Laat e een cyklische groep van orde n met voortbrenger c E e zijn. 

De afbeelding a.: e + Zl:n gegeven door a.(ci) i is goed gedefinieerd, want 

als ci = cj, dan is i = j mod n. Bovendien is a. een morfisme; voor i,j E JN 

geldt a.(ci cj) a.(ci+j) = i + j a.(ci) + a.(cj). 

Ga zelf na data. bijektief is. D 

Een gevolg is dat en = <exp (27ri/n) > isomorf met Zl:n is. 

1.2.6. VOORBEELD. Als Keen lichaam is, dan is w: K + sl2 (K) gedefinieerd 

door 

w(k) = (~ ~) (kEK) I 

een monomorfisme van (K,+,0) naar Sl2 (K). 

1.2.7. VOORBEELD. De afbeelding x: {a,b,c,d,e,f} + Sym(_~_), gegeven door 
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x<al ( 123) I X(b} ( 132) I X(C) = (12) I 

x(dl (23) I x(e) 1 de identiteit, X(f) (13) I 

leidt tot een isomorfisme tussen de in 1.1.14 gegeven groep (G,•,e) en 
Sym(~) uit 1.1.13. Aldus hebben we de overeenkomst tussen beide groepen wat 
preciezer dan in 1.1.14 uit de doeken gedaan. 

1.2.8. VOORBEELD. De afbeelding sg: Sym(~ + 2Z2 , gedefinieerd als in Op
gave 1.1.10, is een epimorfisme met Ker sg = Alt(n), de ondergroep van alle 
even permutaties in Sym(~. Als n = 3, dan hebben we 

Ker sg {1, (123) I (132)}. 

Gana dat deze ondergroep isomorf is met 2Z 3 • De groep Alt(n) wordt de al
ternerende groep op n letters genoemd. 

1.2.9. LEMMA. Laat Veen eindige verzameling van n elementen zijn en laat 
Seen bijektie van V OP.Ee zijn. Dan is de afbeelding S': Sym(V) + Sym(~) 

gedefinieerd door S' (cr) ScrS-l (a E Sym(V)) een isomorfisme. 

BEWIJS. Laat vi E V voor i E n het unieke element in V zijn waarvoor 

S(vi) i. Als a E Sym(V) en crvi vk, dan is 

S' (cr)i k. 

Dus is S' (cr) een element van Sym(~. Als T nog een element in Sym(V) is, 
dan is 

S' (GT) S' (cr) 0 S' (T), 

zodat S' inderdaad een morfisme is. Maak zelf het bewijs af. D 

Ter afsluiting van deze paragraaf bespreken we nog isomorfismen van 
een eindige groep op zichzelf (dus met eenzelfde beeld als domein) . 

1.2.10. DEFINITIES. Een automorfisme van een groep G is een isomorfisme van 
G op zichzelf. De verzameling van alle automorfismen van G noteren we als 
Aut G. 

Laat (G,•,e) een groep zijn. Voor vaste g E G is de afbeelding 
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c : G + G, gegeven 
g 

door c (x) = gxg-l (xEG), een automorfisme (ga dit na!). 
g 

Deze afbeelding c 
g 

wordt konjugatie met g genoemd. Een inwendig automorfis-

me~: G + G is per definitie een afbeelding waarvoor een g E G bestaat zo 

dat ~ = c . De verzameling van alle inwendige automorfismen geven we aan 
g 

met Int G. Als G eindig is, kunnen we schrijven 

Int G ~ Aut G ~ Sym G. 

1.2.11. VOORBEELD. De afbeelding van Sym(i) naar zichzelf, gegeven door: 

1 r+ 1; (123) •+ (132); (132) I+ (123), 

(12) r+ (32); (23) r+ (12) ; (13) I+ (13) I 

is een inwendig automorfisme, namelijk konjugatie met (13). De ondergroep 

H = {1,(123) ,(132)} is invariant onder het automorfisme c(l 3 ) van Sym(il. 

De beperking y van c(l 3) tot His dus goed gedefinieerd. Het is daarom weer 

een automorfisme van H; van H zelf is het echter geen inwendig automorfisme! 

Het voorbeeld geeft aan dat niet alle automorfismen van H inwendig zijn. 

Omdat H kommutatief is, geldt voor g,h E H dat c (h) 
g 

Er volgt dat Int H = {idH}. Verder is y2 y 0 y = idH. 

-1 
ghg = h. 

Omdat ieder niet-triviaal automorfisme van H het een-element vasthoudt, 

verwisselt het de andere twee. Kortom, H kent slechts een automorfisme f idH, 

te weten y. We konkluderen dat Aut H = {idH 1 y} een groep is. Dit is geen 

toeval, getuige het volgende resultaat. 

1.2.12. PROPOSITIE. Voor iedere groep G zijn Int Gen Aut G groepen van 

bijekties van de verzameling G op zichzelf. 

BEWIJS. Analoog aan 1.1.13 (waar V eindig is) vormen de bijekties van de 

verzameling V G op zichzelf een groep K, met als vermenigvuldiging de 

samenstelling van funkties. Omdat Int G en Aut G bijekties van G op zich

zelf zijn, is het voldoende te bewijzen dat Int G en Aut G ondergroepen 

van K zijn. Omdat de identiteit in Int G en Aut G aanwezig is, zijn beide 

verzamelingen niet-lege delen van K. We kunnen nu dankzij Lemma 1.1.4 vol

staan met te bewijzen dat Int G en Aut G gesloten zijn onder vermenigvul

diging en inverteren. We laten de geslotenheid onder vermenigvu.ldiging aan 

uzelf over. 

Laat f E Aut G. We bewijzen dat de inverse f-l E K van f weer een 
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morfisme is. Laat daartoe x,y E G willekeurig gekozen zijn. Er zijn dan 
(unieke) g,h E G met f (g) = x en f (h) = y. Omdat f(gh) = f (g) •f (h) = x•y, 

volgt 

-1 -1 
f {x) •f (y) gh 

-1 
{f of) (gh) -1 

f (xy). 

We konkluderen dat f-l een bijektief morfisme van G op G is, dus element 

van Aut G. 

Als tenslotte f E Int G, dan is er een g E G, zodat f = c • Het is 
g 

niet moeilijk in te zien dat dan f-l = cg-l E Int G. Dus oak Int G is ge-

sloten onder inverteren. D 

OPGAVEN BIJ §1.2. 

1. Welke van de volgende afbeeldingen $.: ~ - {O} + JR - {O} zijn homomor
J. 

fismen? 

a. $1 (z) I zl 

b. $2 (z) I zl + 1 

c. $3 (z) 

d. $4 (z) 2. 

*2. Laat Keen lichaam zijn. Bewijs dat de determinantafbeelding 

det: Gl (K) + K - {O} een epimorfisme is. n 

(det g 
n 

l sg(o) i~l gio(i), als g 
OESym(~ 

3. Gegeven zijn de permutaties 

{g .. ) E Gl (K)) . 
l.J n 

a. = (123) (456) (789), 8 = (147) (258) (369), y = (456) (789). 

(i) Wat is de orde van a.; van 8; van y; van Sy? 

(ii) Bewijs data. kommuteert met zowel 8 als y. 

(iii) Bewijs dat a. E <8,y>. 

4. Bepaal Aut D2 en konstateer dat de automorfismengroep van een kommuta

tieve groep niet noodzakelijk abels is. 

5. De diedergroep D4 uit voorbeeld 1.1.12 en de quaterniongroep Quit Op
gave 9 van §1.1 zijn beide eindige groepen van orde 8. 

(i) Hoeveel elementen in D4 hebben orde 4? 

(ii) Idem voor Q. 

(iii) Bewijs m.b.v. {i) en (ii) dat Q en D4 niet isomorf zijn. 

(iv) Bereken Aut D4 en Int D4 . 
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(iv) Bereken Aut Q en Int Q. 

6. H = { ±I2, .±iI 2 , ± ( _ ~ ~). ± (-~ ; ) } is een eindige groep die niet iso-

morf is met Quit opgave 1.1.9. Bewijs dit. 

Is H isomorf met o4? 

*7. (i) Laat zien dat Aut(Cn) een abelse groep van orde ~(n) is, waar ~ 

gedefinieerd is als in opgave 1.1.11. 

* * (ii) Bewijs dat Aut(Cn) isomorf is met (:?Zn,•,1) waar 2Zn als in Opgave 

1.1.6 gedefinieerd is 

(iii) Leid af dat x~(n) = 1 mod n als ggd(x,n) 1. 

1.3. Permutatievoorstellingen 

In stellingen als Iedere n-dimensionale reele vektorruimte is isomorf 

met lRn worden (iso)morfismen gebruikt om een duidelijker en/of handzamer 

voorstelling van de gegeven lineaire ruimte te verkrijgen. 

We zullen in deze paragraaf een resultaat afleiden dat - hoewel veel 

minder sterk - dezelfde geest ademt: de reeds eerder aangekondigde, reeds 

in 1854 door Cayley genoemde stelling. 

1.3.1. STELLING (Cayley). Iedere eindige groep G is isomorf met een onder

groep van Sym(G). 

BEWIJS. Beschouw de afbeelding 1: G>+ Sym(G) gegeven door 

linksvermenigvuldiging met g E G. We herinneren eraan dat 

ma (ii) van 1.1.1 een bijektie van G op zichzelf is. 1 is 

1: g I+ 1 , de 
g 

1 krachtens axio
g 

een groepshomo-

morfisme, zoals volgt uit de voor alle g,h,k E G geldige gelijkheid: 

1 (k) = (gh) •k = g• (hk) 
gh 

We zullen aantonen dat G isomorf is met haar beeld ender 1 in Sym(G). 

Dankzij Lemma 1.2.4 is het voldoende om te bewijzen dat Ker 1 = {e}. 

Stel g E Ker 1. Dan geldt lg= idG, dus in het bijzonder g = g e = lg(e) 

idG(e) = e. D 

Het hierboven ten tonele gevoerde morfisme 1 vormt een speciaal geval 

van een belangrijke klasse morfismen waarop we nu nader ingaan. 

1.3.2. DEFINITIES. Laat Veen eindige verzameling zijn en laat H een per

mutatiegroep op V zijn (vergelijk 1.1.13). Onder een baan van x onder H in 
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V, of kortweg H-baan van x, verstaan we de deelverzameling Hx = {h (x) J h E H} 

van V. "In dezelfde baan zitten" definieert een ekwivalentierelatie op V 

waarvan de banen juist de ekwivalentieklassen zijn. Het aantal elementen 

van een baan in V heet de lengte van die baan. V bestaat zelf bijvoorbeeld 

uit een Sym(V)-baan. Als v uit een H-baan bestaat, noemen we H een transi

tieve permutatiegroep. Dat wil zeggen: H is transitief op V precies dan als 

voor elk tweetal elementen v,w E V er een h E H bestaat zodat h(v) = w. 

Voor vaste v E V vormt de deelverzameling {h E H J h(v) v} een ondergroep 

van H (bewijs dit!). Deze ondergroep heet de stabilisator van v in Hof 

standondergroep; de notatie ervoor is H. Zo hebben we Sym(n) ~ Sym(n-1). . v -n --
Een permutatievoorstelling $ van een groep G in een verzameling V is een 

groepshomomorfisme $: G + Sym(V). Merk op dat $(G) in zo'n geval een per

mutatiegroep op V is. Onder de banen resp. de transitiviteit van $ wordt de 

banen resp. de transitiviteit van $(G) verstaan. Voor v E Vis de stand

ondergroep of stabilisator G$ van G (met betrekking tot $) gedefinieerd door v 

G$ := {g E G J $(g) (v) v}. 
v 

In andere vorm gegoten luidt dit G$ = $- 1 ($(G) ) . Ga dit na! Als het duide-v v 
lijk is am welke $ het gaat wordt vaak Gv in plaats van G! geschreven. 

Een permutatievoorstelling $ heet getrouw als Ker $ = {e}. 

De graad van een permutatievoorstelling van G in V is het aantal elementen 

lvl in v. 

1.3.3. VOORBEELD. De afbeelding 1: G + Sym(G) uit het bewijs van Stelling 

1.3.1 is een transitieve permutatievoorstelling van G in G, de linksregu

liere permutatievoorstelling van G geheten. De stelling van Cayley zegt 

dus dat iedere eindige groep G een getrouwe transitieve permutatievoorstel

ling van graad JGJ heeft. We schrijven deze linksreguliere permutatievoor

stelling eens uit voor de groep n2 uit Voorbeeld 1.1.12. De 4 elementen uit 

n2 zijn 

en 

b := ac 

(; -~) , (-1 0) 
\ 0 -1 
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Schrijf zelf de vermenigvuldigingstabel op. Daaruit is snei af te lezen dat 

in disjunkte kringsplitsing uitgeschreven de beelden van G onder 1 in Sym(G) 

zijn: 

1 
e 

(ea) (be); ~ (eb) (ac); 

Aldus blijkt dat o 2 isomorf is met de permutatiegroep 

{id4, (12) (34), (13) (24), (14) (23)}. 

1 
c 

(ec) (ab). 

Op isomorfie na is dit trouwens de enige niet-cyklische groep van orde 4. 

Een veelgebruikte benaming voor o2 is de vier-groep van Klein. 

1.3.4. OPMERKING. Hoewel we voor een. verzameling permutaties geen associa

tiviteit hoeven verifieren om na te gaan of de verzameling een groep is, is 

het ook weer niet erg efficient om een (grote) groep te schrijven als per

mutatiegroep van graad gelijk aan z'n orde. Denk aan Sym(~ van orde n!; 

deze groep is zelf een permutatiegroep van graad n, een heel wat gunstiger 

graad dan de n! die er via de linksreguliere permutatievoorstelling uit 

rolt. We trachten hier te motiveren dat voor gegeven abstrakte groep G een 

getrouwe permutatievoorstelling van minimale of althans kleine graad van be

lang is. 

1.3.5. VOORBEELD. Laat N € lN - {1} gegeven zijn. We schrijven 

V {(cos 27Tk, sin 27Tk) I k € :JN }. 
n n n 

Merk op dat Jvnl = n en dat gVn = Vn voor iedere g € Dn (de groep uit 

Voorbeeld 1.1 .12) • Teken zelf V eens in JR2 voor verschillende waarden 
n 

van n. De restriktieafbeelding res: g 1+ gl definieert een homomorfisme 
Vn 

res: Dn + Sym(Vn). Dit is een permutatievoorstelling van Dn van graad n. 

Als n > 2, houdt geen enkel element van Dn alle elementen uit Vn punts

gewijs vast; de permutatievoorstelling is dus getrouw. Als n = 2, geldt 

alv2 = i°v2 zodat res geen getrouwe permutatievoorstelling is. Enig reken

werk verschaft het inzicht dat Dn precies uit alle lineaire transformaties 

in Gl 2 (JR) bestaat die Vn in zichzelf overvoeren. Is res transitief? 

Nog twee opmerkingen: 

- Het platte vlak kan in plaats van als lR2 ook als C gezien worden. 
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V wordt dan {exp(2nik/n) 
n I k E JN } ; de afbeelding en E 'D n wordt 

exp(2ni/n) E Gl 1 (~), terwijl a staat voor komplekse konjugatie. 8ehrijf 

zelf de finesses van deze opmerking uit door een isomorfisme tussen Dn en 

een groep van transformaties van ~·bestaande uit samenstellingen van li

neaire transformaties en komplekse konjugaties te konstrueren. 

- In dit voorbeeld is aan een eindige groep van transformaties (i.e. de 

diedergroep) van een verzameling (i.e. het reele platte vlak) door re

striktie tot een baan (in easu Vn) een transitieve permutatievoorstelling 

toegevoegd. Ingeval een eindige groep G een permutatievoorstelling in een 

eindige verzameling V heeft, is "restriktie tot een baan" de aangewezen 

teehniek om de voorstelling in transitieve voorstellingen op te splitsen. 

1.3.6. VOORBEELD. 812 (p) uit Voorbeeld 1.1.11 is een groep van lineaire 

transformaties van de lineaire ruimte lZ x lZ over het liehaam lZ • Het 

eindige platte vlak lZ x lZ 
p p 

p 2 p p 
bestaat uit p punten, zodat 812 (p) gezien kan 

2 worden als een permutatiegroep van graad p . Het punt 

0 

vormt een baan op zieh. We laten zien dat alle andere punten in een baan 

zitten. Laat (x) E lZ x lZ - {(~)}. Als x = O, dan is y f 0, zodat 
0 1 x y p d' 1 

( ) ( ) = ( Y); omdat ( ) E 812 (p) is ( y) in de baan van (x). We mo--1 0 y -x -1 0 -x y 
gen dus aannemen dat x f 0 (zo niet, dan vervangen we namelijk (x) door 

y 
( y)) • Maar 
-x 

o\ x} E 812 (p) 

x 1 transformeert (y) naar (0 ). We konkluderen dat ieder element uit lZP x lZP -

- {O}in de baan van (~) zit. Bijgevolg werkt 812 (p) transitief op ZGP x ~p -{0}. 

Een lijn in lZ x lZ is een verzameling van de vorm p p 

a + lZ b {a+zb I z E lZ } p p 

voor gegeven a ,b E lZ x lZ , b f 0. boor twee gegeven pun ten gaa t preeies p p 
een lijn. Op een lijn liggen preeies p punten. Omdat 81 2 (p) uit lineaire 

transformaties van lZ x lZ bestaat, worden lijnen in lijnen overgevoerd: p p 
voor a ,b E lZ x lZ geldt 

p p 
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g (a+:ll; b) = g (a) + 7l; g (b) . 
p p 

2 
Het platte vlak Zl x 7l; heeft in totaal (p ) / (p) = p (p+l) lijnen, waarvan 

2 p p 2 2 
er (p -1)/(p-1) = p+l door O gaan. Deze p+l lijnen door 0 vormen een baan. 

dl.'t 2 
Ga zelf na. Bestudeer ook in hoeveel Sl2 (p)-banen de resterende p -1 

lijnen (niet door 0) uiteenvallen. De restriktie van de permutatievoorstel

ling van Sl?(p) op de lijnen door 0 is niet getrouw als p > 2; dit ziet men 

in door na te gaan dat -r2 E sl2 (p) de identieke permutatie op de lijnen door 

0 teweeg brengt. Tenslotte een tekening van zi: 3 x zi: 3 inklusief zijn 12 lijnen. 

1.3. 7 VOORBEELD. Laat p priem en n E ])!'. We bekijken de optelgroep van de 

vektorruimte :ll;n , dat wil zeggen (:ll;n ,+,0). Voor a E :ll;n definieren we de 
p p p 

translatie Ta over a als de transformatie gegeven door 

T (x) 
a 

x + a 

De translatie Ta komt met de linksvermenigvuldiging la uit 1.3.l overeen; 

De groep A = {T J a E :ll;n } van alle translaties is dus isomorf met :ll;n . 
a P P 

De ondergroepen Gln(p) en A van Sym(:ll;~) hebben triviale doorsnede, want 

A n {id} en 
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OPGAVEN BIJ §1.3. 

1. Laat Vn de verzameling punten in lR2 uit voorbeeld 1.3.5 zijn. 
Beschouw de afbeelding S: Vn + ~ gedefinieerd door 

21fk . 21fk S(cos ---;--• sin ---;-l = t, waar t E n voldoet aan t = k mod n. 
Volgens Lemma 1.2.9 induceert Seen isomorfisme S': Sym(Vn) + Sym(::J. 
(i) Geef de beelden van a respektievelijk en onder 

S'o res: Dn + Sym(E._). 

(ii) Geef een ondergroep (door uitschrijven van de elementen) van Sym(~) 
die isomorf is met n4 . 

(iii) Bewijs dat n4 niet isomorf is met een permutatiegroep in n als 
n < 4. 

2. De groep H uit Opgave 1.2.6 heeft een permutatievoorstelling in!· 
Bewijs dit door een baan van H bestaande uit 4 vektoren in ~2 aan te 
wijzen. Zo'n voorstelling is niet getrouw. Bestaat er een getrouwe per
mutatievoorstelling van H in 4? Zelfde vraag voor de groep Q uit Opgave 
1.1.9. 

3. Bewijs dat Gl2 (2) een getrouwe permutatierepresentatie van graad 3 heeft 
(namelijk op de vektoren in iz2 x iz2 - {O}). 
Leid hieruit af dat Gl2 (2) isomorf is met Sym(l_). 

4. Laat G = sl2 {p) de groep uit voorbeeld 1.3.6 zijn. Geef de verzameling 
lijnen in lZ x lZ door 0 aan met 1f en de bijbehorende permutatievoor-p p 
stelling met $: G + Sym(7f). 

(i) Bewijs dat Ker $ = {±I2 } als p > 2. 

(ii) Als p = 3, bewijs dan dat $(G) Alt(i_). 
(iii) Is $(Sl2 (7)) isomorf met Alt(2)? 

5. Welke van de volgende permutatiegroepen Gi in 6 zijn transitief? 

G1 <U23) (456), (1346) >; 

G2 <{1234) (56) I (123)>. 

1.4. Nevenklassen 

In deze en de volgende paragraaf maken we gebruik van permutatievoor
stellingen van een eindige groep op haar eigen onderliggende verzameling 
om meer inzicht in de groep zelf te verkrijgen. 



23 

1.4.1. DEFINITIE. Laat Geen eindige groep zijn en laat H een willekeurige 

ondergroep van G zijn. Uit de linksvermenigvuldiging lh: G + G met een ele

ment h E H verkrijgen we de permutatievoorstelling 

H + Sym(G) door het voorschrift llH(h) 

De notatie llH geeft al aan dat het hier om de restriktie van 1 tot H gaat. 

De banen van llH in G heten de rechternevenklassen van H in G. De rechter

nevenklasse die g E G bevat, is Hg= {hg I h EH}. Door g = e te nemen, 

zien we dat H zelf oak een rechternevenklasse is. Omdat banen ekwivalentie

klassen zijn, vormen de rechternevenklassen een partitie van G, dat wil 

zeggen 

G u Hg en (Vg1,g2EG) (Hg1fHg2=0Hg1nHg2=~). 
gEG 

De rechternevenklassen hebben echter oak een voor banen niet altijd gebrui

kelijke eigenschap: ze hebben alle gelijke lengte. 

1.4.2. STELLING (Lagrange). Laat Geen eindige groep zijn waarvan H onder

groep is. Dan is t = !Gl/IHI een natuurlijk getal en zijn er g1 , .•• ,gt E G 

zodat Hg1 ,Hg2 , ••• ,Hgt een partitie van G vormen. Verder geldt voor iedere 

g E G dat IHI = !Hg!. Dust is bet aantal rechternevenklassen van Hin G. 

OPMERKING. OVereenkomstige definitie en uitspraken zijn er natuurlijk oak 

voor linkernevenklassen. 

BEWIJS. Rechtsvermenigvuldiging met g E G geeft een bijektie: 

H +Hg vanwege axioma (ii) uit 1.1.1. Vandaar de laatste uitspraak in de 

stelling. 

Laat k het aantal banen van llH in G zijn. Nummer deze banen met de getallen 

1 t/m ken kies uit de i-de baan een element gi (i=1, •.• ,k). Uit het voor

gaande volgt dat Hg1 , •.. ,Hgk een partitie van G vormt, bestaande uit deel

verzamelingen van kardinaliteit IHI. Nu telt G precies k!HI elementen, dus 

!G! = k!HI = tlHI 

Omdat we k door t mogen vervangen is het bewijs voltooid. D 

1.4.3. KOROLLARIUM. Als Geen eindige groep is en g E G, dan is de orde van 

g een deler van !G!. 

BEWIJS. De orde van g is per definitie de orde van de ondergroep <g> van 

G. 0 
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1.4.4. DEFINITIES. Het getal t uit de stelling heet de index van H in G. 

De kollektie rechternevenklassen van H in G wordt vaak door H\G aangeduid. 

We hebben gezien dat t = IH\GI = IGl/IHI. Voor t= IG/HI schrijven we ook JG:HI. 

De notatie voor de kollektie linkernevenklassen van H in G is G/H. Een stel 

elementen g 1 ,g2 , ••. ,gt E Gals in de stelling heet representantensysteem 

voor de rechternevenklassen van H in G. 

1.4.5. VOORBEELD. De ondergroep Alt(~} van Sym(~} bestaande uit alle even 

permutaties (zie Voorbeeld 1.2.8) heeft een nevenklasse: die der oneven 

permutaties (hoe bewijst u dit?}. De orde van Alt(~} bedraagt dus ~n!. Wat 

zijn de ordes van elementen van Alt(~}, AltCil en Alt(~}? 

Hoewel de orde van ieder element deler van de orde van de groep is, is 

niet iedere deler van de orde van de groep orde van een element. Zo dit 

wel het geval is hebben we met een cyklische groep te doen. 

1.4.6. VOORBEELD. G = Gln(p}. De ondergroep H = Sln(p} uit Voorbeeld 1.1.11 

heeft p- 1 rechternevenklassen met representantensysteem 

1 

1 
\ 
\ 

' ' ·1 

i 

waar i E ZZP. Voor g E G geldt dus det g = i dan en slechts dan als g E Hgi. 

Bewijs dit zelf door gebruik te maken van 

Hg. = {g E G I det g i}. 
1. 

Men rekent eenvoudig na dat 

IGln(p} I = #{onafhankelijke geordende bases van zz;} 
( n n-1) p -p . 

Vergelijk met 1.1. 11 het geval n = 2. Omdat er p - 1 rechternevenklassen van 

Hin G zijn, is de orde van Sln(p} 

n n n n-? n-1 
lsl Cpl I = IGl Cpl l/Cp-1) = Cp -ll (p -p} ... Cp -p ··lp . 

n n 
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1.4.7. LEMMA. Voor iedere eindige groep G, ondergroep H van Gen elementen 

x,y E G geldt 

-1 
xH = yH <= y xH 

-1 
H <= y x EH. 

BEWIJS. Beschouw dit als een oefening. D 

De linkernevenklassen van een ondergroep H van een gegeven groep G 

zijn de banen van de permutatievoorstelling hi+ rh_ 1 , waar r de rechtsver

menigvuldiging met elementen uir H op G voorstelt. Op de kollektie van 

deze banen werkt de hele groep G weer door linksvermenigvuldiging. 

1.4.8. STELLING. Laat Geen eindige groep zijn. Als H ~ G, dan is deaf

beelding lH: G + Sym(G/H) gedefinieerd door 

gkH (g,kEG) 

een transitieve permutatievoorstelling van G van graad IG/HI. 

Andersom, als G een transitieve permutatievoorstelling van graad t 

heeft, dan heeft G een standondergroep H van index t, dus met IG/HI t. 

BEWIJS. Ga zelf na dat lH een morfisme is. Als g,k E G, dan geldt 

er volgt dat lH transitief is. 

Omgekeerd, bij gegeven transitieve permutatievoorstelling ~ van G in 

een verzameling V met·IVI = t kiezen we een v E V vast en nemen we H G~ v' 

de standondergroep van v in G (zie 1.3.2). We l~ten zien dat de index van 

H in G precies t is met behulp van de afbeelding w: G/H + V gedefinieerd 

door w(gH) = ~(g)v (gEG). We merken allereerst op dat W goed gedefinieerd 

-1 
is: als er g,k E G zijn met gH = kH, dan is k g E H vanwege het voorgaande 

. -1 
lemma, dus ~(k g)v = v, zodat ~(g)v = ~(k)v. Verder is w surjektief omdat 

~ transitief is (ga na!). W is ook injektief, want als voor zekere 

-1 -1 
g,k € G geldt ~(g)v ~(k)v, dan is ~(k g)v = v, dusk g EH en (met nog-

maals het lemma) kH gH. 

We konkluderen dat W bijektief is. De verzamelingen G/H en v·bestaan dus 

uit evenveel elementen, te weten IG/HI = lvl = t. D 
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1.4.9. VOORBEELD. Laat n E JN - .!_. De standondergroep bij n E !!_van Sym(!!_) 
als permutatiegroep op!!. is de ondergroep Sym(n-1). We kunnen aan Sym(!!_) 
echter ook de permutatievoorstelling op de parenverzameling 

p {{i,j} I i,j E !!_; i -I j} n 

toekennen. Deze voorstelling n: Sym(!!_) + Sym(Pn) wordt gegeven door 

n(g){i,j} {g(i) ,g(j)} (i, j E !!_; g E G) . 

n Ga zelf na dat n transitief is en van graad C2l. Dit impliceert volgens de 
stelling dat Sym(!!_) een ondergroep van orde 2(n-2) ! heeft. Geef zo'n onder
groep in de gevallen n = 4,5 door uitschrijven van de elementen. 

1.4.10. VOORBEELD. G = Sln(p) heeft, zoals we in 1.3.6 gezien hebben, een 
transitieve permutatievoorstelling op de punten van 2Z x 2Z - {O}. Uit p p 

2 1s12 <pl I = p(p -ll en lzz x zz -
p p 

2 
{O} I = p -1 

leiden we met behulp van de stelling af dat Sl2 (p) een ondergroep van orde 
p heeft en dat deze ondergroep de stabilisator van een gegeven vektor ~ O 
in 2Z x 2Z is. Als dit de vektor (1) is, dan is de betreffende ondergroep p p 0 

H {( 1 k) I k E 2Z } 
\.O 1 p · 

In 1.3.6 bleek sl2 (p) ook een transitieve permutatievoorstelling van graad 
p + 1 op de lijnen door 0 te bezitten. Bij gevolg heeft s12 (p) ook een onder
groep van orde p(p-1). Geef zelf zo'n ondergroep aan die H omvat. 

1.4.11. VOORBEELD. Groep van isometrieen van de kubus. 
Beschouw een kubus in de Euklidische ruimte. We willen de groep G van alle 
isometrieen bepalen die de kubus in zichzelf overvoeren. Een isometrie is 
een draaiing of een spiegeling. Het wordt aan uzelf overgelaten om aan te 
tonen dat G een getrouwe permutatievoorstelling op de 8 hoekpunten van de 
kubus heeft. 
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B8 7 

5 
-

3 
I 

1 2 

Nummeren we de hoekpunten als in de figuur, dan korrespondeert iedere iso

metrie die de kubus in zichzelf overvoert dus met een permutatie op .§_, ter

wijl geen twee verschillende isometrieen bij dezelfde permutatie behoren. 

Verwaarlozen we het bij de getrouwe permutatievoorstelling G + Sym(.§_) be

horende isomorfisme, dan kunnen we G als ondergroep van Sym(.§_) opvatten. 

Hiervan gebruik makend zien we dat draaiing (rechtsom) van 90° om de verti

kale as door het midden van het vierkant met hoekpunten 5,6,7,8 de permuta

tie (1 2 3 4) (5 6 7 8) E G oplevert, en dat spiegeling om het horizontale 

vlak door het midden van de vertikale ribben de permutatie 

(1 5) (2 6) (3 7) (4 8) E G geeft. 

We zullen nu twee methoden schetsen om de orde van G te bepalen. Ge

zien de twee bovengenoemde transformaties is G transitief op 8. Derhalve 

weten we dankzij 1.4.8 dat IGI = !G1 !8. 

Om !G1 I te berekenen, konstateren we allereerst dat G1 de punten op afstand 

de lengte van een ribbe (dus de punten 2,4,5) in elkaar moet overvoeren. 

Draaiing van 120° om de as door de punten 1 en 7 doet inzien dat de permu

tatie (2 4 5) (3 8 6) bevat is in G1 • Restriktie van G1 tot {2,4,5} geeft de 

permutatievoorstelling p: G1 + Sym{2,4,5}, gegeven door 

p(g) = gl{2,4,5} 

Zo is p((2 4 5) (3 8 6)) = (2 4 5). Hieruit blijkt onmiddellijk dat p tran

sitief is op {2,4,5}. We passen Stelling 1.4.8 nogmaals toe: 

waar 

Is tenslotte x E G112 een niet-triviale isometrie, dan kan x geen draaiing 

zijn (anders zou de ribbe door 1 en 2 draaiings-as zijn) , dus moet x spie

geling zijn met spiegelvlak door de hoekpunten 1 en 2. Zo doorgaande vinden 

we x = (4 5) (3 6) en blijkt !G112 1 = 2. Dus IGI = !G1 !8 = JG112 !24 = 48. 
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Voor de tweede methode om de orde te berekenen gebruiken we dat iedere 
isometrie die de kubus in zichzelf overvoert de tetraeder door de punten 
1,3,6,8 hetzij in zichzelf, hetzij in de tetraeder 2,4,5,7 overvoert. Dit 

induceert een permutatievoorstelling o: G + Sym{{l,3,6,8},{2,4,5,7}} die 
transitief is (immers o((1 5)(2 6)(3 7)(4 8)) = ({1,3,6,8},{2,4,5,7})). 

Maak zelf de berekening af met Stelling 1.4.8. 

OPGAVEN BIJ §1.4 

1. Laat Geen groep zijn en laat X,Y,Z deelverzamelingen van G zijn, Met XY 
geven we de deelverz~eling {xylxE X, yE Y} van G aan. 

(i) Ga na dat als X een ondergroep van G is, XY uit rechternevenklassen 

van X bestaat. 

(ii) Bewijs (XY)Z = X(YZ). 

2. Wat zijn de rechternevenklassen van {1, (12)} in Sym(_~)? 

Wat zijn de linkernevenklassen van deze ondergroep? 

*3. (i) Bewijs dat c (p priem) geen echte niet-triviale ondergroepen p 
heeft. 

(ii) Bewijs dat iedere eindige groep zonder echte niet-triviale onder

groepen isomorf met C voor zeker priemgetal p is. p 

4. Bewijs dat een eindige groep van priemorde noodzakelijk cyklisch is. 

5. Bewijs voor een drietal ondergroepen X,Y,Z van een gegeven groep de 

ekwivalentie van de volgende twee uitspraken 

(i) (XY) n (XZ) = X(YnZ) 

(ii) (XnY) (XnZ) = xn(YZ). 

Geef een voorbeeld aan waaruit blijkt dat (i) niet altijd geldt. 

1.5. Konjugatie 

Laat G een eindige groep zijn. Voor g E G hebben we de afbeelding 
c: G + G gedefinieerd door c (x) = gxg-l (konjugatie met g; zie 1.2.10). g g 
Deze afbeelding induceert een permutatievoorstelling c: G + Sym(G) door 
g ~ c . ·rmmers: voor alle g,h,x E G geldt g 

dus c is inderdaad een groepsmorfisme. Het beeld van G onder c in Sym(G) 
is trouwens Int G. Met Lemma 1.2.2(ii} volgt dus nogmaals dat Int Geen 

ondergroep van Sym(G) is (vergelijk Propositie 1.2.12). 



1.5.1. DEFINITIES. De banen van Int G in G heten konjugati~klassen of ook 

wel inklassen van G. Twee elementen x,y E G zitten dus in dezelfde konju-
-1 

gatieklasse precies dan als voor zekere g E G geldt y = gxg . We zeggen 

dan dat x en y gekonjugeerd zijn (onder g) in G. In de lineaire voorstel

lingstheorie voor groepen spelen deze inklassen een belangrijke rol. De 

permutatievoorstelling c is niet transitief als G niet-triviaal is, omdat 

{e} zelf een konjugatieklasse is. De standondergroep G~ van een gegeven 
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x E G heet centralisator van x in Gen wordt genoteerd als CG(x). Er geldt 

CG(x) = {g E G I gx = xg}. Zo is CG(e) = G. Voor g E G geldt in het alge

meen dat g E CG (g) . De verzameling {g E G [ C G (g) = G} heet het centrum 

van Gen wordt met Z(G) aangegeven. Z(G) bestaat uit die elementen van G 

die met alle andere elementen uit de groep kommuteren. 

1.5.2. LEMMA. Z(G) is een ondergroep van G. 

BEWIJS. Z(G) =Ker c. 0 

1.5.3. PROPOSITIE. Laat Geen groep zijn en laat K1,K2 , ... ,Kr de konjugatie

klassen van G zijn die meer dan een element bevatten. Kies 

X, E 
l 

(i) 

(ii) 

K. (i = 1,2, ... ,r). Dan geldt: 
l 

\K. \ = \G\/\CG(x.) \; 
l l 1 

\G\ = \Z(G) \ + l:I=l \CG(xi) \- • \G\. 

BEWIJS. (i) volgt uit Stelling 1.4.8, terwijl (ii) uit (i) en sommatie 

over alle banen van c in G te verkrijgen is. D 

1.5.4. VOORBEELD. G = Sym(~). Als n = i 1+i 2+ ... +it met il ~ i 2 ~ ~it> 0 

een partitie van n is, dan is de deelverzameling van Sym(~) van alle permu

taties metals disjunkte kringsplitsing een prooukt van i.-kringen 
J 

(j = 1,2, ... ,t) een inklasse van Sym(~). (Bedenk dat voor g E Sym(~) geldt 

Ga na dat alle inklassen van Sym(~) zo te verkrijgen zijn. In het bijzonder 

is het aanta,l inklassen van Sym(~) gelijk aan het aantal partities p(n) va.n 

n. Er geldt 

p(n) 

met 

n 
L cr(k)p(n-k), 

n k=l 
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p(O) en CJ (k) l d. 

d/k 

Geef zelf het bewijs hiervan. Door de betrekking ligt p(n) voor alle n E lN 

vast: 

p ( 1) 1, p (2) 2; p (3) 3; p(4) 5; p(5) 7, 

p(6) 11, 

Ter illustratie geven we voor elk van de 5 partities van 4 een element uit 

de bijbehorende inklasse en de lengte van die inklasse: 

partitie element lengte 

1+1+1+1 1 = (1) (2) (3) (4) 

2 + 1 + 1 (12) 6 

2+2 (12) ( 34) 3 

3 + 1 (123) 8 

4 (1234) 6 

Bereken zelf de lengte van de 6 inklassen f {1} in het geval n 5. 

Voor welke n E lN is Z ( Sym (:?;) ) van orde > 1? 

1.5.5. VOORBEELD. G = sl2 (7). Het centrum van G bestaat uit de twee elemen

ten 1 2 en z = -12 . De 11 matrices 

12 , z, a=(~~), 2 
a 

d ( 1 3 ) en zd 
0 1 

c; ~)I 

(~ ~)I b (~ ~)I 

c (~ ~) I zc, 

zijn onderling ongekonjugeerd. Dit is onmiddellijk duidelijk voor tweetal

len waarvan het spoor of de orde verschillend is. Slechts voor de stellen 

c, d en zc, zd is een ekspliciete berekening nodig (voer die zelf uit). 

Bepaal ook de centralisatoren van elk van de 11 gegeven elementen. 

Noemen we de lengte van de inklasse van x E G even k , dan volgt dank-
x . 

zij Propositie 1.5.3(i) uit de kennis over de centralisatoren dat kx zich 

als volgt gedraagt: 
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x k 
x 

I 2 ,z 

2 
56 a,a 

2 3 
b,b ,b 42 

c,zc,d,zd 24 

De betreffende konjugatieklassen bevatten gezamenlijk dus 

2·1 + 2·56 + 3·42 + 4·24 336 elementen. 

Omdat [81 2 (7) I = 336 (zie Voorbeeld 1.4.6) zijn dit alle konjugatieklassen 

van G 81 2 (7). Er volgt ondermeer dat 

Tot nu toe hebben we konjugatieklassen van elementen van een groep G 

bekeken. We kunnen echter oak deelverzamelingen van G konjugeren. We gaan 

daarbii uit van het in navolgend lemma geformuleerde principe, dat voor 

iedere permutatievoorstelling op gaat. 

1.5.6. LEMMA. Als Geen eindige groep is, Veen eindige verzameling en 

~: G + 8ym(V) een permutatievoorstelling is, dan kunnen we ~ uitbreiden tot 

de permutatievoorstelling 

waar 2V de kollektie deelverzamelingen van V is. 

BEWIJ8. ~v wordt gegeven door g E Gen M ~ V gedefinieerd door 

v 
~ (g) M := ~ (g) (M) {~(g)m I m EM}. 

Werk zelf de details uit. Waarom is er sprake van 'uitbreiding'? D 

1.5.7. DEFINITIES. Laat M een deelverzameling van G zijn. De stabilisator 

G~v van Min G bij de permutatievoorstelling cv wordt de normalisator van 
v 

c I -1 } 
Min G genoemd; notatie NG(M). Dus NG(M) =GM = {g E G gMg = M. 
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Uit Stelling 1.4.8 volgt dat M precies IGl/ING{M) I gekonjugeerden heeft. 

Als H een ondergroep van G is, dan is H ondergroep van NG(H) en 

cv(g)H -1 
gHg 

ondergroep van G voor elke g E G (bewijs dit laatste rechtstreeks of met 

gebruikmaking van de morfisme-eigenschappen uit Lemma 1.2.2 voor c ). 
v g 

De banen van c bestaan dus ieder of uitsluitend uit ondergroepen of bevat
v ten geen enkele ondergroep van G. De groepen in de c -baan van H s G zijn 

precies alle standondergroepen in de permutatievoorstelling lH van G in G/H 
v uit Stelling 1.4.8. Bestaat de baan van H onder c alleen uit H zelf, dan 

heet H normaaldeler van G; notatie H g G. Anders gezegd, H is normaaldeler 

als NG(H) =G. In het algemeen geldt Hg NG(H). De normaaldelers worden in 

de volgende paragraaf verder besproken. 

1.5.8. PROPOSITIE. Laat Geen groep zijn. Als H,K S G, dan: 

(i) IHKI = IKHI = IKl·IHl/IKnHI; 

(ii) HK S G <=>HK = KH; 

(iii) H S NG(K) =>HK S G. 

(iv) (H :51 G A K S G) => HK S G 

BEWIJS. (i).De afbeelding µ: HxK ~HK, gegeven door 

µ(x,y) = xy (x E H, y E K), 

is surjektief. Het inverse beeld van xy is 

-1 -1 I µ (xy) = {(xz ,zy) z EH n K} 

(verifieer dit zelf) en bestaat dus uit IHnKI elementen, ongeacht de keuze 

van x E H en y E K. Vandaar dat het beeld van H x K onder µ kardinali tei t 

heeft. Aan de andere kant heeft het beeld IHKI elementen omdat µ surjektief 

is. We hebben dus de gelijkheid IHKI = IHI ·IKl/IHnKI. 

Omdat het rechterlid symmetrisch is in H en K, is de uitdrukking ook gelijk 

aan IKHI. 

(ii). Stel HK $ G. Dan geldt 



HK {xy / x EH, y EK}= {(xy}-l X E H, y E K} 

{y-lx-l / x E H, y E K} = {yx / x E H, y E K} KH. 

Andersom, als HK= KH en z 1,z2 E KH, dan zijn er xi EH en yi EK zodat 

(i 1, 2} • 

Verder zijn er a E H, b E K zodat y 1x2 = ab E HK, dus 

We konkluderen dat HK gesloten is onder vermenigvuldiging. We zijn klaar 

dankzij Lemma 1.1.4. 

(iii). H $ NG(K) zegt dat voor alle h E H geldt hK 

HK = KH zodat (ii) toegepast kan worden. 

(iv) Dit is een direkt gevolg van (iii) . 0 

Kh. Hieruit volgt 
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1. 5. 9. VOORBEELD. Laa t G = Sym (2Zn) 
p 

en beschouw H = Gln(p). Als permutatie-

groep op l!l:n is 
n P 

:zi;a 
p 

zelf een groep met als vermenigvuldiging de vektoroptel-

ling. :zi; kent 
p 

dus ook de getrouwe linksreguliere permutatievoorstelling 

1 van 2Zn in zichzelf. Voor a E 2Zn is 1 niet anders dan translatie over 
p p a 

a, want voor iedere x E 2Zn geldt 1 (x) = a + x. (Vergelijk Voorbeeld 1. 3. 7). 
p a 

De verzameling beelden van 2Zn onder 1 in G geven we aan met A. Omdat voor 

n P -1 
alle g EH en a E 2Z geldt gl g 1 is H ondergroep van NG(A). Dankzij 

p a ga 

Stelling 1.5.B(iii) leiden we hieruit af dat AH= AGln(p) een permutatie-

groep is. Deze groep heet de groep van affiene transformaties op 2Zn. Omdat 
. p 

A n H = {10 } = {In} volgt uit (i) van de voorg~ande stelling dat de orde 

van AGln(p) precies 

n n n n n-1 
p (p -1) (p -p) ... (p -p } 

is. In het bijzonder is AG1 1 (p) de groep van orde p(p-1) bestaande uit alle 

permutaties van 2Zp van de vorm 

z t+ az + b (a E 2Z - {O}, 
p 

b E 2Z } • 
p 
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OPGAVEN BIJ §1.5. 

1. (i) Schrijf de konjugatieklassen van o 4 uit Voorbeeld 1.1.12 neer. 

(ii) Geef voor ieder element in o 4 de centralisator van dat element. 

(iii) Schrijf de ondergroepen van o4 uit in gekonjungeerden. 

(iv) 

(v) 

Bepaal Z(o4). 

Geef alle normaaldelers van O . 
4 

2. Als opgave 1, maar nu voor Alt(~) in plaats van o 4 . 

3. Laat zien dat iedere ondergroep N van de groep G bevat in Z(G) normaal

deler in G is. 

-1 -1 *4. Laat Geen groep zijn en laat x,y E G. Bewijs dat CG(xyx ) = xCG(y)x . 

5. Laat x element zijn van de eindige groep G. Laat zien dat het aantal 

gekonjungeerden van xn voor iedere n E JN een deler is van het aantal 

gekonjugeerden van x. 

6. Gegeven is een tweetal groepen G,H. Bewijs: 

(i) GXH {(g,h) I g E G, h EH} is een groep onder de vermenigvul-

diging (gl,hl) • (g2,h2) = (glg2,hlh2). 

(ii) G x {e} is normaaldeler van G x H en isomorf met G. Evenzo is {e} x H 

normaaldeler van G x H en isomorf met H. 

(iii) Als G,H eindig zijn, dan is !GxHI = IGl•IHI. 

7. Bewijs dat: 

(i) 02 ~ c2 x c2 

(ii) 06 ~ o 3 x c2 

(iii) c ~ c x c als ggd(m,n) = 1. mn m n 

8. oefinieer op G = zz 2 x zz 3 de vermenigvuldiging 

(i) Bewijs dat G een groep vormt onder deze operatie. 

(ii) Bewijs dat G ¥ c2 x c3 . 

(iii) Geef van ieder element in G de centralisator en het aantal 

gekonjugeerden. 

*9. Bewijs dat: 

(i) Alt(n) wordt voortgebracht door haar 3-kringen. 

(ii) Sym(~) wordt voortgebracht door (12) en (12 ... n). 



*10. Laat H een permutatiegroep op een eindige verzameling V zijn. Bewijs 

achtereenvolgens: 

(i) Voor elke h E H is de verzameling vaste punten onder h een ver

eniging van CH(h)-banen. 

(ii) Als H abels is, dan is voor elke v E V de groep Hv triviaal. 

1.6. Normaaldelers en karakteristieke ondergroepen 

we hebben gezien dat een morfisme $: G + G' van groepen aanleiding 

geeft tot een ondergroep Ker $ van G. Niet iedere ondergroep van G is als 

kern van een op G gedefinieerd morfisme te schrijven. Dit is als volgt in 

te zien: Stel H Ker$, de kern van een groepsmorfisme $: G + G'. Dan 

geldt 

(\Ix E H) ('Vg E G) 
-1 

(gxg E H). 

Immers, als $ (x) e' E G', dan geldt voor g E G ook 

-1 -1 -1 
$(gxg ) = $(g)$(x)$(g ) = $(g)$(g ) = $(e) e'. 
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-1 
dus gxg E H. De kern van een morfisme is dus invariant onder alle inwen-

dige automorfismen van G. Dit betekent dat voor alle g E G geldt 

c (H) 
g 

-1 
gHg ~ H. Omdat c een bijektie is komt dit overeen met c (H) = H, 

g g 

zodat H normaaldeler van G is (zie 1.5.7). De konklusie is dat H ::! G een 

noodzakelijke voorwaarde voor H ~ G is opdat H de kern van een morfisme van 

G is. De ondergroep <(12)> van Sym(lJ is derhalve voorbeeld van een onder

groep die geen kern van een morfisme zijn kan. De noodzakelijke voorwaarde 

van hierboven opdat H de kern van een morfisme gedefinieerd op G is, is 

echter wel voldoende: 

1.6.1. STELLING. Laat Geen groep en H een ondergroep van G zijn. Devol

gende uitspraken zijn ekwivalent: 

(i) H is normaaldeler van G; 

(ii) ('Vg E G) (gH Hg); 
-1 

(iii) ('Vx E H) ('Vg E G) (gxg E H); 

(iv) H =Ker lH voor de permutatievoorstelling lH uit 1.4.8; 

(v) er is een groep G' en een morfisme $: G + G' zodat H = Ker $. 

BEWIJS. (i) ~ (ii) verkrijgt men door op te merken dat rechtsvermenigvul

diging met g een bijektie is. 
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(ii) <==> (iii) Doe zelf. 

(i) ~ (iv) Als H $ G, dan is H standondergroep onder lH van ieder element 

uit G/H, getuige 1.5.7. Dit impliceert dat H =Ker lH. 

(iv) ~ (v) is triviaal. 

(v) ~ (ii) is aangetoond in de opmerking die aan de stelling vooraf gaat. D 

1.6.2. KOROLLARIUM. Als H ~ G, dan is G/H voorzien van de vermenigvuldiging 

een groep. Verder is H kern van het epimorfisme $: G + G/H gedefinieerd 
door 

$(g) gH (gEG). 

BEWIJS. De vermenigvuldiging op G/H is goed gedefinieerd. Als voor 

g 1 ,gi,g2 ,g2 E G geldt 

en 

dan is 

giHg2 

Het een-element van G/H is eH =H. Verifieer zelf dat de overige axioma's 

voor de groep G/H gelden en dat $ een epimorfisme is. Tenslotte geldt 

Ker ~ = {g E G I gH = H} H. 

1.6.3. KOROLLARIUM. Voor elke groep G is het centrum Z(G) normaaldeler 
van G. 

1.6.4. VOORBEELDEN. Alt(~) ~ Sym(~). Deze ondergroep is namelijk de kern 

van het in 1.2.8 beschreven morfisme sg: Sym(~) + :;z2 • 

In het algemeen geldt voor H $ G met /G/H/ = 2 dat H ~ G. Ga na waarom! 

D 

Dus en ~ Dn. Ondergroepen van grotere index zijn in het algemeen niet zon

der meer normaaldeler. Alt (~) heeft een normaaldeler van index 3, namelijk 
de vier-groep van Klein uit 1.3.3. Daarentegen heeft D3 uit Voorbeeld 

1.1.12 een ondergroep van index 3 die geen normaaldeler is, te weten <a>. 



1.6.5. LEMMA. G is een groep. 

(i) Als K $ G en H ~ G, dan K n H ~ K; 

(ii) als K $ H $ G en K ~ G, dan K ~ H. 

BEWIJS. Te beschouwen als een oefening. D 

In 1.6.2 hebben we gezien dat G/H op natuurlijke wijze een groep en 

homomorf beeld van G is. We laten nu zien dat ieder homomorf beeld van G 

isomorf is met zo'n faktorgroep. 

1.6.6. (Eerste isomorfie- en korrespondentie-) STELLING. Laat $: G + G' 

een epimorfisme van eindige groepen zijn. Dan geldt 

(i) G' ~ G/Ker $. 
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(ii) Er is een eenduidige korrespondentie tussen de ondergroepen van G die 

Ker$ omvatten en de ondergroepen van G'. Zo'n ondergroep H van G 

korrespondeert met zijn beeld H' = $(H) in G'. Verder is H ~ G 

precies dan als H' ~ G'. 

BEWIJS. (i) Het epimorfisme $ induceert een afbeelding ~: G/Ker $ + G' door 

~(g Ker$) = $(g). Ga zelf na dat deze afbeelding goed gedefinieerd is. ~ 

is een morfisme: als g,h E G, dan is in verband met het feit dat Ker $ nor

maaldeler is, 

~(g Ker $•h Ker $) ~(gh Ker $) = $(gh) = $(g)$(h) 

~(g Ker $)~(h Ker$). 

surjektiviteit van ~ volgt uit die van $. Tenslotte is ~ injektief, want 

als ~(g Ker$)= e' E G', dan is $(g} = e', du& g E Ker$, zodat g Ker$ 

= Ker $. 
-1 

(ii). Als H' s G', dan omvat $ (H') de kern van$ omdat e' EH'. Als verder 

-1 
H $ G met $(H) = H' en Ker$$ H, dan geldt H $ $ (H') en is er voor 

x E $-1 (H') een h EH zo dat $(x) =$(h).Er volgt xh-l E Ker$, dus x 

(xh-1Jh E (Ker $)H =H. De konklusie is dat H = $-1 (H'). 

We hebben aangetoond dat de korrespondentie H + $(H} injektief is op 

de verzameling ondergroepen die Ker $ omvatten. Doe de rest zelf. D 
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\ 1.6.7. VOORBEELDEN. Q/C4 - c2 waar Q de quaterniongroep uit Opgave 1.1.9 is. 

Alt(~)/V""' c 3 , waar V {1, (12) (34), (13) (24), (14) (23) }; 

AG1 1 (p)/A ""'Gl 1 (p) met A als in 1.5.9; 

Sym(~). 

van elke eindige groep G zijn {e} en G normaaldelers. 

1.6.8. DEFINITIE. Een eindige groep G heet enkelvoudig als {e} en G de 

enige normaaldelers van G zijn. Een echte normaaldeler H van G heet 

maksimale normaaldeler als er behalve H geen echte normaaldelers zijn die 

H omvatten. Ga na dat G tenminste een maksimale normaaldeler heeft, maar 

mogelijk meerdere. 

1.6.9. KOROLLARIUM. In een groep G is H een maksimale normaaldeler dan en 

slechts dan als G/H een niettriviale enkelvoudige groep is. 

1.6.10. VOORBEELDEN. c (p priem) is enkelvoudig, want C kent geen andere p p 
ondergroepen dan {e} en C . Oak Alt(n) is enkelv_oudig als n 2 5. Dit kan p -
bewezen warden uit het ongerijmde door aan te tonen dat elke niet-triviale 

normaaldeler een 3-cykel omvat en dat Alt(~) voortgebracht wordt door de 

deelverzameling van al haar 3-cykels. Later zullen we echter een ander be

wijs geven. Tenslotte vermelden we dat Sl (K)/Z(Sl (K)) enkelvoudig is als n n 
K een eindig lichaam is en n E lN zodanig dat n > 2, of n = 2 en !Kl > 3. 

Ook hier komen we later op terug. 

In de rest van deze paragraaf laten we zien dat abelse homomorfe beel

den van een gegeven groep korresponderen met normaaldelers die een bepaalde 

normaaldeler omvatten. We gaan daartoe uit van een morfisme ~: G + G' van 

een groep G naar een andere groep G'. 
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Als G' abels is, geldt voor iedere g,h E G dat 

-1 -1 -1 1 
$(ghg h ) = $(g)$(h)$(g) $(h)-

e' E G'. 

Er volgt dat A= {ghg-lh-l \ g,h E G} in Ker$ bevat is. 

Andersom, als deze verzameling A deel van Ker $ is en a,b E G' wille

keurige beelden zijn, dan zijn er g,h E G zodat 

$(g) =a en $(h) = b, 

terwijl 
-1 -1 -1 -1 

aba b = $(ghg h ) = e'. 

Hieruit volgt ab = ba. We konkluderen dat G' abels is. 

1.6.11. DEFINITIES. De elementen van de verzameling A heten kommutatoren 

van G. Een kommutator is dus een element van G van de vorm 

-1 -1 
ghg h 

Het een-element e = e•ee-le-l is een kommutator, maar het produkt van twee 

kommutatoren hoeft in het algemeen geen kommutator te zijn. Met andere woor

den, er zijn groepen G waarvoor de verzameling A van kommutatoren geen on

dergroep van G is. De door A voortgebrachte ondergroep van G heet kommuta

torgroep van G en wordt met D(G) aangegeven. 

1.6.12. LEMMA. Laat Geen eindige groep zijn. Er geldt: 

(i) D(G) :'1 G; 

(ii) D(G) {e}.,.. G is abels; 

(iii) als H ~ G, dan [G/H abels .- D(G) s H]; 

(iv) voor H s G geldt [D(G) s H • H· ~ G]. 

BEWIJS. (i) volgt uit de invariantie van A onder Int(G). Werk zelf de 

details ui t. 

(ii) wordt aan U overgelaten. 

(iii). Laat H ~G. De implikatie "•" volgt uit de opmerkingen, vooraf

gaande aan 1.6.11. Ten aanzien.van "<=" merken we op dat uit D(G) s H 
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volgt dat G/H homomorf beeld van de abelse groep G/D(G) is. Hieruit blijkt 
dat G/H ook abels is. 

(iv). Via H/D(G) 9 G/D(G) en toepassing van Stelling 1.6.6(ii) verkrijgt 
men dat H normaaldeler van G is. D 

1.6.13. VOORBEELDEN. Laat Valsin 1.6.7 gedefinieerd zijn. Dan is 

D(Sym(!!:)) D(Alt(~)) V; D(V) '= {e}. 

Omdat D(D) = C, geldt D(D(D )) = {e}. n n n 

1.6.14. VOORBEELD. Groep van isometrieen van de kubus. Notatie als in 

1.4.11. We berekenen nogmaals de orde van G, de groep van alle isometrieen 

die de kubus in zichzelf overvoeren, maar nu met behulp van Stelling 1.6.6. 

De kubus telt 4 lichaamsdiagonalen: een door en 7 die we kortheidshalve 

met 17 aangeven en op dezelfde wijze genoteerd 28 35 46. Een isometrie die 
de kubus in zichzelf overvoert, voert de 4 lichaamsdiagonalen ook in elkaar 

over. Dit geeft een permutatievoorstelling 

1T: G-+ Sym{U,28,35,46}. 

Ga zelf na dat 1T surjektief is en dat IKer 1TI 

we tot 

~IGI = lsym{U,28,35,46}1 2 24 en 

Ga zelf na dat Z(G) =Ker 1T en bereken ID(G) I. 

2. Via Stelling 1.6.6 komen 

48. 

We komen nu toe aan een bijzondere klasse normaaldelers. 

1.6.15. DEFINITIE. Een ondergroep N van een gegeven groep G heet karak
teristiek in Gals voor iedere a E Aut(G) geldt a(N) = N. Notatie N ~G, 

of als N # G ook N ~G. In elke groep G zijn {1} en G karakteristieke on

dergroepen. Als dit de enige zijn, dan heet G karakteristieke enkelvoudig. 

Het volgende lemma geeft aan dat karakteristieke ondergroepen van nut kun

nen zijn bij het opsporen van normaaldelers. 

1.6.16. LEMMA. Laat G een eindige ondergroep zijn en K, H ondergroepen van 
G. Dan geldt 

(i) K !ll G => K :;! G 

(ii) K 11 H Sl G => K Si G. 
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BEWIJS. 

(i) Konjugatie met een element uit G is een automorfisme van G en laat K 

dus invariant. 

(ii) Konjugatie met een element uit G laat H invariant, induceert dus een 

automorfisme van H, zodat K daaronder invariant blijft. D 

1.6.17. VOORBEELDEN. Ga na dat in elke groep G zowel Z(G) als D(G) karak

teristieke ondergroepen zijn. Ook de doorsnede van alle maximale ondergroe

pen is een karakteristieke ondergroep (de zogenaamde Frattin~-groep, we 

komen hier in hoofdstuk 5 op terug). 

Een minimale normaaldeler van een groep G is een niet-triviale normaaldeler 

die geen andere niet-triviale normaaldelers van G ecLt omvat; vanwege 

1.6.16(ii) is een minimale normaaldeler karakteristiek enkelvoudig. De 

viergroep van Klein is een minimale normaaldeler van Sym(4) • Karakteristiek 

enkelvoudige groepen zijn dus niet noodzakelijk enkelvoudig. 

In opgave 1.8.12 komt een stelling aan de orde die het begrip karakteris

tiek enkelvoudig aan het begrip enkelvoudig relateert. 

OPGAVEN BIJ §1.6 

1. Bewijs: 

2. 

(i) Als G een eindige groep is en als G/Z(G) cyklisch is, dan is G 

abels. 

(ii) Iedere abelse enkelvoudige groep G is isomorf met C voor zeker 
p 

priemgetal p. 

G is een groep en H,K zijn ondergroepen van G. 

(i) Weerleg aan de hand van een tegenvoorbeeld de uitspraak· 

"H :::! K 9 G, dan H :::! G". 

(ii) Bewijs; K -<l H 11G-+K11 G. 

(iii) Bewijs dat de uitspraak in (i) waar is als K cyklisch is. 

(iv) Laat zien dat uit H 9 G ·en IHI = 2 volgt H g Z (G) • 

3. Bepaal alle minimale normaaldelers van Sym(!) en van Dn. 

*4. (i) Bewijs dat Int G isomorf is met G/Z(G). 

(ii) Bewijs: Int G :::! Aut G. 

*5. Kies een symbool w i zz 2• Laat K de verzameling zijn die bestaat uit de 

4 elementen a+ bw (a,b E Zl 2). We voorzien K van de optelling 
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(a+ bw) + (c + dw) (a+ c) + (b + d) w, 

en de vermenigvuldiging 

(a+bw)(c+dw) = (ac+bd) + (bc+bd+ad)w. 

(i) Laat zien dat K met de gegeven optelling en vermenigvuldiging een 

lichaam is. 

De groep AGln(K) wordt gedefinieerd analoog aan AGl (?Z ) uit voorbeeld n p 
1.5.9 van het diktaat. 

(ii) Bereken de ordes van Gln(K), AGln(K), Sln(K), Z(Gln(K)) en Z{Sln(K)). 

(iii) Is AG1 1 (K) isomorf met Alt(~)? Met D6 ? Motiveer uw antwoord. 

(iv) Bewijs: Sl 2 (K) ~Alt(~). 

6. Laat op G = zz;2 de vermenigvuldiging • gegeven zijn door: 

(i) Bewijs dat G met deze vermenigvuldiging een groep is. 

(ii) Laat zien dat D(G) meer dan de kommutatoren van G alleen bevat. 

7. U mag in deze opgave gebruiken dat Alt(~) enkelvoudig is als n > 4. 

(i) Bewijs dat Alt(~) voor n > 4 geen echte ondergroep van index < n 

bezit. 

(ii) Bepaal een getrouwe transitieve permutatievoorstelling van Alt(~) 

van graad 6. Beargumenteer uw antwoord. 

(iii) Wat zijn de verschillende ordes van echte ondergroepen van Alt(~)? 

Schrijf voor elk van deze ordes alle elementen uit een ondergroep 

van die orde op. 

8. Bewijs dat iedere niet-abelse groep van orde 8 of isomorf is met Q uit 

Opgave 9 van §1.1 of met D4 (let wel: 

Q 

Aanwijzing: gebruik Opgave 3 van §1.1. 

*9. Laat n E JN, n <: 2 en schrijf t; = exp(7ri/n). De groep Qn is de onder

groep van sl2 (~) voortgebracht door 

u en v 
0 -1 

( 1 0 ) . 



Bewijs achtereenvolgens: 

(iii) Qn/<u> ~ c2; 

(iv) lz (Qn) I 2; 

(v) Qn/Z(Qn) ~ Dn de diedergroep van orde 2n uit Voorbeeld 1.1.12; 

(vi) Q2 ~Quit Opgave 1.1.9; 

(vii) D(D(Qn)) = {e}. 

De groep Q wordt wel de gegeneraliseerde quaterniongroep van orde 4n 
n 

genoemd. 

*10. Laat H ~ G. Bewijs dat de kern K van de permutatievoorstelling 

lH: G + Sym(G/H) 

de grootste normaaldeler van G, bevat in K, is. 
-1 

(Aanwij zing: K = n gHg . ) 
gEG 

*11. Bewijs: IGI = 6 => G ~ c6 of G ~ Sym(~). 

*12. Bewijs achtereenvolgens voor elk priemgetal p: 

(i) IG I = pn (n E :N) => Z (G) # 1. 

(Aanwijzing: bekijk de banen ender c 
g 

p 2 => G is abels. 

in G.) 
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(ii) IGI 

(iii) IGI 
2 

p => G ~ C 2 of 
p 

G ~ C x C ( dat 
p ~ 

wil zeggen de optelgroep van 

de 2-dimensionale vektorruimte :;z ) • 
p 

13. G s1 2 (p) voor een priemgetal p. 

(i) Bewijs dat lz(sl 2 (p)) I= 2 als p <: 3. 

(ii) Bewijs dat voor p <: 3 er geen echte normaaldeler H van G is die 

Z(Sl 2 (p)) omvat zowel als een element van de vorm (1 .c) voor 
0 1 

zekere c # 0. 

(iii) Bewijs dat sl2 (p)/Z(Sl 2 (p)) enkelvoudig is voor p <: 5. 

De groep uit (iii) wordt in het algemeen aangegeven met PS1 2 (p) en is 

op te vatten als permutatiegroep op de verzameling lijnen door 0 in 

zi; x zi; • 
p p 

(iv) Gana dat voor p > 5 geen der groepen PS1 2 (p) isomorf is met een 

der groepen Alt(~). 

(v) Bewijs dat PS1 2 (5) ~Alt(~). 

(Aanwijzing: PS1 2 (S) heeft een getrouwe transitieve permutatie

voorstelling van graad 6; gebruik Opgave 7 om hetzelfde voor 

Alt(~) te bewijzen; vergelijk beide permutatiegroepen.) 
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14. Bepaal Z(AGll (p)) en D(AG1 1 (p)). 

15. Bewijs: Als een groep G een ondergroep H van index n heeft, dan omvat H 

een normaaldeler K (van G) zodat IG/KI een deler van n! is. 

(Aanwijzing: Neem K als in Opgave 10 van §1.6.) 

*16. Voor H ~ G geven we met eG(H) de groep hQH eG(h) aan. 

Bewijs dat NG(H)/eG(H) isomorf is met een ondergroep van Aut(H). 

17. Bewijs: 

(i) Aut(Sym(i)) = Int(Sym(i)) 2'! Sym(i). 

(ii) Er bestaat geen eindige groep G zodanig dat D(G) = Sym(il. 

18. Laat zien dat als G een groep is zodat ID(G) I = m, de lengte van de 

konjugatieklassen in G hoogstens m is. 

*19. Laat m een deler zijn van n. Bewijs dater precies een ondergroep van 

en is van orde m. Konkludeer dat elke ondergroep van en karakteristiek 

is. 

20. Bewijs dat elke ondergroep van een abelse groep normaaldeler is. Geef 

een voorbeeld waaruit blijkt dat niet elke ondergroep van een abelse 

groep karakteristiek is. 

1.7. Isomorfiestellingen 

Met de eerste isomorfiestelling hebben wij in 1.6.6 al kennis gemaakt. 

Hier volgen de derde en de tweede. 

1.7.1. (Derde isomorfie) STELLING. Laat Geen eindige groep zijn en laat 

K,H normaaldelers van G zijn met K ~ H. Dan is 

G/H 2; (G/K) I (H/K) . 

BEWIJS. In Lemma 1.6.S(ii) hebben we al gezien dat K ~H. Uit Stelling 

1.6.6(ii) volgt dat H/K ~ G/K, zodat (G/K) I (H/K) inderdaad een groep is. 

Definieer nu 

cji: G/H -+ (G/K) I (H/K) 

door 

cji ( gH) = gK (H/K) (g E G). 

Bedenk dat cp goed gedefinieerd is, want als g 1 ,g2 E G met g 1H g 2H, 
-1 

dan is g 1g 2 E H krachtens Lemma 1. 4. 7, dus 



en (weer vanwege Lemma 1.4.7) 

Bewijs zelf dat ~ een epimorfisme is. Ker ~ 

volgende reeks implikaties voor g E G: 

{e} volgt tenslotte uit de 

gK(H/K) = H/K => gK E H/K => (3h E H) (gK = hK) => 
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(3h E H) (gH = hH) .. g E H .. gH = H. D 

1.7.2. OPMERKING. Probeer zelf de stelling eens te bewijzen met behulp 
van de eerste isomorfiestelling door de afbeelding ~: G/K + G/H, gedefi
nieerd door 

~ (gK) gH (g E G), 

te beschouwen. 

1.7.3. KOROLLARIUM. Laat Geen groep zijn met een normaaldeler H die D(G) 
omvat. Dan is G/H een faktorgroep van G/D(G). 

BEWIJS. Neem K = D(G) in de stelling. 0 

1.7.4. VOORBEELD. Schrijf G = D4 . Laat 

H 

en 

K 

Ga zelf na dat H en K normaaldelers van o4 zijn. G/K bestaat uit de neven
klassen K, c4K, aK, ac4K, terwijl H/K bestaat uit de nevenklassen K en aK. 
De groep (G/K) I (H/K) bestaat dus uit de nevenklassen 

K(H/K) = {K,aK} en 
Uit 

blijkt (G/K) I (H/K) inderdaad isomorf met c2 te zijn, zoals ook uit 
G/H ~ c2 via Stelling 1.7.1 afgeleid kan worden. 

Tenslotte bewijzen we nog de 
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1.7.5. (Tweede isomorfie) STELLING. Laat Geen groep zijn en laat K,H een 
tweetal ondergroepen van G zijn met K :sJ G. Dan geldt HK/K ~ ll/H n K. 

BEWIJS. Volgens Stelling 1.5.8 is HK een ondergroep van G, terwijl naar 
Lemma 1.6.5 geldt K :sJ HK. Beschouw de afbeelding ~: H + HK/K, gedefinieerd 
door ~(h) hK. Bewijs zelf dat deze afbeelding een epimorfisme is met 
Ker ~ = H n K. Uit de eerste isomorfiestelling volgt dan dat H/H n K en 
HK/K isomorf zijn. 0 

1.7.6. VOORBEELD. G = Sym(~) en K =Alt(~). Notatie als in 1.5.4. We willen 
de inklassen van Alt(~) bepalen. Alt(~) bestaat uit hele klassen van G en 
wel die waarvoor de overeenkomstige partitie i 1 + ... +it= n voldoet aan 

t 

l 
j=l 

i. 
J 

t mod 2. 

Een inklasse van Sym(~) binnen Alt(~) is ofwel in z'n geheel een inklasse 
van Alt(~) ofwel val t ui teen in brne inklassen van Alt(~) met ieder even
veel elementen. Dit laatste geval doet zich precies dan voor als 

i 1 ,i2 , ••. ,it alle oneven en verschillend zijn. 

Toelichting: Voor elke g E K geldt 

dus met de voorgaande stelling: CG(g)/CK(g) ~ CG(g) •K/K. 

Deze laatste faktorgroep is gelijk aan G/K ~ c2 , respektievelijk K/K ~ {1}, 
al naar gelang er een oneven permutatie met g kommuteert of niet. 

OPGAVEN BIJ §1.7. 

1. Ga na wat Stelling 1. 7 .1 inhoudt in het geval dat 

G Sym(~) I H Alt(4) en K D(Alt(~)). 

2. Ga na wat Stelling 1.7.5 inhoudt in het geval dat 

G AGln (p), H Sln(p) en K A. 
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3. (i} Bewijs: Als G een eindige groep is en K,H zijn noX1I1aaldelers van G, 

dan is 

(G/H) I (HK/HJ S!! (G/K) I (HK/K). 

(ii) Laat zien dat Stelling 1.7.1 een gevolg van (i) is. 

1.8. Produkten 

Met behulp van produkten van groepen is het mogelijk om, uitgaande 

van een gegeven stel groepen, een grotere groep te konstrueren. In deze 

paragraaf voeren we drie soorten van produkt van eindige groepen in, te 

weten het direkte produkt, het semidirekte produkt en het kransprodukt. 

1.8.1. DEFINITIE. Laat Geen groep zijn en laat G1 ,G2, ... ,Gm een stel onder

groepen van G zijn. G heet direkt produkt van G1, ... ,Gm als 

(i) Gi s G voor alle i E ~; 

(ii} (Vg E G) (3! (gl' •.. ,gm) E Gl x • •. x Gm) (g = gl •g2• •.• •gm). 

In deze situatie is Gi n Gj = {e} voor i 'I j; want als gE Gin Gj, dan 

is zowel 

(e, .•. ,e,g,e, ... ,e) als (e, .•. ,e,g,e, ... ,e) 

t t 

i-de plaats j-de plaats 

een m-tupel in G1 x G2 x ••. x Gm als bedoeld in (ii), zodat uit de uniciteit 

van zo'n tupel volgt dat i = j of g = e. Deze eigenschap impliceert dat de 

elementen van Gi en G. paarsgewijs verwisselbaar zijn. 
J -

1.8.2. LEMMA. Als Geen groep met normaaldelers G1 ,G2 is zodat G1 nG2 {e}, 

dan geldt 

BEWIJS. Komt er op neer dat voor gegeven g1 E G1 en g 2 E G2 geldt 

{e}. D 
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Als G direkt produkt van G1 ,G2 , •.. ,Gm is, zijn de elementen uit ver
schillende faktoren Gi dus paarsgewijs verwisselbaar. We laten nu zien hoe 
G precies uit de groepen Gi opgebouwd kan worden. 

1.8.3. DEFINITIE. Laat G1 ,G2 , ... ,Gm een stel groepen zijn. Het abstrakte 
direkte produkt van G1 ,G2 , ... ,Gm is de verzameling G1 x G2 x ••• x Gm voor
zien van de vermenigvuldiging 

Deze vermenigvuldiging is associatief en heeft een-element (e 1 ,e 2 , ... ,em) 
waar ei een-element van Gi, terwijl de inverse van 

x G 
m 

-1 -1 -1 het element (g1 ,g2 , ... ,gm) is. Het abstrakte direkte produkt is dus een 
groep. Ga na dat deze groep direkt produkt van 

{e } x G 
m-1 m 

is. Andersom: 

1.8.4. STELLING. Als G het direkte produkt van G1 ,G2 , ... ,Gm is voor zekere 
Gi g G, dan geldt 

BEWIJS. De afbeelding a: G1 x G2 x ••• x Gm+ G, gedefinieerd door 

is een bijektie vanwege axioma (ii) voor direkte produkten. Maar a is ook 
een morfisme, want voor 

geldt dankzij Lemma 1.8.2. dat 



Er volgt dat a een isomorfisme is. D 

1.8.5. OPMERKINGEN. Laat G als in Stelling 1.8.4 gegeven zijn. 

- Vaak wordt G door middel van a met G1 x G2 x ••• x Gm geidentificeerd: 

G = Gl x G2 x • • • x Gm. 
m 

- De orde van G is i~l IG. I. 
l. 

- G is kommutatief dan en slechts dan als iedere G. kommutatief is. 
l. 

- Als er eindige verzamelingen V 1 , v 2 , ... , V zijn zodat V. n V. = ~ voor 
m m i J 

i ~ j en zodat Gi $ Sym(Vi), dan is G $ Sym(i~l Vi) middels het voor-
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schrift gx = gix als x E Vi (i E ~) voor g E G. Aldus heeft G een ge

trouwe permutatievoorstelling van graad t~ 1 Jv. J, die slechts transitief is 
ll.= l. 

als m = 1. 

1.8.6. VOORBEELDEN. De groep van isometrieen van de kubus (zie 1.4.11) is 

isomorf met Sym(~) x e 2• De ondergroep van Gln(K) bestaande uit diagonaal

matrices is isomorf met 

* * * * K x K x • • • x K waar K (K-{0},•,1). 

n maal 

De viergroep van Klein o2 is isomorf met e 2 x e 2• Hoewel Dn voor n ~ 3 een 

normaaldeler en en een ondergroep K ~ c2 heeft zodat en n K = {e}, is Dn 

niet isomorf met en x e 2 (deze laatste groep is-immers abels). Deze situa

tie vinden we terug in de semi-direkte produkten. 

1.8.7. DEFINITIES. Laat Geen groep zijn en laat H,K een tweetal ondergroe

pen van G zijn zodat H g G. De groep G heet semi-direkt produkt van H en K 

als 

(i) G HK; 

(ii) H n K = {e}. 

In dit geval levert konjugatie een morfisme c: K + Aut(H) , gedefinieerd 

als in 1.2.10. We kunnen ook omgekeerd te werk gaan. Stel dat twee groepen 

H,K gegeven zijn alsmede een morfisme a: K + Aut(H), dan is de verzameling 

H x K voorzien van de vermenigvuldiging · 
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een groep. 

De vermenigvuldiging is namelijk associatief: 

k. E K) 
J_ 

Verder is het een-element (e,e), waar e het een-element van H zowel als 
van K aanduidt, terwijl de inverse van (h,k) E H x K onder de gegeven ver
menigvuldiging (a(k-1)h-1,k-1) is. Aldus is een groep gedefinieerd die we 
het abstrakte a-semi-direkte produkt van H en K noemen en die we ter onder
scheiding met de groep H x K noteren als H ~ K. Merk op dat H ~ K semi
direkt produkt is van H x {e} en {e} x K. Andersom: 

1.8.8. STELLING. Laat Geen groep zijn en Hg G. Als K ~ G zodanig dat G 
semi-direkt produkt van H en K is, dan is G - H ~ K, waar c: K + Aut(H) 

c voor k E K gegeven is door c 1+ ck, konjugatie met k E K. 

BEWIJS. De afbeelding $: H ~ K + G gedefinieerd door $(h,k) 
c 

morfisme: voor h 1 ,h2 EH en k 1 ,k2 EH geldt 

h.l( is een 

Bovendien is $ injektief vanwege axioma (ii) en surjektief vanwege axioma 
(i) voor semi-direkte produkten; geef zelf de details aan. D 

1.8.9. OPMERKINGEN. 

- Als a uit de kontekst duidelijk is, wordt vaak H ~ K in plaats van 
H ~ K geschreven. Ook schrijven we wel K K H = H ~ K. 

- De orde van H x K is IHI• !Kl. 
- H x K hoeft niet kommutatief te zijn als H en K kommutatief zijn, getuige 

het eerstvolgende voorbeeld. 

- Er zijn groepen G met normale ondergroepen H waarvoor geen K bestaat zo
dat G semi-direkt produkt van H en K is. Zie de gegeneraliseerde quater
niongroepen in Opgave 1.8.5. 



1.8.10. VOORBEELDEN. Dn =en~ e 2 , waar c: e 2 -+ Aut(en) va'stlig·t door de 

formule * in Voorbeeld 1.1.12. Uitwerking hiervan levert 

Als n = 2, dan is ea de identiteit op en zodat inderdaad D2 

Sym(~) ~ D3 en Sym(1) = n 2 ~ Sym(~) volgt 

Anderzijds volgt uit Sym(~) Alt(~) ~ e 2 en Alt(~) 
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Het semi-direkte produkt is hier (na verontachtzaming van de morfismen a en 

de identifikatie van isomorfismen) associatief. In het algemeen geldt dit 

niet zonder meer. Als n ~ 1, dan zijn er verschillende morfismen 

* zodat Gl (p) :;;;' Sl (p) ~ zz; p 
n n a 

* (waar zz 
p 

ZZ - {O}), 
p 

De volgende stelling maakt duidelijk dat de ondergroep K in het semi

direkte produkt G de rol van representantensysteem vervult. 

1.8.11. STELLING. Laat Geen eindige groep zijn, laat K ~ G en H ~G. 

De volgende uitspraken zijn ekwivalent. 

(i) G is semi-direkt produkt van H en K; 

(ii) K is representantensysteem van de nevenklassen van H in G; 

(iii) de beperking $1K van het epimorfisme $: G-+ G/H is bijektief. 

BEWIJS. (i) * (ii). Omdat K en G/H uit evenveel elementen bestaan is het 

voldoende aan te tonen dat iedere nevenklasse van H in G precies een ele

ment met K gemeen heeft. Laat gH een willekeurige nevenklasse zijn. Omdat 

G =HK= KH (zie 1.5.8), zijn erk EK en h EH zodat g = kh. Bijgevolg is 

kH = gH, zodat k E gH n K. Als echter k' E gH n K, dan is er een h' E H 

zodat k' = gh' khh'. Er volgt dat k-lk' = hh' EK n H = {e} ofwel k k'. 

De konklusie is dat gH n K = {k}. 
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(ii) ~ (iii). Volgt uit de definitie van representantensysteem. 

(iii)~ (i). Omdat iedere nevenklasse van H precies een element met K ge
meen heeft, is de afbeelding ~: G/H + K door 

~(gH) = x <=> gH n K = {x} voor g E G 

goed gedefinieerd. Ga zelf na dat ~ het inverse morfisme van $,K is. D 

1.8.12. DEFINITIE. Laat Keen eindige groep zijn en laat H een permutatie
groep op W van graad t zijn. Onder het kransprodukt H J K van K met H ver
staan we de groep bestaande uit de verzameling 

{ (h, f) I h E H, f: w + K}, 

voorzien van de vermenigvuldiging 

Deze vermenigvuldiging is associatief 

kent als een-element (1,e'), waar e': W + K gegeven is door e' (w) = e EK 
-1 -1 -1 en als inverse van (h,f) het element (h ,g), waar g(w) = (f{h (w))) 

voor w E W. Dus H J K is inderdaad een groep. 

De volgende stelling geeft enige informatie over de opbouw van H J K. 

1.8.13. STELLING. Laat H permutatiegroep op! zijn. Het kransprodukt 
G = H J K omvat de normaaldeler N = N1 x ... x Nt' waar 

N. { (e,f) I f(j) = e voor alle j f. i} ~ K. l 

Laat e': t + K gegeven zijn door e' (w) 
direkt produkt van N en 

e (w Et). Dan is H K semi-
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H* {(h,e') I h EH} ~H. 

Dus 

waarbij de faktoren Ni onder de konjugatie-permutatievoorstelling c verwis

seld warden volgens c(h,e')Ni = Nh(i) (iE!_). 

BEWIJS. Definieer TI: H f K + H door TI(h,f) 

met kern N = {(e,f) \ f: !_ + K}. 

h. Dan is TI een epimorfisme 

Ga zelf na dat N = N1 x N2 x . : • x Nt en dat Ni ~ K. 

Nu is de afbeelding £: H'+ H gegeven door E(h) (h,e') oak een morfisme 

en wel de inverse van TIIH*. Hieruit volgt dat G semi-direkt produkt van N 

* * 
en H E(H) is (vergelijk de voorgaande stelling). Voor (h,e') EH en 

(e,g) E Ni geldt tenslotte 

-1 
c(h,e') (e,g) = (h,e') (e,g) (h,e') 

zodat inderdaad c(h,e')Ni 0 

1.8.14. OPMERKINGEN. 

(e,j >+ g(h-l (j) l, 

- In plaats van H f K wordt vaak K l H geschreven. 

- De orde van H f K bedraagt IHl•IKlt. 

Zelfs als H en K kommutatief zijn, is H f K dat in het algemeen niet. 

Is behalve H ook K voorzien van een permutatievoorstelling, dan is ook 

H f K op natuurlijke wijze van een permutatievoorstelling te voorzien: 

1.8.15. PROPOSITIE. Laat Geen permutatievoorstelling $: G + Sym(V) hebben 

en laat H een permutatiegroep op W = ! zijn. Dan induceert $ een permutatie

voorstelling $': H f G + Sym(wxv) middels het voorschrift 

$'(h,f)(w,v) = (hw,$(f(w))v). 

Als $ getrouw is, dan $' ook. Als $ en H transitief zijn, dan $' oak. 

BEWIJS. Uit 
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volgt dat $' inderdaad een permutatievoorstelling is. De rest van het be
wijs wordt aan u overgelaten. D 

Voordat we deze paragraaf met wat voorbeelden afsluiten, laten we nog 
zien dat het kransprodukt associatief is. 

1.8.16. PROPOSITIE. Laat G,H,K permutatiegroepen op respektievelijk ~, ~ 

en ! zijn (r,s,t E JN) • De groepen (GfH) J K en G J (HfK) stellen dezelfde 
permutatiegroepen op ~ x ~ x ! = (~ x ~) x t = r x (~ x !) voor. 

BEWIJS. Laat (i,j,k) E rxsxt. Metm (g,xi+ (h(x),ijJ(x))) E G f (HfK) 

korrespondeert m' = ((g,h),(x,y) 1-+ (ijJ(x))y) E (GfHl J K, want enerzijds geldt 

m(i,j ,k) m(i, (j,k)) (g(i),f(i) (j,k)) (g(i),h(i)j,(ijJ(i)j)k), 

terwijl anderzijds 

m' (i,j,k) = m' ( (i,j) ,k) = ( (g,h) (i,j), (ijJ(i) (j)k) = 

(g(i) ,h(i) j t (ijJ(i) j)k) • 

1.8.17. VOORBEELD. Voor vaste m,n E JN definieren we IT(m,n) doo~ 

IT(m,n) = {(a .. )E Gl (Cl) I 3cr E Sym(~) Vi En 38.Vj(S~ lJ n - i i 

Dus 

rr22) { ±10 (±01±01)}. ( I = ( 0 ±1) I 

1 A a .. 
l] 

Gana dat IT(m,n) een groep is van orde (n!)mn. De groep IT(1,n) is isomorf 
met Sym(~), de groep IT(m,1) is isomorf met C x .•. x C • Ga na dat IT(m,n) 

~ zelf isomorf is met Sym(n) J C . m keer m 

D 

1.8.18. VOORBEELD. In Sym(~) gaan we voor willekeurig priemgetal p s n een 
ondergroep konstrueren van orde de hoogste p-macht Mn 
getallen 1,2, ... ,n zijn alleen p,2p, •.. ,[~]p deelbaar 

n p n het grootste gehele getal S -) . Er geldt dus M [-] p n p 
Iteratie van de gelijkheid geeft 

M [~] + [ ~ J + [ ..!!.._ J + .. • • n p 2 3 p p 

van n! = IGI. Van de 

door p (hier is [~] 
p 

+ M 
[E.] 

p 



Schrijven we n als som van p-machten 

n 

dan volgt dat 

M 
n 

met 0 ,;:; ai < p, 

k i-1 l ai(l+p+ ... +p ). 
i=l 
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Laat nu J de cyklische ondergroep <(12 ... p)> van orde pin Sym(p) zijn. 
- 2 

Dan is J een permutatiegroep van orde en graad p, dus ,J J J heeft graad p 

en orde pl+p (vergelijk 1.8.15). Schrijven we 

r 
JJ voor JJJJ ... JJ, 

r keer 
r r l+p+ ... +pr-1 

dan heeft J J graad p en orde p We spreken nog af dat 

JO J = { 1 } . Voor n a 0 + a 1 p + ... + akp k kunnen we nu ( gebruik makend van de 

laatste opmerking in 1.8.5) voor elke i E {0,1, ... ,k} precies ai permutatie

groepen JiJ van graad pi vinden, zodat 

0 0 0 1 1 1 k k k 

P= CJJxJJx ... xJJ) x <JJxJJx .•. xJJl x ... x (fJx JJx ... x JJl 

een permutatiegroep van graad n en van orde pMn is. 

Ter illustratie: n = 9 en p 

van orde 27 • Een zo'n groep P is 

2 geeft M2 7, dus P is een ondergroep 

<(2 3) I (2 4) (3 5) t (2 6) (3 7) (4 8) (5 9)>. 

In het volgende hoofdstuk gaan we nader in op de eksistentie van onder

groepen in een gegeven groep G van orde de hoogste p-macht van !GI voor 

priemgetallen p. 

OPGAVEN BIJ §1.8. 

*1. Bewijs de associativiteit van het direkte produkt: Als G1 , G2 , G3 groe

pen zijn, dan is (G1XG2) x .G3 = Gl x (G2XG3). 
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*2. Bewijs de volgende generalisatie van Lemma 1.B.2. Als G een groep is met 

normaaldelers G1 , ... ,Gm zodat G = G1G2 ... Gm en zodat voor iedere 

i E ~ geldt Gin G1G2 ... Gi-l Gi+l ... Gm= 1, dan is G = G1 xG2 x ..• xGm. 

3. (i) Laat G de ondergroep van Sym(§J zijn voorgebracht door 

a= (1234567B) en b = (1652) (3478). Gana dat aB b 4 = 1 en dat 

bab-l = a 3 . Leid hieruit af dat <a>~ Gen dat G <a>~ <b>, een 

groep van orde 32 is. 

(ii) Laat H de ondergroep van Sym (8) zijn voortgebracht door a en b uit 

(i) en c = (18) (27) (36) (45). Ga na dat c 2 = 1 en dat cac-l = a- 1 
-1 

terwijl cbc =b. Leid hieruit af dat H = G ~ <c>, een groep van 

orde 64 is. 

4. Laat a voortbrenger van de cyklische groep CB zijn. Door a~ a 4 wordt 

een morfisme c 8 + c 2 gedefinieerd dat als kern de cyklische ondergroep 

C b h d a 2 heeft. · · d d van B voortge rac t oor Bewi]s at er geen on ergroep K van 

CB bestaat zodat CB = <a> ~ K. 

*5. Gana dat de gegeneraliseerde quaterniongroep Qn uit Opgave 1.6.9 geen 

semi-direkt produkt van <u> en <v> is. Bewijs dat als n oneven is, Qn 

wel semi-direkt produkt van <u2> en <v> is. 

6. Bewijs dat de in Opgave 1.2.3 gegeven permutaties S,y een groep 

G = <S,y> voortbrengen die isomorf is met c3 J c 3 • 

7. Laat B,N gedefinieerd zijn als in Opgave 1.1 . .7. Bewijs dat B semi-
* * * * direkt produkt van N en ,K x K x ••• x K . is, waar K = K - {O}. 

n keer 
Geldt ook B :O N f (K) *? 

8. Laat zien dat Aut(Dk) ==Ck ~A, waar A een abelse groep van de orde ~(k) 

is; Euler's ~-funktie ~(k) geeft hierin het aantal gehele positieve 

getallen $ k dat priem met k is (zie Opgave 1.2.7). 

* 9. Als de eindige G ondergroepen H, K heeft zodanig dat K $ NG (H) en H n K = 

{e}, dan geldt H•K = H ~ K. Bewijs dit. Laat ook zien dat H•K = H x K 

als bovendien H $ NG(K). 

*10. Beschouw de groep K = K1 x K2 x ... x Kt waar Ki (iE!) enkelvoudige niet

abelse groepen zijn. Toon aan dat elke normaaldeler van K van de vorm 

Ki 1 x Ki 2 x ..• x Kis is voor zekere i 1 ,i2 , ••• ,is Et. 

Hint: Merk op dat voor elke i E t en elke normaaldeler N geldt hetzij 

N ~ Ki hetzij N $ CK(Ki) =Kl x •.. x Ki-l x Ki+l x ... x Kt. 
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*11. Stel dat N1,N2 .•. ,Nt minimale normaaldelers van de eindige groep G zijn. 

Laat N de normaaldeler N1N2 ••• Nt zijn. Bewijs dater i 1,i2, •.• ,i5 € ! 

zijn zodat N =Nil x Ni 2 x ... x Nis· 

Hint: voer induktie naar ten gebruik Opgave 1.8.2. 

*12. Als Geen eindige karakteristiek enkelvoudige groep is (vergelijk 1.6.15), 

dan bestaan er enkelvoudige onderling isomorfe normaaldelers N1 ,N2 , ••• ,Nt 

in G, zo dat G = N1 x N2 x •.. x Nt. Bewijs dit door voor N1 een minimale 

normaaldeler te nemen, het produkt over alle a(N1l voor a E Aut(G) te 

beschouwen en daarop Opgave 1.8.11 toe te passen. 
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HOOFDSTUK II 

LOKALE THEORIE 

2.1. Sylowstellingen 

Centraal in deze paragraaf zijn de zogeheten Sylowstellingen, waarin 

onder andere de eksistentie van ondergroepen van een gegeven groep van orde 

de macht van een priemgetal aangetoond wordt. Deze ondergroepen vormen het 

uitgangspunt voor dat deel van de ontleding van groepen dat p-lokaal onder

zoek heet. Hier en in de rest van dit hoofdstuk stelt p steeds een priemge

tal voor. 

2.1.1. LEMMA. Als Geen groep van orde IGI mp voor m E JN is, dan bevat 

G een element van orde p. 

BEWIJS. Met induktie naar m. Als m = 1, dan is het lemma waar. (Waarom?) 
Laat m > 1. Als Geen echte ondergroep H bezit zodat p deler van IHI is, 

volgt de uitspraak uit de induktieveronderstelling. Stel daarom dat iedere 

echte ondergroep van G een orde heeft die priem met p is. Dan moet vanwege 

1.5.3(ii) gelden Z(G) = G. Met andere woorden, G is abels. Kies x E G - {e} 

willekeurig. Laat t de orde van x zijn. Als t een p-veelvoud is, dan heeft 

x(t/p) de juiste orde. We mogen dus veronderstel~en dat ggd(t,p) = 1. Om

dat G abels is, is <x> een normaaldeler. Aldus is G/<x> een groep van orde 

m1p voor zekere m1 deler van m, zodat volgens de induktiehypothese er een 

y E G - <x> te vinden is met~ E <x>. Het is nu eenvoudig in te zien dat 

er een geschikte macht van y is die (evenals zojuist voor x) orde p heeft. D 

2.1.2. STELLING. Zij Geen groep van orde prq (r ~ 1) en zij m het aantal 

ondergroepen van G van orde pr. Als ggd(p,q) = 1, dan geldt: 

(i) m = 1 mod p; 

(ii) alle ondergroepen van G van orde pr zijn gekonjugeerd; 

(iii) elke ondergroep van G van orde een macht van p is bevat in een onder

groep van orde pr. 
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t 
BEIHJS. Laat t maksimaal zijn zodat er een ondergroep in G 1Van orde p be-

staat. Vanwege 2.1.1 is t ~ 1. Geef met M de klasse van alle ondergroepen 

van G van orde pt aan. Kies P € M. 

Stap 1. JMJ = 1 mod pen als P,Q € M met P $ NG{Q), dan is P = Q. 

BEWIJS. P werkt op M via konjugatie. Als Q € M onder deze werking invariant 

blijft (dat wil zeggen een P-baan is, bestaande uit {Q}), dan is P $ NG(Q), 

dus P•Q een ondergroep van G van orde p 2t/JPnQJ (zie 1.5.8). Uit de maksi-
t 

maliteit van t volgt dat IPnQJ = p zodat Q = P. Er is dus slechts een P-

invariante groep in M, te weten P zelf. Bestaat een P-baan in M uit meer 

dan een punt, dan is de kardinaliteit van die baan (gezien 1.4.8) een p

voud. Bijgevolg zijn er m = 1 mod p groepen in M. 

Stap 2. Alle ondergroepen van G in M zijn gekonjugeerd. 

BEWIJS. Laat B een G-baan (onder konjugatie) van P in M zijn. Als Q E M - B, 

dan bezit B enerzijds 0 mod p groepen, omdat B uit volledige Q-banen be-

staat die vanwege stap 1 alle lengte > hebben; anderzijds echter geldt 

IBJ = 1 mod p, omdat Book uit volledige P-banen bestaat en P € B. Tegen

spraak, dus B = M. 

De uitspraken (i) en (ii) volgen nu uit de volgende stap. 

Stap 3. t = r. 

Bewijs. Laat N = NG(P). Omdat deze groep de stabilisator van P in de genoem

de konjugatie-permutatievoorstelling in Mis, geldt vanwege Stap 2 en 1.4.8 

IGl/INI = 1 mod p. 

Aldus blijkt dat uit ggd(JGl/pt,p) > 1 zou volgen dat ggd(JN/PJ,p) > 1 is. 

Passen we Lemma 2.1.1 toe op N/P, dan volgt de eksistentie van een x € N, 

d p d h f d d t+l . k zo at r E P. De on ergroep <P,x> ee t an or e p , in tegenspraa met 

de maksimaliteit van t. 

Stap 4. Laat L een ondergroep van G van orde ps zijn (s $ r) . Dan heeft L 

vanwege m = 1 mod p een vast punt, zeg Q, in de konjugatie-permutatievoor

stelling op M. Aldus is L•Q een groep van orde een p-macht ~ pr. Derhalve 

geldt LQ = Q, zodat L $ Q en (iii) bewezen is. 0 

2.1.3. DEFINITIE. Als Geen eindige groep is van orde JGJ = psq met 

ggd(p,q) = 1, dan heet een ondergroep van orde ps een p-Sylow(onder)groep 

van G. Een (onder)groep van orde een macht van p heet een p-(onder)groep. 
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De eerste stelling van deze paragraaf is genoemd naar 'sylow. Zij geeft 
ondermeer aan dat Sylowondergroepen bestaan. Omdat de stelling zo belangrijk 
is, bewijzen we ook nog de volgende propositie, waaruit de, eksistentie van 
p-ondergroepen van iedere denkbare orde binnen een gegeven groep blijkt. 

2.1.4. PROPOSITIE. Zij Geen groep van orde IGI 

aantal ondergroepen van G van orde pr. Dan ism 

prq (r ~ 1) en zij m het 

1 mod p. 

BEWIJS. Wordt geleverd in drie stappen: 

Stap 1. Laat M de kollektie deelverzamelingen van G van kardinaliteit pr 
zijn. We beschouwen de permutatievoorstelling 1-: G + Sym(MJ, gedefinieerd 
door 1- (g) = lg met 1- (g)M = lg(M) = gM (M E M). Laat M1 ,M2 , ... ,Mt een re
presentantensysteem voor de banen onder 1- in M zijn. Geef met Ui de stabi
lisator in G van Mi aan, dus 

{g € G I gM, 
J. 

Dan zijn er mil'mi2 , ... ,mir. E Mi zodat 
J. 

(i € !) . 

u U.m. 
i iri 

r I I I I I I a· 1 r Hieruit volgt p = Mi = ri Ui ; er is dus een ai E JN zodat Ui = p J. p . 
Als ai. < r, dan geldt pq 11 G/U. I , dus I G/U. I = 0 mod (pq) . Als daarentegen J. J. 

ai = r, dan is IG/Uil = q. We konkluderen 

!Ml l q mod (pq) , 
Jui l=pr 

kortom, 

Stap 2. Beweringen: 

(i) Voor elke i E t geldt: Ju. I = pr dan en slechts dan als de G-baan van J. 

M. een ondergroep van G (van orde pr) bevat; J. 

(ii) geen G-baan in M bevat meer dan een ondergroep. 

Bewijs. (i) Als lu. I = pr, dan is 
~~~ J. 

een element uit de G-baan van M .. 
J. 

groep (ga na:J. 

er een x E M. zodat 
J. 

Bovendien is x-1M. 
J. 

. -1 U.x = M .• Nu J.S x M. 
J. -1 J. J. 

= x U.x een onder-
J. 



Andersom: Stel dat T een ondergroep van G is en behoort to~ de G-baan van 

Mi. Dan bestaat er een g E G zodat T = gMi. Volgens Stelling 1.4.8 is dan 

T 

-1 r 
zodat !u. I = lgu.g I = lgM. I = !M. I p . 

i i i i 
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(ii) Stel dat U,T ondergroepen van G in dezelfde G-baan binnen M zijn. Dan 

is er een g E G met gU = T. Hieruit volgt dat voor zekere u E u geldt 

gu = e en g u-l E U, zodat T gU = U, waarmee (ii) bewezen is. 

Stap 3. Uit Stap 2 volgt dat m #{ i E t I lu. I = pr}. Tesamen met de for-
- i 

mule afgeleid in Stap 1 levert dit 

mq mod pq. 

Manipulatie met de binomiaalkoefficient geeft 

zodat 

m mod p. 

Wij zijn dus klaar zodra we aangetoond hebben dat het linkerlid in deze 

vergelijking 1 mod p is. Dit is natuurlijk rechtstreeks te verifieren, 

maar er is een ietwat elegantere manier om het bewijs af te maken: Merk op 

dat het linkerlid in de vergelijking alleen van de orde van G afhangt. We 

kunnen de waarde m(mod p) dus bepalen door berekening ervan voor het geval 

G = C r , de cyklische groep van die orde. Omdat deze groep precies een 

p q 0 
ondergroep van orde pr heeft (zie Opgave 1.6.19), volgt m = 1 (mod p). 

2.1.5. GEVOLGEN. Laat Geen eindige groep van orde prq zijn (r ~ 1). Dan 

geldt: 

(i) Er zijn ondergroepen van orde pr; 

(ii) G heeft in de konjugatie-permutatievoorstelling op haar ondergroepen 

van orde pr minstens een baan B van kardinaliteit ~ 0 mod p; 

(iii) laat !G! = ps en laat n het aantal normaaldelers van ordt~ pr voor 

r ~ s zijn. Dan is n = 1 mod p. 

BEWIJS. Doe zelf. 
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2.1.6. PROPOSITIE. Gals in 2.1.5. 

(i) Als P een p-Sylowondergroep van G is en NG(P) $ u $ G, dan is 

NG(U) = U. 

(ii) (Frattini-argument). Als N ~Gen Peen p-Sylowondergroep van N is, 
dan is G = NG(P)•N; 

-1 -1 -1 BEWIJS. (i). Laat g E NG(U), dan is gUg = U, dus gPg $ gNG(P)g $ 
-1 -1 $ gUg = u. Vandaar dat zowel P als gPg ondergroepen van U zijn. Volgens 

-1 
gPg gekonjugeerd de stelling zijn P en 

u E U is, zodat uPu- 1 

-1 

-1 gPg • Er volgt dat 

in U; dit houdt in dat er een 
-1 

u g E NG(P) $ U, maar dan ook 
g u(u g) E u. 

-1 -1 -1 (ii). Laat g E G. Dan is g Pg $ g Ng= N, dus Peng Pg zijn beide p-

Sylowondergroepen van N. Omdat ze dan ook gekonjugeerd zijn in N, is er een 
-1 -1 c E N, zodat c Pc = g Pg. 

-1 

-1 Anders gezegd: gc E NG(P). Tenslotte is 
g = (gc )c E NG(P)•N. 0 

2.1.7. OPMERKING. Uit 2.1.6 volgt in het bijzonder dat NG(NG(P)) = NG(P) · 
De konstruktie NG(•) levert in dit geval dus geen ondergroep van nag klei
nere index. De normalisator van een p-ondergroep van G heet wel p-lokale 

of lokale ondergroep van G. 

2.1.8. PROPOSITIE. Als N ~Gen Peen p-Sylowondergroep van G, dan geldt: 
(i) N n P is een p-Sylowondergroep van N; 

(ii) PN/N is een p-Sylowondergroep van G/N. 

BEWIJS. (i). Uit 1.5.8(iv) blijkt dat PN een ondergroep van G is. !NnPI 
deelt !PI en is dus een macht van p. Verder is !Nl/!NnP! = !NP!/IP! een 
deler van !G/PI en dus verstoken van p-faktoren. Maar dan is N n P een p
Sylowgroep van N. 

(ii). !PN/NI = IP/PnN! is een macht van p, terwijl 

!G/Nl/IPN/NI = IGl/IPNI 

deler van jG/PI en dus priem met p is. 0 

2.1.9. VOORBEELD. De Sylowondergroepen van Sym(~) zijn gekonstrueerd in 
Voorbeeld 1.8.18. Die van Alt(~) zijn hieruit te verkrijgen door met Alt(~) 



te doorsnijden (Propositie 2.1.8). Zo is P 

ondergroep van Sym{i_). 

<(13), (12) (34)1> een 2-Sylow-
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Ga na dat NSym(n) (P) P. Omdat P ~ n4 , is n4 op isomorfie na de enige 

permutatiegroep van graad 4 en orde B. Verder is 

P' P n Alt(4) {1, (12) (34), (13) (24), (14) (23)} ;;;;- c2 x c2 

2-Sylowondergroep van Alt(4). Er geldt N (P') = Alt(4) 
- Alt(4) - " 

2.1.10. VOORBEELD. Alle p-Sylowondergroepen van zowel Gln(p) als Sln(p) 

zijn gekonjugeerd met de groep 

p 

0 an-1,n 
1 

(vergelijk de p-machten in de ordes van de verschillende groepen) . 

Bepaal zelf NGln(p) (P). 

Tenslotte passen we de Bylowstellingen toe op abelse groepen. 

2 1 11 · d b 1 d el e2 en 
.•• LEMMA. In ie ere a e se groep A van ore p 1 p2 ... pn waar pi 

onderling verschillende priemgetallen zijn, bevinden zich pi-Sylowonder

groepen Ai (i € ~) in A zodat A = A1 x A2 x ••• x An. 

BEWIJS. Naar 2.1.2 bestaan er pi-Sylowondergroepen Ai. Volgens Opgave 1.6.20 

zijn deze Ai normaaldelers in A. Maak het bewijs zelf af. D 

OPGAVEN BIJ §2.1. 

*l. Bewijs dat iedere eindige groep van orde 2pn (p priem > 2; n > 0) een 

echte niet-triviale normaaldeler heeft. 

2. Met welke bekende groep van orde 8 is een 2-Sylowgroep van 
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3. Bepaal alle Sylowondergroepen van Alt(~). 

Geef tevens de lokale ondergroepen. Idem voor Alt(~) en Alt(§). 

4. Bewijs: Alt(~)= <(123),(234)> resp. Alt(~)= <(123),(345)> door de be

schouwing van het aantal 3-Sylowgroepen in de rechterleden en gebruik

making van Opgave 1.1.10. 

*5. Bewijs dat voor een p-Sylowondergroep P van een groep G geldt 

P ~ NG(P) (zie 1.6.15). Leid hieruit wederom af dat NG(NG(P)) 

*6. Laat zien dat er geen enkelvoudige groep van orde 12 is. 

2.2. p-groepen 

De Sylow-redeneringen geven een aantal resultaten voor groepen van 

orde een macht van p (p-groepen) die het waard zijn om apart vermeld te wor

den. 

2.2.1. LEMMA. Laat G een p-groep en laat H een ondergroep van G van index 

p zijn. Dan is H normaaldeler van G. 

BEWIJS. Induktie naar s, waar IGI ps. Als s = 1 is de uitspraak duidelijk. 

Neem aan dat s > 1 en schrijf z = z (G). We weten dat Z > {e}. Als H n z = {e}, 

dan is G = ZH dus H <1 G. We mogen dus veronderstellen dat IH n z I > 1. Maar 

G/ (Z n H) is een groep (vergelijk Opgave 2 van §1.6) van orde < IG I met on

dergroep H/(Z n H) van index p (ga dit zelf na). Induktie geeft dat H/(Z n H) 

normaaldeler is in G/ (Z n H) . Ui t 1. 6. 6 (ii) volgt dat H normaaldeler in G is. 

2.2.2. KOROLLARIUM. De enige enkelvoudige p-groepen zijn de priem-cyklische. 

BEWIJS. Laat Geen enkelvoudige p-groep zijn. Propositie 2.1.4 geeft dat G 

minstens een ondergroep H van index p omvat. Uit het vorige lemma volgt dat 

H normaaldeler is. Uit de enkelvoudigheid van G leiden we af dat H = {e}. D 

Aan de hand van de volgende stelling zal blijken dat een niet-priem

cyklische p-groep zelfs erg veel normaaldelers heeft. 

2.2.3. STELLING. Laat G een p-groep zijn. 

(i) 2 als N1 en N2 normaaldelers van G zijn met N1 < N2 en JN2/N1 J ~ p, 

dan heeft G nag een normaaldeler N zodat N1 < N < N2 en JN2/NI = p. 

(ii) Als H een echte ondergroep van G is, dan heeft G een ondergroep K zo-

dat H <1 K en JK/HJ = p. 



65 

BEWIJS. 

(i) Dankzij 1.6.6(ii) is het voldoende om de uitspraak aan te tonen voor 

het geval dat N1 = {e}. Met V geven we de kollektie ondergroepen van 

N2 van index pin N2 aan. Volgens Propositie 2.1.4 geldt \VI = 1 mod p. 

Aan de andere kant bestaat V uit volledige banen onder de konjugatie

permutatievoorstelling van G (immers voor x € G en H E V geldt 

-1 -1 
xHx ~ xN2x = N2). Omdat iedere baan van lengte > uit 0 mod p 

elementen bestaat (gebruik Stelling 1.4.8), volgt dater minstens een 

baan binnen V is die bestaat uit precies een element, zeg N. Deze onder

groep N E V is een normaaldeler van G met de gewenste eigenschappen. 

(ii) Induktie naar \GI. Als NG(H) > H, dan kunnen we (i) herhaaldelijk toe

passen of NG(H) is zelf al een groep als verlangd. We kunnen ons dus 

beperken tot het geval NG(H) H. In het bijzonder is dan 1 < Z(G) g H. 

Pas de induktiehypothese toe op de ondergroep H/Z(G) van G/Z(G). Dit 

levert een ondergroep K van G zo dat H ~ Ken \K/Z(G): H/Z(G) I= p. 

Maar dan is ook \K/H I= p, dus voldoet K. D 

2.2.4. KOROLLARIUM. Iedere groep G van orde ps (waar s E Fil- {1}) omvat 

een stel normaaldelers {e} = N0 ,N1 , ... ,N5 _ 1 ,Ns = G, waarvoor 

en N. 1/N. ~ C geldt. 
i+ i p 

oat zo'n opbouw van de groep G met behulp van normaaldelers G nog 

geenszins volledig bepaalt, blijkt alleen al uit het abelse geval. 

2.2.5. PROPOSITIE. Voor iedere abelse groep G van orde ps bestaan 

i 1,i2 , ••• ,it €Fil met i 1 ~ i 2 ~ ••. ~it en i 1 + i 2 + .•. +it= s (ofwel 

een ongeordende partitie van s) zodat 

x ••• x c it• 
p 

Deze toevoeging G >+ (i1,i2 , ... ,it) induceert een 1-1 -korrespondentie 

tussen de isomorfieklassen van eindige abelse groepen van orde ps en de on

geordende partities van s. 

~· Laat G een abelse groep van orde ps zijn. Veronderstel dat G niet 

cyklisch is (anders is G ~ Cps>. Laat g 1 € G ~o gekozen zijn dat G1 = <g1> 

een cyklische groep van maksimale orde, zeg pil in G is. Beschouw nu de 
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groep G/Gi. Laat g 2 zo gekozen.zijn dat g 2Gi een element vah maksimale orde, 
i2 . . pl.2 n a zeg p , in G/Gi is. Dan is g 2 giP voor zekere a ~ s en n E lN met 

ggd(n,p) = i. Maar in g 2Gi bevindt zich een element van orde pi2, omdat gi 
ii i 2 ii-a ii-(a-i2 ) maksimale orde p en g 2 orde p •p = p heeft, is (a-i ) E :N; 

. . 2 
de nevenklassevertegen~oordiger g 2glnpa-i2 heeft nu orde p 1 2. We konklude-

a-12 · 
ren dat G2 = <g2glnp > een cyklische groep van orde p 1 2 met Gin G2 = {e} 

is, ofwel GiG2 ~ C · x C · • Als GiG2 niet alle elementen van G bevat, pl.i pl.2 
kiezen we weer een element g 3 E G zodat g 3GiG2 maksimale orde in G/(G1G2 ) 

heeft, enzovoorts. Uiteindelijk hebben we zo een stel ondergroepen 

G1 ,G2 , ... ,Gt van ordes pii ~ pi2 ~ •.• ~pit verkregen met 

voor iedere j E t. Hieruit volgt dat 

x ••• x 

De rest van het bewijs wordt aan u overgelaten. 0 

2.2.6. OPMERKING. Samengevoegd met 2.i.i1 levert de voorgaande propositie 

de zogenaamde hoofdstelling van de abelse groepen, die er op neer komt dat 

alle abelse groepen van gegeven orde op isomorfie na bepaald zijn. 

2.2.7. VOORBEELD. De groepen van orde 16. 

Laat G een groep van orde 16 zijn. Als G abels is, dan wordt G op isomorfie 

na bepaald door een partitie van 4. De mogelijke ongeordende partities van 4 
zijn: 4, 3 ~ i, 2 ~ 2, 2 ~ ~ 1, 1 ~ i ~ 1 ~ 1.-Als G abels is, dan is G 

dus isomorf met een van de 5 onderling niet isomorfe groepen ci 6 , CB x c 2 , 

c 4 xc4 , c 4 xc2 xc 2 , c 2 xc2 xc2 xc2" 

De methoden geschetst in het voorafgaande (opgaven inkluis) leveren 

het volgende B-tal niet-abelse groepen van orde i6. 

- DB' D4 x c 2 (zie 1.1.i2); 

- Q4 , Q x c 2 (zie Opgave 9 van §1.6); 

- CB ~ c 2 , CB ~ c 2 , waar a,S: c 2 + Aut(CB) gegeven worden door respektie-

velijk 

a(a)x 
xx53 } (a E c2 - {e}, x E CB); 

en S(a)x 



3 
y(a)x = x (a E c4 - c 2 , x E c4J, 

en a: c 2 ->- Aut (C 4 x c2J het morfisme is dat vastgelegd wordt door 

o(a) = (c,bc) (c- 1,bc-1) 

Dit zijn echter niet alle groepen van orde 16. We geven nog een die met 

geen der voorafgaande 13 isomorf is: schrijven we 

u (1 3 2 4) (5 7 6 BJ, 

g (1 5 2 6) (3 7 4 B), 

v (172B)(3546), 

dan is G0 = <u,g,v> een permutatiegroep in B. De elementen u,g,v voldoen 

aan de relaties 

4 
g 

gu 

4 
u 

ug; 

4 v :::=: e; 

vg = gv. 

-1 
vuv 

-1 
u 

2 
u 

2 
v 

2 
g ; 
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Hieruit is direkt af te leiden dat ieder element in G0 te schrijven is als 

voor zekere i E ~' j E ~, k E 4. 

De groep G0 bevat dus niet meer dan 16 elementen. Door u,g,v als permuta

ties van de vier paren {1,2}, {3,4}, {5,6}, {7,B} op te vatten, krijgen we 

een epimorfisme van G0 op de ondergroep v4 van Sym(~) (zie 1.6.7) met kern 

van orde ~ 4. Er volgt dat G0 (minstens en dus) precies 16 elementen heeft. 

Ga zelf na dat ieder tweetal van de 14 genoemde groepen van orde 16 onder

ling niet isomorf is (bekijk daartoe het aantal elementen van gegeven orde, 

de orde van het centrum, enz.). 

Ter illustratie van de voorafgaande theorie sluiten we deze paragraaf 

af met: 

2.2.B. STELLING. Iedere niet-abelse groep van orde 16 is isomorf met een 

van de 9 groepen D4 x c2 , DB' Qx c2 , Q4 , CB~ c2 , CB S c2 , c4 ~ c4 , 

(C4 x C2) 8 C2' GO. 

BEWIJS. G bevat geen element van orde 16. 

Stap 1. Stel dat G een element c van orde B bevat. Volgens Lemma 2.2.1 is 

H = <c> dan een normaaldeler van G. Kies een element g E G - H van minimale 
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orde. Dan is g 2 E H. Omdat c (c) een element in H van orde'S is, geldt 

cg(c) 

was.) 

3 s 7 g 
E {c ,c ,c }. (Merk op dat c (c) = c tot gevolg zou hebben dat G abels g 

- Als g orde 2 heeft, dan ~s GS= H >1
7

<g> isomorf met CS~ c2 , CS S c2 of DS 

al naar gelang c (c) = c , c of c . We mogen dus voor de rest van deze g 
stap veronderstellen dat alle elementen in de nevenklasse van H in G orde 

<:: 4 hebben. 

Stel dat g orde 4 heeft. Dan is g 2 c 4 . Als c (c) = c 3 , dan heeft gc g 
orde 2: als c (c) = cs, dan heeft gc2 orde 2; beide veronderstellingen 

g 7 
leiden tot een tegenspraak, dus cg(c) = c en G ~ Q4 . 

Rest het geval dat g orde S heeft. Er geldt g 2 E {c2 ,c6 }. Als c (c) 
2 2 3 g7 

s c , 

dan heeft (gc) = cg orde ~ 2; tegenspraak. Dus c (c) = c of c 

In beide gevallen volgt c (c2 J = c 6 , in strijd metgg2 E {c2 ,c6 }. Het eleg 
ment g kan dus niet van orde S zijn. 

Aan de orde is het geval dat G geen element van orde S bevat. Als G 

slechts uit elementen van orde 2 bestaat, dan is G abels, getuige Opgave 3 

van §1.1. Er is dus een element c E G van orde 4. 

Stap 2. G bevat een ondergroep H van orde S met daarin een element van 

orde 4. 

BEWIJS. Dit is Stelling 2.2.3(ii). 

Gezien Opgave S van §1.6 en Propositie 2.2.S mogen wij voor de rest 

van het bewijs van de stelling veronderstellen dat G een ondergroep H bevat 

isomorf met D4 , Q of c4 x c 2 . 

Stap 3. Als H ~ D4 , Q, dan omvat H een normaaldeler N in G van orde 4 die 

isomorf is met c4 • Als H ~ c4 x c2 , dan omvat H een normaaldeler N in G van 

orde 4 die isomorf is met c2 x c2 • 

Bewij s. D 4 bevat een unieke normaaldeler ~ C 4 en C 4 x c 2 bevat een unieke 

normaaldeler ~ c2 x c 2 • Omdat voor g E G - H de beperking H van het automor

fisme c normaaldelers van H in normaaldelers overvoert, moet de unieke g 
normaaldeler onder c vast blijven. (In feite passen we Opgave 1.6.3 toe.) g 
Verder is cg beperkt tot H een automorfisme van orde een macht van 2. Omdat 

Q precies 3 (onderling isomorfe) ondergroepen van orde 4 heeft, blijft min

stens een daarvan invariant onder c • Ga zelf na dat deze c -invariante g g 
ondergroep dan ook een normaaldeler in G is. 

Stap 4. Stel H ~ D4 • Vanwege Stap 3 mogen we veronderstellen dat N = <c> 

een ondergroep van orde 4 in D4 is die ·normaaldeler in G is. Laat a E H zo 
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gekozen zijn dat a 2 = e en aca-l c-l Dan is H = <c,a>. Tenslotte kiezen 

we g E G - H. Omdat c N = N moet c (c) E {c,c3 } gelden. Als c (c) = c 3 , dan 
g g g 

is c (c) = c. Dus na vervanging van g door ag, mogen we c (c) = c veronder-
ag g 

stellen. Omdat c N N, geldt ook c (H-N) = H - N. Derhalve is er een 
g i g i-2j 

i E JN zodat cg(a) ~c • Omdatcgcj (a) = ac voor j E JN, levert ver-

vanging van g door gcJ voor geschikte j dat we nog slechts twee gevallen 

hoeven onderscheiden, te weten cg(a) =a en cg(a) = ac. 

- c (a)= a. Als g van orde 2 is, dan is G = H x <g> == D4 xc2" 
g 2 

Als g van orde 4 is, dan is g EH van orde 2; maar omdat gE CG(a) nGC(c) 

en <c,a> = H, geldt g 2 .E Z(H) {e,c2 }. Dus g 2 = c 2 en G is isomorf met 

G0 (zoals men inziet door u = c en v = ag te kiezen). 

- c (a) = 
g 

c 2 (ac) 
g 

2 
ac. De orde van g kan slechts 4 zijn. Uit cg2 (a) ac 

= ac3 en g 2 € H volgt dat g 2 E {c,c3 }, maar dit is in strijd met 

de orde van g. 

Aldus hebben we het geval dat H == D4 uitputtend behandeld. 

Stap 5. Stel H == Q. Laat u voortbrenger zijn van de normaaldeler N van G, 
2 2 -1 -1 

bevat in H. Kies v E H - N van orde 4 zodat u = v en vuv = u (ga zelf 

na dat zo'n v te vinden is). Verder kiezen we g E G - H willekeurig. Omdat 

-1 
c N = N, geldt c (u) € {u,u }. Eventuele vervanging van g door gv brengt 

g g 

de te bestuderen gevallen terug tot c (u) = u. Beschouwing van de elementen 
g 

van orde 4 in H - N levert c- (v) € {v,v-1 ,uv,u3v}. Na eventuele vervanging 
g 

van g door gu hebben we hetzij cg(v) = v, hetzij cg(v) = uv. 

c (v) = v. Omdat g 
g 2 

met ieder element in 
2 

H kommuteert, geldt g E Z(H). 

Ook is g van orde 
2 

G = Q x c2 • Als g 

s 2, 
2 

u 

zodat volgt 

' dan is G == 

2 
g E {e,u2 }. Als g 2 = e, dan is 

GO. 
-1 3 

- c (v) uv. Hieruit valt af te leiden dat c 2 (v) = v en g 2(uv) 
g 2 2 1 g- g 

u v, 

zodat met g € H volgt g E {u,u- }, in strijd met de orde van g. 

Hiermee is ook het geval H == Q afgedaan. 

Stap 6. Voor de rest van het bewijs mogen we veronderstellen dat iedere 

ondergroep in G van index 2 abels is. Laat H s G een ondergroep == c4 x c2 

zijn. Kies c van orde 4 en a van orde 2 in H zodat H <c,a>. Neem 

g € G - H. Gana dat c (c 2 J = c 2 • Buiten c 2 kent H nog slechts twee elemen-
g 2 2 2 

ten van orde 2, te weten a en ac . Als c (a) = ac , dan is <g,a,c > een 
g 

niet-abelse ondergroep in G van orde 8. We houden de mogelijkheid over dat 

c (a) = 
g 

cg(c) € 

orde 4. 

a. Omdat cg(c) = c tot gevolg zou hebben dat G abels was, geldt 

-1 -1 
{c ,ac,ac }, de verzameling van de overige elementen in H van 

1 ( } -l k · door ac2 zodat d Maar a s cg c = ac , unnen we a vervangen e 
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gelijkheid teruggebracht wordt tot c (c) = ac (ga na waarom). We onderscheig 
den de twee resterende identiteiten c (c) = c-l enc (c) = ac. 

-1 g 2 2 g - c (c) = c Als g orde 2 heeft, of als g = c , dan is <g,c> een niet-
g 2 2 abelse groep van orde 8, ui tgesloten. Dus g E {a, ac } • In beide gevallen 

is G isomorf met c 4 )<I c 4 . 
y 

- c (c) = ac. Als g orde 2 heeft, dan is G == (c4 x c 2J 
g . 2 2 2 2 Stel g heeft orde 4. Dan is g E {a,ac ,c }. Dus g 

)<I c2. 
15 2 
= ac dan heeft 

2 2 gc orde 2 en vallen we terug op het voorgaande. Als g = c , dan geldt 
2 2 (gc) = a, zodat na eventuele vervanging van g door gc rest: g a. 

Via cc(g) = ga komen we uit op een normaaldeler <g> met G = <g> ~ <c> 

Hiermee zijn alle mogelijkheden uitgeput. D 

OPGAVEN BIJ §2.2. 

1. Hoeveel onderling niet-isomorfe abelse groepen hebben respektievelijk 
2 3 4 2 2 orde p , p , p en p q , waar p en q verschillende priemgetallen zijn? 

1 2. Laat P een p-groep en Keen ondergroep van P zijn. Noteer NP(K) = NP(K) 
i+l i en NP (K) = NP(NP(K)). Bewijs dater een natuurlijk getal m bestaat 

m 
met Np(K) = P. 

3 3. Bepaal de verschillende niet-abelse groepen van orde p als p een priem-

getal is. 

(Aanwijzing: Behandel p = 2 apart. Als voor p ~ 3 er een element c van 
2 orde p in de groep G van orde p 

3 
te vinden is, laat dan zien dat 

G == cp2 ~ cp, waar a(c) = p+l 
c . Zo niet, dan heef t G een ondergroep 

<a> x <b> isomorf met C x C . Leid af dat dan G == (<a> x <b>) )<I C waar p p s p 
S(aibj) = ai+jbj.) 

2.3. Een stelling van Burnside 

Bij zijn pogingen noodzakelijke voorwaarden voor groepen op te stellen 

opdat ze enkelvoudig zijn, heeft Burnside onder andere de volgende stelling 

bewezen. 

2.3.1. STELLING. Laat G een eindige groep zijn met p-Sylowondergroep P. Als 
P ::; z (NG (P)), dan bezit G een normaaldeler H met H n P = {e} en G = H )<IP. 
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BEWIJS._In 6 stappen. 

Stap 1, waarin een afbeelding v: G + P wordt gedefinieerd. 

We noteren n = IG/PI. Laat x 1 ,x2 , ..• ,xn een volledig stelsel linksneven

klassevertegenwoordigers van P in G zijn. Voor g E G is er dan een permu-

tatie TIE Sym(~),zo dat gxiP xTI(i)P (i E ~).Er zijn dus pi E P, zodat 
n 

gxi = xTI(i)pi. Het voorschrift v(g) = iDl pi definieert dus een afbeelding 

v: G + P. 

Stap 2. Ga zelf na dat deze afbeelding v niet afhangt van het gekozen 

representantensysteem x 1 ',x 2 , ... ,xn. 

Stap 3. Onrlat P abels is, is de afbeelding v: G + P een groepsmorfisme: 

Als voor h E G er een p E Sym(~) en qi. E P zijn, zo dat hx. = x (")q. 
J_ pi J_ 

= x ( . ) p ( . ) q. , dus volgt 
n TIP i P i i n 

iDl qi= ifil Pi iDl qi v(g)v(h). 

-1 
Stap 4, waarin aangetoond wordt dat voor elke x E G en g E P met xgx E P 

-1 -1 
geldt g = xgx Zowel P als x Px bevatten g en zijn abels, dus 

P, x- 1Px S CG(g). Volgens Stelling 2.1.S(ii), toegepast op CG(g) bestaat 

er een,c E CG(g), zodat x- 1Px = c- 1Pc. Dit betekent dat xc-l E NG(P). 
-1 -1 

Tezamen met PS Z(NG(P)) volgt g E PS CG(xc ). Maar dan ook xc E CG(g) 
-1 -1 

en x = (xc )c E CG(g), dus g = xgx ; klaar. 

Stap 5, waarin v surjektief blijkt te zijn. 

Kies g E P. Neem y 1 ,y2 , ••. ,yt E G zodat y 1P,y2P, ..• ,ytP een representanten

systeem vormt voor de banen in G/P onder 11- : <g> + Sym(G/P) (de links-
<g> 

vermenigvuldiging-permutatievoorstelling beperkt tot <g>). We geven voor 

i E t met n. 
- J_ 

Uitschrijven 

de lengte van de baan van y ip aan. Dan is n = n1 + n 2 + .• '. + nt. 

van v(g) met behulp van de nevenklassen-representanten gJy. 
n· t . 1 n· i 

(i Et; j En.) levert dat y7lg iy. E Pen v(g) .n1 y7 g iy .. Maar uit 
- -i in· i t n~= i i 

Stap 4 volgt dat Yilgniyi = g i, dus v(g) = iDl g i = gn. Omdat ggd(n,JP]J 

1, ziJn er r,s E ?Z met rn + slPI = 1. Uit gn E v(G) volgt 
rn+slPI r 

g = g = (gn) E v(G) . 

We hebben bewezen dat voor iedere g E P geldt g E v(G); kortom, vis 

surjektief. 

Stap 6. Slot van het bewijs. 

Laat H =Ker v. De eerste isomorfiestelling (1.6.6) geeft G/H ~ P. 

Stelling 1.8.11 doet de rest. D 

2.3.2. GEVOLG. Laat p de kleinste prienrleler zijn van de orde van een 
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gegeven groep G. Als G een cyklische p-Sylowgroep P heeft, dan bezit G een 

normaaldeler H, zodat G/H ~ P. 

BEWIJS. Als g E NG(P) - P een element van orde, zeg q, is, dan is de beper-

king van cg tot P een automorfisme van de orde een deler van q. De orde van 

een automorf isme van P ~ C n voor zekere n E :N moet vanwege Opgave 8 van p 
§ 1 . 8 een deler zijn van pn ( 1 - 1:.) = p n-l (p - 1) • Pas de eerste isomorfie-

p 
stelling toe op het morfisme g ~ cglp van NG(P) naar Aut(P) om in te zien 

dat NG(P)/CG(P) isomorf is met een ondergroep van Aut(P). Dan valt op dat 

ING(P) I een deler is van IAut(P) I lcG(P) I. Uit Opgave 1.2.7 volgt dat 

IAut(P) I een produkt is van priemgetallen s p. Omdat p het kleinste priem

getal is dat in JGJ en dus ook in JNG(P) I voorkomt, moet ING(P) I deler van 

IPJ JcG(P) I zijn. Omdat P ~ CG(P), P ~ NG(P) en P een p-Sylowgroep is, is 

ING(P)/PI deler van JCG(P)/PJ. Maar CG(P)/P s NG(P)/P, zodat nu CG(P)/P = 

= NG(P)/P. Derhalve CG(P) = NG(P). 

We passen nu de voorgaande stelling toe om een passende normaaldeler H te 

vinden. D 

De in de stelling en haar gevolg gevonden normaaldeler H is in zoverre 

een bijzondere normaaldeler, dat hij behalve onder konjugatie met elementen 

uit G, ook onder ieder ander automorfisme van G invariant is. We bewijzen 

dit in het navolgende. 

2.3.3. PROPOSITIE. Als G semi-direkt produkt van een normaaldeler N en een 

p-Sylowgroep P is, dan is N ~ G. In feite is 

N {x E G I x is van orde relatief priem met p}. 

BEWIJS. Schrijf n = JG/PJ = ]NJ en laat q = ]PJ. -voor x E G geldt xq EN 

(immers, x 

xq = (yz)q 

yz voor zekere y E P en z E N, zodat er een z' E N is met 

yqz' = z'). 

Andersom: Als x E G orde m heeft en ggd(m,p) = 1, dan zijn er r,s E zi:, 

zodat mr + qs = 1. Bijgevolg is x = (xqls EN. Hiermee is de laatste uit

spraak van de propositie waargemaakt. De eerste volgt hieruit omdat een 

automorfisme van G de orde van elk van haar elementen behoudt. D 

2.3.4. OPMERKING. In gevolg 2.3.2 ligt onder andere besloten dat geen enkel

voudige groep een cyklische 2-Sylowgroep omvat. Een niet-abelse enkelvou

dige groep heeft echter altijd een even orde. Dit diepe resultaat was een 

vermoeden van Burnside, maar is pas in 1963 bewezen. Sindsdien zijn de 
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enkelvoudige groepen met een gegeven 2-Sylowondergroep voor'een aantal 

2-groepen bepaald. De kleinste niet-cyklische 2-groep is de viergroep van 

Klein. Alt(~) heeft een 2-Sylowgroep isomorf met deze groep en is enkelvou

dig, naar we nu zullen aantonen. 

2.3.5. PROPOSITIE. Alt(~ is enkelvoudig. 

BEWIJZEN. Laat N een niet-triviale normaaldeler van Alt(_~) zijn. We zullen 

op drie verschillende manieren vaststellen dat N = Alt(5) • 

Bewijs 1. Uit 1.7.6 volgt dat de lengtes van de konjugatieklassen van Alt(~) 

respektievelijk 1,15,20,12,12 zijn. N is een vereniging van konjugatieklassen 

(zie 1.6.l(iii)) en heeft dus een orde die een deler van 60 en een som van 1 

en enkele andere lengtes is. Dit leidt tot !NI = 60. Klaar D 

Bewijs 2. 

Stap 1. N bevat een 3-kring. 

Zoniet, dan bevat N (eventueel na verwisseling van enkele letters) hetzij 

(12) (34) hetzij (12345). Derhalve bevat Nook (125) = (12) (34) (125) (12) (34) 

-1 -1 -1 
(125) of (135) = (12345) (123) (12345) (123) . Tegenspraak. 

Stap 2. Als N een 3-kring bevat, dan geldt N =Alt(~). 

Immers, N bevat een 3-kring, aus alle (ze vormen een konjugatieklasse), en 

in Opgave 1.5.9 is reeds vastgesteld dat Alt(~ door haar 3-kringen wordt 

voortgebracht. 

Bew:,i.js 3. 

Stap 1. N bevat een p-Sylowgroep voor zekere p E {3,5}. 

Als het tegendeel zou gelden dan zou N bevat zijn in een 2-Sylowgroep van 

Alt(~) volgens 2.1.2(iii). In het bijzonder zou N een letter v E 5 fixeren. 
-1 

Maar dan is met v ook g(v) een vast punt van N = gNg voor elke g E Alt(~. 

Dus elke w E 5 is vast punt van N, ofwel N = 1, wat uitgesloten is. 

Stap 2. Als N een p-Sylowgroep P voor zekere p E {3,5} omvat, dan is 

N = Alt(~. 
Orn dit in te zien, mogen we veronderstellen dat N minimaal is met de eigen

schap dat ze een P als omschreven omvat. Schrijf G =Alt (5)'. Nu, is IN (P) : PI = 2. 
- G 

Als !NN(P): PI= 1, dan geldt NN(P) ~ P, dus zelfs Z(NN(P)) = P. De stelling 

van Burnside (2.3.2 en 2.3.3) levert een karakteristieke ondergroep van N, 

dus een normaaldeler van G, van orde !Nl/p. Uit de minimaliteit van N en 
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Stap 1 volgt dat JNI = p, dus N = P, in strijd met ING(P):PI = 2. We kon

kluderen dat INN(P):PI 2, zodat NN(P) = NG(P). Uit het Frattini-argument 
(2.1.6(ii)) volgt nu G NG(P)N = NN(P)N = N; het bewijs is voltooid. 0 

In Opgave 1.6.5 bleek Alt(!?_) isomorf met Sl2 (K) voor Keen lichaam met 
4 elementen. In het vervolg (3.1.14) wordt ondermeer bewezen dat PS12 (K) = 

s12 (K) voor dit lichaam K enkelvoudig is. Dit zou als vierde bewijs voor 
de enkelvoudigheid van Alt(!?_) kunnen dienen. 

2.3.6. PROPOSITIE. Als G een enkelvoudige groep van orde 60 is, dan geldt 
G ~ Alt(5). 

BEWIJS. Laat Keen 2-Sylowgroep van zo'n groep G zijn en beschouw H = NG(K). 
Vanwege 2.3.2 geldt H #Ken vanwege de enkelvoudigheid van G is H een ech
te ondergroep. Bijgevolg is IG/HI = p voor p E {3,5}. Nu heeft Geen ge-

trouwe transitieve permutatievoorstelling van graad p (zie 1.4.8; waarom 
getrouw?), met andere woorden, op isomorfie na geldt G ~ Sym(R_). Uit over
weging van ordes blijkt dat p = 5. Verder is G n Alt(!?_) een ondergroep van 
Alt(!?_) van index ~ 2. was deze index 2, dan zou Alt(~) een echte normaal

deler hebben (zie 1.6.4), in strijd met 2.3.5. Er resulteert dat 

G n Alt(!?_) Alt(!?_), ofwel dat G =Alt(!?_). 0 

OPGAVEN BIJ §2.3. 

p is steeds een priemgetal. 

*1. schrij f en voor c x c x ••• x c . Zo' n groep heet elementair abels. p p p p 
n keer 

Bewijs: 

(i) Aut(c;) ~ Gln(p). 

(ii) Als G een niet-cyklische enkelvoudige groep van oneven orde is en 

als p de kleinste priemdeler van JGJ is, dan is p 3 deler van ]GI. 
(iii) Als G een niet-cyklische enkelvoudige groep van even orde is, 

dan is 8 of 12 een deler van IGI. 

2. Bewijs dat Alt(~) de enige enkelvoudige groep van orde p 2qr- is voor 
p,q,r verschillende priemgetallen. 

3. Geef de karakteristieke ondergroepen van de twee niet-abelse groepen 

D4 en Q2" 

4. Laat zien dat er geen enkelvoudige groep van orde 300 is. 
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5. (i) Met welke groep van orde 16 is de 2-Sylowgroep van Sl2 (7) isomorf? 

(ii) Idem voor Sym(§J. 

6. (i) Met welke groep van orde 16 uit het diktaat is een 2-Sylowgroep van 

PS1 2 (17) isomorf? 

(ii) Bepaal ook het type 3-Sylowgroep van PS1 2 (17). 

7. Laat zien dat een groep van orde 2n (n oneven) een normaaldeler van 

index 2 heeft. 

8. Bewijs dat er precies een groep van orde n is dan en slechts dan als 

(n,<j>(n)) = 1. 

2.4. Groepen van kleine orde 

In deze paragraaf zullen we de groepen van orde ~ 23 behandelen. 

2.4.1. LEMMA. Iedere niet-abelse groep G van orde 2p (p priem > 2) is 

isomorf met D . 
p 

BEWIJS. De p-Sylowondergroep van G is een cyklische normaaldeler van orde 

p. Verder omvat G een 2-Sylowgroep van orde 2, zodat G ~ C x c2 p a 

zeker niet-triviaal morfisme a: c2 + Aut(C l. Aangezien Aut(C ) 
p p 

slechts een element van orde 2 heeft, is a uniek bepaald. D 

voor 

~c 
p-1 

2.4.2. LEMMA. Laat G een niet-abelse groep van orde 4p zijn. Geef met P 

een p-Sylowondergroep van G aan. 

(i) Als p > 4, dan is P 9 G; 

(ii) als P ~ G, dan is G isomorf met D2 , Q of C ~ c4 , waar het morfisme 
p p ap a 

a: c4 + Aut(C ) gegeven is door a(c) (x) = X (c E c4 - c2 , x E Cp), 
p 2 

met a E JN zodanig dat a -1 mod p. Het laatste geval doet zich uit-

slui tend voor als p = 1 mod 4. 

BEWIJS. (i). Omdat er m = 1 mod p gekonjugeerden van P zijn, zouden er 

m(p-1) 2:: p 2 - 1 > 4p- 1 = IGI - 1 elementen van orde p zijn als P geen nor-

maaldeler was. Maar dan zou er geen element van orde 2 in G aanwezig zijn, 

in strijd met de Sylowstellingen. 

(ii). Laat Q een 2-Sylowondergroep van G zijn. Dan is G = P x Q. Als 

Q ~ c2 x c2 , van omvat G een normaaldeler ~ P x c2 en volgt G - D2p. Veronder

stel daarom voor het vervolg dat Q ~ c4 , met voortbrenger g E Q. Aangezien 

Aut(C ) ~ C 1 , resten er twee gevallen: hetzij 
p p-
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hetzij 

c (x) 
g 

-1 
x (x E P) en G ~ Qp' 

c (x) = xa (x E P) met a 2 
g 

-1 mod p. 

Omdat de orde van c een deler van IC I = p - 1 is, volgt nog in het laat-g p-1 
ste geval dat 4[ (p-1), ofwel dat p = 1 mod 4. 0 

VOORBEELD. Een niet-abelse groep van orde 20 is op isomorfie na een van de 

drie groepen 0 10 , QS' CS ~ c 4 , waar het morfisme a: c 4 + Aut(CS) vastligt 

door a(c)x = x2 (x E C~ voor zekere voortbrenger c E c 4 . Orn dit in te zien 

passen we het voorgaande .toe en vinden we dat ingeval G ~ CS >4 c 4 geldt 
a -1 

a = 2,3; de notatie is die van het lemma. Als a = 3, kiezen we c = g E Q 

als voortbrenger en als a = 2 kunnen we met de keuze c = g volstaan. Welk 

van de drie is isomorf met AG1 1 (S)? 

2.4.4. PROPOSITIE. Iedere niet-abelse groep G van orde 12 is isomorf met 

een van de volgende drie onderling niet-isomorfe groepen 0 6 , Q3 en Alt(~). 

BEWIJS. Laat Q een 2-Sylowgroep en P een 3-Sylowgroep in G zijn. Als P 9 G, 

dan is G ~ 0 6 of Q3 blijkens Lemma 2.4.2. Voor het vervolg kunnen we nu ver

onderstellen dat P geen normaaldeler is. Gevolg 2.3.2 sluit het geval Q c 4 

uit, zodat Q ~ c 2 x c 2 • Verder voldoet het aantal gekonjugeerden m van P 

weer aan m - mod 3 en zijn er 2m elementen van orde 3. Er volgt 

2m$;1G-Q] 8 en m 1,4. Maar m f 1 omdat P geen normaaldeler is. Der-

halve geldt m = 4. We konkluderen dat Q 9 G; er is dus een niet-triviaal 

morfisme y: c 3 + Aut(c 2 x c 2), zodat 

G = Q >4 P ~ (c 2 x c 2J >4 c 3 • 
y 

Deze situatie leidt tot een isomorfisme tussen Gen Alt(~). 0 

In het voorafgaande hebben we afdoende aandacht besteed aan de groepen 

van orde 12, 16 en 20. We behandelen nu de overiqe ordes :; 23. 

2.4.S. STELLING. Iedere niet-abelse groep van orde :; 23 (f 12, 16, 20) die 

niet-isomorf is met Dm of Qm voor m E :!-1, is op isomorfie na een der volgen

de groepen: 

- (c3 x c 3J ~ c 2 , (c3 x c 3 ) S c 2 , waar a,S: c 2 + Aut(c3 x c 3 ) morfismen zijn, 

vastgelegd door respektievelijk 

a(c)x = x- 1 , a(c)y = y-l en S(c)x y, S (c)y x 



voor x,y een tweetal voortbrengers van c 3 x c 3 en c E c 2 ...:. {e}. 

- c 7 ~ c 3 , waar y: c 3 + Aut(c7) het morfisme is, dat vastligt door 

2 
y(c)x = x 

voor c een vast gekozen voortbrenger van c 3 • 
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BEWIJS. Gezien de veronderstellingen en de Lemma's 2.4.1 en 2.4.2, komen 

slechts de volgende ordes nog voorbeschouwing in aanmerking: 8, 9, 15, 18, 

21. Ordes 8 en 9 worden afgedaan door Opgave 8 en Opgave 12(ii) van §1.6. 

Ga zelf na wat er met de ordes 15 en 21 gebeurt. 

Stel G heeft orde 18. Als een 3-Sylowgroep isomorf met c 9 is, moet G ~ Dg. 

Stel daarom dat p een ondergroep van G isomorf met c 3 x c 3 is. Laat a E G 

een element van orde 2 zijn. Omdat IG/PI = 2, is Peen normaaldeler in G. 

Verder omvat P een viertal ondergroepen van orde 3. Als a elke ondergroep 

van orde 3 invariant laat, moet G ~ (c3 x c 3) ~ c 2 (ga na~). Stel dat 

x,y E P niet in elkaars inverse zijn en dat ca(x} y. Dan geldt ca(y} 

en ligt ea verder vast op <x,y> = P. We konkluderen dat G isomorf is met 

(c3 x c 3l s er D 

OPGAVEN BIJ §2.4. 

1. Bewijs dat iedere eindige groep van orde pm met p > m (p priem) een 

normale p-Sylowondergroep heef t. 

x 

2. Laat zien dat een niet-cyklische enkelvoudige groep van orde ~ 100, orde 

60 heeft. 

3. Bepaal alle groepen van orde 24 (in totaal zijn er 15 niet-isomorfe), 

Aanwijzing: Maak onderscheid naar het aantal 3-Sylowgroepen. Zo dit 

aantal 1 is, is de onderhavige groep een semi-direkt produkt met c 3 als 

normaaldeler. Zo niet, konstrueer dan een permutatievoorstelling van de 

groep op de verzameling 3-Sylowgroepen en laat zien dat het beeld orde 

;<: 12 heeft. 

4. Bepaal alle groepen van orde 4p (p priem). 
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HOOFDSTUK III 

PERMUTATIEGROEPEN 

3.1. Prirnitiviteit en meervoudige transitiviteit 

In deze paragraaf gaan we wat nader in op de theorie van de permuta
tiegroepen. Wordt een voor permutatiegroepen bekend begrip gehanteerd voor 
een permutatievoorstelling ~ van een groep G, dan zal duidelijk zijn dat 
bedoeld wordt dat het begrip betrekking heeft op ~(G). 

3.1.1. DEFINITIE. Een permutatiegroep G op een eindige verzameling V heet 
k-(voudig-)transitief (waar k ~ !Vil als voor ieder tweetal geordende stel

len (x1 ,x2 , ... ,~) en (y 1 ,y2 , ... ,yk) van elk k verschillende elementen uit 
Vereen g E G bestaat zodat gxi = yi (i E ~). Is k ~ 2, dan spreken we van 
een meervoudig transitieve permutatiegroep. 

3.1. 2. LEMMA. Laat G een permutatiegroep op V zijn en laat k ~ 1 gegeven 

zijn met k ~ IV!. 
(i) G is k-transitief op V dan en slechts dan als G transitief is en er een 

x E V is zodat de stabilisator Gx (k-1)-transitief op V - {x} is. 

(ii) Als dit het geval is, dan is lvl (Iv! - 1) (Iv! - k+l) een deler 

van !GI. 

BEWIJS. (i). Volgt rechtstreeks uit de definitie. Merk op dat iedere 

x E V voldoet voor het bewijs van "dan". 

(ii). Komt neer op herhaalde toepassing van Stelling 1.4.8. D 

3.1.3. VOORBEELDEN. Sym(~) is n-transitief op n en is vanzelfsprekend de 

enige groep met die eigenschap. Alt(~) is (n-2)-transitief op~ als n ~ 3. 
De groep PGln(q) is 2-transitief op de (qn-1)/(q-1) lijnen door 0; PG12 (q) 

zelfs 3-transitief. 

Op soortgelijke wijze als in 1.4.8, waar transitieve permutatievoor
stellingen van een groep bleken te corresponderen met ondergroepen, worden 
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nu de banen van een stabilisatorondergroep van een transitieve permutatie-

groep teruggebracht tot een bij die ondergroep behorende partitie van de 

hele groep. 

3.1.4. DEFINITIES. Als Geen groep is en H een ondergroep van G, dan wordt 

voor g E G de deelverzameling HgH van G de dubbele nevenklasse van g naar 

H in G genoemd. "In dezelfde dubbele nevenklasse naar H bevat zijn" is een 

ekwivalentierelatie met als ekwivalentieklassen de dubbele nevenklassen 

naar H. Deze vormen dus een partitie van G. Het aantal dubbele nevenklassen 

naar Hin G heet de rang van Hin G. De rang van een transitieve permuta

tievoorstelling van G op een verzameling V is de rang van Gv in G voor 

zekere v E V (laat zien dat de definitie niet van v afhangt). 

Het is duidelijk dat G zelf de enige ondergroep van G van rang 1 is. 

De volgende propositie geeft een interpretatie van de rang in termen van 

transitiviteit. 

3.1.5. PROPOSITIE. Als Geen transitieve permutatiegroep op Vis, dan is 

de rang van de bijbehorende permutatievoorstelling het aantal banen van Gv 

op V voor vaste v E V. In het bijzonder is G 2-transitief op V dan en 

slechts dan als voor elke g E G-Gv geldt G = Gv u GvgGv. 

BEWIJS. Laat H = Gv en schrijf G Hu Hg2H u •.. u HgtH, waar t de rang 

van H in G is. De banen van H op V zijn de deelverzamelingen 

g E HgiH} van V. Verifieer dit zelf. D 

3.1.6. VOORBEELDEN. Laat k ~ n. Dan heeft Sym(~) werkend op de ongeordende 

k-tupels uit ~rang min(l+k,l+n-k). De diedergroep D5 heeft vijf ondergroe

pen van index 5 en rang 3. (Welke?) 

3.1.7. DEFINITIES. Laat Geen permutatiegroep op een eindige verzameling V 

zijn. Een partitie B1 u B2 u ... u Bt = V heet imprimitiviteitssysteem 

voor Gals (Vi E ~) (Vg E G) (3j E !l (g(Bi) = Bj). De Bi heten dan blokken 

van het imprimitiviteitssysteem. Een blok Bi heet triviaal als JBil = 

= 0,1 of Iv!. Een imprimitiviteitssysteem heet triviaal als alle blokken er-

van triviaal zijn. De groep G heet imprimitief op V als V een niet-triviaal 

imprimitiviteitssysteem voor G kent. Zo niet, dan is G primitief op V. 

3.1.8. OPMERKINGEN. 

- Als G primi tief is, dan ook transi tief. Immers de banen van de permutatie-
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groep vormen een imprimitiviteitssysteem. 

- Een transitieve permutatiegroep is niet noodzakelijk primitief. Een 

tegenvoorbeeld is de viergroep van Klein gezien als permutatiegroep op 

~, zie 1.3.3. 

- Anderzijds is een transitieve permutatiegroep van priemgraad wel primi

tief. Het bewijs hiervoor kan rechtstreeks geleverd warden (doe dit 

eens), maar kan ook via de volgende stelling gaan. Deze stelling brengt 

het begrip primitiviteit terug tot een uitspraak over een ondergroep. 

3.1.9. STELLING. Stel G is een transitieve permutatiegroep op Ven v E V. 

De groep G is primitief dan en slechts dan als Gv ~ G een maksimale onder

groep van G is. 

BEWIJS. Laat een imprimitiviteitssysteem van G gegeven zijn en laat B het 

blok zijn dat v bevat. Als het systeem niet-triviaal is, dan is B niet

triviaal (want er is een niet-triviaal blok en G is transitief), en dus 

geldt met H = {g E G I g(B) = B} dat Gv < H < G (ga zelf na waarom H f Gv 

en H f G). 

Als, andersom, een ondergroep H gegeven is met Gv < H < G, dan vormt 

{gHv I g E G} een niet-triviaal imprimitiviteitssysteem. Verifieer dit! D 

3.1.10. KOROLLARIUM. Als G ~en 2-voudig-transitieve permutatiegroep op V 

is, dan is G primitief op V. 

BEWIJS. Uit 3.1.5 blijkt dat de stabilisatorondergroep van een punt van V 

een maksimale ondergroep is. D 

Voor later gebruik vermelden we 

3.1.11. PROPOSITIE. Laat Geen primitieve permutatiegroep op V zijn en 

veronderstel {e} < H 9 G. Dan is H transitief op V. 

BEWIJS. Kies v E V vast. Omdat H ~ G, is HG een ondergroep van G. Als 
-1 v HGV~ Gv, dan H ~ Gv' dus H = gHg ~ gGvg-l = Ggv, zodat H ~ wQv Gw = 1, 

tegenspraak. Dus HGV ~ Gv, zodat vanwege de maksimaliteit van Gv volgt 

G =HGV. Uit de tweede isomorfiestelling (1.7.5) volgt dat !Gl/IHI = 

!Gvl/IGvnHI zodat IVI = IHl/IGvnHI, wat betekent dat de H-baan van v 

lengte Jvl heeft. Aldus blijkt H transitief op V. (Kunt u ook een argument 

geven dat Stelling 1.7.5 niet gebruikt?) D 
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Voor enkelvoudigheidsbewijzen is het volgende resultaat van Iwasawa 

erg handig. 

3.1.12. PROPOSITIE. Laat Geen primitieve permutatiegroep op een eindige 

verzameling V zijn en laat v E V. Als Gv een abelse normaaldeler A bezit 

zodanig dat G = <gAg-l I g E G>, dan geldt 

(i) 1 < N ::! G => N ?:: D (G) ; 

(ii) G = D(G) => G is enkelvoudig. 

BEWIJS. (i). Uit Propositie 3.1.11 volgt dat N transitief op Vis, zodat 

G = NG . Er geldt zelfs G 
v -1 

met g = nh, terwijl gAg 

NA,-~ant als g E G, dan zi~~ er n EN en h E Gv 

nAn S NA, zodat G <gAg I g E G> s NA. Met 

de tweede isomorfiestelling 1.7.5 volgt dat G/N 

waaruit N?:: D(G) volgt (zie 1.6.12(iii)). 

NA/N ~ A/AnN abels is, 

(ii). Volgt direkt uit (i). D 

3.1.13. VOORBEELD. Alt(~) is enkelvoudig (vergelijk 2.3.5). 

BEWIJS. G = Alt(5) werkt 2- (zelfs 3-)transitief op~· dus ook primitief. 

G5 ~Alt(~) en heeft abelse normaaldeler v4 , de viergroep van Klein (zie 

1.6.4). Dankzij (12) (34) (12) (35) = (435) is in te zien dat<gV4g'""1 I g E G> 

3-kring (435) bevat en dus alle driekringen (we gebruiken hier dat de dub

bele 2-kringen en de driekringen ieder slechts een konjugatieklasse 

opspannen). Omdat Alt(~) - getuige Opgave 1.5.9 - door haar driekringen 

-11 wordt voortgebracht, is G =<g v4 g g EG>. Voor x= (12) (45) en y = (13) (45) 

geldt (123) = xyx-ly-l E D(G). Bijgevolg is D(G) =G. De uitspraak volgt 

nu uit 3.1.12. D 

3.1.14. PROPOSITIE. PS12 (K) is enkelvoudig als JKI > 3. 

BEWIJS. We maken gebruik van de 2-transitieve en dus primitieve voorstel

ling van G = PS1 2 (K) op de IKl+1 lijnen door 0 in K2 . De stabilisator Hin 

G van de lijn door(~) is van de vorm H = {C~ ~ 1 ) I a E K-{O}, b EK} en 
1 b a -1 I 

bevat de abelse normaaldeler A = { (0 1) j b E K}. Laat nu N = <gAg g E G>. 

0 1 -1 
We zullen eerst N G bewijzen. Met g = ( 1 0 ) hebben we gAg SN, dus 

(~ ~) E N voor b E K, zodat voor a E K-{O} volgt 

( a ~1) = ( -~ 
0 a a -1 

0\(1 
1) 0 

1)( 1 0)(1 -a-l) E 

1 a-1 1 0 1 
N. 
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Dus H is bevat in N. Maar H i N en H is een maksimale ondkrgroep van G, 

dus G N. 
1 b We zullen nu laten zien dat G = D(G). Beschouw daartoe g = (0 1 l voor 

Kies c € K-{1} z6 dat c 2 i 1 (ga na dat hiertoe IKI > 3 

schrijf a= b/(c2-1). Dan is 

willekeurige b € K. 

noodzakelijk is) en 

g (c 
0 

Hieruit blijkt dat A$ D(G) en G 

doet de rest. D 

0 \-1(1 
-1) 

c 0 

al)-1 € D(G). 

-1 I <gAg g E G> $ D(G). Propositie 3.1.12 

3.1.15. DEFINITIE. Een permutatiegroep G op V heet regulier als G transitief 

is en voor v € V geldt IGvl = 1. 

Merk op dat de linksreguliere permutatievoorstelling van een willekeu

rige groep G de groep tot een reguliere permutatiegroep op G maakt. 

3.1.16. STELLING. Laat Geen t-transitieve permutatiegroep op V van graad 

n = lvf zijn. Als N een reguliere normaaldeler van G is, dan is t $ 4 en 

geldt 

(i) t=2 '*N == 
k 

zekere k lN priem k c voor € en p met n p ; p 
2k (ii) t= 3 ,. n 3 of n = met k als in (i); 

(iii) t=4 ,. n 4. 

BEWIJS. Laat v € V vast gekozen zijn en veronderstel dat t ~ 2. 

STAP 1. De permutatievoorstelling van G op V - {v} komt overeen met de 
v -1 permutatievoorstelling $: G + Sym(N - {e}), gegeven door $(g) (x) = gxg v 

(g E G , x E N - {e}). De groep G is dus op te vatten als een (t-1)-tran-v v 
sitieve permutatiegroep op N*= N - {e} werkend-door middel van konjugatie. 

BEWIJS. Merk op dat N - {e} invariant is onder cg voor g € G, zodat 

$(g) = cg/N* een goed gedefinieerde afbeelding is. De overeenkomst tussen 

beide permutatievoorstellingen wordt bemiddeld door de bijektie 

fl: V - {v} + N*, gedefinieerd door fl(w) = x -w =xv (w E V - {v}, x EN*), 

met dien verstande dat g(a) = b voor a,b € V - {v} en g € Gv korrespondeert 

met $(g)fl(a) s (b). 

STAP 2. Laat p een priemgetal en deler van de orde van N zijn. Omdat Gv 

transitief is (t ~ 2), heeft ieder element i e € N orde p. Dus N is een 

p-groep. Verder is Z(N) invariant onder Int(G) en geldt 1 < jZ(N) f, dus 

N = Z(N) oftewel N is abels. (i) volgt nu rechtstreeks uit Propositie 2.2.5. 



83 

Als t ~ 3 en p > 2, kies dan x EN* met x ~ x-l Omdat uit $(g)x = x volgt 

dat $(g)x-l = x- 1 , geldt N* - {x} = (G )$·x-l = {x- 1}. Bijgevolg is 
* -1 v x 

N = {x,x }, dus JNJ = 3. Dit geeft (ii). Als t ~ 4, dan moet dus p = 2 

zijn. Laat M een ondergroep van orde 4 van N zijn (ga na dat zo'n M bestaat). 

Uit de 3-transitiviteit van Gv op N - {e} volgt dat ieder drietal elementen 

* uit N tezamen met e isomorf beeld van M is en dus weer een ondergroep van 

N. Dit kan alleen als M = N. Vandaar (iii). 

Uit t ~ 4 volgt krachtens (iii) nu ook t ~ n = 4, waarmee het bewijs 

voltooid is. 0 

3.1.17. VOORBEELD. Sym(~) heeft de reguliere normaaldeler v4 , de viergroep 

van Klein. Voorgaande stelling bewijst dat dit het enige voorbeeld is voor 

t = 4. 

AGln(K) werkt 2-transitief op Kn, met reguliere normaaldeler 

A~ (Kn,+,O) ~ Cmn voor zekere m, waar p de karakteristiek van K is (m heet 
p 

de graad van het lichaam K over Z1: ) • 
p 

Het belang van de reguliere normaaldelers moge blijken uit het vol-

gende 

3.1.18. LEMMA. Als Geen primitieve permutatiegroep op V zonder reguliere 

normaaldeler en met enkelvoudige stabilisatorondergroep Gv is (v E V), dan 

is G zelf oak enkelvoudig. 

BEWIJS. Veronderstel dat N een niet-triviale normaaldeler is. Vanwege 3.1.11 

is N dan transitief met stabilisator Nv = N n Gv S Gv. Enkelvoudigheid van 

Gv houdt in dat Nv = {e} of Gv. In het eerste geval zou N een reguliere nor

maaldeler zijn; uitgesloten. Dus Nv = Gv. Uit ·jN/NvJ = JG/Gvl = !VI volgt 

!NI= )Nv!JvJ = jGvllvJ = IGJ, zodat N =G. 0 

Het volgende resultaat werd in 1.6.10 reeds aangekondigd. 

3.1.19. KOROLLARIUM. Alt(~) is enkelvoudig voor n ~ 5. 

BEWIJS. Voor n = 5, zie 2.3.5. We voeren induktie naar n. Stel n ~ 6. De 

induktiehypothese is dat Alt(n-1) enkelvoudig is. Alt(~) is echter 

4-transitief van graad > 4 en kan dus geen reguliere normaaldeler bezitten 

(vergelijk 3.1.16). Pas nu 3.1.18 toe. 0 

3.1.20. KOROLLARIUM. De enige normaaldeler van Sym(~) voor n ~ 5 is Alt(~). 



84 

BEWIJS. Als N ~ Sym(~), bekijk dan N n Alt(~). Deze normaaldeler van Alt(~) 
kan niet = {e} zijn, omdat dan !NI 2, wat in strijd is met 3.1.11. Dus 

N .=_Alt(~), zodat N =Alt(~) of Sym(~). D 

In 3.1.16 is al enige struktuur aangebracht in een 2-transitieve permuta
tiegroep G voor het geval dat G een reguliere normaaldeler bevat. We zullen 
ter afsluiting van deze paragraaf bewijzen dat zo G geen reguliere normaal
deler bevat, zij veel met een niet-abelse enkelvoudige groep van doen heeft. 

3.1.20. STELLING. Laat Geen 2-transitieve permutatiegroep zonder regulie

re normaaldelers zijn. Dan bevat G een niet-abelse enkelvoudige normaal

deler N zo dat op isomorfie na geldt N ~ G ,;; Aut(N). 

BEWIJS. We schrijven V voor de eindige verzarneling waarop G 2-transitief 
werkt. Laat N een minimale normaaldeler van G zijn. Uit Opgave 1.8.12 en 
1.6.17 volgt dat er enkelvoudige onderling isomorfe normaaldelers 

N1,N2 , ... ,Nt van N bestaan, zo dat N = N1 x N2 x ••• x Nt. Uit 3.1.10 en 
3.1.11 blijkt dat N transitief op V is. Vanwege Opgave 1.5.lO(ii) en de uit
sluiting van reguliere normaaldelers is N, en dus ook N1 , niet-abels. Laat 

H de stabilisator in G van een punt van V zijn. We bewijzen de stelling in 
6 stappen. 

STAP 1. G = HN met H n N > {1} en H n N. < N. voor i E t. verder werkt H 
1 1 

via konjugatie transitief op {N. J i E t}. 
1 -

BEWIJS. Omdat HN de maksimale ondergroep H strikt omvat (N is narnelijk 

transitief op V) geldt G = HN. Uit H n N {1} zou volgen dat N een regu-

liere normaaldeler is. Uit Opgave 1.8.10 volgt _dat {N. J i Et} de volle-
1 -

dige verzarneling minimale normaaldelers van N is. Deze verzameling wordt 
dus door H onder konjugatie invariant gelaten. Mocht W c t een echte niet lege 

deelverzarneling van !. zijn zo dat {Ni I i E W} ook invariant onder H is, 
dan zou het produkt der Ni voor i E W een niet triviale normaaldeler van G 
strikt bevat in N zijn, tegenspraak. Dus H werkt transitief op {N. I i Et}. 

1 
Rest te bewijzen dat H n N. < N .. Stel van niet, dus N. ,;; H voor zekere 

1 1. 1 
i E t. Dan volgt na konjugatie met elementen uit H dat N. ,;; H voor alle 

1 
i E .t_, zodat N,;; H. Maar dit is in strijd met G = HN. D 

STAP 2. Voor elke g E N - H geldt N - (N n H) 
-1 

h~H hgh (N n H). 
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BEWIJS. Laat x E N - N n H. Vanwege Propositie 3.1.5 is dah x E (HgH) n N. 

Er zijn dus h 1 ,h2 EH zo dat x = h 1gh2 EN. Omdat Ng G volgt h 1h 2 EN. Zeg 
-1 -1 

n = h 1h2 . Dan is n E N n H en geldt x h 1gh1 n E h 1gh 1 (NnH). D 

STAP 3. Veronderstel t > 1. Voor elke i Et is de projektie rri: H n N +Ni 

een surjektief morfisme. 

BEWIJS. Stel van niet. Uit Stap volgt dat rri voor geen i E !. surjektief 

is. Kies ui E Ni-rri (NnH) voor i 1,2 en beschouw u = ~lu2 EN. Pas nu 

Stap 2 toe op u met g = u 1 . Dan blijkt dat u 1u 2 = hu 1h n voor zekere 
-1 

n E N n H. Nu is er vanwege Stap 1 een j E !. met hu1h E Nj zodat u 1 = rr1 (n) 

als j # 1 en u 2 = rr 1 (n) als j # 2. Elk van beide gevallen levert een tegen

spraak met de keuze van u.. D 
1. 

STAP 4. Als t > 1, dan geldt VOOI elke i € t dat H n N. { 1}. 
1. 

BEWIJS. Stel x € N. n H - { 1}. Dan volgt ui t Stap 3 
1. 

-1 I h E N n H> -1 I h € <hxh = <hxh N. > N. 
1. 1. 

omdat Ni enkelvoudig is. Maar dit impliceert dat Ni ~ H, wat al in stap 1 

uitgesloten is. D 

STAP5.t=1. 

BEWIJS. Stel van niet. Kies g1 E N1 van orde p (priem) en g 2 E N1 van orde 

q (priem) met p # q (Ga na dat dit kan omdat N1 niet-abels en enkelvoudig 

is, zie 2.2.2). Omdat g2 i H (zie stap 4) is er een h E Hen een n E N n H 
-1 -1 

met g2 = hg1hn (zie Stap 2). Laat j E !. zo zijn dat hg1h EN .. Veronder-
J -1 

stel dat j = 1. Dan is n E N1 n H = {1} volgens Stap 4, zodat g2 = hg 1h 

in strijd met de ordes van g2 respectievelijk g. Dus j > 1, zeg 2. 
-1 -1 p _];> 

Dan is n = (hg 1 h )g2 E N2N1 n H, dus n = g-2 is bevat in N1 n H van orde 

q; tegenspraak met Stap 4. Dus inderdaad t = 1. D 

STAP 6. Einde van het bewijs. 
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We hebben al een niet-abelse enkelvoudige normaaldele'r N = N1 van G 
verkregen. Er rest dus te bewijzen dat het natuurlijke morfisme G + Aut(N) 

injektief is. Naar opgave 1.6.16 komt dit neer op het bewijs dat CG(N) tri
viaal is. Dit is als volgt in te zien. CG(N) is een normaaldeler van G. 

Stel zij bevat een niet-triviaal element h van de stabilisator-ondergroep. 
Omdat N een transitieve groep op V is en omdat N ~ CG(h), moet vanwege Op
gave 1.5.lO(i) elk punt van V vast punt van h zijn, met andere woorden 

h = 1. De konklusie is dat CG(N) i {1} betekent dat CG(N) een reguliere nor
maaldeler is. Dit is echter ui~gesloten door de voorwaarden in de stelling. 

Klaar. D 

OPGAVEN BIJ §3.1. 

1. Wat is de maksimale k E JN waarvoor Gln (p) k-transitief op Zl; - {O} is? 

(p,n E JN, p priem.) 

2. Bewijs dat als G een enkelvoudige 2-transitieve permutatiegroep van 

graad 6 is, G isomorf is met Alt(!?_) of Alt(§_). 

3. Als G een reguliere en primitieve permutatiegroep is, dan is de graad 

van G een priemgetal. 

4. Laat zien dat als G een transitieve permutatiegroep op een gegeven ein

dige verzameling V is met transitieve ondergroep H, dan geldt 

G = G H = HG voor iedere v E V. v v 

5. (i) Wat zijn de graden van de meervoudig-transitieve permutatievoor

stellingen van Alt(~)? 

(ii) Wat zijn de graden van de primitieve permutatievoorstellingen van 

Alt(5)? 

6. Als Opgave S, maar nu voor PS12 (7). 

*7. Laat G een transitieve permutatiegroep op een gegeven eindige verzame

ling V zijn en geef voor g E G met a(g) het aantal punten in V aan dat 

door g vastgehouden wordt (dus a(g) = #{v E V / g(v) = v}). Toon aan: 

(i) lgEG a(g) = IGI; 

(ii) G is 2-transitief <=> l G a(g) 2 = 2IGI. gE 

8. Laat G een primitieve permutatiegroep op een eindige verzameling V zijn 

en laat W een echt deel van V zijn. Bewijs achtereenvolgens: 



(i) Als w E W, dan geldt n g(W) 
gEG 
wEg(W) 

{w}. 

(Aanwijzing: het linkerlid is een blok, d.w.z. na transformatie 

met h E G (willekeurig) is de doorsnede met het oorspronkelijke 

linkerlid leeg of het hele linkerlid.) 
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(ii) Als v,w E W met v F w, dan is er een g E G zodat g(v) E W en 

g(w) E V- W. 

(iii) Als IWI > 1 en Sym(W) $ G, dan is G = Sym(V). 

(Aanwijzing: Induktie naar lvl - lwl. Als lwl < Iv! en v,w E W met 

v F w, dan (met (ii)) g(v) E W, g(w) t W voor zekere g E G. Bewijs 
-1 

nu m.b.v. Opgave 1.1.10 dat Sym(Wug(W)) = <Sym(W), g Sym(W)g >$G.) 

(iv) Als !WI > 2 en Alt(W) $ G, dan is Alt(V) $ G. 

(Aanwijzing: Als in (iii); gebruik Opgave 2.1.4.) 

(v) Als (vw) E G voor zekere v,w E V met v F w, dan geldt G = Sym(V). 

(vi) Als (u v w) E G voor zekere u,v,w E V (onderling F), dan geldt 

9. (i) 

G ~ Alt(V). 

Laat G een t-transitieve permutatievoorstelling op V van graad 

Iv! = n zijn. Stel dat H $ G de groep is van alle elementen in G 

die een gegeven t-tal punten uit V puntsgewijs vasthouden en dat P 

een p-Sylow-groep van H is. Bewijs dat als P nu w (~ t) punten 

vasthoudt, dan is NG(P) t-transitief op deze w punten. 

(ii) Bewijs dat er geen 4-transitieve permutatiegroep op 10 punten be-

staat van orde 10•9•8•7. 

3.2. De permutatievoorstellingen van Sl2 (8) 

Bij wijze van voorbeeld zullen we de ondergroepen van sl2 (8) bepalen. 

Daarmee zijn (zie 1.4.8) ook de transitieve permutatievoorstellingen van 

sl2 (8) bekend. 

3.2.1. Het lichaam K van orde 8. Dit lichaam wordt als volgt beschreven. 

K = {a+bcr+ccr2 I a,b,c E 2Z 2}met cr wortel (= oplossing) van de vergelijking 

cr 3+cr+1 = O. Ga zelf na dat deze gelijkheid ook de vermenigvuldiging op K 

vastlegt. Het element cr is een voortbrenger van de cyklische groep 

(K-{0},*,1) van orde 7; vergelijk Opgave 1.1.11. 
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3.2.2. De konjugatieklassen van s12 (K). Analoog aan 1.5.5 kan men de cen

tralisatoren en de konjugatieklassen van elementen in Sl 2 (K) bepalen. We 
1 a O 1 geven hier alleen het resultaat. Laat xa 

a O 
= (0 1 ) voor a E K, y = ( 1 0 ), 

d = (0 0 _ 1). Dan hebben we centralisatoren en konjugatieklassen als af te 

lezen uit onderstaande tabel. 

representant xl yxl yx 
cr yxcr2 yxcr4 yxcr3 yxcr5 yxcr6 

inklassebenaming 2 3 91 92 93 71 72 73 
centralisator ~ G c3 

c9 c9 c9 c9 c7 c7 c7 2 
orde van de inklasse 63 56 56 56 56 72 72 72 

3.2.3. De lokale ondergroepen van Sl2 (K). Omdat s12 (K) orde 7•a•9 heeft, 

bevat ze Sylowondergroepen van orde 7, a en 9. Die van orde 7 en 9 zijn 

cyklisch, die van orde a zijn isomorf met c;; dit valt immers al uit de 

tabel in 3.2.2 af te lezen. We zullen eerst de normalisatoren van deze 

Sylowgroepen bepalen. 

Schrijf G = sl2 (K) en laat P7 een 7-Sylowgroep van G zijn. Blijkens 

bovenstaande tabel zijn er 3x72 = 216 elementen van orde 7 in G, die elk 

in slechts een 7-Sylowgroep voorkomen. Er zijn dus 216/6 36 7-Sylowon-

dergroepen van G. Omdat ze alle gekonjugeerd zijn, heeft de normalisator 

van zo'n groep orde 7xax9/36 = 14. De centralisator van een element van 

orde 7 is van orde 7. Bijgevolg is NG(P) ~ c 7 » c 2 (gebruik Lemma 2.4.1). 

Stel zelf vast dat de normalisator van een 3-Sylowondergroep P9 en van 

een 2-Sylowondergroep Pa isomorf is met c 9 » c 2 , respektievelijk c; » c 7 
(de laatste groep zijn we ook in 3.1.14 tegengekomen). 

Uit de tabel van 3.2.2 valt al te lezen dat NG(x 1 J = CG(x1) ~ c; Pa· 

Nu de normalisator van een element van orde 3~ NG(<yx 1>l ~ NG(P9 l ~ 

~ c 9 ~ c 2 , als tenminste P9 3 yx 1 gekozen is. Anderzijds (zie 

Opgave 1.6.16) is NG(<yx1>}/CG(yx1) op te vatten als een ondergroep van 

Aut(<yx1>} ~ c 2, dus NG(<yx 1>} van orde een deler van 2•9 = la. Derhalve 

volgt NG(<yx 1>} = NG(P9 ). 

Rest te bepalen NG(P) voor P een groep van orde 4. Zander de alge

meenheid te schaden mogen we aannemen dat P ~ Pa. Maar Pa is ook uniek 

met deze eigenschap; dit blijkt bijvoorbeeld uit Pa CG(g) voor 

g E P-{1}. Ga zelf na dat hieruit NG(P) = Pa volgt. 

3. 2. 4. De niet-lokale ondergroep.en van s12 (K) . Laat H een echte ondergroep 

van G z:;_jn. Stel eerst dat H de 7-Sylowgroep P7 (~ c 7 ) bevat. Dan is het 

aantal 7-Sylowgroepen in H een deler van a-9 en= 1 mod 7, dus 1, a of 36. 
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Als dit aantal 1 is, dan is P7 normaal in H, dus H = P7 of H = NG(P7). Als 

het 36 is, dan bevat H de normaaldeler van G voortgebracht door alle ele

menten van orde 7, dus is H = G vanwege de enkelvoudigheid van G. We mogen 

er dus van uitgaan dat H precies S 7-Sylowgroepen heeft. In dit geval 

heeft H index ~ 9 in G. Maar omdat G een element van orde 9 bevat en G 

enkelvoudig is, heeft iedere niet-triviale transitieve voorstelling van G 

graad ~ 9, zodat IHI = !Gl/9 = 7·S. Omdat er Sx6 = 4S elementen van orde 7 

in H zijn, vormen de resterende 56- 4S = S elementen een normale 2-Sylow

ondergroep van H. Bijgevolg is H de normalisator van een 2-Sylowondergroep 

van G en dus lokaal. 

Voor de speurtocht' naar niet-lokale ondergroepen H van G kunnen we 

ons dus beperken tot het geval waarin IHI een deler van S•9 is. Stel 

PS ~ H. Uit NH(Ps) = NG(Ps) n H =PS volgt met de Stelling 2.3.1 dat er 

een normale 3-ondergroep Qin His met H = Q ~PS. Als IQI = 9 dan volgt 

een tegenspraak met !NG(Q) I = 1S, en als !QI 1, dan is H een 2-Sylow

groep van G. Derhalve resteert !QI = 3. Maar NH(Q)/CH(Q) kan ingebed wor

den in Aut(Q) van orde 2, zodat CH{Q) een veelvoud van 12 is. Dit is ech

ter in strijd met de orde van CG(yx1). We konkluderen dat alle ondergroe

pen in G, die orde een veelvoud van S hebben, bekend zijn. 

Stel nu dat een 2-Sylowgroep P van H orde 4 heeft. Dan is P bevat in 

een 2-Sylowgroep, zeg PS, van G. Omdat, naar in 3.2.3 bleek, NG(P) =PS' 

is NH(P) = P. We passen Stelling 2.3.1 weer toe om af te leiden dat 

H = N ~ P voor een ondergroep N van G van orde een deler van 9. Maar 

!NI 3; 9 is uitgesloten vanwege NG{N) = !NG(P9 ) I = 1S en !NI = 1 levert 

H = P. Er zijn dus geen niet-lokale groepen met 4\IHI. 

Als tenslotte !Hf = 2m met m deler van 9, dan heeft H een normaal

deler R van orde m (zie Opgave 2.3.7) en volgt H = NG(R). 

In het licht van 3.1.9 kunnen we het voorgaande als volgt samenvat-

ten: 

3.2.5. PROPOSITIE. Sl2 (S) heeft slechts drie primitieve pennutatievoor

stellingen, elk behorend bij een lokale ondergroep, te weten: 

le de normalisator van een 2-Sylowondergroep, van rang 2 (zelfs 

3-transitief) en graad 9; 

2e de nonnalisator van een 3-Sylowondergroep, van rang 4 en graad 2S; 

3e de normalisator van een 7-Sylowondergroep, van rang 5 en graad 36. 

Werk zelf de nog niet bewezen details uit. 
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3.2.6. Een uitbreiding van s12 (8). Het lichaam K heeft een automorfismen

groep van orde 3; met a geven we het Frobenius-automorfisme van Kaan 

dat beschreven wordt door a(x) = x 2 (x EK). Het voorschrift 

av(;) = (~~;;) (x,y EK) maakt van a een morfisme van de optelgroep van K2 

(ofwel een lineaire transformatie van de 6-dimensionale z;o: 2-vektorruimte 

K2 ). De groep Sl2 (8) wordt nu uitgebreid door <av> toe te voegen. Preciezer: 

we beschouwen de groep r voortgebracht 
av (a bd) (av)-1 (a (a) a (b}) (a 

c a(c) a(d) voor c 
deler in f. Er volgt onmiddellijk dat 

v 
door Sl2 (8) en <a>. Omdat 

b) 
d 

E Sl2 (K), is sl 2 (8} een normaal
v r = Sl2(K) ~ <a > ~ Sl2(K) ~ c3. 

Omdat r lijnen door O in lijnen door O overvoert, heeft zij ook een 3-tran

sitieve permutatievoorstelling van graad 9. De normalisator van een 3-Sylow

groep van r heeft index 28 en is van rang '2. Laat zelf zien dat r een primi

tieve permutatievoorstelling van graad 36 heeft en bereken de rang. 

3.2.7. OPMERKINGEN. De ondergroepen van PS1 2 (K) voor Keen willekeurig ein

dig lichaam zijn reeds in 1901 uitgerekend door L.E. Dickson. 

De permutatievoorstellingen van r van graad 28 en 36 leiden tot voor

beelden van veel bestudeerde kombinatorische strukturen, te weten 2-designs 

en (resp.) sterk reguliere grafen (zie § 3.4). 

OPGAVEN BIJ §3.2. 

1. Bewijs dat f uit 2.3.6 isomorf is met Aut(Sl2 (8)). 

2. Bepaal alle ondergroepen van r uit 3.2.6. 

3.3. De magische kubus 

De magische kubus is een grote kubus die opgebouwd is uit een aantal 

kleinere kubussen. De lengte van een ribbe van een kleine kubus is 1/3 

van de lengte van een ribbe van de grote kubus (zie Figuur la). Het 

"magische" van de kubus is het feit dat ieder van de zes zijvlakken draai

baar is om de middelste kleine kubus van het betreffende zijvlak (zie 

Figuur lb) , zonder dat de grote kubus bij omhoogwerpen uiteen valt in 

27 kleine. 
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LAAG 

Figuur 1 

De zijvlakjes van de kleine kubussen zijn op zodanige wijze gekleurd dat 

ieder van de zes zijvlakken van de grote kubus een kleur heeft. Het pro

bleem is nu de kubus in deze begintoestand terug te brengen als deze door 

een aantal onbekende draaiingen verstoord is. Orn de procedure die dit be

werkstelligt en de permutatiegroep op de zijvlakjes te kunnen beschrijven, 

hebben we de zijvlakken van d~ kubus van namen voorzien (zie Figuur la). 

De permutatie op de zijvlakjes die ontstaat door een bepaald zijvlak in 

kloksgewijze richting over 90° te draaien zullen we met de naam van het 

betreffende zijvlak aangeven. Als we de zijvlakjes nummeren zoals in 

Figuur 2 is aangegeven, dan wordt bijvoorbeeld de permutatie HOOG gegeven 

door 

HOOG = (6,15,35,26) (8,30,33,11) (12,14,29,27) (7,22,34,19) (13,21,28,29). 

Beschrijf zelf eens op deze manier de permutatie OOST. 

Met V geven we de verzameling van de 48 zijvlakjes aan, dus 

V = {1,2, .•. ,48}. Met U geven we de verzameling van zijvlakjes van de 

hoekkubussen aan, U = {1,3,6,8, •.. ,48} en met T de verzameling van zij

vlakjes van de randkubussen, T = {2,5, ••• ,47}. We zullen nu eerst de 

ondergroep G van Sym(V) beschrijven die wordt voortgebracht door de zes 

basispermu ta ties HOOG, LAAG, NOORD, OOST, ZUID, WEST. 
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1 2 3 

4 NO ORD 5 

6 7 8 

9 10 11 12 13 14 15 16 17 

18 w£ST 19 20 HOO& 21 22 0051 23 

24 25· 26 27 28 29 30 31 32 

33 34 35 

36 ZUID 37 

38 39 40 

41 42 43 

44 LAAG 45 

46 47 48 

Figuur 2 

3.3.1. De groep van de magische kubus 

Het is direkt duidelijk dat G niet transitief is op V, want een zij

vlakje van een randkubus kan nooit overgevoerd worden in een zijvlakje van 

een hoekkubus. Anderzijds gaat men makkelijk na dat G transitief is op 

zowel U als T, d.w.z. U en T zijn de banen van G op V. De zijvlakjes van 

een kleine kubus worden overgevoerd in de zijvlakjes van een andere kleine 

kubus, d.w.z. G is imprimitief op zowel U als T en elke kleine kubus kor

respondeert met een blok van het imprimitiviteitssysteem. Laat U (resp. T) 
de verzameling zijn van de hoekkubussen (resp. randkubussen) en G de door 

G op V := U u T geinduceerde permutatiegroep. Als K de ondergroep van G 

is die als de identiteit op V werkt, dan is volgens 1.6.6 

G ~ G/K. 
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We beschouwen nu eerst G. Laat GU 

U (T) puntsgewijs vastlaat. Daar U n T 

(G-l de ondergroep van G zijn die 
T 
~ kommuteert G- met G-. Bovendien 

U T 

is G-u n G- = G- - = G- = 1 zodat Gu- x GT-~ G. Herhaald toepassen van 3.1.2 
T UUT V 

laat zien dat G 3-transitief is op zowel U als T. Achtereenvolgens uitvoe-

ren van HOOG, OOST, HOOG- 1, OOST- 1 , d.w.z. het uitvoeren van O-lH- 10H met 

H := HOOG etcetera, geeft een 3-cykel op T en een produkt van twee 
- - --1--1-- 2 

2-cykels op U. Hieruit volgt dat GU de 3-cykel (0 H OH) bevat. Met 

Opgave 3.1.8 volgt nu dat Alt(T) $ G6 . Daar H,L,N,o,z,w op v even permu

taties induceren, geldt zelfs Alt(T) ~ GU. Op dezelfde manier volgt 

Alt(U) GT (geef een 3-cykel in~!). Hiermee is aangetoond dat 

Alt(U) x Alt(T) ~ G. Elke basispermutatie induceert op zowel u als op T 

een oneven permutatie (namelijk een 4-cykel). De door G op u (T) geindu

ceerde permutatiegroep G/GU (G/GT) is dan ook isomorf met Sym(U) (Sym(T)) 

en 

G (Sym(U) x Sym(T)) n Alt(V). 

Meer in het bijzonder volgt dat !G! = ~·8!•12! 

We zullen nu de groep K beschrijven. Laat ~ de ondergroep van K zijn 

die U puntsgewijs vastlaat, K. de ondergroep van K die T puntsgewijs vast

laat. Het is direkt duidelijk Tdat ~ ;:, zz~ 2 en KT$ ?Z~. Omdat de basis

permutaties op T even permutaties induceren kan ~ geen 2-cykel bevatten, 
12 

dus ~ 'I :cz 2 . We zullen later zien dat ~ een element bevat dat twee 

randkubussen 11 omklapt11 (de zogenaamde 11monoflip 11 ). Daar G 2-transitief is 

op T volgt dat voor ieder even aantal randkubussen er een element in ~ is 
11 

dat die randkubussen omklapt. Dus ~ ~ Zl. 2 . Orn ~· te bepalen nummeren we 

de hoekkubussen van 1 t/m 8 en in iedere hoekkubus voorzien we de drie 

zijvlakjes kloksgewijs van de getallen 1,w,w2 waarbij w = exp(2wi/3). 

Aan iedere door G op U geinduceerde permutatie a kennen we nu een matrix 
k. . 

M := (c. (')w 1 ) .. 8 , toe, waarbij k. E {0,1,2} gegeven wordt door: na uit-
a l.,a J l.,JE_ l. 

voeren van de permutatie a heeft in hoekpunt i het zijvlakje dat eerst 

label 1 had nu label wki, i = 1, ... ,8 (d.w.z. M is de permutatiematrix die 
a 

korrespondeert met de door a op u geinduceerde permutatie, waarbij in rij i 
k. 

de 11 1 11 vervangen is door w 1 ). Men gaat gemakkelijk na dat de afbeelding 

a 1-+ Ma een monomorfisme is (d.w.z. deze afbeelding is 1-1 en Mao~= Mab' 

waarbij ode gewone matrixvermenigvuldiging is). Bovendien geldt voor elk 

van de basispermutaties a dat I ki =·o (mod 3), dus det(Ma) ±1. Dus 

geldt voor iedere permutatie a dat det(M) = ±1, dus I k. 0 (mod 3). 
. a l. 
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\ Meer in het bijzonder korrespondeert een element a E KT met een diagonaal-
. kl k2 kg I diag[w ,w , ••• ,w ] met L ki = (mod 3). We zullen nog zien matrix M 

a 
dat er een element in KT is dat precies twee hoekkubussen verdraait, de 
ene rechtsom en de andere linksom (de zogenaamde "monotwist"). Dus 

diag[w,w 2 ,1,1,1,1,1,1] EK en daar G 2-transitief is op U is iedere 
kl kg T 7 

diag[w , ... ,w {l met I7 ki ~ 0 '.mod 3) element van J" ~us KT = ~ 3 en 
K = ~ x K = ~2 x ~ 3 . Hieruit volgt dat JKJ = 2 •3 en dus dat 

- T 11 7 JGI = IGI IKI = ~-g!•12!·2 ·3 , 

In feite is G het semidirekte produkt van G en K. Dit kunnen we als volgt 

inzien. Label de vlakjes van ieder hoekpunt weer met 1,w,w2 en de vlakjes 

van iedere randkubus met en -1. Zoals we gezien hebben zijn er 2 11 ·37 

verschillende labelings in een baan van G. Laat H de stabilisator zijn 

van een labeling; dan heeft Horde IHI = !GJ/2 11 ·37 = JGl/IKJ en 

H n K = {e}, want een element dat alle kubussen op hun plaats laat en alle 

labelings is de identiteit. Dus G = K ~Hen G = G/K = H volgens 1.g.11. 

3.3.2. Een algoritme voor de magische kubus 

We geven een van J.H. Conway afkomstig algoritme om de kubus in haar 

begintoestand terug te brengen. 

STAP 1. Breng in een zijvlak alle kleine kubussen op hun plaats (in de 

juiste orientatie!). Dit vereist enige oefening maar mag verder geen pro

bleem opleveren. Het betreffende zijvlak wordt van nu af aan het ondervlak 
(= LAAG). 

STAP 2. Breng de middenlaag in orde. Dit kan met de volgende permutaties: 
a) Voer achtereenvolgens uit: HOOG, OOST, HOOG-1 , OOST-l, HOOG-l, ZUID-l, 

-1 -1 -1 -1 HOOG, ZUID. \"le krijgen dus de permutatie z H z H o H O H. 
b) Voer achtereenvolgens uit: HOOG-l, ZUID-l, HOOG, ZUID, HOOG, OOST, 

-1 -1 
0 H Z H Z H 

-1 -1 -1 -1 HOOG , OOST . We krijgen nu de permutatie O H 

Het effekt van a) en b) is dat het ondervlak ongewijzigd blijft, terwijl 

in de middenlaag een randkubus wordt vervangen door een randkubus uit de 

bovenste laag, maar verder ongewijzigd blijft (zie Figuur 3). 

Merk op dat we steeds, door de juiste keuze van a) of b) kunnen bereiken 

dat de betreffende randkubus met de juiste orientatie in de middenlaag 

terechtkomt. 
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(a) (b) 

Figuur 3 

STAP 3. Breng in de bovenlaag alle kubussen op hun plaats (mogelijk nog 

niet in de juiste orientatie) . We kunnen dit bereiken met de volgende per

mutaties: 

a) LINKS 

b) RECHTS 

Z-l 0-l H 0 H-l 0-l H-l 0 Z H2 , 

H2 0-l H-l 0 Z H Z-l 0-l H O. 

Het effekt van LINKS en RECHTS is dat ender- en middenlaag ongewijzigd 

blijven en dat in het bovenvlak twee hoekkubussen en twee randkubussen 

worden verwisseld (zie Figuur 4). 

. (bovenaanzicht) 

' I/ 
I'\.. / 

LINKS RECHTS 

Figuur 4 

-1 
c) Laat a en 8(= a ) de draaiingen zijn van de vertikale middenlaag, 

zoals aangegeven is in Figuur 5. 

Figuur 5 
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Dan geeft aH8H2aH8 een 3-cykel op de randkubussen van het'bovenvlak (zie 

Figuur 6), onder- en middenlaag blijven weer ongewijzigd. 

Figuur 6 
STAP 4. Breng de kubussen in het bovenvlak in de juiste orientatie. Voor 

de randkubussen maken we hierbij gebruik van de zogenaamde dubbele "monoflip": 

-k -1 -1 -2 -2 -1 k 2 2 (H) Z y Z y Z (H) Zy Z yZ. 

Hierin is y de draaiing van bet horizontale middenvlak, zoals aangegeven 

in Figuur 7. 

Figuur 7 

2 2 Het eff ekt van Zy z yZ is dat in het bovenvlak alleen de in Figuur 8 aan-

gegeven randkubus van orientatie verandert (midden- en ondervlak worden 

hierbij wel aangetast:). Door nu met (H)k een andere randkubus op deze 

plaats te brengen die ook van orientatie veranderd moet worden en vervol-
-1 -1 -2 -2 -1 2 2 -1 gens Z y z y z = (Zy z yZ) uit te voeren, bereiken we dat midden-

en ondervlak weer hersteld worden. Door (H)-k wordt bet bovenvlak weer op 

de juiste plaats gebracht. Het uiteindelijke effekt is dat in het boven

vlak twee randkubussen van orientatie zijn veranderd. 

(boven-aanzicht) 

Figuur 8 



Bij de hoekkubussen kunnen we op analoge wijze gebruikmal<len van de zoge

naamde dubbele "monotwist": 

(H)-k 0 L-l 0-1 z-1 L-l z (H)k z-1 L z 0 L 0-1 
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Hier is het effekt van z-1 L z o L o-1 dat de in Figuur 9 aangegeven hoek

kubus in positieve zin over 120° wordt gedraaid. Met (H}k kunnen we weer 

een andere hoekkubus op deze plaats brengen, etcetera. 

(boven-aanzicht). 

Figuur 9 

OPGAVEN BIJ §3.3. 

1. Bewijs dat elke stand van de kubus verkregen kan worden door slechts van 

5 van de 6 basisdraaiingen gebruik te maken. 
2 2 2 2 2 2 

2. Wat is de groep voortgebracht door H , L , N , O , Z , W ? 

3.4. Automorfismengroepen van grafen 

3.4.1. DEFINITIES. Een graaf is een tweetal (X,r) met X een (eindige) ver-
X x . I zameling punten en r s (2) een verzameling kanten cc2> := {{x,y} x,y € X, 

x F y}). Vaak zullen we grafen weergeven met behulp van plaatjes, zoals in 

Figuur 1. 

2 

·~ 
4 

2 

• 

3 
1 • • 3 sv 7 

6 

a . b c 

Figuur 1. 
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Zo geeft Figuur la de graaf ({1,2,3,4,5,6,7},{{1,2},{2,4}1,{3,4},{5,6},{6,7}}) 
1 d f ({ } "') { } {l,2,3})) weer, Figuur b e graa 1,2,3 ,~ en Figuur le de gra:f ( 1,2,3 ,( 2 . 

Het komplement van een graaf G = (X,r) is de graaf G = (X,6) met 
6 := (~)-r. Laat G = (X,f) een graaf zijn. Als r = (~) dan heet G de komplete 
graaf op n := Ix I punten. Als {x,y} E r dan schrijven we vaak x~ y en zeg-
gen x is verbonden met y. Als x 1 ~ x2 
een pad van x 1 naar ~· Definieren we x ~ y: <=> x = y of er is een pad van x 
naar y, dan is ~ een ekwivalentierelatie op X. De ekwivalentieklassen heten 
de komponenten G (in Figuur la zijn de komponenten {1,2,3,4} en {5,6,7}). De 
graaf G heet samenhangend als er slechts een komponent is. 

Voor x Ex definieren we r(x) := {y Ex I {x,y} E r} en lr(x) I heet de 
valentie van x. Als ieder punt dezelfde valentie heeft, dan heet G regulier 

en de gemeenschappelijke valentie heet de valentie van G. 

Twee grafen G = (X,r) en G' = (X',f') heten isomorf (notatie: G ~ G') 
als er een bijektie ~: X + X' bestaat met ~(f) = r• (~ is een isomorfisme 

van G op G'). Een automorfisme van G is een isomorfisme van G op zichzelf. 
De automorfismen van G vormen een groep Aut(Gl $ Sym(X), de automorfismen

groep van G. 

3.4.2. PROPOSITIE. Laat G (X,r) een graaf zijn en Aut(G) transitief op 

X. Dan is G regulier. 

BEWIJS. Laat x,y E X. Kies g E Aut(G) z6 dat g(x) 

f(g(x)) = f(y), zodat lrtxll = !f(y)j. D 

y. Dan is g(f(x)) 

Het omgekeerde van deze bewering is niet waar. Figuur 2 geeft een 
graaf die regulier is, maar geen transitieve automorfismegroep bezit. 

I> I <J 
Figuur 2 

3.4. 3. PROPOSITIE. Laat G = (X,r) een graaf zijn en veronderstel dat Aut( GJ 
primitief werkt op X. Dan zijn Gen Gsamenhangend of G of G is de complete 
graaf. 
BEWIJS. Iedere komponent van G of G is een imprimitiviteitsblok voor de 
aktie van Aut(G1 op X. D 
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\ 

Opnieuw geldt de omk.ering van deze uitspraak niet. Geef zelf een tegen-

voorbeeld van een graaf op 6 punten. 

Nauw verbonden met de Cayley-representatie van een groep G zijn de zo

genaamde Cayley-grafen van de groep G. Zij laten zien dat we iedere groep 

kunnen opvatten als een groep van automorfismen van een graaf. 

3.4.4. DEFINITIE. Laat G een eindige groep zijn met een-element 1. Laat Q 

een deelverzameling van G zijn met de eigenschappen 

-1 -1 
Vg E: G(gEQ-+g, =>g ; 1 I. Q; G <Q>. 

I -1 
Dan heet de graaf (G,f), waar r := {{x,y} x y E Q}, de Cayley-graaf van 

G behorende bij Q. Zij wordt aangegeven met C(G,Q). 

3.4.5. PROPOSITIE. 

(a) C(G,Q) is samenhangend. 

(b) G werkt door linksvermenigvuldiging als een reguliere groep van auto

morfismen van C(G,Q) op G. 

(c) Als $ E Aut(G) voldoet aan $(Q) = n, dan is$ E: Aut(C(G,Q)) 1 . 

BEWIJS. (a). Laat x E: G. Er zijn g 1 , •.. ,gs E: Q met x = g 1g2 ... gs. Laat 

x0 := 1, x 1=g 1,x2=g 1g 2 , ••• ,xs=g1g2 ••• gs=x. Dan is (x0 , ••• ,xs) een pad van 

naar x. 

-1 -1 
(b). Laat g E Gen {x,y} E f; dan X y E Q. Dan is 1 (x) 1 (y) 

g g 
-1 

(gx) (gy) = 
x-ly E Q, dus {l (x),l (y)} E f. Er volgt g E: Aut(C(G,Q)). 

g g 

(c). Als $ E Aut(G) voldoet aan $(Q) = Q, dan volgt voor x,y E: G met 

x-1y E Q dat $(x)- 1$(y) = $(x- 1yl E $(Q) = n. D 

Nemen we als voorbeeld G Sym(~) en Q { (12), (13), (23)} dan krij-

gen we de graaf van Figuur 3. 

~) 
(13) ~ (123) 

(132) (23) 

FigUur 3 
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Daar Q uit alle 2-kringen bestaat geldt voor elk automorflsme $ van G dat 
$(Q) Q. De orde van de stabilisator van 1 is dan ook tenminste 6. Boven

-1 dien geeft g ,_.. g nog een automorfisme van de graaf dat 1 stabiliseert. 
We vinden dat 

jAut(Sym(~) ,Q) I = 6• 12 72. 

Nemen we G' = :cz6 en Q' = {1,3,5} dan vinden we dezelfde graaf. Blijkbaar 
volgt uit C(G,Q) ~ C(G',Q') niet dat G ~ G'. 

De volgende uitspraak geeft aan wanneer een graaf G isomorf is met 
een Cayley graaf C(G,Q). 

3.4.6. PROPOSITIE. Laat G = (X,f) een samenhangende graaf zijn. Als Aut(G) 
een op X regulier werkende ondergroep G bevat, dan is G ~ C(G,Q) voor 
zekere Q ~ G. 

BEWIJS. Kies een punt x 1 E X vast. Definieer Q door 

We gaan na dat Q aan (*) voldoet. 
-1 g-1 g E Aut(G), volgt dat {x1 ,x1} 

Als g E Q dan is {x1 ,xi} E f. Daar 
-1 

E f, dus g E Q. Daar x 1 i f(x 1), 
geldt dat 1 i Q. Laat g E Gen laat (x1 , ... ,xs) een pad van x 1 naar xs:=g(x1) 
zijn en definieer g. E G door x. =g. (x1), i = 1, •.. ,s. Daar {xi,xi+l} Er -1 l -1 l l -1 en g. E Aut(G) volgt g. {x. ,x. 1} = {x1,g. g. 1 (x1)} E r, dus ook -1 l l i _li+ -1 l ~! 
gi gi+l E Q. Dus g = gs = (g 1 g2 l (g2 g 3) .•• (gs-lgs) E <Q>. Men gaat gemak-
kelijk na dat $: X + G gedefinieerd door $(x) = g d.e.s.d. als g(x1) = x 
een isomorfisme van G op C(G,Q) is. D 

Niet iedere graaf G met een transitieve automorfismengroep is isomorf 
met een Cayley graaf. Een voorbeeld hiervan is de zogenaamde Petersen-graaf 
van Figuur 4. Men gaat gemakkelijk na dat de automorfismengroep transitief 
is op de punten ((12345)(1',2',3',4',5') en (l,1')(2,2')(5,5')(3',4') zijn 
geschikte automorfismen). Neem aan dat deze graaf isomorf is met C(G,Q) 
voor zekere groep G van orde 10 en Q van kardinaliteit 3. Dan is G ~ G10 of 
G ~ D5 . 
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5 2 

4 3 

Figuur 4 

Laa:: nu zelf zien dat C(G,l"I) in alle voorkomende gevallen een vierhoek be

vat, in tegenstelling tot de Petersen-graaf. 

3.4.7. Triangulaire grafen 

Laat n E lN, n <': 3. De triangulaire graaf T (n) is de graaf T (n) = (X, r) 

met X = (~) en r = {{x,y} J x,y E X, JxnyJ = 1}. Meestal geven we de trian

gulaire grafen weer zoals in Figuur 5: twee punten zijn verbonden als ze op 

een (geknikte) lijn liggen. 

1 1 

2 
{ 1, 2} 2 

{ 1, 2} . 
3 

{ 1, 3} {2,3} 3 
{1,3} {2,3} 

4 
{ 1,4} {2,4} {3 ,4} 

T(3) T(4) T(S) 
I 

Figuur 5 

Het is direkt duidelijk dat Sym(~) ~ Aut(T(n)). We zullen aantonen dat 

voor n ~ 4, Aut(T(n)) ~ Sym(~). Daartoe eerst een definitie. Een kliek in 

een' graaf (X, r) is een puntverzameling Y S X met y 1 ~ y 2 voor alle y 1,y 2 E Y. 

In T(n) vormt elke verzameling X. := {{i,j} J j ~ i}, i = 1, ..• ,n een kliek 
1 

van (n-1) punten. Men gaat gemakkelijk na dat voor n > 4 er geen andere 

klieken zijn met (n-1) punten. Een automorfisme van een graaf voert een 

kliek over in een kliek met een zelfde aantal punten. Laat n > 4, g E 

Aut(T(n)) en laat Tig E Sym(~) gegeven zijn door Tig(i) = j precies dan als 

g(Xi) = xj. Dan volgt g({i 1,i2}),,;, g(xi 1nxi 2) = xj 1 nxj 2 = {j 1,j 2} 

= Tig({i 1,i 2}) als g(xi 1> = xj 1, g(Xi?) xj 2 . Dit wil zeggen dat g op de 



102 

natuurlijke wijze geinduceerd wordt door rrg E Sym(~), dus Aut(T(n)) 

Sym(~). 

Voor het geval n = 4 gaan we als volgt te werk. Stel g E Aut(T(4)) -

- Sym(il. We mogen aannemen dat g({l,2}) = {1,2} omdat Sym(il transitief 
4 

is op <2l· Evenzo mogen we aannemen dat g({l,3}) = {1,3} want Sym(~){l, 2 } 

is transitief op f({l,2}). Als nu ook g({2,3}) = {2,3}, dan is g de 

identiteit (waarom?), in tegenspraak met g i Sym(~). De enige andcre mo-

gelijkheid is g({2,3}) {1,4}. Dan volgt verder dat g({2,4}) = {2,4} en 

g({3,4}) = {3,4} zodat g' verder helemaal vast ligt. Onder g gaat de kliek 

{{1,2},{1,3},{1,4}} over in de kliek {{1,2},{1,3},{2,3}}, dus g i Sym(~) 

en Aut(T(4)) ~ <Sym(i),g> heeft orde 2.4: = 48. 

3.4.8. OPMERKING. 

We hebben gezien dat we iedere abstrakte groep op kunnen vatten als 

een groep van automorfismen van een graaf. Als de groep G gegeven is als 

transitieve permutatiegroep werkend op de verzameling X, dan is er nog een 

andere manier om G op te vatten als een groep van automorfismen van een 

graaf. 

Beschouw G werkend op x2 . Daar G transitief op X is, is 

IX:= {(x,x) E x 2 I x EX} een van de banen van G op x 2 . Men gaat gemakke

lijk na dat het aantal banen van G op x2 gelijk is aan het aantal banen van 

G op X (x E X)' d.w.z. gelijk aan de rang van G op X. x 
Met iedere baan r ~ x2 van G op x2 is ook ru := { (y ,x) I (x,y) E I'} 

baan van G 2 Als r symmetrisch is, d.w.z. als r = ru, dan is een op X . 

G = (X,f) een graaf en G ~ Aut(G). Merk op dat Gnu niet alleen transitief 

is op X maar ook op r: Nodig en voldoende voorwaarde voor het bestaan van 

een symmetrische baan r f IX van G op x2 is: de orde van G is even. Immers,ais 

r = ru dan is er bij gegeven (x,y) E r een g E G met g(x) = y en g(y) = x, 

en zo'n g heeft even orde. Anderzijds, als G even orde heeft, dan bevat G 

een element g van orde 2 (Sylow) zodat voor elke x met g(x) # x de baan I' 

die (x,g(x)) bevat symmetrisch is. 

Als G rang 2 is op X. dan bestaat X 
2 

uit de G-banen IX en 
2 

vin-X -I en 
2 den we alleen de komplete graaf (X,X -IX) op X, hetgeen vanuit een grafen-

theoretisch oogpunt gezien niet interessant is (een zg. design aanpak voor 

de bestudering van G ligt dan meer voor de hand) . Interessanter is het geval 

dat G van even orde is en rang 3 werkt op X. Dit zullen we in deze para

graaf onderzoeken. Een voorbeeld hebben we al gezien, namelijk de triangu-



laire grafen T(n) met G = Sym(!Y en X =<%>·In dit voorb~eld is x2 

\ I {a., S} n { y, o} I = 1} en IX 0 I' 0 /:;. met f 

{ Cfo,S},{y,o}) 

{ ({a.,S},{y,o}) 
2 

!{a,S} n {y,o}I = O} als de banen #IX van G op x . 
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Laat G van even orde rang 3 werken op X en laat IX, r en b. de banen 

2 
van G op X zijn. Dan zijn r en /:;. beide symmetrisch (waarom?) • Daar G tran-

sitief is op f zijn A= l{z EX (x,z) E f, (y,z) Er}\, (x,y) E fen 

µ = I {w E X \ (u,w) E r, (v,w) E r} I, (u,v) E /:;. onafhankelijk van de keu

ze van (x,y) E r en (u,v) E b.. 

3.4.9. DEFINITIES. Een reguliere graaf G (X,f) heet sterk regulier als 

voor ieder tweetal verbonden punten x en y er precies A punten z zijn die 

met zowel x als y verbonden zijn, en voor ieder tweetal niet verbonden 

punten u en v er precies µ punten w zijn die met zowel u als v verbonden 

zijn. Als n Ix\ en k de valentie van G voorstelt, dan heet het viertal 

n,k,A,µ de parameters van de sterk reguliere graaf G. Een graaf G = (X,f) 

heet rang 3-graaf als Aut(G) rang 3 werkt op X. 

Met behulp van deze definities kunnen we nu dus de volgende propositie 

formuleren. 

3.4.10. PROPOSITIE. Een rang 3-graaf is sterk regulier. 

Meestal zullen we in onze beschouwingen uitsluiten dat de sterk regu

liere graaf triviaal is, d.w.z. de vereniging is van een aantal klieks of 

de vereniging van een aantal koklieks (een kokliek is een deelverzameling 

Y van punten zo dat x f y voor alle x,y E Y). De volgende stelling karak

teriseert deze grafen in termen van de parameters. 

3.4.11. PROPOSITIE. Laat G = (X,f) een sterk reguliere graaf zijn met para

meters n,k,A,µ. Dan geldt 0 ~ µ ~ k en 

µ 

µ 

BEWIJS. Stel µ = 0. Als x ~ y en y ~ z dan is ook x z, want x f z geeft 

µ ~ 1 omdat y een gemeenschappelijke buur is van x en z. De relatie ~ ge

definieerd door x ~ y: ~ (x~) v (x=y) is een ekwivalentierelatie. Neem 

voor de Xi's de ekwivalentieklassen. Het geval µ = k gaat precies zo. D 
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De groep die bij de graaf G van Propositie 3.4.11 hoort, is 

Sym(~) J Sym(n/t). Deze groep is rang 3 op X en x 1 , ... ,Xt zijn imprimiti
viteitsblokken behorende bij de aktie van deze groep op X. De volgende 
stelling laat zien dat dit het enige geval is waarin een rang 3-werking 
van een groep imprimitief is. 

3.4.12. STELLING. Laat de groep G, van even orde, rang 3 werken op X en 
laat IX, r en 6 de banen zijn van G op x2 . Als de aktie van G op X impri
mitief is, dan is (X,f) de vereniging van klieks of van koklieks. 

BEWIJS. Laat B c x, met 1 < !BI < Ix!, een blok zijn onder de aktie van G 
op X. Daar !BI > 1 zijn er x,y E B met x f. y. Stel x y. Dan is r (x) 

G:)/ ~ G B = B. Als er een z E B is met x f z, dan is ook 6(x) = G z ~ x x 
~ G B B, dus X = {x} u f(x) u 6(x) ~ B in tegenspraak met B f. X. Dus x 
x ~ z voor alle z E B, d.w.z. B = {x} u f(x). Daar GB transitief is op B, 
geldt voor alle u E B dat B = {u} u f(u). Daar G transitief is op X geldt 
x xl o x2 0 ... u xt, met X. = giB voor 

l. 
geschikt gekozen gi E G, 

i 1, ... ,t. Voor u E X. geldt X. = {u} u r(u), d.w.z. r (u) Xi\{u}, dus 
(xl) cx2> 

l. 

<x2t>. 
l. 

r u u ... u De aanname dat x f y voert op analoge wijze 2 2 
tot de konklusie dat (X,f) de vereniging is van koklieks. D 

3.4.13. VOORBEELDEN. 
m Beschouw Sym(~) werkend op (2), m ~ 5. Deze werking is rang 3. De bijbe-

m horende graaf is de triangulaire graaf T(m) met n = (2), k = 2(m-2), 
A = m-2, µ = 4. Merk op dat voor m ~ 5, 0 < µ < k. 

- Beschouw Sym(~) J Sym(~) werkend op ~2 , m ~ 3. Deze werking is rang 3. De 
2 bijbehorende graaf is de zg. Latti6e-graaf L(m) met parameters n = m , 

k = 2(m-1), A= m-2, µ = 2. 

- Laat q een macht van een priemgetal ZJ.Jn met q = 1(mod 4). Beschouw de 
* 2 21 * groep G bestaande uit de afbeeldingen cp : JF + JF' , a E (JF' ) = {x x E F }, a,b q q q q 

b E JF gedefinieerd door cp (x) = ax + b, x E JF' . Daar q = 1 (mod 4) is q a,b q 
!G I = ~q (q-1) even. De banen van G0 op JF q zijn {O}, (JF:) 2 , en de rest: 

* * 2 lF - ({O} u (lFq) ) , dus G werkt rang 3 op JFq. De bijbehorende graaf is 
de Paley-graaf P(q) die gegeven wordt door 

* 2 X ~ y: _. x-y E ( lF ) 1 
q 

x,y E JF'q. 

* 2 (Merk op dat ~ goed gedefinieerd is, want q = 1 (mod 4) => -1 E ( JF ) . ) q 
De parameters zijn n = q, k = ~(q-1}, µ = !<q-1), A= !Cq-1) -1 (zie 

3. 4.16). 



- De Clebsch-graaf. De puntverzameling is X = {Cx1,x2,x3 ,x4 ,x5> € 2Z; 

l~=l Xi = O(mod 2)}. Twee punten zijn verbonden d.e.s.d. als ze op 

precies een koordinaatplaats overeenstemmen (bijv.· (O,O,O,O,O) ~ 
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~ (0,1,1,1,1),(1,0,1,1,1), ••• ,(1,1,1,1,0)). De groep is G_= (2Z2J4 l<I Sym(~); 

deze is rang 3 want G(O,O,O,O,O) ~ Sym(~) heeft de banen {(O,O,O,O,O)}, 

{vektoren met 2 enen},{vektoren met 4 enen} op X. De parameters zijn 

n = 16, k = 5, A. = O, µ = 2. 

3.4.14. OPMERKING. Niet elke groep G heeft een primitieve rang 3 voorstel

ling. Geef zelf een tegenvoorbeeld. Tot nu toe zijn we voorbeelden van pri

mitieve rang 3 permutati'egroepen G tegengekomen waarin G een normaaldeler 

N heeft die aan een van de volgende drie uitspraken voldoet 

a) N is regulier 

b) N is enkelvoudig en N S G ~ Aut(N) 

c) N ~ K x K voor een enkelvoudige groep Ken N s G ~ Aut(N). 

Hier betekent ~"is isomorf met een ondergroep van". Uit Opgave 5.2.7 zal 

blijken dat elke primitieve groep G van rang 3 noodzakelijkerwijs in een 

van de kategorieen a), b) of c) valt. 

De parameters van sterk reguliere graf en (en dus van rang 3-voorstel

lingen van groepen) zijn aan sterke beperkingen onderhevig. De eerste is 

een relatie tussen n, k, A. en µ. 

3. 4. 15. STELLING. Laat G <= (X; r) een ste:r:k · reguliere graaf zi.jn. met ·parameters 

n,k,A. enµ. Dan geldt (n-k-1)µ = k(k-1-A.). 

~· Kies een punt x € X en tel het aantal kanten (y,z) € r met y € r(x) 

en z € 8(x) (hierin is zoals steeds 8 := x2\C1xur). Enerzijds is dit aantal 

lr(x) ICk-1-A.) = k(k-1-A.) want een punt y € r(x) is verbonden met A. punten 

in r(x) en met x dus met k-1-A. punten in 8(x). Anderzijds is dit aantal 

8(x)•µ = (n-k-1)•µ want een punt z € 8(x) is metµ punten in r(x) verbon

den. D 

3.4.16. TOEPASSING. We berekenen A. enµ van de Paley-graaf PCq). Merk eerst 

op dat het komplement van een sterk reguliere graaf met parameters n,k,A. en 

µ een sterk reguliere graaf met parameters ii= n, k = n-k-1, X = n-2k+µ-2, 

µ = n-2k+A. is. Merk vervolgens _op dat de afbeelding $: JF q + JF q gegeven 

door <f>(x) = a(x), met a een vast gekozen niet kwadraat, een isomorfisme is 

van P(q) op het komplement van P(q) •. Dus A. = X = n-2k+µ-2 = q- (q-1) + µ-2 

a-1 rr-1 a-1 

= µ - 1. Uit (n-k-1) µ = k (k-1-A.) volgt verder 2 •µ = 2(2 - 1-A.), dus 
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µ + f. = q; 1 - 1. Dit geeft µ = ! (q-1) en A = ! (q-1) - 1. 

Iedere graaf G = (X,f) kunnen we beschrijven met behulp van haar zoge-

naamde verbindingsmatrix A A(G) die als volgt wordt gedefinieerd: nummer 
de punten van de graaf van 1 t/m n en definieer 

A .. 
1.J 

als (i, j) E f 

anders. 

Veel graf entheoretische eigenschappen hebben zo een eenvoudige vertaling 
in matrixtheoretische eigenschappen van haar verbindingsmatrix; zo ook het 
sterk regulier zijn. 

3.4.17. STELLING. Een graaf G = (X,f) is sterk regulier met parameters 

n,k,J. en µ precies dan als haar verbindingsmatrix A voldoet aan 

(i) Aj kj, en 

(ii) A2 + (µ-f.)A + (µ-k)I = µJ. 

Hierin is j de (kolom)vektor die bestaat uit louter enen, jt (1,1, ... ,1); 

en J is de nxn matrix die bestaat uit louter enen. 

BEWIJS. (i) is triviaal ekwivalent met: G is 
2 ln Voor (ii) merk op dat (A) .. = A A 

1.J j=l u, .Q.j 
#{iii~ .Q. ~ j}. Dus geldt 

F 
als i j I 

(A2) .. als i j' l.J 
µ als i 'f j I i f. j; 

d.w.z. A2 kl + f.A + µ (J-l-A). D 

regulier van valentie k. 

#{.Q.IAi,Q, = A,Q,j = 1} = 

3.4.18. STELLING. Laat G (X,r) een sterk reguliere graaf zijn met para-

meters n,k, f. en µ zo dat 0 < µ < k. Laat r en s de wortels zijn van de 

vierkantsvergelijking 

2 
x + (µ-J.)x + (µ-k) 0. 

Dan geldt: 

(a) r en s zijn reeel en nemen we r > s dan is r > O en s < 0. 
(b) De getallen f = (s(n-1)+k)/(s-r) en g = (r(n-l)+k)/(r-s) zijn positief 

en <,Jeheel. 
(c} <tls r en s niet geheel zijn, dan geldt k 

f. = lo(n-1) - 1. 

~(n-1), µ lo (n-1), 
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BEWIJS. De verbindingsmatrix A van G is symmetrisch. Alle 1 eigenwaarden van 

A zijn dus reeel en A is diagonaliseerbaar. Laat x een eigenwaarde van A 

t 
z1Jn bij de eigenvektor s met~ = (s 1,s 2 , ... ,sn). Vermenigvuldiging van 

A2 + (µ-A)A + (µ-k)I = µJ met f geeft 

n 

µ l si 
i=1 

voor alle 1, ... ,n. 

Als l~=1 Si f 0 dan volgt s1 = s2 = Sn' dus f = s1j zodat in dit 

geval x = k (want Aj = kj). Als l~=l si 0 dan voldoet x blijkbaar aan 

2 
x + (µ-A)x + (µ-k) = O, d.w.z. x = r of x = s. Hieruit volgt dat r en s 

reeel zijn en daar rs = µ-k < 0 volgt uit r > s dat r > 0 en s < 0. 

'Laat f de multipliciteit zijn van de eigenwaarde r en g de multipliciteit 

van de eigenwaarde s. Daar de eigenwaarde k multipliciteit 1 heeft, volgt 

1 + f + g = n. 

Daar 0 in A = spoor van A 
li=l ii 

som van de eigenwaarden van A, vinden we 

ook 

l•k + f•r + g•s = O. 

Uit deze twee vergelijkingen volgt f = (s(n-l)+k)/(s-r) 

en g = (r(n-1)+k)/(r-s). Daar r en s de wortels zijn van x2 + (µ-A)x + 

+ (µ-k) = 0, geldt r+s =A-µ. Met fr+sg = -k geeft dit r= (-k-(A-µ)g)/(f-g) 

als f f g, en dus volgt in dit geval dat r (en dus ook s = (A-µ)-r) geheel 

is (als r = p/q met p,q E ?Z, (p,q) = 1 dan volgt uit (I2) 2 + (µ-A)!? + 

2 
q q 

+ (µ-k) = 0 dat qlp I dus q 1) • 

Als f = g dan is f = g ~(n-1). Uit k =-fr gs -f(r+s) 

~(n-1) (µ-A) en 0 < k < (n-1) volgt nu dat µ-A= 1 en k = ~(n-1). Met 

(n-k-1)µ = k(k-1-A) geeft dit µ+A = k-1, dus µ = ~k = !<n-1) en 

>. = !<n-1) - 1. D 

3.4.19. OPMERKINGEN. 

- Gebruikmakend van Stelling 3.4.1.8 vindt men voor n::;; 20 het volgende 

lijstje van parameters van rang 3-voorstellingen van groepen (met 

k ::;; l (n-1)). 
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n k A. µ r s f g 

5 2 0 0,618 .. -1,618 .. 2 2 

9 4 2 -2 4 4 

10 3 0 1 -2 5 4 

13 6 2 3 1,30 .. -2,30 .• 6 6 

15 6 3 -3 9 5 

16 5 0 2 -3 10 5 

16 6 2 2 2 -2 6 9 

17 8 3 4 1,56 .. -2,56 8 8 

Naast 3 . .4.18 zijn er nog meer nodige voorwaarden voor het bestaan van 

rang 3-voorstellingen van groepen (zie Opgave 4), maar 3.4.18 is veruit 

de belangrijkste. 

OPGAVEN BIJ §3.4. 

1. Laat A een verzameling zijn met £ elementen, Been verzameling met 

m elementen. Def inieer x := AXB en r = {{(a1,b1),(a2,b2)} 
of b 1 = b2}. Laat zien dat Aut (X, r) "' Sym(8:) x Sym(!!_l) als £ 

Aut(X,f) ""c2 f Sym(_0 is rang 3 als £ = m. Als bovendien G 
sitieve groep op £ is, laat zien dat c 2 f G dan rang 3 op x 
werkt. 

Is (X,r) een Cayley-graaf? 

al = a2 

'Im en 

een 2-tran-

2. Toon aan dat Aut(T(4)) isomorf is met de isometriegroep van de kubus. 

3. Zoek bij het lijstje van 3.4.19 groepen en grafen. 

4. Voor een sterk reguliere graaf metµ= 1 geldt A./k en A.(A.+1l/nk. Bewijs 

dit. 

5. Voor welke n is T(n) een Cayley-graaf? 

6. Is het komplement van een Cayley-graaf weer een Cayley-graaf? 
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HOOFDSTUK IV 

LINEAIRE REPRESENTATIES 

4.1. De voorstelling 

G is steeds een eindige groep. K is een lichaam (we zijn voornamelijk 

geinteresseerd in het geval K = ~) , V is een n-dimensionale vektorruimte over 

K, en Gl(V) is de groep van alle inverteerbare lineaire afbeeldingen van V in 

zichzelf. Iedere basis van V levert een isomorfisme van Gl(V) op GLn(K) (de 

groep van inverteerbare nxn-matrices, zie (1.1.11)) dat aan A E Gl(V) zijn 

matrix ten opzichte van die basis toevoegt. 

4.1.1. DEFINITIES. Een lineaire representatie (ofwel lineaire voorstelling) 

van G in V (over K) is een morfisme f : G + Gl(V) van groepen; n heet de 

graad of dimensie van f. Is f injektief, dan heet de voorstelling getrouw. 

We zullen veer g € G vaak f in plaats van f(g) schrijven. Als f en f' twee 
g 

lineaire voorstellingen van G zijn in de vektorruimten V respektievelijk V' 

over K dan heten zij ekwivalent als er een isomorfisme t : V + V' van line

aire ruimten bestaat zodanig dat 

tf 
g 

f't 
g 

veer elke g E G. 

Ga zelf na dat ekwivalentie van voorstellingen over een lichaam veer een 

vast gekozen groep G inderdaad een ekwivalentie-relatie definieert. 

Ekwivalente voorstellingen hebben dus gelijke graad. Als F en F' de matrices 
g g 

van f respektievelijk f' zijn ten opzichte van vast gekozen bases in V res-
g g 

pektievelijk V', dan betekent dit dater een matrix T met det(T) f 0 bestaat 

zo dat 

F' 
g 

voor elke g € G. 

Hieruit blijkt wel dat fen f' in wezen niet verschillen; t.a.v. geschikte 

bases hebben ze gelijke matrices. 
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We zijn dan ook uitsluitend geinteresseerd in ekwivalentieklassen van voor
stellingen. Voor het gemak zullen we F een bij f horende matrix-voorstelling 
van G noemen. 

4.1.2. VOORBEELDEN. 

(i) G = Gl (K) heeft de identiteit : G + Gl(Kn) als een getrouwe voorstel-n 

ling van graad n over K. In (1.1.12) was Dn als ondergroep van Gi2 (:ffi.) 
ingevoerd. De inbedding van Dn in Gl2 (E.) is een lineaire voorstelling 
van graad 2 over :ffi.. 

(ii) Een voorstelling f : G + G-1(([:) van graad 1 is in feite een morfisme 
* * f : G + ([: • Het beeld f(G) is een ondergroep van ([: en vanwege 

(1.1.10) isomorf met C voor n = lf(G) I. In het bijzonder is f niet n 
getrouw als G niet-cyclisch is. Als f de konstante afbeelding g i+ 1 
(g E G) is, dan noemen we haar de triviale voorstelling. Vanzelfspre
kend heeft iedere groep een triviale voorstelling. 

(iii) Laat G een permutatiegroep op de eindige verzameling X zijn. Laat K 
een lichaam en V x:x Kex de vektorruimte over Kmet basis (ex)xEX 
zij n. Voor g E G leggen we f X E Gl (V) vast door g 

~e 
g x = e g(x) 

(x E X) 

Ga na dat ~ zo als lineaire transformatie uniek bepaald is. Aldus g 
wordt een lineaire voorstelling fx van G van graad lxl verkregen; de 
bijbehorende matrixvoorstelling heeft als beeld een stel permutatie
matrices, dat wil zeggen matrices die in elke rij en in elke kolom 
precies een 1 en verder uitsluitend 0 als koefficient hebben. In het 
bijzonder kunnen we X G nemen en G via qe linksreguliere permuta-
tievoorstellling op X laten werken (zie (1.3.3)). De bijbehorende 
fG is dan een getrouwe lineaire voorstelling van graad IGI, die we de 
reguliere voorstelling van G noemen. 

De direkte som V@V' van twee vektorruimtes V, V' over K is de verzameling 
paren v@v' = (v,v') met v E Ven v' E V' voorzien van de koordinaatsgewijze 
vektoroptelling en skalair-vermenigvuldiging (dus v@v' + w$w' = (v+w)@(v'+w') 
en a(v@v') = (av)@(av') voor v,w E V, v',w' E V' en a E K). De operatie di
recte som is associatief op de vektorruimtes over K. 
Het volgende lemma illustreert hoe van (een) gegeven voorstelling(-en) 
andere voorstellingen te maken zijn. 



4.1.3. LEMMA. Laat Geen eindige groep zijn, Veen vektorruimte over bet 

lichaam K, en f : G + Gl(V) een lineaire voorstelling. 

(i) Als H een groep is en ~ : H + G een morfisme, dan is f 0 ~ een voor

stelling van H in V. 
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(ii) Als W een lineaire deelruimte van V, invariant onder f, is (d.w.z. 

(VgEG) (f W = W)), dan is fw gedefinieerd door fw (f) J een lineaire 
g g g w 

voorstelling van G in W. 

(iii) Als f' G + G.l (V' ) een tweede voorstelling van G over K ia, dan is 

fEDf' G + Gl(VEDV') gedefinieerd door (fEDf') (vEDv') = f (v)EDf' (v') 
g g g 

(v E v, v' E V', g E G) een lineaire voorstelling van Gin VEDV'. 

BEWIJS. (i) en (ii) komen neer op het feit dat het samenstel van twee mor

fismen er weer een is. (iii) volgt rechtstreeks uit de definities. 0 

Nemen we in Voorbeeld 4.1.2 (iii) voor W als in 4.1.3 (ii) de 1-dimensio-

nale lineaire ruimte opgespannen door de vektor ~ lxEX 

viale voorstelling. 

4.1.4. DEFINITIE. Laat f een voorstelling van een groep Gin een vektor

ruimte V over K zijn • f heet irreducibel als er geen f-invariante deelruim

ten f O,V in V bestaan. Is W een f-invariante deelruimte van V, dan heet fw 

uit Lemma 4.1.3 (ii) de restriktie van f tot w; evenzo heet fEDf' uit Lemma 

4.1.3 (iii) ne direkte som van fen f'. 

4.1.5. STELLING-(Mas~hke). Laat f een voorstelling van een groep Gin een 

vektorruimte V over K zijn. Veronderstel verder dat kar(K) = 0 of dat 

p = kar(K) geen deler is van IGI. 

(i) Als W een f-invariante deelruimte van V is, dan bestaat er een f-inva

riant komplement, dat wil zeggen een f-invariante deelruimte W' van 

(ii) 

BEWIJS. 

(i) 

V, zo dat V = WEDW'. 

Er zijn irreducibele restricties f 1, ... ,ft van f zo dat f 

2 
Laat TI : V + V een projektie van V op W zijn, dus TI is lineair, TI =TI 

en TI (V) w. Merk op dat de voorwaarden omtrent kar(K) impliceren 

dat IGI als element van K-(O} te zien is. Bekijk nu 

p 1~1 I 
gEG 



112 

Dit is een lineaire afbeelding van V in zichzelf. Dakr f w(V) = 
g 

= fg(W) = W, is P(V) bevat in W. Maar voor w E W geldt fg_ 1 (w) E W 

zodat wfg_1(w) = fg_1(w) en fgwfg_1(w) = w. Bijgevolg is P(w) = w 
voor elke w E w. 
We konkluderen dat P(V) =Wen P2 P, dus dat P een projektie op W 

is. Verder is f Pf _ 1 g g 

f Pf -1 g g 

Derhalve is 

W' {v E v I Pv 

P, immers 

O} invariant onder f. 

Aangezien v de direkte som van het beeld w 
P is, volgt het gestelde. 

P. 

P(V) en de kern W' van 

(ii) Met induktie naar dim v. Doe zelf het 1-(of zo u wilt 0-) dimensionale 

geval. Laat vanaf nu dim V > 1. Als f irreducibel is valt er niets te 

bewijzen. Anders is er een f-invariante deelruimte W van V, waarop 

(i) van toepassing is. We kunnen dus f = f'Glf" schrijven, met f' ir

reducibel op W en f" een lineaire voorstelling op een deelruimte van 

V van dimensie <dim v. Pas nu de induktiehypoj:.hese op f" toe: 

f" = f 2Ell ••• 6lft met fi (2,;; i,;; t) irreducibele restrikties van f" 

en dus ook van f. Substitueer tenslotte deze gelijkheid voor f" in 

f=f'ef". D 

4.1.6. OPMERKINGEN. 

(i) In termen van matrixvoorstellingen staat_er in 4.1.5. (i) dater ir-
d . b 1 t . 11' 1 t .. d t t . re uci e e ma rixvoorste ingen F , .•• ,F ziJn zo a er een ma rix-

voorstelling bij f is die de vorm 

heeft. 

(ii) De in de stelling gevonden ~- zijn op ekwivalentie en volgorde na 

uniek bepaald; dit wordt pas in 4.2.6. bewezen. 
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(iii) Als IGI een priemdeler p = kar(K) bevat, dan splitst'een voorstelling 

f : G + Gl(V) niet noodzakelijk in irreducibele delen: denk aan de 

1 * 2-Sylowgroep G = c0 1) van s12 (8). Van deze groep van orde 8 is de 

inbedding i : G + G12 (F 8) redncibeli immers w = F 8 (~) is een invari

ante deelruimte. Ga na dat er echter geen invariant komplement voor 

Win F~ bestaat. De eigenschap dat een voorstelling opsplitst in de 

direkte som van irreducibele voorstellingen noemt men wel volledige 

reducibiliteit. 

(iv) Uit de stelling volgt: als g E Gln(~) een element van eindige orde 

is, dan heeft en een basis x 1, ••• ,xn van eigenvektoren van g. Het 

feit dat xi eigenvektor van g is betekent dat voor elke i E n er een 

Ai E c bestaat waarvoor gxi Aixi. De Ai zijn hier orde van g-de 

machts eenheidswortels. In het bijzonder heeft g dan de diagonaal-

4.1.7. LEMMA (van Schur). Stel £ 1 en f 2 zijn irreducibele voorstellingen van 

G in v 1 respectievelijk v 2 • Laat A : v 1 + v 2 een lineaire afbeelding zi;n 

met ('lg E G) (Af 1 = f 2A). Dan is ofwel A = 0 ofwel A bijektief en f 1 ekw.i-
2 g g 1 2 

valent met f • Als daarenboven f = f en K = ~ dan is er een A E K met 

A= A.lv1· 

BEWIJS. Ker (A) = { v E V 1 I Av = 0} en Im (A) = A-(V 1) zijn fi -invariante deel

ruimten van V, voor i = 1 respektievelijk 2. (Kontroleer dit). Omdat £1 
l. 

irreducibel is, volgt Ker(A) = (0) of v 1 • Stel A~ O, dan volgt Ker(A) = (0). 

Evenzo volgt dan uit de irreducibiliteit van f 2 dat AV1 = v 2 • Bijgevolg is 

A bijektief en is met t = A aan de definitie voor ekwivalentie van f 1 en f 2 

voldaan. Om de laatste uitspraak van het lemma te bewijzen, nemen we een 

eigenwaarde A van A en konstateren we dat Ker(A~Aiv 1 > een £1-invariante 

irreducibiliteit van f 1 impliceert deelruimte van v 1 van dimensie ~ 1 is. De 

dat Ker(A-Aiv 1> v 1 ofwel dat A Aiv1 is. (Waarom is K = c genomen?) D 

Met bovenstaand lemma kunnen we de sterke relaties van Schur bewijzen. 

4.1.8. STELLING. Stel fen f 1 zijn twee irreducibele voorstellingen op V 

1 . 'b h d . 11 . 1 ldt resp. V over c met b~J' e oxen e matrixvoorste ingen F en F . Dan ge 

met n = graad van f: 

(i) l F(q)i 
gEG ,s 

Fl ( -1 
g )t . ,J 

0 als f en £ 1 inekwivalent zijn. 
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(ii) l 
gEG 

F(g), 
i,s 

Hierin is F(g)is de (i,s)-koefficient van de matrix F(g). 

BEWIJS. Laat m nog de graad van f 1 zijn. Aan een lineaire afbeelding 

u : v1 + v voegen we toe a v1 + v gedefinieerd door u 

a 
u l 

gEG 

1 f uf 1 • g g-

Deze lineaire afbeelding voldoet voor elke g E G aan fa =a f 1 . 
g u u g 

Nemen we voor u de van s E ~' t E ~ afhangende lineaire afbeelding gegeven 

door u(yr) = ortxs (r = 1, ••• ,m), waar x1 ••• ,xn resp. y 1 ••. ,ym de vast ge
kozen bases van V' resp. V zijn, dan verschijnt op de (i,j)-plaats in de 
matrix van au de uitdrukking in de linkerkant van (i). 

Als fen f 1 inekwivalent zijn, dan volgt uit Lemma 4.1.7. 

0 = (a ) .. 
u i,J 

waarmee (i) bewezen is. 

\ 1 -1 
l F(g). s F (g )t . 

geG i, ,J 

We gaan door met (ii). Daartoe kiezen we f 1 =fen gebruiken we het tweede 
deel van Lemma 4.1.7. Dit geeft de eksistentie van een A t E ~ zodat s, 

A to .. s, l.,J 
(a ) .. 

u i,J 
\ -1 
l F(g)is F(g )tj voor alle i,j,s,t, Em. 

geG 

Door sommatie over g E G te vervangen door de gelijkwaardige sommatie over 
-1 g E G krijgen we 

A to .. s, l. ,J 
\ -1 
l F(g\j F(g )is 

gEG 
A .• o t" J ,1. SI 

We konkluderen dat er een A E ~ bestaat zo dat 

\ -1 
l F (g) isF (g ) tj 

gEG 
Ao .. o t l.,J s, 

We zijn dus klaar als we aantonen dat A 
blijkens het voorgaande 

\ -1 
l F(g)isF(g )si 

gEG 

Jg_l_ • Voor elke i,s e n geldt 
n 
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zodat 

IGI l F(l)ii l -1 l l -1 
(F(g)F(g ) , . F'(g)is F(g )si 

gEG gEG 
J.,l. gEG SEn 

l l -1 D F(g)is F(g )si n>.. 
SEn gEG 

4.1.9. NarATIE. In het hierna volgende korollarium zullen we de voor een wille

keurige verzameling X gedef inieerde vektorruimte a:X van de funkties 

f : X +a: verwerken. (Er wordt daar in het bijzonder X = G genomen.) De 

optelling en skalair-vermenigvuldiging van die vektorruimte is puntsgewijs 

gedefinieerd. Dat betekent· voor a E a:, f,g E a:X: 

{ (.f+g) (x) = f (x)+g (x) 

(af) (x) = a. f (x) 

(x E X) 

(x E X) 

Merk op dat de operatie + respektievelijk • in het rechterlid op ~ (en dus 

wel-) gedefinieerd zijn. De funkties (o ) in ~X gegeven door 
X XEX 

{ 0 als x 'f y 

als x = y 
(yEX) 

vormen een basis van a:x. Bijgevolg is de dimensie van ~X gelijk aan Ix!. 

Ga na dat Stelling 4.1.8. in feite een uitspraak is over de funkties 

g ~ F(g) .. in a:G. We zullen deze funkties met F .. aangeven. 
l.J l.J 

4.1.10. KOROLLARIUM. Laat Geen eindige groep zijn. Veronderstel dat 

f 1 , ••• ,ft onderling niet-ekwivalente irreduaibele voorstellingen over a: 

van G zijn. Er geldt: 

(i) Als F 
1 , ••• ,Ft bij 1 t 

f I••• ,f horende matrixvoorstellingen zijn, dan 

zijn de funkties F:. : G + a: lineair onafhankelijk in a:G. 

(ii) 
l.J i 

is (1 i $ t), dan is l~=l 
2 

IGI. Als ni de graad van f $ n. $ 
l. 

BEWIJS. Ga zelf na dat (ii) onmiddellijk uit (i) volgt door een dimensie

overweging. Orn (i) te bewijzen nemen we aan dat de betreffende funkties 

aan een lineaire vergelijking voldoen: stel er zijn A~. Ea: (s E !• 
l.J 
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J..l.~J. Fl.~J. i,j,s 0. 

r -1 Dan volgt na vermenigvuldiging met g >+ Fkl(g ) en sommatie over alle g E G 

\ \ s s r -1 
l l Aij Fij (g) Fkl (g ) = 0. 

gEG i,j,s 

De stelling geeft na verwisseling van sommatie-indices 

n. l. 
o. D 

Uit (ii) van dit korollarium volgt dat een eindige groep G slechts eindig 
veel onderling niet-ekwivalente irreducibele karakters kan hebben. In de 
volgende paragraaf zullen we zien dat het totale aantal altijd-precies zo
veel bedraagt dat in (ii) gelijkheid bereikt kan worden. 

4.1.11. VOORBEELDEN. 

(i) De voorstellingen fs (1~s~n) van en <c> in t gegeven door 

er f+ exp (2irirs/n) (r E !!_), 

Zl.Jn alle onderling verschillend (hoe ziet u dit in?) en van graad 1. 
Omdat \n 1 12 = n = Jc J volgt uit 4.1.9 dat dit op ekwivalentie na ls= n 
alle irreduc:i.bele voorstellingen van en zijn. Met behulp van de hoofd-
stelling van de abelse groepen (zie.2.1.1 en 2.2.5) zullen we zometeen 

in 4.1.12 zien dat elke irreducibele voorstelling van een abelse groep 
graad 1 heeft. De moeilijkheden die zich voordoen bij irreducibele voor
stellingen over echt in ~ bevatte lichamen- doemen al op bij het lichaam 
JR der reele getallen; de voorstelling f : en + Gl2 (JR) gegeven door 

f(cr) =(cos 2;r 

sin 2'1fr 
n 

is irreducibel over JR maar reducibel over t. 



(ii) Schrijven we D = <a,b J an = b2 = 1; bab 
n 

dan wordt voor s E N (1 5; s 5; n;l) 

j (: 
211is 
n-

0 - 2'i~ a I+ 

e n 

door 

lb~ c J 
een voorstelling fs van graad 2 bepaald. 
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a- 1>, vergelijk 1.1.11, 

Laat zelf zien dat ze irreducibel zijn voor n ~ 3 (ziet U waarom s 1' 0?). 
e:1 e:z 

Als n even is, dan onderscheiden we 4 voorstellingen h ' van graad 

1, geindiceerd door (e: 1,e:2) met e: 1 ,e:2 E {~ 1}, te weten 

he:1,c2 £1 
(a) = (-1) ; h E:l,£2 £2 

(b) = (-1) • 

Als n oneven is, dan onderscheiden we 2 voorstellingen he: van graad 1 

(waar £ E {~1}), en wel 

(-1) E:. 

Beschouwing van de eigenwaarden van a levert dat de aangegeven voor

stellingen alle onderling niet ekwivalent zijn (hier speelt de boven

grens voor seen rol!). Als n even is, bedraagt de som van de kwadraten 

der graden 

4 + 4. [ n; 1 ] = 2n, 

als n oneven is bedraagt die som 

n-1 
2 + 4. - 2- 2n. 

Er volgt weer met 4.1.10 (ill dat we alle voorstellingen van Dn kennen 

(n ~ 3; hoe zit het met o2?). Merk op dat fs(Dn) als verzameling 

slechts afhangt van de restklasse van ggd(s,n) modulo n. Hieruit blijkt 
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dat automorfismen van fs(Dn) bestaan die niet inwendiy zijn in Gl2 (a::). 

Onderzoek zelf voor welke s de voorstelling getrouw is. 

De ekwivalentieklassen van irreducibele voorstellingen van een abelse groep 
worden nu bepaald. Vanwege 2.1.11 en 2.2.5 kunnen we een abelse groep altijd 
als een direkt produkt van cyklische groepen schrijven. 

4.1.12. PROPOSITIE. Laat A= Sn x •.• xcm een abelse groep zijn. Kies voort-
1 r 

hrengers a. van r • Dan is elke irreducibele komplexe voorstellirig ekwi-l. 11li 
valent met precies een der voorstellingen ft: A+ IC gegeven door 

r 
II 

s=1 
e 

21Tiksts 
ms 

BEWIJS. Ga zelf na dat alle ft onderling inekwivalent, irreducibel en van 
graad zijn. De som van de kwadraten der graden bedraagt het aantal moge·· 
lijke vektoren t = (t1,t2 , ••• ,tr) met ts E ~s' dus II~=l ms= !Al. De stelling 
volgt nu uit (4.1.10) (ii). D 
We brengen in herinnering dat met D(G) de kommutatorgroep van G aangegeven 
wordt (zie 1.6.11). 

4.1.13. GEVOLG. Als Geen eindige groep is, dan is IG/D(G) I het aantal 
ekwivalentieklassen van lineaire voorstellingen van G van graad 1. 

BEWIJS. Als f een voorstelling van G van graad 1 is, dan is het beeld f (G) 
abels (zelfs cyklisch, zie 1.1.10); dus omvat de kern Ker f vanwege 1.6.12 
de kommutatorgroep D(G) van G. Er volgt dat f opgevat kan worden als een 
voorstelling van G/D{G). Andersom kan elke irreducibele voorstelling van 
G/D(G) (vanwege 4.1.12 steeds van graad 1) middels het in Lemma 4.1.3 (i) 
beschreven proces als voorstelling van G gezien worden. We hebben een 1-1 
korrespondentie verkregen tussen de voorstellingen van G van graad 1 en alle 
irreducibele voorstellingen van G/D(G). De uitspraak volgt nu uit 4.1.12 
omdat G/D(G) abels is en dus IG/D(G) I irreducibele voorstellingen heeft. D 

Tot slot van deze paragraaf bekijken we een lineaire voorstelling van 
een welbekende groep als groep van isometrieen van een icosaeder. 

4.1.14. VOORBEELD. Beschouw de icosaeder: het regelmatige 20-vlak met 30 
ribben en 12 hoekpunten .in de Euclidische ruimte lR 3 • Figuur 1 bevat er een 
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schets van. We stellen ons ten doel de groep G van alle isomktrieen van de 

ruimte te bepalen die deze icosaeder in zichzelf overvoeren. 

Figuur 1 

Het zwaartepunt van de icosaeder moet op zijn plaats blijven; dit kiezen we 

dan ook als oorsprong. Bijgevolg hebben we te maken met een groep van line

aire transformaties. Het is natuurlijk mogelijk de punten van de icosaeder 

te koordinatiseren (alleen de afstand van een punt tot de oorsprong is nog 

vrij te kiezen), maar we zullen hier zonder zo'n koordinatisering te werk 

gaan. G bevat spiegelingen: neem twee overstaande (evenwijdige) ribben; de 

spiegeling aan het vlak opgespannen door die twee ribben is een isometrie 

die de icosaeder in zichzelf overvoert. Laat N de ondergroep van G zijn die 

bestaat uit alle draaiingen. Omdat het product van een even aantal spiege

lingen een draaiing is, heeft N index 2 in G. Er zijn drie soorten draai

ingen te onderscheiden: hun assen gaa~ respektievelijk door twee overstaande 

hoekpunten, door de zwaartepunten van twee overstaande zijvlakken en door 

de middens van twee overstaande ribben. Hun ordes zijn respektievelijk 
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5,3,2. Met behulp van deze elementen is het niet moeilijk aan te tonen dat 

N drie transitieve permutatievoorstellingen heeft: op de 12 punten, op de 

30 ribben en op de 20 zijvlakken. Beschouw zelf de stabilisator in G van een 

element uit een van deze verzamelingen om af te leiden dat IGJ = 120 (ge

bruik 1.4.8.). Alle drie permutatievoorstellingen zijn imprimitief, immers 

de paren overstaande punten, ribben resp. zijvlakken vormen blokken voor een 

imprimitiviteitssysteem. Maar in het geval van de ribben zijn de blokken nog 

groter te kiezen: de 15 "richtingen" (= paren overstaande ribben) vallen 

uiteen in 5 assenkruizen (=3-tallen onderling loodrechte richtingen). Gen N 

hebben dus homomorfe beelden in Sym(~). Door na te gaan door wat voor per

mutatie een draaiing (van orde 5,3,2) en een spiegeling op deze 5 assen

kruizen induceert, is snel in te zien dat het beeld van zowel N als G de 

hele groep Alt(~) is. Vergelijking van ordes geeft tenslotte dat deze per-

mutatievoorstelling van N getrouw is. Met andere woorden, N Alt(5). We 

hebben dus een lineaire voorstelling d van Alt(~) van graad 3 verkregen. 

Ga zelf na dat d irreducibel is. Als u nog in de struktuur van G geinteres

seerd bent, bekijk dan de puntspiegeling s aan de oorsprong (het niet-trivi

ale element dat de richtingen vasthoudt) en leid af dat G~ NX <s>2"Alt(~) x C2" 

OPGAVEN BIJ §4.1. 

1. Leid af dat een abelse groep dan en slechts dan een getrouwe irreducibele 

komplexe voorstelling heeft als ze cyklisch is. 

*2. Bepaal alle ekwivalentieklassen van irreducibele voorstellingen over ~ 

van de quaterniongroep Quit Vraagstuk 1.1.9. 

3. Bewijs de omgekeerde implikatie van een deel van het lemma van Schur:' 

Als f een voorstelling in V over ~ van een eindige groep G is waarvoor 

geldt 

{A E Gl(V) 

dan is f irreducibel. 

Af 
g 

f A} ~ 0.1 I A E ~}, g v 

*4. Bewijs: Als f, h, f', h' voorstellingen van G zijn zo dat f ekwivalent 

met f' en h ekw.i valent met h' is, dan is feh ekwi valent met f 'eh' . 

*5. Laat Veen lineaire ruimte over een lichaam K zijn. Met Pm(V) geven we de 



verzameling van alle homogene m-de graads polynoomfunkti~s op V over K 

aan, dat wil zeggen PE Pm(V) dan en slechts dan als er een basis 

m zijn zo dat 

voor alle ai E K (i=l .•.• ,n). 
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(i) Laat x1 , ..• ,xn een basis van V zijn. Bewijs dat PE Pm(V) dan en 

slechts dan als f een polynoomfunktie ten opzichte van de basis 

x1 , ••• ,xn is (Met andere woorden, het begrip polynoomfunktie hangt 

niet van de gekozen basis af. 

(ii) Laat zien dat Pm(V) een lineaire deelruimte over K is. 

(iii) Laat f een lineaire voorstelling van een groep G in V zijn. Toon 

aan dat f(m) : G + Gl(P (V)) gedefinieerd door 
m 

(iv) 

(f (m) (P)) (x) = P (f 1 (x)) 
g g- (P E Pm(V), g E G, X E V) 

een lineaire voorstelling van G in Pm(V) is. 

Bewijs dat de dimensie d m,n 
(m) 

van Pm(V) en dus de graad van f het 

aantal n-tupels (i1,i2 , ••• ,in) 

tonen dat de funkties 

(ten opzichte van een vaste gekozen basis x1 , ••• ,xn 

van V) een basis van P (V) vormen. 
m 

Kunt U ook nog afleiden dat dit getal d gegeven wordt door 
m,n 

d m,n 

d m,n 

d m,n 

l nP1+P2+ ••• +pm 

(p1, ••• ,pm) p1! •.. pm! 1P1 2P2 .•. mPm 

m=p1+2p2+ ••• +mpm 

of door 

m n 

of door 

l m als we nog dO,n 1 schrijven? 
k=1 
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*6. Als de eindige groep G voorstellingen f resp. f' in de 1lineaire ruimtes 
V resp. V' over K heeft, dan kunnen we een voorstelling f * f' van G in 
de lineaire ruimte M(V',V) van alle lineaire afbeeldingen van V' naar V 
definieren door 

( (f * f') A) (x) 
g f A(f'-1 (x)) g g 

voor g E G, A E M (V ' , V) , x E V ' • 

Bewijs dit. Ga na dat de graad van f * f' het produkt van de graad van 
f en die van f' is. 

7. Laat G een eindige groep zijn en a E Aut(G) en laat f een lineaire voor
stelling van G zijn. 

(i) Bewijs dat fagedefinieerd door fa(g) f(ga) voor g E G weer een 
lineaire voorstelling van G is. 

(ii) Laat zien dat fa dan en slechts dan irreducibel is als f irreducibel 
is. 

4.2. Het karakter van een voorstelling 

Vanaf nu zullen we ons beperken tot de studie van komplexe lineaire 
voorstellingen (dus K = ~) . Om in te zien of twee voorstellingen inekwivalent 
zijn, kan kennis van eigenwaarden van de verschillende matrices van pas 
komen. Dit vond plaats in Voorbeeld 4.1.11 (ii). Voor het probleem welke 
voorstellingen ekwivalent zijn is de kennis van het spoor, dat is de som van 
de eigenwaarden, van elke optredende matrix echter al toereikend. 

4.2.1. DEFINITIE. Het spoor van een mxm - matrix A (notatie: sp(A)), is de 
som van de hoofddiagonaalelementen: ~~ 1 A ..• Bijvoorbeeld door uitschrijven Li= ii 
met behulp van de definitie, verifieert men eenvoudig dat voor twee mxn -
matrices A,B geldt sp(AB) = sp(BA). In het bijzonder volgt als A inverteer
baar is: sp(B) = sp(ABA- 1). Men kan dan spreken van het spoor van een line
aire afbeelding a: V + V (Vis hier een eindige vektorruimte). Immers, door 
sp(a) = sp(A) als A de matrix van a ten opzichte van de basis van V is, is 
het spoor sp(a) goed gedefinieerd. Laat nu f een voorstelling van een groep 
G in een vektorruimte V over het lichaam K zijn. Onder het karakter xf van 
f verstaan we de afbeelding Xf G + K gegeven door Xf(g) = sp(fg). We noemen 
Xf ook wel een karakter van G. Een irreducibel karakter is een karakter van 
een irreducibele voorstelling. Met Irr(G) geven we de verzameling irreduci-
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bele karakters van G aan. Uit 4.1.10 blijkt dat dit een einfilige verzameling 

is. 

4.2.2. PROPOSITIE. 

(i) Twee ekwivalente voorstellingen over ~ hebben hetzelfde karakter. 

(ii) Als f = f 1@f2 , dan Xf = Xf +xf • 
1 2 

BEWIJS. (i) volgt rechtstreeks uit het voorafgaande, terwijl (ii) ook 

neer komt op een eenvoudige eigenschap van het spoor. D 

Deel (i) van de propositie betekent dat het voldoende is opdat twee 

voorstellingen inekwivalent zijn dat hun karakters ongelijk zijn. Het vol

gende resultaat laat niet alleen zien dat dit ook noodzakelijk is, maar geeft 

ook een snelle manier om na te gaan of aan deze gelijkheid voldaan wordt. 

4.2.3. LEMMA. Laat x een karakter van G zijn, afkomstig van de komplexe voor

stelling f en laat g E G. Dan geldt: 

(i) 

(ii) 

(iii) 

(iv) 

X(1) is de graad van f; 

x(g) is de som van x(1) mde-eenheidswortels waar m de orde van g is; 

-1 
x<gl x<g l 

-1 
Voor h E G is x(ghg ) X(h); met andere woorden, x is konstant op de 

konjugatieklassen van G. 

BEWIJS. Laat n de graad van f zijn. Volgens 4.1.6. (jv) is x(g) de som van 

n eigenwaarden A1, ••• ,An van g. Als g = 1 zijn deze alle = 1, zodat n = X(1). 

Dit geeft (i) en (ii). Omdat g-l eigenwaarden A~ 1 , ••• ,A:1 heeft geldt x(g) = 

\~ l I.=\~ l A~l = x(g-l), zodat (iii) verkregen is. Tenslotte volgt (iv) 
li= i li= i 

uit de formule sp(B) = sp(ABA-1) voor het spoor van een lineaire afbeelding 

B bij gegeven lineaire transformatie A. D 

4.2.4. NOTATIE. Een funk.tie 9 E ~G (zoals een karakter) die konstant is op 

de konjugatieklassen van G, kunnen we opvatten als een funktie op de verza

meling konjugatieklassen K(G) (of kortweg Kl van G door het voorschrift 

~(K) = ~(g) voor g E KE K. Andersom, is iedere ~ E ~K eenduidig te zien als 

funktie ~ E ~G die konstant is op de konjugatieklassen van G. We kunnen dus 

~K naar'willekeur opvatten als een lineaire deelruimte van ~G dan wel als de 

vektorruimte van komplexwaardige funkties op K. Op ~G definieren we de 

binaire operator <·I·>: ~G x ~G +~door 

l~I l ~(gl w<gl, 
gEG 
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waarin de streep op komplexe konjugatie slaat. Deze operator wordt een her-
miets inprodukt genoemd omdat hij voldoet aan de volgende eigenschappen. 

G Voor elke $,x,w E ~ geldt: 

(i) <$I$>= o ~ $ = o. 
(ii) <a$+8wlx> = a<$lx>+8<wlx> 

(iii) <$Ix> = <xl$>. 

(a,8 E ~). 

(iv) <xla$ + 8w> =a: <xl$> + 13 <xlw> (a,8 E C). 

Ga zelf na dat (iv) uit (ii) en (iii) volgt. 

1 2 4.2.5. STELLING. Laat f ,f een tweetal lineaire voorstellingen van een 
eindige groep G over ~ zijn, met karakter x1 respektievelijk x2 • Veronderstel 
dat f 2 irreducibel is. Dan geldt: 

(i) <x 1 1x2> is het aantal met f 2 ekwivalente voorstellingen dat in een 
direkte-som-splitsing van f 1 voorkomt. 

(ii) <x 1 1x1> = 1 ~ f 1 is irreducibel. 

(iii) Als f 1 ook irreducibel is, dan is <x 1 1x2> 0 tenzij f 1 ekwivalent 
met f 2 is. 

(iv) )(2 is een irreducibel karakter van G. 

BEWIJS. Laat F1 resp. F2 een matrixvoorstelling van f 1 resp. f 2 zijn 

<x1lx2> = l~I l X1 (g) X2(g) 
gEG 

1 \ -1 = TGT l X1 (g) X2 (g ) 
gEG X (1) 

1 { 1 1 ) TGT l I .l (F (g)) ii 
gEG i=l ' 

x2 (1) 

{ \ 2 -1 ) I l (F (g )) · · 
·j=l JJ 

_1 l 1 2 -1 -
F (g) .. F (g ) ..• JGJ .. 

l,J ,g ll. JJ 

Stel nu dat f 1 ook irreducibel is. Dan geldt volgens Stelling 4.1.8. 

0 als f 1 en f 2 inekwivalent zijn 

1 2 -1 
F (g) iiF (g ) ii 

Dit bewijst (iii) en de helft van (ii). 
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I 

Als x1 echter reducibel is, dan geldt vanwege Propositie 4.2.2. (iii) en 

4.1.5. dat x1 = lipEirr(G) nipip, waarin nip de multipliciteit van ip in x1 is. 

De eigenschappen van het unitair inprodukt leiden nu tot 

wat (i) bewijst. Rest de andere helft van (ii) te bewijzen. Stel <x1 Jx 1> = 1. 

Dan met voorgaande splitsing en bedenkend dat <iplx 1> =nip omdat n1~ reeel is: 

l 2 
ipEirr(G) nip 1, 

waaruit volgt dat nip= 1 voor precies een ip E Irr(G), terwijl n~ = O voor 

~ # ip. Dit betekent dan x 1 = ip E Irr(G). 

(iv) Ga zelf na dat de getransponeerde matrix van (FL)- 1 , genoteerd 
2 -1 t g 

((F) ) ,toegevoegd aan g E G tot een voorstelling leidt. Uit spoor 

g2 -1 t 2 -1 2 -1 -- -
(((Fg) ) ) =spoor ((fg) )=spoor (fg_1l = x2 (g ) = x2 Cg) = x2 Cg) 

volgt dat x2 het spoor van de voorstelling is. Irreducibiliteit wordt ver.

kregen door <x2 1x2> = 1 ~ 1 lgEG x2 (gl x2 cg-1) = <x2 lx2> = 1. 

4.2.6. KOROLLARIUM. Als f een lineaire voorstelling van Gover~ is, dan 

hangt de direkte somsplitsing f = t 1e ••• eft van fin irreducibele voorstel·· 

lingen slechts tot op volgorde en ekwivalentie van de fi (1~i~t) af. 

BEWIJS. De uitspraak zegt dat het aantal met een gegeven irreducibele voor

stelling van G ekwivalente deelvoorstellingen van f niet van de gekozen di

rekte somsplitsing afhangt. Volgens de stelling is dit aantal een inprodukt 

van twee karakters dus inderdaad daarvan onafhan,_kelijk. D 

4.2.7. KOROLLARIUM. Als £1,£2 lineaire komplexe voorstellingen zi]n van G 

met karakters x1 respektievelijk x2, dan zijn £1 en t 2 ekwivalent dan en 

slechts dan als x1 = x2 . 

BEWIJS. In 4.2.2. (i) is al bewezen dat x1 = x2 als £1 en £2 ekwivalent 

zijn. Stel x1 = x2 • Als f 2 irreducibel is, dan volgt uit 4.2.5. (i) en (iii) 

dat f 1 en f 2 ekwivalent zijn. Het algemene geval volgt nu omdat £ 1 , £ 2 beide 

een direkte somsplitsing met onderling overeenstemmende karakters hebben 

(vergelijk Opgave 4.1.4.). D 
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4.2.8. PROPOSITIE. Laat G een eindiqe groep zijn. Dan geldt: 

(i) Lc/>Eirr(G) cj>(1) 2 = !G! 
(ii) Irr(G) vormt een basis van ~K 
(iii) I Irr (G) I = I K(G) I. 

BEWIJS. 

(i) Schrijf het reguliere karakter p van de reguliere voorstelling fG uit 
4.1.2 (iii) als som van irreducibele: 

p L nwW· 
1/JEirr (G) 

Dan volgt voor cj> E Irr(G) enerzijds met de stelling dat <pie/>> nc/>' 
anderzijds met behulp van de definitie 

<pie/>>= I~! L p(g) cj>(g) =-;pfiT= c/>(1). 
gEG 

Derhalve is n = c/>(1), zodat c/> 

p(1) L nwW(1) = L W(1) 2 • 
WEirr(G) WEirr(G) 

(ii) We zullen eerst aantonen dat Irr(G) uit onafhankelijke funkties in 
~K bestaat. Laat daartoe AW E q voor w E Irr(G) gegeven zijn zo dat 

L AWW = o. 
WEirr(G) 

Dan volgt na het nemen van het hermiets inprodukt m:?t c/> E Irr(G) van
wege 4.2.5 

0 = < L AWW,9> = Ac/>; klaar. 
WEirr(G) 

Laat nu cj> E qK gegeven zijn. We bewijzen de gelijkheid 

c/> = 2:1/JEirr (G) <cj> I w>w. Schrijf x = c/> - IWEirr (G) <4' I w>w. Dit is een funktie 
in qK waarvoor <xl~> = O (~Eirr(G)). Beschouw nu de lineaire afbeelding 
t van V = ~ qe naar zichzelf (vergelijk 4.1.2 (iii)) geqeven door g<:.G g 

t L X(g- 1)fG met fG als in 4.1.2 (iii). 
gEG g 
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fGt G 
elke h € G, immers Er geldt h tfh voor 

fGt I ( -1) fGfG I -1 G G 
x<g lfhgh-1fh h gEG 

x g h g 
gEG 

I (h-1 -1h)fGfG t fG 
x g g h h 

g<"G 

(waar in de op een na laatste gelijkheid van sommatie over g E G op 

sommatie over h gh-l E G is overgegaan en in de laatste gelijkheid 

$ E cr.K gebruikt wordt). Toepassing van het Lemma van Schur (4.1.7) le

vert dat de beperking tlw van t tot een onder fG irreducibele deel

ruimte w van v voor zekere AW E er. de vorm tlw = AW.i~ heeft. Zij w 
het karakter van G behorend bij fGlw. Dan geldt 

(dim W). Aw 

0 • 

Aldus blijkt tlw O voor elke irreducibele deelruimte W van V. Met 

Maschke's stelling (4.1.5) volgt dan dat t = O. In het bijzonder is 

-1 
x<g )e • 

g 

Omdat (eg)gEG een basis van v vormt, is dus x(g) = O voor elke g E G, 

met andere woorden x = 0. De konklusie is dat elk element $ E a:.K te 

schrijven is als lineaire kombinatie der w E Irr(G). Tezamen met de 

onafhankelijkheid van de elementen van Irr(G), bewijst dit dat Irr(G) 
K 

een basis van er. is. 
K 

(iii) De dimensie van er. is enerzijds JKI, anderzijds vanwege (ii) gelijk 

aan lrrr(G) I. D 

4.2.9. DEFINITIE. Voor een eindige groep G bestaat Irr(G) dus uit precies 

t = IKI funkties op K. We kunnen Irr(G) dus beschrijven door een txt matrix, 

waarin de rijen geindiceerd worden door de irreducibele karakters van G en 

de kolommen door de konjugatieklassen van G, terwijl de Cx,Kl-plaats 

voor x E Irr(G), KE K(G) gevuld wordt met x(K). Deze matrix, die voor 
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ge0even G op permutaties van rijen en kolommen na vast ligt~ noemen we de 

karaktertabel van G. Het is een goed gebruik om het triviale karakter (ver

gelijk 4.1.2. (ii)) in de eerste rij en de inklasse {1} in de eerste kolom 

te zetten. 

4.2.10. VOORBEELDEN. 

(i) G = Sym(~). Aangezien Sym(~) = D3 , kennen we uit 4.1.10 (ii) reeds 

alle voorstellingen van Sym(~). Zoals te doen gebruikelijk geven we de 

inklassen aan door representanten: 

(ii) 

Sym(~) 

triviale karakter 

"teken" 

di~er-voorstelling 

t 
irreducibele 

karakters 

G = D4 en G = Q. Uit 4.1.11 

karaktertabel voor D4 er als 

2 
b a a 

1 

-1 

-1 

-1 -1 

2 -2 0 0 

1 

2 

(12) 

-1 

0 

(123) 

-1 

(ii) is eenvoudig af te 

volgt uitziet: 

ab 

-1 

-1 

0 

+ inklassen 

leiden dat de 

In Opgave 4.1.2. is gevraagd alle irreducibele voorstellingen van Q 

(op ekwivalentie na) te bepalen. De konjugatieklassen van Q bestaan 
2 -1 -1 -1 -1 uit {1}, {u }, {u,u }, {v,v }, {uv,v u }, waar u en v als in Opgave 

1.6.9 gekozen zijn. Nu is D(Q) = Z(Q) en geldt Q/Z{Q) ~ c 2xc2 . Er zijn 

dus vier verschillende irreducibele karakters van graad 1. Er rest een 

irreducibel karakter van graad 2. Dit karakter hoort bij de 2x2-matrix

voorstelling van Q in Opgave 1.6.9. De tabel is nu eenvoudig op te 
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stellen: hij is dezelfde als die voor D4 ! De irreduci~ele karakters van 

G voldoen volgens 4.2.4 aan de orthogonaliteitsrelaties: 

als cp f. ijJ 
(cj>,lji E Irr(G)) 

als cj> = ijJ 

<·I·> is dus een inprodukt op de rijen van de karaktertabel ten opzichte 

waarvan ze orthogonaal zijn. Zo'n inprodukt is er ook voor de kolollllllen 

van de tabel, zoals we nu zullen afleiden. Voor de volledigheid vermel

den we de Gude orthogonaliteitsrelaties ook nog een keer. 

4.2.11. PROPOSITIE. Laat Voor G (een eindige groep) 

K 

Dan geldt 

(i) 

(ii) 

BEWIJS. 

(i) is een herschrijving van Stelling 4.2.5 (ii) en (iii). 

(ii) volgt uit (i): Beschouw de "op schaal gebrachte karaktertabel" U, 

waarvan de (i,j) koefficient uiJ" = x. (K.)~ is. De uitspraak (i) 
J. J !G I 

komt in matrixvorm neer op uu* = I, waar U* de kcmplex gekonjugeerde 

van de getransponeerde matrix van U is; dat wil zeggen: 

u~ . u. . (i, j E t) 
J.' J J 'J. 

Maar uu* = I is ek.wivalent met u*u = I, illllllers linksinverse en rechts

inverse vallen samen. Uitschrijven van de (i,j)koefficient geeft 

* (U U)ij 

x (K.)X (K.l. 
r J r i 

Hieruit volgt het gestelde onmiddellijk. D 
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In 4.2.11 (i) respektievelijk (ii) staat het zogenaamde eer~te respektieve

lijk tweede stelsel orthogonaliteitsrelaties. Ze komen goed van pas bij het 

opstellen van een karaktertabel. 

Andersom, als de tabel eenmaal gegeven is, kan men zich afvragen welke infor

matie zo'n tabel over de groep bevat. Getuige Voorbeeld 4.2.10 (ii), wordt 

een groep niet eenduidig door haar karaktertabel bepaald. Oat er toch nog 

veel vastgesteld kan worden uit de tabel blijkt wel uit de volgende propo

sitie. 

4.2.12. PROPOSITIE. Zij G.een eindige groep, laat K(G) = {K1, ..• ,Kt} en 

Irr(G) = {x1 , ... ,xt} zijn. Kies g E ~en laat aijk #{(gi,gj) E 

KixKjlgigj = g}. Dan hangt aijk niet van de gekozen g E ~ af en geldt 

t 

l 
r~l 

X (K.) X (K.) X (K ) r i r J r -k 

BEWIJS. Merk allereerst op dat als (g.,g.) E K.XK. voldoet aan gigj = g 
-1 -1 1. J 1. J -1 -1 ) voor h E G het paar (h gih,h gjh) E KiXKj voldoet aan(h gih) (h gjh 

h- 1gh. Dit impliceert dat de definitie van a .. 1 inderdaad niet afhangt van 
1.J { 

de keuze van g E ~· Beschouw nu om een formule voor aijk af te leiden, 

de uitdrukking 

waarin f een irreducibele voorstelling over ( van G is, met karakter 

x E Irr(G). Uit 

f s. 
h J l fhgh-1 fh = sj 1-i 

gEK. 
J 

volgt met 4.1.7 dat S =A.I voor zekere A. Ea:. Maar het spoor van S. kunnen 
j J J J 

we op twee manieren berekenen: 

X ( 1) /... 
J 

sp(S.) 
J 

Er volgt dat 

IK. lx (K. > 
/.. J J 

j x (1) 

sp ( l f ) 
g 

gEKj 
1K. Jx(K.). 

J J 



Uit d.; d·~finitie van a. "k volgt 
l.J 

. ofwel 

A.A.I s .• s. I l. J l. J 
giEKi 

t 

I aijk I 
k=1 gE~ 

I Ki I I Kj Ix (Ki) x (Kj) 

x (1) 

f 

fg.) ( I fg.) I f 

l. g. EK. J (g. ,g ,) EK. XK. gigj 
J J l. J l. J 

t t 

g I a. 'k 
k=l l.J 

sk L a. "k AkI, 
k=l l.J 

Om het tweede stel orthogonaliteitsrelaties uit 4.2.11 (ii) toe te kunnen 

passen, verrnenigvuldigen we beide zijden met X(Km) en sommeren over 

x E Irr(G). Dit geeft 

I 
xerr (G) 

IK. I IK. lx<K. lxCK.JX(KT 
l. J l. J m 

x (1) 

a .. !GJ, 
l.Jm 

waar1it de te bewijzen formule onmiddellijk volgt. D 
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Ga zelf na dat het tweede stel orthogonaliteitsrelaties een speciaal 

geval van de net bewezen propositie vorrnt. Met gebruikmaking van de theorie 

van algebraisch gehelen kan bewezen worden dat de graad van een irreducibele 

voorstelling de orde van de groep (zelfs het quotient van de orde naar die 

van het centrum) deelt. We gaan hier nog wat nader op in. 

4.2.13. DEFINITIE. Een veelterm 

n 
f(x) I 

i=O 

i 
a.x 

l. 
(a. E ([:) 

l. 

heet monisch als Zl.Jn hoogste koefficient aan a = 1 voldoet. Een komplex 
n n 

getal a heet algebraisch geheel als er een monische veelterm f(x) = Li=O 

bestaat met koefficienten ai E :?Z zodanig dat f(a) = 0 (dat wil zeggen a 

is een wortel van f(x)). 

i 
a.x l. 
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De volgende eigenschappen van algebraisch gehelen vermelden we zonder 
bewijs. Voor meer informatie over algebraisch gehelen (waaronder de hier 
ontbrekende bewijzen) zij verwezen naar de· boeken van Lang. 

4.2.14. PROPOSITIE. Laat a,S E ~ algebraisch gehelen zijn. 

(i) a+S, a-S, aS zijn ook algebraisch gehelen. 

(ii) Laat f(x) een monisch polynoom met koefficienten in ~ zijn van mini-
male graad zo dat f (a) = 0. Dan- liggen de koefficrienten van f (x) in 72:. 

(iii) De veelterm f(x) van (ii) is uniek bepaald door a. 

(iv) Als a E 1l, dan a E 72: • 

(Ga na dat (iii) en (iv) uit (ii) volgen). 

4.2.15. DEFINITIES. Het polynoom f(x) als in (iii) van bovenstaande proposi
tie heet de minimum-veelterm van de algebraische gehele a. De wortels van 
f(x) heten de atgebraisch gekonjugeerden van a. Het produkt van de algebra
isch gekonjugeerden van a is de konstante term f(O) van f (x) en is dus een 
geheel getal. Dit getal heet de norm van a. Notatie N(a). Voor later gebruik 
(zie 5.2.8) vermelden we nog een hulpresultaat. 

4.2.16. LEMMA. Als a E ~ algebraisch geheel is met minimum-veelterm f(x) en 
h(x) een monische veelterm met wortel a en gehele koefficienten, dan geldt: 
(i) er is een monische veelterm g(x) met gehele koefficienten zo dat 

h(x) = f(x)g(x); 

(ii) N(a) is een deler van h(O). 

Omdat n-demachts eenheidswortels wortels zijn van de monische veelterm xn-1 
zijn ze algebraisch geheel. Gezien Propositie 4.2.14 (i) is dus ook een som 
van komplexe eenheidswortels algebraisch geheel._ 4. 2. 3 (ii) impliceert dat 

de waarden die het karakter aanneemt algebraisch geheel zijn. 

4.2.17. PROPOSITIE. Laat Geen eindige groep zijn. Dan geldt: 

(i) x(g) is een algebraisch gehele voor elk karakter X van Gen elke g E G. 
(ii) Als x E Irr(G) en KE K(G), dan is IKIX(K)/x(l) een algebraisch gehele. 

BEWIJS. (i) Is hierboven al behandeld. (ii) We gebruiken de notatie van 

4.2.12. We moeten bewijzen dat de in het bewijs van die propositie voorko
mende getallen A, algebraisch geheel zijn. In dat bewijs was onderstaande 

J 
gelijkheid afgeleid 
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Als we de matrix (aijk) j ,k E ! met Ai aangeven, valt de formule te herschrij-

ven als 

(A.- A.I)(~;) 0. ]_ ]_ . 
At 

Omdat Al = 1 f 0 als K1 = {1}, is Ai een eigenwaarde van de matrix Ai (met 

eigenvektor de getranspon:eerde van C\ 1 ••• ,At)) .• Er volgt det(AiI - Ai)= 0. 

Dit betekent dat det(xI - Ai) een monische veelterm is met gehele koeffi

cienten waarvan Ai een wortel is. De konklusie is dat Ai een algebraisch 

gehele is. 0 

Tenslotte bewijzen we een al eerder aangekondigd resultaat over de 

graad van een irreducibele voorstelling. 

4.2.18. PROPOSITIE. Als n de graad van een irreducibele voorstelling van 

een eindige groep G is, · dan geldt n I I G I . 

BEWIJS. Laat X E Irr(G) met n = X(1) en schrijf K(G) 

Uit 

J.gJ_ = J.gJ_ <x Ix> 
n n 

t ( !K. iX(K.) ) l ]_ ]_ 
i=1 \ n 

volgt dat IGl/n een algebraisch geheel is. Omdat het ook rationaal is, volgt 

met 4.2.14 (iv) dat IGl/n zelfs geheel is. 0 

Ga zelf na dat dit resultaat te verscherpen is tot nl IG/Z(G) I door aan te 

tonen dat xCKi) = 0 voor een ir.reducibel getrouw karakter X als zKi 

voor zekere z E Z(G)-{1}. 

OPGAVEN BIJ §4.2. 

K. 
]_ 

1. Stel de karaktertabel op van de groep G0 van orde 16 uit Voorbeeld 2.2.7. 

2. Bepaal de karaktertabel van Sym(~)· 

3. Beschouw Opgave 4.1.7. Druk het karakter van fa uit in dat van f. 

4. Laat f een komplexe lineaire voorstelling van G op een lineaire ruimte 

V zijn. Als x E Irr(G), dan is 
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een projektie van V op de lineaire deelruimte U bestaantle uit de som van 

alle onder f invariante lineaire deelruimtes W van V waarvoor x W = x 
f 

(metandere woorden, waarvoor de gerestringeerde voorstelling fW van G 

tot W karakter x heeft). Bewijs dit. 

Toelichting: zie het bewijs van 4.1.5 (i) voor het begrip projektie. 

Aanwijzing: Ga met t te werk als gedaan is in 4.2.8. 

*5. Laat zien dat xf.xf' het karakter is van de lineaire voorstelling f*f' 

van G uit opgave 4.1.6. 

(m) 6. Laat G een lineaire voorstelling f in V hebben, en geef met x het 

karakter van de voorstelling f(m) uit Opgave 4.1.5 aan. Schrijf xm voor 
K m de funktie in~ gegeven door xm(g) = xCg ). Bewijs dat 

(m) m (m-k) 
x = I x • xk voor m ;,,, 1, 

k=1 m 

als x 
(0) 

(dat wil zeggen x (0) (g) voor alle g E G). 

7. Bepaal alle isomorfieklassen van groepen die de volgende karaktertabel 

hebben 

1 

-1 -1 -1 

2 2 2 -1 -1 0 0 0 

3 3 -1 0 0 -1 -1 

3 3 -1 0 0 -1 1 1 

2 -2 0 -1 0 hi -hi 

2 -2 0 -1 0 -hi hi 

4 -4 0 -1 0 0 0 

8. (i) Bewijs dat de irreducibele karakters van graad 1 van een groep G 

een groep vormen onder puntsgewijze vermenigvuldiging. Aanwijzing: 

gebruik 4.2.5 (iv) en Opgave 5. 

(ii) Laat zien dat de onder (i) genoemde groep isomorf is met G/D(G). 
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Aanwijzing: Breng het probleem terug tot het geva1 waarin G abels is 

(zie 4.1.13) en laat zien dat de afbeelding (a~1, .•• ,a~r) 1+ft1 •.• tr 

met notatie als in 4.1.12 en ts E ~s zodanig dat ts = ks mod ms 

een isomorfisme van G = cm1 ~ ••. xcmr op de karakters van G van 

graad 1 definieert. 

*9· Laat Geen eindige groep zijn met Irr(G) = {$ 1 , ..• ,$t}. Een funktie 

$ E ~K(G) heet gegeneraliseerd karakter als er gehele getallen 

a 1 , ... ,at zijn zodat $ = l~=l ai$i. Gana dat zo'n $ een (gewoon) karak

ter is als ai ~ 0 voor alle i E t. Bewijs dat als $ een gegeneraliseerd 

karakter van G is zo dat <$J$> = 1 en $(1) > 0, dan $ een echt karakter is. 

*10. (i) Laat £ 1 , ..• ,En E ~ een n-tal eenheidswortels zijn. Bewijs dat 

n 

L £ii n 
i=1 

dan en slechts dan als £ 1 = £ 2 = ••• =En· 

(ii) Leid hieruit af dat als f een lineaire voorstelling van G is, met 

karakter Xr dan Ker f = {g E G I x(g) = X(1)}. 

(iii) Toon aan dat als f = fle .•• eft met fi irreducibele voorstellingen 

van G, dan Ker f = iQ1Ker fi. 

4.3. Ge!nduceerde voorstellingen 

Laat H een ondergroep van index s van de eindige groep G zijn. Kies een 

representantensysteem 1 = g1 ,g2 , ..• ,gs van rechter nevenklassen. Dan is 

H\G = {Hg1, ••• ,Hg }. We zullen nu een willekeurige voorstelling f van Hin 
s - G 

een komplexe vektorruimte W uitbreiden tot een voorstelling f van G in een 

grotere vektorruimte. De te gebruiken techniek heet induktie. We definieren 

eerst nog p* : G + Gl (~) voor een matrixvoorstelling F van H van graad n 
* n 0 als g i H 

over ~ door F (g) {F(g) als g E H • 

4.3.1. DEFINITIE. De naar G geinduceerde voorstelling fG van f met matrix

voorstelling F is de voorstelling fG behorend bij de matrixvoorstelling FG 

gegeven door 

* -1 
(F (g' gg')) ' j E S 

l. J J., 
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Hierin hoort bij elk paar indices een nxn deelmatrix. De g'raad van fG is 

dus sn als n de graad van f is. De vektorruimte V waarin G voorgesteld 

wordt, bestaat uit de direkte som van s kopieen van W. We moeten nog nagaan 

dat dit inderdaad een voorstelling definieert. Laat daartoe g,h E G. Dan is 

G G 
(F (g) F (h)) .. 

l.J 

s 

l 
r=1 

* -1 * -1 F (g. gg )F (g hg.). 
i r r J 

Maar voor gegeven i is er slechts een r zodat g~ 1ggr E H. voor deze r geldt 

(FG (g) FG (h)) .. 
l.J 

* -1 * -1 F (g. gg )F (g hg.). 
i r r J 

-1 Als nu ook g hg. EH dan volgt 
r J 

G G (F (g)F (h)) .. 
l.J 

* -1 F (g. (gh) g.) 
l. J 

G 
(F (gh)) ... 

l.J 

Zoniet, dus in geval g hg~ 1 i H, dan is (FG(g)FG(h)) .. 
-1 -1 r J_l . -1 l.J 

0. Anderzijds is 

dan g. (gh)g. =(g. gg) (g hg·) ;_ H, (want g. gg EH), zodat ook 
G J. J J. r r J G G J. r G G 

(F (ghl).. o. Er volgt dat FG(g)F (h) = F (gh) en dus ook fgfh = 
G l.J G 

Uit fl = i~ blijkt verder dat fg E Gl(V) voor elke g E G en dat 

fG : G + Gl(V) een morfisme is. 

4.3.2. VOORBEELDEN. 

(i) H C > d G D <a,blan = b 2 = 1, bab a- 1> Neem = n <a on ergroep van = n , 

en laat f : H + c* een voorstelling van H van graad 1 zijn. Dan is f(a) 
27fim 

= e ---n- voor zekere m E JN • 

Kies als nevenklassenrepresentanten g 1 ,g2 voor Hin G de elementen 

g1 = 1, g2 = b. 

Dan geldt 

en 



waaruit blijkt dat de voorstellingen van graad 2 in 4,1.10 (ii) alle 

van H geinduceerd zijn. 
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(ii) Laat H 5 G en neem voor f de triviale voorstelling lH. De voorstelling 

fG komt overeen met fx uit 4.1.2 (iii) als X = G/H en G op X werkt via 

de gebruikelijke linksvermenigvuldiging. Immers als X 

dan is 

* -1 (1H) (gi ggj) E {0,1} voor elke g E G, 

terwijl 

dan en slechts dan als gg. E g.H, dus precies dan als g(g.H) gi.H. 
J 1. J 

De konklusie is dat 

G 
(f ) ij 

x 
(f ) ij 

Vanwege 1.4.8 geldt het omgekeerde ookvoor transitieve permutatievoor

stellingen: Als G een transitieve permutatievoorstelling in X heeft, 

dan is fx equivalent met (lH)G voor H de stabilisatorgroep binnen G 

van een punt in X. De definitie van geinduceerde voorstelling hangt af 

van het gekozen representantensysteem. Dat een ander representanten

systeem tot op ekwivalentie na dezelfde geinduceerde voorstelling geeft, 

blijkt uit de volgende propositie. Als H een ondergroep van G is en 

8 E a:H, dan geven we met e * E a:G de voortzetting van e gegeven door 

* e (g) = 0 voor g E G-H aan. 

4.3.3. PROPOSITIE. Laat f een lineaire voorstelling van een ondergroep H 

van een eindige groep G zijn, met karakter X· 

(i) Dan heeft een geinduceerde voorstelling fG karakter xG gegeven door 

G 1 \' * -1 x (gl = THT l x <h ghl . 
hEG 

In het bijzonder zijn alle van f geinduceerde voorstellingen ek.wivalent. 

(ii) Als bovendien K een ondergroep van G is die H omvat, dan is 
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BEWIJS. 

(i) Laat g 1 , ... ,g5 een stelsel representanten van rechternevenklassen van 
H in G zijn. Laat verder F de matrixvoorstelling bij f zijn. 

(ii) 

G * -1 X (g) = sp(F (gi ggi)) 

1 s * -1 -1 
= THT I I x (h gi ggihl 

i=1 hEH 

1 I * -1 = THT x (h ghl • 
hEG 

Het tweede deel van (i) volgt uit 4.2.5. 
K G 1 \ K * -1 1 \ (X ) (g) = lKf l (X ) (k gk) = TKf l 

kEG kEG 
k-lgkEK 

1 1 \ 
= TKf THT L 

l x*(h-1k-1gkhl 
hEK 

1 

kEG 
-1 k gkEK h-1k-1gkhEH 

\ -1 -1 
l x (h k gkh) 

hi:;:K 
h-lk- 1gkhEH 

l X((kh)-lg(kh)) 
(kh)EG 

(kh) -lg (kh) ~H 

l l /(k-lgk) 
hEK ke:G 

* -1 x (k gk) 
G x (g). D 
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Uitgaande van een lineaire voorstelling f van H, levert deibeperking 

("reduktie") fGI van de geinduceerde voorstelling fG tot H weer een voor-
H 

stelling van H, echter met een graad die een veelvoud is van de graad van 

f. De voorstellingen f en fGIH zijn dus zeker niet ekwivalent. Een verband 

tussen de twee wordt gegeven door de zogenaamde Frobenius reciprociteits

wet. 

4.3.4. STELLING. Laat H een ondergroep van G zijn en veronderstel dat x.$ 

een karakter van H respectievelijk G is. Dan geldt 

<xGj $> 

BF.WIJS. 

GI 1 1 \' * -1 --<x $> = lGTTHT l x (h ghl$(gl 
g,hEG 

1 1 I I x*(g)$(gl 
= JGTTHT hEG gEG 

4.3.5. GEVOLG. Laat G een permutatiegroep op x en xx bet karakter van de 

bijbehorende lineaire voorstelling zijn. 

(i) <xxll> is het aantal banen van Gin x. 

(ii) Als G transitief is, dan is <xxlxx> de rang van G op x. 

(iii) Als lxl > 1, dan is G 2-transitief op X dan en slechts dan als 
x1 x <x x > 2. 

BEWIJS. 

(i) Stel dat o 1 , ••. ,o5 de banen van Gin X zijn. Dan is fX 

wat bewezen kan worden door de direkte somsplitsing 

E9 G:e 
XEX X 

te beschouwen. Laat Hi de stabilisator in G van een punt uit oi zijn. 
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Er volgt dat 

x s 
l O· 

x x l. 

i=l 

en met Voorbeeld 4.3.2 (ii) 

<xxl1 > 
s 0.1 l <x i 1 > G 

i=l G 

s 0.1 s 
l < ( lH ) l. 1 > = l <1H. I 1H. > s 

i=l i G i=l l. l. 

vanwege de Frobenius-reciprociteit (4.3.4). 

(ii) Stel G werkt transitief van rang n O]l x. Dan heeft G in haar werking 

op xxx middels g(x,y) (gx,gy) (g E G, x,y E X) precies n banen, 

waarvan Ix= {(x,y) E xxxlx=y} er een is (vergelijk 3.4.6). Ga zelf 

na dat de lineaire voorstelling ~~X bij G werkend op XxX karakter 
xxx x 2 

X = (X ) heeft. Er volgt met (i) dat 

n = x 21 1 \ «x > 1> = TGT l 
gEG 

1 , x -x- x
1 

x 
= TGT l x (gl x (gl = <x x >. 

gEG 

(iii) Uit (ii) volgt <xxlxx> = 2 als G 2-transitief is op x. Andersom: 

Stel <xxlxx> = 2. Dan heeft G precies 2 banen op xxx (dit volgt uit 

het bewijs van (ii). Maar Ix uit (ii) is een vereniging van banen; 

dus als IXJ > 1 dan bestaat IX uit preci~s een baan (en is xxx-IX de 

tweede). Dit bewijst dat G transitief is op X. 

De rest volgt uit (ii). D 

Vergelijk deze resultaten.eens met die uit Opgave 3.1.7: 

4.3.6. VOORBEELDEN. 

(i) Ps1 2 (F q) werkt 2-transitief op de q+l lijnen in F q 2 door O. Met 

4.3.5. volgt dater een karakter X van PS.12 (F q) bestaat zodanig dat 

x het aantal lijnen is dat onder g vast blijft (in het bijzonder g 
X(l) = q+l), <xlx> 2 en <xll> = 1. Er volgt dat ~ = x-1 een irredu-

cibel karakter van PS12 ( F q) is. 
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(ii) Als (; een transitieve rang 3 permutatiegroep op X is', dan volgt voor 

het bijbehorende permutatiekarakter X = xx, dater twee irreducibele 

karakters <j>,~, van G zijn met X = 1+<!>+1/J. Als Gnu van even orde is, dan 

bestaat er krachtens Stelling 3.4.9 een sterk rec;uliere qraaf (X,f) 

zodanig dat GS Aut(X,r). Laat A de verbindingsmatrix van (X,f) zijn. 

Het feit dat G uit automorfismen van (}:,r) bestaat, betekent dat voor 

elke g ' G geldt: 

Beperking tot een fx-irreducibel deel W van V = al ICe levert 
xrX x 

Met Lemma 4.1.7 van Schur geeft dat Aiw = :>..lw voor zekere :>..Ea::. 

Omdat fx karakter 1+<!>+1/J heeft, zijn er precies drie f-invariante ir

reducibele deelruimten van V, (korresponderend met l,<j>,1/J) zodat A 

hooguit 3 verschillende eigenwaarden heeft. In Stelling 3.4.15 zijn 

deze eigenwaarden berekend, en tevens hun multipliciteiten. Er volgt 

dat de graden 1,<j>(l) ,1/J(l) van 1G,<j>,1/J berekend kunnen worden als de 

multipliciteiten 1,f,g van de eigenwaarden van A via de in 3.4.15 ge

geven formules. 

OPGAVEN BIJ §4.3. 

G is steeds een eindige groep. 

1. Bereken de graden van de irreducibele konstituenten (= deelvoorstellingen) 

van Sym(~) die horen bij de rang 3 permutatievoorstelling op de paren 

{i,j} met i,j E ~en i ~ j. (vergelijk 3.4.10.) 

G 
2. Laat x = (1H) het karakter van een transitieve permutatievoorstelling 

van G met stabilisatorondergroep H zijn. Toon aan: 

(i) x (1) deelt IGI 

(ii) xCg) E N lJ {O} voor elke g E G 

(iii) x (g) ,.;; xCgml voor elke g E G en elke m E :JN 

(iv) <xlw> s 1/J(ll voor elke 1/J E Irr(G) 

(v) x(g) = 0 als g een orde heeft die IGl/x(1l niet deelt. 
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3. Laat f een lineaire voorstelling van G in de komplexe 1ineaire ruimte v 

zijn die geinduceerd is van een echte ondergroep H van G. Ga na dat er 

een directe somsplitsing V w1e .•. ewt van V in f!H-invariante lineaire 

deelruimten W, van V bestaat (met t = !G/Hll zodanig dat voor elke g E G 
J_ 

en i Et er een j Et is waarvoor f W. = w .. 
g J_ J 

4. Bewijs dat Alt(2l een irreducibele voorstelling van graad 3 heeft die 

niet geinduceerd kan zijn van een echte ondergroep (gebruik 4.1.14 en de 

vorige opgave) • 

4.4. Enkele karaktertabellen 

Aan de hand van hierboven afgeleide resultaten, zullen we nu enkele 

konkrete voorbeelden uitwerken. 

4.4.1. VOORBEELD. Alt(2l· Het is wel bekend dat Alt(.2_) precies 5 konjugatie

klassen heeft. We kiezen als representanten 1, (123), (12) (34), (12345) en 

(21345). We beweren dat de karaktertabel er als volgt uit ziet 

(123) (12) (34) ( 12345) (21345) 

1 1 

3 0 -1 
1+15 1-15 

X1 -2- 2 

3 0 -1 
1-15 1+15 

X2 -2- -2-

TI-1 4 1 0 -1 -1 

AG 5 -1 0 0 

De karakters van graad 1 en 4 uit de tabel zijn respektievelijk het triviale 

karakter en het irreducibele van graad >1 dat van de 2-transitieve permuta

tievoorstelling van graad 5 af komt. Het karakter AG van graad 5 is te ver

krijgen als geinduceerde van een niet-triviaal karakter van Alt(!) van 

graad 1, en wel als volgt. Alt(!) heeft de viergroep v4 als normaaldeler, 

met quotient Alt(!)/v4 ~ c3 • Laat A de lineaire voorstelling van Alt(!) zijn 

met v 4 in de kern en A((123)) = e 2ni/3 _ We berekenen nu het geinduceerde 

karakter AG aan de hand van de definitie: 



G 
A ( 1) = I G: Alt (.1) I= 5 

5 
l A.*((12345)-i(123) (12345)i) 

i=1 

A.((123)) + ;\.((234)) = ;\.((123)) + A.((321)) 

8 2ni/3 + 8 -2ni/3 = -l. 

5 
l A.*((12345)-i (12)(34)(12345)i) 

i=1 

A.((12) (34)) 1. 

A.G((12345)) O. 

143 

Dat AG irreducibel is volgt uit <A.Gl"-G> = 1. Merk op dat dit karakter een

voudiger te krijgen is. Het komt naroelijk af van de 2-transitieve permutatie

voorstelling van graad 6 gegeven in Opgave 1.6.13; equivalent: het is (lH)G 

voor H de normalisator van een 5-Sylowgroep (vergelijk 4.3.2 (ii)). 

We zullen nu irreducibele diederkarakters ljJ van H = N (<12345>) = 
G 

<(12345), (15) (24)> induceren. Als ljJ graad 2 heeft, komt dit getuige 

4.3.2 (i) en 4.3.3 (ii) op hetzelfde neer als induktie vanaf <(12345)>. We 

zullen voor de berekeningen gebruiken dat (21345)i (l~i~5), (524) een volledig 

stelsel nevenklasserepresentanten van H in G is. 

6ljJ (1) 

l/JG( (15) (24)) l/i( (15) (24)) + l/i* ( (24) (53)) + l/J* ((53) (41)) 

+ l/i* ((41) (32)) + ~/ ( (32) (15)) + l/i* ((14) (52)) 

ljJ ( (15) (24)) + ljJ ((14) (23)). 

l/!((12345)). 
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Nemen we voor w het karakter w5 behorende bij de voorstelling (vergelijk 

4.1.10 (ii)) bepaald door de volgende beelden: 

( 

e21T

0

is/5 

(12345) I-+ 

(15) (24) I-+ ( ~ 

dan ligt wG vast door: 
s 

(123) 

12 0 

0 

(12) (34) 

0 

(12345) 

2cos 21Ts 
5 

(21345) 

2cos 4115 
5 

Uit berekening volgt <wGIAG> = <wGl11> = 1 (want 2cos 2~s + 2cos 4~s = -1). 

Derhal ve is xs = w G - AG - 11 een karakter (behorend bij het komplement van 

de deelvoorstelling bij wG die karakter AG+11 heeft). Uit <x Ix>= 1 volgt 
s s 

dat xs irreducibel is. Ga zelf na dat x1,x2 de resterende karakters uit de 

tabel leveren (maak gebruik van de gelijkheid cos 211/5 = - 1: 15 ). 

Het spreekt vanzelf dat er vele andere manieren zijn waarop de karakter

tabel verkregen kan worden. Zo komen de karakters x1 ,x2 van de in 4.1.14 

besproken voorstelling van Alt(.§_) als rotatiegroep van de icosaeder in de 

euclidische ruimte :JR 3 (het is niet moeilijk het spoor van een draaiing te 
G bepalen!). Ook is A nog een konstituent van het karakter van de permutatie-

voorstelling van Alt(2l op de 10 3-Sylowgroepen. Opvallend is echter dat we 

alle irreducibele karakters hebben verkregen uit kombinaties van geinduceerde 

karakters van graad 1 op echte ondergroepen. Volgens stellingen van Brauer 

en Artin is dit altijd mogelijk: elk karakter van een groep is te schrijven 

als lineaire kombinatie met gehele koefficienten van geinduceerde karakters 

van graad 1 op ondergroepen. We zullen deze stelling niet bewijzen. 

4.4.2. VOORBEELD s12~. De konjugatieklassen van s1 2 (B) zijn in 3.2.2 te 

vinden. We houden de notatie daarvan aan. Uit de in 3.2.5 gevonden permuta

tievoorstellingen verkrijgen we de volgende permutatiekarakters 



1 2 3 91 92 93 7i 72' 73 

1f 1 9 0 0 0 0 2 2 2 

1f 2 28 4 1 1 1 0 0 0 

1f 3 36 4 0 0 0 0 1 1 1 

De waarden van ir. zijn gemakkelijk te vinden met bebulp van <ir. 11> = 1. 
l. l. 

Voor ir 1 bijvoorbeeld volgt ir 1 (z) = 0 als z een element van orde 3 of 9 

is, omdat zo'n element geen 2-Sylowgroep normaliseert. Verder is s12 (8) 

enkelvoudig, dus kan een element w van orde 7 niet in de kern zitten van 

de permutatievoorstelling. Derbalve is bet beeld van zo'n element w in de 

symmetriscbe groep op de 9 2-Sylowgroepen een 7-kring, die 2 vaste punten 
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beeft. Er volgt ir 1 (w) 2. Uit <ir 1 11> = 1 volgt tenslotte ir 1 (u) = 1 voor u 

een element van orde 2. 

Nu is (ir 1-1) irreducibel en <ir 1 -1lir 3~1> = 1, zodat ir 3-ir1 weer een karakter 

is. Het blijkt ir 2-1 te zijn, dus bescbouwing van ir 3 naast ir2 beeft voor de karak

tertabel verder geen zin. Uit 3.2.5 weten we dat ir 2-1 een som van 3 irredu

cibele karakters is. Om meer karakters te krijgen, induceren we de 1-dimen-

1 * 
sionale karakters van de normalisator H van de 2-Sylowgroep P = (0 1). zoals 

(J 0 
bekend is H/P van orde 7 en dus isomorf met c7" Scbrijf d = (0 cr-1). Dan is 

d E H. Laat nu As : H 7 ~ voor s E 6 bet karakter van H van graad 1 zijn 

dat bepaald wordt door 

en 

A (d) 
s 

2iris 
e-7-

A (P) {1}. 
s 

We stellen ons tot taak AG te berekenen: 
s 

klasse 1 2 3 91 92 93 

AG 9 1 0 0 0 0 
s 

G 1 I * -1 
\<xl) THT \(gxlg ) 

gEG 

met x 1 als in 3.2.3. 

71 72 73 

2cos 4irs '2 2irs 
2cos 

6irs 
-7- cos 7 7 

A* (xl) 1, 
s 
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Omdat de normalisator van een 7-Sylowgroep een diedergroeP' van orde 14 
is (zie 3.2.3) volgt 

_1_ ) 
IHI u 

gEG 

( 2virs) (-2nirs' = exp\--7- .. + exp --7-/. 

2 3 Merk op dat d, d, d representanten van de inklassen 72 , 71 , 73 zijn. 
Vanzelfsprekend levert s = 0 ons het al bekende karakter v1 • Verder blijkt 

G G 
As = A7_s' dus kunnen we ons beperken tot de waarden s = 1,2,3. Ga zelf na 

G 
dat As irreducibel is voor deze waarden. 

Tenslotte induceren we nog 1-dimensionale karakters van een 3-Sylow
ondergroep. Beschouw de groep P9 = <yx0 >. De normalisator N(P9 ) is blijkens 
3.2.3 een diedergroep van orde 18. Derhalve heeft voor s E 9 het karakter 

1 2 

56 0 

Uit berekeningen van 

3 

2rris 
e 9 de waarden: 

6rrs 2rrs 4rrs 8rrs 2cos 9 2cos 9 2cos - 9- 2cos - 9- 0 0 

G l3 G inprodukten volgt dat x = )l - 0 A +1 een karakter s s r= r 

0 

is dat inprodukt 0 heeft met de tot nu toe gevonden irreducibele karakters. 
We tabelleren xs: 

2 3 91 92 93 71 72 73 

xs 21 -3 2cos 6rrs + 1 
9 2cos 2rrs + 1 

9 
2cos 4rrs + 1 

9 
2cos 8rrs + 1 

9 
0 0 0 

Er zijn nog 4 irreducibele karakters w1 , w2 , w3 , w4 die ontbreken aan de 
tabel (zie 4.2.8 (iii)). Uit het feit dat de al bekende irreducibele karak
ters geen konstituenten van x5 (s = 1,2,3,4) zijn, volgt dat elk der Xs 
een som van dew].. is. Uit de inprodukt-waarden <x Ix > = 3 en <x Ix > = 2 s s s t 
voor s,t E ~_; s ~ t konkluderen we dat op permutatie van indices na, de 
wi voldoen aan 
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X1 1/J2 + 1/J3 + 1/J4 

X2 1/J1 + 1/J3 + 1/J4 

X3 1/Jl + 1/J2 + 1/J4 

X4 1/Jl + 1/J2 + 1/J3. 

Uit deze 4 vergelijkingen zijn de 4 onbekenden 1/Ji te berekenen door 

~ ( I x. - 2x.); 
jfi J l. 

Er resulteren 4 irreducibele karakters van graad 7. De karaktertabel voor 

Sl2 (8) ziet er dus als volgt uit 

1 2 3 91 92 93 7i 72 73 

1 1 1 1 1 1 

1Tl-1 8 0 -1 -1 -1 -1 1 1 1 

G' 

\ 9 0 0 0 0 
41T 21T 2cos §..:!!.. 2cos 2cos 7 7 7 

AG 9 1 0 0 0 0 
61T 41T 

2cos 
21T 

2 
2cos? 2cos 7 7 

AG 9 1 0 0 0 
21T 61T 2cos 

41T 

3 
0 2cos 7 2cos T 7 

1/Jl 7 -1 +2 -2cos 21T -2cos 41T -2cos 
81T 

0 0 0 
9 9 9 

1/J2 7 -1 +2 -2cos 41T -2cos 811 -2cos 211 
0 0 0 

9 9 9 

1/J3 7 -1 -2 1 0 0 0 

1/J4 7 -1 +2 -2cos 811 
9 

-2cos 271 
9 

-2cos 4'1! 
9 

0 0 0 

OPGAVEN BIJ §4.4. 

1. Stel de karaktertabel van s12 (7) op (gebruik Voorbeeld 1.5.5). 

2. Idem voor Sym(2l· 

3. Geef de karaktertabellen voor de twee niet-abelse groepen van orde 27 

uit opgave 2.2.3. 
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4.5. Een stelling van Frobenius 

De karaktertheorie kan in bepaalde gevallen toegepast worden om de 
eksistentievan eenniettriviale normaaldeler af te leiden. In dit diktaat 
zullen we twee zeer klassieke stellingen van deze strekking behandelen, te 
weten (in het volgende hoofdstuk) .de paqb-stelling van Burnside en (in 
deze paragraaf) een stelling over de zogenaamde Frobeniusgroepen. 

4. 5 .1. DEFINITIE. Een eindige groep G van permutaties op een eindige verzame
ling V heet een Frobeniusgroep op V als G transitief is op V, Gx > 1 en 
G = 1 voor elke x,y E V (x # y). xy 

4.5.2. VOORBEELDEN. De diedergroep Dn van orde 2n in haar natuurlijke per
mutatievoorstelling op n elementen is een Frobeniusgroep. Ook de groep 
AG11 (q) uit 1.3.7 in haar gewone werking op lF q is een Frobeniusgroep. 
Voor het bewijs hebben we het volgende lemma nodig. We brengen van Opgave 
4.2.9 in herinnering dat een gegeneraliseerd karakter 
H een lineaire combinatie A = I I (H)a x met gehele XE rr X 
Als H een ondergroep van G is, dan geven we met AG de 

lXEirr(H)aXxG aan. 

van een eindige groep 

koefficienten a is. x 
eindige kombinatie 

4.5.3. Lfil~1A. Laat ~,x een tweetal gegeneraliseerde karakters van een onder-
groep 

-1 gHg 

(i) 

(ii) 

H van een eindige groep G zijn, en veronderstel dat $(1) = 0 en 
n H = {1} voor g i H. Dan geldt 

$G(g) $(g) voor g EH. 

<~Ix> <~GlxG>. 

BEWIJS. 

(i) Definieer $* als in 4.3.2. Dan is voor h E H-{1}: 

* -1 $ (ghg ) 

1!1 I ~ (h) 
gEH 

$(h). 

1 \' -1 TiiT l $ (ghg ) 
gEH 



1 \ \ * -1 
= --2 . l l <P (h) x (g hg) 

IHI hEH-{1} g£G 

1 \ \ ---1-
= ~- l l cj>(h)X(g hg) 

fH\ 2 hEH-{1} gEH 

- - 1- l cp (h) x (hl = <<PI x>. D 
- IHI hEH-{1} 

(iii) Vanwege Frobenius-reciprociteit (4.3.4) en de voorgaande uitspraak 

geldt: 

G G I G G <x -x ( 1 > ( ( 1 l -1 > x -x (1 > ( (1 l -1 l> = H H 

G GI G G I G 2 I G 2 
= <x -xOl (1 l x -x(1l (1 > >+x(1l<1 x >--x(1) <1 o l >+x(1l 

H H H 

GI 2 GI -x(1l<x 1>-x<ll <(1Hl 1> 

-x(1l 2<1 J1 > = <xlx> = 1. H H 
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Ga zelf na dat xG-x(1) ((lH)G-1) een gegeneraliseerd karakter van G 

is met waarde x(1) op 1. We kunnen dus Opgave 4.2.9 toepassen om het 

bewijs af te ronden. 

4.5.4. STELLING. Stel G is een Frobeniusgroep op V. Dan is 

N = { 1} u (G- ( UV G .>) een · norrnaaldeler van G van orde Iv I. 
X€ X 

BEWIJS. Uit de definitie van N volgt dat N ender konjugatie van G in zich

zelf overgaat. Het is dus zaak te bewijzen dat N een groep is. We zullen 

hiervoor gebruik maken van Opgave 4.2.10 waarin {xEG!<P(x) = cj>(1)} voor een 

willekeurig karakter cp van G een normaaldeler bleek te zijn. Kies nu 

\ G G 
cj> l X (1) (X -X(l) ( (1H) -1G)); waarin H = Gx• 

XEirr(H) 
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Uit Lel!lllla 4.5.3 (iii) volgt dat ~ een karakter is van graad ~(1) = 

= lXEirr(H) xCll 2 = IHI. We bepalen de waarden van~ op een element uit N 

respektievelijk uit x~G Gx. Voor g E N geldt: 

~ G G ~(g) l X(l)(X (g)-X(l)((lH) (g)-lG(g))) 
XEirr (H) 

l. xo> 2 IHI. 
XEirr (H) 

Stel h E G voor zekere y E V. Dan is er een g E G zo dat y g(x) en 
-1 y 

g hg E Gx. We mogen ons dus beperken tot het geval h E Gx. 

Nu is ~ (h) l x(l) (XG(h)-x(l) ((lH)G(h)-lG(h)) 
xEirr (H) 

l X(l) (X(h)-X(l) (1-1)) 
XEirr(H) 

{ 
0 als h cl 

l x (1) x (h) 
XEirr(H) IHI als h 

(zie bijvoorbeeld Propositie 4.2.11). We concluderen dat ~(g) 0 voor 

g E x~V Gx-{l} en dat N = {g E GJ~(g) = ~(1)}. D 

De normaaldeler N heet wel de Frobeniuskern van G. Ga zelf na hoe de 

normaaldeler eruit ziet in de voorbeelden van 4.5.2. 

OPGAVEN BIJ §4.5. 

1. Bewijs dat de Frobeniusgroep G op V het semidirekte produkt van haar 

Frobeniuskern N en een stabilisatorondergroep Gx (voor zekere x E V) is. 

Ga na dat N een reguliere normaaldeler van G op V is. 

2. Laat G een (niet-noodzakelijk transitieve) permutatiegroep op de eindige 

verzameling V zijn met banen ter lengte > 1 en veronderstel dat G 
xy 

· voor elke x, y E V, x cl y. Ga na dat de restriktie van G tot elke baan 

van V een getrouwe permutatievoorstelling van G levert. Bewijs dat er 

ten hoogste een baan van V is waarop G niet-regulier werkt. 
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Aanwijzing: Laat x,y twee punten in verschillende banen zijn zodanig dat 

Gx,Gy > 1. Gebruik Stelling 4.5.4 am normaaldelers A en B van G te ver

krijgen waarvoor G =A u U (G -{1}) = B u UG (G -{1}) (disjunkte vereni-
ZEGx Z ZE Y Z 

gingen!) en ga na dat U (G -{1}) bevat is in B (en andersom). 
ZEGX Z 

Leid hieruit af dat (JGl/IAI - 1) !Al~ IBI (en andersom). Dit geeft een 

tegenspraak. 

3. Geef de karaktertabel van AG1 1 (p) voor willekeurige p priem (Lemma 4.5.3 

is van nut). 

4. Laat G het semidirekte produkt van een normaaldeler N en een ondergroep K 

zijn, z6 dat elk element van G-N met een element uit K gekonjugeerd is. 

Bewijs dat G een Frobenius-groep is. 



152 

HOOFDSTUK V 

NORMAALDELERS 

5.1. De Stelling van Jordan-Holder 

Een natuurlijk getal kan, op volgorde na uniek geschreven worden als 

het produkt van een aantal priemgetallen. Zoiets geldt ook voor een eindige 
groep. We kunnen met elke eindige groep een aantal enkelvoudige groepen as
socieren waaruit deze groep is opgebouwd. Dit is de inhoud van de Stelling 
van Jordan-Holder, die we in deze paragraaf zullen bewijzen. 

5.1.1. DEFINITIE. Laat Geen groep zijn. Een kompositierij van G is een rij 
G0 ,G1 , •.. ,Gr van ondergroepen van G met 

G {1} 

zo dat voor elke i E r de groep Gi een maksimale normale ondergroep van Gi-l 
is. 

Merk op dat de eis dat Gi een maksimale normale ondergroep van Gi-l is, 
volgens 1.6.9 ekwivalent is met de eis dat Gi_1/Gi een niet-triviale enkel
voudige groep is. 

5.1.2. PROPOSITIE. Elke eindige groep heeft minstens een kompositierij. 

BEWIJS. Laat G een eindige groep zijn. Het bewijs gaat met induktie naar 

IGI. Als IGI 1 dan is G = G0 = {1} een kompositierij. Stel IGI > 1 en 

laat G1 een maksimale normaaldeler van G zijn. Daar !G1 1 < IGI heeft G1 van

wege de induktie-hypothese een kompositierij G1 1> G2 1> ••• 1> Gr= {1}. Nu is 

G = G0 I> G1 1> ••• Gr = {1} een kompositierij van G. ~ 

5.1.3. STELLING (Jordan-Holder). Laat Geen eindige groep zijn en laat 

G = G0 1> G1 1> ••• 1> Gr = {1} en G = H0 1> H1 1> ••• 1> Hs = {1} twee komposi-

tierijen van G zijn. Dan is r = s en is er een permutatie TI E Sym(E_) zo 
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BEWIJS. Voor i E r en j E s schrijven we G. . = G. (G. 1nH.) en H. . = 
- i,J 1. i- J 1.,J 

=H. (H. 1nG.). Omdat G. <1 G. 1 en H. <1 H. 1 zijn de G .. en H .. ondergroe-
J J- 1. 1. 1.- J J- i,J i,J 

pen van G. Uit H. <1 H. 1 volgt verder nog dat G. 1 n H 4 G n H zodat 
J J- i- j - i-1 j-1 

G I> G ' - 0 . 1 E 1 d i,j-l _ i,j voor i - , ... ,r, J = , .•. ,s. venzo vo gt at Hi-l,j ::_ Hi,j 

voor i = 1, ... ,r, j = O, .•. ,s. We beweren nu dat voor i Er en j E !".. geldt 

G .. 1/G .. ""'H. l ./H ..• 
1.,J- 1.,J i- ,J 1.,J 

Kies i Er en j E !"..· Volgens 1.7.5 is G. (G. 1nH. 1J/G. ""' 
1. 1.- J- 1. 

(G. lnH. 1)/G. n (G. lnH. 1) =(G. 1nH. 1)/(G.nH. 1>-
1.- J- 1. 1.- J- 1.- J- 1. J-

In dit isomorfisme wordt de ondergroep G. (G. nH.)/G. van G. (G. nH. )/G. 
1. i-1 J 1. 1. i-1 J-1 1. 

afgebeeld op de ondergroep G. (G. 1nH.) n (G. 1nH. 1 J/(G.nH. ) van 
1. i- J i- J- 1. J-1 

(G. lnH. 1)/(G.nH. 1>· Nu is G.(G. lnH.) n (G. 1nH. 1) = G.(G. lnH.) n HJ·-1 
i- J- 1. J- 1. i- J i- J- 1. i- J 

(G.nH. 1J (G. 1nH.) S! Gi.-l n H. 1 zodat geldt 
1. J- 1.- J J-

(G. lnH. 1)/(G.nH. 1) (G. lnH.) ""' 
i- J- 1. J- i- J 

(G, lnH, 1)/(G.nH. 1>/(G.nH, l)(G, lnH.)/(G.nH. 1) 
i- J- 1. J- 1. J- i- J 1. J-

G, (G. lnH. 1)/G./c;. (G. lnH.)/G. ""' 
1. i- J- 1. 1. i- J 1. 

G. (G. lnH. 1) /G. (G. lnH.) = G .. 1/G ... 
1. i- J- 1. i- J i,J- 1.,J 

Verwisselen we de rol van G en H en i en j dan vinden we ook 

(G. 1nH. 1 J/(G.nH. 1 J(G. 1nH.) ""'H. 1 ./H .. , waarmee onze bewering bewezeE 
i- J- 1. J- i- J i- ,J 1.,J 

is. Daar voor alle i E £ geldt Gi-l = Gi,O ~ Gi,l ~ ..• ~ G. = G. en G. 
1. 's 1. 1. 

een maksimale normale ondergroep van G. 1 is, is er voor 
1. -

elke i E r een 

unieke j = n(i) E.:::_ met Gi-l = Gi,O = ··· = G. . l I> G. . = G. . l 
1.,J- 1.,J 1.,J+ 

=G. G. waarbij n(i) gegeven wordt door G. 1 n H (') 1 $G. en 
1. 1 S 1. . i- TI 1. - 1. 

Gi-l n Hn(i) ~ Gi. Evenzo is er voor elke j Es een i = a(j) Er met 

Ga(j)-1 n Hj-1 $ Hj en Gd(j) n Hj-1 ~ Hj. 

Nu volgt 

zodat an(i) i voor i E r. Daar ook na(j) j voor alle j E s vinden we 

r = s en 
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voor alle i E £ 1 waarmee de stelling bewezen is. D 

Dankzij de stelling van Jordan-Holder kunnen we de nu volgende defini

tie geven 

5.1.4. DEFINITIE. Als Geen eindige groep is met een kompositierij 

G = G0 ~ G1 ~ ... ~Gr dan heten de enkelvoudige groepen Gi_ 1/Gi (i 

de kompositie-faktoren van G. 

Opgaven bij §5.1 

1. Bepaal alle groepen met kompositie-faktoren c2 , c3 . 

2. Geef kompositierijen voor de quaterniongroep en Sym(iJ. 

1, ... ,r) 

3. Geef een eindige groep aan met een kompositierij die niet uitsluitend 

uit normaaldelers van die groep bestaat. 

4. Leid uit de stelling van Jordan-Holder de eenduidigheid van de priem

ontbinding van de natuurlijke getallen af. 

5. Bepaal alle groepen met kompositiefaktoren c2 en Alt(5). 

*6. Laat de groep G een keten G = G ~ G1 ~ ~ G = {1} van ondergroepen 0 r 
hebben met Gi normaaldeler in Gi-l voor i E r. Ga na dat deze keten te 
verfijnen is tot een kompositie-rij, d.w.z. dat er een kompositierij 

G = H0 ~ H1 ~ ... ~ Hs = {1} bestaat z6 dater jl < ••• < jr = s zijn 

met G. 
l 

H. 
Ji 

5.2. Oplosbare groepen 

We zullen nu aandacht besteden aan groepen waarvan alle kompositie
faktoren abels zijn. We zullen laten zien dat groepen waarvan de orde door 

slechts twee verschillende priemgetallen deelbaar is deze eigenschap 

hebben. 

5.2.1. DEFINITIES. Als Geen groep is dan definieren we de k-de kommuta

torgroep van G, notatie Dk(G), rekursief door DO(G) =Gen Dk(G) = D(Dk-l(G)) 
1 voor k E :N. In het bijzonder is dus D (G) = D(G). Een groep G heet oplos-

baar als er een k E :N u {O} is z6 dat Dk(G) = {1}. 

5.2.2. VOORBEELDEN. Volgens Lemma 1.6.12.(ii) is iedere abelse groep oplos

baar. Uit 1.6.13 volgt dat Sym(.i_) en Dn oplosbaar zijn. Een enkelvoudige 
groep is slechts oplosbaar als ze abels is. Sym(~) is een niet-enkelvoudige 
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niet-oplosbare groep. 

5.2.3. STELLING. Iedere ondergroep en iedere faktorgroep van een oplosbare 

groep is oplosbaar. 

BEWIJS. Laat G een oplosbare groep ziJn met ondergroep H. Triviaal geldt 

D(H) ~ D(G) en met induktie volgt hieruit Dk(H) ~ Dk(G) voor k E N. Uit 

Dk(G) = {1} volgt dus Dk(H) = {1}, dat wil zeggen His oplosbaar. 

Als ~: G +Keen epimorfisme is van G op de groep K, dan is ~(D(G)) 
k k k 

= D(~(G)) = D{K) en met induktie volgt ~(D (G)) = D (K). Uit D (G) = {1} 
k 

volgt dus D {K) {1} en daarmee de oplosbaarheid van K. ~ 

We zullen nu enkele karakteriseringen geven van het begri~ oplosbaar-

heid. 

5.2.4. STELLING. Een groep G is oplosbaar dan en slechts dan als G een kPten 

van ondergroepen G = G0 ~ G1 ~ ... ~Gr 

i = 1,2, .•. ,r. 

{1} heeft, met Gi_ 1/Gi abels voor 

BEWIJS. Als G oplosbaar is met Dr(G) 

i = 0,1, ... ,r. 

{1}, neem dan G. 
i 

voor 

Als Geen keten van ondergroepen G = G0 ~ ... ~Gr= {1} bevat met Gi_ 1/Gi 

abels, dan is D(Gi-l) ~ Gi'volgens Lemma 1.6.12(iii). 

Hieruit volgt met induktie Dr(G) ~ G = {1}. D 
r 

5.2.5. KOROLLARIUM. Elke p-groep is oplosbaar. 

BEWIJS. Dit volgt nu direkt uit Korollarium 2.2.4. D 

5.2.6. STELLING. Een eindige groep G is oplosbaar dan en slechts dan als 

alle kompositiefaktoren van G cyklische groepen van priemorde zijn. 

BEWIJS. Laat G = G0 ~ G1 ~ ... ~Gr= {1} een kompositierij zijn van G met 

Gi_ 1/Gi ""CPi voor priemgetallen pi (iEE)· Dan is Gi_ 1/Gi abels voor 

i = 1, •.. ,r en G dus oplosbaar volgens 5.2.4. Als G oplosbaar is, dan is 

Gi-l oplosbaar (iEE_) volgens 5.2.3. Dan is ook Gi_ 1/Gi oplosbaar (weer 

5.2.3) voor i = 1, .•. ,r. Daar Gi_ 1/Gi enkelvoudig is en D(Gi_ 1/Gi) 4 Gi_ 1/Gi 

geldt, volgt G. 1/G. ""C voor een priemgetal p. met i E r. D 
i- i Pi i 

Ga zelf na dat deze karakteriseringen van oplosbare groepen de aankon

diging in het begin van deze paragraaf waar maken. Dankzij de nu volgende 



156 

stelling en 5.2.3 is het mogelijk om bij veel bewijzen waa~in oplosbaarheid 

een rol speelt, induktie te gebruiken. 

5.2.7. STELLING. Laat Geen groep zijn met een normaaldeler N. Als N en 

G/N oplosbaar zijn, dan is oak G oplosbaar. 

BEWIJS. Volgens Stelling 5.2.4 zijn er ketens G/N = G0/N ~ G1/N ~ G2/N t?: 

12: ••• t?: G/N = N/N en N = Gs t?: Gs+l 12: ••• 12: Gr = {1} met (Gi_/N)/(G/Nl 

voor i = 1,2, •.• ,s en G. 1/G. voor j s+1,s+2, ... ,r abels. Vanwege 
J- J 

(Gi-1/N)/(Gi/N) ""Gi-1/Gi (iE~) is G Go~ G1 ~ G2 ~ ... ~Gr {1} een 

keten van ondergroepen van G met Gi_ 1/Gi een abelse groep voor i E r. Uit 

8telling 5.2.4 volgt dat G oplosbaar is. D 

Volgens Korollarium 5.2.5 is elke groep G met een orde jGj 
a 

p , p 

priem oplosbaar. We zullen nu een bekende stelling van Burnside bewijzen 
a b 

die zegt dat ook groepen met een orde IGI = p q , p en q priem, oplosbaar 

zijn. Daartoe bewijzen we eerst het nu volgende lemma. 

5.2.8. LEMMA. Laat G een eindige groep zijn en f een irreducible komplexe 

voorstelling van G van de graad n met karakter X· Als K een konjugatieklas

se is met ggd(IKl,nl = 1 dan is x(K) = 0 of f(K) ={AI} voor zekere A E ~. 

1 4 2 17 . . (Kl IKl·x(K) 1 b - h h 1 BEWIJS. Vo gens • . ziJn X en n a ge raise ge ee . Daar 

ggd( !Kl ,n) = 1 zijn er a,b E 2Z z6 dat aJKI + bn = 1. Hieruit volgt dat 
IKJx(Kl xCKl . . a n + bx(K) = ~n~ algebraisch geheel is. Laat m de orde van f(x) voor 

x uit K zijn en laat w een primitieve m-de machtseenheidswortel zijn. De 
ki k2 kn 

eigenwaarden van f(x) zijn dan w w ,w , ... ,w (zeg), zodat 

1-xm_I n 
wkil 

n 
lwkil l ~ l ·1, 

n n 
i=1 

n 
i=1 

met gelijkheid dan slechts dan als w = 
kl k2 

en w w - ... 
en slechts dan als f(x) = wI. Maar dan is f(K) = {wI}. 

-1,,n dan geldt ook voor algebraisch gekonjugeerden n li=l 

= 1) en daarmee ook 

n 
ggd(j,m)=1 

1 n jk. 
Cn - l w ii I < i. 

i=1 

k 
= w n d.w.z. dan 

Als n- 1 1x(K) I< 1 
'k• 

wJ i I < 1 (ggd(j ,m) 

Maar het linkerlid in deze ongelijkheid is een geheel getal en veelvoud van 
-1 -1 de norm N(n X(K)) (zie 4.2.16), zodat N(n X(K)) = 0 en daarmee ook 

x(K) = 0. D 
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5.2.9. STELLING (Burnside). Laat Geen eindige enkelvoudig~ groep zijn en 

K t {1} een konjugatieklasse met IKI =pa voor zekere priem p en a E JN u {O}. 

Dan is G abels. 

BEWIJS. Veronderstel dat Geen enkelvoudige niet-abelse groep is en laat 

K ~ G gegeven zijn als in de stelling. Stel dat f een niet triviale voor

stelling is met karakter x zo dat x(K) t 0 en p l x(1). Dan is er volgens 

het vorige lemma een A E ~ zo dat f(k) AI voor alle k E K. Dus geldt 

{1} t f(K) ~ Z(f(G)) ~ f(G), zodat f(G) = Z(f(Gl) abels is en 

G = D(G) ~ Kern(f). Dit is een tegenspraak want f is niet-triviaal. We heb

ben nu bewezen dat voor e'lk niet-triviaal irreducibel karakter x met 

p l X(1) geldt X(K) = 0. 

Laat p het karakter zijn behorende bij de reguliere voorstelling van G. 

Volgens het bewijs van Propositie 4.2.8 geldt 

0 p (K) I xO>x<Kl 
XEirr G 

1 + P l x~1l x<Kl, 
XEirr G 

zodat 

p 
l X(K) 

XEirr G 
xt1 

algebraisch geheel is. 

xt1 

Met deze laatste tegenspraak is de stelling bewezen. 

5.2.10. STELLING (Burnside). Een groep G van orde IGI 

is oplosbaar. 

D 

a b 
p q , p en q priem, 

BEWIJS. Volgens Stelling 5.2.7 is een kleinste t~genvoorbeeld G enkelvoudig. 

Laat P een p-Sylowondergroep van G zijn en kies z E Z(P)-{1}. Dan geldt 

CG(z) ~ P zodat de konjugatieklasse die z bevat,lengte JG:CG(z) I= qc met 

c ~ b heeft. Volgens Stelling 5.2.9 is G ""C en dus oplosbaar. Dit is in 
p 

tegenspraak met onze aanname dat G niet oplosbaar is. D 

Opgaven bij §5.2 

1. Bewijs (zonder gebruik te maken van Stelling 5.2.10) dat groepen van orde 

pq met p en q priem, oplosbaar zijn. 

2. Bewijs dat groepen van orde pqr met p,q en r priem, oplosbaar zijn. 

3. Geef een niet-oplosbare groep aan waarvan de orde bestaat uit een pro

dukt van machten van drie verschillende priemgetallen. 
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4. Laat zien dat het dire~te produkt van een stel oplosbare groepen oplos
baar is. Hoe zi t dat met het semidirekte produkt van twee oplosbare 
groepen? 

5. Bewijs dat er in elke eindige oplosbare groep G een niet-triviale normaal·
deler te vinden is die een p-groep voor zekere priem p is. 

ml m2 mt 
'*6. Laat Geen groep zijn van orde p 1 p 2 •.. pt voor pi (iE!) onderling ver-

schillende priemgetallen. Stel dat er voor alle i E t een ondergroep H. m. i 
van G is met JG: H. I = p. 1 • Bewijs dat G oplosbaar is. ] 1 

Aanwijzingen: Laat G een minimaal tegenvoorbeeld zijn. Leid af dat 
t / / mi m2 K = ni=3 Hi orde K p 1 p 2 heeft en dus oplosbaar is. Gebruik Opgave 

5 om een niet-triviale normale p-ondergroep P (waar p = p 1 of p 2) van K 
te vinden. 

Toon vervolgens aan dat P bevat is in N waar i 1 of 2 
al naar gelang p = p 2 of p 1 . 

Pas tenslotte de induktiehypothese toe op N en G/N (vergelijk 5.2.7). 
7. Bewijs voor een rang 3 permutatiegroep G zonder reguliere normaaldelers 

dat G een minimale normaaldeler N bezit met G ~ Aut(N) zodanig dat 
N ~ N1 of N ~ N1 x N1 voor een niet-abelse enkelvoudige ondergroep N1 
van G. 

Aanwijzing: Pas het bewijs van 3.1.20 aan. Gebruik in Stap 5 de stelling 
van Burnside 5.2.10 om 3 verschillende priemgetallen te vinden die de 
orde van N1 (uit 3.1.20) delen. 

5.3. Nilpotente groepen 

In deze paragraaf zullen we een bekende deelklasse van de klasse van 
oplosbare groepen beschouwen die veel ed.genschappen gemeen heeft met de 
klasse van abelse groepen. 

5.3.1. DEFINITIE. Een eindige groep heet nilpotent als zij het direkte 
produkt is van haar Sylow-::mdergroepen. 

5.3.2. PROPOSITIE. Een nilpotente groep is oplosbaar. 

BEWIJS. Volgens 5.2.5 zijn p-groepen oplosbaar. Volgens Opgave 5.2.4 is het 
direkte produkt van oplosbare groepen oplosbaar. D 

5.3.3. PROPOSITIE. Een groep G is nilpotent dan en slechts dan als elke 
Sylow-ondergroep van G een normaaldeler is. 
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BEWIJS. Dit is opgave 1.8.3. D 

5.3.4. STELLING. Elke ondergroep en elk homomorf beeld van een nilpotente 

groep is nilpotent. 

BEWIJS. Laat H een ondergroep van de nilpotente groep G zijn, en P een p

Sylow-ondergroep van G. Uit HP/P ""H/(H n P) volgt dat H n Peen normale 

p-Sylow-ondergroep van H is. Nu volgt uit 5.3.3. dat H nilpotent is. 

Laat Geen homomorf beeld zijn van G = P1 x P2 •.. x Pk, waarbij de Pi de 

pi-Sylow-ondergroepen van G voorstellen {iE~). Dan is G = P1 x P2 x ••• x Pk, 

waarin P. het homomorfe beeld is van P. onder het betreffende morfisme van 
i i - -

G op G. Dus Pi= {1} of een pi-Sylow-ondergroep van Gen daarmee is G nil-

potent. D 

5.3.5. PROPOSITIE. Laat G een nilpotente groep zijn. Als H < G dan ook 

H < NG(H). 

BEWIJS. Daar H < G is er een p-Sylow-ondergroep P van G met H n P < P. 

Volgens Stelling 2.2.36 (ii) is er een groep R met Hn P< R$ Pen IR: H nPI =p. 

Volgens Lemma 2.2.1 geldt H n P 4 Ren dus normaliseert R de p-Sylow onder

groep H n P van H. Daar R $ P en G nilpotent is, centraliseert R alle ande

re Sylow-ondergroepen van H. Dus geldt H 4 RH $ NG(H). D 

5.3.6. PROPOSITIE. Iedere maksimale ondergroep van een nilpotente groep G 

is een normale ondergroep van priemindex en bevat dus D(G). 

BEWIJS. Laat M een maksimale ondergroep van G zijn. Dan geldt volgens 5.3.5 

dat M < NG(M), en dus, daar M maksimaal is, NG(M) =G. Anders gezegd M 4 G. 

Uit de maksimaliteit van M volgt verder nog dat-G/M geen echte ondergroepen 

bevat zodat G/M ""C voor zekere priem p. Daar C abels is volgt nog 
p p 

D(G) $ M. D 

5.3.7. LEMMA. Laat Geen nilpotente groep zijn en H een ondergroep van G 

die voldoet aan G = HD(G). Dan is H = G. 

BEWIJS. Stel dat H < G. Laat M een maksimale ondergroep van G zijn die H be

vat. Dan geldt volgens Propositie 5.3.6 dat M ~ D(G) dus M ~ D(G)H = G, 

een tegenspraak. D 

5.3.8. STELLING. Een eindige groep is nilpotent precies dan als alle maksi-

male ondergroepen normaal zijn. 
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BEWIJS. Laat G een eindige groep zijn waarvan alle maksimale ondergroepen 

normaal zijn. Uit Propositie 2.1.6 (i) volgt direkt dat iedere Sylow

ondergroep een normaaldeler van G is, zodat G nilpotent is volgens 5.3.3. 

De rest volgt uit 5.3.6. D 

5.3.9. STELLING. Een eindige groep G is nilpotent precies dan als voor 

elke ondergroep H < G geldt H < NG(H). 

BEWIJS. Laat H < NG(H) voor elke H < Gen laat P een Sylow-ondergroep van 

G zijn. Als P = G dan is G nilpotent. Als P < G dan is P 4 G want NG(P) < G 

impliceert NG(NG(P)) > NG(P) wat in tegenspraak is met Propositie 2.1.6(i). 

Dus G is nilpotent volgens Propositie 5.3.3. De rest staat in 5.3.5. 0 

5.3.10. STELLING. Laat Geen eindige groep zijn. Definieer ondergroepen 

{l} = z 0 (G) ~ z 1 (G) ~ ... van G door z 0 (G) = {1} en door voor zi+l (G) het 

volledig originee1 in G van Z(G/Zi (G}) onder het natuurlijk morfisme 

G + G/Zi (G) te nemen. Precies dan is G nilpotent als Zr(G) = G voor zekere 

r E N. 

BEWIJS. Merk op dat iedere Zi (G) een karakteristieke (en dus normale) onder

groep van G is. Als G een p-groep is, dan is er een r E lN met Zr(G) = G 

volgens Opgave 1.6.12. Dus geldt voor nilpotente groepen dater een r E lN 

is met z (G) = G. 
r 

Anderzijds, laat Geen groep zijn met Zr(G) = G voor zekere r. Als r = 1, 

dan is G = Z(G) abels en dus nilpotent. Neem aan r > 1 en laat H < G. Als 

H ~ Z(G) dan is NG(H) >H. Als H 2 Z(G), dan geldt op grond van induktie 

dat G/Z(G) nilpotent is, dus met 5.3.9, NG/Z(G) (H/Z(G)) > H/Z(G) en daar

mee ook in dit geval NG(H) > H. Volgens Stelling 5.3.9 is G nilpotent. D 

Een soortgelijke karakterisering van nilpotentie, maar nu met een da

lende rij karakteristieke ondergroepen in plaats van een stijgende rij, 

geeft de volgende stelling. Hiertoe eerst enige notatie. Als A en B deel
-1 -1 verzamelingen zijn van een groep G dan definieren we [a,b] = aba b voor 

a E A,b E Ben [A,B] = < [a,b] I a EA, b E B >. Dus [G,G] = D(G). 

5.3.11. STELLING. Laat G een eindige groep zijn. Definieer K. (G) rekursief 
l. 

door K0 (G) =Gen K. 1 (G) = [K, (G),G] voor 
l. + l. 

i E IN u {O}. Dan is K. (G) een 
l. 

karakteristieke ondergroep van G; G = K0 (G) 2 K1 (G) 

precies dan als er een r E lN is zo dat K (G) = {1}. 
r 

2 ... en G is nilpotent 
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van Ki(G) volgt direkt (met induktie) Ki (G)<P 
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groep G zijn. Uit de definitie 

= K. (G<P), zodat de K. (G) ka-
i i 

rakteristieke ondergroepen zijn. Laat i E JN, k E Ki(G) en g E G. Daar 
-1 -1 

Ki (G) ~ G geldt [k,g] = k g kg E Ki (G), dus Ki+l (G) s Ki (G). 

Met Zi (G) gedefinieerd als in 5.3.10 gaat men eenvoudig na dat Kj(G) ~ Zi (G) 

equivalent is met [K. 1 (G),G] s z. (G), of wel met K. 1 (G)Z. (G)/Z. (G) s 
J- i J- i i 

~ Z(G/Zi(G)), dus met Kj-l (G) s Zi+l (G). Als G nilpotent is dan is er een 

r E JN met Zr(G) = G = K0 (G) en dan volgt {1} = z0 (G) ~ Kr(G), dus Kr(G) = 

{1}. Als er een r E JN is met K (G) = {1} dan volgt uit K (G) = {1} = z0 (G) 
r r 

dat Z (G) ~ K (G) 
r O 

G, dus G is nilpotent volgens 5.3.10. D 

Opgaven bij §5.3 

1. Laat Geen eindige groep zijn. Definieer de groepen Ii(G), i E JN door 

r 1 (G) := Int(G) en Ii+l (G) = Int(Ii (G)), i E JN. Als er een r E JN is 

met I (G) = {1} dan is G nilpotent. Bewijs dit. 
r 

*2· Geef een voorbeeld van een niet-nilpotente groep G met een nilpotente 

normaaldeler N zo dat G/N ook nilpotent is. 

3. Laat N een normaaldeler van de eindige groep G zijn die bevat is in 

Z(G). Toon aan: G/N nilpotent impliceert G nilpotent. 

4. Een eindige groep G is nilpotent dan en slechts dan als voor iedere 

normaaldeler N # G geldt Z(G/N) # 1. Toon dit aan. 

*5. Als de eindige groep G nilpotent is en N ~ G, dan is N n Z(G) f {1}. 

(Aanwijzing: bewijs dit eerst voor Geen p-groep.) 

*6. Bewijs dat het direkte produkt van een eindig stel nilpotente groepen 

weer nilpotent is. 

7. Laat zien dat een eindige groep G dan en slechts dan nilpotent is als 

voor elk tweetal x,y E G geldt: ggd(!<x>I, J<y>J) = 1 =:> l<xy>I 

= I <x> I I <y> I . 
Hint voor het "als"-deel: Laat P1,P2 , ... ,Pt Sylow-ondergroepen van G bij 

de verschillende priemdelers van JG! zijn. Laat zien dat de verzameling 

P1P2 ... Pt uit precies !GJ elementen bestaat. 

5.4. De Frattini- en Fitting-ondergroep 

Naast de kommutatorondergroep en het centrum van een groep zijn er nog 

andere karakteristieke ondergroepen in een groep aan te wijzen. Voorbeelden 

hiervan staan aan het eind van de vorige paragraaf. In deze paragraaf zul

len we nog twee van zulke ondergroepen bestuderen: de Frattini-ondergroep 

en de Fitting-ondergroep. 
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5.4.1. DEFINITIE. Laat Geen eindige niet-triviale groep zfjn. De Frattini

ondergroep van G, notatie W(G), is de doorsnede van alle maksimale onder

groepen van G. Verder is w({l}) := {1}. 

Een automorfisme van G permuteert de maksimale ondergroepen van G, zo

dat W(G) ~ G(als IGI > 1). De volgende stelling geeft een beschrijving van 

W(G) als verzameling van voor voortbrenging van G overbodige elementen. 

5.4.2. STELLING. Laat G ~ {1} een eindige groep zijn. Dan is 

W(G) = {x E G I Vs ~ G [<S,x> = G ~ <S> G]}. 

BEWIJS. Laat x E G de eigenschap hebben dat voor elke deelverzameling 

S ~ G geldt: <S,x> = G impliceert <S> = G. Als M een maksimale ondergroep 

van G is en x ~ M, dan is <M,x> = G en dus M G hetgeen absurd is. Dus 

x EM voor iedere maksimale ondergroep M van G, zodat x E W(G). 

Anderzijds, laat x E w(G) en laat S ~ G zo dat <x,S> G. Als <S> < G dan 

is er een maximale ondergroep M ~ <S>. Daar x E W(G) SM krijgen we nu de 

tegenspraak G = <x,S> s <x,M> M. Dus <S> = G. 0 

5.4.3. STELLING. Laat G een eindige groep zijn en laat N een normaaldeler 

van G zijn die ~(G) omvat. Als N/W(G) nilpotent is, dan is ook N nilpotent. 

BEWIJS. Laat P een Sylow-ondergroep van N zijn. Dan is omdat N/w(G) nilpo

tent is, PW(G) een normaaldeler van N. De groep PW(G) is vanzelfsprekend 

ook normaal in NG(P)N. Maar vanwege het Frattini-argument (2.1.6(ii)) is 

laatstgenoemde groep gelijk G. Passen we het Frattini-argument andermaal 

toe, maar nu op de normaaldeler PW(G) van G en haar Sylow-ondergroep P, dan 

krijgen we 

G 

Volgens 5.4.2 volgt NG(P) = G, ofwel P g G. Er volgt P g N. Hiermee is de 

stelling volgens Propositie 5.3.3. bewezen. D 

5.4.4. GEVOLGEN. Laat Geen eindige groep zijn. Er geldt 

(i) w (G) is nilpotent. 

(ii) G is nilpotent dan en slechts dan als G/W(G) nilpotent is. 



BEWIJS. 

(i) Pas de stelling toe met N 

(ii) Pas de stelling toe met N 

r!>( G) • 

G voor de ene implikatie en 

citeer Stelling 5.3.4 voor de andere. 
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In de volgende stellingen beschouwen we de Frattini-ondergroep van 

een p-groep. We brengen in herinnering dat een elementair abelse groep een 

groep van de vorm C~ is (zie Opgave 2.3.1). 

5.4.5. STELLING. Laat P een p-groep zijn (p priem). Dan geldt 

~(P) D(P) Q met Q := <xP I x E P> . 

Verder is P/~(P) elementair abels en is ~(P) de kleinste normaaldeler van 

P met elementair abelse faktorgroep. 

BEWIJS. Laat M een maksimale ondergroep van P zijn. Volgens Stelling 2.2.3 

geldt JP:MJ = p 

M :<: D(P) (omdat 

of p heeft) . De 

zodat M q P (Lemma 2.2.1). Dus geldt P/M ~ c0 , zodat 

C abels is) en M :<: Q (omdat ieder element in C orde 1 
p p 

konklusie is D(P)Q ~ ~(P). Laat N ~ P met P/N elementair 

abels en kies x E P-N. Daar P/N isomorf is met de optelgroep van een eindig 

dimensionale vektorruimte over F p Zl.Jil er x 1 = x,x2 , ... ,xd E P zo dat 

{x1N,x2N, ••. ,xdN} een basis is voor P/N. Dus geldt P = <x1 ,x2 , ... ,xd,N> ~ 

<x2 ,x3 , ..• ,xd,N>. Uit Stelling 5.4.2 volgt nu dat x = x 1 ~ ~(P), en hebben 

we ~(P) ~ N bewezen. Omdat D(P)Q ~Pen P/D(P)Q elementair abels is volgt 

in het bijzonder ~(P) ~ D(P)Q. Hiermee is het gestelde aangetoond. D 

5.4.6. STELLING (Basisstelling van Burnside). Laat Peen p-groep zijn 

(p priem) met !P/~(P) I = pd. Iedere kleinste v~rzameling van voortbrengers 

van P bevat d elementen en elk element van P-~(P) is bevat in een kleinste 

verzameling van voortbrengers. 

BEWIJS. Er geldt <x1 ,x2 , ..• ,~> = P ~ <x1 ,x2 , ... ,~,~(P)> = P 

.,,. <x1 ~(P),x2 ~(P), .•. ,~~(P)> = P/~(P), en volgens de vorige stelling kun

nen we P/~(P) opvatten als een d-dimensionale vektorruimte over F • Elke 
p 

basis van een d-dimensionale vektorruimte bevat d vektoren ~ 0 en elke vek-

tor ~ 0 zit in een basis. D 

We zullen nu de Fitting-ondergroep van een groep beschouwen. 
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5.4.7. DEFINITIE. Laat Geen eindige groep zijn. Het prod11kt van alle nil
potente normaaldelers van G heet de Fitting-ondergroep van G. Met F(G) ge
ve'! we deze ondergroep aan. 

Het is direkt duidelijk dat F(G) een karakteristieke ondergroep van G 
is. 

5.4.8. STELLING. Laat G een eindige groep zijn. Dan is F(G) nilpotent. 

BEWIJS. Laat N en M nilpotente normaaldelers van G zijn en laat L = NM. 
Het is voldoende aan te tonen dat L nilpotent is. Laat P een p-Sylow-onder
groep zijn van L. Volgens Propositie 1.5.8 is 

I (PnN) (PnM) I !PnN! !PnM! 
!PnNnMI 

Volgens Propositie 2.1.8 zijn P n N, P n M, P n N n M p-Sylow-ondergroepen 
van respektievelijk N,M en N n M. Hieruit volgt dat (PnN) (PnM) een p-Sylow-
ondergroep van L is. Dus P (PnN) (PnM) . Daar N en M nilpotent zijn geldt 
P n N ~ N en P n M ~ M, dus volgt uit N,M g G dat P n N,P n M g G. Nu volgt 
P (PnN) (PnM) g L, zodat L nilpotent is volgens 5.3.3. 0 

Op grond van deze stelling kunnen we de Fitting-ondergroep van een 
groep dus ook definieren als de grootste nilpotente normaaldeler van de 
groep. 

5.4.9. STELLING. Laat Geen eindige groep zijn. Dan bevat CG(F(G))F(G)/F(G) 
geen niet-triviale oplosbare normaaldeler van G/F(G); Meer in het bijzonder 
geldt voor oplosbare G dat CG(F(g)) S F(G). 

BEWIJS. Laat N/F(G) een abelse normaaldeler van G/F(G) zijn met 
N $ CG(F(G))F(G). Schrijf C = N n CG(F(G)); dan is 

N/C $ CF(G)/C ~ F(G)/(F(G)nc), dus is N/G 

nilpotent ( 5. 3. 4) • Ui t Stelling 5. 3 .11 volgt de eksistentie van een r E N 
met Kr(N/C) = C/C, d.w.z. Kr(N) ~C. Daar Kr(N) ~ K1 (N) = D(N) $ F(G) (de 
laatste inklusie vanwege het feit dat N/F(G) abels is) vinden we 
Kr(N) $ C n F(G) $ Z(F(G)) $ Z(N) (in de laatste inklusie is N ~ CG(F(G))F(G) 
gebruikt) zodat Kr+l (N) = {1} geldt. Dus is N nilpotent volgens Stelling 
5.3.11 en N ~ F(G). Daar iedere niet-triviale oplosbare normaaldeler van 
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een groep een niet-triviale abelse normaaldeler van die groep heeft (waarom?) 

is hiermee de stelling bewezen. 0 

5.4.10. STELLING. Als Geen eindige groep is dan geldt F(G/l(G)) = F(G)/l(G). 

BEWIJS. Uit 5.4.4(i) volgt dat l(G) s F(G). Laat F' S G zo gekozen zijn dat 

F'/l(G) de Fitting-ondergroep F(G/l(G)) van G/l(G) is. Omdat F(G)/l(G) nil

potent is geldt F'/l(G) ~ F(G)/l(G), dus F' ~ F(G). Daar F'/l(G) wegens 

5.4.8 nilpotent is, is F' nilpotent (zie 5.4.3). Dus geldt ook F' s F(G), 

zodat nu F (G) = F' volgt. 0 

Opgaven bij §5.4. 

1. Bepaal l(G) voor G =Zin, Sym(3), Q. 

2. Laat Keen normaaldeler en laat H een ondergroep zijn van de eindige 

groep G. Toon aan dat uit KS l(H) volgt dat K s l(G). 

3. Laat G,H een tweetal eindige groepen zijn. Bewijs achtereenvolgens: 

4. 

(i) l(GxH) = l(G) x l(H) 

(ii) H g G ~ l(H) g l(G) 

(iii) H g G ~ l(G)H/H S l(G/H) 

(i) Toon aan dat een eindige groep 

D(G) $ l(G). 

G precies dan nilpotent is als 

(ii) Bewijs dat een normaaldeler H van G precies dan nilpotent is als 

D(H) $ l(G). 

5. (i) Voor een eindige groep G geldt D(G) n Z(G) S l(G). Toon dit aan. 

(ii) Bewijs dat zelfs D(G) n 

6. Bepaal F(G) voor G = Sym(l_), 

7. Bewijs: Als de eindige groep 

Z. (G) S 
l. 

Sym(!) 

G f {1} 

I (G) voor i E JN. 

oplosbaar is,dan geldt l(G) < F(G). 

8. Als N een minimale normaaldeler van de eindige groep G is, dan geldt 

F(G) S CG(N). Als N bovendien abels is, dan is N S Z(F(G)) 

(aanwijzing: Volgens Opgave 5.3.5 is een minimale normaaldeler van een 

nilpotente groep bevat in het centrum van de groep) . 

5.5. De stelling van Schur-Zassenhaus 

We besluiten dit hoofdstuk met een voldoende voorwaarde opdat een 

groep G met gegeven normaaldeler een semi-direkt produkt is. 

5.5.1. DEFINITIE. Als Geen groep is, Ng G, KS G, G = NK en N n K = {1} 

(d.w.z. als G het semi-direkt produkt is van N en K) dan heet K een komple-

ment van N in G. 
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5.5.2. STELLING (Schur-Zassenhaus). Laat G een eindige gro~p met een nor

maaldeler N die voldoet aan ggd <INl,IG/NIJ = 1. Dan heeft N een komple
ment in G. 

BEWIJS. Laat de groep G een minimaal tegenvoorbeeld zijn. Het bewijs gaat 
in een aantal stappen. 

STAP 1. N is nilpotent. 

Laat P een Sylow-ondergroep van N zijn. Volgens het Frattini-argument 

(Propositie 2.1.6 (ii)) geldt G = NG(P)N zodat IG/NI = ING(P)/NN(PJI. Dus 

zijn INN(P) I en ING(P)/NN(P) I relatief priem. Stel nu dat NG(P) < G dan is 
er een komplement K van NN(P) in NG(P). Daar IKI ING(P)/NN(P) I = IG/NI is 
Kook een komplement van Nin G. Dus geldt NG(P) G, met andere woorden 
P ~ G en N is nilpotent op grond van 5.3.3. 

STAP 2. N is abels. Uit Stap 1 en 5.3.2 volgt dat D(N) < N. Neem aan dat 
N niet abels is, d.w.z. neem aan dat D(N) > 1. Dan is IG/D(N) I < IGI en 
kunnen we dus in G/D(N) een komplement H/D(N) van N/D(N) vinden (immers 
ggd ( IN/D(N) I, IG/D(N)/N/D(N) I )=1). Nu is IH/D(N) I = IG/D(N)/N/D(N) I = 

= IG/NI relatief priem met INI en dus ook met ID(N) I. Bovendien geldt 
IHI IG/NI • ID(N) I < IGI. Er is dus in H een komplement K van D(N). Maar 
IKI IH/D(N) I = IG/NI zodat K ook een komplement van N in G is. Dus 

D(N) = 1 en N is abels. 

STAP 3. Slot van het bewijs. 

We konstrueren een homomorfisme h van G in G met kern N. Kies hiertoe re-
presentanten ra E G voor de verschillende rechts-nevenklassen a van N in G. 
Dan geldt x E r(xN)N voor alle x E Gen rarSN = raSN voor alle a,S E G/N. 
Definieer de afbeelding f: G x (G/N) + N door 

f(x,a) X E G, a E G/N. 

-1 -1 (Dat f(x,a) EN volgt uit xrar(xN)a E r(xN)rar(xN)aN N.) De afbeelding f 
voldoet aan 

-1 (a) f(xy,a) = xf(y,a)x f(x,(yN)a) voor alle x,y E G, a E G/N, en 
(b) f(n,a) = n voor alle n E N, a E G/N. 

Immers, voor 
-1 

-1 x,y E Gen a E G/N geldt f(xy,a) = xyr r( N) 
-1 -1 -1 a xy a 

= xyrar(yN)a ~1 xr(yN)ar:i,c(yNa) = 
f(n a) = nr r = nr r-1 = n. ' a nNa a a 

xf(y,a)x f(x,(yN)a),en voor n EN geldt 

Daar I G/NI relatief priem is met INI, is er een m E N met IG/Nlm 
modlNI. Definieer nu de afbeelding g: G + N door middel van 



g(x) = ( n f(x,a))m . 
aEG/N 

(Volgens Stap 2 is N abels en is g dus goed gedefinieerd.) Voor g gelden 
-1 

dan de eigenschappen g(xy) = xg(y)x g{x) en g(n) = n voor alle x,y E G, 

n E N want 

g(xy) 
( \m 
\ n f(xy,a)} 

aEG/N I 

-1 
xg(y)x g(x), en g(n) 

als x,y E G en n E N. 

( \m n f (n,al I 
aEG/N / 

( n \m 
\ n I 
'aEG/N I 

JG/NJm 
n 

Tenslotte definieren we de afbeelding h: G + G door h(x) 

alle x E G. Voor x,y E G geldt dan 

-1 
g(x) x voor 
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n, 

-1 -1 -1 -1 
n(xy) = g(xy) (xy) = g(x) xg(y) x xy 

-1 -1 
g(x) xg(y) y h(x)h(y). 

-1 
Dus is h een homomorfisme van G in G. Als n E N dan is h(n) = g(n) n = 

-1 -1 
= n n 1, en als x ~ N dan is h(x) = g(x) x E xN ~ N zodat h(x) ~ 1. Dus 

geldt N =Ker (h). Laat nu K het h-beeld zijn van G dan is K s Gen K ~ G/N. 

Dus K is een komplement van N in G. Met deze laatste tegenspraak is de stel

ling bewezen. D 

Opgaven bij §5.5. 

1. Merk op dat voor Gals in de stelling elke ondergroep Kmet JKI= JG/NI 

een komplement van N is. 

2. Als Geen eindige groep is en als pj J~(G) I dan ook pjJG/~(G) J. 

Bewijs dit. 

3. Als p een priemdeler van de orde van een eindige groep G met normaal

deler N is zodat p geen deler van JG/NI is, dan bestaat er een onder

groep H waarvan de orde niet door p deelbaar is, zodat G = HN. Bewijs dit. 
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