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Voorwoord
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computer van het Mathematisch Centrum te Amsterdam.
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1. Inleiding

Er ziJn verschillende eenstapsmethoden ontwikkeld voor de
numerieke 1lntegratle van beginwaarde-problemen van het type
du

(1.1) — = H(U,t), U=1U

3t T =1

0?2 0’

waarin H een (vector) functie is van U en de variasbele t en U een

(vector) functie i1s van t.

Als de functie H(U,t) gemakkelijk een aantal malen gedifferentieerd
kan worden, kan men voor het oplossen van (1.1) polynoommethoden ge-
bruiken. Zie hiervoor bijvoorbeeld [2] en [3].

In gevallen waarin differentiatie van het rechterlid wvan (1.1) moei-
113k 1s, worden dikwijls Runge-Kutta methoden gebruikt.

Dit rapport geeft een ALGOL 60 versle van expliciete Runge-Kutta
formules met een orde van nauwkeurigheid p, p = 1, 2, 3, die beschreven
staan in [1].

In de volgende sectie geven we de genererende matrices voor deze
formules. Verder geven we een aantal schattingen voor afbreekfouten.
De derde sectie geeft een beschrijving van het ALGOL 60 programmsa, de
procedure modified runge kutta.

In sectle vier bespreken we een aantal testresultaten.

Allereerst behandelen we de vergelijking van Rayleigh waarbil] we als
nevenresultaat de oplossing van Van der Pol's vergelijking vinden op
een meer efficiénte manier dan in [6].

Met het tweede testvoorbeeld, een hyperbolische differentiaalverge-
lijking, geven we aan hoe onze procedure gebruikt kan worden bij het
Oplossen van partiéle differentiaalvergelijkingen.

Het derde testvoorbeeld, een drie-lichamen probleem in twee dimensies,

Kozen we om de noodzaak en het voordeel van een goede stapkeuze-strate-

gle aan te tonen.



2. De theorie van gestabiliseerde Runge-Kutta schema's

In deze sectie behandelen we de theoretische achtergronden van de

procedure modified runge kutta. Voor een volledige theoretische be-

schouwing van gestabiliseerde Runge-Kutta methoden verwijzen we naar

[11].

2.1. Algemene structuur van het Runge-Kutta schema

We geven de algemene n-punts formule

waarin‘uk de numerieke oplossing is op het tijdstip t

Verder geldt per definitie T = Ty = tk+1“tk'

Schema (2.1) kan worden gekarakteriseerd door de matrix

-

ATO O . O
‘o0 Ao ‘ 0
(2.2) R = | |
An~1 0 ln-—-1 1T An~1 n—2
6 v, . 6




2.2. Stabiliteit

Beschouw het volgende linealre beginwaarde-probleem

.- dU
(2.3) 3t = DU, U=1U

waarin D een matrix is met eigenwaarden ki waarvoor geldt
Re(Ki) < 0, Vi.
We defini€ren het stabiliteitspolynoom Pn(z) als volgt

Pn(z) = 1 + 612 + ... + B z

waarin de parameters B., J = 1, 2, ..., n, functies zijn van de Runge-

J
Kutta parameters - en A.. ult (2.2).

11
Met behulp van het stabiliteitspolynoom kunnen we een stabiel schema

opstellen voor de berekening van de oplossing van (2.3)

I}
C

O %
_ ' B(n) _
= Pn(TkD)uk, T S 5D k =0, 1, 2,
Hierin 1s B(n) een functie van de parameters Bj’ j=1,2, ..., n.

o(D) 1s de spectraalradius van de matrix D.
Zoals bekend kunnen we deze linealre stabiliteitstheorie toepassen op

de locaal-gelineariseerde véorstelling van (1.1).

2.3. Genererende matrix van Runge-Kutta schema's van de orde D,

p =1, 2, 3

De coé€fficiénten van de genererende matrix (2.2) kunnen voor de
gevallen p = 1, 2, 3 zo gekozen worden dat bi] berekeningen volgens
het bijbehorende Runge-Kutta schema een beperkt gebruik van geheugen-

ruimte gemaakt wordt.



We geven nu onze versie van deze coéfficiénten ulitgedrukt 1in de

parameters Bj, j=1, ..., n
p =1, 2,
8O
p = 3,
0 . 1:5__3 f_n"‘gﬁ
J
6n~1
| H : 9 J :23 9 11*1,
(2.4) J
unm1
2 < J <n=-1, 1L = 0,
Jg=1 4 1 = 0,
A .
J4 2 < j<n-1, 1= j-1,
3<J <n-1, 1 <1<3=-2
Voor de gevallen p = 1, 2 krijgen we op deze manier
Bn+1-—-j :
UJ = knj~1 ~ ] s J =1, 2, ,» n—1,
J n-;
met 1in het bijzonder Mo 1 =%*als P = 2
o m ed 2 _ 8 _ 5 1
Voor p = 3 krijgen we Mo_q = 3 un-Q = 75 Anm1 noD 5 en Kn-2 n-3 - 8o

De Runge-Kutta schema's bepaald door (2.4) vereisen slechts de ge-
heugenruimte: van drie arrays terwijl bili) een zwak gekoppeld stelsel -
van differentiaalvergelijkingen de benodigde geheugenruimte zelfs tot

twee arrays beperkt kan worden.



2.4. Formules voor een schatting van de locale fout

In deze subsectle geven we een aantal formules voor de gewichten

63’ j=20,1, ..., n'-1, n'<n, die gebruikt kunnen worden voor de vol-

gende schatting van de afbreekfout

(0) (n'=1)
= ! + ... + ' .
Py eOrk en'~1rk
De parameter ijMT duiden we 1n het vervolg aan met Aj, J =2, «.., n=1.
We geven allereerst de gewichten 6!, jJ = 0, 1, voor pe orde-n-—

J
punts-Runge-Kutta schema's (p=1,2; n=2,3)

(2.5) ! = B! = - — |
0 1 H
1
Voor eerste orde exacte schema's geldt b1 = %~~ 82, voor tweede orde
! 1--..---»‘i .
exacte schema's b1 = 5
De gewichten@j, J =0, 1, 2, 3, voor pe orde-n-punts-Runge-Kutta

schema's (p=1,2,3; 4<n<T7) zijn

.. . 1
2 _ | ’

H

(2.6)

1
l
D
l
D
I
@D




Voor O

Tot slot geven we de gewlchten 6., J =

T

en b

2

geldt

J

O,

n-punts-Runge-Kutta schema's (p=1,2,3; n>8).

In vectornotatie wordt 6' gegeven door

=
I

A

HylaAs

0
2
My

HoH3ts H3Muhy

3
Hy

e

.5 [ VOOr p

orde-



Voor de wvector b geldt

‘ Sl B

82

3

8n—1ui—1

)

enm1xn~1uim2
enMTUn—1kn~1un~2
q 3

n-1un~1



3. De procedure modified runge kutta

In de volgende subsectile geven we de heading van modified runge

kutta en de betekenis van de parameters.

3.7. Heading en parameters van modified runge kutta

procedure modified runge kutta (t, te, mO, m, u, sigma, i,
derivative, k, data, alfa, norm,

aeta, reta, eta, rho, output);

integer mO0, m, 1, k, norm;

real t, te, sigma, alfa, aeta, reta, eta, rho;
array u, data;

procedure derivative, output;

Parameters:

t : <varliable>;
t wordt gebruikt als Jensen parameter;

bi) een aanroep van modified runge kutta moet t de begin-

waarde van de onafhankelijke variabele hebben;

te 1 <expression>;

de eindwaarde van t:

mO, m . <expression>;

indices van de eerste en laatste vergelijking van het stel-

sel differentiaalvergelijkingen;

u : een een-dimensionaal array ulmO:m];

blJ een aanroep van modified runge kutta moet dit array de

startwaarden van U(to) bevatten:

sigma : <expression>;
grootste absolute waarde van de eigenwaarden van de Jacobi—

aan D van het stelsel die niet in het positieve halfvlak

liggen;

sigma moet door de gebruiker worden gegeven



<variable>;

telt het aantal evaluaties van H(U,t) tijdens een integra-
tlestap en loopt daarbij van O tot en met n-1:

1 kan als Jensen parameter gebrulkt worden biJ hyperbolische

differentiaalvergelijkingen;

derivative: een procedure die als volgt door de gebruiker moet worden

data

gegeven:

procedure derivative (x,v); real x; array v,

<body>;
na de uiltvoering van deze procedure moet het array v de com-

ponenten van H(U,t) bevatten;

<varlable>;
telt het aantal integratiestappen;
bij de eerste aanroep van modified runge kutta dient k 0O te

z1Jn; er wordt dan gestart met een stap

B —]
&
(y = min| e, Bl

bij volgende aanrocepen van de procedure begint het integra-

tieproces, als k niet weer op 0 gezet wordt, met een stap-
grootte die gebaseerd is op drie laatst berekende discrepan-

ties uit de vorige aanroep;

een een-dimensionaal array datal-3: datal-2]];
datal-3]: het aantal evaluaties, n', van de afgeleide H(U,t)
dat gebruikt wordt voor een schatting van de locale

fout die gemaakt wordt in een integratiestap;

datal-2]: het aantal evaluaties, n, van de afgeleide H(U,t)
dat gebruikt wordt om de vectoren réJ) te berekenen;

datal-11: orde van nauwkeurigheid, p, van de methode;

data [0J]: stabiliteitsparameter BR(n);

data [1], ..., dataldatal-2]]: coéfficiénten Bj van het

polynoom dat de locale stabiliteit garandeert;
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alfa : <expression>;
met deze parameter kan de gebruiker de toename van de stap-

grootte als volgt regelen:

Tki_alfa * Ty d
norm . <expression->;
voor norm = 1 wordt door modified runge kutta gerekend met

de maximumnorm, voor norm = 2 met de Euclidische norm;

aeta, reta: <expression>;
verlangde absolute en relatieve locale precisie;
als aseta en reta beide negatief zijgn wordt door modified
runge kutta niet aan nauwkeurigheidscondities gedaan hetgeen

inhoudt dat er geen locale fouten berekend worden en de

staplengte als volgt bepaald wordt

T, = RB(n) / G(Dk);

eta : <variable>;
de tolerantie Ny die een functie 1s van aeta, reta en IIUkJ|;
rho . <variable>;

de discrepantie die gebruikt wordt voor een schatting van de

locale fout die gemaskt 1s in de laatst genomen 1ntegratie-

stap;

output : een procedure die door de gebruiker moet worden gegeven:

procedure output;
<body>;

1n deze procedure kan men tot uitvoer gelasten van bijvoor-
beeld

t, ulmOl, ..., ulm], sigma, k, eta, rho;

In de volgende subsectles geven we de body van modified runge

kutta en een bespreking van de procedures die daarin voorkomen.
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3.2. De body wvan modified runge kutta

begln 1°mm15

- begin integer p,n,n!,q;

- own real ecO, ec‘i ,cc2 ,taul ,taul ,tau2,taus,t2;
real tnetal,thetanml ,tsu,gamma, betaﬂ,«;

array m,labda[O*‘data[mE]m‘l] beta[‘i datal=2]1],
" thethalO:datal=3]=1]1,ro,r[mO:ml;
boolean start,stepl;

real procedure nomnfunctlon(nrm,w) 5 lnteger nrms;
arr“ay w3

begin integer j; real s,X5

——. o5

1f nmﬂ‘l then for Ji“”mO step 1 until m do

w

1f x> then si=X

ends
1T nrm=2 then s:= uqft(vecvee(mo m,O,w, w) ),9
normfunctions:=s

end normfu;

procedure coefficients

begin r‘neger j,ksreal s;
nit=datal=3]:n:i=datal—=2]:p:=datal=11;

betans=datal0];gamma:=,5;

for js:=1 step 1 u:ntil n do betal jl:=datal jl;

tThetanm? °‘£§’_?"p—- 3 then .75 else 1;

thetal:=1—thetanml;

ml n=1] 3= beta[E]/thetanrm 5

1labdal n=1] s=ml n-1 l=thetal;

labdal 0] :=mul 0] :=0;

S s=Thetanml ;

1f n>2 'then

Tor je=n—e step =1 until 1 do

begln s**’be? | MJ]n-ESX:EhetaOp

mul J] *”beta[n-!-h-,]]/s,

1abdal j] e=ml jl=thetal

end;
1T ni1=2 Then
Pegin thethal0]:=if p=1 then (betal2]=.5)/labdal]

else —, 5/labd°TT Is
Thethal 1] s=~thethal 0];
qgs=2
end;
IT ni=L then
begin resl a,b,c,d,e,fs
ea"’*?"«l -3 then 0 else betal3];
e=1T p=3 Then O else betal?2];
2,3 "mu[1 1svr=mil 2] ce=ml 3]:d:=thetal;
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m(1 / ><:E”) )) /( bx( aml ) x( ) X2 X c><( o

" G )X( 8mC ) )3

HX( a=d )xthetha[ 3])/(ax(r—d));
thethal 1 ] :=ci=( . 5-betal 2 ]-bXd—cxthethal 3] ) /23
thethal 0] :=—c=G=the tha[ 3];

ge=1f p=1 hn e el 3

en d 3
_ ni=8 "t:.‘n en

if 3“2 ‘the mu[k+1 els
then (1.f‘ km‘l then 0 ele

/il IxalphsTTE] elee
n milk+1]xal haf'i k] else
phal2,k];
6Qbeta[3]5
/ Dli~betal Ll—]
=1 /12-betal 3] semal nee2 ]
/ B-betal 3]xmln-11];
thetha[6] :=,25-betal 2]xml n-=1 1 2
—nma[ 1 Ix(1 /3m~beta[2]><nn1[na-1 1);
aux| 0] s=y=12; rnksolelm(alpha,b,aux,thetha);
s:=(,5=betal 2]—sum(j,1,6 'thetha[ J ] ) ) /mmal1];
for je=7 step =1 U.ntll 2 do
Thethal j1T=thethal 3=11/ mu‘["*]
thethal1]:=s;thethal 0] t=—sum(j,1,7,thethal 31);
q:=p+1
end
end Coefficients:

mal 1 1X(,5=betal2]);

thetha[ Iy

Procedure local error bound;
etar=aetatretaxnormfunction(norm,u);

procedure local error construction;
1 < nl=1 then

vn.-.-..-i-'-’:—-':'-u—-

g in :Lnt ege r J :

. mthe-th * ‘taug

for Jj:=mO _ 1 t:Ll m do
_'TJ] =rol J J+thtXrl 3.
1T I=nle=-l then

E‘gln 1 s=n—1 3 rho:=normfunction(norm , ro)sic=nl=ls
ecO:=eciecl i=ec?; ecE*ﬂrho/‘bau/?\q

end

end 1.e.c.;
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procedure stepsize;

_:-7" - tauace ,taustab ,aa,bb,cc,ecs

| 0 step T until m do
*‘ el 3T
=03 demvatwe(t r)s:
tauaCC° =t a/normf’unctlon(nom, r);
stepl e=true
g el e Rdathedid
If stepl then
'w tavacc:=(eta/rho)N(1/q)xtau’;
S f tauacce>10Xtau2 then
Tauacc:=10Xtau?2 else stepl:=false
end else
begin bb:=(eco2—ecl)/taul; cci=ec2~bbXt2;
ec:=pbXt+cc;
tauaces=if ec<O then tau? else
(eta/ec)AT1/q);
start:=false
nd
end else
Pegin as:=((ecO—ecl) /taud+(eco~ecl)/taul)
/(taul+taul);
bb"“( eCcl=eC] )/'l:au‘l —aaX( 2Xt2=tan )
cc“—eca—‘t,2><('b’b+aa><t2) p ec':°-"cc+t><('bb+t><aa),
tavaccs=1if ec<O then
taus else ( eta/e?:’W3 /q) 5
if tauacc>alfaxXtaus then tauacc:=alfaXtaus;
1T tauacc<gammaxXtaus then
tauace: =gammaXtaus;
if tauvace<y=12 X t then tauacci= =12 X T
end
end else tauvacc:=te=t;
Taustab: "'betan/ s:.gmag if taustab<g—12Xt then
begin printtext(Lstable time—step less than 1 OXt} )
goto end of modlfled rk

end;
Taue=if tauacc>taustab then taustab else tauacc;
tauss=tau: if tauwte=t then tau:=te-—t;
tauO:=taul ; Taul :=taul2; taul:=tan

end stepsize;

ST

procedure difference schemes;
;.";, ege - 33
——FeaT Tt Tt;
next term:
mte=mml i+1 I xtan;lts=labdal i+1 |Xtaus
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for J:=m0 step 1 until m do rlJle=ul jl+1txel 513

c=i+13derivetive(t+mt,r)

1T eta>0 th@m locel error construction;
T (1=0Ap=3)Vi=n~1 then

begin reel tht;
- '%hff;if 1=0 ﬁhenkthetaoxtau else thetan

T3] tmul § JFEREX 3T

end;
if i<n—-1 then goto next term;
t2:=tsti=t+tau

end diff.sch,.s

start:=k=0;
coefficient;
next level:
stepsizeskei=k+1is==1;3difference scheme;output;
if t<te then goto next level
end;
end of modified rk:

end modified rk;

NN TR

3.3. De procedure coefficient

et )\j en

6

In deze procedure worden allereerst de parameters 60,

M s J=1,2, ..., n=-1, berekend volgens de formules (2.L4).

Verder worden de coéfficiénten 85, J=0,1, ..., n'=1, berekend volgens

de formules (2.5), (2.6) en (2.7).

Tot slot wordt een parameter q berekend (die afhankelijk is van

n'), waarvan de betekenis duidelijk zal worden in sectie 3.7.

3.4. De procedure difference scheme

In deze procedure worden de waarden van ulj], jJ =m0, ..., m, de
componenten van de numerieke oplossing W, _, Vervangen door de componen-

ten van R Tijdens de berekening van uk+1'wordt na elke evaluatie

1 : : .
van ri ), tevens een schatting van de discrepantie (locale fout) opge-

bouwd door de procedure local error construction.

3.5. De procedure local error construction

n'-1
(1)
ig-:o ik

procedure 1in n' stappen berekend. Daarna wordt [[pk[l berekend 1n een

De schatting van de locale fout P = wordt 1n deze
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norm die door de gebruiker is opgegeven. p, kan de gedaante hebben van

k
een laatste correctieterm (l.c.t.) of van een eerst verwaarloosde term

(e.v.t.).

De l.c.t. 1s de term met Tp

(2.1).

1n de Taylor-ontwikkeling van W ult

P+

De e.v.t. 1s het verschil van de termen T 1n de Taylor-ontwikke-

lingen van - uit (2.1) en de locaal analytische oplossing door het

punt (tk, uk).

3.6. De procedure local error bound

De tolerantie Ny die een maat geeft voor de maximaal toelaatbare
waarde van de discrepantie llpkll in de k% integratiestap, wordt in

deze procedure als volgt berekend.

eta = aeta + reta * IIuKWI,

3.7. De procedure stepsize

In deze procedure proberen we een integratiestap 1, te bepalen

K
zodanig dat geldt Ny = l kal ! . Omdat l ipkl I pas bekend 1s na de k° in-
tegratiestap, hebben we een strategie nodig om Ty te voorspellen.
Hiertoe zijn we er van ultgegaan dat in de omgeving van (tk, pk)cme

fout ||p|| zich als volgt als een functie van t en T gedraagt

(3.1) o] |

f(t,T,A,B,C,...),

waariln f een gegeven functie 1s en A, B, C, ... parameters zijn die

bepaald worden door de vergelijkingen

(3.2) f(tj,Tj,A,B,C,...) = Hpj('cj)lf, j = k=1, k-2, k-3,

De k° integratiestap T, wordt berekend door de vergelijking

k

(3.3) f(tk,rk,A,B,C,,..) = N,

op te lossen.
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We hebben de volgende representaties van 1]03! beschouwd

(3.h) ]| = ct?,
(3.4") ol | = (Bt+C)?3,
(3.4M) lol] = (AtS+Bt+c)72.

In deze voorstellingen van I?Dii'wordt de afhankeliljkheid met be-
trekking tot T van de uiltdrukkingen tussen haskjes, de zogenaamde
"foutconstante", verwaarloosd. We kunnen nu met deze voorstellingen,

ingevuld in (3.3), T, expliciet bepalen als de foutconstante positief

k
1s. Als dit laatste niet zo 1s dan blijkt onze voorstelling van ][pﬁ!
te falen. In dat gevalkiezen we T, = Tk--‘l :

In de formules (3.4), (3.4') en (3.4") heeft g de waarde p + 1
als we p schatten met de e.v.t. terwi]Jl q = p als we p schatten met de
l.c.t.

We kunnen echter de eerste stap Tq niet berekenen met een formule

van het type (3.L) omdat ||p_1ll niet bestaat.

Daarom hebben we voor T, €en ruwe schatting gemaakt die overeen-

komt met een (pessimistische) stapgrootte van een schema van orde nul,

"o
T —

0 M‘

De volgende stap T, volgt nu uit (3.4),

1

T T Té\/l ENER

De stapvoorspelling 1s 1n dit stadium echter nog primitief, zodat de

kans bestaat dat 7, een veel te grote waarde krijgt. Dit kan gebeuren

0" We

hebben ons op het standpunt gesteld dat een stapgrootte realistisch

als llpol! zeer kleln 1s ten gevolge van een kleine tijdstap T

genoemd kan worden, als de laatst berekende discrepantie grater 1is
dan 10”2 % tolerantie (als een volgende stap dus 10 * groter is dan

de vorige, verwachten we dat de discrepantie groter zal zijn dan de
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toleratie). Daarom hebben we in deze fase van het integratieproces de

volgende strategie aangehouden

1) als T > 10Tk-1 dan wordt T geligjk gemaakt aan 10Tk_1; voor de
bepaling van Ty gebruiken we weer (3.4);
2 ) als T, < 107, _, dan wordt T, gebruikt voor de te volgen integra-

tiestap; voor de bepaling van v, . gebruiken we daarna (3.4");

k+

3) nadat we (3.4') gebruikt hebben voor de bepaling van Ty s gebrul-

ken we (3.4") voor de bepaling van T 1 =1, 2,

k+1?

In geval 3) wordt de stapgrootte nog onderworpen aan de conditie

%‘Tk_1 < T i_alfa * T

kK k=1"

Verder wordt T steeds onderworpen aan de stabiliteiltsvoorwaarde

(3.5) T, <

B(n)
G(Dk)

relatieve precisie is van de rekenautomaat die we gebruiken (g ~ 10

Het kan gebeuren dat kleiner 1s dan € *x t, waarbij e de

12

voor de EL X8). In dat geval geldt t, = b, en z1jn dus verder bere-

keningen praktisch nutteloos zodat we de procedure modified runge

kutta beeindigen.

3.8. De procedure normfunction

Als de parameter nrm de actuele waarde 1 heeft, krijgt norm-
function de waarde van de maximumnorm van het array w. Normfunction

krijgt de waarde van de Euclidische norm van w als nrm = 2. Voor

andere actuele waarden van nrm geldt normfunction = 0.

3.9. De procedures vecvec, sum en rnksolelm

Deze procedure sum staat beschreven in [T].

Voor vecvec en rnksolelm verwijzen we naar [4].
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L. Testresultaten

In deze sectie bespreken we een drietal problemen waarmee we
modified runge kutta hebben getest, te weten de differentigalvergelij-
king van Rayleigh, een hyperbolische differentiasalvergelijking en een

drie-lichamen probleem in twee dimensies.

4.1. De differentiealvergelijking ven Rayleigh

Deze vergelijking heeft de volgende gedaante

(4,.1) X — MX +*%-u(i)3 + x = 0, x = x(t), U = const.

Differentiéren we (4.1) naar t dan blijkt dat x aan de vergelijking

van Van der Pol voldoet

(L.2)

lossing van de vergelijking van Van der Pol.

We nemen voor u de waarde 10 en kilezen verder als startwasrden

20
X.](O) - - 3 9 Xe(o) - 23
zodat de startwaarde van X (uit (4.1)) 0 is.
De 1integratie van (4.2) werd voortgezet tot het tweede nul?unt van

X, t = 18.86305053. Met een 5° orde nauwkeurige Runge-Kutta methode
(RK 4n uit [5]) verkregen we op dit punt

(4.3) X = - T7.09931864, x = 2.01428536, % = 0.
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Ultgaande van deze waarden hebben we modified runge kutta vergeleken
met de procedures Runge 2n en Runge 3n uit [6]. Deze procedures zijn
gebaseerd op o respectievelil jk 3% orde nauwkeurige Runge-Kutta metho-
den. De resultaten volgen in de tabellen L4.1. en L.2.

Hierin geven we onder €,> €y €N €§.de afwlijkingen van de behaalde
waarden van X, X en x met de overeenkomstige waarden uit (4.3) weer.
Onder een fhnctiemevaiuatie (f.e.) verstaan we een evaluatie van

H(x,t), in dit geval dus het rechterlid van (L.2).

Uiteraard berekenden we X steeds met behulp van (L.1).

Tabel L.171.

Resultaten met 2° orde Runge-Kutta methoden

locale
fout-
schatting

aantal tot aal |aantal |
f.e.per|aantal |stappen

methode

-

938 |2.0x107°|3.3x10" l.c.t.
- 1128 | 1.1x10">|2.2x10”" h.7x10"u l.c.t.
- 1308 6.8x10“1.6x1o“5 2.1x1o"“ l.c.t.
- 15098 3.1x10"" 1.0x1o“58.7x1o“6 l.c.t.
| modified _ -3 -5 |, .=k
lunge kutta 391 1.4x10 ~}3.7x10 ~ ]3.0%10 e.v.t.
_ 788 | 2.6x107"[3.1x1077 [1.2x1073 | 1.c.%.
—~ 651 h.6x10"h9.8X1O“61.6X10"u e.v.t.
l 5 5

1115 1.3x10 ' |2.5x10 ~ |5.6%10" l.c.t.
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Tabel L4.2.

Resultaten met 3e orde Runge-Kutta methoden

locale
ffout -
schatting

a.na,l ' ttal aantal

2092 5873 h*7x1o“5 7.1%x10

- 22373 634 3.7x1o“5 5.5x10 |

- 3238 953 9.5X1O"6 1.5%x10
 modified . j -5 -
unge kutbe 2156 ' 539 | 2.7x10 | 1.L4x10

- 2215 | Lk3 1.8x107°| 1 x107°

- - 3156 | 526 8.hx10_6 3 x10"8

Uit bovenstaande tabellen blijkt dat de Runge procedures en modi-
fied runge kutta over het algemeen even nauwkeurig zijn.
Verder valt het op dat modified runge kutta in alle beschouwde geval-
len met een -soms aanzienligk - minder aantal stappen integreert.
EnerziJds komt dit doordat modified runge kutta soms een schatting van
de e.v.t. kan maken waarmee in de regel een grotere stapgrootte bere-
kend wordt dan met een l.c.t.
Anderzi1Jds 1s dit het gevolg van de gebruikte extrapolatie formule
voor de staplengte; de Runge procedures gebrulken hiervoor een twee-
punts formule terwijl modified runge kutta volgens (3.4") een drie-

punts formule gebruikt.

Tot slot van dit testvoorbeeld nog een opmerking over het stelsel

(L.2).

In [6] wordt de vergelijking van Van der Pol opgelost met behulp wvan
het stelsel

(4.h)

1
O
I
<

waarin Y de oplossing voorstelt.
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In [6] wordt (L.4) onder andere opgelost met Runge 2n en Runge 3n. De

waarde van y, de beginvoorwaarden en de eindwaarde van t zijn hetzelf-

de als 1n ons testprobleem. Een vergelijking van tabel L.1., L4.2. met

tabel II en III uit [6] leert echter dat de Runge procedures minder

moelte hebben met het oplossen van stelsel (L.2) dan met het stelsel

(4.4).

Wat Runge 2n betreft zijn voor het oplossen van (L4.4.) ongeveer 6x zo-

veel evaluaties nodig als voor het oplossen van (L.2).

Voor Runge 3n scheelt dit een factor 2.

Blijkbaar heeft (L4.2) een iets minder niet-lineair karakter dan (L.L4).
Voor de volledigheid geven we nu nog de procedure derivative en

de aanroep van modified runge kutta waarmee de differentiaalvergelij-

king van Rayleigh werd opgelost.

procedure derivative (x,v); real x; array vVv;

begin real vi;

vl = v[2];
vi2]l:= muu * vl * (1-v1*xv1/3) - v[1];
vi1]:= v1

end derivative;

De variabele muu heeft hierin de waarde 10.

modified runge kutta (t, sO, 1, 2, u, specrad, i, derivative,
k, data. 1.5, 2, aeta, reta, eta, rho,

output)

De variabele sO heeft de eindwaarde, 18.86305053, van het integratie

interval.

specrad 1s de volgende type procedure
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real procedure specrad,;

begin real y, S;

s:= muu * (1-ul2]*xul2]); y:= sxs-U;

if s < O then s:= if y > 0 then (s-sqrt(y))/2 else - sqrt(sxs-y)/2

else s:= -1,

specrad:= =S

end specrad;

Specrad krijgt zo bij een aanroep de waarde max(lKTi,lkzl) of, als

Re A1 5 2 0 de waarde 1. Hilerin ziJn X1
o

teristieke vergelijking van de Jacobiaan van (4.2)

en Xg de wortels van de karak-

Ag ~ u(Tw(HEEJ)E)X + 1.

Echter, de zo door stabiliteitsoverwegingen voorgeschreven maximale

tijdstap, datalO0]/specrad = 1 bleek 1n alle beschouwde testgeval-

stab’
len van de differentiaalvergelijking van Rayleigh veel groter te zign

dan de door nauwkeurigheid voorgeschreven tijdstap. Om werk te bespa-

ren hadden we dus steeds voor de actuele waarde van de parameter sigma

bijvoorbeeld de waarde 1 kunnen nemen.

U, = =U

4L.2. De differentiaalver 1

Om aan te tonen dat modified runge kutta ook gebruikt kan worden
voor het oplossen van partiele differentiasalvergelijkingen, kozen we

als tweede testvoorbeeld het volgende Cauchy probleem

-
|
|
8
| A
P
I/\
8
O
| A
+
| A
8

(L.5)

-
]
M
l
8
| A
v
| A
8
ct
I
O

Als we de plaatsvariabele x vervangen door de discrete variabele
J&€s, J = 0, 1, *2, ..., waarin we £ als maaswijdte nemen, kunnen we
(4.5) benaderen door een oneindig stelsel gewone differentiaalverge-

lijkingen van de vorm
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' dU ]

L. 6 — = — (X, -X )U.

(4.6) it T Lp (XmX)U

Hierin 1s dus U een vector met oneindig veel componenten die correspon-
deren met de roosterpunten JE£. X, en X zijn verschuivingsoperatoren
met betrekking tot de index J van de componenten van U. De operator

(X,~-X ) kan gerepresenteerd worden door de volgende matrix van oneine

dige orde

Het 1s gemakkelijk na te gaan dat D zulver ilmaginalre elgenwaarden
heeft van de vorm
1 .

— sin wé met w een willekeurig reeel getal.

2&

>
]

De spectraalradius van D 1s dus

O'(D) = *é'g
In [2] (sectie 5.1) worden stabiliteiltspolynomen gegeven voor de
integratie van differentiaalvergelijkingen van het type (4.6). Van de-

ze Ppolynomen Kunnen we

(L.8) P3(z) = 1 + g +%zz +»ﬁz3, g(3) = 2
erl
(b.9)  P(z) =1 +3z+ 2% + 223+ 5o, 8(4) = 23,
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gebrulken voor 2% en 3% orde exacte Runge-Kutta schema's 1n modified

runge kutta. Met deze schema's kunnen we de analytische oplossing van

(4L.5), e , benaderen tot op termen die respectievelijk
3 2 -~ '
o(t~”) + 0(TE™) (schema geinduceerd door (L4.8))
(L.10) en
O(Th) + 0(152) (schema geInduceerd door (L.9))

bedragen. (4.10) bestaat ult een afbreekfout en discretisatiefout
(O(TEE))..Aangezien de stabiliteitsconditie in de gevallen (L.8) en

(4L.9) van de vorm

8(n) _
(bo11) T < O(g) = 28(n)¢

1s en dus een maximale tijdstap van de orde & toelaat, maken we op
z1Jn minst een totale benaderingsfout van de orde 53,
Stel dat we de oplossing van (4.6) willen weten in het punt
(JE, tk), dan hoeven we slechts de waarden van de oplossing te weten
en)s (GEDEL ), (et

weer het aantal functie-evaluaties per integratiestap. Als we nu de

in de punten (J&, t ). Hierin is n
oplossing 1n bijvoorbeeld J punten willen weten en we hebben een ruwe
schatting, zeg K, van het aantal integratiestappen dat daarvoor nodig
1s, dan moeten we beginnen met een stelsel van J + 2Kn vergelijkingen.
Omdat echter gedurende het 1ntegratieproces het aantal relevante ver-
gelijkingen minder wordt, is het efficiént om de indices mO en m te
variéren. Stel dat U uit (L4.6) bekend is in de punten x = jE&,

J = g0, g0+1, ..., g.

De 1ndices mO en m geven we dan de waarden

mQ = gO+1i+1, . k =0,

m0 = gO+(k-1)n+i+1, k > 0,
(4.12)

m = g-1i-1, k =0,

m = g-(k-1)n-i-1, k > O
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Hierin houden we rekening met het feit dat de parameter 1 in modified

runge Kutta de waarde -1 kan sannemen.

We geven nu achtereenvolgens de procedures m0 en derivative.

integer procedure mO;

begin i1nteger decr;
decr:= if k = 0 then i + 1 else (k-1) % data[-2] + i + 1;

mQ := g0 + decr;
m := g - decr
end ;

procedure derivative (x,v); real x; array V;

begin integer J; real vjml, vJ;

viml:= v[imO-1];

for j:= mO step 1 until m do

begin vj:= v[J];
vljl:= (v[j+1]-vim1)/4/ksi;
viml:= v]

end

end;

De maaswijdte ksi moet gespecificeerd worden voor een aanroep van
modified runge kutta.

We stelden ons tot doel de oplossing van (4.5) in het gebied
R: [-.06 < x < .06] x [0 <t < .6]

te berekenen.

Omdat we een maaswijdte £ = .003 kozen moest de oplossing dus VvVoor

t = .6 op minstens 40 roosterpunten bekend zijn. Ongelijkheid (L.11)
schrijft een maximale stap voor van .012 en .012Y2 voor de polynomen
(4.8) respectievelijk (4.9). Gebruiken Wé voor ons Runge-Kutta schema

polynoom (L4.8) dan moeten we dus starten met minstens

.6
012

LO + 2 X x n = 340 vergelijkingen.
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Het gebruik van (4.9) schrijft een start met minstens 323 vergelijkingen

vOoor.

Als de nauwkeurigheidsconditie echter tot kleilnere stappen zou nopen

dan (4.11), zullen we meer vergelijkingen nodig hebben om te starten.

Daarom kozen we de velllige grenzen
g = -g0 = 200

voor beide polynomen.

De actuele aanroep van modified runge kutta werd

modified runge kutta (t, if k > 60 then t else .6, mO, m,

u, 1/2/ksi1, 1, derivative, k, data,

1.5, 2, aetsa, reta; rho, output);

Tn tabel L.3. geven we nu enige resultaten behaald met een Runge-
Kutta schema gebaseerd op polynoom (4.8). We integreerden met vaste

stappen T volgens (L.11).

stab
- De getallen 1n de kolommen eps hebben de volgende betekenis

n(x+lt)2

2

eps(t,x) = e - u(t,x),

waarin u(t,x) de numerieke oplossing 1is.

Zoals te verwachten was (ultgaande van de analytische oplossing

(x4+t)?

e : ) zien we in de tabel dat voor x + -;-'t = constant ongeveer de-

zelfde waarden voor u worden aangenomen, bijvoorbeeld

u(.6,-.06) ~ u(.48,0).

Om de betrouwbaarheid van de oplossingsmethode verder te toetsen zul-
len we een analyse geven van de analytische fout eps(.012,-.06).

(e
Uitgaande van de oplossing U(t.x) = e vinden we
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Tabel 4.3.
Enige numerieke waarden van de oplossing van U = %U
.012| .997088 .1932x1o"7 99996& 995653 1932x10 -7 |
.060| .999100 .5819x10"7.9991oo' .388hx1o"7 .991933 -.13u5x1o“6
.1201]1.000000 l .19uux10“7.996u07 -.17h1x1o"6 .985T704 _.361hx1o"6
.180| .999101 [~¢1165x1o“6.991933 ﬂ.uo3ux1o"6 ,977752-.6759x1o"6
.2Lo | .996LoT w.3h82xzo“6.98570u _.7228x10“6 .968120 _.1072x10™7
.300| .991933 w.672hx10_6.977752 _.1127x1077 .956860~.15u1x1o“5
.360| .98570L4 | -.1084x1077 |.968121|-.1608x10"°| .9LLk030|-.2075x107
420 | 977753 -,1577x1o“5.956860-.2157x1o“5 .929696 _.2662x10"°
480 | .968121 ﬁ—.21h3x10“5.9hh030j~.2766x10“5 .91393htn.3293x1o“5
.5L0| .956861 ~.277hx1o"5.929697 ~.3423x107° .89682M1~,3955x10“5
-5 ;

.600| .94L031 | -.3L58%x10 7 ]1.913935 ~.u116x1o"5 878451 -.u636x1o“5

Polynoom (4.8) geeft de volgende benadering van de afbreekfout

(4.13) Cg-w ﬁJT3U£tt = “'T%'T3Uttt.

De discretisatiefout, die we maken in een integratiestap, verkrijgen

we door ontwikkeling van de operator in het rechterlid van (L4.6)

2 1 8 2
(h.1h) —T8 72 Yxxx T T 1o TS Uttt'

De totale fout eps biJ een integratiestap 1 = 28(n)g = L& zal bij be-

nadering gelijk zijn aan de som van (4.13) en (L.1L4)

eps = (- —(k8)> - =(ke)E?)u_ . = - 8y

12 Tttt ttt’
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Met behulp van de waarde van U, (0,-.06) krijgen we zoO

tt

2

eps(.012,-.06) = ~8(.oo3)3 x U 0,-.06) x (=.06+0)[-(=.06+0) +§J

.1932 % 10"7,

geheel overeenkomstig de waarde van eps(.012,-.06) in tabel L.3.

L.3. Een drie-lichamen probleem in twee dimensies

Om de noodzaak en het voordeel van een goede stapkeuze-strategie
aan te tonen kozen we als derde testvoorbeeld een drie-lichamen pro-
bleem, waarbij de stapgrootte over een bepaald interval sterk afhanke-

113k bleek te zijn van de beginvoorwaarden.

Het probleem wordt gegeven door de volgende stelsels (versnellingen)

3 X: =X 3 Y=Y
(L.15) X, = z - sk > Y. = E - —— 5
t J=1 r3 . J=1 r§.
1z ] td 1#2] L
_ )/ RY 2 _
(rlJ - (Xi Xj) + (yi“yj) )s 1 =1, 2, 35

met beginvoorwaarden

X, = =X, = -1, x, = 1.5, X

!
Y
!
.
!
e

(4.16)

Il
Il
I
]
I

. . l :

O, 1 - — = 2.
Y, Y5 Y3 0, oYy Y5 50 Yq 2

Het aldus gedefilnieerde stelsel kunnen we opvatten als een wilis-
kundig model van een dubbelster-stelsel waarlangs met hoge snelheid
een derde ster beweegt. De massa's van de sterren zijn gelijk en komen
overeen met &&n zonsmassa. Een afstandseenheid en een tijdseenheid

komen overeen met respectievelijk 2.36 astronomische eenheden en |

voor het stelsel (L.15)



29

procedure derivative (x,v); real x; array V;

begin integer j, 1, p2, p3;
real s, t, flx, fly., difx, dify, flxJ, flyJ, rad;

pet= ptp; P3:= petp;
for 1:= 1 step 1 until p do

begin alll:= v[1+p2]; all+pl:= v[1+p3];
vil+p2l:= v[1+p3]:= O

end ;

for 1:= 1 step 1 until p-1 do

begin s:= v[1l]; t:= v[1l+p]l; flx:= fly:= O;
for j:= 1+1 step 1 until p do

 begin difx:= vljl-s; dify:= vlj+pl-t;
rad:= difx*difx+difyxdify; rad:= 1/rad/sqrt(rad);
flxj:= difx*rad; flyJ:= dify*rad;
flx:= flx+flx]; fly:= fly+fly];
vlj+p2l:= v[j+p2l-flxj; vlj+p3l:= vLj+p3]1-fly]

end ;
vlll:= alll; vI[1l+p2l:= v[1+p2l+flix;
vil+pl:= all+pl; vil+p3]l:= v[1+p3]+fly

end .

vipl:= alpl; vlp2l:= alp2]

end derivative;

De variabele p heeft hierin de waarde 3 (het aantal lichamen), al[1:2xp]
is een array om tijdelijk de waarden van v[2*p+11, ..., vlLk*p] op te

slaan.

Als actuele asanroep van modified runge kutta namen we
modified runge kutta (t, tend, 1, p4, u, 1, i, derivative, k,
data, 2, 2, aeta, reta, eta, rho,

output ) ;

pli heeft hierin de waarde 4 * p (=12). Het array u bevat de start-

waarden van, achtereenvolgens

()4-17) x‘] - x25 X33 y‘l’ YZS y33 X-l b X23 x33 y—‘ 3 y23 5f3.
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Het array data vulden we met de volgende waarden:

datal-21 = L, datal-1]1 = 3, datal0l = 6,
]

datal -3

data [1.] 1, datal2] =

1
"é's

De waarde 1 voor de spectraalradius ¢ verkregen we door een afschatting

met behulp van Gerschgorin's theorema.
De parameter tend kreeg als eindwaarde 25.

Figuur 1 toont een beeld van de verkregen oplossing. De beginposities

zijn, zoals gegeven in (L4.16)

(=1,0) voor lichaam I,
(1,0) voor lichaam II en

(1.5,10) voor lichaam IIT.

Op de banen hebben we de posities van de lichamen op bepaalde tijd-
stippen gemarkeerd met een X.

In de volgende tabel geven we het aantal lntegratiestappen per
tijdsinterval [t,t+11, t = 0, 1, ..., 12.
Het grote aantal integratiestappen over het interval [4,5] wordt ver-
oorzaakt door de sterke gravitatiekrachten gedurende dat tijdsinter-
val. Zoals uit figuur 1 blijkt, bevinden de lichamen I en III zich op
dat moment dicht bi] elkaar.

De kleinste integratiestap werd genocmen op het interval

L.780 < t < L4.,785:

T . =~ L.8 =% 1o"h.
mlrl

Voor t > 22 werd met de grootste stappen gelntegreerd:

T = 1,
max

datal3] = =, datall] = .18455702x10

]
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zodat over het gehele interval O < Tt < 25 de staplengte varieerde met

een factor

max

~ 2080.
min

Tabel L.k,
Aantal 1ntegratiestappen per tijdsinterval

aantal integratiestappen

interval

L0,1] 9
[1,2] 6
[2,3] f T
[3,4] 11
[4,5] 152
[5,6] g 28
[6,7] ‘ 25
L7,8] 11
[8,9] 6
[9,10] L
L10,11] 3
[11,12] 2
2

(12,13 ]
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