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De ruimte van een topologische groep 

§ 1. Inleiding 

zw 1963-006 

Verschillende stellingen zijn bekend over het verband tussen sommige 

topologische eigenschappen van topologische groepen. 

Bijvoorbeeld de bekende stelling van Birkhoff-Kakutani die zegt dat 

iedere topologische groep die aan het le aftelbaarheidsaxioma voldoet 

metriseerbaar is. Bij de bestudering van de topologische structuur van 

groepen heeft men zich voornamelijk bezig gehouden met de locaal com­

pacte groepen. Dit vooral om het verband dater bestaat tussen de theo­

rie van de Liegroepen en die van de locaal compacte groepen. 

Hierbij heeft de bekende stelling van Yamabe, dat in iedere locaal 

compacte groep een open projectieve Liegroep bevat is een belangrijke 

rol gespeeld. (Een locaal compacte groep heet een projectieve Liegroep 

als in iedere omgeving van de eenheid een normaaldeler bevat is, z6 

dat de factorgroep een Liegroep is.) 

De stelling van Yamabe stelt ons in staat om van een willekeurige lo­

caal compacte groep over te gaan naar een projectieve Liegroep en deze 

voor te stellen in de vorm van een inverse limiet van Liegroepen. 

Een andere versie van de limiet voorstelling van een projectieve Lie­

groep is gegeven door Pontrjagin's constructie van een Lierij voor com­

pacte groepen. In een recent artikel construeerde Skljarenko een derge-
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lijke Lierij voor een willekeurige projectieve Liegroep. Deze factori~ 

sering induceert een voorstelling van een nevenklassenruimte in de vorm 

van een inverse limiet van een transfiniete rij ruimten, beginnend met 

een varieteit en waarbij de opvolgende afbeeldingen een zeer eenvoudige 

vorm hebben. 

Stelling (E.G. Skljarenko) 

Stel Geen locaal compacte projectieve Liegroep, H een gesloten onder­

groep van Gen B = G/H. Dan bestaat er een transfiniete riJ compacte 
at 

normaaldelers \c van G, 1~ ~ ~ e , z6 dat als B04. = G/HY~ en cp p , ~ < \1(, 

de natuurlijke projectie van B~ op BP is, er aan de volgende voorwaar­

den is voldaan. 

1°) ~: is een open perfekte afbeelding van de ruimte B~ op B~ en als 

f < ~ < ~ dan Cf'; = <p j Cf'; 
2°) B1 is een varieteit en B0 = B. 

3 0) ct +1 voor i edere « < e is (fl ct een locaal triviale vezeling waarvan de 

vezel een compacte varieteit M~+l is. 

4°) voor ieder limiet ordinaalgetal /" 0 is Bi = ~ {Bot, 'f; ; r-, <ct<(>. 

Als B eindig dimensionaal is, dan is de rij Y~ z6 te kiezen dat voor 
\'it +1 

iedere afbeelding f de vezel M 1 uit een eindig aantal punten be-
0!. ~+ 

staat. 

§ 2. Eindig dimensionale groepen 

In Montgomery & Zippin "Topological transformation groups" wordt bewe­

zen dat de nevenklassenruimte van een eindig dimensionale locaal com­

pacte separabel metrische groep locaal homeomorf is met het topologi­

sche product van een n-cel en een totaal onsamenhangende verzameling. 

Skljarenko bewees dat deze bewering ook blijft gelden voor willekeurige 

eindig dimensionale nevenklassenruimten. 

In 1959 werd door V.I. Kuzminov bewezen dat de ruimte van een oneindige 

nuldimensionale compacte groep homeomorf is met een gegeneraliseerd 
't' 

Cantor discontinuum D 

Later werd een nieuw bewijs van deze stelling gegeven door Hulanicki en 

Hewitt. 
' 
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Iedere nuldimensionale loc. compacte groep bevat een compacte open on­

dergroep. Uit de voorgaande stelling volgt dus dat de ruimte van een 

nuldimensionale loc. compacte groep homeomorf is met het topologische 
't' 

product van een discrete verzameling en D • Hetzelfde geldt voor nul-

dimensionale nevenklassenruimten. 

Stelling 2. 

Een eindige dimensionale factorruimte van een loc. compacte groep 

staat een locaal triviale vezeling toe metals basis een varieteit en 
-c 

een vezel die homeomorf is met D 

Bewijs. Stel B = G/H en Geen projectieve Liegroep. We stellen B voor 

als een inverse limiet van ruimten B~ zoals gegeven in st.1. 

Zij nu En een willekeurige n-cel in de varieteit B1 . Stel E:=(~~)-lEn • 

. °' n n We bewijzen nu door inductie dat de afb. f 1 : E ~E een representa-

d En D"t' (e<,) b~ . . d 6 " "' d tie bepaalt van E; in 

afbeelding Cf'~ : E:-

e vorm ~ , waar lJ voor 1e ere 1-"... e 

En · t · 1· nduceert van D"&(«) -- Dt: (p) " p een proJec 1e ,. 

D 't"(ct. ,~) D (p) 
op . 

Stel di t bewezen voor alle CA.< f. 
Als j een limiet getal is volgt de bewering uit het feit dat 

n { n a: } 
E / = \1-.!:1 Eat' 'f p; ~<ff.</ • 

Als f geen limiet getal, dan 

een locaal triviale vezeling. 

Et = Enl< D 'f:(j'-l) en 
4 -1 

't(J-1) n 
Daar D nuldimensionaal is en E samentrekbaar op iedere open n-

eel in En is de vezeling <pf-l : E/-,. Ef-l tri viaal. 

d.i. EJn = E}n x Ml , waarbij M~ een eindige verzameling 
r(f) ~( -1) 4 n n ~(V) 

D = D X MJ ; wij hebben dan E/ =EX D U • 

is. Stel nu 

Als Geen willekeurige loc. compacte groep, dan bevat zij een open 

proj. Liegroep fl en de nevenklassenruimte B is te spli tsen in de dis-
. ~ ~ 

crete som van nevenklassenru1mten B van r. Iedere B staat een loc. 
"!;'c(, 

met vezel D triviale vezeling toe over een varieteit B: 
r:J. 

Daar de B loc. homeomorf zijn, zijn alle vezels homeomorf met 
~ ~ 

dezelfde D • Zij nu B1 de discrete som van de varieteiten B1 . 
tJ. « 

Dan definieert de projectie B ~ B1 een projectie van B op B1 . 

een en 
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Gevolg 1. Een nuldimensionale nevenklassenruimte is homeomorf met het 

topologische product van een discrete verzameling en D~. 

Daar de vezeling van stelling 2 in dit geval een discrete basis heeft 

is zij triviaal. 

Gevolg 2. De ruimte van een oneindige compacte nuldimensionale groep 
't' 

is homeomorf met D. 

Met behulp van stelling 1 en 2 kan ook bewezen warden, dat de neven­

klassenruimte van een l.c. groep het gesloten (zelfs perfecte) beeld 
't" 

is van een product van een discrete verzameling en D Als de dimen-

sie van de ruimte ~ n is, dan kan de afbeelding gekozen warden met 

multipliciteit ~ n+l. 

Ivanovskii en Kuzm±nov bewezen dat de ruimte van iedere compacte groep 
t: 

een continu beeld is van D . Dit resultaat werd door Ivanovskii gege-

neraliseerd tot compacte nevenklassenruimten van loc. comp. groepen en 

Skljarenko bewees tenslotte het bovengenoemde resultaat voor willekeu­

rige nevenklassenruimten van loc. comp. groepen. 

§ 3. De dimensie van een l.c. groep 

Het begrip dimensie kan op verschillende manieren gedefinieerd warden. 

Zij X een topologische ruimte. We zullen zeggen dat 

1° ind X = -1 als X leeg is; 

ind X~ n als b:ij iedere p4SX eh iedereopen verzameling U met p E. U een 

omgeving V van p te vinden is met V c U en Ind V\V ~ n-1. 

0 
2 Ind X = -1 als X leeg is, 

Ind X$ n als bij iedere gesloten verzameling Fen open verzameling U 

met F c U een omgeving V van F te vinden is met V c U en Ind V \. V ~ n-1. 

3° dim X * n als bij iedere eindige open overdekking van X er een open 

verfijning is van orde ~ n+l. 

Zoals bekend is vallen voor separabel metrische ruimten deze drie be­

grippen samen. 

In het algemeen geldt ind X~ Ind X en voor normale ruimten dim X ~ Ind X. 

Katetov, Morita, Dowker en Hurewicz bewezen dat voor alle metrische ruim­

ten dim X = Ind X. De ongelijkheid dim X~ ind X werd voor willekeurige 
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compacte ruimten door P.S. Alexandrov bewezen en voor willekeurige Lin­

delofruimten door Yu.M. Smirnov. 

In 1960 bewees Arhangelski dat voor loc. comp. groepen G ind G = dim G. 

Nog in hetzelfde jaar werd dit resultaat door Pasynkov gegeneraliseerd, 

die bewees dat voor iedere nevenklassenruimte B van een loc. comp.groep 

geldt dim B = ind B = Ind B. 

Tenslotte werd door Zarelua nog bewezen dat voor iedere eindig dim. ge­

sloten deelverzameling F van een nevenklassenruimte B, dim F = ind F = 
Ind F. 

Met behulp van stelling 2 gaf Skljarenko een nieuw bewijs van de stel­

lingen van Pasynkov en Zarelua. 

Lemma 1. Stel X = A XB, waarbij X een Lindelofruimte is, A een n-dim. 

ruimte met aftelbare basis en Been 0-dimensionale ruimte. Dan dim X = 

ind X = h, 

Bewijs. 

Uit de stelling van Smirnov volgt dat dim X ~ ind X. Verder is het dui­

delijk dat n" dim X en met inductie kunnen wij bewijzen dat ind X ~n. 

Lemma 2. Stel p : B -.B1 een locaal triviale vezeling, waarbij B1 een 

n-dim. loc. comp. ruimte is met aftelbare basis en de vezel M een nul­

dimensionale compacte ruimte. 

Dan dim B = ind B = Ind B = n. 

Bewijs. 

Uit lemma 1 volgt dat dim B = ind B n, 

We bewijzen nu met inductie dat Ind B = n. 

Stel dat de bewering bewezen is voor dim B1 4 n-1 en stel F een gesloten 

verzameling in Ben U een omgeving van F. 

Daar Bloc. compact en er-compact is, kan F worden overdekt door een 

locaal eindig sys teem van open verzamelingen O, = v .. ii, w, c. U, met v,. 
open in B1 , dim R(V~)~ n-1 en W1, open in M met lege rand. 

Daar M compact is, is { V~} een locaal eindig sys teem in B1 . 

Zij R = LJ R(V ) . 
I, !. 

-1 
Dan is R gesloten en dim R~ n-1. Dus Ind(p R) $in. 
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Stel U O • 
!, I, 

Dan R(O) e, U R(O ) c p -l (R). Dus Ind R(O) $ n-1 en Ind B ~ n. 
I. L, 

Stelling 3. 

Stel B de nevenklassenruimte van een loc. comp. groep. Dan dim B = 

ind B = Ind B. 

Bewijs. 

Zoals bekend bevat iedere loc. compacte groep een open proj. Liegroep 

fl die <:r -compact is. 

Dan is B de disjuncte som van nevenklassenruimten B« van r . 
Als B eindig dimensionaal is, dan ook iedere B Cl(. eindig dimensionaal 

en volgens stelling 2 staat iedere B; een loc. triviale vezeling toe 
T 

over een varieteit B1 met vezel D. 

Daar r «. -compact is, is ook B: O"-compact en voldoet dus aan het 2e 

aftelbaarheidsaxioma. 

De bewering van de stelling volgt nu uit lemma 2. 

§ 4. Het gewicht van een loc. compacte groep 

In 1957 bewees A. Hulanicki dat een loc. comp, groep met X1 elementen 

metriseerbaar is en dus aan het 1e aftelbaarheidsaxioma voldoet. 

Later generaliseerde hij dit resultaat en bewees dat als een loc, comp. 
,:­

groep G een locaal gewicht ~,:; heeft, dan is de machtigheici van G;:: 2 

Als G compact is en het locale gewicht is gelijk aan ~, dan is de mach­

tigheid van G gelijk aan 2~. 

Stelling 4; 

Iedere nevenklassenruimte van een loc. compacte groep is homeomorf met 
't 

het topologisch product N X D MB , waarbij N e:en discrete verzameling is, 
~ 0 

D een gegeneraliseerd Cantor discontinuum en B een samenh. nevenklas­
o 

senruimte van een willekeurige proj. Liegroep. 

Bewijs. 

Zij B 

en B. 

= G/H. G de component van de eenheid in Gen B component van H 
0 0 

Stel ~ de natuurlijke afbeelding van G op B. 

Dan is het duidelijk dat G H c cp-1 B ~ GR c cp-l (B ) • Zij nu C = G/G H 
0 O O O 0 

en 1f de natuurlijke afbeelding van Bop C. Daar C nuldimensionaal is 



geldt 'f B0 = klasse G0 H 

Zij nu p. B • G/G H. 
0 

-7-

-1 
G H ~Cf B =G H. 

0 0 0 

Deze afbeelding is volgens een stelling van Mostert een locaal trivia-

le vezeling met vezel GoH/H = B. 
0 

Daar G/G H nuldimensionaal is, is deze vezeling een direct product en 
0 

B ~ N x. D-c X B • 
0 

Daar B samenhangend is, is het ook nevenklassenruimte van iedere open 
0 

proj. Liegroep bevat in G H. 
0 

Stelling 5. 

De ruimte van iedere loc. compacte groep G is homeomorf met het topo-
T n n 

logisch product N x D x E X G', waar E een Euclidische ruimte is en G' 

een maximale samenhangende compacte ondergroep van G. 

Bewijs. 
,: 

Volgens de vorige stelling is G~N x. D II', G , 
0 

waar G een samenhangende 
0 

projectieve Liegroep is. Volgens een stelling van Iwasawa-Malcev is 

G O!G' ~En, waar G' een willekeurige maximale samenhangende compacte 
0 

ondergroep van G is. 
,:: no 

Dus G~NxDXE X G'. 

Zoals reeds door A. Weil bewezen heeft iedere compacte eindig dimen­

sionale samenhangende groep een aftelbaar gewicht. Iedere loc. com­

pacte samenhangende eindig dimensionale groep heeft dus een aftelbaar 

gewicht. 
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